KAPITEL 4

Korperhomomorphismen, Zerfiallungskérper und normale
Korpererweiterungen

1. Kérperhomomorphismen

Sind K, L Korper, so wird ein Ringhomomorphismus ¢ : K — L auch Kérperhomomorphismus oder
einfach nur Homomorphismus genannt. Fiir alle a,b € K gilt also

ola+b) =o0(a)+o(b), o(ab) =0c(a)o(b), o(1)=1.

Ist o bijektiv, so spricht man von Koérperisomorphismus oder Isomorphismus. Ist K = L und
o : K — K bijektiv, so nennt man ¢ einen Kérperautomorphismus oder einfach Automorphismus.

Beispiele:

(1) Ist K ein Korper, so ist die identische Abbildung id : K — K, a — a natiirlich ein Kérperauto-
morphismus.

(2) Die komplexe Konjugation

C—>C, z—zZ bzw. z+4+iy—z—iyfirz,yeR

ist ein Automorphismus von C.

(3) Ist K C C ein Unterkorper von C, so liefert die komplexe Konjugation einen Kérperhomomor-
phismus

K—-C, aw—a.

(Achtung: Dies muss kein Automorphismus von K sein.)

Bemerkungen: Sei 0 : K — L ein Kérperhomomorphismus.
(1) o : K — L ist injektiv: Sind a,b € K mit a # b, so folgt aus a —b # 0
1 1 1
) =ala—b)o(——) = (0o(a) ~ o(b) - o),

woraus sofort o(a) — o(b) # 0, also o(a) # o(b) folgt.
(2) Fira € K, b e K* gilt

1=0(1)=0((a—0)-

a, ofa)
)=S0
denn
a a a o(a)
a(b)-of b) o(b b) o(a), also U(b) o)
(3) o(K) ist ein Unterkorper von L: Natiirlich ist o(K) ein Unterring. Wegen ﬁa) =o(1)fira#0

ist o(K) auch ein Unterkorper.
(4) o(K) ist ein zu K isomorpher Kérper.

Erinnerung:
(1) Ist K ein Korper, so ist ¢ : Z — K mit ¢(n) = n ein Ringhomomorphismus. Der Kern ist ein

Primideal in Z, also (0) oder (p) fiir eine Primzahl p. Man sagt K hat Charakteristik 0 bzw. p.
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(2) Hat K Charakteristik p, so ist ¢ : F,, = K in Kérperhomomorphismus, ¢(F}) ist zu F,, isomorph,
wir kénnen I, als Unterkérper von K auffassen:

F,~{0,1,1+1,...,14+1+4---+1} CK.
—_—
p—1 Summanden

(3) Hat K Charakteristik 0, so ist der Ringhomomorphismus ¢ : Z — K injektiv. Durch

c:Q— K, LN m)
n ¢(n)
wird ein Kérperhomomorphismus definiert. o(Q) ist ein zu Q isomorpher Kérper, weswegen wir
Q auch als Teilmenge von K betrachten konnen:

-1
Q:{%:meZ,neN}.

LEMMA. Seien K, L Koérper und o : K — L ein Korperhomomorphismus.

(1) K und L haben die gleiche Charakteristik.
(2) Hat K Charakteristik p und denken wir uns Fp, C K und F, C L, so gilt

o(m) =m fir alle m € Fp.
(3) Hat K Charakteristik O und denken wir uns Q C K und Q C L, so gilt
o(a) = a fir alle a € Q.

Beweis:

(1) Hat K Charakteristik p, so gilt p = Y% | 1x = 0 in K, woraus in L natiirlich auch p =
S 1 =37 1 0(lk) = o(3°F_; 1k) = 0(0) = 0 folgt. Hat dagegen K Charakteristik 0, so
ist Z — K injektiv, und damit natiirlich auch Z — K — L, sodass auch L Charakteristik 0 hat.

(2) Dies folgt sofort aus o(1) = 1.

(3) Nun habe K Charakteristik 0.

e Zunichst folgt aus 0(0) = 0 und o(1) = 1 durch Induktion o(n) = n fiir alle n € Ny.
e Fiir n € Ny folgt aus 0 = 0(0) = o(n + (—n)) = o(n) + o(—n) = n + o(—n) sofort
o(—n) = —n, also insgesamt o(m) = m fiir alle m € Z.
e Fiir m € N und n € N folgt
m m m m, m
mfa(m)fa(n~n)fo(n)'o(n)fn‘a(n), also  of )771

3

Damit haben wir o(a) = a fiir alle @ € Q bewiesen. B

Im Folgenden werden wir oft Oberkorper eines Grundkorpers betrachten. Kérperhomomorphismen, die
den Grundkérper elementweise festlassen, haben eine eigene Bezeichnung:

DEFINITION. Sei K ein Korper und L|K, L'|K Korpererweiterungen.
(1) Ein K-Homomorphismus L — L' ist ein Kdérperhomomorphismus
o:L— L' mito(c) = c fir alle c € K.
Anders ausgedriickt:
olg =idg.
(2) Fin K-Automorphismus von L ist ein Kdérperautomorphismus von L, der K elementweise

festlisst.
(3) Die Automorphismengruppe der Erweiterung L|K wird so definiert:

Auwt(L|K) ={o: L — L: o ist K-Automorphismus}.

(Mit der Hintereinanderausfihrung von Abbildungen als Verkniipfung ist Aut(L|K) eine Gruppe
mit idy, als neutralem Element.)
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Bemerkung: Das vorangegangene Lemma zeigt: Ist o : L — L’ ein Kérperhomomorphismus, so ist o ein
F,-Homomorphismus, falls L und L’ Charakteristik p haben, und ein Q-Homomorphismus, falls L und
L' Charakteristik 0 haben.

Beispiele:

(1) In den Ubungen wird gezeigt, dass nur die Identitiit ein Kérperhomomorphismus R — R ist.
Insbesondere gilt dann

Aut(R|Q) = {idr}.

(2) Welche R-Homomorphismen C — C gibt es? Die Identitéit die die komplexe Konjugation sind
sogar R-Automorphismen von C. Gibt es weitere R-Homomorphismen? Sei 0 : C — C ein
R-Homomorphismus. Dann gilt

(0(i)* = 0(i®) = o(—=1) = =1 =42,  also folgt (i) = +i.
Fiir z,y € R folgt
o(x+iy) =o(x) +o(i)o(y) =z +o(i)y.
Im Fall o(i) = i ist o die Identitéit, im Fall o(i) = —i ist o die komplexe Konjugation. Insbe-
sondere folgt
Aut(C|R) = {id¢, (C = C,z — 2)}.
(3) Man kann zeigen, dass Aut(C|Q) unendlich ist. (Vgl. Lang. Algebra. S.374)

Wir wollen nun Kérperhomomorphismen konstruieren. Wir beginnen mit einer grundlegenden Idee:

SATZ. Sei K ein Kérper und L ein Oberkérper von K, d.h. K C L. Sei a algebraisch iber K mit

Minimalpolynom f € K[z|. Sei Ly die Menge der Nullstellen von f in L, d.h.
Ly={Bel:f(5)=0})

Dann gult:

(1) Ist 0 : K(a) = L ein K-Homomorphismus, so ist o(a) € Ly, d.h. eine Nullstelle von f in L.
(2) Ist B € Ly, d.h. f(B) = 0, so gibt es genau einen K-Homomorphismus o : K(a) — L mit
o(a) = B, ndmlich

O'(Z cial) = Zc,ﬂi mit ¢; € K.
i i
(3) Die Abbildung
{0 : K(a) = L: K-Homomorphismus} — {S € L: f(8) =0}, o+~ o(x)
ist bijektiv, die K-Homomorphismen K(a) — L stehen also in Bijektion zu den Nullstellen von
fin L.
(4) Die Anzahl der K-Homomorphismen K(a) — L ist gleich der Anzahl der verschiedenen Null-
stellen von f in L.

Beweis: Sei f =Y, a;a".
(1) Seio: K(a) = L ein K-Homomorphismus. Dann folgt:
0= o(f(a) = o(Y aa’) = 3 olado(a) = 3 ao(a) = f(o(a)),
i i i
d.h. o(a) ist eine Nullstelle von f in L, also o(«) € Ly.
(2) Seinun g € Ly, d.h. f(5) =0.
e Wir betrachten den Ringhomomorphismus

¢: Klx] = L, Zcimi — chﬂi.

Dann gilt

o(f) = ¢(Za£> = Zalﬂi = f(B8) =0,
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3)

also ist f € Kern(¢). Wir erhalten also einen Ringhomomorphismus
G Kl/(f) > L, Y aT ey aph
e Wir wissen: Der Ringhomomorphismus
¥ Kz] - K(a), Zcixi — ani

hat als Kern (f) und ist surjektiv, liefert also einen Isomorphismus
¥ Kr)/(f) = K(a), Zc@i — Zciai.
e Aus obigen Abbildungen erhalten wir einen K-Homomorphismus
@oﬂ_l :K(a) = L, Zciai — Zciﬁi.
i i

e Natiirlich ist o durch o(a) = 8 eindeutig bestimmt, denn dann gilt

J(Z cial) = Z et

[ 7

Dies folgt sofort aus (1) und (2). ®

Beispiele:

(1)

LEMMA.

Wir wollen die Kérperhomomorphismen Q(y/2) — C bestimmen. Das Minimalpolynom von
V2 iiber Q ist f = x? — 2. Die Nullstellen von f in C sind ++/2. Daher gibt es genau zwei
Kérperhomomorphismen Q(v/2) — C, nimlich

o1(a+0V2) =a+bvV2, os(a+bV2)=a—bV2.
Wir wollen die Kérperhomomorphismen Q(\3/§) — C bestimmen. Das Minimalpolynom von /2
iiber Q ist 2% — 2. Mit ¢ = *HT“@ gilt

f=@=V2)(@- (V2@ - V).

Daher gibt es genau drei Kérperhomomorphismen Q(+/2) — C, die durch

01(V2) = V2, 03(V2)=(V2, 03(V2) =2
bestimmt sind.
Wir wollen die Kérperhomomorphismen Q(+/2) — Q(+/2) bestimmen. Da f = 23 — 2 nur eine

reelle Nullstelle hat, namlich /2, gibt es genau einen Kérperhomomorphismus Q(v/2) — Q(v/2),
némlich die Identitét:

Aut(Q(\3/§)|Q) = {idQ( ?/5)}-

Sei LIK algebraisch, f € K|x] ein Polynom und o, ..., ay die verschiedenen Nullstellen von f

i L. Ist o : L — L ein K-Homomorphismus, so gilt

o{ar,...,an}) ={a1,...,an}.

(o permutiert also die in L gelegenen Nullstellen von f.)

Beweis: Sei f =Y, a;x". Ist f(a) =0, so folgt

flote)) =Y aiola)’ = Y ofaia’) = (3 asa’) = o(f(@)) =0,

9

mit « ist also auch o(«) eine Nullstelle von f. Dies impliziert

o{ar,...,an}) C{ag,...,an}.

Da o injektiv ist, folgt aus der Endlichkeit von {ay,...,a,} die Bijektivitit, also

o{ar,...,;an}) ={{a1,...,an},
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was zu zeigen war. l

SATZ. Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung und o : L — L ein K-Homomorphismus. Dann ist
o bereits ein Automorphismus. Insbesondere gilt also

Aut(L|IK) ={o: L — L: K-Homomorphismus}.

Beweis: Wir miissen nur zeigen, dass ein K-Homomorphismus ¢ : L — L surjektiv ist. Sei o € L ein
beliebiges Element. Sei f € KJ[z] das Minimalpolynom von « iiber K und aj,...,a, die in L liegenden
Nullstellen von f, wobei wir 0.E. @3 = a annehmen kénnen. Nach dem letzten Lemma gilt

ol{ar,...,an}) ={a1,...an},

es gibt also in «; mit o(e;) = a3 = . Dies beweist die Surjektivitit von o, und damit die Behauptung.
|

Bemerkung: Die Aussage des letzten Satzes stimmt nicht mehr allgemein, wenn man auf die Voraus-
setzung ,, algebraische Korpererweiterung” verzichtet. Dies zeigt das néchste Beispiel.

Beispiel: Sei K ein Korper und K (z) der Quotientenkérper des Polynomrings K[z] in der Unbestimmten

2. Dann ist (@) (2)
a(x a(x
K K —
o (x) = K(x), b) — ba?)
ein K-Koérperhomomorphismus, der nicht surjektiv ist. (Genauer gilt o(K(z)) = K(2?) und [K(z) :
K(a?)] = 2)

Bemerkungen:

(1) Sei K ein Korper und L ein Oberkérper von K. Ist a algebraisch iiber K, so haben wir gesehen,
wie man die K-Homomorphismen K (a) — L erhilt. Ist 8 algebraisch iiber K(«), wie erhilt
man dann die K-Homomorphismen K («, ) — L? Dazu dient das nachfolgende Lemma.

(2) Sei 0 : K — L ein Kérperhomomorphismus. Ist a algebraisch iiber K, kann man o zu einem
Homomorphismus K (a) — L fortsetzen? Wir beginnen mit einer Fortsetzung auf die Polynom-
ringe: K[z] — Llz].

LEMMA. Seio : K — L ein Korperhomomorphismus. Dann ist
K[x] — Ll[z], Z cix' Za(ci)xi
i i

ein Ringhomomorphismus, der wieder mit o bezeichnet wird, also
O'(Z cixt) = Z olc)zt.
Fiir f € K[z] und a € K gilt
o(f(a)) =a(f)(o(a)).

Beweis: Die Ringhomomorphismus rechnet man einfach nach. Sei nun f = Y, ¢;2* € K[z] und a € K.
Dann gilt

o(f(a)) = o(} ') = 3 oleola)' = o()(o(a).

wie behauptet. B

LEMMA. Sei o : K — L ein Kérperhomomorphismus und a algebraisch iber K mit Minimalpolynom
f € K[z|. Sei Ly die Menge der Nullstellen von o(f) € L{x] in L, d.h.

Ly={BeL:o(f)(B) =0}
(1) Ist 7 : K(a) = L ein Kéorperhomomorphismus, der o fortsetzt, d.h. o(c) = o(c) fir alle c € K,
so ist o(a) eine Nullstelle von o(f), d.h. 0(c) € Ly.
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(2) Zu jeder Nullstelle 5 € L von o(f) € Lx] gibt es genau eine Fortsetzung o : K(a) — L mit

o(a) = B, namlich
() cia) = o(c)p
(3) Die Abbildung
{6 : K(a) = L Fortsetzung von o} — {8 € L:0(f)(B) =0}, 7 d(a)
ist bijektiv, d.h. die Fortsetzungen o : K(a) — L stehen in Bijektion zu den Nullstellen von
o(f) in L.
(4) Die Anzahl der verschiedenen Fortsetzungen o : K(a) — L von o : K — L ist gleich der Anzahl
der verschiedenen Nullstellen 8 von o(f).

Beweis: Sei f(x) =Y, a;z* mit a; € K. Dann ist o(f)(z) =, o(a;)a".
(1) Sei o : K(a) — L ein Kérperhomomorphismus, der o fortsetzt. Dann gilt
o(£)@(@) = ola)d(@)' =5(Y_ aa’) =3(f(a)) =(0) =0,
d.h. 5(«) ist eine Nullstelle von o(f).

(2) e Sei B € L mit o(f)(B) =0, dh. Y, 0(a;)8" = 0. Dann erhalten wir einen Ringhomomor-
phismus

¢ : K[z] = L[z] — L, chzl > Zo(ci)xi — Za(ci),é’i.

Das Polynom f liegt im Kern von ¢, sodass wir eine induzierte Abbildung

¢: Klx]/(f) = L, chaﬂ — Za(ci)ﬁi

erhalten.
o Weiter ist

Y K[z] - K(a), Zciﬂci — Zciai
i i
ein Ringhomomorphismus mit Kern (f), woraus sich ein Kérperisomorphismus
Ui KR)/(f) = K@), Y et el
i i

ergibt.
e Der Korperhomomorphismus

ao@_l : K(a) > L, Zciof — Za(ci)ﬂi

setzt o fort und bildet o auf 3 ab. Mit & = ¢ o @_1 folgt die Existenz der Fortsetzung.
e Die Eindeutigkeit der Fortsetzung folgt sofort aus

5(2 cia') = Z&(ci)G(a)i = Zo(ci)ﬁi.
(3) Dies folgt sofort aus (1) und (2). ®
Beispiel: Sei @ = v/2 € R. Wir wollen alle Kérperhomomorphismen Q(a,ia) — C beschreiben. Wir

beginnen mit den Kérperhomomorphismen Q(«) — C und wollen diese zu Kérperhomomorphismen
Q(a)(ia)) = C mit Hilfe des vorangegangenen Lemmas fortsetzen.

e Das Minimalpolynom von « iiber Q ist f = x* — 2. Es zerlegt sich iiber C wie folgt:
f=(z—a)(z+a)(z—ia)(z+ia).
Also erhalten wir vier Kérperhomomorphismen o; : Q(a) — C:

o1(a) =a, o3(a)=—a, o3(a)=1ia, o4(a)=—ia.
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e Wir schreiben Q(«, i) = Q(«)(i). Das Minimalpolynom von i« iiber Q(«) ist
g=1a>+a%=(z —ia)(z +ia).
e Wir wollen beispielhaft o3 mit o3(a) = i« fortsetzen. Wir betrachten
o3(g) =22 +o3(a?) = 2% + (ia)? = 2* — a® = (z — a)(z + ).
Es gibt also zwei Fortsetzungen 731 und 732, die durch
T31(ia) =a und T32(i0) = —a

beschrieben werden. Beispielsweise gilt fiir cx; € Q
73,2 chl af - (ia)! = chl 7’372(01)’“ -Tg,g(ia)l =
k.l k,l
_ k - N
= Z Ckl O’3(OZ) . ’7'3’2(201) =
k,l
= chl (ia)k - (—a).
k,l

Wir fithren das vorangegangene Beispiel noch anders durch:

Beispiel: Wir wollen alle Homomorphismen Q(v/2,i) — Q sowie deren Bilder bestimmen.
e /2 hat das Minimalpolynom z* — 2 iiber Q. In Q C C faktorisiert das Polynom wie folgt:

2=t VD = (@ V(4 VR) = (o~ VD) + VD)@ - iVR) (e +iVR).
Wir erhalten also vier Homomorphismen o; : Q(v/2) — Q, die durch
o1(V2) = V2, 02(V2) = V2, 03(V2)=iV2, 04(V2)=—iV2.
e Wegen i ¢ Q(v/2) ist 22 + 1 das Minimalpolynom von i iiber Q(v/2), das iiber @ so faktorisiert
2?24+ 1=(z—i)(z+1).
Jeder Homomorphismus o; besitzt also zwei Fortsetzungen.
o11(V2) = V2,  o11(i) =1,
012(V2) = V2,  o1a(i
o91(V2) = V2, o9
02,2(V2) = —V2, 02,2(i
03,1(\4@) =iv/2, o31(
032(V2) =iV?2, 03.2(1
041(V2) = —iv2,  04.(i
042(V2) = —iV2,  049(i) = —i.
Zwar sind die 8 Abbildungen verschieden, die Bilder sind aber immer gleich, néamlich Q(+/2,1).

SATZ. Sei I?\K eine algebraische Korpererweiterung, L ein algebraisch abgeschlossener Korper und o :
K — L ein Kérperhomomorphismus. Dann gibt es eine Fortsetzung o : K — L.

Beweis: Dies beweist man mit dem Lemma von Zorn.

e Wir betrachten Paare (F,o0g), wo E ein Zwischenkorper K C E C K und og : E — L eine
Fortsetzung von o : K — L ist.
e Sei M die Menge aller solcher Paare. Wir fiihren eine Ordnung < ein:

(El,O'El)S(EQ,O'EQ) i E1§E2 und0E2|E1:0E1.
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o Ist
(EI,O'El) S (E270'E2) S (E3,0'E3) S
eine Kette in M, so erhiilt man eine obere Schranke (E,og) durch
E=|JE ud op(B) =4, falls§c E;.
i>1

e Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximales Element (F,og) in M.

e Wire E C K, so kénnte man a € K \ E wihlen. Ist f € E[z] das Minimalpolynom von « iiber
E und S € L eine Nullstelle von og(f), so erhélt man mit dem vorangegangenen Lemma eine
Fortsetzung von o auf E(«). Dies wiirde aber der Maximalitéit von (F,og) widerspruchen.

e Also muss gelten E = K , was die Behauptung beweist. B

Beispiel: Wir haben gesehen, dass es genau 3 Kérperhomomorphismen o; : Q(3/2) — C gibt, die durch

01(\?/5)2\3@, 02(\3/5):03/57 US(\?/E):CQ\S/§ mit(:—l%i\/g

bestimmt sind.

e Der Satz besagt, dass sich diese Kérperhomomorphismen zu Kérperhomomorphismen ; : Q —
C fortsetzen lassen.

e Betrachtet man die Kérperhomomorphismen als Kérperhomomorphismen mit Bild im algebrai-
schen Abschluss Q, d.h. o; : Q({’@) — @, so sind die Fortsetzungen sogar Kérperautomorphis-
men von Q. (Die Fortsetzungen sind nicht eindeutig bestimmt.)

Der algebraische Abschluss eines Korper ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt:

FOLGERUNG;Seienifl und Ko zwei algebraische Abschliisse eines Korpers K. Dann existiert ein Iso-
morphismus K1 — Ko, der die Identitit K — K fortsetzt.

Beweis: Nach dem vorangegangenen Satz ldsst sich die Identitdt K — K zu einem Koérperhomomor-
phismus ¢ : K; — Ko fortsetzen. Man sieht leicht, dass o(K;) algebraisch abgeschlossen ist. Da Ko
algebraisch iiber K ist, ist Ky auch algebraisch iiber (K ;). Da aber ein algebraisch abgeschlossener
Korper keine echten algebraischen Erweiterungen hat, folgt o(K ;) = K. Daraus folgt die Behauptung.
|

Der Zerfallungskorper eines Polynoms ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt:

FoLGERUNG. Sei K ein Korper und f € Klz] ein nichtkonstantes Polynom. Sind Zy und Zy Zerfillungskérper
von f dber K, so sind Z1 und Zy isomorph iber K.

Beweis: Sei Z ein algebraischer Abschluss von Z,. Dann ist natiirlich Z5 auch ein algebraischer Abschluss
von K. Die Identitdt K — K lisst sich dann zu einem Homomorphismus

o:7Z1— Zg

fortsetzen. Es gibt aq,...,a, € Z; mit

Z1=K(ag,...,an) und f(z) =clex —aq) ... (2 — ay)
und By, ..., 08, € Zo mit

Zo=K(B1,...,0n) und f(z) =c(z — B1)...(x — Bn).
Es gilt

c(z—=p1)... (¢ =Bn) = flzx) =o(f)(x) = c(z —o()) ... (x — glan)).
Wegen der eindeutigen Faktorzerlegung in Zs[z] gilt also
{o(a1),...,0(an)} ={B1,.-.,5n}
Daher folgt
o(Z1) =o(K(on,...,an) = K(B1,...,Bn) = Zo.
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Daher ist o ein K-Isomorphismus Z; — Z5. &

2. Zerfillungskdrper und normale Koérpererweiterungen

Wir haben den Zerfillungskorper fiir ein Polynom definiert. Dies wird nun etwas verallgemeinert:

DEFINITION. Ist K ein Korper und (f;):cr eine Familie von Polynomen f; € K[x] vom Grad > 1, so heifst
ein Oberkorper Z von K ein Zerfallungskorper von (f;)icr, wenn jedes f; in Lix| in Linearfaktoren
zerfdllt, d.h.

fz(l‘) = Ci(JU — 0@71) e (l‘ — ai,di)a

und wenn Z tber K von den Nullstellen der Polynome f; erzeugt wird, d.h.

Z = K({O[i’j : Z7j})

Beispiel: Fiir n € Z sei f,(z) = 22 — n € Q[z]. Ein Zerfillungskorper fiir die Familie (f,,)nez in C ist
dann

Q({v/n:neN}U{iv/n:neN}).
Zerfallungskorper haben einige interessante Eigenschaften.

SATZ. Sei K ein Kérper mit algebraischem Abschluss K und L eine algebraische Erweiterung mit K C
L C K. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(1) L ist Zerfillungskirper einer Familie (f;)icr von Polynomen aus K|[z].

(2) Jedes irreduzible Polynom f € K|z|, das eine Nullstelle in L hat, zerfdllt iber L in Linearfak-
toren.

(3) Jeder K-Homomorphismus o : L — K erfiillt (L) = L, definiert also einen Automorphismus
von L.

Beweis:

e (3)=(2) Sei f € K|[z] irreduzibel und « € L eine Nullstelle von f. Sei & € K eine beliebige
Nullstelle von f. Dann gibt es einen K-Homomorphismus K(a) — K mit o — a. Dieser K-
Homomorphismus kann zu einem K-Homomorphismus o : L — K mit o(a) = a fortgesetzt
werden. Aus o(L) = L folgt nun & € L. Da dies fiir alle Nullstellen von f gilt, zerfiillt f iiber L
in Linearfaktoren.

e (2)==(1) Sei (a;)ier eine Familie von Elementen von L, die L iiber K erzeugen, d.h. L =
K({a; : i € I}). Sei f; € K[z] das Minimalpolynom von «; iiber K. Nach Voraussetzung sind
nun alle Nullstellen von f; in L enthalten. Daher ist L der Zerfillungskorper der Familie (f;);cr-

e (1)=(3) Sei also L der Zerféllungskorper einer Familie (f;);e;r von Polynomen aus K[z] und
o : L — K ein K-Homomorphismus. Seien o 1,...,q;,, die Nullstellen von f;; nach Voraus-
setzungen liegen alle Nullstellen in L. Es ist

filo(ai ;) = o(fi(ai;)) = o(0) =0,

daher ist auch o(«; ;) eine Nullstelle von f;, es gibt also einen Index 7/ mit o(ey ;) = o ;v € L.
Da L von den «; ; erzeugt wird, folgt o(L) C L. In einem fritheren Satz haben wir gesehen, dass
dann o(L) = L folgt. Daher ist 0 : L — L ein K-Automorphismus. B

DEFINITION. FEine Kdrpererweiterung L|K heifst normal, wenn eine der dquivalenten Bedingungen des
letztes Satzes erfullt ist.

Beispiele:
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(1) Q(v/2)|Q ist normal, denn Q(v/2) ist Zerfallungskorper des Polynoms 22 — 2. Natiirlich zerfillt
2?2 — 2 auch iiber Q(v/2) in Linearfaktoren:

22 —2=(z—V2)(z +2).
Die Automorphismen von Q(v/2) sind
o1(a4+0V2)=a+bvV2 und  oa(a+bvV2) =a—bv2
o7 ist natiirlich die Identitét id@( V2)
(2) Q(¥/2)|Q ist nicht normal, denn das Polynom 23 — 2 hat zwar die Nullstelle ¥/2 in Q(+/2), die

anderen Nullstellen sind aber %“/5\35 und liegen offensichtlich nicht in @(\3@) Die Korper-
homomorphismen ¢ : Q(3/2) — Q sind gegeben durch

. . ; —1414v3 . : —1—14v3 .
n(¥2) = 5 (V3 - E eym - Vs
Offensichtlich besteht Aut(Q(+/2)|Q) nur aus der Identitiit.

Das erste Beispiel verallgemeinert sich wie folgt:

SaTz. Jede Kirpererweiterung LIK vom Grad 2 ist normal.

Beweis: Sei « € L\ K und f = 2% — axz + b € K[x] das Minimalpolynom von « iiber K. Fiir 3 € L mit
a+ B =agilt dann f = (z — a)(x — B). Also ist L Zerfillungskorper des Polynoms f, also ist L normal
iiber K. m

SATZ. Ist K ein endlicher Korper der Charakteristik p, so ist K eine normale Korpererweiterung von
F

-
Beweis: Ist | K| = p?, so haben wir gesehen, dass in K[x] die Beziehung
oz = H(m—a)

acK

gilt. Also ist K der Zerfillungskorper des Polynoms 27’ — z € F,[z], und damit normal iiber F,. B

SaTz. Seien E|K und F|E algebraische Korpererweiterungen. Ist F|K eine normale Erweiterung, so
auch F|E.

KCECF — KCECF.
—— ~——

normal normal

Beweis: Ist F normal iiber K, so ist F' Zerfallungskorper einer Familie (f;);c; von Polynomen f; € K|x].
Dann ist natiirlich F' auch Zerfillungskorper dieser Polynome iiber E. Also ist F' normal iiber E. B
Bemerkung: Wir betrachten algebraische Erweiterungen K C E C F:

F

E

K

(1) Ist F|K normal, so auch F|E. Allerdings muss F|K nicht normal sein, wie ein nachfolgendes
Beispiel zeigt.
(2) F|K muss nicht normal sein, auch wenn F|K und F|E normal sind.

Beispiel:
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(1) Sei @ = V2 € R. Uber Q hat o das Minimalpolynom f = z* — 2. Uber einem algebraischen
Abschluss zerfallt f wie folgt:
f=(@—-a)(z+ a)(z—ia)(z +ia).
Daher ist Q(«)|Q nicht normal. Nach Konstruktion ist aber Q(c,¢) normal iiber Q.

Q(V2,9)

Q(V2)

Q
(2) Wir betrachten Q € Q(v/2) € Q(+v/2). Die Erweiterungen Q(v/2)|Q und Q(+/2)|Q(v/2) sind

normal, da sie Erweiterungen vom Grad 2 sind. Die Erweiterung Q(+/2)|Q ist aber nicht normal,
wie wir oben gesehen haben.

SATZ. Sei L|K eine Korpererweiterung, seien N1, No normale Kérpererweiterungen von K mit N1, Ny C
L. Dann sind auch
NiNy und NyN N

normal tiber K.

Beweis: Sei Ny Zerféllungskorper der Polynome f; € Klz], i € I und Ny Zerfallungskorper der Polynome
g; € K[z], j € J. Dann ist das Kompositum Ny Ny der Zerféllungskorper der Polynome f;,g;,1 € I,j € J.
Also ist N; Ny normal iiber K.

Sei o : Ny N Ny — K ein K-Homomorphismus. Wir kénnen o fortsetzen zu K-Homomorphismen

O'llng)F und (TQINQ*)?,
also
Ul‘NmNz =0 = 02|N10N2-
Da Nj normal iiber K ist, gilt o1(N;) C Ny, analog 02(N2) C Na. Sei nun a € N3 N Ny beliebig. Dann
folgt
o(a) =01(a) € Ny und o(a)=o02(a) € Ny,
also
o(a) € N1 N Na,
woraus o(Ny; N Ny) C Ny N Ny folgt. Daher ist auch Ny N Ny normal iiber K. B

SATZ. Seien N;, i € I normale Korpererweiterungen von K mit K C N; C K. Dann ist auch der
Durchschnitt
AR

il
eine normale Korpererweiterung von K.

DEFINITION. Ist L|K eine algebraische Erweiterung, so heifit eine Erweiterung N|L eine normale Hiille
der Erweiterung LI K, wenn N|K normal ist und N minimal mit dieser Figenschaft ist.

Bemerkung: Ist L|K endlich, sind aq,...,q, € L mit
L= K(Oq,...,Oén),

sind f; € K[z] die Minimalpolynome der «;, so kann man fiir N den Zerfillungskérper der Polynome
fi,-.., fn wihlen.

Beispiel: Fiir Q(v/2) ist Q(v/2,4) eine normale Hiille, wie ein vorangegangenes Beispiel zeigt.
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