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Kapitel 1

Gruppentheorie

1.1 Gruppen und Gruppenhomomorphismen

Im ersten Kapitel dieser Vorlesung befassen wir uns mit Gruppen - eine der grundlegendsten
Strukturen in der Mathematik. Viele andere mathematische Begriffe wie etwa Vektorrdume,
Ringe, Kérper und Algebren enthalten in ihrer Definition den Begriff der Gruppe. Auch struk-
turerhaltende Abbildungen wie etwa die invertierbaren Endomorphismen eines Vektorraums
bilden haufig Gruppen.

Eine weitere wichtige Anwendungen von Gruppen sind Symmetrien in der Geometrie - Abbil-
dungen, die gewisse geometrische Gebilde wie Geraden, Wiirfel oder Sphéren im Raum bewegen
und so auf sich selbst abbilden. Die Gruppenaxiome entsprechen dabei den Eigenschaften sol-
cher Bewegungen: Man kann Bewegungen hintereinander ausfiihren und erhélt so wieder eine
neue Bewegung (Verkettung, Gruppenmultiplikation). Man kann eine triviale Bewegung aus-
fithren, also ein geometrisches Gebilde nicht bewegen (neutrales Element), und man kann eine
Bewegung durch eine andere Bewegung riickgéngig machen (Inverse).

Die Mathematik kennt neben konkreten, geometrischen Symmetrien aber auch abstraktere,
weniger offensichtliche Symmetrien von mathematischen Strukturen wie etwa Differentialglei-
chungen. Solche Symmetrien sind eines der stirksten Werkzeuge zum Losen mathematischer
Probleme. Wir befassen uns aber zunéchst nur mit der Struktur und den grundlegenden ma-
thematischen Eigenschaften von Gruppen.

Definition 1.1.1: Eine Gruppe (G, *) ist eine Menge G zusammen mit einer Abbildung
*: G X G — G:(g,h)— g=*h, die Verkniipfung oder Gruppenmultiplikation, so dass die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(G1) Assoziativitit: g« (hx k) = (g x h) x k fiir alle g, h, k € G.

(G2) neutrales Element: Es gibt ein Element ¢ € G mit exg = g*xe = ¢ fiir alle g € G. Ein
solches Element e heifst neutrales Element.

(G3) Inverse: Zu jedem Element g € G gibt es ein Element h € G mit hx g = gxh = e fir
ein neutrales Element e. Ein solches Element h heifit Inverses von g.



KAPITEL 1. GRUPPENTHEORIE

Gilt zusétzlich g x h = h x g fiir alle g, h € G so nennt man die Gruppe (G, *) abelsch.

Ist G eine endliche Menge, so heifst (G, *) endliche Gruppe. Die Anzahl ihrer Elemente heift
dann Ordnung von (G, *) und wird mit |G| bezeichnet.

Bemerkung 1.1.2.

1.

Aus (G1) folgt induktiv, dass alle Produkte von Gruppenelementen, die durch Umklam-
mern auseinander hervorgehen, gleich sind. Daher ldsst man die Klammern héufig weg.

. Aus (G2) folgt, dass jede Gruppe G mindestens ein Element besitzt, ndmlich das neutrale.

Jede Gruppe (G, x) besitzt genau ein neutrales Element e € G.
Sind némlich e, ¢’ € G neutrale Elemente, so folgt mit (G2) e = exe' = €.

Jedes Element g € G einer Gruppe (G, *) besitzt genau ein Inverses.
Sind némlich hy, hy € G invers zu g € G, so folgt

hy @ hixe R=c hy * (g hs) = (hi % g) x hy @ e hy @) hs.

Das Inverse eines Elements g € G wird im Folgenden mit ¢g~! bezeichnet.

Es gilt die Kiirzungsregel: gxh =gxk=h=kund hxg=kxg=h==kF.
Denn aus g x h = g x k folgt

h (P exp & (g 'xg)xh (Gzl)g’l* (gxh) =g 'x (g%k) (G (g7 xg)xk S8 sk (Gzl)k,

und aus hx g = k x g folgt

h @ hxe (Cﬁ)h*(g*g_l) (@ (hxg)xg~ = (kxg)*xg™" (G:l)k* (gxg™") (st)k*e (G:Z)k‘.

Auflésen von Gleichungen: Die Gleichungen g x x = h und y * g = h haben fiir feste
g, h € G eindeutige Losungen, nimlich 2 = g ' xh und y = hx g~ L.

5

h=gxr & glxh=g" @) (@

* (g *x) ER (g_l*g)*x(: exr = I,

5, _ 4 (GD) _ (G3) (@2)
h=yxg & hxg'=yxg)xg " = yx(g ' xg) = y*xe = y.

Rechenregeln fiir Inverse:
Esgilt et =e, (¢7) ' =gund (gxh)"t =h~txg7! fiir alle g,h € G.

Denn per Definition ist exe =€, g7' xg = gx g~! = e, und fiir alle g, h € G gilt

) (@3)

(htxg 1)« (gxh) (@ h_l*(g_l*g)*h(cg) hlxexh @ hluh

(gxh) (B xg™) S gu (b ) w g E grexg? Egugt e

e
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Bemerkung 1.1.3.

1.

2.

Oft schreibt man G statt (G,x). Die Verkniipfung * ist aber Teil der Definition. Zwei
Gruppen (G, *) und (G’,*') sind genau dann gleich, wenn G = G’ und » = « gilt.

Es gibt zwei iibliche Notationen fiir die Verkniipfung einer Gruppe:

(a) Die multiplikative Notation: Man schreibt g*h, g-h oder gh fiir g* h, bezeichnet
mit g~! das Inverse eines Elements ¢ € G und mit e, e oder 1 das neutrale Element,
das auch das Einselement oder die Eins genannt wird.

Fiir n € N schreibt man ¢" = g - g - ... g flir das nfache Produkt eines Elements
g € G mit sich selbst sowie g™ = (¢")~! und ¢° = e.

(b) Die additive Notation wird nur fiir abelsche Gruppen verwendet:
Anstatt g x h schreibt man g + h, sowie —g fiir das Inverse von ¢ € G und 0 fiir
das neutrale Element, das auch als das Nullelement oder die Null bezeichnet wird.

Fiir n € N schreibt man ng = g+ g+ ...+ g fiir das n fache Produkt von g € G mit
sich selbst sowie (—n)g = —(ng) und 0g = 0.

Da die meisten der im Folgenden betrachteten Gruppen nicht abelsch sind, benutzen wir vor-
wiegend multiplikative Notation. Wenn es keine Verwechslungsmoglichkeit gibt, werden wir in
den folgenden Kapiteln die Verkniipfung héufig nicht explizit erwéhnen und auch das Zeichen
fiir die Verkniipfung in Formeln auslassen.

Beispiel 1.1.4.

1.

Jede einelementige Menge M = {m} ist eine Gruppe mit x : M x M — M, (m,m) — m.
Eine solche einelementige Gruppe wird als triviale Gruppe bezeichnet.

. Bis auf Umbenennen der Elemente gibt es genau eine Gruppe der Ordnung zwei, die oft

mit Cy bezeichnet wird.

Denn eine zweielementige Gruppe muss ein neutrales Element e und ein weiteres Element
g # e enthalten. Damit gilt g x g = g oder g x g = e, aber aus g x g = g wiirde mit der
Kiirzungsregel g = e folgen. Also muss g x g = e gelten.

Die ganzen Zahlen bilden mit der Addition eine abelsche Gruppe (Z,+).

Fiir jeden Korper (K, +,-) sind (K, +) und (K*,-) abelsche Gruppen.
Insbesondere gilt dies fiir den Korper R der reellen Zahlen, den Korper Q der rationalen
Zahlen und den Korper C der komplexen Zahlen.

Fiir jeden Vektorraum (V,+,-) iiber einem Korper K ist (V,+) eine abelsche Gruppe.
Insbesondere gilt dies fiir die folgenden Vektorrdume:

e die Vektorraume K" fiir n € N.

e die Vektorrdume Mat(n x m,K) der n x m-Matrizen mit Eintrdgen in K
e die Vektorrdume Homg(V, W) der K-linearen Abbildungen ¢ : V — W

Fiir jeden K-Vektorraum V' bilden die bijektiven K-linearen Abbildungen ¢ : V' — V mit
der Verkettung eine Gruppe (GLk(V), o). Falls dimg (V') > 2, ist sie nicht abelsch.

Fiir alle n € N und Koérper K bilden die invertierbaren n x n-Matrizen mit Eintrégen in
K und der Matrizenmultiplikation eine Gruppe GL(n, K). Diese ist fiir n > 2 nicht abelsch.
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8. Fiir jede Menge M bilden die invertierbaren Abbildungen f : M — M mit der Verkettung
von Abbildungen eine Gruppe (Sy, o), die Gruppe der Permutationen von M. Falls M
mindestens drei Elemente besitzt, ist diese nicht abelsch.

Fiir M = {1, ..., n} bezeichnet man die Permutationsgruppe auch mit S,, und nennt sie die
symmetrische Gruppe der Ordnung n. Eine Permutation o € S,, gibt man entweder
in Tupelschreibweise an als 0 = [0(1),0(2), ..., 0(n)] oder in Tabellenschreibweise als:

a<1 2 3 ... n-1 n>
o) o2 oB3) ... o(n—=1) o(n)

9. Fiir zwei Gruppen (G, *¢) und (H,xy) wird auch die Menge G' X H zu einer Gruppe mit
der komponentenweisen Gruppenmultiplikation

* . (GX H) X (GX H) — G x H, (gl,hl)*(gg,hg) = (gl*G927h1*Hh2)~

Das neutrale Element ist ¢ = (eq, e) und die Inversen sind (g, h) ™' = (¢~!, h~") (Ubung).
Sie heifit das (dufltere) direkte Produkt von G und H.

Bemerkung 1.1.5. Eine endliche Gruppe (G, ) kann durch eine Multiplikationstafel be-
schrieben werden. Fiir eine n-elementige Gruppe G = {gi, ..., g} ist dies eine Tabelle mit n
Zeilen und n Spalten, wo in die ite Zeile und jte Spalte das Produkt g; x g; eingetragen wird.
Dabei wahlt man héufig ¢, = e.

* e go gs . dn
€ € g2 gs co- On
g2 | g2 g2*ga Gaxgs ... @gakgpn
g3 |93 gzxga gz3*gs ... gzk(gn
On | Gn Gn*G92 Gn*Ggs ... Gn*Gn

Man erkennt an der Multiplikationstafel leicht, ob eine Gruppe abelsch ist (wie?), und fiir kleine
Gruppenordnungen kann man damit Gruppen relativ effizient untersuchen. Bis auf Umbenen-
nung der Elemente sind beispielsweise die Gruppen der Ordnung < 4 gegeben durch

e Ordnung 1: G = {e}

e Ordnung 2: G = Cy = {e, g2}

e Ordnung 3: G = {e, 92,93}
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e Ordnung 4: G = {e, g2, 93,94}

* | € g2 g3 04 * | € g2 g3 G4
el e g2 g3 3ga el e g2 g3 04
g2 |92 93 gs € oder 92192 € ga g3
g3|93 ga € G2 93193 g4 € G2
94194 € G2 Gs. g4 |94 g3 g2 €.

Diese beiden Gruppen unterscheiden sich dadurch, dass fiir die zweite Gruppe ¢ = e fiir
alle Gruppenelemente g gilt, wihrend in der ersten nur g* = e fiir alle Gruppenelemente
g gilt. Die zweite Gruppe heifst die Kleinsche Vierergruppe. Anhand der Multipli-
kationstabelle erkennt man, dass sie das direkte Produkt Cy x Cy der zweielementigen
Gruppe Cy = ({1, —1},-) mit sich selbst ist. Dabei stehen die Elemente e, g5, g3, g4 in der
Multiplikationstabelle fiir e = (1,1), go = (—1,1), g3 = (1,—1) und g4 = (-1, —1).

Fiir Gruppen mit mehr Elementen wird die Beschreibung mit Multiplikationstafeln jedoch sehr
aufwiandig und uniibersichtlich. Man erkennt nur schwer, ob verschiedene Multiplikationsta-
feln die gleiche Gruppe beschreiben, also durch Umbenennen oder Umordnen der Elemente
auseinander hervorgehen. Auch andere wichtige Eigenschaften von Gruppen sind in den Multi-
plikationstafeln dann kaum zu erkennen. Daher wahlt man andere Methoden zur Untersuchung
von Gruppen, die sich starker an deren Struktur orientieren und weniger von der konkreten
Benennung der Elemente abhéngen.

Eine Umbenennung von Gruppenelementen kann man dabei als eine bijektive Abbildung zwi-
schen zwei Gruppen auffassen. Da Gruppen Mengen mit einer zusétzlichen Struktur sind, ndm-
lich die Verkniipfung, ist man dabei allerdings weniger an allgemeinen Abbildungen interessiert
als an strukturerhaltenden Abbildungen, d. h. Abbildungen, die mit der Gruppenmultiplikation
kompatibel sind. Kompatibilitidt bedeutet, dass man das gleiche Ergebnis erhélt, wenn man
zuerst zwei Elemente multipliziert und dann das resultierende Element auf ein anderes abbildet
und wenn man die zwei Elemente zuerst abbildet und dann ihre Bilder multipliziert.

Definition 1.1.6: Seien (G,xg) und (H,*y) Gruppen. Eine Abbildung f : G — H heift
Gruppenhomomorphismus oder Homomorphismus von Gruppen, falls gilt

(g1 %c 92) = f(g1) *u f(g2) Va1, g2 € G.

e Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heiflt Gruppenisomorphismus. Gibt es einen
Gruppenisomorphismus f : G — H, so nennt man G und H isomorph und schreibt G = H.

e Fin injektiver Gruppenhomomorphismus heifst auch Monomorphismus von Gruppen und
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus Epimorphismus von Gruppen.

e Im Fall (G, x¢) = (H, *g) nennt man f einen Gruppenendomorphismus und einen Grup-
penautomorphismus, falls f bijektiv ist.

Beispiel 1.1.7.

1. Fiir beliebige Gruppen (G, *g) und (H,*y) gibt es immer mindestens einen Gruppen-
homomorphismus f : G — H, ndmlich den trivialen Gruppenhomomorphismus
f:G—H,g— eq.
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2. Fiir jedes g € G ist die Konjugationsabbildung C, : G — G, h — g*h* g~ ' ein
Gruppenautomorphismus. Diese Gruppenautomorphismen heifen auch innere Auto-
morphismen von G.

Denn es gilt fiir alle a,b € G

1 1

Cylaxb) =gx(axb)xg ' =gxaxexbxg ' =gxax(g ' xg)*xbxg™*
—(graxg ) x(gxbxg™) = Cyla) x Cy(b)
Cy10Cy(a)=g ' x(graxg )xg= (g "'xg)*xax(g ' xg) =exaxe=a
=(gxg ) xax(grg ') =gx (g7 xaxg)xg™ = CyoCyi(a).

Somit ist Cy : G — G ein Gruppenhomomorphismus mit Umkehrabbildung Cy;-: : G — G.

3. Die Exponentialabbildung definiert einen Gruppenisomorphismus exp : (R,+) — (R, *),
denn sie ist bijektiv, und es gilt exp(x + y) = exp(x) - exp(y) fiir alle z,y € R.

4. Fiir jeden Korper K und jedes n € N definiert die Determinante einen Gruppenhomomor-
phismus det : GL(n,K) — K*, denn es gilt det(M) # 0 und det(M - N) = det(M ) - det (V)
fir alle M, N € GL(n,K).

5. Fiir eine Permutation o € 5, und einen Korper K definiert man die zugehérige Permu-
tationsmatrix M (o) € GL(n,K) durch M(0);; = 1 falls o(j) = i und M(0);; = 0 sonst.
Dies definiert einen Gruppenhomomorphismus f : S, — GL(n,K), o — M (o) (Ubung).

Da jede Gruppe ein ausgezeichnetes Element enthélt - das neutrale Element - ist es naheliegend
zu untersuchen, wie sich Gruppenhomomorphismen auf dieses ausgezeichnete Element auswir-
ken. Ebenso stellt sich die Frage, wie sich Gruppenhomomorphismen in Hinblick auf Inverse
verhalten, und ob wir ein einfacheres Kriterium fiir die Injektivitdt eines Gruppenhomomor-
phismus finden konnen. So liefs sich beispielsweise im Fall von linearen Abbildungen zwischen
Vektorrdumen die Injektivitidt einer linearen Abbildung durch die Aussage charakterisieren,
dass der Kern nur den Nullvektor enthélt. Eine analoge Charakterisierung ergibt sich auch
im Fall von Gruppenhomomorphismen, nur dass der Kern nun nicht mehr als das Urbild des
Nullvektors sondern als das Urbild des neutralen Elements definiert wird.

Definition 1.1.8: Sei f : (G,*¢) — (H,*y) ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern und
das Bild von f sind die Mengen

im(f) = f(G)={f(g)|lge G} CH ker(f) = f"'(en) ={9€ G| f(g) =en} CG.

Mit dieser Definition kénnen wir nun auch injektive Gruppenhomomorphismen durch die Trvia-
litdt ihres Kerns charakterisieren. Ebenso ergibt sich, dass Gruppenhomomorphismen neutrale
Elemente auf neutrale Elemente und Inverse auf Inverse abbilden.

Lemma 1.1.9:

Seien (G, xg) und (H,xg) Gruppen und f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
1. f bildet das neutrale Element auf das neutrale Element ab: f(eq) = ey.
2. f bildet Inverse auf Inverse ab: f(g~1) = f(g)! fiir alle g € G.
3. f ist injektiv genau dann, wenn ker(f) = {eq} gilt.
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Beweis:
1. Fiir die neutralen Elemente e € G und ey € H gilt

en *xu fleq) = flea) = flea xc ec) = flea) *u flea) = fleg) =en.

2. Fiir alle g € G ergibt sich mit 1.

o) *m flg) = g7 *ag) = flea) = en = flea) = flg*a97") = f(g9) *u flg™").

3. Ist g € ker(f), so gilt nach 1. f(g) = f(eq) = ey fir alle g € ker(f). Ist f injektiv, so folgt
g = e¢ und damit ker(f) = {e¢}. Gilt umgekehrt ker(f) = {e¢} und sind gy, g2 € G Elemente

mit f(g1) = f(g2), so folgt f(g1 % g5) = fg1) *u f(95) Z fg1) *u f(g2)™" = epr. Damit ist
g1%c g5 ' € ker(f) = {ec} und g1 = go. O

Die grundlegenden Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen in Lemma 1.1.9 reichen bereits
aus, um alle Gruppenendomorphismen der Gruppe (Z,+) zu bestimmen. Wir werden spéter
sehen, dass dies auch fiir viele andere abelsche Gruppen dhnlich funktioniert.

Korollar 1.1.10: Jeder Gruppenhomomorphismus f : (Z,+) — (Z,+) ist von der Form
fm:Z— Z, z+— mz fiir ein m € Z. Er ist ein [somorphismus genau dann, wenn m € {£1}.

Beweis:
Sei f:(Z,+) — (Z,+) ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt f(0) = 0 nach Lemma 1.1.9.
Fiir n € N folgt induktiv

f)=fA+n-1)=f1)+fln-1)=2f1)+f(n—-2)= ... = (n =1 f(1) + f(1) = nf(1),
und mit Lemma 1.1.9 erhalten wir f(—n) = —f(n) = —nf(1). Also gilt f(z) = mz mit
m := f(1) fir alle z € Z. Offensichtlich ist f injektiv fiir m # 0 und surjektiv genau dann,
wenn m € {£1}. O

Isomorphe Gruppen werden in der Algebra als im Wesentlichen gleich oder dquivalent be-
trachtet. Sie lassen sich mit gruppentheoretischen Mitteln nicht unterscheiden, da sie durch
bloke Umbenennungen der Elemente auseinander hervorgehen. Ein Gruppenisomorphismus
f: (H,xg) — (G,*¢) ist nichts anderes als eine solche Umbenennungsvorschrift. Dies sug-
geriert, dass es sich bei der Isomorphie von Gruppen um eine Aquivalenzrelation handelt. Um
zu zeigen, dass Isomorphie von Gruppen tatséchlich reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, be-
notigt man die Aussagen, dass (i) die Identitdtsabbildungen Gruppenisomorphismen sind, dass
(ii) fir jeden Gruppenisomorphismus auch die inverse Abbildung ein Gruppenisomorphismus
ist und dass (iii) die Verkettung zweier Gruppenisomorphismen ein Gruppenisomorphismus ist.
Diese Aussagen ergeben sich aus dem folgenden Satz.

Satz 1.1.11:
1. Fiir jede Gruppe (G, *¢) ist idg : G — G ein Gruppenautomorphismus.

2. Sind (G, *g) und (H,*g) Gruppen und f : G — H ein Gruppenisomorphismus, dann ist
auch die Umkehrabbildung f~!: H — G ein Gruppenisomorphismus.

3. Sind (G, *¢), (H,*g) und (K, *x) Gruppen und f: G — H, f': H — K Gruppenhomo-
morphismen, so ist auch die Verkettung f' o f : G — K ein Gruppenhomomorphismus.
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Beweis:
1. Die Abbildung idg ist bijektiv mit idg(g*¢ ¢') = g*¢ ¢ = ida(g9) *¢ ide(g') fir alle g, ¢’ € G.

2. Da f: G — H ein Gruppenisomorphismus ist, erhélt man fiir alle h, A’ € H

FoHR) e fH) = FTHF T () we fHR) = fHF (T () 5 F(FTH(RD))) = 7 (hox BY).

3.Da f:G— Hund f': H— K Gruppenhomomorphismen sind, erhélt man fiir alle g, ¢’ € G

(f"oNlg*ag) =1 (flg*ag) = F'(f(g)*u f(9) = f'(f(g)*x ['(f(d))
= (f"o f)(g) xx (f" o f)(d) 0

Korollar 1.1.12: Fiir jede Gruppe G bilden die Gruppenautomorphismen mit der Verkettung
eine Gruppe. Sie wird als die Automorphismengruppe von G und mit Aut(G) bezeichnet.

Beweis:

1. Nach Satz 1.1.11 ist die Verkettung von Gruppenautomorphismen ein Gruppenendomorphis-
mus von G, und da die Verkettung von bijektiven Abbildungen bijektiv ist, auch ein Gruppen-
automorphismus. Damit definiert die Verkettung von Gruppenautomorphismen eine Abbildung
o : Aut(G) x Aut(G) — Aut(G). Diese ist assoziativ mit neutralem Element idg : G — G.
Nach Satz 1.1.11 ist auch die Umkehrabbildung f~! : G — G jedes Gruppenautomorphismus
[+ G — G wieder ein Gruppenautomorphismus und damit das Inverse von f beziiglich o. O

Beispiel 1.1.13.

1. Nach Korollar 1.1.10 gilt Aut(Z) = {id, —id} = Cs.

2. Fiir die zweielementige Gruppe Cs gilt Aut(Cy) = {id}. Denn jeder Gruppenautomorphis-
mus f : Cy — C5 muss das neutrale Element auf sich selbst und wegen der Injektivitat
dann auch das andere Element von C, auf sich selbst abbilden.

1.2 Untergruppen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit Untergruppen - Gruppen, die in anderen Gruppen
enthalten sind. Diese konnen als das Gruppen-Gegenstiick von Untervektorraumen aufgefasst
werden und lassen sich wie auch Untervektorraume auf zwei verschiedene Arten charakterisieren.
Entweder als eine Teilmenge einer Gruppe G, die gewisse vorgegebene Bedingungen erfiillt, oder
durch die Forderung, dass diese Teilmenge mit der Einschréankung der Gruppenmultiplikation
auf G eine Gruppe bildet. Wir definieren sie zunédchst durch konkrete Forderungen an die
Teilmenge und zeigen dann, dass diese Forderungen auf die zweite Bedingung hinauslauft.

Definition 1.2.1: Sei (G, *) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heift Untergruppe von
G, falls gilt:

(UG1) h*h € H fir alle h,h' € H,

(UGZ) eq € H,

(UG3) h™! € H fiir alle h € H.
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Bemerkung 1.2.2.

1. Aus (UG2) folgt insbesondere, dass eine Untergruppe niemals leer ist. In der Tat konnte
man (UG2) durch die dquivalente Forderung H # & ersetzen (warum?).

2. Jede Gruppe G besitzt Untergruppen, ndmlich H = G und die triviale Untergruppe
H = {e}. Eine Untergruppe H mit H # G heikt echte Untergruppe. Eine Untergruppe
H mit H # {e} heift nichttriviale Untergruppe.

Satz 1.2.3: Sei (G,*¢g) eine Gruppe. Dann ist eine Teilmenge H C G genau dann eine
Untergruppe von G, wenn sie mit xy: H X H — H, (hy, hs) — hy *g ho eine Gruppe ist.

Beweis:

Ist H C G eine Untergruppe, so ist gy wohldefiniert, und die Assoziativitdt folgt aus der
Assoziativitdat von G. Nach (UG2) ist e € H, und da hxgeg = h*xgeg = h = egxgh = egxph
fiir alle h € H, ist eg das neutrale Element von H. Wegen (UG3) ist fiir h € H auch h=!' € H
und h+g h™' = hxc h™! = e = ey. Damit ist A~' auch das Inverse von h in H.

Ist H C G eine Teilmenge, die mit xg eine Gruppe bildet, so gilt hy xg ho = hy xg hy € H fiir
alle hy, ho € H (UG1). Ist ey das neutrale Element von (H, g ), so gilt ey xg ey = eg*peg =
en = ey *¢ eq, und mit der Kiirzungsregel in G folgt ey = e € H (UG2). Ist h~! das Inverse
eines Elements h € H in (G, xg), so folgt ey = eg = hxgh™ = hxgh™' = h™lxgh = h™ %y h.
Damit ist A~! auch das Inverse von h in (H,*y) und h~! € H (UG3). O

Beispiel 1.2.4.

1. Der Einheitskreis S' = {z € C | |z| = 1} ist eine Untergruppe der Gruppe (C*, ).

2. Fiir jedes n € N bilden die nten Einheitswurzeln in C eine Untergruppe der Gruppen
(C*,-) und (S*,-) (Ubung). Diese Gruppe wird mit bezeichnet mit

Co={zeC|z"=1}={e¥¥" | k=0,1,...,n —1}.

Y
£671/10 1 /10
£8/10 £2mi/10
107/ 10 or/n |1
x
e12mi/10 e1871/10
147i/10 £167i/10

Der komplexe Einheitskreis S' und die nten Einheitswurzeln fiir n = 10.
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3. Fiir jeden Korper K und n € N ist SL(n,K) = {M € GL(n,K) | det(M) = 1} eine Unter-
gruppe der Gruppe GL(n,K). Sie heift die spezielle lineare Gruppe.

Denn es gilt 1 € SL(n,K) (UG2). Fiir M, N € SL(n,K) gilt det(M ') = det(M)™! =1
und det(M - N) = det(M) - det(N) = 1-1 = 1, also M~! € SL(n,K) (UG3) und
M - N € SL(n,K) (UGL).

4. Die orthogonalen n x n-Matrizen mit Eintragen in K bilden ebenfalls eine Untergruppe der
Gruppe GL(n,K), die orthogonale Gruppe O(n,K) = {M € GL(n,K) | MT = M~'}.

5. Die unitéren komplexen n x n-Matrizen bilden eine Untergruppe der Gruppe GL(n,C),
die unitire Gruppe U(n) = {M € GL(n,C) | MT = M~1}.

6. Sei (G, *) eine Gruppe und U C G eine Teilmenge. Dann ist der Zentralisator von U
Z(U)={g€ G| gug ' =uVu € U} eine Untergruppe von G.

Insbesondere gilt das fiir die Zentralisatoren Z, := Z({g}) jedes Elements g € G' und fiir
den Zentralisator Z(G), der auch das Zentrum von G genannt wird. (Ubung).

7. Fir jede Menge M und Teilmenge U C M sind
Stab(U) ={¢ € Sy | p(u) =uVu e U} und Symm(U)={p e Sy |plU)=U}

Untergruppen der Permutationsgruppe Sy,.

Da nach Korollar 1.1.12 auch die Gruppenautomorphismen einer gegebenen Gruppe wieder eine
Gruppe bilden, kénnen wir auch Untergruppen der Automorphismengruppe betrachten. Auch
wenn wir die Gruppe nicht kennen, wissen wir aus Beispiel 1.1.7, dass zumindest die Konjuga-
tionsautomorphismen in der Automorphismengruppe enthalten sein miissen. Tatséchlich bilden
sie eine Untergruppe der Automorphismengruppe, die innere Automorphismengruppe.

Beispiel 1.2.5. Fiir jede Gruppe (G, *) bilden die Konjugationsabbildungen C} : G — G,
g+ hxgxh™! fiir h € G eine Untergruppe der Automorphismengruppe Aut(G). Sie wird als
innere Automorphismengruppe und mit Inn(G) bezeichnet.

Beweis:

Denn es gilt C,(g) = exgxe™! = g fiir alle g € G und damit C, = idg. Also ist das neutrale Ele-
ment von Aut(G), die Identitédtsabbildung idg in Inn(G) enthalten (UG2). Fiir alle h, k,g € G
gilt CpoCi(g) = hx (kxgxk ) xh™ = (hxk)xgx (k7 xh™1) = (hxk)xgx (hxk)™' = Chu(9)
und damit C, * Cy = Chyx € Inn(G) (UG1). Nach Beispiel 1.1.7 gilt auferdem Cj-1 = C'h_1 fiir
alle h € G und damit C, ' = Cy,-1 € Inn(G) fiir alle h € G (UG3). O

Im Fall der abelschen Gruppe (Z,+) kénnen wir sogar alle Untergruppen explizit bestimmen.

Jede Untergruppe besteht genau aus den Vielfachen einer nicht-negativen Zahl n € Ng. Diese

Aussage wird sich im Verlauf der Vorlesung noch als sehr niitzlich erweisen.

Beispiel 1.2.6. Die Untergruppen der Gruppe (Z, +) sind genau die Teilmengen
nZ={nz|z€Z} mit n e N,

Jede Untergruppe nZ fiir n # 0 ist isomorph zu Z.
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Beweis:

1. Die Teilmengen nZ sind Untergruppen. Denn aus hy, hy € nZ folgt hy = nz; und hy = nzy
mit 21,20 € Z. Daraus ergibt sich hy + hy = nz; + nzy = n(z1 + 22) € nZ (UG1) und —hy =
—nze = n(—2z) € Z (UG3). Auberdem gilt 0 = n0 € Z (UG2).

2. Sei nun H eine Untergruppe von Z. Dann gilt entweder H = {0} = 0Z, oder es gibt ein
Element 0 # h € H. Da aus h € H mit (UG3) auch —h € H folgt, gibt es dann ein Element
h € HNN. Sei nun n = min{h > 0 | h € H}. Aus n € H folgt dann induktiv mit (UGI)
kn =n+..+n € H fir alle k € N und mit (UG2) —nk € H fiir alle & € N. Da aufserdem
0 € H (UG2), ist gezeigt, dass nz € H fiir alle z € Z und damit nZ C H. Gébe es ein Element
h € H\ nZ, so wire h = np + ¢ mit p € Z und ¢ € {1,...,n — 1} (Division mit Rest). Daraus
folgt mit (UG1) und (UG3) ¢ = h — np € H, im Widerspruch zu n = min{h > 0 | h € H}.
Also gilt H = nZ.

3. Fiir n # 0 ist nach Korollar 1.1.10 die Abbildung f,, : Z — Z, z +— nz ein injektiver Gruppen-
homomorphismus mit Bild f,,(Z) = nZ. Damit ist die Koeinschréankung f/ : Z — nZ, z — nz
ein Gruppenisomorphismus fiir n # 0. O

Weitere Beispiele von Untergruppen erhalten wir, indem wir sie mit Hilfe von bekannten Struk-
turen systematisch konstruieren. So konnen wir beispielsweise Untergruppen zweier Gruppen
G und H zu Untergruppen ihres direkten Produkts G x H zusammensetzen.

Beispiel 1.2.7. Seien G und H Gruppen und U C G und V C H Untergruppen. Dann ist
U x V eine Untergruppe des direkten Produkts G x H.

Beweis:

Nach (UG2) gilt e¢ € U und ey € V und damit auch e = (eg,ey) € U x V (UG2). Sind
(u1,v1), (ug,v2) € U XV, s0 gilt uy,us € U und vy, v € V. Mit (UG1) folgt uyus € U, viv9 € V
und damit auch (uq,v1)(ug2, v2) = (uruz, v1v2) € U x V (UGL). Ebenso ergibt sich mit (UG3)
u;t € U, vyt € V und damit auch (u,v;) ™" = (u;,v7!) € U x V (UG3). O

Um weitere Beispiele zu konstruieren, kénen wir analog zur linearen Algebra vorgehen und be-
kannte Konstruktionen fiir Vektorrdaume auf Gruppen verallgemeinern. Ein wichtiger Satz aus
der linearen Algebra besagt, dass Bilder und Urbilder von Untervektorraumen Untervektorrau-
me sind. Dies suggeriert, dass Bilder und Urbilder von Untergruppen unter Gruppenhomomor-
phismen Untergruppen sein sollten.

Lemma 1.2.8: Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

1. Fir jede Untergruppe U von G ist f(U) eine Untergruppe von H.
2. Fiir jede Untergruppe V von H ist f~1(V) eine Untergruppe von G.

3. Insbesondere ist das Bild im(f) = f(G) eine Untergruppe von H und
der Kern ker(f) = f~'(ey) eine Untergruppe von G.

Beweis:
1. Ist U eine Untergruppe von G so gilt e¢ € U, und mit Lemma 1.1.9 folgt f(eq) = ey € f(U)
(UG2). Sind hy, he € f(U), so gibt es uj,us € U mit hy = f(uy) und hy = f(ug). Da U eine
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Untergruppe von G ist, gilt u; ', ujus € U. Da f ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt daraus

hihy = f(u1) f(u2) = fuiug) € f(U) (UGL) und hy' = f(u)™ = f(u;') € U (UG3).

2. Ist V' eine Untergruppe von H, so folgt mit Lemma 1.1.9 ey = f(eg) € V und damit
eq € f7HV) (UG2). Sind ¢1,9, € f~1(V), so gilt f(g1), f(g2) € V. Da V eine Untergruppe
von H ist und f ein Gruppenhomomorphismus, ergibt sich f(g1)f(g2) = f(g1g2) € V und mit
Lemma 1.1.9 f(g;)"' = f(g9;") € V. Damit ist g1go € f~1(V) (UG1) und g; ' € f~1(V) (UG3).

3. Dies folgt direkt aus 1. und 2., indem man U = G und V = {ey} setzt. a

Eine weitere Konstruktion aus der linearen Algebra, die Untervektorrdume liefert, ist der Schnitt
von Untervektorrdumen eines gegebenen Vektorraums. Analog kann man im Fall von Gruppen
beliebige Schnitte von Untergruppen betrachten.

Satz 1.2.9: Sei GG eine Gruppe, I eine Indexmenge und H; C G eine Untergruppe von G fiir
alle ¢ € I. Dann ist auch ihr Schnitt N;c;H; eine Untergruppe von G.

Beweis:
Seien g, h € NicrH;. Dann gilt g, h € H; fiir alle ¢ € I, und damit auch gh,e, g~ € H; fiir alle
i € I. Daraus folgt gh,e, g~ € Nic;H;, und damit ist N;e; H; eine Untergruppe. O

Beispiel 1.2.10.

1. Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n,K) ist eine Untergruppe von GL(n, K)
SO(n,K) = {M € GL(n,K) | MT = M~ det M = 1} = O(n,K) N SL(n, K).
2. Der Schnitt der Untergruppen nZ C Z und mZ C Z ist die Untergruppe kgV(n, m)Z.

Man beachte, dass die Vereinigung von Untergruppen im Allgemeinen keine Untergruppe ist. Ein
einfaches Gegenbeispiel sind die Untergruppen 2Z und 3Z der Gruppe (Z, +), die die Vielfachen
von 2 und 3 enthalten. Die Vereinigung 2Z U 3Z enthélt genau die Zahlen, die Vielfache von 2
oder 3 sind. Offensichtlich gilt also 2 € 22U 3Z und 3 € 2ZU3Z, aber 2+ 3 =5 ¢ 2Z U 3Z,
und damit kann 2Z U 3Z keine Untergruppe von (Z, +) sein.

Dies ist nicht {iberraschend, denn auch die Vereinigung von Untervektorrdumen ist im Allge-
meinen nur eine Teilmenge des Vektorraums und nicht notwendigerweise ein Untervektorraum.
Es gibt aber eine Konstruktion, die aus beliebigen Teilmengen eines Vektorraums einen Unter-
vektorraum konstruiert, ndmlich den Spann oder die lineare Hiille. Diese kann abstrakt definiert
werden als der Schnitt aller Untervektorrdume, die eine gegebene Teilmenge eines Vektorraums
enthalten, oder konkret als Untervektorraum aller Linearkombinationen von Vektoren aus der
Teilmenge. Eine analoge Konstruktion gibt es auch fiir Untergruppen.

Definition 1.2.11: Sei G eine Gruppe und sei M C G eine Teilmenge. Die von M erzeugte
Untergruppe ist die kleinste Untergruppe, die M enthalt:

(My= () H
H Untergruppe von G
mit MCH

Ist M ={g1, ..., gr} endlich, schreibt man auch (M) = (g1, ..., gk)-
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Man kann fiir M dabei auch die leere Menge wihlen, die eine Teilmenge jeder Menge ist. In
diesem Fall nimmt auch die triviale Untergruppe {e} am Schnitt teil, und es folgt (@) = {e}.
Allgemeiner gilt: ist H C G eine Untergruppe mit M C H, so nimmt die Untergruppe H
am Schnitt der Untergruppen in Definition 1.2.11 teil, und der Schnitt (M) ist damit in H
enthalten. Dies rechtfertigt die Bezeichnung kleinste Untergruppe, die M enthdlt.

Anstatt sie abstrakt als Schnitt von Untergruppen zu charakterisieren, kénnen wir die von
M erzeugte Untergruppe auch konkret angeben. Dies ist wieder analog zu der Situation fiir
Vektorraume. Dort enthélt die lineare Hiille einer Teilmenge gerade die Linearkombinationen
von Vektoren aus der Teilmenge. Im Fall von Gruppen sind in der Untergruppe (M) gerade die
Produkte von Elementen aus M und ihren Inversen enthalten sowie das neutrale Element.

Lemma 1.2.12: Sei G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge. Dann gilt:
<M> :{91929n€G| nZO,gl,,gnGMUMfl},

wobei M~ ={g7'|ge M} und g, - - - g, := e fiir n = 0. Insbesondere gilt fiir alle g € G
(9)={9% g e9d F={g"IneZ}

Beweis:

1. Wir zeigen, dass U := {g;...g. € G |n>0,91,...,9, € MUM™'} eine Untergruppe von G
ist. Per Definition von U gilt e € U (UG2). Fiir g,h € U gibt es g1, ..., gr, h1, ...,y € MUM ™!
mit g =gy ...gx und h = hy ... hy. Daraus folgt gh = g1 ... gxh1 ... h € U (UGL). Aukerdem gilt
gt ... ,g,:l € MUM™! denn g; € M*! impliziert g; ' € MF!. Damit ist g~ = gk_1 .giteu
(UG3), und U ist eine Untergruppe von G.

2. Wir zeigen, dass U = (M). Per Definition von U gilt M C U. Damit nimmt U am Schnitt
in Definition 1.2.11 teil, und es folgt (M) C U. Um U C (M) zu beweisen, zeigen wir, dass fiir
alle Untergruppen H C G mit M C H auch U C H gilt. Ist H eine Untergruppe von G mit
M C H,sogilt e € H(UG2), g € Hund g~! € H fiir alle g € M (UG3). Mit (UG1) folgt
induktiv g; - -+ g, € H fiir alle gy,...,g, € M U M. Damit ist gezeigt, dass U C H fiir alle
Untergruppen H C G mit M C H. Damit ist U auch im Schnitt aller solchen Untergruppen H
enthalten, und es folgt U C (M). O

Insbesondere ist man an Teilmengen einer Gruppe interessiert, die die ganze Gruppe erzeu-
gen. Diese sind im Allgemeinen nicht eindeutig. Wie auch ein Vektorraum viele verschiedene
Erzeugendensysteme besitzen kann, so kann es viele verschiedene Teilmengen geben, die eine
Gruppe erzeugen. Das Auffinden solcher Teilmengen ist im Allgemeinen viel schwieriger als bei
Vektorraumen, und es gibt kein Analogon von Basen. Zwischen den einzelnen Elementen einer
erzeugenden Teilmenge konnen komplizierte multiplikative Relationen bestehen, und es ist oft
auch schwierig zu sehen, ob eine gegebene Teilmenge die ganze Gruppe erzeugt. Dennoch hat
man die Situation gut unter Kontrolle fiir Gruppen, die von einem einzigen Element erzeugt
werden. Diese werden wir in Abschnitt 1.7.1 bis auf Isomorphie vollstdndig bestimmen.

Definition 1.2.13: Eine Gruppe G heiftt endlich erzeugt, wenn es eine endliche Teilmenge
M C G gibt mit G = (M), und zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt wird.
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Beispiel 1.2.14.
1. Die Gruppe (Z,+) ist zyklisch: Z = (1).
Denmn firneNgilt n=1+..+1=nlund -n=—(1+..+1)=—-1—.. -1

2. Die Gruppe C, = {*™*/" | k = 0,1, ...,n—1} der nten Einheitswurzeln aus Beispiel 1.2.4,
5. ist zyklisch mit C,, = <@2Wi/”>7 denn e2™k/m = ( e27ri/")k.

3. Die Gruppe (Q,+) ist nicht endlich erzeugt.

Gébe es rationale Zahlen x1, ..., z,, mit Q = (x1, ..., x,), so konnten wir diese als gekiirzte
Briiche x; = p;/q; schreiben. Jede endliche Summe der Zahlen x; und —z; liefse sich dann
als (nicht notwendigerweise gekiirzter) Bruch mit Nenner kgV (¢, ..., ¢,) schreiben. Damit
ist aber 1/p fiir eine zu ¢y, ..., g, teilerfremde Primzahl p nicht in (x4, ..., z,,) enthalten.

Ein Beispiel einer endlich erzeugten, aber nicht zyklischen Gruppe, an dem auch die Unein-
deutigkeit in der Wahl der erzeugenden Teilmenge deutlich wird, ist die Symmetriegruppe des
reguliren n-Ecks, die sogenannte Diedergruppe'.

Beispiel 1.2.15.

Fiir n > 3 bezeichnen wir mit P, C R? das reguldre n-Eck mit Zentrum (0,0) und Ecken
(cos(2mk/n),sin(27k/n)) fir k € {0,1,...,n — 1}.

Die Symmetriegruppe von P, ist definiert als die Gruppe
D, ={p € O(2,R) | p(P,) = P,} CO(2,R)

der orthogonalen R-linearen Abbildungen ¢ : R*> — R?, die das regulire n-Eck auf sich selbst
abbilden. Sie heiftt Diedergruppe.

2/n \ 1

Das regulare n-Eck P, fiir n = 10.

!Gesprochen ,Di-eder“. Die Bezeichnung stammt von Dieder=Zweiflichner.
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Jede orthogonale 2 x 2-Matrix ist entweder eine Rotation um einen Winkel ¢ von der Form

Rip) = <Cos @ —sin g0>

sing  cosp

oder eine Spiegelung S(y) an einer Geraden, die den Winkel £ mit der z-Achse einschlieft

() = (cosgo sin ¢ )

sing —cosp

Die Diedergruppe enthélt genau die Rotationen um Vielfache des Winkels 27 /n und Spiegelun-
gen an Achsen durch die Seitenmittelpunkte und Ecken des n-Ecks:

D, ={R(ZE) | k=0,...,n—1} U {S(2~) | k=0,...,n—1}.

Dies definiert die Diedergruppe auch fiir n = 1 und n = 2. Es gilt D; = C5 und Dy =2 V
(Kleinsche Vierergruppe).

Insbesondere gilt |D,,| = 2n. Die Diedergruppe wird erzeugt durch die Rotation r := R(2%) und
die Spiegelung s := S(0), denn wegen R(Z) = R(Z)F und S(2£) = R(2X)*S(0) lasst sich
jedes Element von D,, als Produkt dieser Elemente schreiben.

D,, = (r,s).
Die beiden Erzeuger r und s erfiillen die Relationen ™ = s? = e, sr = r~!'s. Eine andere beliebte
Wahl von Erzeugern sind die beiden Spiegelungen s und ¢ := S (27”) = rs mit den Relationen

2=t = (st)" =e.

Wir befassen uns nun noch etwas genauer mit den von einzelnen Gruppenelementen g € G er-
zeugten zyklischen Untergruppen (g), die nach Lemma 1.2.12 genau die Potenzen des Elements
g enthalten. Dazu bendtigen wir zundchst zwei Rechenregeln fiir Potenzen.
Lemma 1.2.16: Sei G eine Gruppe und g € G. Dann gilt fiir alle m,n € Z

m_ n m—+n (gm)n _ gmn

Beweis:
Nach Bemerkung 1.1.3 sind die Potenzen eines Gruppenelements definiert als

gn:ggg fir n>0 90:6 gn:\g_l.g_l...g_ll fiir n <O.
nx (7‘nr)><

Wir beweisen die Formeln durch eine Fallunterscheidung. Fiir die erste Formel ergibt sich:

m,n > 0: gngm:(g...g)<g...g):gner.
m = 0: gmgn:gognzegn:gn:gm+n
n>-—m>0 gng"=(g7")g" = (g7") g g =gt

Damit ist die Formel fiir alle m,n mit |m| < n bewiesen.

m,n beliebig: Wahle ein N € N mit N > |m| + |n|. Dann gilt N > |n|, N +n > |m| und
N > |m + n|. Dreimalige Anwendung des Falles |m| < n und die Kiirzungsregel ergibt

m n N mn+N:

q"g"g" = g™g m+n+N: m+n N

g" gt = g"g" =g

m+n

9

2. Fiir die zweite Formel ergibt sich mit 1.
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e n=>0_0 (gm)n:(gm)oze:g():gmn
o n—=—1: gmg—m:gozei gm)—lzg—m: mn .
o n <0 (g")"=((g") ") = (g") =g = g

Aus den Rechenregeln fiir Potenzen folgt direkt, dass jede zyklische Gruppe G abelsch ist. Denn
nach Lemma 1.2.12 gilt (g) = {¢" | n € Z} und nach Lemma 1.2.16 ist ¢" - g™ = g"*™ = g™ - g"
fiir alle n,m € Z.

Korollar 1.2.17: Jede zyklische Gruppe ist abelsch.

Wir kénnen die von einem Gruppenelement g € G erzeugte zyklische Untergruppe auch mit
der abelschen Gruppe Z in Verbindung bringen, indem wir einer ganzen Zahl n die nte Potenz
eines festen Gruppenelements g € G zuordnen. Dies liefert einen Gruppenhomomorphismus,
dessen Bild gerade die Potenzen von g enthélt.

Korollar 1.2.18: Sei G eine Gruppe und g € G. Dann ist die Abbildung f,: Z = G : n +— g"
ein Gruppenhomomorphismus mit Bild (g).

Beweis:
Nach Lemma 1.2.16 gilt f,(n +m) = ¢"™™ = ¢" - ¢" und damit ist f,; ein Gruppenhomomor-
phismus. Sein Bild ist gegeben durch f,(Z) = {¢" | n € Z} = (g). O

Der Gruppenhomomorphismus f, aus Korollar 1.2.18 ist offensichtlich surjektiv genau dann,
wenn g die Gruppe G erzeugt. Nach Lemma 1.1.9 ist er injektiv, genau dann wenn ker(f,) = {e},
also wenn g™ # e fiir alle n # 0 gilt. Gibt es ein n € N mit ¢" = e, so folgt daraus sofort auch
g~ " = e. Es ist also sinnvoll, die kleinste positive Zahl n zu betrachten, fiir die g" = e gilt, die
von g erzeugte Untergruppe dadurch zu charakterisieren.

Definition 1.2.19: Sei G eine Gruppe. Die Ordnung o(g) eines Gruppenelements g € G ist
die kleinste positive Zahl n mit ¢" = e, wenn eine solche Zahl existiert. Ansonsten ist o(g) = occ.

Korollar 1.2.20: Fiir jeden Erzeuger ¢ € G einer zyklischen Gruppe G gilt o(g) = |G|.
Ist o(g) < o0, so gilt

G - {67 97 927 st 790(9)71}'

Beweis:
Ist o(g) = o0, so gilt g" # g™ fiir alle n # m € Z. Denn aus g" = ¢™ folgt mit der Kiirzungsregel
g" " = e. Damit enthélt G = (g) unendlich viele Elemente und |G| = oo = 0o(g).

Ist 0(g) = m < 00, so kénnen wir mit der Division mit Rest jede ganze Zahl n € Z schreiben als
n = km+rmit k € Zund r € {0,1,...,m—1}. Daraus folgt g" = g"™*" = (¢™)*.¢g" = e*-¢g" = ¢"
und G = {¢" | n € Z} = {e,g,...,¢g™ '}. Die Elemente e, g, ..., g™ ! sind alle verschieden, denn
aus ¢ = ¢ fiir 0 < k <l <m—1folgt ¢ =emit 1 <! —k <m— 1, im Widerspruch zur
Definition von m. Damit gilt |G| = m = o(g). O
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1.3 Faktorgruppen

1.3.1 Nebenklassen

Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, dass Untergruppen einige strukturelle Gemeinsamkei-
ten mit Untervektorrdumen aufweisen. Wie auch der Schnitt von Untervektorrdumen wieder ein
Untervektorraum ist, ist beispielsweise der Schnitt von Untergruppen eine Untergruppe. Ebenso
konnten wir die von einer Teilmenge einer Untergruppe erzeugte Untergruppe betrachten, die
sich dhnlich verhélt wie der von einer Teilmenge eines Vektorraums erzeugte Untervektorraum.
In diesem Abschnitt lernen wir eine Konstruktion kennen, die als das Gruppen-Gegenstiick von
Quotientenrdumen aufgefasst werden kann. Wir erinnern an die Konstruktion des Quotienten-
raums. Sei dazu V ein Vektorraum tiber einem Korper K und U C V ein Untervektorraum.

e Dann erhilt man eine Aquivalenzrelation ~ auf V, indem man v ~ v/ < v/ —v € U setzt.

e Die Aquivalenzklasse eines Vektors v € V ist der affine Unterraum v+U = {v+u | u € U}
durch v parallel zu U.

e Die Quotientenmenge V/U ist die Menge der Aquivalenzklassen: V/U = {v+U |v € V}.

e Sie wird zu einem Vektorraum iiber K mit der durch die Reprasentanten definierten Vek-
toraddition und Skalarmultiplikation

(w+U)+(w+U)=@wv+w)+U MNw+U)=Mw)+U  WYwweV, AeK

Da die affinen Unterraume auf den rechten Seiten der zwei Ausdriicke nicht von der Wahl
der Représentanten v, w abhéngen, ist die Vektorraumstruktur auf V/U wohldefiniert.

(Aw)+U = (M) +U
w+U=w+U

Mochte man eine analoge Konstruktion fiir eine Gruppe G durchfiihren, so liegt es nahe statt
eines Untervektorraums eine Untergruppe H C G zu betrachten. Anstatt zwei Vektoren als
dquivalent zu betrachten, wenn ihre Differenz in dem Untervektorraum U enthalten ist, mul-
tipliziert man dann ein Gruppenelement mit dem Inversen des anderen und fordert, dass das
resultierende Element in H liegt. Dabei hat man nun aber zwei Moglichkeiten: man kann zwei
Gruppenelemente ¢, ¢’ € G als dquivalent betrachten, wenn ¢’ - ¢! € H gilt oder wenn wenn
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g '-¢ € H gilt. Sie stimmen nur fiir abelsche Gruppen iiberein. Fiir beide Wahlen garantieren
aber die Untergruppenaxiome, dass tatséchlich eine Aquivalenzrelation entsteht.

Satz 1.3.1: Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe.
1. Dannsind g~z ¢ < ¢g '€ Hund g~y ¢ < g '¢ € H Aquivalenzrelationen auf G.

2. Die Aquivalenzklassen eines Elements ¢ € G sind gegeben durch
Hg={g €Glg~ryg}t={h-glheH} gH={geG|lg~rg}={g-h|heH}

Sie heien Rechtsnebenklasse und Linksnebenklasse von H beziiglich g. Die Mengen
der Rechts- und Linksnebenklassen werden bezeichnet mit

H\G ={Hg| g€ G} G/H ={gH | g € G}.

Beweis:
Wir beweisen die Aussage fiir die Aquivalenzrelation ~r. Der Beweis fiir ~p ist analog (Ubung).

o reflexiv: Die Relation ~, ist reflexiv, denn nach (UG2) gilt ¢ = g~'g € H und damit g ~, g.
e symmetrisch: Ist g ~7 ¢, so gilt g7'¢’ € H. Nach (UG3) ist dann auch ¢""'g = (¢7'¢')"' € H
und damit ¢’ ~p, g.

e transitiv: Ist ¢ ~; ¢ und ¢’ ~ ¢, so gilt g~'¢’ € H und ¢"'¢” € H. Mit (UG1) folgt

=11

99" =(g7'9)(¢'¢") € H und damit g ~, ¢".

Damit ist gezeigt, dass ~; eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklasse eines Elements
g € G ergibt sich direkt aus der Definition

{deCGlgr~rdt=1{dcCG|lg'dcH={dcCG|g'g=hfireinhec H}
={g €eG|g =ghfireinhe H ={gh|he H} =gH. U

Bemerkung 1.3.2.

1. Wie jede Aquivalenzrelation definieren die Aquivalenzrelationen ~p und ~;, auf G eine
Partition von G, also eine Zerlegung von G in paarweise disjunkte, nichtleere Teilmengen.
Diese Teilmengen sind gerade die Aquivalenzklassen, also die Nebenklassen. Es gilt:

g~rgy & ¢e€Hgy & geHy < Hg=HJ
g~ ¢ & JegH & gegdH <& gH=dH.

2. In einer abelschen Gruppe G stimmen die Links- und Rechtsnebenklassen {iberein:
gH = Hg fiir alle g € G und Untergruppen H C G . Man schreibt dann auch [g]y, [g]
oder g + H fiir die Nebenklasse eines Elements g € G.

Beispiel 1.3.3. Wir betrachten fiir n € N die symmetrische Gruppe G = S,, und die Unter-
gruppe H = Stab(k) = {7 € S,, | m(k) = k} der Permutationen, die ein gegebenes Element und
k € {1,...,n} auf sich selbst abbilden. Dann gilt

T~ & nlor € H & nlor (k) =k & (k) =7'(k)
Tepn & TonleH & dorntk)=k &7
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Die Nebenklassen einer Permutation 7 € S, sind also gegeben durch
TH={cebS,|nk)=0c(k)} Hr={oce€ S, | o (k)=n"1(k)}

Die Linksnebenklasse enthélt also die Permutationen, die das Element k auf dasselbe Element
abbilden wie 7, und die Rechtsnebenklassen enthéilt die Permutationen, unter denen das Ele-
ment k£ dasselbe Urbild hat wie unter .

Bevor wir untersuchen koénnen, unter welchen Bedingungen die Mengen H\G und G/H eine
Gruppenstruktur tragen, benttigen wir noch ein besseres Verstandnis der Nebenklassen. Eine of-
fensichtliche Frage ist, ob und wie sich die Links- und Rechtsnebenklassen einer nicht-abelschen
Gruppe zueinander in Beziehung setzen lassen.

In Beispiel 1.3.3 stimmen zwar die Links- und Rechtsnebenklassen nicht {iberein, aber sie las-
sen sich ineinander iiberfiihren, indem man die Permutation 7 durch ihr Inverses ersetzt. Da
die Inversenbildung die Multiplikationsreihenfolge umdreht und jede Untergruppe in sich selbst
tiberfiihrt, funktioniert dies allgemein, fiir jede beliebige Gruppe und Untergruppe. Damit wis-
sen wir insbesondere, dass Links- und Rechtsnebenklassen in Bijektion stehen.

Lemma 1.3.4: Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann ist die Abbildung
Y :G/H — H\G, gHw— Hg™*
eine Bijektion zwischen den Mengen G/H und H\G.
Beweis:
Zu zeigen ist zunéchst, dass 1) wohldefiniert ist, also nicht von der Wahl des Reprasentanten
abhiingt. Gilt gH = ¢’H, dann ist nach Bemerkung 1.3.2 g ~;, ¢, also g~'¢’ € H. Daraus folgt

mit (UG3) auch (¢7'¢')~! = ¢"~'g € H, was aber nach Bemerkung 1.3.2 gleichbedeutend ist zu
gl ~rg 1 also Hg™' = Hg'' und ¢(gH) = v(¢’H). Damit ist ¢ wohldefiniert.

Zu zeigen ist noch, dass 1 eine Umkehrabbildung besitzt. Eine offensichtliche Kandidatin ist
die Abbildung ¢ : H\G — G/H, Hg — g~ *H, deren Wohldefiniertheit man analog zu der von
1 beweist. Tatséchlich ergibt sich fiir alle g € G

Woul(gH) =/ (Hg )= (g7 ) "H=gH  woy/(Hg)=v(g~'H)=H(g")"" = Hy.
Damit ist ¢ bijektiv mit Umkehrabbildung 1. 0

Definition 1.3.5: Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Die Anzahl der Neben-
klassen von H in G heifit Index von H in G und wird bezeichnet mit

(G H] == |G/H| = |H\G| € NU {co}.

Beispiel 1.3.6.

1. Sei G = S,, und H = Stab(k) = {7 € S,, | n(k) = k} die Untergruppe aus Beispiel 1.3.3
mit den Nebenklassen

TH={cebS,|n(k)=0c(k)} Hr={oc€ S, | o k)=n"1(k)}

Da eine Permutation 7 € S,, auf der Zahl k genau n verschiedene Werte annehmen kann
und auch genau n Kandidaten fiir das Urbild 7=!(k) zur Verfiigung stehen, gibt es genau
n Linksnebenklassen und genau n Rechtsnebenklassen. Damit ist [G : H] = n.
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2. Sei G = Zund H = nZ = (n) die von einer Zahl n € N erzeugte Untergruppe. Dann sind
die Nebenklassen gegeben durch

Z=z4nZ={weZ|lw—-zenZ}={weZ|n teilt w— z}.

Es gibt also n Nebenklassen, die den moglichen Resten 0,1, ...,n — 1 einer ganzen Zahl z
bei Division durch n entsprechen:

Z/nZ =nZ\Z ={0,1,....,n — 1},

und damit gilt [Z : nZ] = n. Da die Nebenklassen in Z/nZ den Resten bei der Division
durch n entsprechen, nennt man sie auch Restklassen. Liegen w,z € Z in derselben
Restklasse, so nennt man sie kongruent modulo n und schreibt z = w mod n.

Nachdem der Zusammenhang zwischen Links- und Rechtsnebenklassen geklart ist, ergibt sich
auch die Frage nach der Beziehung zwischen den Nebenklassen gH und ¢’ H einer Untergruppe
H C @ fiir verschiedene Elemente in ¢, ¢’ € G. Man fragt sich beispielsweise, ob die Neben-
klassen gH und ¢'H fiir g, ¢’ € G unterschiedlich viele Elemente enthalten kénnen. Wie auch
in Beispiel 1.3.6 ist dies generell nicht der Fall. Die Gruppenmultiplikation definiert namlich
Bijektionen zwischen der Untergruppe H und den Linksnebenklassen gH aller Elemente g € G.
Eine analoge Aussage gilt fiir die Rechtsnebenklassen.

Lemma 1.3.7: Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und g € G. Dann sind
Ly,:H — gH, h— gh und R, :H — Hg, h— hg

bijektive Abbildungen. Insbesondere gilt |gH| = |H| = |Hg| fiir alle g € G.

Beweis:
Die Abbildungen L, und R, sind surjektiv per Definition der Nebenklassen gH und Hg und
injektiv nach der Kiirzungsregel, also bijektiv. O

Da jedes Element einer Gruppe G in genau einer (Links-)Nebenklasse der Untergruppe H C G

liegt, konnen wir mit diesem Lemma eine Beziehung zwischen der Anzahl [G : H| der Neben-

klassen, der Gruppenordnung |G| und der Ordnung der Untergruppe |H| herleiten.

Korollar 1.3.8 (Satz von Lagrange): Fiir jede Gruppe G und Untergruppe H C G gilt:
Gl = G : H]- |H].

Insbesondere ist fiir endliche Gruppen G die Ordnung von H ein Teiler der Ordnung von G.

Beweis:
Die Gruppe G ist die disjunkte Vereinigung ihrer [G : H| Linksnebenklassen, und jede Links-
nebenklasse hat nach Lemma 1.3.7 die Méchtigkeit |H|. Damit gilt |G| =[G : H] - |H]. O

Man beachte, dass die Formel im Satz von Lagrange und das Argument in seinem Beweis
auch fiir unendliche Gruppen G Sinn ergeben. In diesem Fall steht auf beiden Seiten oo, und
die Formel besagt, dass die Untergruppe H unendlich ist oder unendlich viele Nebenklassen
existieren. Wirklich niitzlich ist der Satz von Lagrange jedoch nur fiir endliche Gruppen.
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Korollar 1.3.9: Sei G eine endliche Gruppe. Dann teilt die Ordnung jedes Elements g € G
die Gruppenordnung: ord(g) | |G|.

Beweis:
Wir betrachten die von einem Element g € G erzeugte Untergruppe H = (g). Dann gilt nach
Korollar 1.2.20 o(g) = |(g9)| = |H|, und mit dem Satz von Lagrange folgt |G| = [G : H|-0(g). D

Korollar 1.3.10: Sei G eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine Primzahl p ist. Dann hat
G nur zwei Untergruppen, niamlich {e} und G, und jedes Element g # e hat Ordnung o(g) = p.
Insbesondere ist jede Gruppe von Primzahlordnung zyklisch.

Beweis:

Nach dem Satz von Lagrange gilt p = |G| = |H| - [G : H] fir jede Untergruppe H C G, und
damit muss |H| ein Teiler von p sein. Da p eine Primzahl ist, folgt |H| = p und H = G oder
|H| = 1 und H = {e}. Damit gilt auch (g) = {e} oder (g) = G fiir jedes Element g € G. Im
ersten Fall ist g = e, im zweiten gilt o(g) = p nach Korollar 1.2.20. O

1.3.2 Normalteiler und Faktorgruppen

Wir versuchen nun in Analogie zur Konstruktion des Quotientenraums, eine Gruppenstruktur
auf der Menge der Linksnebenklassen einer Untergruppe H C G zu definieren. Die einzig
sinnvolle Strategie ist es dabei, die Gruppenstruktur iiber die Représentanten zu definieren,
also (g1 H) - (goH) = (q192) H fiir g1, g2 € G zu setzen. Es zeigt sich jedoch schnell, dass dies fiir
nichtabelsche Gruppen nicht ohne Weiteres funktioniert, denn die rechte Seite der Gleichung
héangt von der Wahl der Représentanten ab. Gilt g € g1 H so gibt es zwar ein Element h € H
mit ¢j = gih, aber das impliziert nur gjgos = g1hgo und nicht gjgs € (g192)H. Damit die
Multiplikation wohldefiniert ist, muss hgy € goH oder, dazu Aquivalent, g, 'hg, € H fiir alle
h € H und g9 € G gelten. Man erhélt also eine Bedingung an die Untergruppe H C G.

Definition 1.3.11: Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe N C G heifit Normalteiler von GG
oder normal in G, falls gng= € N fiir alle n € N und g € G gilt. Man schreibt auch N < G.

Beispiel 1.3.12.

1. Die triviale Untergruppe {e} und G selbst sind immer Normalteiler in G.

2. Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe N C G ein Normalteiler, denn es gilt gng™! = n

fir alle g,n € G.

3. Fir jede Gruppe G sind das Zentrum Z(G) = {g € G | gh = hg Vh € G} und jede
Untergruppe H C Z(G) Normalteiler von G, denn es gilt hgh™! = g € Z(G) fiir alle
heG,ge Z(G).

4. Fiir jede Gruppe G ist die Untergruppe Inn(G) der inneren Automorphismen aus Beispiel
1.2.5 ein Normalteiler der Automorphismengruppe Aut(G).
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Denn die Gruppe Inn(G) enthélt die Konjugationsabbildungen C, : G — G, h — ghg™*
fiir alle Elemente g € G. Fiir jeden Automorphismus ¢ € Aut(G) und alle g, h € G gilt

YoCyot™ (h) = P(g-v™ " (h)-g7") = ¥(g) (W™ (h)¥(g™") = ¥(g)-h-vo(9) ™ = Cyg ().
Damit ist ¢t o Cy o ™1 = Cyy) € Inn(G) fiir alle ¢ € Aut(G) und g € G.

5. Die Untergruppe R = {R(%%) | k = 0,1,...,n — 1} = (R(%)) der Drehungen ist ein
Normalteiler in der Diedergruppe D, aus Beispiel 1.2.15. Die von der Spiegelung an der
x-Achse erzeugte Untergruppe S = (S(0)) ist nicht normal in D,,. (Ubung).

Es kann natiirlich vorkommen, dass eine Gruppe G aufer der trivialen Untergruppe und sich
selbst keine Normalteiler besitzt. Dies ist beispielsweise fiir endliche Gruppen von Primzahl-
ordnung der Fall, die ja nach Korollar 1.3.10 nur die triviale Untergruppe und sich selbst als
Untergruppen und damit auch keine weiteren Normalteiler haben. Allgemein bezeichnet man
eine nichttriviale Gruppe G, die nur die Normalteiler {e} und G besitzt, als einfache Gruppe,
da sie eine einfachere Struktur hat als Gruppen mit weiteren Normalteilern. Fiir die triviale
Gruppe fallen {e} und G zusammen, und man fasst sie daher nicht als einfache Gruppe auf.

Definition 1.3.13: Eine Gruppe G heift einfach, wenn G # {e} gilt und G und {e} die
einzigen Normalteiler von G sind.

Wir zeigen nun, dass die Bedingung, dass N C G ein Normalteiler ist, hinreichend ist, um eine
Gruppenstruktur auf der Menge GG/N der Linksnebenklassen zu erhalten. Dazu definieren wir
die Multiplikation {iber die Représentanten und weisen nach, dass sie wohldefiniert ist, also
nicht von der Wahl der Repréasentanten abhéngt. Dass die Gruppenaxiome erfiillt sind, ergibt
sich dann direkt aus den Gruppenaxiomen fiir G.

Satz 1.3.14: Sei G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler. Dann gilt:

1. Die Menge G/N der Linksnebenklassen mit der Verkniipfung gN - hN = (gh)N ist eine
Gruppe mit neutralem Element N, die Faktorgruppe von G beziiglich V.

2. Die Abbildung 7y : G — G/N, g — gN, die jedem Gruppenelement seine Nebenklasse
zuordnet, ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern ker(7wy) = N. Sie heift
kanonische Surjektion.

Beweis:

1. Wir zeigen zunéchst, dass die Verkniipfung wohldefiniert ist. Seien dazu g,¢’, h,h’ € G mit
g'N = gN und N = hN. Dann gibt es Elemente n,m € N mit ¢’ = gn und ' = hm. Da N
ein Normalteiler ist und n € N, gilt h~'nh € N. Da N eine Untergruppe ist, folgt

gh' = gnhm = g(hh™nhm = (gh)(h"'nh)m € (¢gh)N = (gh)N = (¢’h')N.

Damit ist die Verkniipfung wohldefiniert. IThre Assoziativitat folgt direkt aus der Assoziativitét
der Gruppenmultiplikation in G:

(gN - hN) - kN = (gh)N - kN = ((gh)k)N = (g(hk))N = gN - ((hk)N) = gN - (AN - kN)
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fiir alle g, h, k € G. Die Nebenklasse e N = N ist das neutrale Element, denn
N-gN =eN-gN = (eg)N = gN = (ge)N = gN -eN = gN - N.
Die Nebenklasse g~ N ist invers zu gN, denn
g 'N-gN=(g7'g)N=eN=N= (g9 )N=gN-g'N.

2. Per Definition der Verkniipfung auf G/N gilt nx(g)-7n(h) = gN-hN = (gh)N = 7n(gh) fiir
alle g, h € G, und damit ist 7y ein Gruppenhomomorphismus. Er ist offensichtlich surjektiv,
und es gilt ker(my) ={g € G| nn(g) =N} ={g9g€ G| gN=N}=N. O

Beispiel 1.3.15.

1. Nach Beispiel 1.3.12 sind die triviale Gruppe {e} und G selbst in Normalteiler in G. Die
zugehorigen Faktorgruppen sind die Gruppen G = G//{e} und {e} = G/G.

2. Die Untergruppe nZ C Z ist ein Normalteiler, denn Z ist abelsch. Die Menge der Neben-
klassen ist Z/nZ = {z| z € 2} ={0,1,...,n — 1} mit z := z + nZ (vgl. Beispiel 1.3.6, 2).
Die Verkniipfung auf Z/nZ ist nach Satz 1.3.14 gegeben durch

k+l=k+1 VkleZ
Es handelt sich um eine zyklische Gruppe der Ordnung n, die von 1 € Z/nZ erzeugt wird.

Da Normalteiler es uns erlauben, durch Quotientenbildung neue Gruppen zu konstruieren,
lohnt es sich, die Eigenschaften von Normalteilern genauer zu untersuchen. Zunéachst stellen
wir fest, dass die Normalteiler genau die Untergruppen einer Gruppe G sind, fiir die Links- und
Rechtsnebenklassen und die zugehérigen Aquivalenzrelationen iibereinstimmen. Wir benétigen
also kein zweite Version von Satz 1.3.14 fiir die Rechtsnebenklassen.

Lemma 1.3.16: Fiir eine Untergruppe N C G einer Gruppe G sind dquivalent:

(i
(ii
(i
(i
Beweis:

(i) < (ii): Offensichtlich gilt (ii)=-(i), denn (i) ist gleichbedeutend zu gNg=* C N fiir alle g € G.
Gilt (i), so gibt es zu jedem Element n € N und zu jedem g € G ein Element n’ = g~'ng € N
mit n = gn’g~! und damit gNg~—! = N.

(ii) < (iii): Fiir alle g € G gilt gNg~! = N genau dann wenn gN = (¢Ng~t)g = Ng.

(iii) < (iv): Da die Links- und Rechtsnebenklassen die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrela-

tionen ~y und ~p sind, stimmen die Links- und Rechtsnebenklassen aller Elemente iiberein
genau dann, wenn die Aquivalenzrelationen gleich sind. |

) N ist ein Normalteiler in G.

) N=gNg!={gng™'|ne N} fiir alle g € G.

) Links- und Rechtsnebenklasse jedes Elements stimmen tiberein: gN = Ng Vg € G.
)

v) Die Aquivalenzrelationen ~; und ~p stimmen iiberein.

Eine weitere Eigenschaft, die Normalteiler auszeichnet, ist, dass Produkte aus Elementen eines
Normalteilers und Elementen einer Untergruppe von GG wieder eine Untergruppe bilden. Fiir
zwei Untergruppen Hy, Hy C G miissen die Mengen HyHy := {hihy | hy € Hy,hy € Hs} und
HyH, := {hohy | hy € Hy, hy € Hy} weder tibereinstimmen noch Untergruppen von G sein. Ist
aber eine der beteiligten Untergruppen ein Normalteiler, so ist dies der Fall.
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Lemma 1.3.17: Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und N C G ein Normalteiler
in G. Dann ist HN = N H eine Untergruppe von G.

Beweis:

Nach Lemma 1.3.16 gilt gN = Ng fiir alle ¢ € G und damit HN = NH. Die Teilmenge
HN = NH ist eine Untergruppe von G, denn es gilt e = ee € H - N (UG2) und fiir alle
hi,ho € H und ny,ny, € N

(hlnl) . (hgng) = hl(hghgl)(nlhgng) = (hlhg)(hglnlhg)ng c H . N (UGl)
(hiny) ™t =n7thit = (hyth) (nthTt) = Ry H(hangthyt) € H- N (UG3).

Denn da H eine Untergruppe ist, folgt hihy, hy' € H und da N ein Normalteiler ist, gilt
hi'nihy € N, hy'nihy € N und damit auch (hy'nihy)ng € N. O

In Satz 1.3.14 wurde gezeigt, dass jeder Normalteiler Kern eines Gruppenhomomorphismus ist,
ndmlich der Kern der zugehorigen kanonischen Surjektion. Wir zeigen, dass auch umgekehrt
jeder Kern eines Gruppenhomomorphismus ein Normalteiler ist. Normalteiler sind also genau
die Untergruppen, die sich als Kern eines Gruppenhomomorphismus schreiben lassen. Bilder
von Normalteilern sind nicht notwendigerweise Normalteiler. Hier ben6tigt man die zusétzliche
Forderung, dass der Gruppenhomomorphismus surjektiv ist.

Lemma 1.3.18: Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

1. Das Urbild f~!(NN) eines Normalteilers N C H ist ein Normalteiler in G.
2. Ist f surjektiv, so ist das Bild f(M) jedes Normalteilers M C G ein Normalteiler in H.
3. Insbesondere ist ker(f) = f~'({ex}) ein Normalteiler in G.

Beweis:

1. Sei N C H ein Normalteiler und m € f~'(N) C G. Dann ist f(m) € N, und fiir alle g € G
gilt f(gmg™) = f(g9)f(m)f(g)~" € N, also gmg=' € f~Y(N). Damit ist f~}(N) C G ein
Normalteiler.

2. Sei nun f surjektiv und M C G ein Normalteiler. Dann gibt es zu jedem h € H ein g € G
mit » = f(g). Da M ein Normalteiler in G ist, folgt gmg=' € M fiir alle m € M und damit
hf(m)h™ = f(g)f(m)f(g)~" = f(gmg™") € f(M) fiir alle h € H, m € M. Damit ist f(M)
normal in H.

3. Die Aussage folgt, indem man 1. auf den Normalteiler {ey} C H anwendet. O

Der Beweis von Lemma 1.3.18, 2. zeigt, dass das Bild f(N) eines Normalteilers N C G unter
einem Gruppenhomomorphismus f : G — H zwar im allgemeinen kein Normalteiler in H, aber
sehr wohl ein Normalteiler in der Untergruppe f(G) C H ist. Denn fiir jeden Gruppenhomo-
morphismus f : G — H ist die Koeinschrankung f : G — f(G), g — f(g) ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus. Indem wir Lemma 1.3.18 mit den Aussagen fiir Untergruppen in
Lemma 1.2.8 kombinieren, erhalten wir dann den folgenden Satz, der die Ergebnisse zum Ver-
halten von Untergruppen und Normalteilern unter Gruppenhomomorphismen zusammenfasst.
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Satz 1.3.19 (Untergruppenkorrespondenz):
Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : G — H ist die Abbildung

¢y : {Untergruppen U C G mit ker f C U} — {Untergruppen von f(G)}, U~ f(U)
eine Bijektion mit Inversem
gp}l : {Untergruppen von f(G)} — {Untergruppen U C G mitker f C U}, V = f1(V).

Eine Untergruppe U C G mit ker f C U ist genau dann normal in G, wenn ¢¢(U) normal in
f(G) ist.

Beweis:

Die Abbildungen ¢y und ¢, sind wohldefiniert, denn fiir jede Untergruppe U C G ist nach
Lemma 1.2.8 das Bild f(U) € H eine Untergruppe von H mit f(U) C f(G), und fiir jede
Untergruppe V' C f(G) ist das Urbild f~!(V) C V nach Lemma 1.2.8 eine Untergruppe von G
mit f~1(V) D f~'(ey) = ker f. Die Abbildungen ¢; und gp}l sind zueinander invers, denn es
gilt <pf(g0]71(V)) ={f(g9) | g € f71(V)} =V fiir alle Untergruppen V C f(G). Ebenso ergibt
sich fiir alle Untergruppen U C G mit ker f C U

vl (s (U) ={9€ G| flg)e (U} ={9eG|ueU: f(g) = f(u)}
={geG|ucU: flu'lg)=fu)'flg)=exgt={9€CG|IuecU:ulgckerf}
={u-njueUmneckerfCU}="U.

1

Da die Koeinschrankung f : G — f(G), g — f(g) surjektiv ist, ist nach Lemma 1.3.18 das
Bild f(U) jeder normalen Untergruppe U C G normal in f(G) und das Urbild jeder normalen
Untergruppe V' C f(G) normal in G. O

Korollar 1.3.20: Sei N ein Normalteiler der Gruppe G. Dann stehen die Untergruppen (Nor-
malteiler) von G/N in Bijektion mit den Untergruppen (Normalteilern) von G, die N enthalten.

Beweis:
Dies folgt, indem wir Satz 1.3.19 anwenden auf die kanonische Surjektion f = 7y : G — G/N
aus Satz 1.3.14. O

Korollar 1.3.20 erlaubt es uns, Untergruppen und Normalteiler einer Faktorgruppe G /N durch
Untergruppen und Normalteiler der Gruppe G zu beschreiben. Auf d&hnliche Weise lassen sich
auch Gruppenhomomorphismen aus der Faktorgruppe G/N in eine beliebige Gruppe H durch
Gruppenhomomorphismen von G nach H beschreiben, deren Kern den Normalteiler N enthélt.

Satz 1.3.21: Sei G eine Gruppe und N C (G ein Normalteiler. Dann gibt es zu jedem
Gruppenhomomorphismus f : G — H mit N C ker f genau einen Gruppenhomomorphismus

f/N :G/N — H mit f/N ony = f, namlich
f/N:G/N — H, gN — f(g).

Dies bezeichnet man als die charakteristische Eigenschaft der Faktorgruppe.
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Beweis:

Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus mit N C ker f. Ist f' : G/N — H ein Grup-
penhomomorphismus mit f' o my = f, so ist f’ wegen der Surjektivitdt von 7y eindeutig
bestimmt. Denn [’ o my = f impliziert f'(gN) = [ onn(g9) = f(g) fur alle g € G, also
f'=f/N:G/N — H, gN — f(g). Zu zeigen ist noch, dass f' = f/N wohldefiniert und mit
der Gruppenmultiplikation vertraglich ist. Gilt gN = ¢’N, so gibt es ein n € N mit ¢’ = gn.
Daraus folgt f'(¢'N) = f(¢') = f(gn) = f(9)f(n) = f(g)em = f(g9) = f'(gN), denn aus
N Cker f folgt f(n) = ey fiir alle n € N. Per Definition der Verkniipfung auf G/N gilt

f'(gN - hN) = f'(ghN) = f(gh) = f(g9)f(h) = f'(gN) - f'(hN),

und damit ist f’ ein Gruppenhomomorphismus. O

Bemerkung 1.3.22.

1. Fordert man in Satz 1.3.21 nur, dass N C G eine Untergruppe ist, so erhélt man immer
noch eine surjektive Abbildung 7y : G — G/N, und zu jedem Gruppenhomomorphis-
mus f : G — H mit N C ker f gibt es genau eine Abbildung f/N : G/N — H mit
f/Nonmy = f, ndmlich f/N : G/N — H, gN — f(g).

2. Man sagt, dass der Gruppenhomomorphismus f : G — H mit ker f D N iiber 7y
faktorisiert und beschreibt die Situation oft durch ein kommutatives Diagramm, in dem
die Surjektivitit von my durch einen Pfeil mit zwei Spitzen angedeutet wird

G—f>H

A
TN 7
l RETT
G/N

Satz 1.3.21 erlaubt es einem, Gruppenhomomorphismen f’: G/N — H aus einer Faktorgrup-
pe durch Gruppenhomomorphismen f : G — H zu ersetzen, deren Kern den Normalteiler
N enthilt. Dies erspart einem viel umsténdliches Rechnen mit Aquivalenzrelationen und Ne-
benklassen. Um einen Gruppenhomomorphismus f’' : G/N — H zu konstruieren, muss man
nur einen Gruppenhomomorphismus f : G — H mit N C ker(f) finden und kann dann
f'=f/N:G/N — H, gN — f(g) setzen. Satz 1.3.21 erspart es einem also, die Wohldefiniert-
heit von f’ und die Vertrédglichkeit mit der Gruppenmultiplikation nachzurechnen.

Natiirlich kann man Satz 1.3.21 auch auf den Kern eines gegebenen Gruppenhomomorphismus
f + G — H anwenden, der ja nach Lemma 1.3.18 immer ein Normalteiler ist. Dies liefert die
Faktorgruppe G/ ker(f) und einen Gruppenhomomorphismus f/ker(f) : G/ker(f) — H. Da
hier gerade der Kern von f aus der Gruppe G herausgeteilt wurde, ist dieser injektiv. Wir
erhalten den beriihmten Homomorphiesatz der Erlanger Mathematikerin Emmy Noether.

Satz 1.3.23 (Noetherscher Homomorphiesatz):
Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : G — H ist die Abbildung

flker(f) : G/ ker(f) = H, gker f — f(g)

ein injektiver Gruppenhomomorphismus, also ein Isomorphismus auf ihr Bild.
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Beweis:
Wir wenden Satz 1.3.21 auf den Normalteiler ker(f) C G an. Die liefert einen Gruppenhomo-
morphismus f/ker(f) : G/ker(f) — H. Sein Kern ist

ker(f/ker(f)) = {gker(f) | f(9) = en} = {gker(f) | g € ker(f)} = ker(f).
Also ist f/ker(f) injektiv mit Bild f(G). Man erhilt einen Isomorphismus

[l ker(f) - G/ ker(f) = f(G),  gker(f) = [f(g). O

Der Noethersche Homomorphiesatz ist sehr niitzlich, um zu beweisen, dass eine Faktorgruppe
G/N zu einer anderen Gruppe H isomorph ist. Dazu muss man lediglich einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus f : G — H mit ker(f) = N finden.

Beispiel 1.3.24.

1. Aus den Additionsformeln fiir Sinus und Kosinus folgt, dass die Abbildung

R:(R,+) = GL(2,R), ¢ R(p) = (Z?E((g _czlsr(ls(j))))

ein Gruppenhomomorphismus ist. Thr Bild ist die Gruppe SO(2,R) aus Beispiel 1.2.10.
Da R(yp) = 15 genau dann, wenn ¢ € 27Z, ist ihr Kern die Untergruppe 27Z C R. Der
Homomorphiesatz liefert dann einen Isomorphismus

R/ker(R) : R/2nZ — SO(2,R), ¢+ 27Z — R(yp).
2. Betrachtet man stattdessen den surjektiven Gruppenhomomorphismus
R :(R+)— S ¢re?

mit der multiplikativen Gruppe S' = {z € C | |z| = 1} und ker(R’) = 27Z, so erhilt man
einen Isomorphismus

R'/ker(R) :R/27Z — S, @+ 27Z s ™7,
3. Wir betrachten die Abbildung
exp:C— C*, x+iyr "™ =¢". e = e"(cos(y) +isin(y)).

Da die Exponentialabbildung die Bedingung exp(z+2') = exp(z)-exp(z’) fur alle z, 2’ € C
erfiillt, ist sie ein Gruppenhomomorphismus von (C, +) nach (C*,-). Da sich jedes z € C*
schreiben lésst als z = e®(cos(y) + isin(y)) mit x = log|z|, cos(y) = Re(z)/|z| und
sin(y) = Im(z)/|z|, ist sie surjektiv. Thr Kern ist ker(exp) = exp~'(1) = 2miZ. Der
Homomorphiesatz liefert dann einen Gruppenisomorphismus

exp / ker(exp) : C/2miZ — C*.

4. Fiir n € N erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus f : Z — S*, z — €™/ mit Bild
f(Z) = C, = {e**" | k € Z} und ker(f) = nZ. Der Isomorphiesatz liefert dann einen
Gruppenisomorphismus f : Z/nZ — C,, k s e>mik/m,
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Beispiel 1.3.25. Sei G eine Gruppe und Inn(G) die Gruppe der inneren Automorphismen
C,: G — G, h— ghg™" aus Beispiel 1.2.5. Die Abbildung

C:G—Inm(G), g—0C,
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, denn es gilt fiir alle g, h, k € G
Con(k) = (gh)k(gh)™ = g(hkh™)g™" = Cy o C(k).
Der Kern des Gruppenhomomorphismus C' ist das Zentrum von G
ker(C)={g € G|C,=idg} ={g€ G| Cy(h) =ghg™' =hVheG}=Z(G).
Aus Satz 1.3.23 erhélt man dann einen Gruppenisomorphismus

C/ker(C): G/Z(G) —» Inn(G), ¢Z(G)w— C,.

Es gibt noch zwei weitere Noethersche Séatze zu Faktorgruppen, die beiden Noetherschen Iso-
morphiesitze. Sie sind sind im Wesentlichen Spezialféille oder Iterationen des Noetherschen
Homomorphiesatzes und beschreiben Doppelquotienten von Gruppen und Quotienten beziig-
lich Schnitten von Normalteilern mit Untergruppen.

Satz 1.3.26 (1. Noetherscher Isomorphiesatz):
Sei GG eine Gruppe und K, N C G Normalteiler von G mit N C K. Dann gilt:

1. K/N ist ein Normalteiler der Gruppe G/N.
2. Es gibt einen kanonischen Isomorphismus ¢ : (G/N)/(K/N) — G/K, (¢N)(K/N) — gK.

Beweis:

Wir betrachten den surjektiven Gruppenhomomorphismus 7y : G — G/K, g — gK aus Satz
1.3.21. Da N C K = ker(mg) gilt, erhalten wir aus Satz 1.3.21 einen Gruppenhomomorphismus
mx/N :G/N — G/K, gN — gK. Da (g /N)(G/N) = mx(G) = G/K ist er surjektiv, und es
gilt ker(mx /N) = {gN | g € K} = K/N. Nach Lemma 1.3.18 ist K//N damit ein Normalteiler in
G /N. Anwendung des Homomorphiesatzes 1.3.23 auf den surjektiven Gruppenhomomorphismus
7 /N liefert nun einen Gruppenisomorphismus

v = (1 /N)/(K/N) : (G/N)/(K/N) = G/K : (gN)(K/N) = gK. -

Satz 1.3.27 (2. Noetherscher Isomorphiesatz): Sei G eine Gruppe, H C G eine Unter-
gruppe und N C G ein Normalteiler. Dann ist H N N normal in H, N normal in HN, und es
gibt einen kanonischen Gruppenisomorphismus

¢: H/(HNN)— (HN)/N, h(HNON)+— hN.

Beweis:
Wir wenden den Homomorphiesatz 1.3.23 auf die Einschrankung von 7y auf H an:

fI:7TN|HIH—>G/N, h+— hN.



1.4. SEMIDIREKTE PRODUKTE 33

Dies ist ein Gruppenhomomorphismus mit ker f ={h € H | hN =N} = HNkernry = HNN,
und damit ist HNN nach Lemma 1.3.18 normal in H. Die Menge HN C G ist eine Untergruppe
nach Lemma 1.3.17, und da N normal in G ist, ist N auch normal in HN. Das Bild von f ist

f(H)y={hN |he H} = HN/N,
und der Homomorphiesatz 1.3.23 liefert einen Isomorphismus auf das Bild

o = f/ker(f): H/(HNN) — (HN)/N, h(HNN) s hN. 0

Eine Gedenktafel fiir Emmy Noether in Horsaal H12 enthélt den Noetherschen Homomorphie-
satz und die zwei Noetherschen Isomorphiesitze, wenn auch in einer anderen Notation. Die
Bezeichnung der Isomorphiesétze in diesem Skript folgt der Originalarbeit von Emmy Noether
LAbstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und Funktionenkorpern von 1927.
Der grofite Teil der Literatur hélt sich jedoch nicht daran. In gdngigen Lehrbiichern findet man
die folgenden Bezeichnungen:

Noether ‘ Karpfinger-Meyberg ‘ Fischer

Homomorphiesatz | Homomorphiesatz 1. Isomorphiesatz
1. Isomorphiesatz | 2. Isomorphiesatz 3. Isomorphiesatz
2. Isomorphiesatz | 1. Isomorphiesatz 2. Isomorphiesatz

1.4 Semidirekte Produkte

Nachdem wir uns im letzten Abschnitt mit Faktorgruppen beschéftigt haben, untersuchen wir
nun den Zusammenhang zwischen Faktorgruppen und Produkten von Untergruppen. Ausgangs-
punkt ist eine Beobachtung aus der linearen Algebra. Betrachtet man einen Quotientenraum
V/U fiir einen Untervektorraum U C V| so gibt es immer ein sogenanntes Komplement zu
U, also einen Untervektorraum W C V mit V = U @& W, und es gilt V/U = W. Man kann
es also vermeiden mit dem Quotienten V/U zu arbeiten, indem man ein Komplement von U
wahlt. Der Preis dieser Strategie sind willkiirliche Wahlen und eine kompliziertere, uneindeutige
Beschreibung, denn U besitzt im Allgemeinen viele verschiedene Komplemente.

Versucht man, fiir Gruppen analog vorzugehen, kénnte man ein Komplement eines Normalteilers
N C G definieren als eine Untergruppe H C G mit H N N = {e} und NH = G, was den
Forderungen U N W = {0} und U + W = V fiir das Komplement eines Untervektorraums
U entspricht. Man kénnte dann versuchen die Faktorgruppe G /N durch diese Gruppe H zu
ersetzen, also die Gruppe G durch den Normalteiler N und die Gruppe H zu beschreiben. Im
Gegensatz zu den Vektorrdumen, ist dabei jedoch zunéchst unklar, wie die Gruppen H und
N interagieren sollen. Wir werden auch sehen, dass Untergruppen H C G mit H N N = {e}
und NH = G nicht fiir jeden Normalteiler N C G existieren. Falls eine solche Untergruppe H
existiert, ist G ein sogenanntes semidirektes Produkt. Wir definieren das zunéchst abstrakt und
untersuchen anschlieffend den Zusammenhang mit Normalteilern und Faktorgruppen.

Satz 1.4.1: Seien G, H Gruppen und ¢ : G — Aut(H), g — ¢, ein Gruppenhomomorphis-
mus. Dann ist die Menge H x G eine Gruppe mit der Verkniipfung

(h1, 1) K (ha, g2) = <h19091(h2>»9192)-

Sie wird als das (&dufsere) semidirekte Produkt von G und H und mit H x, G bezeichnet
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Beweis:
1. Wir zeigen, dass -, assoziativ ist. Da ¢ ein Gruppenhomomorphismus mit Werten in Aut(H)

ist, gilt @40 (R1) = ©g © Pgy(h1) und g, (hihe) = @g, (h1)pg (he) fiir alle ¢g1,¢90o € G und
hi,hy € H. Damit erhalten wir fiir alle g, g2, 93 € G und hq, ho, hs € H

(h1,91) o ((h2, 92) o (h3,93)) = (h1,91) - (hapg, (h3), g2g3) = (h1y, (hapy, (h3)), 919293)
:(hl%l(h2)%0gl(90g2(h3)))7919293) = (hlwgl(hz)%lgz(h:%)a919293) = (hlsﬁgl(hz)aglgz) K% (3, g3)
=((h1,91) "4 (h2,92)) -4 (hs3, g3)

2. Das neutrale Element ist e = (eg, ey ). Denn da ¢ ein Gruppenhomomorphismus mit Werten
in Aut(H) ist, gilt e, (h) =1idg(h) = h und p,(ex) = ey fir alle g € G, h € H. Es folgt

(h, 9) - (em, eq) = (hpglen), gea) = (hem, gea) = (h, g)
(exseq) o (hyg) = (enpee (), ecg) = (enh, eag) = (h, g).

3. Das Inverse von (h, g) ist (¢,~1(h™'),¢g7"). Da ¢ ein Gruppenhomomorphismus mit Werten
in Aut(H) ist, gilt pg(@,-1(h)) = @gg-1(h) = peg(h) = h und ¢, (h™") = ¢,(h)~", und es folgt

(h.g) - (£g-1(h71),977) = (hepg(pg1(h71)), 997") = (hh™, gg™") = (en €c)
(g1 (h71),97") o (h,g) = (g1 (h ™ )pg-1(h), g7 9) = (g (lh) ¢)=(emec).

Beispiel 1.4.2.

1. Betrachtet man einen trivialen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Aut(H), g — idy, so
ist H x,G = H x G gerade das direkte Produkt von H und G aus Beispiel 1.1.4, 9.

2. Wahlt man G = {e} oder H = {e}, so ist der triviale Gruppenhomomorphismus der ein-
zige Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Aut(H). Es folgt H x, G = H, falls G = {eq},
und H x,G = G, falls H = {ey}. Semidirekte Produkte dieser Form werden als triviale
semidirekte Produkte bezeichnet.

3. Fiir jede Gruppe G konnen wir den Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Aut(G), g — C,
aus Beispiel 1.1.7, 2. betrachten. Das zugehorige semidirekte Produkt G' x, G hat dann
die Gruppenmultiplikation (hy, 1) -, (ha, g2) = (h1gi1hagy ', 9192)-

4. Fiir jede Gruppe H kénnen wir G = Aut(H) und ¢ = id : Aut(H) — Aut(H) betrachten.
Die Gruppenmultiplikation des semidirekten Produkts H x, Aut(H) ist dann gegeben

durch (hy, f1) -, (ha, f2) = (h1fi(h2), f1 0 fa).

5. Fir H = (K", +) und jede Untergruppe G C GL(n,K) erhalten wir einen Gruppenho-
momorphismus ¢ : G — Aut(K"), M — ¢y mit pp(v) = M - o fiir alle M € GL(n,K)
und v € K". Das zugehdrige semidirekte Produkt K™ <, G hat die Gruppenmultiplikation
(’U17 M1> ) (’Ug, MQ) = (Ul + M1 * Vo, M1 : Mg)

6. Fiir K=R und G = O(n,R) erhilt man aus 5. die euklidische Gruppe R" x, O(n,R),

die Symmetriegruppe des n-dimensionalen euklidischen Raums.
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Diese Beispiele zeigen, dass semidirekte Produkte Verallgemeinerungen von direkten Produkten
sind, die viele Anwendungen in der Geometrie und in der Algebra besitzen. Insbesondere sind
Symmetriegruppen affiner Vektorrdume immer semidirekte Produkte. Welche semidirekten Pro-
dukte auftreten, hingt von der Dimension ab und davon, mit welchen zuséatzlichen Strukturen
auf den zugrundeliegenden Vektorrdumen sie vertraglich sein sollen.

Wir untersuchen nun, wie die Gruppen G und H in einem semidirekten Produkt H x, G
interagieren. Es zeigt sich, dass sowohl G = {eg} x G und H = H X {e¢} Untergruppen von
H %, G sind, aber im Allgemeinen nur H = H X {es} ein Normalteiler.

Lemma 1.4.3: Seien G, H Gruppen, ¢ : G — Aut(H) ein Gruppenhomomorphismus und
H %, G das zugehorige semidirekte Produkt. Dann gilt:

1. H x, G ist abelsch genau dann, wenn H und G abelsch sind und ¢ trivial.
2. Die Untergruppe H = H x {eq} ist ein Normalteiler und (H x, G)/H = G.

3. Die Untergruppe {ey} x G ist ein Normalteiler genau dann, wenn ¢ trivial ist

Beweis:
1. Sind G, H abelsch und ¢ trivial, so erhdlt man nach Beispiel 1.4.2 das direkte Produkt zweier
abelscher Gruppen, das wieder abelsch ist. Ist umgekehrt H x, G abelsch, so gilt

(0g(h), ) = (er, 9) o (h,ea) = (h,eq) o (em, g) = (h,g) = w4(h) =h Vge G ,heH

Damit ist ¢ trivial. Auferdem sind dann auch G und H abelsch, denn

(€H;9192) = (€H791) ‘o (€H792) = (6H792) ) (@H7gl) = (€H79291> Vai,9. € G
(h1h2, GG) = (hhec) o (hz,ec;) = (h27€G) g (hhec) = (thlyeG) Vhy, hy € H.

2. Die Projektionsabbildung ps : H X, G — G, (h, g) — g ist ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus mit ker(ps) = H x {eg} = H. Damit ist H = H x {eq} C H %, G ein Normalteiler,
und aus dem Homomorphiesatz 1.3.23 folgt (H »x, G)/H = G.

3. Ist ¢ trivial, so ist das semidirekte Produkt H x, G das direkte Produkt G x H und auch
die Abbildung p; : H x G — H, (h, g) — h ist ein Homomorphismus mit ker(p,) = {ex} x G.
Damit ist {ey} X G ein Normalteiler. Ist umgekehrt {ey} x G ein Normalteiler, so folgt

(hyec)™ -y (em,g) - (hyeq) = (W g (h),g) € {en} x G = ,(h)=h Vg€ G,h € H.

|

Wir kehren nun zu unserer Ausgangsfrage zuriick und untersuchen, unter welchen Umsténden
eine gegebene Gruppe G isomorph zu einem semidirekten Produkt N x, H fiir geeignete Un-
tergruppen N, H C G ist. Dafiir muss nach Lemma 1.4.3 N C G zumindest ein Normalteiler
sein. Aufserdem lésst sich in einem semidirekten Produkt N x, H jedes Element eindeutig als
Produkt (n,h) = (n,en) -, (en, h) eines Elements in N x {eg} = N und eines Elements in
{en} x H = H schreiben. Die Eindeutigkeit ist dabei d4quivalent zu der Forderung, dass H NN
nur das neutrale Element enthélt. Wir vermuten also, dass die Bedingungen, NH = G und
N N H = {e} notwendig und hinreichend sind.
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Satz 1.4.4: Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und N C G ein Normalteiler mit
NH =G und HN N = {e}. Dann gilt:

1. Die Abbildung ¢ : H — Aut(N), h — C), mit Cj(n) = hnh™! ist ein Homomorphismus.
2. Sie induziert einen Gruppenisomorphismus f : N x, H = G, (n, h) — nh.
3. H~=G/N.

Man nennt dann G das (innere) semidirekte Produkt von N und H und schreibt G = NxH.

Beweis:

Da N ein Normalteiler ist, ist die Abbildung Cj, : N — N, n +— hnh~! definiert, und man erhilt
einen Gruppenhomomorphismus ¢ : H — Aut(N), h — C}, (vgl. Beispiel 1.1.7, 2.). Damit ist
auch das semidirekte Produkt NV <, H definiert. Die Abbildung f ist surjektiv, da NH = G. Sie
ist injektiv, denn aus f(ni, h1) = nihy = nohy = f(ng, hy) folgt ny'ng = hohy' € NN H = {e}
und damit ny = ny und hy = hs. Sie ist ein Gruppenhomomorphismus, denn

F((n1,h1) - (na, he)) = f(nign, (n2), hihe) = f(nihanshi, hihs) = nihinghs
= f(n1,h1) - f(na, ha) Vni,ny € N,hy, hy € H.

Aus Lemma 1.4.3.2 ergibt sich damit G/N = (N x, H)/N = H. O

Beispiel 1.4.5. Wir betrachten die Diedergruppe D,, aus Beispiel 1.2.15
D,={r*|k=0,....,n—1}U{sr* |k=0,...,n—1},

wobei r die Drehung um den Winkel 27” bezeichnet und s die Spiegelung an der z-Achse. Nach

Beispiel 1.2.15 gelten die Relationen r" = s? = e, sr = r1s.

Aus den Relationen folgt sr¥s=! = r=F fiir alle k € Z. Damit ist N = (r) & Z/nZ C D,, ein
Normalteiler. Die Untergruppe H = (s) = {e,s} = Z/2Z erfiillt H NN = {e} und NH = D,,.
Nach Satz 1.4.4 ist die Diedergruppe damit ein semidirektes Produkt D, = N x, H mit
dem Gruppenhomomorphismus ¢ : H — Aut(N), p,(r¥) = srks™* = r=*. Schreibt man die

abelschen Gruppen N = Z/nZ und H = Z/2Z additiv, so ergibt sich

D, ~Z/nZx,Z/2Z  mit ¢:Z/2Z — Aut(Z/nZ), p1(k) = —k.

Die Unterscheidung zwischen inneren und dufleren semidirekten Produkten ist eine kiinstliche.
Sie beschreibt einen Unterschied in der Ausgangssituation, ndmlich ob man ein semidirektes
Produkt aus einem Gruppenhomomorphismus in eine Automorphismengruppe oder aus einem
Normalteiler einer gegebenen Gruppe konstruiert. Die resultierenden Gruppen sind jedoch iso-
morph, und deswegen spielt das eigentlich keine Rolle.

Satz 1.4.4 erlaubt es uns, statt der Faktorgruppe G/N auch die dazu isomorphe Untergruppe
H C G zu betrachten. Sie spielt also dieselbe Rolle wie das Komplement eines Untervektor-
raums U C V fiir die Quotientenrdume. Der entscheidende Unterschied zu Komplementen von
Untervektorrdumen ist aber, dass eine Untergruppe H C G, die die Bedingungen aus Satz 1.4.4
erfiillt, nicht zu jedem Normalteiler N C G existieren muss. Die Tatsache, dass N C G ein Nor-
malteiler ist, garantiert also nicht, dass sich G als semidirektes Produkt der Form G = N xG/N
schreiben lasst. Ein einfaches Kriterium dafiir, dass dies moglich ist, ist das folgende.
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Satz 1.4.6: Sei G eine Gruppe, N C G ein Normalteiler und 7y : G — G/N die kanonische
Surjektion. Dann gilt G =2 N x (G/N) genau dann, wenn es einen Gruppenhomomorphismus
f:G/N — G gibt mit 7y o f = idg/ny. Man sagt f spaltet my.

Beweis:

Ist G = N %, (G/N), so kénnen wir die kanonische Surjektion identifizieren mit der Abbildung
mn =p2: N X, (G/N) = (G/N), (n,gN) — gN und erhalten den Gruppenhomomorphismus
f:G/N = N %, (G/N), gN — (eg,gN) mit 7y o f =idg/n.

Gibt es umgekehrt einen Gruppenhomomorphismus f : G/N — G mit 7y o f = idg/n, so
betrachten wir die Untergruppe H = f(G/N) C G und zeigen, dass N und H die Bedingungen
in Satz 1.4.4 erfiillen. Ist ¢ € HN N, so gibt es ein ¢ € G mit g = f(¢’N) und 7n(g) = N.
Daraus folgt ¢ N =y o f(¢N) = mn(g) = N. Da f ein Gruppenhomomorphismus ist, ergibt
sich g = f(¢’N) = f(N) = e und damit H N N = {e}. Um zu zeigen, dass NH = G, schreiben
wir ein Element g € G als Produkt g = (g f(nn(g9))™") - f(7n(g)) mit f(mn(g)) € H. Da

-1

(g - f(WN(g))_l) =7n(g) - (Tn o fOWN(Q))))_l =mn(g)-mn(g) = 7TN(99_1) =mn(e) = N,

gilt gf(mn(g))~! € ker(my) = N und damit NH = G. Mit Satz 1.4.4 folgt die Behauptung. O

Beispiel 1.4.7.

1. Die Gruppe Z/4Z ist kein nichttriviales semidirektes Produkt. Denn ihre einzige nichttri-
viale echte Untergruppe ist {0,2} = Z/2Z. Da Z/4Z abelsch ist, wiire sie als semidirektes
Produkt nach Lemma 1.4.3 ein direktes Produkt. Also kdme dafiir nur die Kleinsche Vie-
rergruppe Z/2Z x Z/2Z in Frage, aber diese Gruppe ist nicht isomorph zu Z/4Z.

2. Analog kann man zeigen, dass die abelschen Gruppen Z/p"Z fiir n € N und p € N prim
keine nichttrivialen semidirekten Produkte sind, obwohl sie zu jedem d € {0, 1,...,n — 1}
eine zu Z/p?Z isomorphe Untergruppe besitzen.

3. Die Quaternionengruppe Qg ist die Gruppe Qs = {+e,+i,+j, £k} C GL(2,C) mit
(10 (0 -1 (0 L (-0
““\o1 Tl oo 7=\ o —\o i

und den Relationen
i-j=k=—j-i k-i=j=—i-k j-k=i=-k-j i‘P=j"=k=—c.

Die Elemente +i, +7, =k haben Ordnung 4, das Element —e hat Ordnung 2, und e ist das
neutrale Element. Die Untergruppe N = {e, —e} = Z/2Z ist ein Normalteiler. Die Fak-
torgruppe Qs/N = {N,iN,jN,kN} ist nach Bemerkung 1.1.5 isomorph zur Kleinschen
Vierergruppe Qg/N = Z/2Z x Z/2Z, denn N - xN = 2N = —eN = N fiir x =1, j, k.

Die Quaternionengruppe (g ist aber kein semidirektes Produkt Z/2Z x (Z2/2Z x Z/2Z).
Denn jeder Gruppenhomomorphismus f : Qs/N — Qg muss die Elemente iN, jN, kN
der Ordnung 2 in Qg/N auf Elemente der Ordnung 1 oder 2 in Qg abbilden. Daraus folgt
f(N), f(4N), f(kN) € N und damit ist 7x o f # idgy/n. Also ist nach Satz 1.4.6 Qs
nicht isomorph zu einem semidirekten Produkt Z/2Z x (Z/2Z x Z/2Z).
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Beispiel 1.4.7 zeigt, dass der Versuch die Betrachtung von Faktorgruppen durch die Betrachtung
von Untergruppen zu ersetzen, schon fiir sehr simple Gruppen scheitern muss. Ist eine gege-
bene Gruppe H isomorph zu einer Faktorgruppe G/N, so muss es keine Untergruppe von G
geben, die zu H isomorph ist und zusammen mit dem Normalteiler N die Gruppe G aufspannt.
Faktorgruppen lassen sich im Allgemeinen also nicht durch Untergruppen ersetzen. Dies ist der
Grund, warum Faktorgruppen in der Gruppentheorie unverzichtbar sind unf eine viel wichtigere
Rolle spielen als Quotientenrdume in der linearen Algebra.

1.5 Gruppenoperationen

Wir nehmen nun den Standpunkt ein, aus dem am Anfang des Kapitels die Gruppen mo-
tiviert wurden und betrachten Gruppen als Bewegungen oder Symmetrien von algebraischen
oder geometrischen Objekten. Dabei fassen wir Gruppenelemente insbesondere als Abbildun-
gen von Mengen in sich selbst auf, die verschiedene Elemente ineinander iiberfiihren. Ein schon
bekanntes Beispiel dafiir ist die Permutationsgruppe Sx einer Menge X. Mit Hilfe von Grup-
penhomomorphismen ¢ : G — Sx kénnen wir aber auch jeder andere Gruppe G' Abbildungen
der Menge X in sich selbst zuordnen. Dies fiihrt auf den Begriff der Gruppenoperation oder
Gruppenwirkung. Gleichzeitig betrachten wir natiirlich auch Abbildungen zwischen Mengen
mit Gruppenoperationen, die mit den Gruppenoperationen vetraglich sind.

Definition 1.5.1: Sei GG eine Gruppe mit neutralem Element e € G und X eine Menge.
1. Eine (Links)wirkung oder (Links)operation von G auf X ist eine Abbildung

. >:GxX =X, (g,r)»g>x
mit

(O1) e>x =z fir alle x € X,
(02) (gh)>xz=g> (h>x) fir alle g,h € Gund x € X.

Eine Menge X zusammen mit einer Linksoperation von G auf X heifst eine G-Menge.

2. Sind >y :Gx X — X und >y : G XY — Y Linksoperationen, so heifst eine Abbildung
f: X =Y G-aquivariant oder Homomorphismus von G-Mengen wenn

flg>xz)=g>y f(z) VgeG,rxeX,

Ist f zusétzlich bijektiv, so nennt man f einen G-Isomorphismus oder Isomorphismus
von GG-Mengen.

Bemerkung 1.5.2.

1. Analog definiert man eine Rechtswirkung oder Rechtsoperation einer Gruppe G auf
einer Menge X als eine Abbildung < : X x G — X, (z,9) — < ¢g mit x < e = z und
x<(gh)=(r<g)<hfirallex € X und g,h € G.

Wir kénnen uns aber auf Linksoperationen beschréinken, weil fiir jede Rechtsoperation <
die Abbildung > : G x X — X, (9,z) — x < g~ ! eine Linksoperation ist und fiir jede
Linksoperation > die Abbildung <1: X x G — X, (z,g) — ¢~ ' >z eine Rechtsoperation.
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2.

Alternativ kann man eine Linksoperation von G auf X auch definieren als einen Grup-
penhomomorphismus o : G — Sx von G in die Gruppe Sx der Permutationen von X.

Ist ndmlich > : G x X — X eine Linksoperation, so ist fiir alle ¢ € G die Abbildung
o4 : X — X, x+ g >z eine Bijektion mit Inversem Jg_l = 041, also eine Permutation.
Da nach (02) 0,4 0 03, = 04, erhélt man einen Homomorphismus o : G — Sx, g — 0,.
Ist umgekehrt o : G — Sx, g — o4 ein Gruppenhomomorphismus, so erhalten wir eine
Abbildung > : G x X — X, (g,7) = a,(z), die (O1) und (O2) erfiillt (Ubung).

Beispiel 1.5.3.

1.

Jede Gruppe G operiert auf jede Menge X durch die triviale Gruppenoperation
>:GxX — X, (g,x) — x. Dies entspricht dem Homomorphismus o : G — Sy, g — idx.

Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch Links- und Rechtsmultiplikation:
> GxG — G, (g,h) = g>ph = gh >r:GxG — G, (g,h) — g>rh = hg™'.

Die Inversion f : G — G, g — ¢! ist G-Isomorphismus von (G, >1) nach (G, >g).
Fiir g € G ist die Rechtstranslation R, : G — G, h — hg ein G-Automorphismus von
(G,>1), die Linkstranslation L, : G — G, h — gh ein G-Automorphismus von (G, >g).

Jede Gruppe operiert auf sich selbst durch Konjugation

>o:GxG— G, (g,h) = g>ch=ghg'.
Fiir jede Untergruppe H C G operiert G auf den Nebenklassen G/H und H\G durch
> GxG/H — G/H, (9,kH) w gkH  >%:Gx H\G — H\G, (g, Hk) — Hkg™'.

Die kanonischen Surjektionen 7, : G — G/H, g — gH und g : G — H\G, g — Hg sind
G-dquivariant beziiglich >, und > und beziiglich > und >/.

Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so definiert jede Gruppenoperation > :
H x X — X eine Gruppenoperation von G auf X, den Pullback von > entlang ¢

>,:GxX =X, (g,2) = g,z =p(g) >x.

Denn > entspricht einem Gruppenhomomorphismus ¢ : H — Sx, und durch Verkettung
erhélt man einen Gruppenhomomorphismus co ¢ : G — Sy.

. Insbesondere ist fiir jede Untergruppe U C H die Inklusionsabbildung ¢ : U — H, u +— u

ein Gruppenhomomorphismus, und damit liefert jede Operation > : H x X — X eine
Operation >, : UxX — X, (u,z) — u>x von U auf X, die Einschriankung von > auf U.

Eine Teilmenge Y C X heift invariant oder stabil unter der Operation > : Gx X — X,
wenn g >y € Y fiir alle g € G und y € Y gilt. In diesem Fall erhdlt man eine Operation
>:GxY =Y, (9,y) — g >y, die Einschrankung von > auf Y.

Jede Gruppe G operiert durch > : G x Ug — Ug, (g9, H) — gHg™*

ihrer Untergruppen.

auf der Menge Ug

Die Abbildung t> ist wohldefiniert, denn fiir jede Untergruppe H C G und jedes g € G
ist auch gH g ! eine Untergruppe von G. Sie ist eine Operation, da e> H = eHe ' = H
und (g192) > H = (g192)H(9192) " = 91(92H g5 ) g1 ' = g1 > (g2 > H) fiir alle g1, 90 € G.
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9. Ist V ein Vektorraum tiber dem Korper K, so operiert jede Untergruppe G C GLk (V') auf
V durch > : G xV =V, (¢,v) — ¢(v). Die Abbildungen f\ : V — V, v — lv fiir A € K
sind G-aquivariant.

10. Insbesondere operiert jede Untergruppe G C GL(n,K) auf K* durch > : G x K* — K",
(M,v) — M - v. Die Abbildungen fy : K* — K", v — v fiir A € K sind G-dquivariant.

Um die Struktur von G-Mengen besser zu verstehen, bietet es sich an, die Mengen der Punkte
in einer G-Menge X zu untersuchen, die durch die Operation von G aufeinander abgebildet
werden. Dies sind die minimalen G-stabilen Mengen, auf die wir eine Operation nach Beispiel
1.5.3, 8. einschranken konnen. Es stellt sich heraus, dass diese Mengen eine Partition der Menge
X und damit eine Aquivalenzrelation auf X definieren.

Satz 1.5.4: Sei > : G x X — X eine Gruppenoperation von G auf X. Dann ist
r~y <& dgeG:y=gb>zx
eine Aquivalenzrelation auf X. Die Aquivalenzklasse eines Elements z € X ist die Menge
Gz = {g>z|geG}

Sie heift Bahn oder Orbit von z. Die Lange einer Bahn G'>>x ist definiert als ihre Méchtigkeit.
Gibt es nur eine einzige Bahn, so nennt man die Gruppenoperation transitiv.

Beweis:
e Reflexivitat: Es gilt x = e > 2 und damit x ~ x.
e Symmetrie: Aus x ~ y folgt y = g > z fiir ein ¢ € G und damit
0 )
gi'>y=9"'> (9> 1) b (g_lg)bx:ebx(:m:c = y~z
e Transitivitat: Ist z ~ y und y ~ 2, so gibt es g, h € G mit y = g > x und z = h > y. Daraus
folgt z=h>y=hr (g>z) = (hg) > x und damit = ~ z. O

Beispiel 1.5.5.

1. Die Bahnen der trivialen Gruppenwirkung > : G x X — X, (g,x) — z sind einelementig:
G >z = {z} fir alle z € X.

2. Fiir jede symmetrische Bilinearform 7 auf dem R" ist die orthogonale Gruppe
O, ={M € GL(n,R) | n(M - v, M - w) = n(v,w) Yv,w € R"}

eine Untergruppe von GL(n,R). Sie operiert durch > : O, x R* — R", (M,v) — M - v
auf dem R™ (vgl. Beispiel 1.5.3, 9). Da n(M > v, M > v) = n(Mv, Mv) = n(v,v) fiir
alle M € O, und v € R", ist die Bahn O, > v jedes Vektors v € R" in einer Quadrik
Q= {w € R" | n(w,w) = c} fiir ¢ € R enthalten .

3. Wahlt man fiir  in 2. das euklidische Skalarprodukt auf dem R™, so ist O, = O(n,R).
Die Bahnen sind die Sphiren S" ! = {z € R" | 22 + ... + 22 = r?} vom Radius r > 0
sowie die Menge {0}.
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4. Nach Beispiel 1.5.3, 2. und 6. operiert jede Untergruppe H C G auf G durch Links- und
Rechtsmultiplikation. Die zugehorigen Bahnen sind die Rechts - und Linksnebenklassen:

Hrpg={h-g|he H} = Hg HDRg:{gh_l|h€H}:{gh|h€H}:gH.

5. Nach Beispiel 1.5.3, 3. operiert jede Gruppe G auf sich selbst durch Konjugation. Die
Bahnen sind die Konjugationsklassen G > h = C" = {ghg™' | ¢ € G}. Liegen zwei
Elemente von G in derselben Bahn, so nennt man sie zueinander konjugiert.

6. Die Operationen > und > einer Gruppe G auf sich selbst durch Links- und Rechts-
multiplikation (Beispiel 1.5.3, 2.) und die zugehorigen Operationen > und >, auf G/H
und H\G fiir eine Untergruppe H C G (Beispiel 1.5.3, 6.) sind transitiv.

7. Nach Beispiel 1.5.3, 8. operiert jede Gruppe G durch > : G x Ug — Ug, (9, H) — gHg™*
auf der Menge Ug ihrer Untergruppen. Zwei Untergruppen H, H' C G liegen genau dann
in derselben Bahn von >, wenn es ein g € G gibt mit H' = gHg'. In diesem Fall nennt
man die Untergruppen H, H' C GG zueinander konjugiert.

Da es sich bei in der gleichen Bahn liegen um eine Aquivalenzrelation handelt, bilden die Bahnen
einer Operation > : G x X — X eine Partition von X. Die G-Menge X ist also die disjunkte
Vereinigung ihrer Bahnen: jeder Punkt x € X liegt in genau einer Bahn. Da die Bahnen stabil
unter G sind, lésst sich die Operation > nach Beispiel 1.5.3, 7. zu einer transitiven Operation von
G auf jeder Bahn einschranken. Damit konnen wir jede G-Menge in G-Mengen mit transitiven
G-Operationen zerlegen. Wir werden zeigen, dass sich jede transitive Operation von G durch
die Operation von G auf die Nebenklassen geeigneter Untergruppen beschreiben lasst. Diese
Untergruppen sind die sogenannten Stabilisatoren.

Definition 1.5.6: Sei > : G x X — X ein Gruppenoperation. Die Menge

Gy, ={9eCG|lg>r=ua}

heifst Stabilisator, Standgruppe oder Isotropiegruppe von z. Ein Element z € X mit
G, = G heilst Fixpunkt von >>.

Beispiel 1.5.7.

1. Die Operationen >y : GXG — G, (g,h) = ghund >g : GXG — G, (g,h) — hg™! haben
triviale Stabilisatoren: G, = {e} fiir alle h € G und damit keine Fixpunkte, falls G # {e}.

2. Fiir die Operation > : O(3,R) x R® — R3, (M,v) — M - v ist 0 ein Fixpunkt und
G, = O(2,R) fiir alle v € R*\ {0}. Denn es gilt G- 0 = 0 fiir alle G € O(3,R) und
G, = {M € OB3,R) | Mey = ey} — {((1) Sx) e O(2,R)} ~ O(2,R).

Jeder Vektor w € R®\ {0} ist von der Form w = ABe; mit geeigneten B € O(3,R) und
A € R*. Daraus folgt

Guw={M € O(3,R) | Mw =w} = {M € O(3,R) | A\M Be; = A\Be,}
={M € O(3,R) | MBe; = Bey;} = {M € O(3,R) | B'MB -¢; =¢,} = BG,,B™*
= O(2,R)
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3. Fiir die Operation >¢ : G x G — G, (g,h) — ghg™' von G auf sich selbst durch
Konjugation sind die Bahnen gerade die Konjugationsklassen und die Stabilisatoren die
Zentralisatoren von Elementen aus G

G>h=C"={ghg™'|gcG} Ghn=2y=1{9€G|ghg' =h}
Die Menge der Fixpunkte ist das Zentrum (vgl. Beispiel 1.5.5, 5. und Beispiel 1.2.4, 6.)
Z(G)={hecG|g>h=ghg'=hVgc G} ={hcG|gh=hgVgecG}.

4. Nach Beispiel 1.5.3, 9. operiert jede Gruppe G auf der Menge Ug ihrer Untergruppen
durch > : G x Ug — Ug, H — gHg™'. Die Fixpunkte dieser Operation sind gerade die
Normalteiler in G. Der Stabilisator einer Untergruppe H € Uy ist

Gy=N(H)={geG|gHg " =H}

Er heifst Normalisator von H und ist die grofite Untergruppe von G, in der H normal ist.

Wir zeigen nun, dass die Stabilisatoren eine Gruppenoperation > : G x X — X vollstandig
beschreiben. Dazu stellen wir fest, dass der Stabilisator G, jedes Punkts x € X eine Untergruppe
ist und betrachten die transitive G-Operation >, : G x G/G, — G/G,, (g,hG,) — (gh)G, auf
seinen Nebenklassen aus Beispiel 1.5.3, 4. Es stellt sich heraus, dass die resultierende G-Menge
G-isomorph zu der Bahn von z unter der Operation > ist.

Satz 1.5.8: Sei > : G x X — X eine Operation von G auf X. Dann gilt fiir alle x € X:
1. Der Stabilisator G, ist eine Untergruppe von G.
2. Die Abbildung 7, : G/G, — G >z, G, — g > x ist ein G-Isomorphismus.
Beweis:
1. Sind hy, hy € G, so gilt hy>x = x und hy>x = z. Mit (O1) folgt (h1hy)>x = hi>(hy>x) =

hy > 2 = x und damit hihy € G, (UGL). Wegen e>z = z gilt e € G, (UG2). Aus h € G, folgt
r=ep>x=h"'h)>z=h"t>(h>z)=h"'>z also h™! € G, (UG3).

2. Die Abbildung 7, ist wohldefiniert, denn aus ¢:G, = ¢2G,, folgt g1 = goh mit h € G, und
T:(1G) = g1 > v = (geh)>ax =g > (h>x) = go > = 7, (92Go).

Sie ist G-dquivariant, denn fiir alle x € X und g,k € G gilt
(g > kGy) = 1. ((gk)Gy) = (gk) >z =g> (k> x) = g > 7. (kGy).

Das Bild von 7, ist die Bahn G > z, und damit ist 7, surjektiv. Aufserdem ist 7, injektiv, denn
aus 7, (q1G,) = m.(g2G,) folgt

(92_191) >r= Wr(QQ_IQIGz) = 92_1 > 7T-33(916193) = 92_1 > 7Tz(92Gm) = 7Tf6<92_1920r> = 7T:c<€G:c) =,
also g, 'g1 € G und ¢,G, = ¢2G,. O

Der Satz zeigt insbesondere, dass jede G-Menge mit einer transitiven G-Operation G-isomorph
ist zu einer G-Menge G/H fiir eine geeignete Untergruppe H C G. Damit haben wir gezeigt,
dass sich jede G-Menge bis auf G-Isomorphie durch die G-Mengen G/H aus Beispiel 1.5.3,
4. fiir geeignete Untergruppen H C G beschreiben ldsst. Um damit die G-Mengen bis auf G-
Isomorphie zu bestimmen, miissen wir nur noch klaren, welche Untergruppen H C G isomorphe
G-Mengen definieren.
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Satz 1.5.9:

1. Fir zwei Untergruppen Hy, Hy C G sind die G-Mengen G/H; und G/H, genau dann
G-isomorph, wenn H; und H, zueinander konjugiert sind.

2. Fiir jede Gruppe G stehen G-Isomorphieklassen von transitiven G-Mengen in Bijektion
mit Konjugationsklassen von Untergruppen von G.

Beweis:
1. Ist Hy = gH g™ " fiir ein g € G, so ist Hy der Stabilisator von gH; € G/H,, denn es gilt

k€ Gy, & (kg)Hi=gH <& g'kgeH <& kegHyg " (L.1)
Nach Satz 1.5.8 ist 7,y : G/Hy — G/Hy, gHy — gH; damit ein G-Isomorphismus.

Um zu zeigen, dass H; und H, zueinander konjugiert sind, wenn die G-Mengen G/H; und
G/ H, isomorph sind, stellen wir zunéchst fest, dass jeder G-Isomorphismus f : X — Y von
einer G-Menge (X, >x) in eine G-Menge (Y, >y ) Stabilisatoren auf Stabilisatoren abbildet:

geEG, &gy — g P flg>xz) = f(2) fg_glmv'gby f(x) = f(z) & g € G-

Damit ist gezeigt, dass G, = Gy, fiir alle + € X. Ist also f : G/Hy — G/H; ein G-
Isomorphismus, so gibt es ein g € G mit f(Hy) = gH;, und mit (1.1) folgt daraus fiir die
Stabilisatoren Hy = Gy, = G, = Ggu, = gHg™t.

2. Nach Satz 1.5.8 ist jede transitive G-Menge G-isomorph zu einer G-Menge G/H fiir eine
Untergruppe H C G, und nach 1. sind zwei G-Mengen GG/ H; und G/ H, isomorph genau dann,
wenn H; und H, zueinander konjugiert sind. O

Da wir die Bahnen in G-Mengen auf die Nebenklassen von Untergruppen zuriickfiihren konnten,
kénnen wir sie nun auch mit bekannten Grofen beschreiben, die die Nebenklassen charakterisie-
ren, beispielsweise dem Index der Stabilisatoren. Dies erlaubt es uns die Anzahl der Fixpunkte
einer endlichen G-Menge durch die Indizes von Untergruppen von G zu beschreiben und Aus-
sagen liber die Anzahl der Fixpunkte zu treffen. Besonders interessant werden diese Ergebnisse,
wenn man sie auf die Operation von G auf sich selbst durch Konjugation anwendet, wo die
Fixpunkte gerade die Elemente des Zentrums sind.

Korollar 1.5.10 (Bahnengleichung):

Sei > : G x X — X eine Operation von G auf eine endliche Menge X mit Fixpunktmenge X¢
und R ein Reprasentantensystem der Bahnen, also eine Teilmenge R C X, die genau ein
Element aus jeder Bahn von > enthélt. Dann gilt

X[ =) [G:G.] =X+ [G: G (1.2)
TER TER\XC
Beweis:

Jedes Element von X ist in genau einer Bahn von > enthalten. Damit ist die Anzahl der Ele-
mente in X die Summe der Anzahlen der Elemente in den Bahnen. Nach Satz 1.5.8 hat die
Bahn G >z genau |G > z| = |G/G,| = |G : G,] Elemente, und da R ein Repréisentantensystem
ist, folgt die Behauptung. |
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Korollar 1.5.11 (Klassengleichung):
Fiir jede endliche Gruppe G und jedes Element h € G gilt |G/Z),| = [G : Z;] = |C"|. Ist R ein
Reprasentantensystem der Konjugationsklassen, so gilt die Klassengleichung

G =[G 2] = |Z(G)|+ D [G: Z). (1.3)
heR heR\Z(G)
Beweis:

Ist G eine endliche Gruppe, so sind die Bahnen der Operation > : G x G — G, (g, h) — ghg™*
Konjugationsklassen und die Stabilisatoren Zentralisatoren (vgl. Beispiel 1.5.5, 5. und 1.2.4, 6)

Grh=C"={ghg'|geG} Gn=2Z,={g9€G|ghg' =h}.

Ist R ein Reprasentantensystem der Konjugationsklassen, so ist die zugehorige Bahnengleichung
(1.2) gerade die Klassengleichung (1.3). a

Die Klassengleichung liefert Einschrankungen an die Struktur einer endlichen Gruppe. Sie ist be-
sonders niitzlich fiir Gruppen von Primpotenzordnung, die sogenannten p-Gruppen. Fiir Grup-
pen von Primzahlordnung wurde in Korollar 1.3.10 bereits gezeigt, dass sie zyklisch sind und
damit abelsch nach Korollar 1.2.17. Hier besteht also kein weiterer Klarungsbedarf. Ist die Grup-
penordnung zwar keine Primzahl, aber eine Primpotenz, so lasst sich aus der Klassengleichung
zumindest folgern, dass die Gruppe ein nichttriviales Zentrum hat.

Definition 1.5.12: Eine Gruppe der Ordnung p™ mit p € N prim, n € Ny heifst p-Gruppe.

Korollar 1.5.13: Jede nichttriviale p-Gruppe hat ein nichttriviales Zentrum.

Beweis:

Sei |G| = p" fiir ein n € N und R ein Représentantensystem der Konjugationsklassen von G.
Dann gilt |C"| = [G : Z;] fiir alle h € G nach Korollar 1.5.11, und nach dem Satz von Lagrange
ist [G : Z,] ein Teiler der Gruppenordnung p". Ist h ¢ Z(G), so folgt [G : Z,] > 1 und damit
ist p ein Teiler von [G : Z]. Aus der Klassengleichung ergibt sich

1Z(G)| = |G| - Z G Zy) =p" — Z (G 2 Z))

heR\Z(G) heR\Z(G)
Da die rechte Seite durch p teilbar ist, gilt das auch fiir |Z(G)|, und es folgt |Z(G)| > 1. DO
Beispiel 1.5.14. Die Diedergruppe D, aus Beispiel 1.2.15 hat Ordnung 8 = 23, ist also eine

nichttriviale 2-Gruppe. Thr Zentrum ist gegeben durch Z(D,) = {e,r*}, wobei r? die Punkt-
spiegelung am Ursprung ist.

Auf dhnliche Weise lassen sich aus der Bahnengleichung Aussagen iiber die Anzahl der Fix-
punkte von Operationen von p-Gruppen gewinnen.

Korollar 1.5.15: Sei G eine nichttriviale p-Gruppe und > : G x X — X eine Operation von
G auf einer endlichen Menge X mit Fixpunktmenge X¢ = {z € X | >z = x}. Dann gilt

| X% = |X| mod p.

Ist | X| nicht durch p teilbar, so hat X mindestens einen Fixpunkt.
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Beweis:

Nach dem Satz von Lagrange ist ist [G : G| ein Teiler von |G| fiir jedes z € X. Da G eine
p-Gruppe ist, ist [G : G,] damit entweder durch p teilbar oder [G : G,] = 1. Letzteres ist genau
dann der Fall, wenn x ein Fixpunkt ist. Fiir jedes Reprasentantensystem R der Bahnen ergibt
sich aus der Bahnengleichung

X =X = ) [G: G,] = |X]| mod p. -

TER\XC

1.6 Die symmetrischen Gruppen

Die symmetrischen Gruppen S,, sind in einem gewissen Sinn die Miitter aller endlichen Grup-
pen: Jede endliche Gruppe ist in einer symmetrischen Gruppe als Untergruppe enthalten. Die-
se auf den ersten Blick iiberraschende Aussage ergibt sich daraus, dass jede Gruppe durch
Linksmultiplikation auf sich selbst operiert. Dies liefert einen Gruppenhomomorphismus in ihre
Permutationsgruppe.

Satz 1.6.1 (Satz von Cayley): Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe ihrer Per-
mutationsgruppe S¢g. Insbesondere ist jede endliche Gruppe G isomorph zu einer Untergruppe
einer Permutationsgruppe S,,.

Beweis:

Fiir jedes Gruppenelement g € G betrachten wir die Abbildung L,: G — G, h +— gh mit
Inversem L;' = Ly : G — G, h — g 'h. Die Abbildung L : G — Sg, g = L, ist ein
Gruppenhomomorphismus, denn fiir alle g, h, k € G gilt

Lgn(k) = (gh)k = g(hk) = Lg o Ln ().

Sie ist injektiv, denn aus L, = L, folgt ¢ = L,(e) = Lp(e) = h. Damit ist G isomorph zu
dem Bild L(G) C Sg. Ist G endlich, so ist Si damit isomorph zu S, fir n = |G|, denn jede
Bijektion f : X — Y zwischen zwei Mengen X und Y induziert einen Gruppenisomorphismus
QDfZSX—>Sy,O'I—>fOO'Of71. ]

Der Satz von Cayley ist in der Praxis nicht sehr hilfreich, um die Struktur von endlichen
Gruppen zu verstehen. Das liegt daran, dass die Gruppen S,, mit wachsendem n immer mehr
und kompliziertere Untergruppen besitzen, die sich nur schwer bilanzieren lassen. Dennoch lohnt
es sich, die Struktur der symmetrischen Gruppen genauer zu untersuchen. Eines der wichtigsten
Hilfsmittel dabei sind die sogenannten Zykel oder zyklischen Permutationen.

Definition 1.6.2: Seien 1 <k <n & N.

1. Eine Permutation o € S, heifst k-Zykel oder Zykel der Lange k, wenn es paarweise
verschiedene iy, ...,3; € {1,...,n} gibt mit o(i;) = ;44 fir 1 < i < k, o(iy) = 43 und
o(i) =1 fiir alle @ ¢ {4y, ..., i }. Man schreibt o = (iy, ..., ix).

2. Ein 2-Zykel heift auch Vertauschung oder Transposition und ein 2-Zykel (7,7 + 1) fir
eini € {1,...,n — 1} elementare Vertauschung oder elementare Transposition.
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Die Schreibweise o = (i1, ..., i) fiir einen k-Zykel ist offensichtlich uneindeutig, denn alle zykli-
schen Permutationen des Tupels (iy, ..., i) bezeichnen die gleiche Permutation

0 = (i1, 09y ey i) = (i2y oy 1) = (i3 ooey ity 01, 82) = e = (i, 15 vy 1)

Dennoch bewéhrt sich diese Schreibweise, weil bestimmte Aussagen in ihr eine sehr eingéngige
Form annehmen. Insbesondere erhédlt man die folgenden Rechenregeln fiir k-Zykel, die sich
durch direktes Nachrechnen beweisen lassen (Ubung).

Lemma 1.6.3: Es gilt fiir alle k-Zykel (i1, ..., i) und Permutationen 7 € S,,:
L (it ey i) " = (i 1)
2. (il,ig,... ) (Zl,Zg) (’ig,ig)o...o(ik,hik).
3.m (zl,. i ) = (m(i1), ..., m(ix)) fiir alle 7 € S,,.
4. (217 .. ) =

Da Zykel Permutationen von besonders einfacher Form sind, bietet es sich an komplexere Per-
mutationen in Zykel zu zerlegen, also sie als Verkettung von geeigneten Zykeln zu schreiben.
Die erste Frage ist, ob man dabei mit Zykeln der Lange zwei, also mit Vertauschungen, oder
sogar mit elementaren Vertauschungen auskommt. Da jede elementare Vertauschung die Rei-
henfolge zweier benachbarter Zahlen veréndert, ist es naheliegend, diese Frage zu kldren, indem
wir Zahlenpaare bilanzieren, deren Reihenfolge von einer Permutation verandert werden.

Definition 1.6.4: Sei o € S,, eine Permutation.

1. Ein Fehlstandspaar von o ist ein Paar (¢,7) mit 1 <¢ < j <mnund o(i) > o(j).
2. Die Anzahl der Fehlstandspaare heifst die Ldnge von ¢ und wird mit /(o) bezeichnet.

3. Das Signum von ¢ ist sgn(c) = (—1)%“). Gilt sgn(c) = 1, so nennt man o gerade, gilt
sgn(o) = —1 so nennt man o ungerade.

Beispiel 1.6.5.

1. Die Permutation id € S, ist die einzige Permutation mit ¢(¢) = 0 und somit gerade.
2. Jede elementare Transposition (7,7 + 1) hat genau ein Fehlstandspaar, ndmlich (7,7 + 1).

3. Eine Vertauschung o = (4,j) mit ¢ < j hat genau ¢(0) = 2(j — i) — 1 Fehlstandspaare,
nimlich (4,3 + 1), (3,5 + 2)ss (6,5 — 1), (5,5), G+ 1,5), (6 4 2,5)se0s(j — 1, 7). Also gilt
sgn(o) = —1.

Man kann die Fehlstandspaare leicht durch eine diagrammatische Beschreibung von Permuta-
tionen visualisieren. Dazu zeichnet man fiir eine Permutation o € S,, zwei parallele horizontale
Linien mit n Punkten, die von links nach rechts mit den Zahlen 1,...,n nummeriert sind. An-
schliefend verbindet man den Punkt ¢ auf der oberen Gerade durch ein Geradensegment mit
dem Punkt (i) auf der unteren Gerade, so dass sich in jedem Punkt maximal zwei Geraden-
segmente kreuzen. Letzteres kann man durch ein Verschieben der Punkte auf der oberen und
unteren Gerade immer erreichen. Die Lénge von ¢ ist dann die Anzahl der Kreuzungspunkte im
Diagramm, denn jeder Kreuzungspunkt entspricht einem Paar (7, j) mit ¢ < j und o(i) > o(j).
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1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Die Permutation Die Permutation
o=103,1,4,8,2,6,7,5 € Sg mit {(c) =9 T=1[1,2,6,7,8,3,4,5] € Sg mit {(1) = 8.

Durch Verketten mit geeigneten elementaren Transpositionen kénnen wir nach und nach die
Lange einer Permutation reduzieren, indem wir in jedem Schritt ein Fehlstandspaar eliminieren.
Das Verfahren bricht ab, wenn wir eine Permutation der Lange Null erreichen, also die Identi-
tatsabbildung. Damit haben wir die betrachtete Permutation dann als Verkettung elementarer
Transpositionen ausgedriickt.

Satz 1.6.6: Jede Permutation o € S, ldsst sich als Produkt von /(o) elementaren Vertau-
schungen schreiben.

Beweis:

Induktion tiber ¢(0). Ist £(0) = 0, so gilt o = id, und damit ist o das leere Produkt von elemen-
taren Vertauschungen. Sei die Aussage bewiesen fiir alle 7 € S,, mit I(7) < m und ¢ € S, eine
Permutation der Lange [(0) = m. Dann gibt eseineini € {1,...,n—1} mit (i) > o(i+1), denn
ansonsten wére (1) < 0(2) < ... < o(n) und damit o = id. Die Permutation 7 = o o (i,7 + 1)
hat dann ein Fehlstandspaar weniger als ¢ und damit Lénge ¢(7) = ¢(c) —1 = m — 1. Nach
Induktionsvoraussetzung ist sie damit das Produkt von ¢(o) — 1 Vertauschungen. Damit ist
0 = (i,i+ 1) o7 ein Produkt von ¢(o) Vertauschungen. O

Das Verhalten der Fehlstandspaare unter der Verkettung von Permutationen lasst sich leicht
visualisieren. Das Verketten von Permutationen entspricht namlich dem Untereinanderstellen
der zugehorigen Diagrammen mit anschliefendem Glatten der Geradensegmente.

1234506738
></ 1 2 3 4 5 6 7 8
N

1 23 45 6 7 8
5,

Die Verkettung 7 oo = [1,2,5,7,8,3,4,6] 0 [3,1,4,8,2,6,7,5] = [5,1,7,6,2,3,4, §]

mit (T o) =11.
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Wiéhrend sich beim Untereinanderstellen die Anzahlen der Kreuzungspunkte addieren, vernich-
tet oder erzeugt das anschliefende Glatten gerade Anzahlen von Kreuzungspunkten (Warum?).
Man kann also nicht erwarten, dass sich die Langen der Permutationen beim Verketten ad-
dieren. Da sich die Anzahl durch das Gléatten aber nur um geradzahlig viele Kreuzungspunkte
andert, multiplizieren sich unter der Verkettung ihre Signa.

Satz 1.6.7: Die Abbildung sgn : S,, — (5 ist ein Gruppenhomomorphismus. IThr Kern
A, ={o €S, |sign(o) =1} C S,
ist ein Normalteiler in S,, mit %n! Elementen, falls n > 1. Er heifst alternierende Gruppe.

Beweis:

Ist o ein Produkt von k elementaren Vertauschungen, so gilt sgn(o) = (—1)*, denn jede elemen-
tare Vertauschung erzeugt oder vernichtet ein Fehlstandspaar. Ist 7 Produkt von [ elementaren
Vertauschungen ist, so ist o o 7 Produkt von k + [ elementaren Vertauschungen, und es folgt

sgn(ocoT) = (—l)kH = (—1)’“ . (—l)l = sgn(o) - sgn(7).

Da sich jede Permutation nach Satz 1.6.6 als Produkt von elementaren Vertauschungen schrei-
ben lésst, ist sgn damit ein Gruppenhomomorphismus. Wie jeder Kern eines Gruppenhomo-
morphismus ist A, ein Normalteiler. Ist o € S,, eine Vertauschung, so gilt com € A, (7 € A,)
genau dann, wenn 7 € S, \ A, (0 o € A,). Damit ist |A,| =[S, \ 4,] = 1[5, = inl. O

Die Zerlegung einer Permutation in elementare Vertauschungen ist zwar niitzlich, um das Ver-
halten des Signums zu untersuchen, hat aber mehrere Nachteile. Der wichtigste ist die man-
gelnde Eindeutigkeit. Je nachdem, in welcher Reihenfolge einzelne Fehlstandspaare eliminiert
werden, entstehen verschiedene Produkte elementarer Vertauschungen, die alle die gleiche Per-
mutation beschreiben. Dies liegt daran, dass die beteiligten elementaren Vertauschungen in
der Regel nicht kommutieren. Ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass zwei Permutationen
0,7 € S, kommutieren lésst sich sehr leicht finden. Es reicht aus, dass jede Zahl i € {1,...,n}
ein Fixpunkt von mindestens einer dieser Permutationen ist, also dass die Mengen ihrer nicht-
Fixpunkte disjunkt sind. Ist dies der Fall, so nennt man die beiden Permutationen disjunkt.

Definition 1.6.8: Der Triger spt(o) einer Permutation o € S, ist die Menge

spt(o) ={i € {1,...,n} | o(i) # i}.

Zwei Permutationen o, 7 € S, heifen disjunkt, wenn spt(c) Nspt(r) = 0.

Indem wir bei der Zerlegung der Permutation auch Zykel der Lange > 2 zulassen, konnen wir
erreichen, dass alle beteiligten Zykel in der Zerlegung disjunkt sind und damit kommutieren.
Dies liefert eine eindeutigere Zerlegung der Permutation, die sogenannte Zykelzerlegung.

Satz 1.6.9: Jede Permutation o € S,, ist ein Produkt o =70 ... o7, paarweise disjunkter
Zykel 7; der Linge > 2 fiir ein m € Ny. Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge
der Zykel und heiftt Zykelzerlegung von o.
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Beweis:

Wir betrachten die von o erzeugte Untergruppe (o) = {o* | k € Z} C S,, und die Operation
> (o) x {1,...,n} — {1,...,n}, (¢%,i) — o"(i). Die Bahnen dieser Operation sind gegeben
durch (o) >i = {o*(i) | k € Z} = {i,0(i),...,c%1(i)} mit k; = |(o) > i| € N. Sie bilden eine
Partition von {1,...,n}. Ist R = {iy,...,4,,} ein Reprisentantensystem der Bahnen, so erhilt
man damit m Zykel 7, ..., 7, mit 7; = (ij, 0(4;), ..., "' (i;)) und 0 = 7 0... 0 Ty,. Da 7;(i) = i
fiir alle ¢, die nicht in der Bahn von i; liegen, sind diese Zykel paarweise disjunkt, und es folgt
r,or; =701 fir alle 4,5 € {1,...,m}. a

Bemerkung 1.6.10. Die Zykelzerlegung einer Permutation ¢ kann man auch als die Zerlegung
der Menge {1,...,n} in die Bahnen der Gruppenoperation

>:Zx{l,...,n} = {1,...n}, (ki) ")

sehen. Diese Operation entspricht nach Bemerkung 1.5.2, 2. einem Gruppenhomomorphismus,
nimlich dem Gruppenhomomorphismus f, : Z — S,, k — o aus Korollar 1.2.18.

Beispiel 1.6.11. Die Permutationen
(12345678 9 10 (123 456789 10
7\8 4327516 10 9 T“\396 1051782 4

haben die Zykelzerlegungen o = (1,8,6,5,7)(2,4)(9,10) und 7 = (1, 3,6)(2,9)(4, 10). Die Fix-
punktmenge o ist {3} und die Fixpunktmenge von 7 ist {5, 7, 8}.

Der Nachteil der Zykelzerlegung ist, dass sie ein kompliziertes Verhalten unter der Verkettung
von Permutationen zeigt. Zerlegt man zwei Permutationen in ihre Zykel so sind die Zykel der
zwei Permutationen in der Regel nicht disjunkt und koénnen daher nicht einfach multipliziert
werden. Die Zykelzerlegung des Produkts ist also im Allgemeinen nicht das Produkt der Zy-
kelzerlegungen. Die entscheidenden Vorteile der Zykelzerlegung sind ihre Eindeutigkeit und die
Tatsache, dass sie sehr gut zur Untersuchung der Konjugationsklassen geeignet ist.

Satz 1.6.12: Zwei Permutationen 7,0 € S, sind zueinander konjugiert genau dann, wenn in
ihrer Zykelzerlegung jeweils gleich viele Zykel jeder Lange auftreten.

Beweis:
Sind 7,0 € S,, zueinander konjugiert, so gibt es eine Permutation 7 € S, mit ¢ = 7om o771
Ist m = 7 o ... o m,, die Zykelzerlegung von m, so folgt

1

c=T1omor '=710(mo..omp)or t=(tromor No..o(tompuor ) =0,0..00,,

und nach Lemma 1.6.3 ist? o; ein Zykel gleicher Liange wie 7;. Sind umgekehrt 7,0 € S,, Per-
mutationen in deren Zykelzerlegung jeweils gleich viele Zykel jeder Lange auftreten, so gibt es
Zykel m; = (2]1, vy zfcj) und 0; = (l{, v lij) mit 7 = mo...om, und 0 = 010...00,,. Definieren wir
7:{1,...,n} = {1,...,n} durch 7(i) = I/ und 7(i) = i fir ¢ & {i}, ..., i, ..., 37", ..., 3" }, so ist
7 eine Permutation mit Tom;o7~! = g fiir alle j € {1,...,m} und daraus folgt Toror™! =0¢. O

2nach geeigneter Anordnung der Zykelzerlegung von 7
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Beispiel 1.6.13. Die Permutationen oy = (1,2,3) o (4,5) und o9 = (1,2) 0 (3,4,5) in S5 sind
zueinander konjugiert. Es gilt o9 = 70177 mit 7 = [3,4,5,1,2].

Die Konjugationsklasse einer Permutation ist also durch die Zykelzerlegung eindeutig bestimmt,
und letztere ist nach Satz 1.6.9 eindeutig bis auf die Reihenfolge der Zykel. Ordnet man die Zykel
so, dass ihre Langen schwach monoton fallen, erhalten wir eine eindeutige Charakterisierung
der Konjugationsklassen. Da jede Zahl i € {1,...,n} in genau einem Zykel einer Permutation
o € S, enthalten ist, addieren sich die Zykelldngen zu n, wenn man auch die Zykel der Linge 1
beriicksichtigt, also die Fixpunkte. Damit entsprechen die Konjugationsklassen in der Gruppe
Sp genau den Partitionen der Zahl n.

Korollar 1.6.14: Konjugationsklassen in der symmetrischen Gruppe .S,, stehen in Bijektion
mit Partitionen von n: Tupeln (Ay, ..., Ag) mit Ay > Ao > ... > A\ > 1und n = Ay + ... + Ag.

Fiir eine Permutation o € S, deren Zykellaingen durch die Partition (A1, Ag, ...., \x) gegeben
sind, gilt sgn(c) = (—1)"* und o(c) = kgV(\y, ..., \p.).

Beweis:

Nach Lemma 1.6.3 gilt (i1, ..., ) = (i1,42) © (i2,43) © ... 0 (ixg_1,7%). Da sgn(i,j) = —1 und sgn
ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt sgn(iy,...,iy) = (—1)*~1. Daraus ergibt sich fiir eine
Permutation o mit Zykellaingen Aj, Ao, ..., g

sgn(0) = (~D T (Z1M s (S = (D

Ist 0 = 010...00; das Produkt disjunkter \;-Zykel o;, so gilt 6" = o7 o...00} fiir alle n € N und
damit 0" = id genau dann, wenn o} = id fiir alle ¢ = 1, ..., k. Da o; ein Element der Ordnung
o(o;) = N ist, ist das kleinste Element n € N mit o] = 1 fiir alle ¢ = 1,...,k das kleinste
gemeinsame Vielfache von A, ..., A\x. |

Beispiel 1.6.15. Wir untersuchen die Konjugationsklassen der symmetrischen Gruppen .5,,.
e Die Gruppe S; = {id} ist die triviale Gruppe.

e Die Gruppe Sy = Cy = {id, (1,2)} ist abelsch und besitzt daher zwei Konjugationsklassen
mit je einem Element Ciq = {id} und C(12) = {(1,2)}.

e Fiir die Gruppe S3 mit 3! = 6 Elementen erhélt man

Partition ‘ Reprasentant ‘ Kardinalitat ‘ Signum ‘ Ordnung

3 (1,2,3) 2 1 3
2+1 (1,2) 3 ~1 2
1+1+1]id 1 +1 1

e Fiir die Gruppe S, mit 4! = 24 Elementen erhélt man

Partition Repréasentant | Kardinalitéit | Signum | Ordnung
4 (1,2,3,4) 6 —1 4
3+1 (1,2,3) 8 +1 3
242 (1,2)(3,4) 3 +1 2
24+1+1 (1,2) 6 -1 2
1+14+1+1)id 1 +1 1
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e Fiir die Gruppe Ss mit 5! = 120 Elementen erhélt man

Partition Reprasentant | Kardinalitat | Signum | Ordnung
5 (1,2,3,4,5) 24 +1 5
4+1 (1,2,3,4) 30 -1 4
3+2 (1,2,3)(4,5) 20 -1 6
3+1+1 (1,2,3) 20 +1 3
24241 (1,2)(3,4) 15 +1 2
24+1+1+1 (1,2) 10 —1 2
1+14+14+141]id 1 +1 1

Konjugationsklassen einer Gruppe G sind insbesondere dann wichtig, wenn man versucht ihre
Normalteiler zu bestimmen. Denn per Definition eines Normalteilers N C G gilt gng™* € N
fiir alle ¢ € G und n € N, und damit ist jede Konjugationsklasse eines Elements in N wieder
in N enthalten. Jeder Normalteiler N ist also die disjunkte Vereinigung von Konjugations-
klassen. Nutzt man aus, dass die Ordnung |N| nach dem Satz von Lagrange ein Teiler der
Gruppenordnung ist, so kann man die Normalteiler der Gruppen S, fiir kleine n bestimmen.

Beispiel 1.6.16.

e In S3 gibt es neben der trivialen Untergruppe und S3 selbst nur Untergruppen der Ord-
nung 2 oder 3. Da jeder Normalteiler eine disjunkte Vereinigung von Konjugationsklas-
sen ist und das neutrale Element enthalten muss, ergibt sich als einzige Moglichkeit
N = {ld} U 0(17273) = Ag. Da |A3| = %|53| = 3 gllt Ag = Cg.

e In S; kann es neben der trivialen Untergruppe und S; selbst nur Normalteiler der Ord-
nung 2, 3, 4, 6, 12 geben. Die alternierende Gruppe Ay = {id} UC 2,3)UC(1,2)(3,4) ist nach
Satz 1.6.7 ein Normalteiler der Ordnung 12. Da jeder Normalteiler eine disjunkte Verei-
nigung von Konjugationsklassen ist, die id enthélt, ergibt sich aus den Kardinalitdten der
Konjugationsklassen als einzige weitere Moglichkeit N = {id} U C(y,9)(3,4) mit |N| = 4.
Man kann nachrechnen, dass dies tatséchlich ein zu Cy x C5 isomorpher Normalteiler ist.

Aus Satz 1.6.7 und Beispiel 1.6.16 folgt, dass die alternierende Gruppe Az = Cj eine zyklische
Gruppe der Ordnung 3 und damit nach dem Satz von Lagrange einfach ist. Dagegen enthélt die
alternierende Gruppe A, die Gruppe Cy x (5 als Normalteiler, ist also keine einfache Gruppe.
Fiir n > 5 wird die Untersuchung der Normalteiler der Gruppen A, und .S,, iiber die Konjugati-
onsklassen schnell sehr kompliziert. Man kann aber mit strukturellen Argumenten zeigen, dass
jede alternierende Gruppe A, fiir n > 5 einfach ist. Dazu bendétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.6.17:

1. Fiir n > 3 wird die alternierende Gruppe A,, von den 3-Zykeln in S,, erzeugt.
2. Fiir n > 5 liegen alle 3-Zykel in A,, in derselben Konjugationsklasse.

Beweis:

1. Jeder 3-Zykel (1, j, k) liegt in A,,, denn nach Lemma 1.6.3 gilt (7, j, k) = (4, 7)(j, k) und damit
sgn(i, j, k) = sgn(i,j) - sgn(j, k) = (—1) - (—=1) = 1. Da nach Satz 1.6.6 jede Permutation ein
Produkt elementarer Vertauschungen ist und A, die Untergruppe der geraden Permutationen
ist, wird A,, von Permutationen der Form (7, j)(k,[) mit i, 7, k,l € {1,..,n} erzeugt. Es reicht
also, zu zeigen, dass jede solche Permutation ein Produkt von 3-Zykeln ist. Sind ¢, 7, k, [ paar-
weise verschieden, so gilt (¢, 5)(k,1) = (4, k, j) (i, k,1). Ansonsten gilt entweder (7, j) = (k,[) und
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(7,7)(k,l) = id ist das leere Produkt von 3-Zykeln, oder wir kénnen ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen, dass [ = i. Dann ergibt sich (i, 7)(k, ) = (k, j,1).

2. Sein >5und 7 = (i,7,k) mit 4,5,k € {1,...,n} ein 3-Zykel. Wir wéhlen eine Permutation
' € S, mit 7'(1) = i, 7'(2) = j und 7'(3) = k. Ist sgn(n’) = 1, so setzen wir 7 = 7. Ist
sgn(n’) = —1, so setzen wir m = 7’ o (4,5) und erhalten 7(1) =i, 7(2) = j und 7(3) = k sowie
sgn(m) = —sgn(n’) = 1. Damit gibt es eine Permutation 7 € A, mit 7(1) = 4, 7(2) = j und
7(3) = k, und nach Lemma 1.6.3 gilt 7 = 7o (1,2,3) o 7. Also liegen alle 3-Zykel in A, in
derselben Konjugationsklasse. |

Konnen wir zeigen, dass jeder nichttriviale Normalteiler in der Gruppe A, mindestens einen
3-Zykel enthéilt, so folgt mit Lemma 1.6.17 direkt, dass die Gruppen A, fiir n > 5 einfach sind.
Denn da fiir n > 5 alle 3-Zykel nach Lemma 1.6.17 in A,, zueinander konjugiert sind, enthélt
N dann alle 3-Zykel. Da diese nach Lemma 1.6.17 die ganze Gruppe A, erzeugen, liegt dann
ganz A, in N. Dies ist in der Tat fiir alle n > 5 der Fall.

Satz 1.6.18: Fiir n > 5 ist die alternierende Gruppe A,, einfach.

Beweis:

Wir zeigen, dass jeder nichttriviale Normalteiler N in A,, einen 3-Zykel enthélt. Da {id} #+ N
gibt es eine Permutation ¢ € N\ {id}. Da N ein Normalteiler in A, ist, gilt co(Too tor™1) € N
fiir alle 7 € A,,. Sei nun ¢ = 07 0... 0 g, eine Zerlegung von ¢ in disjunkte Zykel der Lange > 2
wie in Satz 1.6.9, so dass o ein Zykel maximaler Linge ist.

e Fall 1: Ist 0y = (4,7, k,1,...) ein Zykel der Lange > 4, so kénnen wir 7 = (i, j, k) betrach-
ten, der nach Lemma 1.6.17 in A, liegt. Da spt(7) = {i, 7, k} C spt(oy) erhalten wir mit
Lemma 1.6.3

007007107712(00700 )o

= (o(i
= (j,k,0) o (k,j,9) = (3,1, ) €

e Fall 2: Ist 01 = (i, j, k) ein Zykel der Lénge 3, so ist entweder o = o, und die Aussage
ist bewiesen, oder m > 2 und o3 ist von der Form oy = (, s,t) oder g5 = (7, s). In diesem
Fall kénnen wir den 3-Zykel 7 = (7, 5,7) € A, mit spt(7) C spt(o1) Uspt(oz) betrachten
und erhalten mit Lemma 1.6.3

(o (), () o(k))o (i, 5. k)~
l

cotoo tort=(cotoo Y)ort=(a(i),o(j),a(r))o(i,jr)"

= (]7 k? 8) o (r7j72) = (Z'7/r.7 k? S?]) e N'
Indem wir Fall 1 auf (i,r,k,s,j) € N anwenden, folgt die Behauptung.

e Fall 3: Ist o0y = (4, j) ein 2-Zykel, so sind auch o7, ..., 0,,, 2-Zykel. Da sgn(o) = 1 = (—1)",
muss dann m > 2 gelten. Dann ist o9 von der Form oy = (k,0) mit {i,j} N {k, 1} =0,
und wegen n > 5 gibt es ein r € {1,...,n} \ {i,7,k,[}. Wir betrachten den 3-Zykel
T = (i, k,r) € A, und erhalten mit Lemma 1.6.3

cotooc tor = (coroo Hort = (a(i),a(k),o(r))o(ik,r)"

= (j,l,0(r))o(r,k,i) € N.

Falls o(r) = r, folgt (7,1,0(r))o(r, k,i) = (r,k,1,7,1) € N und mit Fall 1 die Behauptung.
Ansonsten sind (j, [, o(r)) und (r, k, %) disjunkt, und mit Fall 2 folgt die Behauptung.
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Damit ist gezeigt, dass jeder Normalteiler N C A,, einen 3-Zykel o enthélt. Da nach Lemma
1.6.17 alle 3-Zykel in A, zu ¢ konjugiert sind und N ein Normalteiler ist, liegen alle 3-Zykel
in N. Da die 3-Zykel nach Lemma 1.6.17 die alternierende Gruppe A,, erzeugen, folgt N = A,,. O

Bemerkung 1.6.19. Man kann zeigen, dass Aj die kleinste nicht-abelsche einfache Gruppe
ist. Die néchstgrofere hat 168 Elemente.

1.7 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

1.7.1 Zyklische Gruppen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit endlich erzeugten abelschen Gruppen und werden
schlielich alle endlich erzeugten abelschen Gruppen bis auf Isomorphie klassifizieren. Das Ziel
ist also eine Liste von endlich erzeugten abelschen Gruppen, so dass jede endlich erzeugte
abelsche Gruppe isomorph zu genau einer endlich erzeugten abelschen Gruppe in der Liste ist.
Wir beginnen unsere Untersuchung mit den zyklischen Gruppen. Wir haben bereits gezeigt, dass
alle zyklischen Gruppen abelsch sind (Korollar 1.2.17) und jede Gruppe von Primzahlordnung
zyklisch ist (Korollar 1.3.10). Indem wir die Ergebnisse zu Faktorgruppen ausnutzen, kénnen
wir alle zyklischen Gruppen als Faktorgruppen von Z beschreiben.

Satz 1.7.1: Sei G eine zyklische Gruppe. Dann gilt

G z |G| = o0
Z/nZ |G| =n.

Beweis:

Wir betrachten G = (g) und den surjektiven Gruppenhomomorphismus f, : Z — G, k + g"
aus Korollar 1.2.18. Sein Kern ist eine Untergruppe von Z und damit nach Beispiel 1.2.6 von
der Form nZ fiir ein n € Ny. Ist n = 0, so erhalt man ker f;, = 0, und damit ist f; ein Iso-
morphismus. Ist n > 0, so erhélt man mit dem Homomorphiesatz 1.3.23 einen Isomorphismus
fo/ker f, 1 Z/nZ — G, k — g~ O

Beispiel 1.7.2. Die Gruppe C,, = {e?™*/™ | k = 0,1,...,n — 1} der nten Einheitswurzeln aus
Beispiel 1.2.4 ist isomorph zu Z/nZ. Denn die Abbildung f, : Z — C,, k — €2™*/™ ist wegen
der Identitit e - e¥ = ¢ @+Y) fiir alle 2,y € R ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Ihr
Kern ist ker f,, = nZ C Z, und mit dem Homomorphiesatz folgt C,, = Z/nZ.

Korollar 1.7.3: Jede Gruppe G von Primzahlordnung |G| = p ist isomorph zu Z/pZ.

Beweis:
Nach Korollar 1.3.10 ist jede Gruppe G mit |G| = p prim zyklisch, und mit Satz 1.7.1 folgt
G=Z/pZ. O
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Wir untersuchen nun noch systematisch die Unter- und Faktorgruppen zyklischer Gruppen. Fiir
Gruppen von Primzahlordnung ist bereits bekannt, dass sie aufser sich selbst und der trivialen
Untergruppe keine weiteren Untergruppen haben. Fiir die zyklische Gruppe Z ist aus Beispiel
1.2.6 bekannt dass jede Untergruppe entweder wieder isomorph zu Z oder die triviale Gruppe
ist. Im Allgemeinen konnen zyklische Gruppen aber durchaus auch andere Untergruppen haben.
Beispielsweise hat die Gruppe Z/6Z die Untergruppen {0,3} = Z/2Z und {0,2,4} = Z/3Z.
Um der Frage auf den Grund zu gehen, welche Gruppen auftreten kénnen, stellen wir zunéchst
fest, dass Untergruppen und Faktorgruppen zyklischer Gruppen wieder zyklisch sind.

Korollar 1.7.4: Jede Untergruppe und jeder Quotient einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

Beweis:
1. Sei G = (g) zyklisch und H C G eine Untergruppe. Dann wird der Quotient G/H von der
Nebenklasse gH erzeugt, ist also wieder zyklisch.

2. Um zu sehen, dass H zyklisch ist, betrachten wir den Homomorphismus f, : Z — G, k — g¢*.
Dann ist K := fg_l(H) eine Untergruppe von Z und nach Beispiel 1.2.6 von der Form K = nZ
mit n € Ny. Ist n = 0 so ist K die triviale Gruppe und damit zyklisch. Fiir n > 0 gilt nZ = Z
nach Beispiel 1.2.6, und damit ist K zyklisch. Da f, surjektiv ist, gilt H = f,(K) = K/ ker f,
und damit ist H nach 1. zyklisch. |

Fiir die Ordnung von Untergruppen endlicher zyklischer Gruppen kommen nach dem Satz von
Lagrange nur Teiler der Gruppenordnung in Frage. Die Frage ist, ob auch zu allen Teilern der
Gruppenordnung Untergruppen existieren, und wie viele davon auftreten kénnen. Es stellt sich
heraus, dass fiir zyklische Gruppen die bestmogliche Umkehrung des Satzes von Lagrange gilt.

Satz 1.7.5: Sei G eine zyklische Gruppe mit |G| = n < oo. Dann hat G zu jedem positiven
Teiler d von n genau eine Untergruppe der Ordnung d.

Beweis:

Da G endlich und zyklisch ist, kénnen wir mit Satz 1.7.1 annehmen, dass G = Z/nZ. Wir
betrachten die kanonische Surjektion 7 : Z — Z/nZ, k +— k. Nach der Untergruppenkorre-
spondenz 1.3.19 entsprechen Untergruppen H' C G genau den Untergruppen H C Z, die die
Untergruppe ker m = nZ enthalten. Letztere sind nach Beispiel 1.2.6 von der Form H = mZ fiir
ein m > 0, und es gilt nZ C mZ genau dann, wenn n € mZ, also wenn m ein Teiler von n ist.
Also entsprechen die Untergruppen von G genau den Teilern von n.

Fiir jeden Teiler m von n ist H' = 7(H) = mZ/nZ, und die Division durch m definiert einen
Gruppenisomorphismus f : H" — Z/2Z mk — k. Also gilt H' = Z/Z und |H| = 2. Da mit
m auch - alle Teiler von n durchlauft, ist die Behauptung bewiesen. O

Noch expliziter konnen wir die endlichen zyklischen Gruppen mit Hilfe des sogenannten chine-
sischen Restsatzes beschreiben. Er erlaubt es uns, die endlichen zyklischen Gruppen Z/nZ als
Produkte von zyklischen Gruppen von Primpotenzordnung zu beschreiben, indem wir die Zahl
n in teilerfremde Primpotenzen zerlegen.

Satz 1.7.6 (Chinesischer Restsatz):
Sind m,n € N teilerfremd, so erhilt man einen Gruppenisomorphismus

0:Z/mnZ —Z/mZ x Z/nZ, a+mnZ— (a+mZ,a+nZ)
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Beweis:
Die Abbildung ¢’ : Z — Z/mZ x Z/nZ, z — (z +mZ, z + nZ) ist ein Homomorphismus mit

ker(¢') =nZNmZ =kgV(m,n)Z = mnZ.
Nach dem Homomorphiesatz induziert sie einen injektiven Gruppenhomomorphismus
o=20/kero : Z/nmZ — Z/mZ x Z/nZ, z+mnZ v (z+mZ,z + nZ).

Da Z/mnZ und Z/mZ x Z/nZ beides endliche Mengen mit mn Elementen sind, ist o als injek-
tive Abbildung auch bijektiv, und damit ein Gruppenisomorphismus. |

Korollar 1.7.7: Jede endliche zyklische Gruppe ist isomorph zu einer Gruppe der Form
Z/pPZ x ... x Z|p*Z

mit paarweise teilerfremden Primzahlen pq,...,pr € N, k € Ng und nq,...,nx € N.

1.7.2 Klassifikation der endlich erzeugten abelschen Gruppen

Nachdem im letzten Abschnitt gezeigt wurde, dass jede zyklische Gruppe isomorph ist zu Z
oder zu einer Gruppe Z/nZ mit n € N, zeigen wir nun, dass jede endlich erzeugte abelsche
Gruppe isomorph ist zu einem Produkt solcher Gruppen. Anschlieffend untersuchen wir, welche
solchen Produkte zueinander isomorph sind. Sind beide Fragen beantwortet, so haben wir die
abelschen Gruppen bis auf Isomorphie vollstéandig klassifiziert. Da wir isomorphe Gruppen nicht
unterscheiden, kennen wir damit alle endlich erzeugten abelschen Gruppen. Da wir nun auch
mehrere Erzeuger zulassen, arbeiten wir statt mit Z mit den Gruppen

Z"=Zx .. xZ={(z1,-..,2m) | 21, ., 2m € Z},

wobei jede Kopie von Z einem Erzeuger entspricht. Diese Gruppen sind offensichtlich endlich
erzeugt, denn sie werden von den m Elementen e; = (0, ...,0, 1,0, ..., 0) erzeugt, den sogenannten
kanonischen Erzeugern, die im iten Eintrag eine Eins und ansonsten nur Nullen enthalten.
Wir benutzen im Folgenden die additive Notation fiir abelsche Gruppen.

Zunéchst klaren wir, wie sich die Eigenschaft endlich erzeugt zu sein unter Gruppenhomomor-
phismen verhélt. Es stellt sich heraus, dass sie unter surjektiven Gruppenhomomorphismen
erhalten bleibt und sich damit auf Faktorgruppen iibertrégt.

Lemma 1.7.8:

1. Bilder endlich erzeugter Gruppen unter Gruppenhomomorphismen sind endlich erzeugt.
2. Faktorgruppen endlich erzeugter Gruppen sind endlich erzeugt.

3. Sind der Kern und das Bild eines Gruppenhomomorphismus f : G — H endlich erzeugt,
so ist auch G endlich erzeugt.
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Beweis:
1. Sei G = (g1, ..., gm) endlich erzeugt und f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann
ist K := f~Y({f(q1),-., f(gm))) eine Untergruppe von G mit g, ..., g, € K. Daraus ergibt sich

G = (g1, 9m) = K und f(G) = f(K) = (f(g1), s f(gm))-

2. Ist G endlich erzeugt und N C G ein Normalteiler, so ist 7 : G — G/N, g — gN ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus, und nach 1. ist G/N damit endlich erzeugt.

3. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, f(G) = (hi, ..., ), ker f = (ky,... k)
und g; € f~Y(h;) fiir i = 1,....,m. Wegen ker f = (ky,...,ks) C (g1, Gm, k1, ..., kn) ent-
spricht (g1,...,Gm,k1,--.,kn) nach der Untergruppenkorrespondenz 1.3.19 der Untergruppe
f(g1s-sgn)) = (b1, ..., hyp) = f(G). Damit gilt (g1, ..., gm, k1, ..., k,) = G. O

Obwohl es auf den ersten Blick plausibel erscheint, dass auch Untergruppen endlich erzeugter
Gruppen endlich erzeugt sein konnten, ist dies im Allgemeinen nicht der Fall. Dies liegt daran,
dass die Erzeuger der Gruppe nicht in der Untergruppe enthalten sein miissen. Untergruppe
einer endlich erzeugten Gruppe zu sein sagt sehr wenig iiber die Struktur einer Gruppe aus.

Beispiel 1.7.9. Die von den Matrizen

S

erzeugte Untergruppe G = (A, B) C GL(2,Q) ist per Definition endlich erzeugt, aber ihre
Untergruppe H = {C' € G | ¢11 = ¢92 = 1} ist nicht endlich erzeugt. Sie ist isomorph zu einer
nicht endlich erzeugten Untergruppe von (Q, +) (Ubung).

Wir werden nun zeigen, dass Untergruppen endlich erzeugter abelscher Gruppen immer endlich
erzeugt sind. Als ersten Schritt untersuchen wir dafiir die Gruppen Z™, aus denen wir spéter
alle endlich erzeugten abelschen Gruppen als Faktorgruppen konstruieren werden.

Lemma 1.7.10: Jede Untergruppe der Gruppe Z"™ wird von maximal m Elementen erzeugt.

Beweis:
Induktion iiber m. Der Fall m = 0 ist trivial. Sei die Aussage bewiesen fiir alle m < k — 1 und
H C ZF eine Untergruppe. Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus

e 28— Z, (al,...,ak)T»—>ak

mit Kern kerp, = {(a,...,a5-1,0) | ai,...,a,_1 € Z} = Z*! und seine Einschrinkung
prelg : H — Z. Thr Kern ker(py|s) = kerpp, N H ist isomorph zu einer Untergruppe von ZF~1
und damit nach Induktionsvoraussetzung durch maximal £ — 1 Elemente erzeugt. Das Bild
pr(H) C Z ist nach Beispiel 1.2.6 als Untergruppe von Z von maximal einem Element erzeugt.
Aus dem Beweis von Lemma 1.7.8, 3. folgt, dass H von maximal k£ Elementen erzeugt wird. O

Um nun andere endlich erzeugte abelsche Gruppen zu untersuchen, konstruieren wir Gruppen-
homomorphismen f : Z™ — . Genauso wie es nach Korollar 1.2.18 zu jedem Element g € G
einer beliebigen Gruppe G immer genau einen Gruppenhomomorphismus f, : Z — {(g), k + g"
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mit f(1) = g gibt, konnen wir fiir eine abelsche Gruppe G beliebig viele Elemente ¢1, ..., g, € G
vorgeben und erhalten dann genau einen Gruppenhomomorphismen f : Z™ — G mit f(e;) = g;.
Konnen wir einen surjektiven Gruppenhomomorphismus dieser Form finden, so ist die abelsche
Gruppe nach dem Homomorphiesatz dann isomorph zu einer Faktorgruppe von Z™.

Satz 1.7.11: Sei G eine abelsche Gruppe. Dann gilt:

1. Zu beliebigen Elementen g, ...,g,, € G gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus
f:Z™ — G mit f(e;) = g; fiir i = 1,...,m, ndmlich

[:Z2Z" =G, (21,0 y2m) = 2101 + -+« + ZmGm. (1.5)

2. Die Gruppe G ist endlich erzeugt genau dann, wenn es einen surjektiven Gruppenhomo-
morphismus f : Z™ — G gibt fiir ein m € Ny.

3. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist isomorph zu einer Faktorgruppe Z™/U mit
einer Untergruppe U C Z™.

Beweis:
1. Die Abbildung f erfiillt die Bedingungen f(e;) = g¢; fir i« = 1,...,m und ist ein Gruppenho-
momorphismus, denn es gilt

F((Z1y o 20+ (Zy o 2)) = S (21 2o 2+ ) = (214 2 + o (o 2
/

= 2101 + 2191 + oo + 2mGm + 20 Gm = [(21, s 2m) + [(21, 0y 20

Ist umgekehrt f’: Z™ — G ein Gruppenhomomorphismus mit f’(e;) = g;, so folgt

(21, ey 2m) = fl(z1e1 + oo 4+ 2mem) = 21 (e1) + ...+ 2 f (em) = 2191 + - .- + ZmIm
= f(21,,2m) V21,..0,2m € Z.

2. Ist G = (g1, ..., gm) endlich erzeugt, so gibt es nach 1. einen Gruppenhomomorphismus
f:Z" — G mit f(e;) = g;. Daraus folgt G = (g1, ..., gm) C f(Z™) und damit ist f surjektiv.
Gibt es umgekehrt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus f : Z™ — G, dann gilt nach
Lemma 1.7.8 wegen Z™ = (ey, ..., e,) auch G = (f(e1),..., f(em)), und G ist endlich erzeugt.

3. Nach 2. gibt es zu jeder endlich erzeugten abelschen Gruppe einen surjektiven Gruppenho-
momorphismus f : Z™ — G. Mit dem Homomorphiesatz folgt daraus G = Z™/ ker f. O

Korollar 1.7.12: Untergruppen endlich erzeugter abelscher Gruppen sind endlich erzeugt

Beweis:

Ist G endlich erzeugt, so gibt es nach Satz 1.7.11 einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
f :Z™ — @G. Fiir jede Untergruppe U C G ist f~1(U) C Z™ eine Untergruppe und damit
endlich erzeugt nach Lemma 1.7.10 . Die Einschrankung f': f~Y(U) — U, z + f(z) ist ein sur-
jektiver Gruppenhomomorphismus, und mit dem Homomorphiesatz folgt U = f~1(U)/ker f'.
Da f~1(U) endlich erzeugt ist, gilt das nach Lemma 1.7.8, 2. auch fiir U = f~1(U)/ker f/. O

Wir werden nun die endlich erzeugten abelschen Gruppen genauer untersuchen, indem wir sie
wie in Satz 1.7.11 als Faktorgruppen einer Gruppe Z™ beziiglich einer geeigneten Untergruppe
U C Z™ beschreiben. Entscheidende Vereinfachungen ergeben sich dadurch, dass wir die Er-
zeuger dieser Untergruppe durch eine ganzzahlige Matrix beschreiben. Nach Satz 1.7.10 wird
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namlich jede Untergruppe U C Z™ von maximal m Erzeugern erzeugt, ist also von der Form
U= (ki,....k,) mit n < mund k; € Z™. Indem wir die Erzeuger ki, ..., k, € Z™ als Spaltenvek-
toren schreiben und nebeneinanderstellen, erhalten wir eine Matrix A € Mat(m x n,Z). Dies
ist nichts anderes als eine Présentation der Gruppe Z™/U, die aufgrund der Abelizitét eine
einfachere Form annimmt.

Definition 1.7.13: Fiir n < m und A = (kq, ..., k,) € Mat(m X n,Z) schreiben wir Z/AZ"™
fir die Faktorgruppe 2" /U mit U = (ky, ..., k,) C Z™. Einen Isomorphismus f : Z"/AZ" — G
in eine abelsche Gruppe GG bezeichnet man als eine Prasentation von G.

Beispiel 1.7.14. Ist A = (a;;) € Mat(m x n,Z) mit n < m eine Diagonalmatrix, also eine
Matrix mit a;; = 0 fiir ¢ # j, so ist die Untergruppe U = AZ" = (ay;ey, ..., Gnnen), und es folgt

ZM/AZ" 2 Z)apnZ X ... X Z]ap,Z x 2"

Der Fall einer Diagonalmatrix ist offensichtlich besonders einfach, da wir die Gruppe 2™ /AZ™
dann direkt als Produkt von zyklischen Gruppen schreiben kénnen. Allgemein ist die Prisenta-
tion einer abelschen Gruppe durch eine Matrix alles andere als eindeutig. Wir konnen etwa die
Erzeuger der Untergruppe AZ"™ permutieren, sie mit -1 multiplizieren oder ganzzahlige Vielfache
eines Erzeugers zu einem anderen dazuaddieren, ohne die Untergruppe zu dndern. Die entspricht
genau den elementaren Spaltenoperationen auf der Matrix A aus dem Gauf-Verfahren. Die glei-
chen Umformungen kénnen wir auf die Erzeuger der Gruppe Z" anwenden, was entsprechenden
Zeilenoperationen entspricht. Die einzigen Unterschiede zum Gauf-Verfahren fiir Matrizen mit
Eintragen in einem Korper ist, dass nur ganzzahlige Vielfache von Zeilen und Spalten zu an-
deren Zeilen oder Spalten addiert werden werden und dass nur Multiplikation einer Zeile oder
Spalte mit -1 erlaubt ist.

Definition 1.7.15: Sei A € Mat(m X n,Z) eine ganzzahlige Matrix. Die folgenden Transfor-
mationen heifen elementare Operationen auf A:

(E1) Addieren eines ganzzahligen Vielfachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte).
(E2) Vertauschen zweier Zeilen (Spalten).
(E3) Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit —1.

Zwei Matrizen A, B € Mat(m x n,Z) heifen dquivalent, wenn es eine endliche Folge von
elementaren Operationen gibt, die die Matrix A in B iiberfiihrt.

Da sich jede elementare Operation offensichtlich durch eine andere elementare Operation um-
kehren lésst, ist die Aquivalenz von ganzzahligen Matrizen tatséchlich eine Aquivalenzrelation.
Dieses Umkehren garantiert die Symmetrie, wihrend Reflexivitdt und Transitivitéit trivialer-
weise erfiillt sind. Wie auch im Gauf-Verfahren lassen sich die elementaren Operationen durch
Links- und Rechtsmultiplikation der Matrix mit Elementarmatrizen beschreiben.
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Bemerkung 1.7.16. Die Matrizen

10 ... ... ... ... 0
0 :
: 1 . f 1 l=1#7
M = PR : Mi=¢-1 l=i=j
1 - 0 sonst
0
0 0 1
1 0 0
0 :
: 0 .01 : 1 Il=i¢{jk}
V= o1 : Vit =91 {Li} = {j.k}
1 ... 0 .o 0 sonst
0
0 0 1
1 0 0
0
: . . . z 1 i=1
ARy =] : AR =Kz 1l=ji=k, zeZ
0 sonst,
; .0
0O ... ... ... ... 0 1

heiken Elementarmatrizen. Sie sind invertierbar mit Inversen (M7)~! = M7, (Vik)=1 = Vik,
Alk(2)71 = ATk (—2). Fiir jede Matrix A € Mat(m x n,Z) entspricht

e die Linksmultiplikation A — M7 A (Rechtsmultiplikation A — A-M7) der Multiplikation
der jten Zeile (Spalte) von A mit —1,

e die Linksmultiplikation A — V7*. A (Rechtsmultiplikation A — A-V7*) dem Vertauschen
der jten und kten Zeile (Spalte) von A,

e die Linksmultiplikation A — A%*(z) - A (Rechtsmultiplikation A + A - A7%(z)) dem
Addieren der mit z € Z multiplizierten kten Zeile (Spalte) zur jten Zeile (Spalte) von A.

Eine kleinere Schwierigkeit ist, dass fiir invertierbare Matrizen mit ganzzahligen Eintragen
die Inverse nicht unbedingt ganzzahlige, sondern nur rationale Eintrédge haben miissen. Dies
ist jedoch kein ernsthaftes Problem, da ganzzahlige Matrizen mit ganzzahligen Inversen eine
Untergruppe von GL(n, Q) bilden, die die Elementarmatrizen enthélt.
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Lemma 1.7.17: Die invertierbaren ganzzahligen (n x n)-Matrizen mit ganzzahligen Inversen
bilden eine Untergruppe GL(n,Z) C GL(n,Q).

Beweis:

Offensichtlich gilt 1, € GL(n,Z) (UG2). Sind A, B € GL(n,Z), so sind A, B ganzzahlig mit
ganzzahligen Inversen A=, B~!. Damit ist per Definition der Matrixmultiplikation auch AB
ganzzahlig mit ganzzahligem Inversen (AB)™! = B7'A~! und damit AB € GL(n,Z) (UG1).
Da A~! ganzzahlig mit ganzzahligem Inversen A ist, ist auch A~ € GL(n,Z) (UG3). a

Ko6nnen wir nun zeigen, dass Matrizen in Mat(m x n,Z), die durch Linksmultiplikation mit
Elementen von GL(m,Z) und Rechtsmultiplikation mit Elementen von GL(n,Z) auseinander
hervorgehen, isomorphe Faktorgruppen von Z™ definieren, so ergibt sich aus Bemerkung 1.7.16
direkt, dass elementare Operationen die Isomorphieklasse die zugehorige Faktorgruppe nicht
andern. Wir konnen dann diese ganzzahlige Variante des Gauls-Verfahrens benutzen, um die
zugehorigen Matrizen zu vereinfachen.

Lemma 1.7.18: Sind A, B € Mat(mxn,Z) und S € GL(m,Z), T € GL(n,Z) mit B = SAT,
so sind die Gruppen Z™/AZ" und Z™/BZ" zueinander isomorph.

Beweis:

Die Abbildungen fg:Z™ — Z™ v — S-v und fr:Z" — Z" w— T - w sind Gruppenhomo-
morphismen mit Inversen fg V= fg1 und f;' = fr-1, also Gruppenautomorphismen. Damit
gilt TZ" = fr(Z") =Z",und f : Z™ — Z™/BZ", v — Sv+ BZ" ist ein surjektiver Gruppenho-
momorphismus mit ker f = {v € Z™ | Sv € BZ"} ={ve Z™ | Sv e SATZ"} = ATZ" = AZ".
Nach dem Isomorphiesatz induziert er einen Gruppenisomorphismus

f/ker f:2Z™/AZ" — Z™/BZ", v+ AZ" — Sv + BZ". O

Korollar 1.7.19: Sind A, B € Mat(m x n,Z) mit n < m dquivalent, so sind die Gruppen
Z™/AZ" und Z™/BZ" isomorph.

Beweis:

A, B € Mat(m x n,Z) aquivalent, so lassen sie sich durch endlich viele elementare Zeilen-
und Spaltenoperationen ineinander iiberfithren. Diese entsprechen nach Bemerkung 1.7.16 re-
spektive der Linksmultiplikation mit Matrizen in GL(m, Z) und der Rechtsmultiplikation mit
Matrizen in GL(n, Z). Also gibt es Matrizen Sy, ..., S5 € GL(m,Z) und T3, ..., T; € GL(n,Z) mit
B=58,---S,AT; --- T}, und da GL(m,Z) C GL(m, Q) und GL(n,Z) C GL(n,Q) Untergruppen
sind, gilt S =51 -+ S € GL(m,Z) und T' =T - - - T; € GL(n,Z). Mit Lemma 1.7.18 folgt dann
die Behauptung. O

Wir kénnen nun das ganzzahlige Gauf-Verfahren benutzen, um die Matrizen, die die Faktor-
gruppen von Z™ beschreiben, in eine moglichst einfache Form zu bringen. Diese ist jedoch
weniger einfach als das Ergebnis des Gaufs-Verfahrens fiir Matrizen tiber Kérpern, da hier auf
Teilbarkeit geachtet werden muss. Wir zeigen zunéchst, dass wir die Matrix in Blockdiagonal-
form bringen konnen und iterieren dann diesen Schritt, um eine Diagonalmatrix zu erhalten.
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Lemma 1.7.20: Jede Matrix A = (a;j) € M(m x n,Z) mit a;; > 0 ist dquivalent zu einer
Matrix B = (b;;) € M(m x n,Z) der Form

b11 0 ce 0
0 b .. by,
p=| . ™ ’ mit by, > 0. (1.6)

0 bpa ... by
Beweis:
Induktion iiber aq;. Gilt a1; = 1, so erreicht man durch Addieren von Vielfachen der ersten Zeile
von A zu den anderen Zeilen, dass as; = ... = a,,; = 0 gilt und durch Addieren von Vielfachen
der ersten Spalte von A zu den anderen Spalten, dass a3 = ... = ay, = 0 gilt.

Sei nun A = (a;;) € M(m x n,Z) mit a;; > 0 und die Behauptung bewiesen fiir alle Matrizen
A" = (aj;) mit 0 < a}; < ap;. Wir unterscheiden nun drei Félle:

Fall 1: Alle Eintrage ais,...,a1n, @21, ..., ay sind durch aq; teilbar.

Dann kann man durch Addieren von Vielfachen der ersten Zeile von A zu den anderen Zeilen
erreichen, dass as; = ... = a,,1 = 0 und dann durch Addieren von Vielfachen der ersten Spalte
von A zu den anderen Spalten, dass aj;s = ... = ay, = 0. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Fall 2: Es gibt ein ¢ € {2,...m} mit ay; 1 a;;. Dann teilen wir mit Rest:
a;1 =capp +rmitereZund 0 <r < aq.

Nun ziehen wir das c-fache der ersten Zeile von A von der i-ten Zeile ab und vertauschen dann
die beiden Zeilen. Dadurch erhalten wir eine zu A dquivalente Matrix A’ mit 0 < a}; = r < aq;.
Die Behauptung folgt nun aus der Induktionsvoraussetzung.

Fall 3: Es gibt ein j € {2,...n} mit ay; { a1;. In diesem Fall argumentieren wir wie im 2. Fall,
aber mit Spalten- statt Zeilentransformationen. O

Lemma 1.7.21: Jede Matrix A € Mat(m xn, Z) ist 4quivalent zu einer positiven Diagonal-
matrix, also einer Matrix D = (d;;) mit d;; = 0 fiiri # jund d;; > Ofiir alle7 = 1, ..., min(m, n).

Beweis:

Induktion tiber k := min(m,n). Fir k = 0 ist m = 0 oder n = 0, und es ist nichts zu zeigen.
Sei die Aussage bewiesen fiir min(n,m) <t —1 und A € Mat(m x n,Z) mit min(n,m) = t. Ist
A = 0, so ist nichts mehr zu zeigen. Ansonsten kénnen wir durch Vertauschen von Zeilen und
Spalten erreichen, dass a;; # 0. Ist a;; < 0, so kdnnen wir durch Multiplizieren der ersten Zeile
mit —1 erreichen, dass a1 > 0 gilt. Nach Lemma 1.7.20 ist A dann zu einer Matrix B der Form
(1.6) dquivalent. Nun konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf die Submatrix B’ = (b;;); j>2
anwenden und erhalten die Behauptung. O

Mit diesen Ergebnissen erhalten wir eine Grobklassifikation der endlich erzeugten abelschen
Gruppen. Indem wir die Matrix in der Présentation einer endlich erzeugten abelschen Gruppe
diagonalisieren, konnen wir zeigen, dass jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ein Produkt
zyklischer Gruppen ist.
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Satz 1.7.22: Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist isomorph zu einem Produkt endlich
vieler zyklischer Gruppen: es gibt r, k € Ny und ny,...,n; € N mit

G=Z"XZ/mZx...xZ/nZ. (1.7)
Ist £ =0, so nennt man G frei oder freie abelsche Gruppe.

Beweis:
Sei G = Z™/AZ" mit n < m eine Prisentation von G. Nach Lemma 1.7.21 ist A Aquivalent zu
einer positiven Diagonalmatrix D = (d,;), und mit Korollar 1.7.19 folgt G = Z™/DZ", also

GXZ"/DZ" 2 7™ " X Z)dZ X Z)dopZ % ... X Z)dnnZ. -

Die Zerlegung (1.7) ist offensichtlich nicht eindeutig. Einerseits konnen die einzelnen Faktoren
im Produkt permutiert werden. Andererseits lassen sich ja bereits die zyklischen Gruppen mit
Hilfe des chinesischen Restsatzes weiter aufspalten in zyklische Gruppen von Primpotenzord-
nung. Damit kann auch die Beschreibung der endlich erzeugten abelschen Gruppen in (1.7)
nicht eindeutig sein. Zumindest besteht aber fiir die Zahl » € N Hoffnung auf Eindeutigkeit.
Um dies zu beweisen, benutzen wir die sogenannte Torsionsuntergruppe.

Lemma 1.7.23: Sei G eine abelsche Gruppe. Dann ist
tors(G) :={g € G | o(g) < o0}
eine Untergruppe von G, die sogenannte Torsionsuntergruppe.

Beweis:

Offensichtlich gilt 0o(0) = 1 und damit 0 € tors(G) (UG2). Da aus ng = 0 mit n € N auch
—ng = n(—g) = 0 folgt, ist —g € tors(G) fiir alle g € tors(G) (UG3). Sind g1, g2 € tors(G), so
gibt es ny,n; € N mit nyg; = nags = 0. Also ist nina(g1 + g2) = na(n1g1) + ni(n2ge) = 0 und
damit ¢ + g2 € tors(G) (UGL). O

Beispiel 1.7.24. Ist G 2 Z" x Z/mZ X ... X Z/n,Z wie in (1.7), so ist

tors(G) = Z/mZ x ... x Z/ny,Z G/ tors(G) = Z".
Denn aus n(zo, z1, ..., 2x) = (nzo, 0z, ...,nz;) = (0,...,0) fiir ein n € N folgt zo = 0, und damit
tors(G) C {0} x Z/miZ x ... x Z/niZ. Umgekehrt gibt es fir n = kgV(ny, ..., n;) ganze Zahlen
T € Z mit n = rgng, und es folgt n(0, z1, ..., Zx) = (0,721, ..., renkze) = (0,...,0) fir alle

(0,Z1,...,2k) €{0} x Z/mZ x ... x Z/nZ. Also gilt {0} x Z/n1Z x ... x Z/niZ = tors(G) und
damit G/ tors(G) = Z".

Indem wir den chinesischen Restsatz 1.7.6 auf die Faktoren Z/n;Z in (1.7) anwenden, kénnen
wir jede endlich erzeugte abelsche Gruppe als ein Produkt einer freien abelschen Gruppe Z" und
von zyklischen Gruppen von Primpotenzordnung schreiben wie in Korollar 1.7.7. Mit Hilfe der
Torsionsuntergruppe konnen wir dann die Eindeutigkeit der Zahl r beweisen. Eine dhnliche, aber
etwas kompliziertere Betrachtung ergibt die Eindeutigkeit der darin auftretenden Primpotenzen.
Damit haben wir die endlich erzeugten abelschen Gruppen vollstéandig klassifiziert.
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Satz 1.7.25: Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es eindeutig bestimmte
r,m € Ng, Primzahlen pq, ..., p,, € N und kq, ..., k,, € N mit

G=Z" xZ/pf x...xZ/pk (1.8)

Die Primpotenzen pfi sind eindeutig bis auf die Reihenfolge. Die eindeutig bestimmte Zahl
r € Ny heit Rang von G

Beweis:

1. Die Existenz einer solchen Zerlegung ergibt sich, indem man den chinesischen Restsatz 1.7.6
auf die Faktoren Z/n;Z in Satz 1.7.22 anwendet, wobei man die Zahl n; als Produkt von
teilerfremden Primpotenzen schreibt.

2. Wir zeigen die Eindeutigkeit von r. Nach Beispiel 1.7.24 gilt G/tors(G) = Z", und dies
charakterisiert Z" durch die Gruppe . Um die Eindeutigkeit von r zu beweisen, reicht es, zu
zeigen, dass aus Z" = Z° mit r, s € Ny auch r = s folgt. Ist Z" = Z°, so gilt offensichtlich auch
27" = 27°% und wegen Z™/2Z™ = (Z/2Z)™ fiir alle m € Ny ergibt sich

(Z)22) =Z")2Z" = Z°)/2Z° = (Z/2Z)°.
Daraus folgt 2" = |(Z/22)"| = |(Z/2Z)®| = 2° und damit r = s.

3. Zu zeigen ist noch die Eindeutigkeit der Primzahlen p; und Zahlen k;. Dazu charakterisieren
wir sie auf eine Weise, die nur noch von der abelschen Gruppe G abhingt. Wir betrachten fiir
endlich erzeugte abelsche Gruppen G, s € Ny und Primzahlen p € N die Untergruppen

Gps={9€G[p°g =0}
Ist G = U x V ein direktes Produkt, so folgt p*(u,v) = (p*u,p*v) = (0,0) genau dann, wenn
p*u =0 und p*v = 0, und damit gilt (U x V), = U, s xV, 5. Um G, , fiir eine abelsche Gruppe
der Form (1.8) zu bestimmen, miissen wir also nur noch die zyklischen Gruppen betrachten.

Offensichtlich gilt (Z"), s = {0}, und fiir eine zyklische Gruppe der Form G = Z/¢"Z mit n € N
und ¢ € N prim, erhalten wir

{0y  a#p
Gps =Z/p"Z gq=pundn<s (1.9)
Z/p°Z q=pundn >s.
Denn ist p*z = 0 fiir ein z € G, so ist o(g) ein Teiler von p*. Da o(g) auch ein Teiler der
Gruppenordnung ist, folgt o(g) = 1 oder ¢ = p. Damit ergibt sich G, s = {0} fiir ¢ # p. Ist
p=gqundn < s, soist p°g = 0 fiir alle g € G = Z/p"Z und damit G, = G = Z/p"Z.
Ist p=qund n > s, so ist p°g = 0 fir ein g € G = Z/p"Z genau dann, wenn p" ein Teiler
von p°g ist, also genau dann, wenn p"~* ein Teiler von ¢ ist. Da die Vielfachen von p"~% in
Z/p"Z eine Untergruppe bilden, die isomorph zu Z/p°Z ist folgt (1.9). Damit gilt insbesondere

(Z/q"Z)ps| = g8T(q", p%).
4. Kombinieren wir diese Ergebnisse, so finden wir fiir eine abelsche Gruppe der Form (1.8)
Gpsl = [(Z7)p,s X (Z/plfl)p,s X ... X (Z/pf,;")p,s] = |(Z/p11€1)p75| T |(Z/plncmm)p,8|
= geT(py", p*) -~ 22T (o7, 1°)
fiir alle s € Ny und Primzahlen p € N. Die linke Seite der Gleichung héngt nur von G, p und

s ab, die rechte enthélt p® und die Primpotenzen pfl Indem wir p und s variieren, ergibt sich,
dass alle Primpotenzen pfi in (1.8) eindeutig bis auf die Reihenfolge sind. O
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Korollar 1.7.26: Sei p eine Primzahl und n € Ny. Dann stehen die abelschen Gruppen der
Ordnung p" in Bijektion mit den Partitionen von n. Die Gruppe Z/p* x ... x Z/p*™ entspricht
dabei der Partition (A, ..., Ap,).

Beweis:

Ist G eine abelsche Gruppe der Ordnung p", so ist nach dem Satz von Lagrange die Ordnung
jeder Untergruppe ein Teiler von p” und damit von der Ordnung p* mit 0 < k& < n. Nach
Satz 1.7.25 ist G damit von der Form G = Z/pMZ x ... x Z/p*Z mit 1 < X\; < n. Da
daraus |G| = pM ... prm = pMFteFtAn = pn folgt, muss Ay + ... + A\, = n gelten. Fordern wir
A1 > ... > A, so wird die Beschreibung eindeutig und (Ay, ..., A,,,) ist eine Partition von n. O

Beispiel 1.7.27. Wir untersuchen die abelschen Gruppen von Zweierpotenz-Ordnung;:

e Bis auf Isomorphie gibt es zwei Gruppen der Ordnung 22 = 4 und beide sind abelsch, nim-
lich Z/4Z und Z/2Z x Z /2Z. Sie entsprechen den Partitionen 2 und 2 = 1+ 1. Die Gruppe
Z/2Z x Z /2Z heikt Kleinsche Vierergruppe. Sie ist die kleinste nicht-zyklische Gruppe.

e Bis auf Isomorphie sind die abelschen Gruppen der Ordnung 8 = 23 die Gruppen Z/8Z,
Z/AZ x Z/2Z und Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z. Sie entsprechen den Partitionen 3, 3 = 2 + 1,
3=1+1+1.

e Fiir die Gruppenordnung 16 = 2% erhiilt man die abelschen Gruppen Z/16Z,Z/8ZxZ/2Z,
Z/AZ x Z]AZ, Z]AZ X Z/2Z x Z/2Z und Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z. Sie entsprechen
den Partitionen 4,4 =3+1,4=2+2,4=2+1+1,4=1+1+1+1.

Korollar 1.7.28: Sei G eine endliche abelsche Gruppe und p eine Primzahl, die die Ordnung
von G teilt. Dann enthédlt G ein Element der Ordnung p.

Beweis:
Ist G von der Form (1.8) G = Z/pM x .. . xZ/pkm so gilt |G| = p* - - - p». Es gilt also p = p; fiir
mindestens eine der Primzahlen p;. Das Element g = p" " in Z/p!"Z hat dann die Ordnung p. O

1.8 Auflosbare Gruppen

Im letzten Abschnitt wurden die endlich erzeugten abelschen Gruppen klassifiziert, indem wir
sie als direkte Produkte freier abelscher Gruppen und zyklischer Gruppen von Primpotenz-
Ordnung zerlegt haben. In diesem Abschnitt untersuchen wir die Zerlegung allgemeinerer end-
licher Gruppen, einerseits in abelsche Gruppen, andererseits in einfache Gruppen, also Gruppen
ohne nichttriviale echte Normalteiler. Wir werden dabei kein Klassifikationsresultat erhalten -
diese Frage ist zu schwierig - aber ein besseres Verstédndnis der Struktur endlicher Gruppen.

Zunéchst sollte dabei geklart werden, was man unter einer Zerlegung versteht. Anders als bei der
Klassifikation abelscher Gruppen konnen wir nicht davon ausgehen, dass jede Gruppe eine Zer-
legung als direktes Produkt abelscher oder einfacher Gruppen besitzt. Nichtabelsche Gruppen
lassen sich offensichtlich nie als direkte Produkte, sondern hochstens als semidirekte Produkte
abelscher Gruppen schreiben, wie beispielsweise die Diedergruppe in Beispiel 1.4.5. Aufterdem
muf auch eine Beschreibung als semidirektes Produkt abelscher Gruppen nicht existieren. Nach
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Satz 1.4.6 und Beispiel 1.4.7 garantiert die Existenz eines Normalteilers N C G namlich nicht,
dass sich die Gruppe G als semidirektes Produkt G = N x G/N schreiben lésst.

Daher ist es vielversprechender, statt semidirekten Produkten Zerlegungen als multiple Quo-
tienten zu betrachten. Dazu sucht man einen echten Normalteiler N in G, dann einen echten
Normalteiler N’ in N, einen echten Normalteiler N” in N’,... und fordert, dass die Faktor-
gruppen G/N, N/N', N'/N”, ... abelsch oder einfach sind. Wir konzentrieren uns dabei auf
Zerlegungen mit abelschen Faktorgruppen, die nur fiir die sogenannten aufldsbare Gruppen exis-
tieren. Die Zerlegung in einfache Faktorgruppen ist aufgrund der komplizierteren Struktur der
einfachen Gruppen deutlich schwieriger, aber wichtig, da sie fiir jede endliche Gruppe existiert
und die einfachen endlichen Gruppen seit 2002 vollstédndig klassifiziert sind.

Definition 1.8.1: Sei GG eine Gruppe.

1. Eine Subnormalreihe von G ist eine endliche aufsteigende Folge von Untergruppen
{e}=GoCG,C...CG,1CG, =G mit G;_; normal in G; firi =1,...,n.
Die Faktorgruppen G;/G;_1 heifsen Faktoren der Subnormalreihe.

2. Eine Subnormalreihe, in der alle Faktoren einfach sind, heiftt Kompositionsreihe und
die Faktoren darin heiffen Kompositionsfaktoren.

3. Die Gruppe G heifst auflésbar, wenn sie eine Subnormalreihe besitzt, in der alle Faktoren
abelsch sind.

Die Bezeichnung Subnormalreihe bezieht sich darauf, dass nur Normalitdt von G;_; in G; und
nicht Normalitdt von G;_; in ganzen Gruppe G gefordert wird. Die Bezeichnung aufidsbar
bezieht sich auf gewisse Gleichungen, die sich fiir auflésbare Gruppen auflosen lassen. Es lasst
sich zeigen, dass jede endliche Gruppe eine Kompositionsreihe, also eine Subnormalreihe mit
einfachen Faktoren besitzt. Eine Subnormalreihe mit abelschen Faktoren muss dagegen nicht
unbedingt existieren.

Satz 1.8.2: Jede endliche Gruppe G besitzt eine Kompositionreihe.

Beweis:

Induktion iiber |G|. Der Fall |G| = 1 ist trivial. Sei nun G eine Gruppe der Ordnung |G| = k > 2.
Dann besitzt G einen echten Normalteiler, beispielsweise die triviale Untergruppe {e} C G. Da
G endlich ist konnen wir einen maximalen echten Normalteiler wahlen, also einen Normalteiler
N C G, sodass aus N' C G normal in G mit N C N’ folgt N = N’. Nach der Untergruppenkor-
respondenz 1.3.19 fiir die kanonische Surjektion 7y : G — G/N entsprechen die Normalteiler
von G/N dann den Normalteilern von G mit N C G. Wegen der Maximalitdt von N hat damit
G/N keine nichttrivialen echten Normalteiler, ist also einfach. Da |N| < |G| liefert die Induk-
tionsvoraussetzung eine Subnormalreihe {e} = Ny € N;... € N, = N von N mit einfachen
Faktoren. Damit ist {e} C N; C ... C N,, = N C G eine Subnormalreihe von G' mit einfachen
Faktoren. |

Der Satz von Jordan-Hoélder, der in dieser Vorlesung nicht bewiesen wird, besagt, dass
die Kompositionsfaktoren in einer Kompositionsreihe einer Gruppe G eindeutig bis auf die
Reihenfolge sind. Offensichtlich gilt dies nicht fiir die Faktoren von Subnormalreihen (Warum?).
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Ist eine endliche Gruppe G auflésbar, so besitzt G eine Subnormalreihe, in der jeder Faktor
eine endliche abelsche Gruppe ist. Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes 1.7.6 konnen wir dann
jeden Faktor in zyklische Gruppen von Primpotenzordnung aufspalten und jede Gruppe Z/p"Z
mit p prim und n € N besitzt dann eine Subnormalreihe der Form {e} C Z/pZ C Z/p*Z C
. C Z/p*1Z C Z/p"Z. Damit kénnen wir eine Subnormalreihe von G konstruieren, in der
jeder Faktor eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung ist, also eine einfache abelsche Grup-
pe. Besitzt umgekehrt eine Gruppe G eine Subnormalreihe, in der jeder Faktor eine zyklische
Gruppe von Primzahlordnung ist, so ist G offensichtlich auflosbar. Damit erhalten wir

Korollar 1.8.3: Eine endliche Gruppe ist auflosbar genau dann, wenn sie eine Subnormalreihe
hat, in der jeder Faktor eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung ist.

Beispiel 1.8.4.

1. Die triviale Gruppe G = {e} ist auflésbar mit der Subnormalreihe {¢} = Gy = G. Die
Subnormalreihe hat null Faktoren.

2. Jede abelsche Gruppe G ist aufldsbar mit der Subnormalreihe {e} = Gy C G = G.

3. Die Diedergruppe D,, ist nach Beispiel 1.4.5 das semidirekte Produkt D,, = Z/nZ~x2Z/2Z,
wobei Z/nZ = (r) die Untergruppe der Rotationen bezeichnet und Z/2Z = (s) von der
Spiegelung an der z-Achse erzeugt wird. Sie ist auflésbar mit Normalreihe

{e} CZ/nZ C D,.

4. Die symmetrischen Gruppen G = S, sind fiirn = 0, 1, 2, 3, 4 auflésbar. Fiir n = 0, 1, 2 sind
sie abelsch und damit auflésbar nach 2. Fiir n = 3 ist A3 =2 Z/3Z C S3 ein Normalteiler
und S3/A; = Z/2Z. Man erhilt die Subnormalreihe

{6} Q Ag Q Sg.
Fiir n = 4 sind nach Beispiel 1.6.15 und 1.6.16 Ay C Sy und Z/2Z x Z/2Z C A, Normal-

teiler mit [Sy : A4] = 2 und [Ay : Z/2Z x Z/2Z] = 3. Daraus folgt S4/A, = Z/2Z und
Ay)(Z2)2Z x Z/2Z) = Z/3Z, und man erhilt die Subnormalreihe

{e} ©Z/2Z x 2/2Z C A, C S..

Diese lésst sich noch verfeinern, indem man einen der Faktoren in Z/2Z x Z/2Z auswihlt.
So erhélt man die Subnormalreihe

{e} C©Z/2Z C7/2Z x Z/2Z C A,

mit einfachen abelschen Faktoren Z/22,7 /27 .7 /37,7 /2Z.

5. Fir n > 5 ist die alternierende Gruppe As nicht auflésbar. Denn sie ist nach Satz 1.6.18
einfach und hat damit nur eine einzige Subnormalreihe mit nicht-trivialen Faktoren, ndm-
lich {e} C A;. Aber Aj ist nicht abelsch.

6. Mit dem gleichen Argument wie in 5. folgt, dass eine einfache Gruppe genau dann auf-
16sbar ist, wenn sie abelsch ist, also eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung.
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Um sinnvoll mit dem Begriff der Auflésbarkeit arbeiten zu kénnen, muss man untersuchen, wie
er sich mit den grundlegenden Konstruktionen fiir Gruppen vertragt. Insbesondere stellt sich die
Frage, ob Untergruppen und Faktorgruppen auflésbarer Gruppen wieder auflésbar sind. Dazu
muss man aus einer Subnormalreihe {e} C G; C ... C G einer Gruppe G eine Subnormalreihe
einer Untergruppe H C G oder einer Faktorgruppe G/N beziiglich eines Normalteilers N C G
konstruieren. Im ersten Fall bietet es sich an, die Schnitte H; = H N G; zu betrachten.

Satz 1.8.5: Untergruppen auflosbarer Gruppen sind auflésbar.

Beweis:

Sei G eine auflésbare Gruppe und H C G eine Untergruppe. Sei{e} =Gy C G, C...C G, =G
eine Subnormalreihe von G' mit abelschen Faktoren und m; : G; — G;/G;_; die zugehdrigen
kanonischen Surjektionen. Wir setzen H; := H NG; und bezeichnen mit ¢; : H; — G;, h — h die
Inklusionsabbildungen. Dann sind die Abbildungen 7; o ¢; : H; — G;/G;_1 Gruppenhomomor-
phismen mit ker(m; 0¢;) = H,NG;,-1 = HNG,NG;—y = HNG;—; = H;_;. Damit ist H;_; ein
Normalteiler von H; fiir i = 1,...,n und {e} = Hy C H; C ... C H, = H eine Subnormalreihe
von H. Die Abbildungen ¢; : H;/H;—y — G;/G;_1, hH;—; — hG;_; sind injektive Gruppenho-
momorphismen, denn aus hG;,_; = W'G;_; mit h, ' € H; folgt h~'h' € H;NG;_; = H;_; und
damit hH; 1 = h'H; ;. Damit ist der Faktor H;/H; ; isomorph zu einer Untergruppe einer
abelschen Gruppe G;/G;_; und damit selbst abelsch. O

Korollar 1.8.6: Die symmetrische Gruppe S,, und die alternierende Gruppe A,, sind genau
dann auflésbar, wenn n < 4 ist.

Beweis:

In Beispiel 1.8.4, 4. wurde bereits gezeigt, dass S,, fiir n < 4 auflésbar ist und damit nach Satz
1.8.5 auch A,,. In Beispiel 1.8.4, 5. wurde gezeigt, dass A, fiir n > 5 nicht auflésbar ist und
damit nach Satz 1.8.5 auch nicht .S,,. O

Im Fall von Faktorgruppen G/N einer Gruppe G beziiglich eines Normalteilers N C G lésst sich
etwas mehr aussagen. In diesem Fall kann man fiir jede Subnormalreihe {¢} C G; C ... C G
die Bilder mx(G;) unter der kanonischen Surjektion mn : G — G/N, g — gN betrachten.
Umgekehrt kann man aus einer Subnormalreihe von N und einer Subnormalreihe von G/N mit
Hilfe der Untergruppenkorrespondenz auch eine Subnormalreihe von GG konstruieren.

Satz 1.8.7: Sei G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler. Dann sind dquivalent:

(i) G ist auflosbar.
(ii) N und G/N sind auflosbar.

Beweis:

(i)= (ii): Sei G auflésbar und {e} = Gy C ... € G,, = G eine Subnormalreihe mit abelschen
Faktoren. Dann ist nach Satz 1.8.5 auch N C G auflésbar. Zu zeigen ist noch, dass G/N auflos-
bar ist. Sei dazu 7y : G — G/N, g — ¢gN die kanonische Surjektion und F; := ny(G;) € G/N.
Da G;_1 normal in G; ist und 7ylg, : Gi — wn(G;) ein surjektiver Gruppenhomomorphis-
mus, ist F;_1 = mn(Gi—1) € 7n(G;) = F; ein Normalteiler in F; nach Lemma 1.3.18. Also ist
{e} = Fy C ... € F, = G/N eine Subnormalreihe von G/N. Der Gruppenhomomorphismus
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i =7p_,ony : G — F, = F;/F,_; ist surjektiv mit G, C ker(m;) Der Homomorphiesatz lie-
fert daher einen surjektiven Homomorphismus «; : G;/G;_1 — F;/F;_;. Also sind die Faktoren
F;/F;_; als Bilder von abelschen Gruppen abelsch und G/N auflosbar.

(ii)= (i): Seien N und G/N auflésbar, {e} =Ny C ... CN,, =N, {e} =F C..CF,=G/N
Subnormalreihen von N und G/N mit abelschen Faktoren. Nach der Untergruppenkorrespon-
denz 1.3.19 fiir die kanonische Surjektion 7y : G — G/N sind die Untergruppen F; von der
Form F; = mx(K;) = K;/N mit N C K; = n5'(F;) C G und K;_; normal in K;. Damit ist

{e}=NyCNC...CN,,1CN,=N=K,CK,C..CK,1CK,=G

eine Subnormalreihe von G. Die Faktoren sind gegeben durch N;/N;_; und durch K;/K; 1, und
nach dem ersten Isomorphiesatz 1.3.26 gilt K;/K,; 1 = F;/F;_;. Also sind alle Faktoren abelsch,
und G ist auflosbar. O

Korollar 1.8.8: Sei p eine Primzahl. Dann ist jede p-Gruppe G auflésbar.

Beweis:

Induktion nach der Gruppenordnung. Fiir |G| = 1 ist G trivial und damit auflésbar. Sei G eine
p-Gruppe mit |G| = p™ = k. Nach Korollar 1.5.13 ist dann das Zentrum Z(G) nicht trivial. Also
ist G/Z(G) eine Gruppe der Ordnung [G : Z(G)| = |G|/|Z(G)| < |G|, und G/Z(G) ist ebenfalls
eine p-Gruppe. Nach Induktionsvoraussetzung ist G/Z(G) auflosbar, und Z(G) ist als abelsche
Gruppe auflésbar nach Beispiel 1.8.4. Also ist nach Satz 1.8.7 auch G auflésbar. O

1.9 Die Sylowschen Satze

In diesem Abschnitt behandeln wir zwei wichtige Satze, die sogenannten Sylowschen Sdtze, die
einerseits weitere Informationen zur Auflésbarkeit von Gruppen liefern, andererseits allgemein
dabei helfen, die Struktur endlicher Gruppen besser zu verstehen. Die zentrale Idee ist es dabei,
eine endliche Gruppe ausgehend von ihren Untergruppen zu untersuchen, deren Ordnung eine
maximale Primpotenz ist.

In Definition 1.5.12 wurde eine p-Gruppe als eine Gruppe eingefiihrt, deren Ordnung eine Potenz
einer Primzahl p € N ist. Ebenso definiert man eine p-Untergruppe einer gegebenen Gruppe
G als eine Untergruppe U C G, die eine p-Gruppe ist. Da nach dem Satz von Lagrange die
Ordnung jeder Untergruppe ein Teiler der Gruppenordnung ist, kommt als Ordnung einer p-
Untergruppe maximal die grofste Potenz von p in Frage, die die Ordnung von G teilt. Eine
p-Untergruppe dieser Ordnung bezeichnet man als p-Sylowgruppe.

Definition 1.9.1: Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und n € Ny die grofite Zahl, so
dass p™ die Ordnung von G teilt: |G| = p"m mit p { m. Eine Untergruppe H C G mit |H| = p"
heifst p-Sylowuntergruppe oder p-Sylowgruppe von G.

Man beachte, dass in Definition 1.9.1 auch n = 0 zugelassen ist. Dies bedeutet, dass p kein Teiler
von |G| ist. In diesem Fall ist die triviale Untergruppe {e} C G die einzige p-Sylowgruppe.
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Wir untersuchen nun, wie sich p-Sylowgruppen P C G unter der Konjugation mit Elementen
aus G verhalten. Nach Beispiel 1.5.3, 8. definiert die Konjugation mit Elementen aus G eine
Operation > : G x Ug — Ug, U = gUg™! von G auf der Menge Uy ihrer Untergruppen.
Wie fiir jede Operation ist in der gleichen Bahn liegen nach Satz 1.5.4 eine Aquivalenzrelati-
on. Hier liegen zwei Untergruppen Uy, U; genau dann in der gleichen Bahn von >, wenn sie
zueinander konjugiert sind. Da die Abbildungen C, : G — G, h — ghg™' Bijektionen sind,
haben zueinander konjugierte Untergruppen die gleiche Gruppenordnung. Zu p-Sylowgruppen
oder zu p-Untergruppen konjugierte Untergruppen sind also auch wieder p-Sylowgruppen oder
p-Untergruppen. Die Frage ist nun, ob umgekehrt alle p-Sylowgruppen zueinander konjugiert
sind. Ebenso fragt man sich, ob die p-Sylowgruppen die p-Gruppen niedrigerer Ordnung als
Untergruppen enthalten. Die Antwort auf diese Fragen gibt der zweite Satz von Sylow.

Satz 1.9.2 (2. Satz von Sylow):
Sei GG eine endliche Gruppe, p eine Primzahl, und G besitze eine p-Sylowgruppe.

1. Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe enthalten.

2. Je zwei p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert.

Beweis:

1. Sei H C G eine p-Untergruppe und P C G eine p-Sylowgruppe. Dann operiert H durch
>:HxG/P— G/P, (h,gP) — (hg)P auf der Menge G/P der Linksnebenklassen. Da P eine
p-Sylowgruppe ist und nach dem Satz von Lagrange |G| = |P|-[G : P] gilt, ist |G/P| =[G : P]
nicht durch p teilbar. Aus Korollar 1.5.15 folgt, dass die Operation einen Fixpunkt hat, also
ein g € G existiert mit (hg)P = gP fiir alle h € H. Dies ist dquivalent zu g~'hg € P fiir alle
h € H und damit zu H C gPg~'. Da C, : P — gPg~' eine Bijektion ist, gilt |[gPg~!| = |P|,
und damit ist auch gPg~! C G eine p-Sylowgruppe.

2. Wihlt man im Beweis von 1. fiir H eine p-Sylowgruppe H = P’, so folgt aus P’ C gPg~!
und |P'| = |P| dann P’ = gPg~!, und damit sind P und P’ zueinander konjugiert. O

Korollar 1.9.3: Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und P C G eine p-Sylowgruppe.
Dann ist P ein Normalteiler in G genau dann, wenn P die einzige p-Sylowgruppe von G ist.

Beweis:

Da |gPg~!| = | P| fiir alle g € G ist gPg~! eine p-Sylowgruppe fiir alle p-Sylowgruppen P. Ist
P die einzige p-Sylowgruppe, so folgt offensichtlich gPg~! = P fiir alle ¢ € G, und damit ist
P ein Normalteiler in G. Ist umgekehrt P eine p-Sylowgruppe, die normal in G ist, so ist nach
dem zweiten Satz von Sylow jede andere p-Sylowgruppe P’ zu P konjugiert und damit P’ = P. O

Der zweite Satz von Sylow kléart die Eindeutigkeit von p-Sylowgruppen und die Frage, wie sich
p-Sylowgruppen zu allgemeineren p-Untergruppen verhalten. Insbesondere erlaubt er es uns, die
Operation > : GxUg — Ug, U — gUg ! einer Gruppe G auf der Menge U ihrer Untergruppen
auf die Menge Syl, ihrer p-Sylowgruppen einzuschrénken. Diese liegen nach dem 2. Satz von
Sylow alle in der gleichen Bahn, und damit erhalten wir nach Beispiel 1.5.3, 8. eine transitive
Operation > : G x Syl, — Syl,, P — gPg~!. Die Existenz von p-Sylowgruppen ist dadurch
allerdings nicht gesichert, und auch die Frage, wie viele zueinander konjugierte Sylowgruppen
existieren, bleibt offen. Diese Fragen beantwortet der erste Satz von Sylow.
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Satz 1.9.4 (1. Satz von Sylow): Sei G eine endliche Gruppe und p € N prim. Dann gilt:

1. Die Gruppe G besitzt eine p-Sylowuntergruppe.
2. Ist |G| = p™ - m mit p { m, so gilt fiir die Anzahl s, der p-Sylowuntergruppen von G

sp teilt m und s, = 1 mod p.

Beweis:
1. Induktion iiber |G|. Fiir |G| = 1 ist die Aussage trivial. Sei daher |G| > 1 und |G| =p" - m
mit n € Ny und p { m. Wir unterscheiden zwei Félle.

1. Fall: Gibt es eine echte Untergruppe H C G mit p" | |H|, so hat H eine p-Sylowuntergruppe
nach Induktionsvoraussetzung. Diese ist dann auch eine p-Sylowuntergruppe von G.

2. Fall: Fiir jede echte Untergruppe H C G gilt p™ 1 |H|. Aus dem Satz von Lagrange folgt
dann |G| = p" -m = |H| - [G : H] und damit p | [G : H] fiir jede echte Untergruppe H C G.
Insbesondere gilt p | [G : Z,] fiir die Zentralisatoren Z, jedes Elements g € G\ Z(G). Nach der
Klassengleichung (1.3) gilt fiir jedes Représentantensystem R der Konjugationsklassen

Z(G) =G| = Y [G: 2,

9eR\Z(G)

Da p die Gruppenordnung |G| und [G : Z,] fiir alle g € G \ Z(G) teilt, teilt p auch |Z(G)|. Da
Z(G) endlich und abelsch ist, gibt es nach Korollar 1.7.28 ein Element z € Z(G) der Ordnung p.

Die von z erzeugte Untergruppe (z) C G hat dann p Elemente und ist als Untergruppe von
Z(@G) nach Beispiel 1.3.12 ein Normalteiler von G. Die Faktorgruppe G/(z) hat die Ordnung
|G/(z)| = p"~' - m und besitzt nach Induktionsvoraussetzung eine p-Sylowgruppe, also eine
Untergruppe S C G/(z) mit |[S| = p"'. Da 7 : G — G/(z) ein Homomorphismus ist, ist
P = 771(9) eine Untergruppe von G nach Lemma 1.2.8, und nach dem Satz von Lagrange gilt
|P| =|(z)|-|S| =p-p" ! = p". Damit ist P eine p-Sylowgruppe in G.

2. Sei Syl,, die Menge der p-Sylowuntergruppen von G. Nach dem 2. Satz von Sylow operiert G
transitiv auf Syl durch Konjugation > : GxSyl, — Syl,, (g, P) — gPg~". Der Stabilisator einer
p-Sylowgruppe P ist ihr Normalisator Gp = N(P) = {g € G | gPg~' = P} mit P C N(P). Da
die Bahn von > genau s, = [G : N(P)] Elemente enthlt, folgt mit dem Satz von Lagrange

e G lGAPL _ G:P _m
p = (GNP = I = NPT~ INP): P [N(P)

und damit ist s, ein Teiler von m. Wir betrachten nun fiir jede p-Sylowgruppe P die Opera-
tion >p : P x Syl, = Syl,, (p,Q) — pQp~"'. Offensichtlich ist P € Syl, ein Fixpunkt von
>p. Ist P € Syl, ein weiterer Fixpunkt von >p, so ist P C N(P') und P und P’ sind zwei
p-Sylowgruppen der Gruppe N(P’). Also gibt es nach dem 2. Satz von Sylow ein n € N(P’)
mit P = nP'n~! = P’. Damit ist P der einzige Fixpunkt von >p. Aus Korollar 1.5.15 folgt
dann 1 = [Syl,| mod p = s, mod p. O

Bemerkung 1.9.5. In manchen Lehrbiichern wird der 1. Satz von Sylow in zwei Sitze auf-
gespalten. Dort wird dann die Existenz von p-Sylowuntergruppen als der 1. Satz von Sylow
bezeichnet, und die Aussagen iiber die Anzahlen der p-Sylowgruppen als der 3. Satz von Sylow.
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Die Séatze von Sylow besitzen viele niitzliche Anwendungen. Insbesondere erlauben sie es einem,
Aussagen iiber die Existenz von Gruppenelementen bestimmter Ordnungen zu machen. Mit
Korollar 1.9.3 lasst sich oft die Existenz von Normalteilern beweisen, und man kann folgern,
dass gegebene Gruppen direkte oder semidirekte Produkte sind. Ebenso kann man mit den
Sylowschen Séatzen oft die Auflésbarkeit bestimmter Gruppen beweisen.

Korollar 1.9.6 (Satz von Cauchy): Ist G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler der
Gruppenordnung |G|, so besitzt G ein Element der Ordnung p.

Beweis:

Sei P C G eine p-Sylowuntergruppe. Dann ist P eine nichttriviale p-Gruppe und hat damit nach
Korollar 1.5.13 ein nichttriviales Zentrum Z(P). Dieses ist eine abelsche Grupe mit p | |Z(P)|
und hat damit nach Korollar 1.7.28 ein Element der Ordnung p. |

Korollar 1.9.7: Seien p und ¢ Primzahlen. Dann ist jede Gruppe der Ordnung pq auflosbar.

Beweis:

Ist p = ¢, so ist G eine p-Gruppe und damit auflésbar nach Korollar 1.8.8. Ansonsten kénnen
wir 0. B. d. A. p > ¢ annehmen. Sei s, die Anzahl der p-Sylowuntergruppen von G. Dann ist
nach dem 1. Satz von Sylow s, ein Teiler von |G|/p = ¢ und damit s, = 1 oder s, = ¢. Ande-
rerseits gilt nach dem 1. Satz von Sylow s, = 1 mod p, und aus ¢ < p folgt dann s, = 1. Daher
gibt es nur eine p-Sylowuntergruppe P und diese ist nach Korollar 1.9.3 normal in G. Wegen
|P| = p und |G/P| = ¢ sind sowohl P als auch G/P primzyklisch und damit nach Korollar
1.8.8 auflésbar. Nach Satz 1.8.7 ist dann auch G auflésbar. |

Korollar 1.9.8: Sind p,q € N verschiedene Primzahlen, so ist jede Gruppe der Ordnung pq
ein semidirektes Produkt zyklischer Gruppen der Ordnung p und q.

Beweis:

Sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = pg. Dann besitzt G nach dem 1. Satz von Sylow eine
p-Sylowgruppe P = Z/pZ und eine g-Sylowgruppe Q) = Z/qZ. Wie im Beweis von Korollar
1.9.7 kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass p > ¢ gilt, und wie im
Beweis von Korollar 1.9.7 folgt, dass P C G normal in G ist.

Da P N @ eine Untergruppe von P und von () ist, muss nach dem Satz von Lagrange |P N Q)|
ein Teiler von p und von ¢ sein. Daraus folgt [P N Q| = 1 und PN Q = {e}. Damit ist
|PQ| = {gh | g € P,h € Q} =|P|-|Q| =pg, denn aus g,¢' € P und h,h' € Q mit gh = ¢'I/
folgt gt¢' = hh/~' € PN Q = {e}, also g = ¢’ und h = A'. Damit ist Q C G eine Untergruppe
mit PQ = G und PN Q = {e}, und mit Satz 1.4.4 folgt G = P x Q. O

Beispiel 1.9.9. Jede Gruppe G der Ordnung |G| =30 =2-3 -5 ist auflosbar.

G hat fiir p = 2, 3,5 jeweils mindestens eine p-Sylowgruppe, und diese ist zyklisch und damit
auflosbar nach Korollar 1.8.8. Ist eine der p-Sylowgruppen P C G normal, so ist die Faktor-
gruppe G /P eine pg-Gruppe und damit nach Korollar 1.9.7 ebenfalls auflésbar. Also ist nach
Satz 1.8.7 auch G auflésbar.

Besife G keine normale p-Sylowgruppe mit p € {2, 3,5}, so wére die Anzahl s, der p-Sylow-
gruppen nach Korollar 1.9.3 mindestens zwei fiir alle p € {2,3,5}. Nach dem 1. Satz von Sylow
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miisste dann sy € {3,5,15}, s3 = 10 und s5 = 6 gelten. Jede p-Sylowgruppe besitzt als zyklische
Gruppe der Ordnung p genau p — 1 Erzeuger, und jedes Element der Ordnung p erzeugt eine
p-Sylowgruppe. Damit gibt es in G genau n, = s,(p — 1) Elemente der Ordnung p. Aus s3 = 10
und s5 = 6 ergdbe sich dann

30=|G|>14+ng+mn3+ns =145+ 2s3+4s5 >2s3+4s5 =2-10+4-6 = 44.

Mit dhnlichen Methoden kann man beweisen, dass jede Gruppe, deren Ordnung ein Produkt
dreier Primzahlen ist, auflésbar ist. Dieses Ergebnis ist unter dem Namen pgr-Satz bekannt.

Satz 1.9.10 (pgr-Satz): Sei G eine endliche Gruppe, deren Ordnung Produkt von hochstens
drei (nicht notwendigerweise verschiedenen) Primzahlen ist. Dann ist G auflosbar.

Zwei Sétze, die dhnlich aussehen, aber deutlich schwieriger zu beweisen sind, sind der Satz von
Burnside, der 1904 von Burnside bewiesen wurde, und der erst 1962 bewiesene Satz von Feit-
Thompson, der vorher von Burnside als Vermutung formuliert wurde. Genau wie der pgr-Satz
diirfen sie in den Ubungen, der Klausur und im Staatsexamen nicht verwendet werden. Es wird
aber erwartet, dass die Beweismethode des pgr-Satzes an Beispielen nachvollzogen werden kann.

Satz 1.9.11 (Satz von Burnside): Ist G eine endliche Gruppe, deren Ordnung durch héchs-
tens zwei Primzahlen teilbar ist: |G| = p?¢® mit a,b € N und p, ¢ prim, so ist G auflésbar.

Satz 1.9.12 (Satz von Feit-Thompson, ehemalige Burnsidevermutung):
Jede endliche Gruppe ungerader Ordnung ist auflésbar.



Kapitel 2

Ringtheorie

2.1 Ringe und Ringhomomorphismen

Im zweiten Teil der Vorlesung befassen wir uns mit Ringen. Aus der Vorlesung Lineare Algebra
sind schon viele Beispiele von Ringen bekannt - unter anderem Koérper, Endomorphismenringe
von Vektorrdumen und der Ring der Polynome mit Koeffizienten in einem Korper. Wir fiihren
zunachst den Begriff des Rings ein und untersuchen dann die zugehorigen strukturerhaltenden
Abbildungen und grundlegende Konstruktionen mit Ringen.

Definition 2.1.1: FEin Ring (R, +,-) ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+:RXxR— Rund-: Rx R— R, so dass
(R1) (R, +) eine abelsche Gruppe ist,
(R2) die Verkniipfung - : R x R — R assoziativ ist: 7 - (s-t) = (r-s) - t fir alle r, s,¢ € R.
(R3) das Distributivgesetz gilt:

r-(s+t)=r-s+r-tund (r+s)-t=r-t+s-tfirallers,teR.

Gilt zusétzlich das Kommutativgesetz r - s = s - r fiir alle r,s € R, so nennt man den Ring
(R, +, ) kommutativ.

Gibt es zu - ein neutrales Element, also ein Element 1 € Rmit 1-r =r-1 =17 flir aller € R, so
nennt man (R, +,-) einen Ring mit Eins, einen unitalen Ring oder einen unitiren Ring.

Bemerkung 2.1.2.

1. Besitzt ein Ring (R, +, -) ein neutrales Element fiir die Verkniipfung -, so ist es eindeutig.
Die beweist man analog zur entsprechenden Aussage fiir Gruppen.

2. Fiir die Gruppe (R, +) benutzt man additive Notation. Das neutrale Element wird mit 0
und Inverse mit —r bezeichnet. Das neutrale Element fiir die Multiplikation - wird mit 1
bezeichnet und multiplikative Inverse mit »~1. Es gilt die Konvention Punkt vor Strich.

3. Die Verkniipfungen werden der Kiirze halber oft nicht explizit erwédhnt. Man schreibt R
statt (R, +,-) und rs statt r - s.
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Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir Ringe:

O-r=r-0=0 (—r)-s=1r-(—s)=—-r-s (—=r)-(—=s)=r-s Vr,seR.
Denn -0 =7-(0+0) = r-0+ -0, und mit der Kiirzungsregel in (R,+) folgt
r -0 = 0. Daraus ergibt sich r- s+ (=r)-s = (r+(-r))-s = 0-s = 0 und damit

(—r)-s = —r-s. Die Identitdten 0 - s = 0 und r - (—s) = —r - s folgen analog, und man
cxbilt 75 = —(~ (1)) = ~((=r) -5) = (1) (~5).

Beispiel 2.1.3.

1.

Ist (R, +,-) ein unitaler Ring mit 1 = 0, so folgt aus den Rechenregeln r =7r-1=7r-0=0
fir alle r € R, also R = {0}. Dieser Ring heift Nullring.

Die ganzen Zahlen bilden einen kommutativen unitalen Ring (Z, +, -).

Jeder Korper (K, +, ) ist ein kommutativer unitaler Ring. Insbesondere gilt das fiir die
Korper (Q,+, ), (R,+,-) und (C,+, ).

Fiir alle n € Z ist (nZ, +, -) ein kommutativer Ring. Er ist unital, wenn n € {0, £1}.

Fiir jede Menge M # () und jeden Ring (R, +, -) ist die Menge Abb(M, R) der Abbildungen
f M — R mit den Verkniipfungen

(f +9)(m) := f(m) +g(m)  (f-g)(m):=f(m)-g(m)  VmeM

ein Ring mit der Nullabbildung 0 : M — R, m — 0Og als neutrales Element. Der Ring
Abb(M, R) ist kommutativ genau dann, wenn (R, +, -) kommutativ ist und unital genau
dann, wenn (R, 4, ) unital ist. Die Eins ist dann die Abbildung 1 : M — R, m +— 1p.
Fir M = () ist Abb(M, R) der Nullring. (Warum?).

Fiir jeden Vektorraum V iiber K bilden die K-linearen Abbildungen f : V' — V mit der
punktweisen Addition und der Verkettung einen unitalen Ring, den Endomorphismen-
ring Endk (V). Er ist kommutativ genau dann, wenn dimg (V') < 2.

Fiir jede abelsche Gruppe A bilden die Gruppenendomorphismen von A einen unitalen
Ring End(A) mit der punktweisen Addition und der Verkettung.

Fiir n € Ny und jeden kommutativen unitalen Ring R bilden die n x n-Matrizen mit Ein-
trdgen in R mit der Matrixaddition und Matrixmultiplikation einen Ring Mat(n x n, R)
mit Eins 1,. Er ist kommutativ genau dann, wenn n < 2 oder R = {0}.

Sind (R, +,-) und (R, +',) (unitale) Ringe, so wird auch die Menge R X R’ zu einem
(unitalen) Ring mit den Verkniipfungen

(re, 7)) + (1o, 1%) := (ry + 1o, 7y +' 1) (r1,77) - (1o, 1) := (ry 1o, 7] ' 7).

Dieser Ring heifit direktes Produkt der (unitalen) Ringe (R, +,-), (R, +',-"). (Ubung).

Beispiel 2.1.4. Fiir alle n € Ny ist Z/nZ mit Z = z + nZ und den Verkniipfungen

+:Z/nZxZ/nZ —Z/nZ, (k) —k+1 -:Z/nZxZ/nZ—Z/nZ, (k1) k-1

ein kommutativer Ring mit Einselement 1. Er wird als der Restklassenring bezeichnet.
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Beweis:
Nach Beispiel 1.3.15 ist (Z/nZ, +) eine abelsche Gruppe. Die Multiplikation ist wohldefiniert,
denn aus k = k' und [ = I’ folgt k' — k,I' — [ € nZ und damit

K-l —k-l=kK-I'—K-1+K - 1l-k-l=KU-)+IK -k enZ = K -I'=k-L

Esgiltl-k=1-k=k=Fk-1=k-1. Die Assoziativitit und Kommutativitit der Multipli-
kation und das Distributivgesetz folgen direkt aus der Assoziativitdt und Kommutativitdt der
Multiplikation und dem Distributivgesetz in Z. O

Ein weiteres besonders wichtiges Beispiel sind Polynomringe. Sie werden unter anderem dazu
genutzt, Kérper zu konstruieren, und spielen deswegen auch eine besondere Rolle in der Vorle-
sung Kdrpertheorie. Polynome werden in der Algebra nicht wie in der Analysis als Abbildungen
zwischen verschiedenen Korpern, Vektorraumen oder Ringen aufgefasst, sondern als die Folge
ihrer Koeffizienten definiert. Wir werden im Folgenden Koeffizienten in kommutativen, unitalen
Ringen zulassen. Die Koeffizienten des Polynoms definieren dann eine Abbildung p : Ny — R,
die nur an endlich vielen Stellen von Null verschiedene Werte annimmt.

Definition 2.1.5: Sei R ein kommutativer unitaler Ring. Ein Polynom mit Koeffizienten in
R ist eine Abbildung p : Ng — R, n — p, mit p, = 0 fiir fast alle n € Ng. Die Menge der
Polynome mit Koeffizienten in R wird mit R|x] bezeichnet.

e Das Polynom 0 : Ng — R, n — 0 heiftt das Nullpolynom.
e Ein Polynom p € R[x] heifst konstantes Polynom, wenn p,, = 0 fiir alle n € N gilt.

e Der Grad eines Polynoms p ist definiert als deg(p) = max{n € Ny | p, # 0} falls p # 0
und deg(0) = —o0.

e Der Leitkoeffizient eines Polynoms 0 # p € R[z] ist pgegp. Das Polynom heifst nor-
miert, falls sein Leitkoeffizient 1 ist.

e Fiir k € Ny bezeichnen wir mit 2% das Polynom mit #f = 1 und z* = 0 fiir n # k und

schreiben z := z! und 1 := 29.

Satz 2.1.6: Fiir jeden kommutativen unitalen Ring R ist R[z] mit den Verkniipfungen
p+q:No—= R, n—p,+q, p-q:Nog—= R, n— X0 DrlGnk (2.1)

ein kommutativer unitaler Ring, der Polynomring R[z| mit Nullelement 0 : Ny — R, n +— 0
und Einselement 1: Ng — R, n +— do(n).

Jedes Polynom p € R[z] lasst sich eindeutig schreiben als p = ¥2° ip,2" mit p, = 0 fiir fast alle
n € Np. Die Addition und Multiplikation bekommen dann die Form

(Bolg an®™ )+ (X020 bna™) =202 o (an + bn)z",  (X02g an®™)- (B02, bpr™) =070 (Xh_g axby i) 2"
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Beweis:

Dass (R|x], +) eine abelsche Gruppe ist folgt bereits aus Beispiel 2.1.3, 5. Die restlichen Ringaxio-
me ergeben sich durch Nachrechnen. Da p,, = 0 fiir fast alle n € N, ergibt sich p, => ;- ppak
fiir alle n € Ng und damit p = Y72, ppa® fiir jedes Polynom p € R[xz]. O

Man beachte, dass ein Polynom mit Koeffizienten in R etwas grundséatzlich anderes ist als
eine polynomiale Abbildung p: R — R, r — X7 a,r". Fir einen endlichen Ring R gibt es
namlich nur endlich viele Abbildungen f : R — R und damit auch nur endlich viele polynomiale
Abbildungen. Es gibt aber unendlich viele Polynome mit Koeffizienten in R. Dies ist der Grund,
warum man mit abstrakten Polynomen statt mit polynomialen Abbildungen arbeitet.

Die Forderung, dass alle bis auf endlich viele Koeffizienten eines Polynoms verschwinden, ist
fiir die Ringstruktur unnotig. Tatsdchlich konnen wir auch beliebige Abbildungen p : Ng — R
zulassen und erhalten mit den selben Verkniipfungen einen weiteren Ring. Seine Addition und
Multiplikation entsprechen der Addition und Multiplikation von Potenzreihen, nur dass hier
keine Forderungen an Konvergenz gestellt werden.

Beispiel 2.1.7. Eine formale Potenzreihe mit Koeffizienten in einem kommutativen unitalen
Ring R ist eine Abbildung p : Ng — R. Die formalen Potenzreihen bilden mit den Verkniipfun-
gen in (2.1) einen kommutativen unitalen Ring R][[x]].

Ebenso kann man Polynome in mehreren Variablen bilden. Dazu betrachtet man Abbildungen
f Nt — R, die fast iiberall verschwinden, und Verkniipfungen analog zu (2.1). Ebenso kann
man auch formale Potenzreihen in mehreren Variablen einfiihren.

Beispiel 2.1.8. Der Polynomring R[zy, ..., x,,] in m Variablen mit Koeffizienten in einem
kommutativen unitalen Ring R ist die Menge der Abbildungen

p: Ny = R, (n1,...,n0m) & Dy, Mt =0 filir fast alle (nq,...,n,) € Ny
und den Verkniipfungen
p + q: Ngl — R7 (nla 7nm) — pn1,...,nm + in,...,nm

ni Nm
p-q:Ng = R, (ng,....,np) — E E Pk1 ook Qny—k oo o — ko -
k1=0  km=0

Er ist ein kommutativer unitaler Ring. Das Polynom p : Ngo — R mit p,, . pn., = 1, Dy, k. = 0
fir (K1, ..., km) # (1, ..., Ny) wird mit 27" - - - 27 bezeichnet.

Nachdem wir Beispiele von Ringen kennengelernt haben, untersuchen wir nun etwas genauer
die Struktur von unitalen Ringen. Auch wenn ein Ring unital ist, also ein Einselement fiir die
Multiplikation besitzt, wird in der Definition nicht gefordert, dass multiplikative Inverse zu
Elementen eines Rings existieren. Ringelemente, fiir die dies der Fall ist, heiflen Einheiten.
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Definition 2.1.9: Sei R ein unitaler Ring.

1. Ein Element r € R heiftt Einheit, wenn es ein Element s € R mit - s = s-r = 1 gibt.
2. Die Menge der Einheiten in R wird mit R* bezeichnet.
3. Gilt R* = R*:= R\ {0}, so nennt man R einen Schiefkérper.

Lemma 2.1.10: Die Einheiten in einem unitalen Ring R bilden mit der Multiplikation eine
Gruppe mit neutralem Element 1 € R*.

Beweis:

Fiir Einheiten r,r" € R* gibt es 5,5’ € R mit rs = sr = 1 und s'7/ = r’s’ = 1. Daraus folgt
(s's)(rr’) = &' (sr)r' = s'r' =1=rs=r(r's)s = (rr')(s's), also auch rr’ € R*. Die Multiplika-
tion auf R definiert also eine assoziative Verkniipfung - : R* x R* — R*. Esgilt 1-r=r-1=7r
fiir alle r € R* (neutrales Element), und fiir € R* mit rs = sr = 1 ist auch s € R* (Inverse).
O

Da0-r =r-0=0 fir alle r € R ist das Nullelement genau dann eine Einheit, wenn 1 = 0, also
R = {0} gilt. Ebenso sieht man anhand von Definition 2.1.9, dass der Nullring kein Schiefkorper
ist, und dass ein Schiefkorper genau dann ein Korper ist, wenn er kommutativ ist.

Beispiel 2.1.11.
1. Die Einheitengruppe des Rings Z ist Z* = {—1, 1}.

2. Die Einheitengruppe eines Polynomrings R[z| besteht genau aus den konstanten Polyno-
men r = rz° : Ng — R mit r € R*.

3. Die Einheitengruppe des Endomorphismenrings Endg (V') eines Vektorraums V' ist gerade
seine Automorphismengruppe: Endg (V)* = Autk (V).

4. Die Einheitengruppe des Endomorphismenrings End(A) einer abelschen Gruppe A ist ih-
re Automorphismengruppe Aut(A).

5. Die Einheitengruppe eines Matrixrings Mat(n x n, R) besteht genau aus den Matrizen,
deren Determinante eine Einheit in R ist. Denn nach der Cramerschen Regel, die auch
in kommutativen unitalen Ringen gilt, ist eine Matrix M € Mat(n x n, R) invertierbar
genau dann, wenn det(M) € R* gilt.

6. Wir werden spéter zeigen, dass die Einheiten im Ring Z/nZ genau die Restklassen der zu
n teilerfremden Zahlen sind.

Nachdem wir die grundlegenden Strukturmerkmale von Ringen untersucht haben, befassen wir
uns nun mit den strukturerhaltenden Abbildungen. Da ein Ring insbesondere eine abelsche
Gruppe ist, miissen mit der Ringstruktur vertrigliche Abbildungen Gruppenhomomorphismen
zwischen den additiven Gruppen sein. Zusétzlich fordert man noch Kompatibilitdt mit der
Multiplikation. Anders als im Fall der Gruppe folgt daraus nicht automatisch, dass eine solche
Abbildung auch die Einselemente unitaler Ringe aufeinander abbildet. Dies wurde im Fall von
Gruppen namlich aus der Existenz von Inversen gefolgert. Fiir unitale Ringe kann man dies
als zuséatzliche Forderung stellen. Je nachdem, ob man diese Forderung stellt oder nicht, erhélt
man unterschiedliche Begriffe von strukturerhaltenden Abbildungen.
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Definition 2.1.12: Seien R, S Ringe. Eine Abbildung f : R — S heiftt Ringhomomorphis-
mus, wenn:

(RH1) f:(R,+) — (S,+) ein Gruppenhomomorphismus ist: f(r+7r') = f(r)+f(r') Vr,7" € R,
(RH2) f(r-r")y= f(r)- f(r') fir alle r,7’" € R.

Sind R, S unital und gilt zusétzlich f(1g) = 1g, so nennt man f einen unitalen Ringhomo-
morphismus. Ein bijektiver Ringhomomorphismus heift Ringisomorphismus.

Monomorphismen, Epimorphismen, Endomorphismen und Automorphismen von Ringen oder
unitalen Ringen werden analog definiert. Die Kerne und Bilder von Ringhomomorphismen sind
bereits definiert, denn Ringhomomorphismen sind insbesondere Gruppenhomomorphismen, und
damit ist ihr Kern der Kern des entsprechenden Gruppenhomomorphismus.

Ebenso wie sich isomorphe Gruppen gruppentheoretisch nicht unterscheiden lassen, lassen sich
isomorphe (unitale) Ringe ringtheoretisch nicht unterschieden. Sie gehen im Wesentlichen durch
Umbenennung der Elemente auseinander hervor, und man mochte sie als dquivalent betrachten.
Damit isomorph sein die drei Bedingungen an eine Aquivalenzrelation erfiillt, benétigt man,
dass die Identitatsabbildung ein (unitaler) Ringhomomorphismus ist, dass das Inverse eines
(unitalen) Ringisomorphismus wieder ein unitaler Ringisomorphismus ist, und die Verkettung
zweier (unitaler) Ringhomomorphismen wieder ein unitaler Ringhomomorphismus. Dies sind
die Ring-Gegenstiicke der Aussagen in Satz 1.1.11 fiir Gruppen.

Satz 2.1.13: Seien R, S,T (unitale) Ringe.
1. Dann ist idg : R — R ein (unitaler) Ringautomorphismus.

2. Fir jeden (unitalen) Ringisomorphismus f : R — S ist auch die Umkehrabbildung
f~1: S — R ein (unitaler) Ringisomorphismus.

3. Sind f: R — Sund g : S — T (unitale) Ringhomomorphismen, so ist auch die Verkettung
go f: R — T ein (unitaler) Ringhomomorphismus.

Beweis:

Da die entsprechenden Aussagen fiir Homomorphismen von Gruppen bereits in Satz 1.1.11
bewiesen wurden, ist nur noch zu zeigen, dass die entsprechenden Abbildung mit der Ringmul-
tiplikation und im Fall unitaler Ringe mit den Einselementen vertraglich sind. Fiir idp ist dies
offensichtlich. Ist f : R — S ein unitaler Ringisomorphismus, so ergibt sich fiir alle s, € S
IS = AU - SO = ) S0 = [ ) md
17 (15) = 7 (F(15)) = Lp. Bbenso erhilt man go f(r+) = g(f(r)- F(')) = g(£(r)) - o(£(r")
und g(f (13)) g(1g) = 1r fiir alle unitalen Ringhomomorphismen f : R - Sundg: S — 7.0

Korollar 2.1.14: Fiir jeden (unitalen) Ring R bilden die (unitalen) Ringautomorphismen
von R mit der Verkettung eine Gruppe. Diese wird als die Automorphismengruppe von R
und mit Aut(R) bezeichnet.

Beispiel 2.1.15.

1. Zu jedem Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus f : R — 0 und genau einen
Ringhomomorphismus f : 0 — R.

2. Die Abbildung f : Z/2Z — Z/6Z mit f(0) = 0 und f(1) = 3 ist ein Ringhomomorphismus
zwischen unitalen Ringen aber kein unitaler Ringhomomorphismus.
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3. Ist ggT(m,n) =1,s0ist f:Z/mnZ —Z/mZ xZ/nZ, k+mnZ — (k+mZ,k+nZ) ein
unitaler Ringisomorphismus. Die Bijektivitdt folgt aus dem chinesischen Restsatz.

4. Die komplexe Konjugation™: C — C, x+iy + x —1iy ist ein unitaler Ringautomorphismus.

5. Fiir jeden unitalen Ring R und jede Einheit r € R* ist C, : R — R, s — rsr™! ein
unitaler Ringautomorphismus.

6. Fiir jeden kommutative unitalen Ring R ist die Inklusionsabbildung ¢ : R — R[z],r > ra®
ein unitaler Ringmonomorphismus.

7. Fiir jeden kommutative unitalen Ring R und jedes r € R ist die Evaluationsabbildung
ev, : R[z] = R, p =X ja,z" — p(r) := X2 ja,r™ ein unitaler Ringhomomorphismus.

8. Fiir jeden kommutativen unitalen Ring R ist die Abbildung ev : R[z] — Abb(R, R) die
einem Polynom p die Polynomabbildung ev(p) : R — R, r — ev,.(p) = p(r) zuordnet, ein
unitaler Ringhomomorphismus. Ob sie injektiv und surjektiv ist, hingt von R ab.

9. Fiir jeden unitalen Ringhomomorphismus f : R — S ist die Abbildung f, : R[z] — S[x],
p — f op ein unitaler Ringhomomorphismus.

10. Fiir jeden kommutativen unitalen Ring R ist die Abbildung

o Rz, .y xy] = Rz, o xm][Tm], p— 20 gok(p)atﬁ1

mit o (p) : Ng*™ " = R, (N1, ...; Nn_1) &> Dny....m .k €i0 unitaler Ringisomorphismus. Dies
zeigt, dass wir den Polynomring R[z1, ..., z,,] aus Beispiel 2.1.8 auch als den Polynomring
in einer Variablen z,, mit Koeffizienten im Ring R[z1, ..., z,,_1] auffassen kénnen.

Der Ring Z spielt beziiglich der unitalen Ringhomomorphismen eine besondere Rolle. Da jeder
Gruppenhomomorphismus f : Z — R durch f(1) bereits eindeutig bestimmt ist, gibt es zu
jedem unitalen Ring R genau einen unitalen Ringhomomorphismus f : Z — R, nédmlich den
Gruppenhomomorphismus f : Z — R mit f(1) = 1g. Sein Kern ist eine Untergruppe von Z
und damit nach Beispiel 1.2.6 von der Form ker(f) = nZ fiir ein n € Ny. Er enthélt wichtige
Informationen iiber den Ring R.

Satz 2.1.16: Zu jedem unitalen Ring R gibt es genau einen unitalen Ringhomomorphismus
f:Z — R, den kanonischen Ringhomomorphismus f:Z — R, n — nlg.

Sein Kern ist von der Form ker(f) = nZ mit n € Ny. Die Zahl n heift Charakteristik von R
und wird mit n = char(R) bezeichnet.

Beispiel 2.1.17.

1. Die Korper Q, R, C und der Ring Z haben Charakteristik 0.
2. Der Ring Z/nZ hat Charakteristik char(Z/nZ) = n.
3. Fir jeden endlichen Ring R ist char(R) ein Teiler von |R|.

Denn die Charakteristik ist dann nichts anderes als die Ordnung von 1y in der abelschen
Gruppe (R, +), die nach dem Satz von Lagrange die Gruppenordnung teilt.

4. Ist R = K ein Korper, so gilt entweder char(K) = 0, oder char(K) ist eine Primzahl.
Denn wére char(K) = m - n mit m,n > 1, so wére (nlk) - (mlg) = (nm)lg = 0, aber
mlg,nlg # 0 - ein Widerspruch.
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Ein unitaler Ringhomomorphismus f : Z — S ist also bereits durch die Eigenschaft, ein unitaler
Ringhomomorphismus zu sein, vollstdndig bestimmt. Auch ein unitaler Ringhomomorphismus
f": R[z] — S aus einem Polynomring R[z] ist durch relativ wenige Daten bestimmt. Er
wird durch seine Werte auf den konstanten Polynomen und auf dem Polynom x eindeutig
festgelegt. Erstere definieren einen Ringhomomorphismus f : R — S und letzterer kann beliebig
vorgegeben werden. Der zugehérige Ringhomomorphismus [’ : R[z] — S ist dann durch die
Inklusion tp) : R — R[z], die Evaluation ev, : S[X] — S und die Abbildung f, : Rlz] — S|z]
aus Beispiel 2.1.15, 6., 7. und 9 gegeben.

Satz 2.1.18: Sei f : R — S ein unitaler Ringhomomorphismus und ¢ : R — R[z] die
kanonische Inklusion aus Beispiel 2.1.15, 6. Dann gibt es zu jedem Element s € S genau einen
unitalen Ringhomomorphismus f’: R[x] — S mit f'ov = f und f'(z) = s, ndmlich

ff=evso fi: 300 anx" 200 fa,)s".
Dies bezeichnet man als die universelle Eigenschaft des Polynomrings

R “—— R|x]

l s
f <,
Rl

S

Beweis:

Die Abbildung evg o f, : R[x] — S ist ein Ringhomomorphismus als Verkettung zweier Ringho-
momorphismen (vgl. Beispiel 2.1.15). Es gilt evs o f. o u(r) = evs(f(r)) = f(r) fur alle r € R
und evg o fi(z) = evy(z) = s. Ist f': R[z] — S ein weiterer unitaler Ringhomomorphismus mit
flov= fund f'(z) = s, so folgt

f (Xl ant™) = 302, f(an) - f/(m)n =202 flan)s" = evy (X502, flan)z™) = evs o fu (X021, ana") .
O

2.2 Unterringe

Wie im Fall von Gruppen untersuchen wir nun systematisch die grundlegenden Konstruktio-
nen fiir Ringe, ndmlich Ringe, die in anderen Ringen enthalten sind und anschlieffend Quo-
tienten von Ringen. Da Ringe immer auch abelsche Gruppen sind, ergibt sich die Halfte der
Konstruktion bereits aus der entsprechenden Konstruktion fiir Gruppen. Es miissen nur noch
Zusatzbedingungen an die Multiplikation auferlegt werden und gegebenenfalls fiir unitale Ringe
entsprechende Bedingungen an die Einselemente.

Definition 2.2.1: Sei R ein Ring. Ein Unterring oder Teilring von R ist eine Teilmenge
U C R, so dass

(UR1) (U,+) eine Untergruppe von (R, +) ist,
(UR2) r-s e U fir alle r,s € U gilt.

Ist R unital, so nennt man einen Teilring U C R unitalen Unterring oder unitalen Teilring
falls zuséatzlich 1z € U gilt.
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Bemerkung 2.2.2.

1.

2.
3.

Man kann einen (unitalen) Unterring dquivalent auch als eine Teilmenge von R definie-
ren, die mit den Einschrdnkungen der Verkniipfungen auf R (und der Eins von R) einen
(unitalen) Ring bildet.

Die Inklusionsabbildung ¢ : U — R, u — w ist ein (unitaler) Ringmonomorphismus.

Ein unitaler Unterring U C R hat die gleiche Charakteristik wie R. Denn aus 1z € U
folgt, dass auch die von 1 erzeugte Untergruppe von (R, +) in U enthalten ist.

Beispiel 2.2.3.

1.

10.

Fiir jeden Ring R sind {0} C R und R C R Unterringe. Unterringe U C R heifien echte
Unterringe und Unterringe {0} C U heifsen nichttriviale Unterringe.

Fir n € Z ist nZ C Z ein Unterring. Er ist ein unitaler Unterring genau dann, wenn
n € {£1} gilt.

Die Teilmenge {0,3} C Z/6Z ist ein unitaler Ring mit Einselement 3 und ein Unterring
von Z/6Z, aber kein unitaler Unterring.

Das Zentrum Z(R)={r € R | rs=srVs € R} eines (unitalen) Rings R ist ein (unitaler)
Unterring von R.

Fiir jeden kommutativen unitalen Ring R bilden die oberen Dreiecksmatrizen, die unteren
Dreiecksmatrizen und die Diagonalmatrizen unitale Unterringe von Mat(n x n, R).

Fiir jeden unitalen Unterring U C R eines kommutativen unitalen Rings R ist der Ring
Mat(n x n,U) ein unitaler Unterring von Mat(n x n, R).

(5 ) waed

ist ein unitaler Unterring von Mat(2 x 2,C). Er ist ein Schiefkérper.

Der Quaternionenring

Der Ring Z[i]={a+ib | a,b € Z} der Gaufsschen Zahlen ist ein unitaler Unterring von C.
Fiir jede Zahl n € N ist Z[\/n] = {a + by\/n | a,b € Z} ein unitaler Unterring von R.

Ist R ein (unitaler) Ring und R; C R (unitale) Unterringe von R fiir alle i € I, so ist auch
Nier R; ein (unitaler) Unterring von R. Der Beweis ist analog zu dem von Satz 1.2.9.

Analog zu den entsprechenden Aussagen fiir Gruppen in Lemma 1.2.8, sind auch Bilder und
Urbilder von (unitalen) Unterringen unter Ringhomomorphismen immer (unitale) Unterrin-
ge. Aufpassen muss man dabei nur beim Kern eines unitalen Ringhomomorphismus, der im
allgemeinen kein unitaler Unterring ist.

Lemma 2.2.4: Sei f: R — S ein (unitaler) Ringhomomorphismus. Dann gilt:

1.
2.
3.

Fiir jeden (unitalen) Unterring U C R ist das Bild f(U) C S ein (unitaler) Unterring.
Fiir jeden (unitalen) Unterring V' C S ist das Urbild f~!(V) C R ein (unitaler) Unterring.

Insbesondere ist das Bild im(f) = f(R) € S ein (unitaler) Unterring und der Kern
ker(f) = f~'(0) C R ein Unterring.



82 KAPITEL 2. RINGTHEORIE

Beweis:

In Lemma 1.2.8 wurde bereits gezeigt, dass diese Mengen Untergruppen der abelschen Gruppen
(R,+) oder (S, +) bilden. Zu zeigen ist nur noch die Abgeschlossenheit unter der Multiplikati-
on und die Unitalitdt. Ersteres ist vollig analog zum Beweis von Lemma 1.2.8. Sind R, S und
f: R — S zusétzlich unital, so gilt f(1g) = 1g. Also ist fiir jeden unitalen Unterring U C R
auch 1g = f(1g) € f(U) und fiir jeden unitalen Unterring V' C S auch 1 € f~!(15) C f~1(V).
Damit sind Bilder und Urbilder unitaler Unterringe unital, insbesondere das Bild f(R). a

2.3 Ideale und Faktorringe

In Analogie zu den entsprechenden Konstruktionen fiir Vektorrdume und Gruppen mochten wir
nun Quotienten von Ringen beziiglich geeigneter Unterringe bilden. Da jeder Ring (R, +, -) eine
abelsche Gruppe (R, +) definiert und ein Unterring U C R eine Untergruppe (U, +) C (R, +),
sollten die resultierenden Quotienten durch die Faktorgruppe R/U gegeben sein. Zusétzlich
mochte man diese Faktorgruppe aber mit einer Multiplikation versehen, die durch die Multi-
plikation auf R definiert wird, und ihr die Struktur eines Rings verleiht.

Wir betrachten also eine Untergruppe U C R und die Aquivalenzrelation r ~ ' < r—r’ € U mit
den Nebenklassen r 4 U als Aquivalenzklassen. Dann ist nach Satz 1.3.14 die Quotientenmenge
R/U = {r+ U | r € R} eine abelsche Gruppe mit (r + U) + (s + U) = (r + s) + U, und die
kanonische Surjektion 7y : R — R/U, r — r + U ist ein Gruppenhomomorphismus.

Wir mochten nun eine Multiplikation auf R/U definieren, indem wir (r+U)-(s+U) = (rs)+U
setzen. Dazu miissen wir Wohldefiniertheit nachweisen. Sind 7’ ~ r und s’ ~ s, so gibt es
w,v € U mit 1’ = r+wund s’ = s+ v. Daraus folgt r's’ —rs =r(s' —s) + (' —r)s’ = rv+ us.
Eine verniinftige Bedingung, die sicherstellt, dass r's’ — rs € U und damit r's' + U = rs + U
gilt, ist also die Forderung ru,ur € U fiir alle r € R und u € U. Dies fiihrt auf den Begriff des
Ideals. Analog gibt es auch den Begriff des Linksideals und des Rechtsideals, die jeweils nur
eine dieser beiden Forderungen stellen.

Definition 2.3.1: Sei R ein Ring. Eine Teilmenge I C R heifst
1. Ideal, falls (I,+) C (R, +) eine Untergruppe ist und r-d,i-r € [ fir allei € I, r € R,
2. Linksideal, falls (I,+) C (R, +) eine Untergruppe ist und r-i € I fir alle: € I, r € R,
3. Rechtsideal falls (/,+) C (R, +) eine Untergruppe ist und i-r € I firallei € I, r € R.

Offensichtlich ist ein Ideal in R ein Unterring von R, aber im allgemeinen kein unitaler Unterring.
Ist ndmlich R unital und [ ein Ideal in R mit 1 € I, so folgt r =7 -1x € I fiir alle r € R, also
I = R. Ideale iibernehmen fiir Quotienten von Ringen die Rolle, die Normalteiler fiir Quotienten
von Gruppen spielen. In der Tat erhélt man analog zu Satz 1.3.14

Satz 2.3.2: Sei R ein (unitaler) Ring und I C R ein Ideal.
1. Dann ist R/ ein (unitaler) Ring mit den Verkniipfungen
(r+0)+(s+1):=(r+s)+1 (r+1)-(s+1):=(rs)+1.
Er heifst Faktorring oder Quotientenring von R beziiglich .

2. Die kanonische Surjektion 7; : R — R/I, r +— r + I ist ein surjektiver (unitaler)
Ringhomomorphismus mit Kern ker(z;) = I.
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Beweis:

Nach Satz 1.3.14 ist R/I eine abelsche Gruppe und die kanonische Surjektion 7; ein surjekti-
ver Gruppenhomomorphismus mit ker(m;) = I. Die Multiplikation ist wohldefiniert, denn aus
r+l=r"+Tunds+I=s+1folgtr—r',s—s c€lundr's —rs=(r'"—r)s+r(s—s)el.
Die Assoziativitat der Multiplikation und die Distributivgesetze folgen direkt aus der Definition
der Verkniipfungen und den entsprechenden Aussagen fiir R

(r+D)-(s+D)-(t+1) = ((rs)+ 1) - (t+1) = ((rs)t) + I = (r(st)) + I
r+D)-((st) + 1) =(r+1)-((s+1)-(t+1))
(r+s)+1)-t+1)=r+s)t+1=(rt+st)+1
rt+ D)+ (st+1)=r+1)-t+1)+(s+1)-(t+1)
r+1)-((s+t)+1)=r(s+t)+1=(rs+rt)+1
=(rs+)+@t+1)=0+I)-(s+I)+(r+I1)-(t+1).

(r+1)+(s+1))-(t+1)

= (
(
= (
(r+1)-((s+1)+(t+1))=(

Dass die kanonische Surjektion ein Ringhomomorphismus ist, folgt aus der Definition der Multi-
plikation auf R/I, denn 7y(r-s) = (rs)+1 = (r+1)-(s+1) = m;(r)-mr(s). Ist R unital, so ergibt
sich (1g+1)-(r+1)= (1g-r)+1=7r+1= (r-1g)+1 = (r+1)-(1g+1) und damit ist auch R/
ein unitaler Ring mit Einselement 13+ 1 = 7;(1z) und 7; ein unitaler Ringhomomorphismus. O

Beispiel 2.3.3.

1. Fir jeden Ring R sind {0} € R und R C R Ideale in R. Ein Ideal I C R heift echtes
Ideal wenn / # R und nichttriviales Ideal wenn {0} # I.

2. Ist R ein Schiefkérper, so sind {0} und R die einzigen Ideale in R.

Denn ist I C R ein Ideal und 0 # r € I, so folgt auch r~'r = 1z € I und damit
s=s-1g €1 fir alle s € R, also I = R.

3. Die Ideale im Ring Z sind genau die Teilmengen nZ C Z. Dies sind nach Beispiel 1.2.6
genau die Untergruppen von Z.

4. Fir jeden Ring R, jede Menge M und jede Teilmenge U C M ist
={f:M—-R| f(uy=0YueU}
ein Ideal im Ring Abb(M, R) aus Beispiel 2.1.3, 5.

5. Die Teilmenge C2°(R) der glatten Funktionen mit kompaktem Tréger ist ein Ideal im Ring
C*(R) der glatten Funktionen auf R mit der punktweisen Addition und Multiplikation.

6. Fiir jeden Korper K ist Iy = {p € K[z] | p(A) = 0} fiir eine Matrix A € Mat(n x n,K) ein
Ideal im Polynomring K|x].

7. Fiir jeden Korper K und 1 < £ < n sind die Teilmengen
L ={A € Mat(n x n,K) | a1p = agx = ... = apy = 0}
Linksideale im Ring Mat(n x n,K), aber keine Rechtsideale, und die Teilmengen
R, ={A € Mat(n x n,K) | ay = aga = ... = ag,, = 0}

Rechtsideale, aber keine Linksideale. Die einzigen Ideale in Mat(n xn, K) sind das Nullideal
{0} € Mat(n x n,K) und Mat(n x n, K) selbst.
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Ideale spielen also fiir Ringe die gleiche Rolle wie Normalteiler fiir Gruppen. Da wir damit Fak-
torringe konstruieren kénnen, lohnt es sich, die Eigenschaften von Idealen zu untersuchen und
systematisch Ideale zu konstruieren. Wir verallgemeinern die entsprechenden Konstruktionen
fiir Untergruppen und Normalteiler auf Ideale.

Lemma 2.3.4: Sei R ein Ring, I eine Indexmenge und J; ein Ideal in R fiir alle 7 € I. Dann
ist auch N;cyJ; ein Ideal in R.

Beweis:

Nach Satz 1.2.9 ist der Schnitt J := N;c;J; eine Untergruppe von (R, +). Ist nun j € J, so gilt
j € J; fir alle s € I, und da J; ein Ideal in R ist, folgt r- 7,5 -r € J; fir alle: € [ und r € R.
Damit ist aber auch r-j, j-r € N;erJ; fiir alle r € R und damit r-j, j-r € J. Also ist J ein Ideal. O

Damit konnen wir auch das von einer Teilmenge eines Rings erzeugte Ideal definieren als das
kleinste Ideal, das diese Teilmenge enthélt, also den Schnitt aller Ideale, die diese Teilmenge
enthalten. Dies wurde in Definition 1.2.11 analog fiir Untergruppen durchgefiihrt, und es gibt
auch eine entsprechende Konstruktion fiir Normalteiler.

Definition 2.3.5: Sei R ein Ring und M C R eine Teilmenge. Dann ist das von M erzeugte
Ideal (M) das kleinste Ideal in R, das M enthélt

(M)= () I (2.2)

ICR Ideal, MCI

Ein Ideal I C R heifst endlich erzeugt falls es eine endliche Menge M C R gibt mit [ = (M)
und Hauptideal falls es eine einelementige Menge M gibt mit I = (M).

Fir M = {ry,...,r,} mit n € N schreibt man auch (M) = (rq, ..., 7).

Hauptideale nehmen unter den Idealen eine &hnliche Rolle ein, wie zyklische Gruppen unter
den Gruppen. Dementsprechend ist auch die Struktur eines Hauptideals viel einfacher als die
eines allgemeinen Ideals. Fiir nicht-kommutative Ringe, ist es oft kompliziert, das von einer
Teilmenge erzeugte Ideal explizit zu beschreiben. Dies vereinfacht sich wesentlich fiir kommu-
tative unitale Ringe. Dort enthélt das von einer Teilmenge erzeugte Ideal gerade die endlichen
Linearkombinationen von Elementen aus der Menge mit Koeffizienten im betrachteten Ring.
Fiir eine einelementige Menge reduziert sich das auf die Vielfachen des Elements.

Lemma 2.3.6: Ist R ein kommutativer unitaler Ring, so ist das von M C R erzeugte Ideal
(M) = {X}_ymgry | n € Nymy € M, 1, € R} (0) = {0}.
Insbesondere gilt: (m) = Rm = {rm | r € R} fiir alle m € R.

Beweis:
Ist M =0, soist (M) ={0}. Seialso M # Qund M’ :={>"}_,rimy | n€N,my € M,r, € R}.

1. (M) € M’ Wir zeigen, dass M’ C R ein Ideal ist, das M enthélt. Damit nimmt A’
am Schnitt in (2.2) teil, und es folgt (M) C M’. Offensichtlich ist 0 = 0-m € M’ fir alle
m € M. Sind u,v € M’', so konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass
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u = Xp_oremy und v = XP_spmy mit my, € M und 74, s, € R gilt. Denn tritt in einer der
Linearkombinationen ein Element aus M auf, das in der anderen nicht auftritt, so konnen wir
es dort mit Koeflizient 0 € R hinzufiigen. Daraus ergibt sich u+v = X}_,(r + si)my € M’ und
—u = 37_,(—rg)my € M'. Damit ist M’ eine Untergruppe von R. Fiir alle r € R gilt auferdem
rew =37 o(rry)mp € M und u-r = X7 (rgr)m; € M’ und damit ist M’ ein Ideal in R.
Ausserdem gilt M C M', denn m =1-m € M’ fir alle m € M.

2. M" C (M): Ist I ein Ideal in R mit M C I, so ist rm € [ fiir alle r € R, m € M. Induktiv
folgt, dass auch alle endlichen Summen solcher Elemente in I enthalten sind. Damit ist M’ C [
fir alle Ideale I in R mit M C I, und damit auch in ihrem Schnitt (M) enthalten. O

Wie auch das Verhalten von Normalteilern unter Gruppenhomomorphismen untersucht wurde,
bietet es sich an, das Verhalten von Idealen unter Ringhomomorphismen zu untersuchen. Es
zeigt sich, dass auch die Urbilder von Idealen unter Ringhomomorphismen Ideale sind. Damit
ist nicht nur jedes Ideal Kern eines Ringhomomorphismus, ndmlich der kanonischen Surjektion
aus Satz 2.3.2, sondern auch jeder Kern eines Ringhomomorphismus ein Ideal. Ideale sind
also nichts anderes als Kerne von Ringhomomorphismen. Damit auch die Bilder von Idealen
wieder Ideale sind, muss man wie bei der entsprechenden Aussage fiir Normalteiler Surjektivitét
fordern. Analog zu Lemma 1.3.18 erhalten wir dann die folgenden Aussagen.

Lemma 2.3.7: Fiir jeden Ringhomomorphismus f : R — S gilt:

1. Das Urbild f~!(J) jedes Ideals J C S ist ein Ideal in R.
2. Ist f surjektiv, so ist das Bild f([) jedes Ideals I C R ein Ideal in S.
3. Insbesondere ist der Kern ker(f) = f~(0) ein Ideal in R.

Beweis:

Dass Urbilder und Bilder von Idealen Untergruppen sind, folgt aus Lemma 1.3.18. Zu zeigen ist
noch, dass die zweite Bedingung erfiillt ist. Ist J C S ein Ideal in S, so gilt f(r-i) = f(r)-f(i) € J
und f(i-r) = f(i)- f(r) € J fiir aller € Rund i € f~'(J) und damit ist auch f~(.J) ein Ideal
in R. Ist I ein Ideal in R und f surjektiv, so gibt es zu jedem s € S ein r € R mit f(r) = s,
und es folgt s+ f(i) = f(r) - f(i) = f(r-i) € f(I) und f(i) - s = f(i) - f(r) = f(i-7) € f(I) fiir
alle 7 = f(i) € f(I). Also ist auch f(I) ein Ideal in S. O

Die Surjektivitédtsbedingung fiir Bilder von Idealen kann erfiillt werden, indem wir statt dem
Ringhomomorphismus f : R — S seine Koeinschriankung f : R — f(R) betrachten. Indem
wir Lemma 2.3.7 mit den Ergebnissen fiir Unterringe aus Lemma 2.2.4 kombinieren, erhalten
wir ein Analogon der Untergruppenkorrespondenz 1.3.19 fiir Ringe, das unter dem Namen
Idealkorrespondenz bekannt ist. Der Beweis ist analog zu dem von Satz 1.3.19 (Ubung).

Satz 2.3.8 (Idealkorrespondenz):
Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist die Abbildung
@5 : {Unterringe U von R mit ker(f) € U} — {Unterringe von f(R)}, U+ f(U)
eine Bijektion mit Inversem
go;l : {Unterringe von f(R)} — {Unterringe U von R mit ker(f) CU}, Vs f71(V).
Ein Unterring U C R ist ein Ideal in R genau dann, wenn ¢;(U) = f(U) ein Ideal in f(R) ist.
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Die Untergruppenkorrespondenz erlaubt es einem, statt Untergruppen und Normalteilern in
der Faktorgruppe G/N Untergruppen und Normalteiler in der Gruppe G zu betrachten, die
N enthalten. Analog erlaubt es uns die Idealkorrespondenz, statt Unterringen und Idealen im
Ring R/I Untergruppen und Ideale im Ring R zu betrachten, die das Ideal I enthalten. Dazu
wendet man Satz 2.3.8 auf die kanonische Surjektion 7 : R — R/I mit ker(n;) = I an.

Korollar 2.3.9: Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann stehen die Unterringe (Ideale) in
R/I in Bijektion mit den Unterringen (Idealen) in R, die I enthalten.

Ebenso wie Korollar 2.3.9 Unterringe und Ideale eines Faktorrings R/I durch Unterringe und
Ideale in R beschreibt, konnen wir auch Ringhomomorphismen aus dem Faktorring f : R/I — S
durch Ringhomomorphismen f : R — S beschreiben, die das Ideal I C R in ihrem Kern
enthalten. Dies entspricht der entsprechenden Aussage fiir Faktorgruppen in Satz 1.3.21.

Satz 2.3.10:
Sei R ein (unitaler) Ring und I ein Ideal in R. Dann gibt es zu jedem (unitalen) Ringho-

momorphismus f : R — S mit I C ker(f) genau einen (unitalen) Ringhomomorphismus
f/I:R/I— S mit f/Iomn; = f, namlich

f/I:-R/I—S, r+1— f(r).
Die bezeichnet man als die charakteristische Eigenschaft des Faktorrings

R —»R/I
e
fICker(f) - o

S

Beweis:

Ist f: R — S ein Ringhomomorphismus mit I C ker(f), so ist f auch ein Gruppenhomomor-
phismus zwischen R und S. Nach Satz 1.3.21 gibt es dazu genau einen Gruppenhomomorphis-
mus f': R/I — S mit f'on; = f, ndmlich f' = f/I: R/I — S, r+ I — f(r). Zu zeigen ist
nur noch, dass f/I ein Ringhomomorphismus ist und unital, falls f unital ist. Dazu berechnet
man (f/I)((r+1)-(s+1)) = (f/1)((rs)+1) = f(rs) = f(r)- f(s) = (f/D)(r+1)-(f/I)(s+1)
fur alle r,s € Rund (f/I)(1g + 1) = f(1g) = 1s. O

Indem man fiir einen Ringhomomorphismus f : R — S das Ideal I = ker(f) anwendet,
ergibt sich aus Satz 2.3.10 dann ein Analogon des Noetherschen Homomorphiesatzes 1.3.23
fiir Ringe. Man erhélt nédmlich einen Ringhomomorphismus f/ker(f) : R/ker(f) — S mit
ker(f/ker(f)) = {r +ker(f) | f(r) =0} = ker(f), und damit ist f/ker(f) injektiv.

Satz 2.3.11 (Homomorphiesatz):
Sei f: R — S ein (unitaler) Ringhomomorphismus. Dann ist die Abbildung

f/ker(f): R/ ker(f) — S, r+ker(f)— f(r)

ein injektiver (unitaler) Ringhomomorphismus, also ein Isomorphismus auf ihr Bild.

Der Homomorphiesatz ist hilfreich, um die Isomorphie eines Faktorrings R/ zu einem anderen
Ring S zu beweisen. Dazu reicht es aus, einen surjektiven Ringhomomorphismus f : R — S
mit ker(f) = I zu konstruieren. Dieses Verfahren wird oft angewendet, um Kérper oder Ringe
als Quotienten von Polynomringen zu konstruieren.
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Beispiel 2.3.12. Wir betrachten einen kommutativen unitalen Ring R und das von dem Po-
lynom z erzeugte Hauptideal () C R[z]. Dann gilt: R[z]/(z) = R.

Beweis:

Die Evaluationsabbildung evy : Rlz] — R, X2 ja,2" — ap ist ein surjektiver unitaler Ring-
homomorphismus, deren Kern gerade die Polynome ¥7° ja,z™ mit ap = 0 enthalt. Damit gilt
ker(f) = (x) und nach dem Homomorphiesatz 2.3.11 erhalten wir einen Ringisomorphismus

evo/ ker(evy) : R[z]/(x) = R, 302 jana™ + (z) — ap. O

Beispiel 2.3.13. Wir betrachten den Polynomring R[z] und das von dem Polynom z? + 1
erzeugte Hauptideal (22 + 1). Der Faktorring R[z|/(z* + 1) ist isomorph zum Korper C.

Beweis:
Nach Satz 2.1.18 gibt es genau einen Ringhomomorphismus f : R[z] — C mit f(a) = a fiir alle
a € Rund f(z) =i, ndmlich

fiRx] = C, 300 a,x" = 300 qani™ = X0 o(—1)"ag, + 1507 o (—1)"an41

Da f(1) = 1 und f(a + bx) = a + ib ist dies ein surjektiver unitaler Ringhomomorphismus.
Da f(x?+ 1) = 0 folgt (22 + 1) = R[z] - (2% + 1) C ker(f). Mit Satz 2.3.10 erhalten wir einen
surjektiven unitalen Ringhomomorphismus

f/ker(f) : Rlz]/(z* +1) = C, p+(2* +1) = f(p).

Mit Polynomdivision kénnen wir jedes Polynom p € R[z] schreiben als p = ¢(z? + 1) + r mit
¢, € Rlz] und deg(r) < 2. Damit ist R[z]/(z*> + 1) = {a + bz + (z* + 1) | a,b € R}. Da
f/ker(f)(a+br+ (22 +1)) = f(a+bx) = a+ibist ker(f/ker(f)) = (x?+1). Also ist f/ker(f)
ein Ringisomorphismus, und es folgt R[x]/(z? + 1) = C. O

Beispiel 2.3.14. Der Ring Z[z|/(2* + 1) ist isomorph zum Ring Z[i] der Gaufschen Zahlen.

Beweis:
Dies folgt direkt aus Beispiel 2.3.13, indem wir den Ringhomomorphismus f : R[z] — C aus
Beispiel 2.3.13 einschranken zu einem Ringhomomorphismus f : Z[z] — Z]i]. O

2.4 Konstruktion von Korpern

Im letzten Abschnitt haben wir bekannte Konstruktionen fiir Gruppen systematisch auf Ringe
verallgemeinert, wobei Unterringe den Untergruppen, Ideale den Normalteilern und Faktorringe
den Faktorgruppen entsprechen. In diesem Abschnitt werden wir die Konstruktionen systema-
tisch benutzen, um Korper zu konstruieren. Dabei gibt es im Wesentlichen zwei Verfahren.
Das erste ist, Korper als Quotienten von Ringen zu konstruieren, wie die Konstruktion der
komplexen Zahlen in Beispiel 2.3.13. Um dies systematisch zu betreiben, bendtigen wir Kri-
terien, die garantieren, dass der entstehende Faktorring ein Korper ist. Das zweite Verfahren
verallgemeinert die Konstruktion des Kérper Q aus den ganzen Zahlen.
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2.4.1 Faktorringe maximaler Ideale

Wir beginnen mit der Konstruktion von Kérpern als Faktorringe von kommutativen unitalen
Ringen. Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass Korper unter den kommutativen unitalen
Ringen eine dhnliche Rolle spielen wie einfache Gruppen unter den Gruppen. Eine einfache
Gruppe ist eine nichttriviale Gruppe, die aufer sich selbst und der trivialen Untergruppe keine
Normalteiler enthélt. Analog konnen wir einen Korper charakterisieren als einen nichttrivialen
kommutativen unitalen Ring, der aufer sich selbst und dem Nullideal keine Ideale enthélt.

Lemma 2.4.1: Ein kommutativer unitaler Ring R ist genau dann ein Kérper, wenn R # {0}
und R aufer [ = {0} und / = R keine weiteren Ideale besitzt.

Beweis:

Sei zunéchst R ein Korper und I # {0} ein Ideal in R. Dann enthélt [ ein Element 0 # r € 1.
Da R ein Koérper ist, ist r eine Einheit und es gilt 1 = r~! € I. Daraus folgt s = s-1 € [ fiir
alle s € R und damit I = R. Ist umgekehrt {0} das einzige echte Ideal von R und r € R\ {0},
so gilt r € (r) = I und damit (r) # {0}. Also ist (r) = R, es folgt 1 € () und damit gibt es ein
Element r~! € r mit r=-r=r-r1 =1. O

Damit ist es eine naheliegende Strategie, einen kommutativen, unitalen Ring zu einem Korper zu
machen, indem man ein Ideal maximaler Grofe aus dem Ring herausteilt. Das richtige Konzept
von maximaler Grofe ergibt sich aus der Idealkorrespondenz. Denn nach der Idealkorrespondenz
entsprechen Ideale in einem Faktorring R/ Idealen in R, die I enthalten. Damit kann R/I nur
dann ein Korper sein, wenn es kein echtes Ideal J in R gibt, das I enthéalt und echt grofser ist
als I. Diese Bedingung ist auch hinreichend.

Definition 2.4.2: Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal I C R heifst maximal, wenn
I C R gilt und es kein echtes Ideal I C J C R gibt.

Satz 2.4.3: Sei R ein kommutativer unitaler Ring und [ ein Ideal in R. Dann ist der Faktorring
R/I genau dann ein Korper, wenn [ maximal ist.

Beweis:

Nach Lemma 2.4.1 ist R/I genau dann ein Korper, wenn R/I # {0} und R/I aufer {0} und
R/I keine echten Ideale besitzt. Nach der Idealkorrespondenz 2.3.8 stehen die Ideale in R/I in
Bijektion mit den Idealen von R, die I enthalten. Also ist R/I genau dann ein Korper, wenn
I C R das einzige echte Ideal ist, das I enthélt. Das bedeutet, dass I ein maximales Ideal ist.
O

Korollar 2.4.4: Sei p € Ng. Dann ist Z/pZ ein genau dann ein Kérper, wenn p eine Primzahl
ist. Dieser Korper wird auch mit F, bezeichnet.

Beweis:

Nach Satz 2.4.3 ist Z/pZ genau dann ein Korper, wenn pZ ein maximales Ideal in Z ist. Daraus
folgt schon p # 1. Nach Beispiel 2.3.3, 3. sind die Ideale in Z genau die Teilmengen nZ fiir
n € Ng, und es gilt pZ C nZ genau dann, wenn n ein Teiler von p ist. Also ist pZ genau dann
maximal, wenn n = 1 und n = p die einzigen Teiler von p sind. O
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Wir werden das Argument aus dem Beweis von Korollar 2.4.4 spéter auf andere kommutative
unitale Ringe verallgemeinern, in denen ein verniinftiges Konzept von Teilbarkeit existiert.
Zunéchst stellt sich aber die Frage, ob iiberhaupt jeder kommutative unitale Ring maximale
Ideale besitzt, also durch Quotientenbildung einen Korper liefert. Dies folgt aus dem Zornschen
Lemma, das wiederum &quivalent zum Auswahlaxiom ist. Es handelt sich also im Wesentlichen
um ein Postulat. Um das Zornsche Lemma zu formulieren, benétigen wir die Begriffe einer
partiell geordneten Menge, einer Kette und einer oberen Schranke.

Definition 2.4.5: Eine partiell geordnete Menge (X, <) ist eine Menge X zusammen mit
einer Relation < auf X mit den folgenden Eigenschaften:

(PO1) reflexiv: x < z fiir alle x € X,
(PO2) transitiv: x <y, y 2z = = < 2,
(PO3) antisymmetrisch: (x K y) A (y 2 x) =z =y.

e Eine Teilmenge K C X heifst Kette oder total geordnet falls £ < k" oder k' < k Vk, k' € K.
e Eine obere Schranke ciner Teilmenge M C X ist ein Element x € X mit m < x Vm € M.

Beispiel 2.4.6.
1. Die Relation < ist eine partielle Ordnung auf jeder Teilmenge von R.
2. Die Relation a < b, wenn a ein Teiler von b ist, ist eine partielle Ordnung auf N.

3. Fiir jede Menge M ist C eine partielle Ordnung auf der Potenzmenge von M und auf
jeder Teilmenge der Potenzmenge.

Lemma 2.4.7 (Zornsches Lemma): Sei () # X, <) eine partiell geordnete Menge, so dass
jede Kette eine obere Schranke besitzt. Dann besitzt X ein maximales Element, ein Element
x € X, so dass aus x = y fiir ein y € X folgt y = x.

Den Beweis, dass das Zornsche Lemma &dquivalent zum Auswahlaxiom ist, werden wir in der
Vorlesung nicht fithren. Wir beweisen aber mit dem Zornschen Lemma, dass jeder kommutative
unitale Ring ein maximales Ideal besitzt. Dies liefert zwar kein Verfahren, um maximale Ideale
zu bestimmen, zeigt aber, dass jeder kommutative unitale Ring einen Korper definiert.

Satz 2.4.8: Jeder kommutative unitale Ring R # {0} besitzt ein maximales Ideal.

Beweis:
Sei X die Menge der echten Ideale von R mit der partiellen Ordnung C aus Beispiel 2.4.6, 3.

Wir zeigen, dass jede total geordnete Teilmenge Y C X eine obere Schranke besitzt. Fiir Y = @
ist {0} eine obere Schranke (hier geht R # {0} ein, denn in R = {0} ist {0} kein echtes Ideal).
Sei nun Y # @. Wir setzen J := Uy [.

e J ist ein Ideal:

Seien jq,jo € J und r € R beliebig. Dann gibt es Ideale I, I € Y mit j; € I} und j, € I,. Da
Y total geordnet ist, gilt I; C I, oder I, C I;. Dann sind j; + j2, 0, —7; und rj; Elemente von
Iy bzw. I; und damit auch von J.

e J ist ein echtes Ideal:
Wire J = R, so wiare 1 € J und damit auch 1 € [ fiir ein I € Y. Daraus folgt R=R-1 C I,
und damit I ¢ X, ein Widerspruch.
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Damit ist J € X. Da offensichtlich I < J fiir alle I € Y, ist J eine obere Schranke von Y. Damit
ist gezeigt, dass jede total geordnete Teilmenge Y eine obere Schranke besitzt. Das Zornsche
Lemma 2.4.7 liefert dann ein maximales Ideal in R. O

Korollar 2.4.9: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I ein echtes Ideal von R. Dann
ist I in einem maximalen Ideal von R enthalten.

Beweis:
Da I # R ist R/I # {0} und besitzt damit nach Satz 2.4.8 ein maximales Ideal. Dieses ent-
spricht nach der Idealkorrespondenz 2.3.8 einem maximalen Ideal von R, das I enthélt. O

Korollar 2.4.10: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und [ ein echtes Ideal von R. Dann
gibt es einen Korper K und einen unitalen surjektiven Ringhomomorphismus ¢ : R — K mit

p(I) = {0}.

Beweis:

Da I # R, gibt es nach Korollar 2.4.9 ein maximales Ideal J C R mit I C J. Damit ist nach
Satz 2.4.3 R/J ein Korper und die kanonische Surjektion 7; : R — R/J ein unitaler surjektiver
Ringhomomorphismus mit I C J = ker(m). O

2.4.2 Integritatsbereiche und Quotientenkorper

Wir wenden uns nun dem zweiten wichtigen Verfahren zur Konstruktion von Korpern zu. Dabei
wird kein Quotient eines Rings gebildet sondern es werden verallgemeinerte Briiche von Ele-
menten aus einem kommutativen unitalen Ring gebildet. Dies verallgemeinert die Konstruktion
der rationalen Zahlen aus den ganzen Zahlen. Damit bei der Multiplikation von Briichen im
Nenner keine Null entsteht, keine muss sichergestellt werden, dass das Produkt zweier von Null
verschiedener Zahlen nie Null ist.

Definition 2.4.11: Sei R ein Ring.

1. Ein Element r € R heift Nullteiler, wenn es ein s € R\ {0} gibt mit rs = 0 oder sr = 0.
2. Der Ring R heift nullteilerfrei, wenn R # {0} gilt und 0 € R der einzige Nullteiler ist.

3. Der Ring R heifst Integritatsbereich oder Integrititsring, wenn er kommutativ, unital
und nullteilerfrei ist.

Beispiel 2.4.12.
1. Der Ring Z ist Integritiatsbereich.

2. Jeder Korper ist ein Integritédtsbereich. Denn zu jedem Element r # 0 gibt es ein multi-
plikatives Inverses 1. Ist r- s =0, so folgt 0 =71 - (r-s) = (r~'r)-s=s.

3. Unitale Unterringe von Integritédtsbereichen sind Integritatsbereiche. Insbesondere gilt
dies fiir unitale Unterringe von Kérpern, wie den Ring Z[i] der Gaufischen Zahlen.
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4. Der Ring Z/nZ ist Integritatsbereich genau dann, wenn n eine Primzahl ist.

Ist nédmlich n = p-k mit p,k € {2,...,n — 1}, so gilt p- k=n=0und p,k # 0, und damit
sind p, k Nullteiler. Ist dagegen n eine Primzahl, so ist Z/nZ ein Kérper nach Korollar
2.4.4 und damit auch ein Integritdtsbereich.

Die Nullteilerfreiheit in einem Integritatsbereich R wirkt sich auch auf die Polynome mit Ko-
effizienten in R aus. Sie garantiert namlich, dass im Produkt zweier Polynome das Produkt
der hochsten nichtverschwindenden Koeffizienten nicht verschwindet. Damit addieren sich un-
ter der Multiplikation von Polynomen deren Grade. Daraus kann man folgern, dass auch der
Polynomring R[z] ein Integritatsbereich ist.

Lemma 2.4.13: Sei R ein Integritdtsbereich. Dann gilt:

1. deg(p-q) = deg(p)+deg(q) fiir alle p,q € R[x|, wobei —oo+n := —oo fiir n € NgU{—o0}.
2. Der Polynomring R|x] ist ein Integritdtsbereich.

Beweis:

1. Ist p = 0 oder ¢ = 0 ist die Aussage wahr. Ist deg(p) = n € Ny und deg(q) = m € Ny, so
sind p, ¢ von der Form p = >} _, apz® und ¢ = Yoo biz! mit a,,b, # 0, und es ergibt sich
p-q= Zigl(z:fzo aiby_;)z*. Da R nullteilerfrei ist, folgt a,b,, # 0 und deg(p - q¢) = n + m.

2. Sind p,q € R[x] mit p-q = 0, so folgt deg(p) + deg(q) = deg(p - ¢) = —oo und damit
deg(p) = —oo und p = 0 oder deg(q) = —oo und ¢ = 0. Damit ist R[x] nullteilerfrei, also ein
Integritéatsbereich. O

Durch Iteration dieses Arguments kann man zeigen, dass auch die Polynomringe in mehreren
Variablen iiber einem Integritdtsbreich R wieder Integritdtsbereiche sind. Denn nach Beispiel
2.1.15, 10 ist der Polynomring in R[zy, ..., Z,,,] isomorph zu dem Polynomring Rz, ..., Tp—1][Tm].
Aus Lemma 2.4.13 folgt dann induktiv, dass R[zy, ..., x,,] ein Integritdtsbereich ist.

Korollar 2.4.14: Fiir jeden Integritéitsbereich R ist auch der Polynomring Rz, ..., z,,]| ein
Integritéatsbereich fiir alle m € N.

Ahnlich wie bei der Konstruktion von Kérpern kann man auch Bedingungen an ein Ideal an-
geben, unter denen der zugehorige Faktorring ein Integritétsbereich ist. Wahrend fiir Kérper
maximale Ideale bendtigt werden, bendotigt man fiir Integritédtsbereiche Primideale.

Definition 2.4.15: Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal I C R heiftt Primideal, wenn
I # R und aus r,s € R mit rs € [ folgt, dass r € [ oder s € I gilt.

Satz 2.4.16: Sei R ein kommutativer (unitaler) Ring und I ein Ideal in R. Dann ist R/I
nullteilerfrei (ein Integritdtsbereich) genau dann, wenn I C R ein Primideal ist.

Beweis:

Ist I C R ein Primideal, so folgt aus (r+ 1) -(s+ 1) =rs+ 1 =1 auch r € I oder s € I,
also 7 + I = I oder s + I = I. Damit ist R/I nullteilerfrei. Ist umgekehrt R/I nullteilerfrei,
so gilt I # R. Aus r,s € R mit rs € [ ergibt sich (r+1)-(s+ 1) = rs+ I = I und wegen
der Nullteilerfreiheit damit » + 1 = [ oder s+ 1 = I, also r € I oder s € I. Damit ist I ein
Primideal. Nach Satz 2.3.2 ist R/ unital, falls R unital ist, und damit folgt die Behauptung.
O
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Korollar 2.4.17: Maximale Ideale in einem kommutativen unitalen Ring sind Primideale.

Beweis:

Ist R ein kommutativer unitaler Ring und I C R ein maximales Ideal, so ist nach Satz 2.4.3
der Faktorring R/I ein Korper, und damit auch ein Integritatsbereich. Daraus folgt mit Satz
2.4.16, dass I ein Primideal ist. O

Beispiel 2.4.18.
1. Fiir jede Primzahl p ist pZ C Z ein Primideal.

2. Das Nullideal in einem kommutativen unitalen Ring R ist genau dann ein Primideal, wenn
R nullteilerfrei ist.

3. Das Ideal I = 4Z im Ring 2Z ist ein maximales Ideal, aber kein Primideal, denn 2 ¢ I,
aber 2 -2 € . Die Voraussetzung in Korollar 2.4.17, dass R unital ist ist also notwendig.

4. Das Ideal (z) in Z[z] ist ein Primideal, aber kein maximales Ideal.

Denn nach nach Beispiel 2.3.12 ist Z[z]/(x) = Z und damit ist (z) ein Primideal nach
Satz 2.4.16. Da Z kein Korper ist, kann () nach Satz 2.4.3 kein maximales Ideal sein. In
der Tat gilt (z) C (x,2) C Z[z], denn 2 € (z,2) \ (z) und 3 € Z[z] \ (=, 2).

Aus einen Integritédtsbereich R kénnen wir nun in Analogie zur Konstruktion von Q aus den
ganzen Zahlen einen Korper konstruieren, indem wir Briiche bilden. Das bedeutet, dass wir
Zahlenpaare (a,b) mit a € R und 0 # b € R betrachten und zwei Zahlenpaare (a,b) und (¢, d)
identifizieren, wenn ad = bc gilt. Dies entspricht genau dem iiblichen Kiirzen von Briichen, denn
zwei Briiche a/b € Q und ¢/d € Q sind genau dann gleich, wenn ad = bc gilt.

Satz 2.4.19: Sei R ein Integritatsbereich.

1. Dann ist (a,b) ~ (c,d) < ad = be eine Aquivalenzrelation auf R x R\ {0}.
Die Aquivalenzklasse von (a,b) € R x R\ {0} wird mit a/b bezeichnet und a := a/1.

2. Die Quotientenmenge Q(R) wird ein Koérper mit den Verkniipfungen

@+c_ad+bc a ¢ ac
b d  bd b d bd
Er heifst der Quotientenkodrper des Integritiatsbereichs R.

Beweis:

1. Wegen ab = ab gilt (a,b) ~ (a,b) fir alle a € R, 0 # b € R (Reflexivitit). Die Bedingung
ad = bc ist invariant unter Vertauschen von (a, b) mit (¢, d) und damit gilt (a,b) ~ (¢, d) genau
dann wenn (¢,d) ~ (a,b) (Symmetrie). Ist (a,b) ~ (¢,d) und (¢,d) ~ (e, f), so folgt ad = bc
und cf = ed. Daraus ergibt sich d(af — be) = adf —bde = bcf —bde = b(cf —ed) = 0. Dad # 0
und R nullteilerfrei ist, folgt af — be = 0, also (a,b) ~ (e, f) (Transitivitit).

2. Wir zeigen, dass die Verkniipfungen wohldefiniert sind. Ist (a,b) ~ (a’,V') und (¢, d) ~ (¢, d'),
so ist a’b = ab’ und ¢’d = ¢d’, und daraus ergibt sich

(a'd + V' )od — (ad + be)b'd = d'd(a'b — ab') + V'b('d — d'¢) = 0,
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also (a'd' +b'd, /') ~ (ad + be, bd). Ebenso erhalten wir
(@) (bd) — (ac) (') = (@b)(d) — (a)(ed) = (a¥)(ed') — (ab)(ed!) = O,

also (a’'d,t/'d’) ~ (ac,bd). Damit sind die Verkniipfungen wohldefiniert. Beide Verkniipfungen
sind offensichtlich kommutativ, und - ist offenbar assoziativ. Die Assoziativitdt von + folgt aus
einer direkten Rechnung:

v

e . cofted _a (c e
f b f bdf b df b d f)°
Offensichtlich ist 0 = 0/1 das neutrale Element der Addition und —a/b das additive Inverse

von a/b. Es ist 1 = 1/1 das neutrale Element der Multiplikation, und fiir a/b # 0 ist a # 0 und
damit b/a das multiplikative Inverse von a/b. Das Distributivgesetz folgt durch Nachrechnen:

<a C) e ad+bc E:adf+bcf+ebd:g+cf—|—ed:

c,
f

a
W f b b &b

<g+5> E_ad+bc e ade +bce ae ce
b d) f O

IS
&Hlm

Ahnlich wie Faktorringe zeichnen sich auch Quotientenkérper von Integritéitsbereichen durch
eine charakteristische Eigenschaft aus. Diese erlaubt es, jeden injektiven unitalen Ringhomo-
morphismus f : R — K aus einem Integritatsbereich R in einen Korper K zu einem injektiven
unitalen Ringhomomorphismus f’ : Q(R) — K fortzusetzen. Ahnlich wie die charakteristische
Eigenschaft des Faktorrings erspart sie es einem, immer wieder die die Wohldefiniertheit ei-
ner Abbildung und ihre Kompatibilitdt mit der Ringstruktur nachzurechnen. Sie ist auch sehr
nitzlich, um die Isomorphie eines Quotientenkorpers zu einem anderen Korper zu beweisen.

Satz 2.4.20: Sei R ein Integritdtsbereich und Q(R) sein Quotientenkérper. Dann gilt:
1. Die Einbettung ¢ : R — Q(R), r — 7/1 ist ein injektiver unitaler Ringhomomorphismus.

2. Zu jedem injektiven unitalen Ringhomomorphismus f : R — K in einen Korper K gibt
es genau einen unitalen Ringhomomorphismus f’' : Q(R) — K mit f' o+ = f, némlich
[ Q(R) = K, r/s+ f(r)f(s)~!. Er ist injektiv.

Dies bezeichnet man als die charakteristische Eigenschaft des Quotientenkorpers..

R—=Q(R)

fl L3y
1’4

K

Beweis:
1. Offensichtlich ist ¢ injektiv, denn aus r/1 = s/1 folgt (r,1) ~ (s,1), alsor=r-1=s-1=s.
Sie ist ein unitaler Ringhomomorphismus, denn
r+s

151 =u(r+s), L(T)-L(S):I-

r 1
u(r) +¢(s) = 1 + =T = u(rs), (1) = 1= 1.

2. Sei f: R — K ein injektiver unitaler Ringhomomorphismus. Ist f’' : Q(R) — K ein unitaler
Ringhomomorphismus mit f' ot = f, so folgt fiir alle r € Rund 0 #s € R

r@=r () (0 @@ e
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Damit ist f’ eindeutig bestimmt. Die Abbildung f’ : Q(R) — K, r/s — f(r)f(s)~! ist wohl-
definiert. Denn wegen der Injektivitat von f gilt f(s) ;é 0 fiir alle s # 0, und da K ein Korper
ist, hat f(s) dann ein multiplikatives Inverses f(s)~!. Ist (r,s) ~ (v, §) fir r,7’,s,s € R
mit s,8" # 0, so ist rs’ = r’s und damit auch f(r )f( " = f(rs) = f(r's) = f(r')f(s). Da
f(s), f(s') invertierbar sind, ergibt sich f'(r/s) = f(r)f(s)™' = f(r") f(s)"t = f'(r'/s').Es gilt
frour)=f'(r/1) = f(r) und

D) =r (M) =t st =0 + s =1 (541 (£)
P D)= (B ) =sensen = s o =1 (5)-r (1)

fir alle r,t € Rund 0 # s,u € R. Damit ist f’ ein unitaler Ringhomomorphismus. Er ist

injektiv, denn aus f(r/s) = f(r)f(s)~' = f(t)f(u)"t = f(t/u) folgt f(r)f(u) = f(t)f(s), also

f(ru—ts) = 0 und wegen der Injektivitiat von f dann auch ru = st und r/s = t/u. O

Beispiel 2.4.21.
1. Der Quotientenkorper des Integritatsbereichs Z ist der Kérper Q der rationale Zahlen.

2. Der Quotientenkorper eines Polynomrings R[z] mit Koeffizienten in einem Integritétsbe-
reich R heifst Korper der gebrochen rationalen Funktionen iiber R.

3. Der Quotientenkorper des Rings Z[i] der Gaufschen Zahlen ist isomorph zum Korper
Q(i) = {a+ib|a,b € Q} C C (Ubung).

4. Fiir jeden Korper K ist Q(K) = K, denn in diesem Fall gilt (r,s) ~ (rs™1, 1) fiir alle r € K
und 0 # s € K. Damit ist ¢ : K — Q(K), r +— r/1 surjektiv, also ein Isomorphismus.

Wendet man Satz 2.4.20 auf den Integritdtbereich R = Z und den kanonischen Ringhomomor-
phismus f : Z — K an, so erhélt man die Aussage, dass der Korper K entweder Q oder einen
Korper Z/pZ als unitalen Unterring enthélt. Diese Korper spielen also eine besondere Rolle und
konnen als die kleinsten Korper oder Grundbausteine aller Koérper aufgefasst werden.

Korollar 2.4.22: Sei K ein Koérper und f : Z — K, n +— nlg der kanonische Ringhomomor-
phismus aus Beispiel 2.1.16. Dann gilt:

e Ist ker(f) = {0}, so setzt sich f zu einer kanonischen Einbettung f’: Q — K fort.
o Ist ker(f) = pZ mit p € N prim, so induziert f eine kanonische Einbettung f’ : Z/pZ — K.

Der Korper f(Z) heiftt Primkoérper von K. Er ist der kleinste Korper, der in K enthalten ist.

Beweis:

Ist ker(f) = 0, so induziert f nach Satz 2.4.20 einen injektiven unitalen Ringhomomorphismus
f:Q — K mit im(f’) = Q. Ansonsten ist ker(f) = pZ mit p = char(K) prim nach Beispiel
2.1.16 und Beispiel 2.1.17, 4. Nach dem Homomorphiesatz 2.3.11 induziert f dann einen injek-
tiven unitalen Ringhomomorphismus f' = f/ker(f) : Z/pZ — K mit im(f") = Z/pZ. Ist U C K
ein unitaler Unterring von K, der ein Kérper ist, so gilt 1 = f(1) € U und damit f(Z) C U. Ist
ker(f) = {0}, so folgt f'(Q) C U, da U als Korper abgeschlossen unter der Inversenbildung ist.
Ansonsten gilt f'(Z/pZ) = f(Z) C U. O
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2.5 Teilbarkeit in Integritatsbereichen

In Beispielen 2.1.4, 2.3.13 und 2.3.14 wurden, respektive, der Ring Z/nZ als Quotient des Inte-
grititsbereichs Z, der Kérper C der komplexen Zahlen als Quotient des Integrititsbereichs R|x]
und der Integritétsbereich Z[i] der Gaukschen Zahlen als Quotient des Integritétsbereichs Z|x]
konstruiert. Dies zeigt, dass sich mit Hilfe von Idealen in Integritétsbereichen interessante Ringe
oder sogar Korper konstruieren lassen. Die am einfachsten zu handhabenden Ideale sind da-
bei Hauptideale, also Ideale, die von einem einzigen Element erzeugt werden. Die Eigenschaften
dieses Elements entscheiden dann dariiber, welche Eigenschaften der zugehorige Faktorring hat.
So ist nach Korollar 2.4.4 der Faktorring Z/nZ genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl
ist. Ebenso garantiert die Tatsache, dass sich das Polynom z? + 1 nicht in zwei reelle lineare
Polynome faktorisieren liisst, dass der Quotient C = R[z]/(z* + 1) ein Kérper und der Quotient
Z[i] = Z[x]/(2* + 1) ein Integritéitsbereich ist. Um dies systematisch zu verstehen, befassen wir
uns nun mit Teilbarkeit in Integritatsbereichen.

Definition 2.5.1: Sei R ein Integritédtsbereich und r;s € R.

1. Das Element r heifst Teiler von s und s heifst Vielfaches von r, wenn es ein Element
t € R mit s =t -r gibt. Man schreibt dann r|s.

2. Die Elemente r, s heifien zueinander assoziiert, wenn r|s und s|r. Man schreibt r ~ s.

Bemerkung 2.5.2. Sei R ein Integrititsbereich.
1. Es gilt 1|r, 7|0 und r|r fiir alle r € R.
2. Esgilt rls & s € (r) < (s) C(r).

3. Zueinander assoziiert sein ist eine Aquivalenzrelation auf R, und es gilt:
re~s< (r)=(s) < ue R*:s=ur.

Die erste Aquivalenz folgt aus 2. Ist s = ur mit u € R, so folgt 7 = u~'s, also r|s und
s|r. Ist 7 ~ s, so gibt es w,v € R mit s = ur und r = vs. Daraus folgt s = uvs, und da R
nullteilerfrei ist, s = 0 oder uv = 1. Ersteres impliziert » = s = 0 und letzteres u,v € R*.

4. Ist u € R* eine Einheit, so gilt u|s und us|s fiir alle s € R. Denn s = u-(u"'s) = (us)-u~'.

Die Teiler us und u mit u € R* bezeichnet man als triviale Teiler von s. Die iibrigen
Teiler heifsen nichttriviale Teiler.

Die Multiplikation mit Einheiten in einem Ring R &ndert also offensichtlich nichts daran, ob
ein Element ein anderes Element teilt oder von ihm geteilt wird. Teilbarkeitsaussagen sind
daher immer nur eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten. Im Ring Z gestaltet sich das
besonders einfach, da es dort nur sehr wenige Einheiten gibt, ndmlich 1 und —1. Dort kann
man Eindeutigkeit erzielen, indem man Positivitdt fordert. Dies ist jedoch fiir allgemeinere
Integritédtsbereiche nicht moglich.

Ahnlich wie im Ring Z kann man auch in Integrititsbereichen ein Konzept von gréften ge-
meinsamen Teilern und kleinsten gemeinsamen Vielfachen formulieren. Diese sind jedoch nur
bis auf Einheiten bestimmt und sollten daher als Teilmengen des Integritatsbereichs, nicht als
Elemente des Integritétsbereichs aufgefasst werden.
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Definition 2.5.3: Sei R ein Integritdtsbereich und X C R eine Teilmenge.

1.

Ein Element s € R heifst grofiter gemeinsamer Teiler von X, wenn
rlz firallex € X < rls

Die Menge der groften gemeinsamen Teiler von X wird mit ggT(X) bezeichnet oder mit
geT(xq, .., z,) fir X = {z1,...,2,}.

Ein Element s € R heilst kleinstes gemeinsames Vielfaches von X, wenn
zlr firallex € X < s|r

Die Menge der kleinsten gemeinsamen Vielfachen von X mit kgV (X)) bezeichnet oder mit
kgV(z1,..,z,) fir X = {z1,...,2,}.

Die Menge X heift teilerfremd, wenn 1 € ggT(X), und paarweise teilerfremd, wenn
1 € ggT(x,y) fir alle z # y € X.

Bemerkung 2.5.4.

1.

Grofste gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache sind eindeutig bis auf Mul-
tiplikation mit Einheiten: Es gilt rR* = ggT(X) und sR* = kgV(X) fiir alle r € ggT(X)
und s € kgV(X).

. Es gilt ggT(0) = {0} und kgV(0) = R*, denn fir X = ) sind die Bedingungen r|z fiir

alle x € X und z|r fiir alle z € X leer. Damit miissen grofite gemeinsame Teiler Vielfache
von allen Elementen in R sein, kleinste gemeinsame Vielfache alle Elemente von R teilen.

Ist 0 € X, so folgt ggT(X) = ggT(X \ {0}) und kgV(X) = {0}. Ist r € X ecine Einheit,
so folgt ggT(X) = R* und kgV(X) = kgV(X \ {r}).

Es gilt s € kgV(X) genau dann, wenn (s) = (), (7).

Jede paarweise teilerfremde Teilmenge X C R ist auch teilerfremd, aber die Umkehrung
gilt nicht. Beispielsweise ist {2,3,4} C Z teilerfremd, aber nicht paarweise teilerfremd.

Die Existenz von grofsten gemeinsamen Teilern und kleinsten gemeinsamen Vielfachen ist durch
Definition 2.5.3 nicht gesichert. Definition 2.5.3 liefert auch kein Verfahren, um die gréfsten
gemeinsamen Teiler oder kleinsten gemeinsamen Vielfachen zu bestimmen. Im Ring Z benutzt
man dafiir die Primfaktorzerlegung. Mdchte man dieses Verfahren verallgemeinern, so muss
man sich zunéchst iiber die Definition von Primzahlen Gedanken machen. In Z kann man eine
Primzahl entweder als eine (von Null verschiedene) Zahl definieren, die nur triviale Teiler hat,
oder als eine Zahl, die ein Produkt teilt genau dann, wenn sie einen der Faktoren teilt. In einem
allgemeinen Integritdatsbereich miissen diese zwei Forderungen aber nicht {ibereinstimmen.

Definition 2.5.5: Sei R ein Integritidtsbereich. Ein Element » € R\ (R* U {0}) heifst

1.
2.

unzerlegbar oder irreduzibel, falls  nur triviale Teiler hat.

Primelement, wenn aus r|ab folgt r|a oder r|b.
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Beispiel 2.5.6.

1. In einem Korper K gibt es weder Prim- noch irreduzible Elemente, denn K = {0} U K*.

2. Die Primelemente in Z und die irreduziblen Elemente in Z stimmen iiberein. Es sind ge-
nau die Elemente 4+p mit p € N prim.

3. Im Integrititsbereich Z[iv/5] = {a +iv5b | a,b € Z} C C ist das Element 3 € Z[iv/5]

irreduzibel, aber kein Primelement.

Denn aus 3 = 7y - 1o mit r; = a; + iv/5b; folgt 9 = 32 = |r1|?[r2|® = (a2 + 5b2) (a3 + 5b3),
und das impliziert by = by = 0 und 71,75 € {£1,43}. Die Elemente +1 € Z[iv/5] sind
offensichtlich Einheiten. Damit hat 3 keine nichttrivialen Teiler und ist irreduzibel. Es gilt
aber 3|9 = 445 = (2+iV5)(2 —iV/5), aber 31 (24 iv5), (2 —iv/5), und damit ist 3 kein
Primelement in Z[iv/5].

Lemma 2.5.7: In jedem Integritdtsbereich R gilt:

1. Primelemente sind irreduzibel.

2. Ist p € R ein Primelement oder irreduzibel, so sind auch alle zu p assoziierten Elemente
Primelemente oder irreduzibel.

Beweis:

1. Ist p € R ein Primelement und p = rs, so gilt r, s|p, und aus p|p = rs folgt p|r oder p|s.
Damit folgt p ~ r oder p ~ s. Ist p ~ r, so gibt es nach Bemerkung 2.5.2, 4. eine Einheit
u € R* mit r = up, und es folgt s = v~ € R*. Damit sind r, s triviale Teiler von p. Fiir p ~ s
argumentiert man analog.

2. Ist r ~ p, so gilt (r) = (p) nach Bemerkung 2.5.2, 4. und damit p|s < r|s und s|p < s|r
fiir alle s € R nach Bemerkung 2.5.2, 2. Damit ist p prim genau dann, wenn r prim ist, und p
irreduzibel genau dann, wenn r irreduzibel. O

Die Idee ist es nun, Elemente in einem Integritdtsbereich in Primelemente und Einheiten zu
zerlegen, sie also als Produkt von Primelementen und Einheiten zu schreiben. Dabei stellt sich
die Frage nach der Existenz und der Eindeutigkeit einer solchen Zerlegung. Die Eindeutigkeit
der Zerlegung folgt induktiv aus der Definition eines Primelements und der Tatsache, dass
Primelemente irreduzibel sind.

Lemma 2.5.8: Sei R ein Integritatsbereich, u,v € R* Einheiten und py, ..., pm, q1, .-, qn € R
Primelemente mit m,n > 0 und up;---pm = vq - -q,. Dann ist m = n und es gibt eine
Permutation o € \S,, mit p; ~ g, firi =1,...,n.

Beweis:

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir m < n annehmen und den Beweis durch
Induktion nach m fiihren. Fiir m = 0 ist vq, - - - ¢, = u. Daraus folgt R = (uv™!) = (q1- - ¢a) C
(¢;) und damit ¢; € R* fiir alle i € {1,..,n}. Also muss n = 0 gelten.

Sei nun m > 0. Da p,, prim ist und p,,|up; -+ pm = Vg1 - - Gn, gibt es ein j € {1,...,n} mit
Pmlg;- Durch Umordnen der ¢; kénnen wir j = n erreichen. Da ¢,, auch prim und damit irredu-
zibel ist, gilt ¢, = wp, mit w € R*. Daraus folgt p,(up; . .. pm—1— (vw)q1 . . . ¢n—1) = 0, und da
R nullteilerfrei ist und p,, # 0 auch up; ...p,_1 = (vw)q . .. ¢p—1. Mit der Induktionsannahme
folgt die Behauptung. O
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2.5.1 Faktorielle Ringe

Lemma 2.5.8 sichert zwar die Eindeutigkeit einer Zerlegung in Primfaktoren, aber nicht deren
Existenz. Schon am Ring Z[iv/5] aus Beispiel 2.5.6, 3. zeigt sich, dass diese im Allgemeinen
nicht gesichert ist. Nach Beispiel 2.5.6, 3. sind ndmlich £1 und £3 die einzigen Teiler von 3. Die
Elemente +1 sind als Einheiten keine Primelemente. Das Element 3 ist keine Einheit, aber nach
Beispiel 2.5.6 auch kein Primelement. Damit ist 3 € Z[iv/5] kein Produkt von Primelementen,
und man erkennt, dass im Ring Z[iv/5] keine Primfaktorzerlegung existiert. Wir miissen die
Existenz von Primfaktorzerlegungen also separat fordern.

Definition 2.5.9: Ein Integritatsbereich R heifst faktorieller Ring, wenn sich jedes Element
r € R\ (R*U{0}) als endliches Produkt von Primelementen schreiben l&sst.

Beispiel 2.5.10.

1. Jeder Koérper K ist trivialerweise faktoriell, denn K = {0} U K*.
2. Der Ring Z ist faktoriell.
3. Wir werden zeigen, dass fiir jeden faktoriellen Ring R auch der Polynomring R[x] faktoriell

ist (vgl. Satz 2.6.7). Insbesondere gilt dies fiir den Polynomring Z[x] und fiir Polynomrin-
ge K[z] iiber Korpern K.

4. Wir werden zeigen, dass der Ring Z[i] der Gaufsschen Zahlen faktoriell ist (Satz 3.3.2).
5. Der Ring Z[iv/5] ist nicht faktoriell.

6. Unitale Unterringe von C der Form Z[c|] = Z + ¢Z fiir ¢ € C wurden erstmals von Gauf
untersucht. Insbesondere betrachtete er Ringe der Form

ZIVd  d#1mod 4
Rd:{ [Vd # 1 mo Vd = iv—d fird <0

]
Z[HQ‘/&] d=1mod 4

fiir quadratfreie Zahlen d € Z, also Zahlen d € Z, die durch keine Quadratzahl # 1
teilbar sind. Gauf vermutete, dass der Ring Ry fiir d < 0 faktoriell ist genau dann, wenn
de{-1,-2,-3,-7,—11,—-19,—43, —67, —163}. Dies wurde erst 1966 bewiesen.

Ebenso ist bekannt, dass R, fiir 38 quadratfreie Zahlen d zwischen 2 und 100 faktoriell
ist. Gauft vermutete, dass es unendlich viele quadratfreie Zahlen d € N gibt, fiir die Ry
faktoriell ist, aber diese Vermutung ist bis heute nicht bewiesen.

Ist die Existenz einer Primfaktorzerlegung in einem Ring R gesichert, so folgt aus 2.5.8 ih-
re Eindeutigkeit, aber nur bis auf Multiplikation der Primelemente mit Einheiten. Um diese
Uneindeutigkeit zu vermeiden, kann man ein Représentantensystem der Primelemente in R
betrachten, also eine Menge P von Primelementen, so dass jedes Primelement zu genau ei-
nem Primelement aus P assoziiert ist. Fiir den Ring Z kann man beispielsweise die Menge der
positiven Primelemente wahlen.

Damit wird die Primfaktorzerlegung in einem faktoriellen Ring eindeutig. Indem man den Zah-
ler und Nenner eines Bruchs in Primelemente faktorisiert und diejenigen Primelemente kiirzt,
die in beiden auftreten, erhédlt man auch direkt eine analoge Zerlegung fiir Elemente des zuge-
horigen Quotientenkorpers. Der einzige Unterschied ist, dass hier auch negative Potenzen von
Primelementen auftreten kénnen.
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Satz 2.5.11: Sei R ein faktorieller Ring und P ein Reprisentantensystem der Primelemente.

1. Zu jedem Element 0 # r € R gibt es eine eindeutig bestimmte Einheit (r) € R* und
eindeutig bestimmte v,(r) € Ng mit v,(r) = 0 fiir fast alle p € P, so dass

r=c(r) []p"". (2.3)

peEP

2. Zu jedem Element 0#7 € Q(R) gibt es eine eindeutige Einheit (r) € R* und eindeutige
vp(r) € Z mit v,(r) = 0 fiir fast alle p € P, so dass r durch (2.3) gegeben ist.

3. Fir0# r € Q(R) gilt r € R genau dann, wenn v,(r) € Ny fiirallep € P. Fir0 #r,s € R
gilt r|s genau dann, wenn v,(r) < v,(s) fiir alle p € P.

Beweis:
1. Dies folgt direkt aus der Definition eines faktoriellen Ringes sowie aus Lemma 2.5.8.

2. Flir 0 #r € Q(R) ist r = s/u mit 0 # s,u € R. Aus der Zerlegung (2.3) fiir u, s folgt

S - UplS)—UplU
2 = e(s)e(u) 1pr() p(w)

u
peEP

Ist 7 = s/u = §'/u, so folgt us’ = su'. Aus der Eindeutigkeit von (2.3) fir u,u’, s, s folgt
vp(w) + vp(8") = vp(s) + vp('), e(u)e(s’) = e(u')e(s), also auch v,(s) — vy(u) = v,(s") — v,(u'),
e(s)e(u)™ = e(s')e(v/)~!. Damit ist die Zerlegung (2.3) auch eindeutig fiir nichttriviale Ele-
mente aus Q(R).

3. Offensichtlich ist auch 0 # r € R genau dann, wenn v,(r) € Ny fiir alle p € P gilt. Fiir
0 # r,s € R gilt r|s genau dann, wenn s/r € R, also genau dann, wenn v,(s) — v,(r) > 0. O

Ein wichtige Konsequenz aus der Primfaktorzerlegung in einem faktoriellen Ring ist, dass Prim-
elemente und irreduzible Elemente {ibereinstimmen. Dies ist auch in Anwendungen niitzlich, da
sich Irreduzibilitdt meist leichter iberpriifen lédsst als die Bedingung, ein Primelement zu sein.

Korollar 2.5.12: Sei R ein faktorieller Ring und 0 # r € R. Dann ist r genau dann prim,
wenn r irreduzibel ist.

Beweis:

Nach Lemma 2.5.7 sind Primelemente in einem Integritatsbereich irreduzibel. Ist R faktoriell
und 0 # r € R irreduzibel, so enthélt die Primfaktorzerlegung (2.3) von r genau ein Primele-
ment, und damit ist auch r ein Primelement. O

Aus der Primfaktorzerlegung in einem faktoriellen Ring ergibt sich nun &hnlich wie im Ring
Z die Existenz von grofiten gemeinsamen Teilern und kleinsten gemeinsamen Vielfachen und
ihre Eindeutigkeit bis auf Multiplikation mit Einheiten. Ebenso erhilt man direkt, dass sich
jedes Element des zugehorigen Quotientenkorpers als gekiirzter Bruch darstellen ldsst. Auch
die Produktformel fiir grokte gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache sowie die
Charakterisierung fiir paarweise teilerfremden Teilmengen verallgemeinern sich.
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Satz 2.5.13: Sei R ein faktorieller Ring, X C R und P C R ein Repréasentantensystem der
Primelemente in R. Dann gilt:

1. Esist ggT(0) = ggT({0}) = {0} und ansonsten
ggT(X) = (ILep p™)R™ mit  m, := min{v,(z) | z € X}.
2. Esist kgV(0) = R*, kgV(X) = {0}, falls [{v,(z) | x € X}| = oo fiir ein p € P und sonst
kgV(X) = (Iyep pM)R*  mit M, = max{v,(z) | v € X}.
3. Jedes Element r € Q(R) lédsst sich als gekiirzter Bruch r = s/t mit teilerfremden
s,t € R schreiben. Dabei sind s und t eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten.

Beweis:

1. Ist X = () oder X = {0}, so folgt ggT(X) = {0} nach Bemerkung 2.5.4, 2. und 3. Ansonsten
gilt ggT(X) = ggT(X \ {0}) und jedes Element r € X \ {0} hat eine Primfaktorzerlegung (2.3).
Da nach Satz 2.5.11 r|s fiir r, s # 0 genau dann, wenn v,(r) < v,(s), gilt r|z fir alle z € X'\ {0}
genau dann, wenn v,(r) < min{v,(z) | x € X}.

2. Ist X = (), so gilt kgV(X) = R* nach nach Bemerkung 2.5.4, 2. Gibt es ein p € P mit
Hvp(x) | © € X} = oo, so ist 0 das einzige gemeinsame Vielfache aller Elemente in X und
damit kgV(X) = {0}. Ansonsten gilt nach Satz 2.5.11 x|r fiir alle x € X genau dann, wenn
vp(r) > max{uv,(x) | x € X}.

3. Fiir 0 # r,s € R gibt es Elemente 0 # ', s’ € R mit r = 1" - ggT(r,s) und s = s’ - ggT(r, s).
Per Definition des grofiten gemeinsamen Teilers gilt ggT(r/, ') = R*, und per Definition des
Quotientenkorpers Q(R) gilt r/s = r'/s’. Die Eindeutigkeit von r/, s’ bis auf Einheiten ergibt
sich aus der Eindeutigkeit des ggT bis auf Einheiten. ]

Korollar 2.5.14: Sei R ein faktorieller Ring und x,y € R. Dann gilt

ggT(z,y) - kgV(z,y) = (zy)R™.
Beweis:
Ist 0 € {z,y}, so ist kgV(z,y) = {0} = (xy) R* nach Bemerkung 2.5.4, 3. Ansonsten gilt nach
Satz 2.5.13 fiir jedes Repréasentantensystem P der Primelemente

ggT(x7 y) = (HpGP pmin{vp(x),vp(y)})RX kgV(x, y) = (HpGP pmax{”p(w)’”p(y)})RX_
Da min(m,n) + max(m,n) = m + n fir alle m,n € Z, folgt

geT(z,y) - kgV(z,y) = (Mpep p*@ W) R = (zy)R*. O

Korollar 2.5.15: Sei R ein faktorieller Ring und 0 # 4, ..., 7, € R. Dann sind dquivalent:

(i) Die Menge {71, ...,7,} ist paarweise teilerfremd.
(i) Es gilt kgV(rq,...,m) = (r1 - 1) R*.
(iii) Es gilt (), (r:) = (r1--- 7).

Beweis:
Die Aquivalenz (ii) < (iii) folgt aus Bemerkung 2.5.4, 4. Nach Satz 2.5.13, 2. ist (ii) dquivalent
zu max{v,(r1),...,vp(rn)} = vp(ry---1n) = vp(r1) + ... 4+ vp(ry,) fiir alle Primelemente p € P

und jedes Reprisentantensystem P der Primelemente. Wegen v,(r;) > 0 bedeutet dies, dass
vp(r;) flir hochstens ein ¢ ungleich 0 ist. Dies ist aber dquivalent zu (i). O
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2.5.2 Hauptidealringe

Im letzten Abschnitt wurden faktorielle Ringe als die allgemeinsten Ringe eingefiihrt, in denen
eine eindeutige Primfaktorzerlegung existiert und in denen sich damit Teilbarkeitsprobleme gut
behandeln lassen. Allerdings kann der Beweis, dass ein gegebener Integritatsbereich faktoriell
ist, sehr schwierig sein. Dies wird beispielsweise am Beispiel der Ringe R, aus Beispiel 2.5.10,
6. deutlich, bei denen die Klarung dieser Frage Jahrhunderte gedauert hat oder noch aussteht.
Es ist also sinnvoll, nach einfach handhabbaren Beispielen von faktoriellen Ringen zu suchen.

Dazu betrachten wir Ideale. Im Ring Z konnen wir den groften gemeinsamen Teiler einer
Teilmenge X C Z auch definieren als die bis auf ihr Vorzeichen eindeutige ganze Zahl, die
dasselbe Ideal erzeugt wie X. Eine solche Zahl existiert, da jedes Ideal in Z von der Form
(r) = rZ fiir ein r € Z ist. Wir untersuchen nun Ringe, die eine analoge Eigenschaft besitzen.

Definition 2.5.16: Ein Integritéitsbereich R heift Hauptidealring, wenn jedes Ideal in R
ein Hauptideal ist: zu jedem Ideal I C R gibt es ein r € R mit [ = (r).

Beispiel 2.5.17.

1. Jeder Korper K ist ein Hauptidealring. Denn nach Lemma 2.4.1 sind {0} = (0) und
K = (1) die einzigen Ideale in K.

2. Der Ring R = Z ist ein Hauptidealring.

Denn jedes Ideal I C Z ist eine Untergruppe und damit nach Beispiel 1.2.6 von der Form
I =nZ = (n) fiir ein n € Ny.

3. Wir werden in Satz 2.5.31 zeigen, dass Polynomringe iiber Kérpern Hauptidealringe sind.

4. Wir werden zeigen, dass der Ring Z[i] der Gaufsschen Zahlen aus Beispiel 2.2.3, 8. ein
Hauptidealring ist (vgl. Satz 2.5.28 und Satz 3.3.2).

5. Der Ring R, fiir quadratfreie Zahlen d € Z aus Beispiel 2.5.10

Z[“Y4) 4 =1 mod 4,

o {Z[\/E] d % 1 mod 4

ist fiir d < 0 ein Hauptidealring genau dann, wenn —d € {1,2,3,7,11,19,43,67, 163}.
Fiir d > 0 gibt es viele Beispiele von Hauptidealringen R;, aber keine komplette Liste.

6. Der Polynomring Z[z] ist kein Hauptidealring.

Denn das Ideal I = (2,2) ={2- f+x-g]| f,g9 € Z[z]} € Z]z] ist kein Hauptideal. Gébe
es ein Polynom p € Z[z] mit I = (p), so miisste p ein Teiler von 2 und von z sein, also
ein konstantes Polynom, das z teilt. Daraus wiirde p € {£1} und (p) = R 2 I folgen.

7. Der Polynomring K[z, y] in zwei Variablen tiber einem Korper K ist kein Hauptidealring.

Denn das Ideal I = (z,y) ={z- f+vy-g| f,9 € Klz,y]} C K[z,y] ist kein Hauptideal.
Gébe es ein p € K[z, y] mit I = (p), so wére p ein Teiler von x und von y und damit ein
konstantes Polynom p # 0, also eine Einheit. Daraus wiirde (p) = K]z, y| folgen, aber es
gilt 1 ¢ I und damit I C K[z, y].
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In Hauptidealringen ist die Existenz von grofsten gemeinsamen Teilern immer gesichert, und
diese lassen sich durch Ideale beschreiben. Denn es gibt zu jeder Teilmenge X C R ein Element,
das das von X erzeugte Ideal (X) erzeugt. Dieses Element ist dann ein Teiler aller Elemente
aus X und ein maximaler, denn jedes echte Vielfache erzeugt ein kleineres Ideal.

Lemma 2.5.18: Sei R ein Hauptidealring. Dann gilt ggT(X) # 0 und (X) = (s) fiir alle
Teilmengen X C R und grokte gemeinsame Teiler s € ggT(X).

Beweis:
Da R ein Hauptidealring ist, gibt es ein Element s € R mit (X) = (s). Daraus folgt

rlefirallere X X C(r)e (X)C(r)<(s) C(r)er|s

und damit s € ggT(X) nach Definition 2.5.3. O

Ist X C R eine endliche Menge, so enthélt das von X erzeugte Ideal in R genau die Linear-
kombinationen von Elementen aus X mit Koeffizienten in R. Gibt es ein Element, das dieses
Ideal erzeugt, kénnen wir es also als Linearkombination der Elemente aus X schreiben. Dies ist
das sogenannte Lemma von Bézout, mit dem sich unter anderem die Einheiten in Faktorringen
von Hauptidealringen explizit beschreiben lassen.

Korollar 2.5.19 (Lemma von Bézout):

Sei R ein Hauptidealring, rq,...,7, € Rund s € ggT(ry,...,7,). Dann gibt es sq,...,s, € R mit
sir1+ -+ -+ sy, = s. Insbesondere sind 74, ..., 7, teilerfremd genau dann, wenn es sy, ..., s, € R
gibt mit sy7ry + -+ - + 5,1 = 1.

Beweis:

Da R ein Hauptidealring ist, ist ggT(ry, ...,7,) # O und (rq, ...,7,) = (s) fir alle s € ggT(r1, ..., 7)
nach Lemma 2.5.18. Damit ist s € (rq, ...,7,), und es gibt s1,..., s, € Rmit s = s171+ ... + 8, 7.
Sind 74, ..., 7, teilerfremd, so folgt 1 € ggT(ry,...,r,), und damit gibt es sq,...,s, € R mit
1 =871 + ... + 8,7, Gibt es umgekehrt sq,....s, € R mit 1 = sy + ... + 7,5, so folgt wegen
geT(r1,.ccyr) | 1y fur alle ¢ € {1,...,n} auch ggT(ry,...,7,) | 1 und damit 1 € ggT(ry,...,7,)
und rq, ..., r, teilerfremd. O

Korollar 2.5.20: Sei R ein Hauptidealring und 0 # d € R. Dann gilt:
) (R/(d))* ={r+(d) | r ist teilerfremd zu d}.

Beweis:
Fiir a,b € R sind a + (d) und b + (d) genau dann, zueinander invers, wenn ab + (d) = 1 + (d),
also genau dann, wenn ab — 1 € (d). Letzteres ist der Fall genau dann, wenn es ein ¢ € R gibt
mit ab + c¢d = 1. Das gibt es nach dem Lemma von Bézout genau dann, wenn 1 € ggT(a,d). O

Ebenfalls mit dem Lemma von Bézout konnen wir beweisen, dass Hauptidealringe immer fak-
toriell sind. Auch die Maximalitat eines echten Ideals in R ldsst sich damit durch Teilbarkeits-
aussagen charakterisieren, ndmlich dass das echte Ideal von einem Primelement erzeugt wird.

Satz 2.5.21: Fiir jeden Hauptidealring R gilt:

1. Jedes irreduzible Element in R ist ein Primelement.
2. Der Ring R ist faktoriell.
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Beweis:

1. Sei r € R irreduzibel und a,b € R mit r|ab. Da r irreduzibel ist und ggT'(a,r) ein Teiler von
r, gilt entweder ggT(r,a) ~ r oder ggT(r,a) € R*. Im ersten Fall ist r ein Teiler von ggT(r, a)
und damit von a, im zweiten gibt es nach dem Lemma von Bézout x,y € R mit xr + ya = 1
und 7 ist ein Teiler von b = xrb + yab.

2. Es reicht, zu zeigen, dass jedes Element r € R\ ({0} U R*) Produkt von endlich vielen
irreduziblen Elementen ist. Angenommen r € R\ ({0} U R*) ist ein Element, das kein Produkt
endlich vieler irreduzibler Elemente ist. Dann gibt es Elemente z,y € R\ (R*U{0}) mit zy = r.
Wiéren x und y endliche Produkte irreduzibler Elemente, so wéire auch r ein endliches Produkt
irreduzibler Elemente. Also gibt es ein 7 € {x,y}, das nicht Produkt endlich vieler irreduzibler
Elemente ist, und es gilt r1|r und r; ¢ r, also (r) C (r1). Durch Iteration dieses Arguments
erhalten wir induktiv eine unendliche Folge rq = r, 71,75 ..., so dass

(ro) € (r1) € ....

eine echt aufsteigende Kette von Idealen ist. Die Vereinigung I = U2 (;) ist dann nach dem
Beweis von Satz 2.4.8 wieder ein Ideal in R und damit ein Hauptideal. Sei also I = (s). Dann
gibt es ein i € Ny mit s € (r;), und es folgt (s) C (r;) € (r41) S I = (s) - ein Widerspruch.

Also lésst sich jedes Element r € R\ ({0} UR*) als Produkt endlich vieler irreduzibler Elemente
schreiben und damit nach 1. als Produkt endlich vieler Primelemente. O

Auch die Maximalitéit von echten Idealen in Hauptidealringen léasst sich durch Teilbarkeitsaus-
sagen charakterisieren. Denn es gilt (r) C (p) genau dann, wenn p ein Teiler von r ist, und
(r) € (p) € R genau dann, wenn p ein echter Teiler von r ist. Damit sind maximale Ideale in R
genau die Ideale, die von Elementen ohne echte Teiler erzeugt werden, also die von irreduziblen
und damit Primelementen erzeugten Ideale.

Satz 2.5.22: Sei R ein Hauptidealring. Dann ist R/(r) genau dann ein Kérper, wenn r € R*
ein Primelement ist.

Beweis:

Der Faktorring R/(r) ist genau dann ein Korper, wenn (r) ein maximales Ideal in R ist. Daraus
folgt insbesondere r ¢ R*. Da r = pq mit p,q € R\ (R*U{0}) dquivalent ist zu (r) C (p) € R,
folgt, dass () genau dann maximal ist, wenn r irreduzibel, also prim ist. O

Damit ist also der Faktorring R/(r) eines Hauptidealrings R beziiglich des von einem Prim-
element r € R erzeugten Hauptideal (r) ein Korper. Hat r dagegen echte Teiler, so hat der
Faktorring R/(r) nichttriviale Nullteiler. Allgemein lésst sich ein Element 0 # r € R als Pro-
dukt von paarweise teilerfremden Primpotenzen r = pj* - - - p;’* schreiben, und es stellt sich die
Frage wie der Faktorring R/(r) mit den Faktorringen R/(py*), ..., R/(p;*) zusammenhéngt. Dies
erinnert an die Situation bei der Klassifikation abelscher Gruppen, wo mit Hilfe des chinesischen
Restsatzes jede endliche abelsche Gruppe als Produkt zyklischer Gruppen von Primpotenzord-
nung dargestellt werden konnte. Fiir teilerfremde m,n € Z besagt der chinesische Restsatz 1.7.6
namlich, dass Z/nmZ = Z/nZ x Z/mZ. In der Tat erhélt man fiir Hauptidealringe eine analoge
Aussage, die ebenfalls unter dem Namen chinesischer Restsatz bekannt ist.
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Satz 2.5.23 (Chinesischer Restsatz): Sei R ein Hauptidealring und seien dy,...,d, € R
paarweise teilerfremd. Dann ist die Abbildung

o:R/(dy---dy) = R/(d1) X ... X R/(dyp) :x+ (d1--+dp) — (x+ (d1), ...,z + (dn))

ein unitaler Ringisomorphismus.

Beweis:
Die Abbildung ¢ ist offensichtlich ein unitaler Ringhomomorphismus. Zu zeigen ist noch die
Bijektivitdt. Gibt es ein ¢ € {1,...,n} mit d; = 0, so folgt aus der paarweisen Teilerfremdheit,

dass d; € R* fiir j # i. Dann ist R/(d;---d,) = R/(d;) =2 R/(0) =2 R, R/(d;) =2 R/R = {0}
fiir j # 1, und ¢ ist bijektiv. Sei nun d; # 0 fir alle i = 1, .., n.

Ist o + (dy - -~ dy) € ker o, so gilt x € (d;) fur alle i = 1,...,n, also x € (_,(d;). Nach Korollar
2.5.15 gilt (7, (d;) = (dy - - - d,), und damit = € (d; ---d,,). Also ist x + (d; - - - d,,) =0 € R/(d)
und ¢ ist injektiv.

Seien nun nun Nebenklassen x; + (d1),...,x, + (d,) mit z1,...,z, € R gegeben. Da dy, ..., d,
paarweise teilerfremd sind, sind auch die Elemente d; und D; := d; - - - d,, /d; teilerfremd, und
nach dem Lemma von Bézout gibt es Elemente a;,b; € R mit a;D; + b;d; = 1. Dann gilt (x)
d;|Djla;D; fir j # i, und fir x := ayDyzy + - - - + a, D2, € R erhélt man

Damit ist p(z + (dy---dy)) = (1 + (d1), ...,z + (dy,)) und ¢ surjektiv. O

Da die Situation fiir Hauptidealringe stark an den Ring Z erinnert, schreibt man fiir Elemente
x,y € R in einem Hauptidealring R auch x = y mod d statt x + (d) = y + (d) € R/(d) oder,
dazu dquivalent, x —y € (d). Der chinesische Restsatz lasst sich dann auch als Aussage iiber die
Losbarkeit gewisser Gleichungen interpretieren und liefert auch eine Methode zu ihrer Losung.

Korollar 2.5.24: Sei R ein Hauptidealring und dy,...,d,,x1,..., 2, € R, so dass dy,...,d,
paarweise teilerfremd sind. Dann hat das System von Kongruenzen

r=x; mod d;
: (2.4)
z =z, modd,

eine Losung x € R. Diese ist eindeutig modulo d = d; - - - d,,.

Beispiel 2.5.25. Wir betrachten den Hauptidealring R = Z und das System von Kongruenzen

z =21 mod 9
T = x9 mod 10
r = x3 mod 11.

Dann ist dy =9, dy = 10 und d3 = 11, und die Elemente D; = d; - - - d,,/d; und a;D; sind

D1 = d2d3 =110= 2 mod dl, a; = —4, CL1D1 = —440,
DQ = dldg =99 = —1 mod dg, [ —1, a2D2 = — 99,
D3 = d1d2 =90 = 2mod d3, as = —5, CL3D3 = —450.

Die allgemeine Losung lautet also

r = —440x; — 9929 — 45023 + 990Z.
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2.5.3 Euklidische Ringe

Im letzten Abschnitt haben wir die Eigenschaften von Hauptidealringen untersucht, die nach
Satz 2.5.21 Beispiele von faktoriellen Ringen sind. Allerdings konnten wir bis jetzt nur fiir Kérper
und den Ring Z beweisen, dass es sich tatséchlich um Hauptidealringe handelt. Der Beweis,
dass Z ein Hauptidealring ist, in Beispiel 2.5.17 beruht auf Beispiel 1.2.6, das hauptséachlich von
der Division mit Rest Gebrauch macht. Die entscheidende Aussage dabei ist, dass man jeder
ganzen Zahl eine Zahl in Ng zuordnen kann, ndmlich ihren Betrag, und erreichen kann, dass der
Rest bei der Division einen kleineren Betrag hat, als die Zahl, durch die dividiert wird. Auf diese
Weise hat man die bei der Division auftretenden Reste unter Kontrolle. Wir verallgemeinern
dies zu der folgenden Definition.

Definition 2.5.26: Ein Integritatsbereich R heiftt euklidischer Ring, wenn es eine Funktion
h: R\ {0} — Ng, r — h(r) gibt, die Hohenfunktion von R, so dass zu jedem Paar a,b € R
mit b # 0 Elemente m,r € R existieren mit

a=mb+r und r = 0 oder h(r) < h(b).

Beispiel 2.5.27. Der Ring R = Z ist euklidisch mit Héhenfunktion h : Z\ {0} — N, z — |z|.

Der Beweis, dass es sich bei Z um einen Hauptidealring handelt, verallgemeinert sich nun direkt
auf euklidische Ringe. Dazu wahlt man im zu betrachtenden Ideal ein Element minimaler Hohe,
und zeigt, dass dieses das ganze Ideal erzeugt.

Satz 2.5.28: Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis:

Sei R ein euklidischer Ring und I C R ein Ideal. Ist I = {0}, so ist I = (0) ein Hauptideal.
Ansonsten wéhlt man ein b € I\ {0} mit h(b) = min{h(a) | a € I\{0}}. Dannist (b) C I. Da R
euklidisch ist, gibt es zu @ € I Elemente m,r € R mit a = mb+r und r = 0 oder h(r) < h(b). Da
r =a—mb € I folgt aus der Minimalitdt von h(b) dann r = 0, also a € (b). Damit ist (b) = . O

Beispiel 2.5.29.

1. Wir werden in Satz 3.3.2 zeigen, dass der Ring Z[i] der Gaufschen Zahlen euklidisch ist.
2. Die Ringe Ry fiir quadratfreie Zahlen d € Z aus Beispiel 2.5.10, 6. und 2.5.17, 5.

o {Z[\/E] d % 1 mod 4

Z[Y4) 4 =1 mod 4,

sind fiir d < 0 euklidisch mit der Hohenfunktion h : Ry \ {0} — Ng, a 4+ v/db — a®> — db?
genau dann, wenn d € {—1,—2,—-3,—7,—11}. Die Ringe R_19, R_43, R_¢7 und R_1¢3
sind nach Beispiel 2.5.17, 5. Hauptidealringe, aber sie sind nicht euklidisch. Der Beweis
dieser Aussagen ist sehr aufwéndig.

Das zweite zentrale Beispiel euklidischer Ringe sind Polynomringe iiber Korpern. Hier iiber-
nimmt der Polynomgrad die Rolle der Hohenfunktion. Dazu muss aber bewiesen werden, dass
eine Polynomdivision mit einem Rest kleineren Grades immer moglich ist. Fiir Division durch
normierte Polynome gilt dies iiber beliebigen kommutativen Ringen mit Eins.
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Satz 2.5.30 (Polynomdivision): Sei R ein kommutativer unitaler Ring, f,¢g € R[z] und ¢
normiert. Dann gibt es eindeutige Polynome h,r € R[x] mit f = hg + r und deg(r) < deg(g).

Beweis:
Existenz: Induktion tiber m = deg(f). Ist deg(f) = 0, so ist deg(g) > deg(f) und damit
f=0-g+ f, oder deg(f) = deg(g) =0,also g=1und f = f-g+0.

Sei die Aussage bewiesen fiir alle f, g € R[z| mit g normiert und deg(f) < m — 1.

Sei f = apa™+- - +ag mit a,, # 0und g = x"+b,, 12"+ - +by. Ist deg(g) = n > m = deg(f),
so konnen wir f = 0- g+ f wahlen. Ist n < m, so ist f' = f — a,,2™ ™ - g ein Polynom vom
Grad deg(f’) < m — 1, und nach Induktionsvoraussetzung gibt es Polynome h,r € R[z] mit
"= hg+r und deg(r) < deg(g). Daraus folgt f = (h + a,z™ ™)g + r mit deg(r) < deg(g).

Eindeutigkeit: Sei f = hig + 1 = hog + 72 mit hy, ho, 71,79 € R[z] und degry,degry < degg.
Dann gilt (hy — hg)g = ro —r und damit deg((hy — ha)g) = deg(rs —r1) < degg. Da g normiert
ist, folgt hy — ho = 0 und damit auch r; — ry = 0. O

Offensichtlich kénnen wir durch Multiplikation mit geeigneten Einheiten jedes Polynom mit
Koeffizienten in einem Korper K normieren aufer dem Nullpolynom. Damit ist der Polynom-
grad eine Hohenfunktion, und der Polynomring K[z| ein euklidischer Ring. Kombinieren wir
dieses Ergebnis mit den Ergebnissen zu Primidealen und maximalen Idealen aus Satz 2.5.22,
so erhalten wir die folgende, etwas umfassendere Aussage.

Satz 2.5.31: Sei R ein Integritdtsbereich. Dann sind dquivalent:

(i) R ist ein Korper.
(i) R[z] ist ein euklidischer Ring mit Hohenfunktion deg : R[z] \ {0} — No.
(iii) R[z] ist ein Hauptidealring.

Beweis:
(ii)=-(iii) gilt nach Satz 2.5.28.

(iii)=(i): Ist R[z| ein Hauptidealring, so ist der Kern des surjektiven unitalen Ringhomomor-
phismus evy : R[z] — R ein Hauptideal in R[z], also ker(evy) = (p) fiir ein p € R[z]*. Nach
dem Homomorphiesatz 2.3.11 gilt R = R[z]/ker(evo) = R[z]/(p). Da R nullteilerfrei ist, ist
(p) € R[z] ein Primideal nach Satz 2.4.16, und damit ist p € R[z]* ein Primelement. Nach Satz
2.5.22 ist damit R = R[z]/(p) ein Korper.

(i)=(ii): Ist R ein Korper, so kénnen wir jedes Polynom 0 # g € R[z| durch Multiplikation
mit einer Einheit normieren. Nach Satz 2.5.30 gibt es damit zu den Polynomen f,g € Rlx]
eindeutige Polynome k,r € R[x] mit r = 0 oder deg(r) < deg(g) und f = kg + r. Damit ist
R|x] ein euklidischer Ring mit Hohenfunktion A : R\ {0} — Ny, f + deg(f). O

Nach Satz 2.5.22 ist der Faktorring R/(r) eines Hauptidealrings ein Korper genau dann, wenn
r € R* ein Primelement ist, was wiederum nach Lemma 2.5.7 und Satz 2.5.21 dazu dquivalent
ist, dass r irreduzibel ist. Im Fall eines Polynomrings {iber einem Korper K lassen sich dazu
noch weitergehende Aussagen machen. In diesem Fall ist ndmlich der Faktorring K[x]/(r) nicht
nur ein kommutativer unitaler Ring, sondern auch ein Vektorraum iiber K.
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Korollar 2.5.32: Sei K ein Korper und 0 # f € K[z]. Dann gilt:

1. Esist evg(f) = 0 fiir ein k& € K genau dann, wenn x — k ein Teiler von f ist.
2. Das Polynom f hat hochstens deg(f) verschiedene Nullstellen in K.

3. Der Faktorring K[z]/(f) ist ein deg(f)-dimensionaler Vektorraum iiber K.
Die Elemente 1+ (f),z + (f), ..., 2%~ 4 () bilden eine Basis von K[x]/(f).

4. Der Faktorring K[z|/(f) ist ein Kérper genau dann, wenn f irreduzibel ist.

Beweis:

1. Da K|z] euklidisch ist mit Hohenfunktion h : Klz] \ {0} — Ng, p — deg(p), gibt es zu
f € K[z] ein m € K[z] und ein konstantes Polynom r mit f = m(x — k) + r. Daraus folgt
evi(f) = evig(m) -0+ r = r. Damit gilt evy(f) = 0 genau dann, wenn (z — k) ein Teiler von f
ist.

2. Hat f die verschiedenen Nullstellen Ay, ..., A\, € K, soist f = (z — A1)+ (2 — Ap,) - b mit
h # 0 nach 1. Daraus folgt deg(f) = m + deg(h) > m.

3. Der Polynomring K]z| ist ein Vektorraum iiber K, wobei die Skalarmultiplikation der Multi-
plikation mit konstanten Polynomen entspricht. Damit ist das Ideal (f) C K[z] ein Untervek-
torraum und K[z]/(f) der zugehorige Quotientenraum. Die K-lineare Abbildung

@ : spang {1, z, ...,xdeg(f)_l} — Klz]/(f), r—=7r+(f)

ist bijektiv nach Satz 2.5.30, also ein Vektorraumisomorphismus. Da die Monome 1, z, ..., zd8(/)=1
linear unabhéngig sind, ist dimg K[z|/(f) = deg(f).

4. Dies ist ein Spezialfall von Satz 2.5.22 fiir R = K|z]. O

Beispiel 2.5.33.

1. Der Faktorring R[z]/(p) mit p = 2% — 1 ist ein zweidimensionaler reeller Vektorraum mit
Basis {1 = 14+(p), Z = x+(p)}. Die Ringstruktur ist durch die Produkte der Basiselemente
eindeutig bestimmt. Da 1 das neutrale Element ist, also durch -2 = 22 = 1+2? -1 = 1.
Man kann zeigen, dass dieser Ring isomorph ist zu R? mit der Multiplikation

(a,b) - (¢,d) = (ac + bd, ad + bc) a,b,c,d € R.

2. Der Faktorring R[z]/(q) mit ¢ = 2% ist ebenfalls ein zweidimensionaler reeler Vektorraum
mit Basis {1 := 1+ (q),Z := x+ (q)}. Die Multiplikation ist gegeben durch -z = 7% = 0.
Dieser Ring ist isomorph zu R? mit der Multiplikation

(a,b) - (c,d) = (ac,ad + bc) a,b,c,d € R.

Ein entscheidender Vorteil euklidischer Ringe ist, dass sie als Hauptidealringe nicht nur grofste
gemeinsame Teiler aller Teilmengen besitzen, sondern dass man diese mit Hilfe der Division
mit Rest auch effizient bestimmen kann. Dies leistet der sogenannte euklidische Algorithmus.
Man kann damit nicht nur grofste gemeinsame Teiler effizient berechnen, sondern auch grofste
gemeinsame Teiler als Linearkombinationen darstellen wie im Lemma von Bézout.
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Satz 2.5.34 (erweiterter euklidischer Algorithmus):
Sei R ein euklidischer Ring mit Hohenfunktion A : R\ {0} — Ng und a,b € R.
Wir definieren induktiv Tripel z; = (ay, b;, ¢;) durch xy := (a,1,0), 21 := (b,0,1) und

Tip1 = X1 —mx;, wobel a;_1 = ma; +r; mit m; € R, h(r;) < h(a;),
bis a,+1 = 0 gilt. Dann ist a, = b, - a+ ¢, - b € ggT(a,b).

Beweis:

Da h(a;) > h(ag) > ... > 0 bricht der erweiterte euklidische Algorithmus ab. Die groften
gemeinsamen Teiler von a und b sind definiert durch (k) = (a,b) fir alle k € ggT(a,b). Per
Definition der Variablen z; = (a;, b;, ¢;) gilt (a;, ai41) = (a;, a;-1 — mya;) = (a;, a;—1) und damit
geT(a;,a;—1) = ggT(ai11, a;) fir alle i = 1, ..., n. Daraus folgt a,, € ggT(a,,0) = ggT(a,b).

Wir beweisen per Induktion iiber ¢, dass a; = ba + ¢b fiir alle ¢ € {0,1,...,n} gilt. Fir

i € {0,1} gilt dies per Definition. Sei die Aussage nun bewiesen fiir alle i < k. Dann folgt aus
der rekursiven Definition von z; = (a;, b;, ¢;)

Qg1 = A1 — Myag = (bp—10 + qe—1b) — my(bra + qib)

= (bg—1 — mybi)a + (qk—1 — Mqr)b = brr1a + Qs1. U

Bemerkung 2.5.35. Ist man nur an den grofiten gemeinsamen Teilern von a, b € R interessiert,
so kann man die Variablen by, gr im erweiterten euklidischen Algorithmus weglassen und in
jedem Schritt nur a; bestimmen. Dies wird als der euklidische Algorithmus bezeichnet.

Bemerkung 2.5.36. In der Schule normiert man den Rest r bei der Division durch n in Z
meistens mit 0 < r < n. Durch Zulassen von negativen Resten kann man aber offenbar auch
[r| < % erreichen. Dadurch wird der Euklidische Algorithmus oft signifikant schneller.

Beispiel 2.5.37. Wir betrachten R = Z und a = 3528 und b = 1540.
Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus erhélt man:

zo = (3528, 1,0)

21 = (1540,0, 1) 3528 = 2 - 1540 + 448
o = 10 — 201 = (448, 1, —2) 1540 = 3 - 448 + 196
Ty = 71 — 3Ty = (196 ~3,7) 448 = 2196 + 56

Ty = xg — 223 = (56 16) 196 = 3 - 56 + 28
:c5:1:3—3x4—(28,—24,55) 56— 228 +0

= 28 = —24 - 3528 + 55 - 1540 € ggT(3528, 1540).
Beispiel 2.5.38. Wir betrachten den euklidischen Ring Q[z] und die Polynome
a=a2"—2> -T2+ 146 b=a®— 42> + z +6.

Dann liefert der erweiterte euklidische Algorithmus

zo = (a,1,0)
= (b,0,1) a=(z+3)b+4z* — 8z — 12
Ty = (42 — 8v — 12,1, —x — 3) b=1(z—2)(42” — 8z —12) +0

= 42 —8r —12=a— (x+3)b € ggT(a,b).
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Insbesondere lassen sich mit dem euklidischen Algorithmus die Inversen von Einheiten in den
Faktorringen R/(a) bestimmen. Denn nach Korollar 2.5.20 sind die Einheiten in R/(a) gerade
die Elemente b + (a) fiir b € R mit ggT(a,b) = R*. Berechnet man also mit dem euklidischen
Algorithmus Elemente aus ggT(a,b), so liefert einem der letzte Schritt eine Einheit in R und
ein Inverses von b+ (a) in R/(a). Dies ist auch in Anwendungen von Nutzen, etwa beim Losen
von Kongruenzsystemen wie in Beispiel 2.5.25.

Korollar 2.5.39: Sei R ein euklidischer Ring, a,b € R teilerfremd und z, = (ay, b,, ¢,) das
Ergebnis aus dem letzten Schritt des erweiterten euklidischen Algorithmus fiir a,b € R. Dann
ist a, eine Einheit in R und a,,'q, + (a) ist ein Inverses von b+ (a) in R/(a).

Beweis:
Da a,b teilerfremd sind gilt ggT(a,b) = R*. Nach Satz 2.5.34 gilt a,, = bya + ¢,b € ggT(a,b).
Es folgt a;'q,b = a, 'a, —a, ‘b,a € 1+ (a) und damit ist a,, g, + (a) invers zu b+ (a) in R/(a). O

Fiir diese Anwendung werden offensichtlich nur die erste und letzte Komponente der Tripel im
euklidischen Algorithmus gebraucht. Man kann daher die mittlere Komponente auch weglassen.
Man erkennt dabei auch, ob es ein Inverses gibt, wenn dies nicht bekannt ist. Das ist ndmlich
genau dann der Fall, wenn die erste Komponente des letzten Tripels eine Einheit ist.

Beispiel 2.5.40. Wir berechnen das Inverse von 11 in Z/17Z:

zo = (17,0)

v = (11,1) 17=1-11+6
To=x9— 1 21 =(6,—1) 11=1-64+5
r3 =z — 1 29 = (5,2) 6=1-5+1

Ty =19 — 1-23=(1,-3) 5=5-14+0

= —3.11=T4-11=1 in Z/17Z

Beispiel 2.5.41. Wir zeigen, dass die Restklasse von 22 +z +1 im Ring Q[z]/(2% +22* —z+1)
ein Inverses besitzt und bestimmen das Inverse mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus:

zo = (23 +22% — 2z +1,0)
= (2 +2+1,1) P42 —r+ 1=+ D)@ +r+1) -3z
o = (=3x,—x — 1) ?+r+1=—1(z+1)(-3z)+1
z3=(1,—32" — 20+ 2)

2

= (-2 -2z+2) (#’+2+1)=1moda® +22° —z + 1.

Ebenso zeigt der euklidische Algorithmus, das sich an den Teilern von Polynomen in L[x] nichts
dndert, wenn wir sie als Elemente eines Polynomrings K[z] betrachten, wobei K ein Korper ist,
der den Korper L enthélt. Dies ist beispielsweise niitzlich, wenn man Teilbarkeitsaussagen iiber
Polynomen mit reellen Koeffizienten in R[z] oder C[z] gewinnen mochte.

Korollar 2.5.42: Sei K ein Korper, L C K ein Teilkorper und f, g € L[z]. Dann gilt
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1. Das Polynom g teilt f in L[z] genau dann, wenn g das Polynom f in K[z] teilt.

2. Grokte gemeinsame Teiler von f, ¢ in L[z] sind grofite gemeinsame Teiler von f, g in K[x].

Beweis:
Sei f = hg + r die Division mit Rest in L[z]. Dies ist auch eine Division mit Rest in K[z]. Also
liefert der Euklidische Algorithmus in K[z] dasselbe Ergebnis wie in L[x].

Angenommen g teilt f in K[z] mit f = hg. Dann ist f = hg + 0 auch eine Division mit Rest.
Aus der Eindeutigkeit folgt » = 0, d.h. ¢ teilt f in L[z]. O

2.6 Irreduzibilitatskriterien

In diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns mit Irreduzibilitdt und Faktorisierung im Polynomring
R]z] fiir einen faktoriellen Ring R und im Polynomring K|[x] seines Quotientenkdrpers K = Q(R).
Dies hat zwei wesentliche Motivationen.

Die erste ist, dass wir Teilbarkeit im Polynomring R[z] untersuchen wollen. Insbesondere wol-
len wir beweisen, dass der Polynomring iiber einem faktoriellen Ring wieder faktoriell ist. In
Satz 2.5.31 haben wir bereits gezeigt, dass Polynomringe iiber Kérpern Hauptidealringe sind
und damit auch faktorielle Ringe nach Satz 2.5.21. Damit ist es naheliegend, Teilbarkeit im
Polynomring R[z| zu untersuchen, indem man ihn mit dem Polynomring Q(R)[x] des Quotien-
tenkorpers Q(R) vergleicht, von dem bereits bekannt ist, das er faktoriell ist.

Die zweite Motivation ist die Konstruktion von Korpern als Quotienten eines kommutativen
Rings R beziiglich maximaler Ideale. Ist der zugrundeliegende Ring R ein Hauptidealring, etwa
ein Polynomring iiber einem Korper, so ist nach Satz 2.5.21 jedes irreduzible Element ein
Primelement und nach Satz 2.5.22 ist R/(p) genau dann ein Kérper, wenn p € R* irreduzibel
ist. Wir benétigen also einfache Kriterien fiir die Irreduzibilitdt von Polynomen iiber Korpern.
Ein besonders wichtiger Korper ist dabei der Quotientenkdrper Q = Q(Z) der ganzen Zahlen.

Auch hierfiir ist es hilfreich, Teilbarkeit und Irreduzibilitdt von Polynomen in einem faktoriellen
Ring R in den Ringen R[z] und Q(R)[z] zu vergleichen. Denn durch Multiplikation mit einem ge-
eigneten Element aus R konnen wir jedes Polynom in Q(R)[x] zu einem Polynom mit Koeffizien-
ten aus R machen, und seine Teilbarkeit in den Ringen R[z| und Q(R)[z] vergleichen. Offensicht-
liche Unterschiede ergeben sich hierbei, wenn wir ein Polynom f = ap+ay2+...4+a,2" in R[z] be-
trachten, dessen Koeffizienten nicht teilerfremd sind. In diesem Fall kénnen ggT'(ay, ..., a,) € R
abfaktorisieren und erhalten damit sofort, dass das Polynom f reduzibel in R[z] ist. In Q(R)|x]
ist ggT(ag,...,a,) € R jedoch eine Einheit, und f damit nicht notwendigerweise reduzibel.
Deswegen ist es niitzlich, Polynome in R[z] mit teilerfremden Koeffizienten zu betrachten.

Definition 2.6.1: Sei R ein faktorieller Ring. Ein Polynom 0 # f = ap+a;z+...4+a,2" € R|x]
heifit primitiv, wenn ggT(aq, ..., a,) = R*

Eine wichtige Eigenschaft primitiver Polynome ist, dass ihr Produkt wieder primitiv ist. Damit
konnen wir systematisch Ringelemente aus den Koeffizienten eines Polynoms abfaktorisieren
und jedes Polynom in ein primitives Polynom und ein konstantes Polynom zerlegen.
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Lemma 2.6.2 (Lemma von Gauf$): Sei R ein faktorieller Ring und f, ¢ € R[] primitiv.
Dann ist auch das Produkt fg primitiv.

Beweis:

Angenommen, fg ist nicht primitiv. Dann gibt es ein Primelement p € R mit fg € pR|z]. Da
p € R ein Primelement ist, ist nach Satz 2.4.16 der Ring R/pR ein Integritdtsbereich und nach
Lemma 2.4.13 damit auch der Polynomring (R/pR)[x]. Nach der universellen Eigenschaft des
Polynomrings aus Satz 2.1.18 induzieren die kanonische Surjektion 7, : R — R/pR und die
kanonische Inklusion ¢ : R/pR — (R/pR)|x] einen surjektiven unitalen Ringhomomorphismus
7 R[z] — (R/pR)[z] mit 7|g = ¢ om, und 7(x) = x, ndmlich

= mplz] : R[z] = (R/pR)[z], X7 ,anz" +— Xo°(an +pR)x".

Da fg € pR[x], gilt 7(fg) = 7(f) - 7(g) = 0. Da f, g primitiv sind, ist aber 7(f),7(g) # 0, im
Widerspruch zur Nullteilerfreiheit von (R/pR)[x]. Also muss auch fg primitiv sein. O

Wir bringen nun fiir einen faktoriellen Ring R mit Quotientenkorper Q(R) die Polynome in
R[z] und in Q(R)[z] mit Hilfe primitiver Polynome in Verbindung. Dazu faktorisieren wir
fiir Polynome in R[z] den groften gemeinsame Teiler der Koeffizienten ab, um sie primitiv
zu machen. Analog kénnen wir fiir Polynome in Q(R)[z] den groften gemeinsame Teiler der
Zéhler und das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner aller Koeffizienten abspalten. Denn
nach Satz 2.5.11 hat fiir jedes Reprasentantensystem P der Primelemente in R jedes Element
0 # q € Q(R) eine eindeutige Darstellung

q=¢(q) Hp””(q) mit £(q) € R™, v,(q) € Z.

peEP

Indem wir die Primpotenzen aufsammeln, die im Zahler und Nenner jedes Koeffizienten auf-
treten, erhalten wir den sogenannten Inhalt eines Polynoms. Das Lemma von Gauf garantiert,
dass der Inhalt ein gutes Verhalten unter der Bildung von Produkten zeigt und damit hilfreich
fiir die Untersuchung von Teilbarkeitsfragen ist.

Definition 2.6.3: Sei R ein faktorieller Ring, K = Q(R) sein Quotientenkoérper und P ein
Reprasentantensystem der Primelemente in R. Fiir ein Polynom f = a9+ a;x + ... + a,2™ in

K[z] \ {0} ist der Inhalt ¢(f) von f definiert als

c(f) = Hpm"(f) mit m,(f) := min{v,(a,),...,v,(a0)} € Z

peP

Satz 2.6.4: Sei R ein faktorieller Ring und K = Q(R) sein Quotientenkorper. Dann definiert
der Inhalt eine Abbildung ¢ : K[z] \ {0} — K\ {0}, f — ¢(f) mit den folgenden Eigenschaften:
1. Fur alle f € K[z] \ {0} ist f/c(f) € R[z] primitiv.
2. Fir alle primitiven f € R[z] gilt ¢(f) = 1.
3. Fir f e K[z] \ {0} gilt f € R[z] & c(f) € R.
4. Fir alle f, g € K[z] \ {0} gilt ¢(fg) = c(f)c(g).
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Beweis:

1. Sei f(z) = a,a"™+...+ap mit a; € K. Per Definition des Inhalts gilt dann v,(a;) —v,(c(f)) > 0
und damit a;/c(f) € R fiir alle i = 0, ..., n nach Satz 2.5.11. Daraus folgt f/c(f) € R[z]. Weiter
ist f/c(f) primitiv, weil v,(a;) = v,(c(f)) flir mindestens ein ¢ = 0, ..., n gilt.

2. Ist f primitiv, so ist m, = 0 fiir alle p € P und damit ¢(f) = 1.

3. Ist f € R[z]\ {0}, so ¢(f) € R. Ist umgekehrt ¢(f) € R, so folgt f = c(f)- f/c(f) € R[z], da
f/c(f) € Rlx] nach 1.

4. Per Definition des Inhalts gilt (*) c(q - f) = ¢(q) - ¢(f) fir alle ¢ € K und f € K[z]. Sind
f,9 € K[z], so sind f/e(f) und g/c(g) primitiv nach 1, und nach dem Lemma von Gauf 2.6.2
damit auch ihr Produkt. Daraus ergibt sich

c(fg) = c(f)elg)e(fa/e(fe(g)) Z e(f)e(g). 0

Mit Hilfe des Inhalts konnen wir nun die Teiler eines Polynoms f € R[z] in den Ringen R|x]
und Q(R)[z] vergleichen und auch seine Irreduzibilitit in beiden Ringen untersuchen. Es stellt
sich heraus, dass Irreduzibilitat in R[z| bereits die Irreduzibilitat in Q(R)[z]| impliziert.

Korollar 2.6.5: Sei R ein faktorieller Ring, sei K = Q(R) und sei g € R|x] primitiv.
1. Ist gh € R]x] fiir ein h € K|z], so ist auch h € R|x].
2. Ist g ein Teiler von f € R[x] im Ring K[z], so ist ¢ auch ein Teiler von f im Ring R[z].

Beweis:
1. Fiir h = 0 ist die Aussage trivial. Sei also h # 0. Dann gilt ¢(g) = 1 und ¢(h) = ¢(g)c(h) =
c(gh) € R nach Satz 2.6.4 und damit h € R[z].

2. Angenommen g¢ teilt f in K[z]. Dann gibt es ein h € K[z] mit f = gh. Also ist gh € R[z| und
damit h € R[z] nach 1. und g teilt f in R[z]. O

Korollar 2.6.6 (Satz von Gauf$): Sei R ein faktorieller Ring, K = Q(R) sein Quotienten-
korper und sei 0 # f € R[x]. Dann ist f genau dann irreduzibel in K[z], wenn f in R[x] nicht
das Produkt von zwei Polynomen positiven Grades ist.

Beweis:

Ist f in irreduzibel in K[z], so ist f nicht das Produkt zweier Polynome positiven Grades in K|x]
und damit auch nicht in R[z]. Ist f dagegen reduzibel in K|z], so gibt es Polynome g, h € K|z]
positiven Grades mit f = gh. Dann ist f = (g/c(g)) - (¢(g)h), das Polynom g/c(g) € R[x] ist
nach Satz 2.6.4 primitiv, und damit ist nach Korollar 2.6.5 auch ¢(g)h € R[z]. O

Fiir ein Polynom f € R[x] kénnen nach dem Satz von Gauf also drei Félle auftreten:

(i) das Polynom f ist irreduzibel in R[x] und in K[z], (ii) f ist reduzibel in R[z] und in K[z],
(iii) f ist irreduzibel in K[z], aber zerfallt in R[z]| als f = ¢(f)-(f/c(f)) mit ¢(f) ¢ R*. Fall (iii)
kann offensichtlich nicht auftreten, wenn das betrachtete Polynom f primitiv ist, insbesondere
also nicht fiir normierte Polynome.

Mit diesen Ergebnissen zur Teilbarkeit und Irreduzibilitét in R[z] und K[z] kénnen wir die erste
zentrale Aussage in diesem Abschnitt beweisen, ndmlich dass der Polynomring iiber einem
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faktoriellen Ring R wieder faktoriell ist. Dazu nutzen wir aus, dass der Polynomring K|x] {iber
seinem Quotientenkorper als Hauptidealring faktoriell ist und wandeln irreduzible Polynome in
K[z] in Primelemente in R[z] um, indem wir sie durch ihren Inhalt teilen.

Satz 2.6.7: Ist R cin faktorieller Ring, so ist auch R[z| faktoriell.

Beweis:

1. Wir zeigen, dass jedes Element 0 # f € R[z] ein Produkt einer Einheit und von Prim-
elementen in R[z| ist. Dazu betrachten wir f als Element des Polynomrings K[z] {iber dem
Quotientenkorper K = Q(R). Dieser ist als Polynomring iiber einem Koérper nach Satz 2.5.31
ein Hauptidealring und damit faktoriell nach Satz 2.5.21. Wir kénnen also f in K[z] als Pro-
dukt f = wufi--- f, einer Einheit v € K* und nicht-konstanter, in K[z| irreduzibler Polynome
fi, .-y fn € K|z] schreiben. Die zugehérigen Polynome f! = f;/c(f;) € R[z| sind primitiv nach
Satz 2.6.4 und ebenfalls irreduzibel in Klz| mit f =u'f]--- f! und v’ = uc(f1)---c(fn) € K[z].
Da f € R[z| und f{,..., f € Rx] primitiv sind, folgt ¢(f) = ¢(v’) € R nach Satz 2.6.4 und
damit «' € R. Da R faktoriell ist, ist ' = vp; - - - p,, ein Produkt einer Einheit v € R* und von
Primelementen py, ..., p,, € R. Damit haben wir f als Produkt f = vpy - - pnfi - f) geschrie-
ben mit einer Einheit v € R* = R[z]*, nicht-konstanten Polynomen f; € R|z], die irreduzibel
in K[z] sind, und Primelementen py, ..., p,, € R.

2. Es reicht nun, zu zeigen, dass f, ..., f; und pi, ..., p, auch Primelemente in R|x] sind.
Fiir jedes p; € R ist R/p;R nach Satz 2.4.16 ein Integritétsbereich und damit nach Lemma
2.4.13 auch der Ring R[x]/p;R[z] = (R/p;R)|x]. Also ist p; nach Satz 2.4.16 prim in R[z].

Da f! irreduzibel und damit nach Satz 2.5.21 prim in K|z] ist, folgt aus f/|gh fiir g,h € Rz],
dass f/ in K[z] einen der Faktoren teilt, also etwa f/|g in K[z]. Damit ist f] nach Korollar 2.6.5
auch ein Teiler von g in R[x], und es ist gezeigt, dass f/ ein Primelement in R|x] ist. O

Daraus ergibt sich induktiv, dass auch Polynomringe in mehreren Variablen iiber einem fak-
toriellen Ring R immer faktoriell sind. Denn nach Beispiel 2.1.15, 10. ist der Polynomring
R[zy, ..., x,,) isomorph zum Polynomring R[z1, ..., Ty—1][Tm)-

Korollar 2.6.8: Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist auch der Polynomring R[xy,..., %]
faktoriell fiir alle n € N.

Nachdem der Zusammenhang zwischen Irreduzibilitét in den Polynomringen R[x] und Klz] ge-
klart ist, konnen wir ihn ausnutzen, um einfache Kriterien fiir die Irreduzibilitdt von Polynomen
in K[z] zu entwickeln. Dazu wandeln wir ein gegebenes Polynom in K[z] zunéchst in ein primi-
tives Polynom in R[x] um, indem wir es durch einen Inhalt dividieren. Dann untersuchen wir
die Irreduzibilitét des resultierenden Polynoms in R[z].

Unser erstes Irreduzibilitatskriterium ist hilfreich, um die Irreduzibilitdt von Polynomen vom
Grad 2 und 3 zu untersuchen. Denn ein reduzibles Polynom vom Grad 2 oder 3 ist aus Grad-
griinden immer durch ein lineares Polynom teilbar. Die Teilbarkeit durch lineare Polynome
kénnen wir untersuchen, indem wir seine Nullstellen betrachten.

Satz 2.6.9 (Rationale Nullstellen): Sei R ein faktorieller Ring, K = Q(R) sein Quotien-
tenkorper und f = a,2" + - - 4+ ap € R[z]. Dann gilt:

1. Ist a = r/s € K mit teilerfremden 7, s € R ein Nullstelle von f, so gilt s | a,, und r | ay.
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2. Ist f normiert, so liegt jede Nullstelle von f in Q(R) auch in R.

Beweis:
Ist a = r/s eine Nullstelle von f, so ist g = sx—r ein primitiver Teiler von f in K[x]. Nach Korol-
lar 2.6.5 gibt es ein h = b, 12" ' +---+by € R[x] mit f = gh. Es folgt a,, = sb,_1, ag = —rby. O

Beispiel 2.6.10. Das Polynom f = 2% — 1z 4+ 1 € Q[z] ist irreduzibel.

Denn f/c(f) = 22® — x + 2 € Z[z]. Nach Satz 2.6.9 wiren £3,+1,£2 die einzig moglichen
Nullstellen von f/c(f) und f. Man rechnet nach, dass das keine Nullstellen sind. Wire f
reduzibel in Q[x], gédbe es g, h € Q[z] mit 0 < deg(g),deg(h) < 2 und f = hg. Damit miisste g
oder h ein Linearfaktor sein, und f hitte damit eine Nullstelle in Q.

Man beachte, dass sich die Argumentation aus diesem Beispiel nicht ohne Weiteres auf Polynome
vom Grad > 3 iibertragen lésst. Beispielsweise kann ein Polynom vom Grad 4 in R|x] auch in
zwei Faktoren vom Grad 2 zerfallen, die beide keine Nullstellen in (R) besitzen miissen. Ein
Beispiel ist das Polynom f = 24222 +1 = (22 41)- (2% +1) € Z[x], das offensichtlich reduzibel
ist, aber keine Nullstellen in Q besitzt.

Man kann den Satz iiber rationale Nullstellen auch dazu benutzen, zu zeigen, dass ein Ring
nicht faktoriell ist. Dazu reicht es aus, ein Polynom p € R[z| zu finden, dass eine Nullstelle im
Quotientenkorper Q(R) hat, aber nicht in R.

Beispiel 2.6.11. Der Ring R = Z[iv/3] ist nicht faktoriell.

Denn ¢ = ¢?™/3 = —1 4 1/3 € Q(R) ist eine Nullstelle des Polynoms f = 2? + 2 + 1 € R[z] in
Q(R) = Q +iv/3Q, die nicht in R liegt.

Eine weitere niitzliche Methode, um die Irreduzibilitdt von Polynomen iiber dem Quotientenkor-
per K = Q(R) eines faktoriellen Rings R zu untersuchen, ist vom Quotientenkérper K = Q(R)
zu dem Quotientenkorper K, = Q(R/(p)) fiir ein Primelement p € R iiberzugehen. Ist R nicht
nur faktoriell, sondern sogar ein Hauptidealring, so wird das noch einfacher, da dann R/(p)
bereits ein Korper ist und damit K, = Q(R/(p)) = R/(p). Der Vorteil dabei ist, dass es in K,
viel weniger Polynome gibt als in K und man durch Probieren der verschiedenen Moglichkeiten
leicht herausbekommt, welche davon reduzibel sind.

Um Polynome in K[z] und K,[z] zu vergleichen, nutzt man aus, dass die Inklusionsabildungen
t: R — Kund ¢, : R/(p) — K, und die kanonische Surjektion 7, : R — R/(p) Ringhomomor-
phismen sind. Nach der universellen Eigenschaft des Polynomrings aus Satz 2.1.18 induzieren
sie damit Ringhomomorphismen ¢ : R[z] — K[z] und 7, : R[z] — K,[].

Satz 2.6.12 (Reduktion mod p):
Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K = Q(R) und f € R[z]. Gibt es ein Primele-
ment p € R, so dass

(i) der Leitkoeffizient von f nicht durch p teilbar ist,

(ii) m,(f) € Kp[z] irreduzibel ist,

so ist f irreduzibel in K|z].
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Beweis:

Angenommen f ist reduzibel in K[z]. Nach Korollar 2.6.6 gibt es dann Polynome g,h € R|x]
positiven Grades mit f = gh. Seien f, = m,(f), g, = 7,(g9) und h, = 7,(h) die Bilder von
f:9,h in K;[z]. Da 7, ein Ringhomomorphismus ist, gilt f, = g,h,. Da der Leitkoeffizient von
f micht durch p teilbar ist und das Produkt der Leitkoeffizienten von ¢ und h ist, sind die
Leitkoeffizienten von g und h ebenfalls nicht durch p teilbar. Daraus folgt deg(g,) = deg(g) > 0
und deg(h,) = deg(h) > 0, ein Widerspruch zur Irreduzibilitét von f,. a

Beispiel 2.6.13.
1. Fiir Fy = Z/2Z sind die irreduziblen Polynome in Fy[z] vom Grad < 4:

d=1: =z, x+1

d=2: 2°+x+1

d=3: 2¥+z+1, *+22+1

d=4: 2*+ax+1, 224+ 2341, 2* +23 + 22+ +1

Also ist f = Tzt + 62% + 42% + 3z + 1 € Q[z] mit 75(f) = z* + z + 1 € Fy[z] irreduzibel.

2. Das Polynom x — 1 ist irreduzibel in R[z]. Das Polynom 2% + 23 € R[zy,xs] ist damit
irreduzibel in R[zy,x5], denn seine Reduktion mod x5 — 1 ist das irreduzible Polynom
72 + 1 € R[zy, 29]/(22) = R[]

3. Das Kriterium greift nicht immer. Man kann zeigen, dass f = 2* + 322 + 1 € Q] irredu-
zibel ist, aber f, ist reduzibel in F,[z] fiir jede Primzahl p € N.

4. Das Polynom f = (2z41)(z+1) = 22?4+ 3z 41 € Z[x] ist offensichtlich nicht irreduzibel
in Q[z]. Das Polynom f, = 74(f) = x + 1 € Fa[z] ist aber irreduzibel. Die Voraussetzung,
dass der Leitkoeffizient nicht durch p teilbar ist, ist also notwendig.

In Satz 2.6.12 garantiert die Voraussetzung, dass p den Leitkoeffizienten des Polynoms f € R|x]
nicht teilt, dass jede Faktorisierung f = gh in zwei Polynome g, h positiven Grades auch eine
Faktorisierung seines Bilds f, € K,[x] definiert. Denn sie garantiert, dass die Leitkoeffizienten
von g, und h, nicht verschwinden. Eine noch stérkere Aussage erhdlt man, wenn man zusatzlich
fordert, dass p alle anderen Koeffizienten von f teilt. In diesem Fall ist namlich f, € K,[z] ein
Monom, dessen Teiler leicht zu untersuchen sind. Setzt man zusitzlich voraus, dass p? den
konstanten Term von f nicht teilt, so kann man direkt die Irreduzibilitdt von f folgern.

Satz 2.6.14 (Eisensteinkriterium):

Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K und f = a,2" + - - - + a9 € R[x]. Gibt es ein
Primelement p € R mit p { a,, mit p | a,_1, ..., ap und mit p® { ag, so ist f irreduzibel in K[z].
Sind die Bedingungen erfiillt, so nennt man f eisensteinsch oder ein Eisensteinpolynom.

Beweis:

Ist f reduzibel in K[z], so gibt es nach Korollar 2.6.6 Polynome g,h € R|x] positiven Gra-
des mit f = gh. Seien f,, g,, h, die Bilder von f,g,h in K,[z]. Dann gilt f, = g,h,. Wegen
p 1 a, gilt deg(f,) = deg(f) = n > 0, deg(g,) = deg(g) > 0 und deg(h,) = deg(h) > 0.
Wegen p | ag, ..., ap—1 ist damit f,(z) = az”, mit o = m,(a,) # 0. Alle Teiler von f, sind
damit von der Form fSz* mit 0 # 3 € K, und 0 < k < n. Also verschwinden die konstanten
Terme von g, und h,, und p teilt die konstanten Terme von g und h. Daraus folgt aber p? | ag. O
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Beispiel 2.6.15.

1. Die Polynome f = 32" —8z+6 € Z[z] und g = 2° — 22 + 42 +2 € Z[x] sind eisensteinsch
mit p = 2 und damit irreduzibel in Q|x].

2. Das Polynom = — 1 € C|x] ist ein Primelement, da Clz]/(z — 1) = C ein Koérper ist. Das
Polynom 23+ 22 —1 = 22+ (22+1)(z2— 1) € Clzy, 73] = Clag][z1] ist (22 —1)-eisensteinsch
und damit irreduzibel.

3. Fiir eine Primzahl p € N betrachten wir das Polynom ®, = 27~ +--- + 2z + 1 € Q[z],
das nicht eisensteinsch ist. Wir bezeichnen mit @ das Polynom, das entsteht, indem
wir die Variable z in f durch z 4+ 1 ersetzen. Ware ®, = gh reduzibel, so wére auch
®, = g¢'h’ reduzibel, und damit reicht es, die Irreduzibilitit von @) nachzuweisen. Da
2P —1 = (x — 1)®, ergibt sich

@;zi((xﬂ)p—n:ﬂ—w (pf1>xp—2+---+ (§>w—l— @

Damit ist @}, ein p-Eisensteinpolynom, und damit irreduzibel. Die Voraussetzung, dass p
eine Primzahl ist, ist fiir die Irreduzibilitat von ®, notwendig. Es handelt sich namlich um
ein sogenanntes Kreisteilungspolynom. In der Vorlesung Kdérpertheorie wird gezeigt,
dass @, genau dann irreduzibel ist, wenn p eine Primzahl ist.



Kapitel 3

Elementare Zahlentheorie

Zum Begriff: Das Wort elementar ist im Kontext der Zahlentheorie nicht immer gleichbedeu-
tend mit einfach. Zahlentheoretische Methoden werden auch elementar genannt, wenn sie keine
Funktionentheorie benutzen. Beispielsweise ist die Riemannsche Zeta-Funktion in diesem Sinn
kein Untersuchungsobjekt der elementaren Zahlentheorie.

3.1 Die Eulersche ¢—Funktion

In diesem Abschnitt befassen wir uns systematisch mit der Einheitengruppe des Rings Z/nZ
flir n € N oder, dazu dquivalent, mit den Erzeugern endlicher zyklischer Gruppen. Denn jede
zyklische Gruppe der Ordnung n ist nach Korollar 1.7.1 isomorph zu einer Gruppe Z/nZ. Die
Erzeuger dieser zyklischen Gruppe sind genau die Restklassen der zu n teilerfremden Zahlen.

Satz 3.1.1: Sei n € N. Fiir a € Z sind dquivalent:

(i) a und n sind teilerfremd.
(ii) Die Restklasse @ = a + nZ ist eine Einheit in Z/nZ.
(iii) a = a + nZ erzeugt Z/nZ als additive Gruppe.

Beweis:
Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist Korollar 2.5.20. Die Bedingung (iii) ist dquivalent zu o(@) = n,
alsozua+..+a=ka=k-a#0 fir 0 < k <n und damit zu (i). O

Fiir kleine n € N lassen sich die Erzeuger der zyklischen Gruppe Z/nZ und damit die Einheiten
im Ring Z/nZ explizit bestimmen, indem man iiberpriift, welche Zahlen in {1,....,.n — 1} zu n
teilerfremd sind. Fiir die Elemente 1 und n — 1 = —1 ist dies immer erfiillt.

Beispiel 3.1.2. Es gilt

[ ]
o (2/212)* = {1,2,4,5,8,10,11,13, 16, 17, 19, 20 .
e (Z/pZ)* = (Z/pZ) \ {0} fiir jede Primzahl p € N.
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Um systematisch zu untersuchen, wie viele Einheiten im Ring Z/nZ existieren und wievie-
le Erzeuger die Gruppe Z/nZ besitzt, definieren wir eine entsprechende Funktion, die einer
natiirlichen Zahl n € N die Ordnung der Einheitengruppe (Z/nZ)* zuordnet.

Definition 3.1.3: Die Eulersche ¢-Funktion ist die Abbildung

o:N—=N, n—{aeZ|l<a<n,ggT(a,n) =1} =|[(Z/nZ)"|

Satz 3.1.4: Fir die Eulersche p-Funktion gilt

1. p(mn) = p(m)p(n) fir alle n,m € N mit ggT(n,m) =1,
2. o(p") = (p— 1)p"~! fiir alle p,n € N mit p prim.

3. p(n) = (pr—D)py~t-.. .- (ps—1)p%" fiir n € N mit Primfaktorzerlegung n = p¥* - - - p%.

Beweis:
1. Sind m,n € N teilerfremd, so ist nach dem chinesischen Restsatz 2.5.23 der Ring Z/mnZ
isomorph zu dem Ring Z/mZ x Z/nZ. Daraus ergibt sich fiir die Einheitengruppen

(Z/mnZ)* 22 (Z/mZ x Z/nZ)* = (Z/mZ)* x (Z/nZ)*
= @(mn) = [(Z/mnZ)*| = [(Z/mZ)"|- [(Z/nZ)*| = o(m)e(n).

2. Sind n,p € N mit p prim, so ist eine Zahl a € Z teilerfremd zu p™ genau dann, wenn p t a
gilt. Die Menge der Vielfachen von p in {1,2,...,p"} ist {p, 2p, 3p, ..., (p"~! — 1)p}. Sie hat p"~*
Elemente, und daraus ergibt sich

o) =|{1,2,....p" =1} = p.2p,...., (0" = Dp} =p"—1—=(p" ' =1)=(p—1)p"".

3. Folgt direkt aus 1. und 2. O

Beispiel 3.1.5. Es gilt
o p(3072) = p(21°-3)=(2-1)-2%.2=219=1024.
o (169) = p(13%) =12 - 13 = 156.

Aus der Primfaktorzerlegung einer Zahl n € N lésst sich also direkt die Anzahl der Einheiten im
Ring Z/nZ und die Zahl der Erzeuger der Gruppe Z/nZ berechnen. Weitere interessante Ergeb-
nisse zur Eulerschen p-Funktion ergeben sich direkt aus bekannten Aussagen iiber Gruppen. Da
die Ordnung jedes Elements a € (Z/nZ)* nach dem Satz von Lagrange die Gruppenordnung
o(n) = [(Z/nZ)*| teilt, ist a¥*™ = 1, und damit a®™ = 1 mod n fiir alle zu n teilerfremden
a € Z. Fir Primzahlen p ldsst sich das noch expliziter machen, da dann ¢(p) = p — 1 gilt.

Korollar 3.1.6 (Satz von Euler): Sein € N und a € Z teilerfremd zu n. Dann ist
a?™ =1 mod n.
Korollar 3.1.7 (Kleiner Satz von Fermat): Fiir jede Primzahl p € N gilt

a’ =a mod pVa € Z und a”' =1 mod p falls a € Z mit p1a.
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Beweis:

Da p eine Primzahl ist, sind offenbar alle Zahlen 1,...,p — 1 teilerfremd zu p und damit
o(p) = p — 1. Mit dem Satz von Euler folgt die zweite Aussage und durch Multiplikation
mit a dann die erste Aussage fiir p{ a. Fir p | a gilt a? = 0 = a mod p. O

Der kleine Satz von Fermat besitzt eine interessante Anwendung, nédmlich einen Primzahltest.
Kann man eine Zahl a € Z mit ggT(a,n) =1 und " # 1 mod n finden, so ist n nach dem
kleinen Satz von Fermat keine Primzahl. In der Praxis kann man dazu zunéchst kleine Zahlen
a € N withlen und probieren, ob ¢! = 1 mod n. Dabei ist es allerdings wegen des Aufwands
nicht sinnvoll a"~! explizit zu berechnen. Stattdessen arbeitet man mit der sogenannten bindren
Ezxponentiation.

Anwendung 3.1.8 (Fermat-Primzahltest mit der bindren Exponentiation):

Die bindre Exponentiation beruht auf der Rekursion

a-a

m (a%)2 fiir m gerade,
a = 1

m=% fiir m ungerade.

Um a™ mod s zu berechnen kann man daher wie folgt vorgehen:

e Man setzt kg = m und k,.; = k,/2 falls k, gerade und k41 = k,, — 1 falls k,, ungerade
ist, bis man die Zahl k, = 0 erreicht.

e Man setzt m, = 1 mod s, und fiir 0 < n < r — 1 setzt man m,, = a - m,+; mod s falls k,
ungerade ist, und m, = m2_, mod s falls k, gerade ist.

e Dann gilt: ™ mod s = mg mod s.
Dieses Verfahren ist deutlich effizienter als die direkte Berechnung von ™, die m Multiplika-

tionen bendtigt. Man bendtigt dabei namlich nur etwa log, m < m Multiplikationen und die
Reduktion mod s nach jeder Multiplikation hélt die Zahlen klein.

Beispiel 3.1.9.
Wir berechnen mit der binéren Exponentiation 23® = 4 mod 39. Damit ist 39 keine Primzahl.

k, | Operation | m,,
n=0 1| 38 | :2 112 = 121 = 4 mod 39
n=1|19 | -1 2-25=50= 11 mod 39
n=2 |18 | :2 52 = 25 mod 39
n=31(9 |-1 2.22 =44 =5 mod 39
n—4 |8 2 162 = 256 = 22 mod 39
n=>51|4 |:2 42 = 16 mod 39
n=6 1|2 |:2 22 = 4 mod 39
n=7\|1 |-1 2 mod 39
n=8 | 0 1 mod 39
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Bemerkung 3.1.10. Der Primzahltest mit dem Satz von Fermat liefert eine notwendige Be-
dingung dafiir, dass eine Zahl n € N eine Primzahl ist, aber keine hinreichende. Es gibt Zahlen
n € N mit ¢! = 1 mod n fiir alle zu n teilerfremden a € Z, obwohl n nicht prim ist. Solche
Zahlen heiffen Carmichaelzahlen. Seit 1994 ist bekannt, dass es unendlich viele Carmichael-
zahlen gibt. Die Carmichaelzahlen < 100000 sind

Carmichaelzahl | Primfaktorzerlegung | Carmichaelzahl | Primfaktorzerlegung
561 | 3-11-17 15841 | 7-31-73

1105 | 5-13-17 29341 | 13-37-61

1729 | 7-13-19 41041 | 7-11-13-41

2465 | 5-17-29 46657 | 13-37-97

2821 | 7-13-31 52633 | 7-73-103

6601 | 7-23-41 62745 | 3-5-47-89

8911 | 7-19-67 63973 | 7-13-19-37

10585 | 5-29 - 73 75361 | 11-13-17- 31

Eine weitere wichtige Anwendung des kleinen Satzes von Fermat und des Satzes von Euler ist
die sogenannte RSA-Verschliisselung*. Dies ist ein asymmetrisches Verschliisselungsverfahren,
das oft zum Ubertragen von Schliisseln fiir andere Verfahren benutzt wird. Es wird beispiels-
weise in X.509-Zertifikaten, in den Ubertragungs-Protokollen IPsec, TLS, SSH, WASTE, der
Email-Verschliisselung durch OpenPGP und S/MIME, im RFID Chip auf dem deutschen Rei-
sepass und im Online-Banking Verfahren HBCT eingesetzt. Der Vorteil eines asymmetrischen
Verschliisselungsverfahrens ist, dass der private Schliissel, der zum Entschliisseln einer Bot-
schaft benutzt wird, nie weitergegeben werden muss und damit auch nicht abgefangen werden
kann. Weitergegeben wird nur der 6ffentliche Schliissel, der zum Verschliisseln der Botschaften
benutzt wird, aber nicht zum Entschliisseln ausreicht.

Anwendung 3.1.11 (RSA-Verschliisselung):

1. Man wahlt zwei grofse Primzahlen p und ¢, die nicht zu nahe beieinander liegen (op-
timal ist 0,1 < |logyp — log, q| < 30). Diese kdnnen beispielsweise mit Varianten des
Fermatschen Primzahltests 3.1.8 bestimmt werden. Sie sind der private Schliissel, der
an niemanden iibermittelt wird.

2. Man berechnet n := pg und m := p(n) = (p — 1)(¢ — 1) und wahlt eine zu m teilerfremde
Zahl?> d € N. Die Zahlen n und d sind der 6ffentliche Schliissel oder public key und
kénnen bekannt gegeben werden an alle, die einem Botschaften schicken wollen.

3. Die an den Empfénger zu vermittelnde Botschaft wird durch eine Restklasse a € (Z/nZ)*
reprasentiert®. Sie wird verschliisselt, indem man aus @, n und d die Zahl b = a? mod n
berechnet, und diese Zahl iibermittelt.

4. Der Empfanger, der p, ¢, d, m kennt, berechnet mit Hilfe des euklidischen Algorithmus wie
in Korollar 2.5.39 und Beispiel 2.5.40 ein Inverses e = d~' mod m sowie b mod n.

IBenannt nach Ronald L. Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman.

’Diese Bedingung kann gelockert werden. Es ist eigentlich nur notwendig, dass m teilerfremd zu \(n) ist,
wobei A die sogenannte Carmichaelfunktion ist mit A(n) | ¢(n) fir alle n € N.

3Diese Bedingung kann gelockert werden. Es reicht, dass a # 0 mod n gilt
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5. Daed =1+ km fiir ein k € Z und @™ = 1 mod n nach dem Satz von Euler 3.1.6, folgt
v = (a¥)® = a® = ™™ =qa- (a™)" = a mod n

und der Empfénger kann somit die Botschaft entschliisseln.

Diese Methode funktioniert (noch?), da bisher kein effizienter Algorithmus zur Berechnung der
Primfaktorzerlegung bekannt ist, und daher die Zahlen m und e aus n und d nicht bestimmt
werden konnen. Es gibt allerdings auch keinen Beweis, dass ein effizienter Algorithmus zur
Primfaktorzerlegung nicht existiert. In der Praxis muss die RSA-Verschliisselung fiir maximale
Sicherheit auch noch mit anderen Verfahren kombiniert werden.

3.2 Primzahlen: Die Satze von Euklid und Wilson

Wir beschéftigen uns nun noch etwas systematischer mit Primzahlen. Seit der Antike ist be-
kannt, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Die ist der beriihmte Satz von Euklid, den wir
auf zwei verschiedene Weisen beweisen werden.

Satz 3.2.1 (Satz von Euklid): Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis von Euklid:

Angenommen es giabe nur endlich viele Primzahlen py,...,p, > 1. Da 2 prim ist, ist dann ¢ > 1.
Damit ist n:= 1+ p;...p; > 1, und n hat einen Primteiler p. Da n = 1 mod p; gilt aber p # p;
fir i =1, ..., ¢, ein Widerspruch. O

Beweis von Euler: Angenommen es gibe nur endlich viele Primzahlen pq, ..., p;. Dann hétte
jede natiirliche Zahl n € Z. eine eindeutige Primzahlzerlegung

n=p{"...pf mit vy,...,0 > 0. (3.1)
Dann kénnen wir die harmonische Reihe faktorisieren, um zu einem Widerspruch zu gelangen

00 = Z Z H1+ = + )= H1_1L<oo, (3.2)

..... v>0 pl i=1 Pi

wobei benutzt wurde, dass die Reihen 33°,1/pF fiir p; > 1 absolut konvergieren, und damit
nach dem Cauchyschen Produktsatz ausmultipliziert werden kénnen. O

Euklids Beweis ist konstruktiv, kann also zur Konstruktion von Primzahlen benutzt werden.
Multipliziert man némlich alle Primzahlen p, ..., p; in einem Intervall [1,p;] und addiert Eins
hinzu, so erhédlt man eine Zahl p = p;---p; + 1, die nicht durch py,...,p; teilbar ist. Ihre
Primfaktorzerlegung liefert also neue Primzahlen. FEulers Beweis besitzt dafiir Anwendungen
in der Zahlentheorie und liefert Erkenntnisse iiber die Verteilung von Primzahlen. So folgt aus
der Divergenz des Produkts auf der rechten Seite in (3.2) insbesondere, dass > .. 1/p = oo.
Betrachtet man statt der harmonischen Reihe 32 ,1/n die Reihe ¥9° ,1/n® fiir s > 1, die strikt
konvergiert, so erhélt man eine Identitat fiir die Riemannsche Zetafunktion

iniznllL fir s> 1.

p prim p
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Der Satz von Euklid liefert zwar die Existenz beliebig vieler Primzahlen, aber kein notwendiges
und hinreichendes Kriterium dafiir, dass eine gegebene Zahl n € N eine Primzahl ist. Géngige
Primzahltests wie der Primzahltest mit Hilfe des kleinen Satzes von Fermat, liefern oft nur not-
wendige, aber keine hinreichenden Bedingungen. Andere in der Praxis genutzte Primzahltests
liefern nur Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass es sich bei einer gegebenen Zahl um eine Primzahl
handelt. Dennoch gibt es notwendige und hinreichende Primzahlkriterien. Das Problem ist nur,
dass diese rechnerisch nicht effizient sind. Ein Beispiel dafiir ist der Satz von Wilson.

Satz 3.2.2 (Satz von Wilson): Sei 2 <n € N. Dann ist n genau dann eine Primzahl, wenn

(n—1)! = —1 mod n.

Beweis:
Angenommen n ist keine Primzahl. Dann gibt es m € Z mit 1 < m < n und m | n. Wegen
ggT(m,n) =m > 1 ist dann m in Z/nZ keine Einheit nach Satz 3.1.1. In Z/nZ gilt

n—1)!=1-2---m—-1-m-m+1---n—1 (3.3)

Damit ist (n — 1)! keine Einheit und insbesondere (n — 1)! # —1.

Ist n € N eine Primzahl, so ist F, = Z/nZ ein Korper und (n — 1)! ist das Produkt aller
Einheiten in F,. Fiir n = 2 erhélt man 1! = —1 mod 2. Ansonsten ist n ungerade, und damit
|FX| = n — 1 gerade. Alle Einheiten a € F* mit a # a~! bilden Paare, und die zugehorigen
Faktoren in (3.3) multiplizieren sich zu a-a~! = 1. Die Einheiten mit a = o~ ! erfiillen a>—1 = 0.
Wegen der Nullteilerfreiheit von F,, hat die Gleichung 22 — 1 = (z + 1)(x — 1) = 0 genau die
zwei Losungen = 1 und x = —1, und damit folgt (n —1)! =1 (-1) = —1. O

Der Satz von Wilson liefert zwar keinen in der Praxis relevanten Primzahltest. Er kann aber
dazu genutzt werden, Fakultdten von Zahlen in endlichen Zahlkérpern F, zu berechnen und die
Irreduzibilitét gewisser Polynome in F,[z] zu beweisen.

Korollar 3.2.3: Sei p = 2q + 1 eine ungerade Primzahl. Dann ist

(¢")° = (=1)""" mod p

Beweis:
Nach dem Satz von Wilson gilt (p — 1)! = (2¢)! = —1 mod p. Daraus ergibt sich

—lmodp=(2¢g)! modp=¢q'-(¢+1) (¢g+2)---(p—1) mod p
¢-p—q-(p—q+1)---(p—1)modp=¢q-(~q) - (—g+1)---(=1) mod p
(—1)%(g!)? mod p. m

Korollar 3.2.4: Sei p eine Primzahl mit p = 1 mod 4. Dann ist 2% + 1 € F,[x] reduzibel.

Beweis:

Ist p = 2¢+ 1 = 1 mod 4, so ist ¢ gerade, und damit ergibt sich aus Korollar 3.2.3 dass
(q!)2 = (—=1)7"! mod p = —1 mod p. Damit ist ¢! eine Nullstelle des quadratischen Polynoms
z? + 1 € Fplz] und 2% + 1 ist reduzibel. O
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3.3 Die Gaulischen Zahlen

Mit den Resultaten zu Primzahlen im letzten Abschnitt haben wir nun das nétige Handwerks-
zeug, um den Ring der Gaufschen Zahlen systematisch zu untersuchen. Wir werden nun zeigen,
dass es sich dabei um einen euklidischen Ring handelt und die Primelemente in Z[i] bestimmen.
Der Ring der Gaufischen Zahlen wurde in Beispiel 2.2.3, 8 eingefiihrt als der Ring

Ziij:=2Z+iZ={a+ibeCla,be Z}.

Es handelt sich offensichtlich um einen unitalen Unterring von C und damit nach Beispiel 2.4.12,
3. um einen Integritétsbereich. In Beispiel 2.3.14 wurde gezeigt, dass dieser Ring isomorph zum
Faktorring Z[z]/(x? + 1) ist, wobei (z* + 1) C Z[z] das von dem Polynom z? + 1 erzeugte
Hauptideal bezeichnet. Dieser Isomorphismus wird von dem unitalen Ringhomomorphismus

evi 1 Z[z] = Z[i], I apz® s 152 aiF

mit Kern ker(ev;) = (z?+1) induziert (vgl. Satz 2.3.2 und Beispiel 2.3.14). Wir bestimmen nun
die Einheiten im Ring Z[i] und zeigen anschlieffend, dass Z[i] euklidisch ist.

Satz 3.3.1: Der Ring Z[i] = Z +iZ hat die folgenden Eigenschaften:

1. Er hat genau zwei unitale Ringautomorphismen, ndmlich die Identitdtsabbildung und die
komplexe Konjugation: a + ib — a — ib.

2. Die Normabbildung N : Z[i] = Ng, a 4+ ib — |a + 1b]* = a® 4 b* ist multiplikativ:
N(uv) = N(u)N(v) fiir alle u,v € Z[i].

3. Seine Einheitengruppe ist Z[i|* = {u € Z[i] | N(u) = 1} = {1,i, -1, —i}.

4. Jedes Element aus Z[i] ist assoziiert zu genau einem Element der Menge
{a+ibe Z[i] | —a < b < a}U{0}.

Beweis:

1. Ist ¢ : Z[i] — Z[i] ein unitaler Ringautomorphismus, so ist per Definition ¢(1) = 1. Da
¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt ¢(a) = a fir alle a € Z, und daraus ergibt sich
wla +1b) = ¢(a) + e(i)p((b) = a + ¢(i)b fir alle a,b € Z. Damit ist ¢ durch ¢(i) eindeutig
bestimmt, und es gilt ¢(i)? = ¢(i?) = ¢(—1) = —1, also (i) € {=i}. Fiir (i) = i erhilt man
¢ =id, und fiir (i) = —i die komplexe Konjugation.

2. Folgt aus der Identitét |z - w| = |z| - |w]| fur alle z,w € C.

3. Ist u = a + ib € Z[i] eine Einheit, so folgt 1 = N(1) = N(uu™!) = N(u)N(u™!), und damit
muss N (u) eine Einheit in Z sein, also N(u) € {+1}. Da N(u) = a* + b* > 0 folgt N(u) =1
und damit v = a + ib € {£1, £i}.

4. Multiplikation mit Einheiten entspricht Drehungen der komplexen Ebene um Vielfache von
90°. Damit kann jedes z € C\ {0} in genau eine Zahl z+iy mit —x < y < z tiberfiihrt werden. O

Satz 3.3.2: Der Ring Z[i] ist euklidisch mit Hohenfunktion N : Z[i]\{0} — No, a-+ib — a*+b?.
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Beweis:

Als unitaler Unterring des Korpers C ist Z[i] ein Integritéatsbereich. Wir zeigen, dass es zu
Elementen w,v € Z[i] mit v # 0 Elemente m,r € Z[i] gibt mit u = mv +r und N(r) < N(v).
Sei dazu u/v = a+if8 € C mit o, 5 € R. Dann gibt es zwei ganze Zahlen a,b € Z mit |a—a| < 1
und |3 —b] < . Fiir m —CH—ZbGZ[] und 7 :=u — muv € Z[i] gilt dann

+

N(T)_ﬁ_)g_mr— <1 = N(r)<N(@). O

1 1
N@w) |2 v —4 4
Da ZJi] ein euklidischer Ring ist, ist Z[i] nach Satz 2.5.28 ein Hauptidealring und damit nach
Satz 2.5.21 auch ein faktorieller Ring. Mit Hilfe der Ergebnisse tiber Primzahlen aus dem letzten
Abschnitt kénnen wir nun die Primelemente in Z[i] explizit bestimmen. Wir beginnen dabei mit
Elementen des unitalen Unterrings Z C Z[i]. Ist n € Z kein Primelement in Z, so ist n auch kein
Primelement in Z[i|, denn jeder echte Teiler von n in Z ist auch ein echter Teiler von n in Z[i].
Allerdings kann es passieren, dass Primzahlen in Z keine Primelemente in Z[i] sind. In diesem
Fall liefert uns deren Primfaktorzerlegung in Z[i] neue Primelemente, die nicht in Z enthalten
sind. Die Frage ist, fiir welche Primzahlen in Z dies eintritt, und ob wir auf diese Weise alle
Primelemente in Z[i] erhalten. Zur Kldarung der ersten Frage, benotigen wir die Aussagen tiber

die Irreduzibilitdt des Polynoms z? + 1 in F,[z] aus Korollar 3.2.4.

Satz 3.3.3: Fiir eine Primzahl p € N sind dquivalent:

(i) p ist nicht prim in Z[i].

(i) p = a®+ b mit a,b € Z.

(iii) p =2 oder p =1 mod 4.

(iv) Das Polynom x? + 1 ist reduzibel in F,[z].

Beweis:

(i) = (ii): Ist p € Z eine Primzahl in Z, aber nicht prim in Z[i], so ist p keine Einheit, denn
Z[i|*NZ = {£1}. Da Z[i] faktoriell ist, ist dann p reduzibel in Z[i], und es gibt u, v € Z[i]\ Z[i]*
mit p = wv. Da die Normabbildung multiplikativ ist, folgt p*> = N(p) = N(uv) = N(u)N(v).
Da u,v ¢ Z[i]* gilt N(u), N(v) > 1, und es folgt N(u) = N(v) = p. Da u € Z]i] gibt es a,b € Z
mit u = a + b, und daraus folgt p = N(u) = a® + b*.

(ii) = (iii) Sei p = a® + b* # 2 eine Primzahl. Dann ist p ungerade, und damit genau eine der
Zahlen a,b € Z gerade und die andere ungerade. Sei o. B. d. A. die Zahl a gerade. Dann gibt
esd, b € Zmita=2a,b=20+1, und es folgt

p=(2d)*+ (26 +1)* = 4a” + 46 + 40’ + 1 = 1 mod 4.

(iii) = (iv) Fir p = 2 ist 22 + 1 = (2 + 1)®> € Fy[z] nicht irreduzibel. Fiir p = 1 mod 4 ist
z? + 1 € Fy[z] nach Korollar 3.2.4 reduzibel.

(iv) = (i) Sei 22+1 reduzibel in F,[z]. Dann ist (z*+1) kein Primideal in F,[z] und F,[z]/(2*+1)
kein Integritétsbereich nach Satz 2.4.16. Da Z[i] & Z[z]/(x? + 1) nach Beispiel 2.3.14, folgt

Z[i]/(p) = Z[z]/(p, 2* + 1) = Fy[a]/(2* + 1).
Damit ist auch Z[i]/(p) kein Integritéatsbereich und p nicht prim in Z[i] nach Satz 2.4.16. O
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Satz 3.3.3 liefert nicht nur Aussagen iiber die Primelemente in Z[i], sondern auch einen inter-
essanten Zusammenhang zwischen der Darstellbarkeit einer Primzahl als Summe zweier Qua-
drate ganzer Zahlen und ihrem Rest bei Division durch vier. Dieser lasst sich zu einer Aussage
iiber beliebige natiirliche Zahlen verallgemeinern. Die Darstellbarkeit einer natiirlichen Zahl n
als Summe zweier Quadrate ganzer Zahlen héngt nur von den Multiplizitdten der Primzahlen
p = —1 mod 4 ab, die in ihrer Primfaktorzerlegung auftreten.

Satz 3.3.4 (Fermat):
Sei n € N mit Primfaktorzerlegung n =[]

pEN prim p”f’("), Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt a,b € Z mit n = a? + b2

(ii) Fiir jede Primzahl p € N mit p = —1 mod 4 ist v,(n) gerade.

Beweis:

(i) = (ii): Induktion iiber n. Fir n = 1 gilt v,(n) = 0 fiir alle Primzahlen p, und damit ist
die Aussage wahr. Sei nun n = a? + b* > 1 mit a,b € Z und p € N prim mit p = —1 mod 4.
Dann ist p auch prim in Z[i] nach Satz 3.3.3, und aus p | n = a* + b® = (a + ib)(a — ib) folgt
pla+iboder p|a—ib. Dap|a+ib< plaundp|b <& p|a—ib, gilt p? | n. Damit gibt es
n',a', b € Zmit n =n'p* a=d'p, b=1Vpund n’ = a’?> + b"?. Nach Induktionsvoraussetzung ist
v,(n') gerade und damit auch v,(n) = v,(n') + 2.

(ii)=-(i): Nach Voraussetzung treten alle Primzahlen p mit p = —1 mod 4 mit geradzahligen
Vielfachheiten v,(n) in n auf. Indem wir die Potenzen von Primzahlen p mit p = —1 mod 4
aus der Primfaktorzerlegung von n abspalten, erhalten wir eine Faktorisierung n = m?-p; - - - p;
mit m € Z und Primzahlen p; mit p; = 2 oder p; =1 mod 4 fiir j € {1,...,t}. Nach Satz 3.3.3
gibt es a;,b; € Z mit p; = a3 + b5 = N(a; + ib;). Setzen wir u; := a; +ib; und u = a +ib :=
may ... up € Z[i], so folgt aus der Multiplikativitét der Normabbildung

n=m?p;...p = N(m)N(up)... N(u)) = N(muy ... u) = N(u) = a® + b*

Mit Hilfe von Satz 3.3.1 und Satz 3.3.3 kénnen wir nun die Primelemente im Ring Z[i] vollstidndig
bestimmen. Dazu nutzen wir aus, dass nach Satz 3.3.1, 4. jedes Primelement in Z[i] assoziiert
ist zu genau einem Primelement a + ib € Z[i] mit —a < b < a. Damit ist die Menge Pzp =
{a +1b | a 4 ib prim in Z[i], —a < b < a} ein Reprisentantensystem der Primelemente in Z[i].
Indem wir zeigen, dass jedes Element in diesem Reprasentantensystem genau eine Primzahl in
N teilt, konnen wir dann die Primelemente in Z[i] explizit bestimmen.

Satz 3.3.5: Sei Pz = {a +ib | a + ib prim in Z[i}, —a < b < a} und Pz die Menge aller
positiven Primzahlen in Z. Dann gilt:

1. Jedes Element u € Pzp teilt genau eine Primzahl p € N. Dies definiert eine surjektive
Abbildung 7 : Pz — Pz.

2. Das Urbild 77 !(p) und die Zerlegung von p in Primelemente in P sind gegeben durch:
o 7 1(2)={1+1i} und 2 = (—i)(1+1i)2
e 7 '(p) ={p} und p = p fiir p = —1 mod 4.
e 7 1(p) = {a%ib} und p = (a+ib)(a—ib) mit eindeutigen 0 < b < a fiir p = 1 mod 4.
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Beweis:

1. Seiu € Py. Da Z[i] ein Hauptidealring ist und u ein Primelement, ist Z[i] /() ein Kérper nach
Satz 2.5.22. Die Abbildung f : Z — Z[i]/(u), z — z+ (u) ist ein unitaler Ringhomomorphismus
mit ker(f) = ZN (u). Nach dem Homomorphiesatz 2.3.11 induziert f damit einen injektiven
unitalen Ringhomomorphismus f' : Z/(Z N (u)) — Z[i]/(u), z + ker(f) — 2z + (u). Damit ist
Z/(Z N (u)) isomorph zu dem unitalen Unterring f'(Z/(Z N (u))) des Kérpers Z[i]/(u), also zu
einem Integrititsbereich. Nach Satz 2.4.16 ist Z N (u) damit ein Primideal in Z, also von der
Form Z N (u) = pZ mit einer Primzahl p € N. Wegen p € ZN (u) C (u) gilt u | p. Ist ¢ € N eine
weitere Primzahl mit u | ¢, so folgt ¢ € ZN (u) = pZ und damit p | ¢, also ¢ = p.

2. Wir zeigen, dass jedes Element u = a + ib € Z]i] mit N(u) € N prim ein Primelement ist:
Aus N(u) € N prim, folgt N(u) # 1 und damit v ¢ Z[i]*. Ist v = v - w mit v,w € Z[i], so
folgt aus der Multiplikativitdt der Normabbildung N(u) = N(v) - N(w). Da N(u) prim ist,
folgt N(v) =1 und N(w) = N(u) oder N(w) =1 und N(v) = N(u). Im ersten Fall ist v eine
Einheit, im zweiten Fall w. Damit ist u ein Primelement.

Wir betrachten nun die drei Fille getrennt.
ep=2Esgilt2=1+1=(1+1i)(1—1) = (—i)(1+1)% Esist —i € Z[i]*, und das Element 1+i
ist wegen N(1+1) = 2 ein Primelement. Damit ist 2 = (—i)(1+1)? die Primfaktorzerlegung von

2 in Z[i], und wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung hat 2 keine weiteren Primteiler.
Damit ist 771(2) = {1 +i}.

e p = —1 mod 4: In diesem Fall ist p auch ein Primelement in Z[i] nach Satz 3.3.3, also p € Pz,
und die Primfaktorzerlegung ist p = p. Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung hat
p keine weiteren Primteiler und 7—(p) = {p}.

e p = 1 mod4: Nach Satz 3.3.3 gibt es dann a,b € Z mit p = a®> +b* = (a +ib) - (a — ib). Durch
Vertauschen von a und b und Vorzeichenwechsel kann man 0 < b < a erreichen. Da p prim ist,
muss b # 0 gelten, und da 2 # p prim ist, gilt auch b # a, also 0 < b < a. Die Elemente a + ib
sind wegen N(a £1ib) = a® + b* = p Primelemente, und wegen 0 < b < a folgt a £1ib € Pg.
Damit ist p = (a +1ib) - (a — ib), wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung hat p keine
weiteren Primteiler, und es folgt 7—!(p) = {a + ib, a — ib}. 0

Es gibt also genau drei verschiedene Typen von Primzahlen in N:

e Primzahlen p € N, die prim in Z[i] bleiben, heifen trige.
e Primzahlen p € N, die in Z[i] zwei verschiedene Primfaktoren haben, heiften zerfallend.

e Primzahlen p € N, die in Z[i] einen Primfaktor mit Vielfachheit2 haben, heifen verzweigt.

Beispiel 3.3.6. Ordnet man die Primelemente u € Pzj; aufsteigend in 7(u) € Pz, so erhélt
man
PZ[i] = {1—l—i,3,2—|—i,2—i,7,11,3—|—21,3—21,4+i,4—i,19,...}

Abbildung 3.1 zeigt alle Primelemente u € Pz € P mit N(u) < 502
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Abbildung 3.1: Die Primelemente u € Pzj;) mit Norm N (u) < 50%.
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3.4 Das quadratische Reziprozitatsgesetz

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit den sogenannten quadratischen Resten, Zahlen in
den Korpern F, = Z/pZ fiir eine Primzahl p € N, die sich als Quadrate m* eines Elements
m € F, schreiben lassen. Quadratische Reste spielen eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie,
beispielsweise in der Untersuchung der p-adischen Zahlen und in diskreten Fouriertransformier-
ten. Sie treten auch in der Kryptographie auf und liefern auerdem Primzahltests. Wir kénnen
diese Anwendungen in dieser Vorlesung nicht behandeln. Wir werden aber aus quadratischen
Resten Aussagen iiber die Anzahl der Losungen von quadratischen Gleichungen und von Un-
gleichungssystemen in den Korpern F, = Z/pZ gewinnen. Damit ldsst sich unter anderem die
Irreduzibilitét quadratischer Polynome in F,[x] und die Verteilung von Primzahlen untersuchen.

Ausgangspunkt sind normierte quadratische Polynome ¢ = 22 — bz + ¢ im Kérper F, fiir Prim-
zahlen p € N und b,¢ € F,. Der Fall p = 2 spielt dabei eine Sonderrolle und lasst sich leicht
durch Ausprobieren behandeln. Ist p # 2, so gibt es ein multiplikatives Inverses 27! € F,, und
durch quadratische Ergéinzung erhiilt man ¢ = 2% — bz + ¢ = (v — 27'0)2 4+ & — 272b%. Es reicht
also, Polynome der Form ¢ = 2 — @ mit a@ € F,, zu untersuchen. Im Fall @ = 0 gibt es wegen
der Nullteilerfreiheit von F, genau eine Nullstelle, ndmlich z = 0. Wir koénnen uns also auf die
Restklassen zu p teilerfremder Zahlen beschrinken. Die Bezeichnung quadratischer Rest wird
dabei sowohl fiir die Restklassen selbst als auch fiir ihre Repriasentanten in Z benutzt.

Definition 3.4.1: Sei p € N eine ungerade Primzahl. Dann heifsen eine ganze Zahl a € Z mit
p 1 a und ihre Restklasse a € F, quadratischer Rest modulo p wenn es ein z € Z gibt mit

22 = a mod p. Ansonsten nennt man a und @ quadratische Nichtreste modulo p.

Beispiel 3.4.2.

1. Vielfache von p und 0 € F,, sind weder quadratische Reste noch Nichtreste modulo p.

2. Die Zahl 1 € F, und damit alle n € Z mit n = 1 mod p sind immer quadratische Reste,
denn es gilt 1-1 = 1.

3. In F3 gilt 12 = 22 = 1. Also ist @ € Z genau dann ein quadratischer Rest modulo 3, wenn
a =1 mod 3 ist.

4. Die quadratischen Reste modulo 11 sind die Restklassen {1,3,4,5,9}.
Denn es gilt 12 =10"=1,22=02=14,32 =8 =042 =72 =5 und 5? = 62 = 3.

Indem wir das Quadrieren von Einheiten in F} als Gruppenendomorphismus ¢ : F — F der
Einheitengruppe F; auffassen, erkennen wir, dass die quadratischen Reste eine Untergruppe
der Einheitengruppe bilden. Ebenso erkennt man, dass es immer genauso viele quadratische
Reste in F wie quadratische Nichtreste gibt.

Satz 3.4.3: Sei p € N eine ungerade Primzahl. Dann bilden die quadratischen Reste modulo
p eine Untergruppe @, C F; vom Index 2. Insbesondere enthilt F; genau %(p— 1) quadratische
Reste und (p — 1) Nichtreste.

Beweis:

Die Abbildung ¢, : F — F}, a — a? ist ein Gruppenhomomorphismus mit Bild ¢, und Kern
ker(py) = {a € F, | a*> = 1} = {£1}. Denn wegen der Nullteilerfreiheit von F, hat die Gleichung
a*—1=(a+1)(a—1)=0 genau die Losungen +1. Damit ist |Q,| = |[F|/|ker(q)| = 5(p — 1)
und [F): Q] = [F7|/|@p] = 2. O
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Um Aussagen dariiber machen zu kénnen, ob eine gegebene Zahl ein quadratischer Rest modulo
einer Primzahl p ist, fiihren wir eine Abbildung von Z in die Menge {0, =1} ein, die eine &hnliche
Rolle spielen wird, wie das Signum einer Permutation in der symmetrischen Gruppe. Dies ist
das sogenannte Legendresymbol.

Definition 3.4.4: Sei p € N eine ungerade Primzahl und a € Z. Dann ist das Legendre-
symbol definiert durch:

1 falls a ein quadratischer Rest modulo p ist,

a
(}—)) = ¢ —1 falls a ein quadratischer Nichtrest modulo p ist,

0 fallsp|a
Beispiel 3.4.5. Fiir p = 11 ist die Wertetabelle des Legendresymbols:
a [[0]1] 2[3]4|5] 6] 7| 8|9] 10]
() lola[-]r]e]]-t]-t]-t]a][—]

Da eine Zahl a € Z genau dann ein quadratischer Rest modulo p ist, wenn a € F; ein qua-
dratischer Rest ist, und @ = 0 genau dann, wenn p | a , hingt das Legendresymbol nur von
der Restklasse von a in F, ab. Statt als eine Abbildung Z — {0,1,—1} kénnen wir das Le-
gendresymbol also auch als eine Abbildung F) — Cs in die multiplikative Gruppe Cy = {£1}
auffassen. Diese Abbildung ist sogar ein Gruppenhomomorphismus.

Satz 3.4.6: Sei p € N eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

1. Sind a,b € Z mit a = b mod p, so ist (%) = <9>

2 (2) = (2) (2) fir e b 2 p

3. Das Legendresymbol definiert einen Gruppenhomomorphismus L : F} — Cy, a — (%)

Beweis:

Die 1. Aussage ist offensichtlich und ebenso 2. fiir p | @ oder p | b. Da @), eine Untergruppe vom
Index 2 in F) ist, ist @, ein Normalteiler und F*/Q, = Cy = {£1}. Die kanonische Surjektion
definiert dann einen surjektiven Gruppenhomomorphismus L : F — Cy, der quadratische Res-
te auf das neutrale Element 1 € (5 und quadratische Nichtreste auf —1 abbildet. Dieser stimmt
offensichtlich fiir alle @ € Z mit p 4 @ mit dem Legendresymbol iiberein. Damit folgt auch die
2. Aussage fiir pt a, b. a

Ahnlich wie das Quadrieren einer Einheit einen Gruppenhomomorphismus von F, in die Un-
tergruppe @, C F; der quadratischen Reste definiert, ist fiir jedes ¢ € N auch die Abbildung
v, F — F;, a = a? ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern und das Bild dieses Grup-
penhomomorphismus lassen sich aber im allgemeinen weniger leicht bestimmen. Da F nur die
Restklassen von zu p teilerfremden Zahlen in Z enthélt und es sich bei p um eine ungerade
Primzahl handelt, kénnen wir aus dem Satz von Euler (Korollar 3.1.6) und dem kleinen Satz
von Fermat (Korollar 3.1.7) zumindest Aussagen tiber die Félle ¢ = p —1 und ¢ = 3(p — 1)

gewinnen. Dies liefert eine Verallgemeinerung des kleinen Satzes von Fermat.



130 KAPITEL 3. ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE

Satz 3.4.7 (Eulerkriterium): Sei p € N eine ungerade Primzahl und a € Z. Dann gilt

a[ —
(—) = 4”7 mod p.
p
Beweis:
X

Fiir p | a ist die Aussage offensichtlich. Fiir p { a ist ¢, : F} — F), a = a? mit ¢ = %(p - 1)
ein Gruppenhomomorphismus. Da ¢,(a)* = a?? = a?~! = 1 nach Korollar 3.1.6, folgt auch
@q(Fy) C {£1}. Wire @ (Fy) € {£1}, so miisste p4(a) = 1 fiir alle a € F gelten, da
@q(Fy) € F eine Untergruppe ist. Damit hitte das Polynom 27 — 1 genau p — 1 > ¢ Nullstel-
len, ein Widerspruch zu Korollar 2.5.32. Also gilt ¢4(F) = {£1}. Mit dem Homomorphiesatz
folgt |ker(pq)| = FX|/leq(F)| = [FX1/2 = q. Ist a € Q,, so gibt es ein b € F) mit a = b7,
und mit Korollar 3.1.6 folgt wieder p,(a) = ' = 1. Damit gilt Q, C ker(p,) und wegen
| ker(¢,)| = |Qp| = ¢ folgt Q, = ker(y,) und damit die Behauptung. O

Mit dem Eulerkriterium lisst sich eine Losung der Gleichung 2% = a mod p explizit angeben,
wenn eine Losung existiert, also wenn a ein quadratischer Rest ist. Ebenso lésst sich damit
kliren, fiir welche ungeraden Primzahlen p das Element —1 € F, ein quadratischer Rest ist.

p+l

Korollar 3.4.8: Sei p = —1 mod 4 eine Primzahl und a € Z mit (%) =1. Dannist x =a 1

eine Losung der Gleichung 2% = a mod p.

Beweis:
p—1 p—1

Nach Satz 3.4.7ist a 2 = (%) = 1 mod p. Daraus folgt 22 = 0" =a-a"7 =amod p. O

Korollar 3.4.9 (Erster Ergidnzungssatz): Fiir jede ungerade Primzahl p € N gilt

-1 p—1 1 fallsp= 1mod4
()]

p —1 falls p= —1 mod 4.

Damit ist —1 ein quadratischer Rest modulo p genau dann, wenn p = 1 mod 4.

Um Legendresymbole effizient berechnen zu konnen, miissen wir uns zundchst genauer mit
der Struktur der quadratischen Reste modulo p befassen. Diese konnen wir nach Satz 3.4.6
auch mit den Nebenklassen der Untergruppe Cy = {I,—1} C F) identifizieren. Jede solche
Nebenklasse ist von der Form {a, —a} mit a € F. Fiir manche Anwendungen bietet es sich an,
aus jeder Nebenklasse einen Représentanten zu wéhlen. Ein solches Reprasentantensystem der
Cs-Nebenklassen bezeichnet man auch als Halbsystem.

Definition 3.4.10: Sei p € N eine ungerade Primzahl. Ein Halbsystem modulo p ist ein
Reprisentantensystem der Nebenklassen in F)/C5, also eine Teilmenge S C F), die genau ein
Element aus jeder Cy-Nebenklasse {a, —a} enthélt.

Daes in F) genau %(p—l) Cs-Nebenklassen gibt, gibt es 2% Halbsysteme. Ist S ein Halbsystem
modulo p ist, so ist offensichtlich auch das Komplement —S := {—b | b € S} von S in F)’ wieder
ein Halbsystem. Das Legendresymbol einer Zahl a € Z modulo p lasst sich dann aus dem Schnitt
der Halbsysteme —S und aS bestimmen.
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Satz 3.4.11 (Lemma von Gauf}): Sei p € N eine ungerade Primzahl und S C F ein
Halbsystem. Dann ist fiir jedes a € Z mit p { a auch aS = {ab € FX | b € S} wieder ein
Halbsystem und

<2> = (=" mit h=|(-9)N(a@9)|.

p

Beweis:
Dapftaista € F,, und damit besteht aS fiir jedes Halbsystem .S ebenfalls aus 7%1 Elementen.
Weiterhin gilt aS N (—as) = &, und damit enthilt a.S maximal ein Element aus jeder Neben-
klasse {b, —b}. Da |aS| = E3*, enthilt @S genau ein Element aus jeder Cy Nebenklasse {b, —b}
und ist ein Halbsystem.

Fiir ein Halbsystem S bezeichnen wir mit 7(S) := Ilzcg & das Produkt aller Elemente in S. Da
asS = (SnaS)U((—9) Nnas), gilt 7(as) = (—1)ID@)r(S). Aus dem Eulerkriterium folgt

Q

(—D)IEINE@SNr(S) = r(@S) = [[az =a'T [[2°% (-) (9). O

8
Mm
0N
8
m
9]

Korollar 3.4.12 (Zweiter Erginzungssatz): Sei p € N eine ungerade Primzahl. Dann gilt

(g) _ (_1>p%Tfl _ { 1 fallsp=+1 mod 8

p —1 fallsp=+43 mod 8

Beweis: L
Fiir das Halbsystem S = {1,2,..., 21} gilt 25 = {2,4,...,p — 1}. Damit ist h = |(—S) N 29]
die Anzahl aller z € Z mit 1%1 < 2z < p — 1. Daraus folgt

T _
’%1 p=—1mod4

p—1 — 1 mod 4 q o mod 8
4 2 ungerade p = +3 mod 8,

und mit Satz 3.4.11 folgt die Behauptung. |

Das Argument aus dem Beweis des zweiten Erginzungssatzes liasst sich auch auf andere zu
p teilerfremde Primzahlen ¢ anwenden. Auch in diesem Fall ist nach Satz 3.4.11 das Legen-
dresymbol durch die Kardinalitdt der Menge (—5) N (¢S) gegeben, und diese lésst sich durch
Losungen gewisser Ungleichungen charakterisieren. Diese Ungleichungen werden jedoch deutlich
komplizierter als im Fall ¢ = 2. Dennoch liefern sie eine interessante geometrische Interpreta-
tion des Legendresymbols und anschliefsend einen Satz, mit dem wir Legendresymbole effizient
berechnen kénnen.

Lemma 3.4.13: Sei p = 2¢+ 1 € N eine ungerade Primzahl und » € N mit p { r. Dann ist

<]§> = (—1)", wobei h die Anzahl der Lésungen (x,%y) € Z? folgender Ungleichungen ist:

1 +1
0<x<]%, O<y<r2 )

—g <rx—py <0. (3.4)

Beweis:
Wir betrachten das Halbsystem S = {1,...,q} € F}. Nach Satz 3.4.11 ist (%) = (—1)", wobei

h=|(=S)NTS)|={zeS|rzre-S}={zeS|rte{q+1,...p—1}}
={xe{l,..,q} |TTe{qg+1,...p—1}}|
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Nun gilt = € {1, ..., ¢} genau dann, wenn z € Z mit

0<z<i(p+1). (3.5)

Ferner gilt 72 € {¢+1,...,p — 1} genau dann, wenn es a,y € Z gibt mit 1 < a < ¢ und
re=q+a+ (y—1)p. Auflésen der letzten Gleichung nach a und einsetzen in die Ungleichung
fiir a liefert dann die Ungleichungen

—q<rzx—py< -1l (3.6)

Da es zu jedem x hochstens ein y € Z gibt, das die Ungleichung (3.6) erfiillt, ist h die Anzahl
der Paare (z,y) € Z?, die die Ungleichungen (3.5) und (3.6) erfiillen. Umformen von (3.6) ergibt

re+1<py<rz+agq, (3.7)

und mit (3.5) folgt dann aus (3.7)

1
O<r+1§py§7’q+q§(r+1)q<(7’+1)g N 0<y<“2F. (3.8)

Die Ungleichungen (3.5), (3.7) und (3.8) sind dann wegen rx — py € Z dquivalent zu (3.4). O

Aus diesem eher technischen Ergebnis zu Losungen von Ungleichungen, ergibt sich ein Satz,
der sehr hilfreich zur Berechnung des Legendresymbols ist, das sogenannte quadratische Rezi-
prozitatsgesetz, das es erlaubt Zéhler und Nenner im Legendresymbol zu vertauschen, sofern
sie verschieden und beide ungerade sind.

Satz 3.4.14 (quadratisches Reziprozititsgesetz):
Seien p, g € N zwei verschiedene ungerade Primzahlen. Dann gilt

<p> (q) p=1 q-1 { 1 falls p=1 mod 4 oder ¢ =1 mod 4

5 D —1 fallsp=g¢=—1 mod 4.

Beweis:
Nach Lemma 3.4.13 ist ( ) = (=1)/%l mit

q
p

Xp:{(m,y)622|0<x<7%1,O<y<%, —£ < qr —py <0}

Vertauschen wir p und ¢ sowie Variablen x und y, so erhalten wir analog (%) = (—1)Xal mit

X,={(z,y) eZ?|0<y< L 0<a < —L<py—qz<0}.
Da —% < py — qr < 0 dquivalent ist zu 0 < gz — qy < %, gilt X, N X, = 0. Auferdem folgt
aus x,y € Z mit gz —py = 0, dass p | z und ¢ | y, was den Ungleichungen 0 < y < q%l und

0<z< 7%1 widerspricht. Damit ist dieser Fall schon durch die Ungleichungen 0 < y < %

und 0 < z < ’%1 ausgeschlossen, und es ergibt sich

X=X, UX,={(z,y) €Z?|0<a < 0<y< —L<gz—py<i} (3.9)

(g) <%> = (— 1)l (—1)IXel = (1),
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Zu untersuchen ist also, ob die Menge X = X, U X, geradzahlig oder ungeradzahlig viele

Elemente enthilt. Dazu betrachten wir die Punktspiegelung von R? im Punkt P := (’%1, qZ—l)

cp:R2—>R2, (x,y)H(z%l—x,q;r—l— )

Sie bildet die Menge X auf sich selbst ab, denn wegen p,q ungerade gilt ¢(z,y) € Z* genau
dann, wenn (z,y) € Z% Die ersten zwei Ungleichungen in (3.9) sind offensichtlich invariant
unter ¢ und fiir die letzte ergibt sich

—b<qtF ) -p( -y <§ & S<-qtpy+i-5<]
& —d<-—qrtpy<ti & L<qg-py<i

Da ¢(X) = X, ¢* = id und P der einzige Fixpunkt von ¢ ist, ist |X| genau dann ungerade,
wenn P € X. Da P die Ungleichungen in (3.9) erfiillt, gilt dies genau dann, wenn P € Z2. Dies
ist offenbar genau dann der Fall, wenn p = —1 mod 4 und ¢ = —1 mod 4 gilt. O

Beispiel 3.4.15.
Die Menge X fiir p = 17 und ¢ = 11 und der Punkt P sind in der folgenden Grafik dargestellt

Man beachte die Linie gz — py = 0, die die Mengen X,, und X, voneinander trennt. Nur die
Vereinigung X = X, U X, ist invariant unter einer Punktspiegelung an P.

Das quadratische Reziprozitatsgesetz kann gut zur Berechnung des Legendresymbols und damit
zur Klarung der Frage verwendet werden, ob eine vorgegebene Zahl ein quadratischer Rest ist

Beispiel 3.4.16. Wir untersuchen, ob
2* =7 mod 19 (3.10)

eine Losung x € Z hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn 7 ein quadratischer Rest modulo

19 ist, also genau dann, wenn (1—79) =1 gilt. Um das Legendresymbol zu berechnen, nutzt man
das quadratische Reziprozitéitsgesetz und Satz 3.4.6, 1. um die Argumente im Legendresymbol
schrittweise durch kleinere Zahlen zu ersetzen, bis man den ersten oder zweiten Ergénzungssatz

(Korollare 3.4.9 und 3.4.12) anwenden kann.
L (g) 8412
5

T\ sa1s (19Y 3461 (53414 [T 34
19) 7 ) 5

Damit hat (3.10) eine Losung. Durch Ausprobieren sicht man, dass x = 8 eine Losung ist.

D
IS
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Beispiel 3.4.16 ist von einer besonders einfachen Form, da bei der Berechnung im Zahler und
Nenner jeweils nur Primzahlen auftauchen. Im allgemeinen kann der Zahler des Legendresym-
bols aber auch nicht-Primzahlen enthalten, und das quadratischen Reziprozititsgesetz kann
dann erst angewendet werden, nachdem man den Zahler in seine Primfaktoren faktorisiert und
das Produkt der entsprechenden Legendresymbole gebildet hat. Um diese rechnerisch aufwéndi-
ge Primfaktorzerlegung im Zahler zu vermeiden, bietet es sich an, die Definition des Legendre-
symbols zu erweitern, so dass im Nenner auch Nicht-Primzahlen auftreten konnen. Damit das
quadratische Reziprozitéitsgesetz seine Giiltigkeit behalten kann und aus Symmetriegriinden
muss man dabei fordern, dass das resultierende Symbol auch im Nenner multiplikativ ist.

Definition 3.4.17: Seien a,n € Z mit n > 1 ungerade und n = p}* ...p% die Primfaktorzer-
legung von n. Dann ist das Jacobisymbol definiert als

(=G) -G
Beispiel 3.4.18. n D1 Ds

1. Es gilt (%) =1 fiir alle a € Z, denn in diesem Fall gilt v; = ... = v, = 0 und 2° = 1 fiir
alle z € Z\ {0}.

2. Aus der Definition des Jacobisymbols erhélt man mit dem zweiten Ergénzungssatz 3.4.12

()= (3)¢) - (10 = -1

Wir zeigen nun, dass auch das Jacobisymbol das quadratische Reziprozitiatsgesetz erfiillt, sowie
die meisten anderen bekannten Identitédten fiir das Legendresymbol. Bis auf die Ergdnzungssétze
und das quadratische Reziprozitiatsgesetz ergibt sich das direkt aus der Definition.

Satz 3.4.19 (Eigenschaften des Jacobisymbols):

Seien a,b, m,n € Z und m,n > 1 ungerade. Dann gilt

1. Wertebereich: (¢) € {0,1, —1}.
2. Trivialitdt: (£) = 0 genau dann, wenn ggT(a,n) # 1.
3. Periodizitat im Zéhler: Aus a = b mod n folgt (%) = (%)
4. Multiplikativitat im Zahler: ( ) ( ) ( )
5. Multiplikativitdt im Nenner: (nfjn) = (%) (%)
6. Erster Ergénzungssatz: (;) (— ) T
7. Zweiter Erganzungssatz: (5) (— ) =
8. Quadratisches Reziprozitéitsgesetz: (Z) = (—1)m2_1nT_1 ().
9. Quadratische Reste: Wenn n prim ist und n 1 a, dann ist @ genau dann ein quadratischer
Rest modulo n, wenn (%) =1 ist.
Beweis:

Aussagen 1. -5. und 9. folgen direkt aus der Definition 3.4.17 und den entsprechenden Aussagen
fiir das Legendresymbol (vgl. Definition 3.4.4 und Satz 3.4.6)

Fiir Aussagen 6.-8. betrachten wir die Gruppenhomomorphismen

—1

g4 (Z/42) — {£1}, n— (—1)717

n2—1

e (Z/82)° — {£1}, i (—1)"F
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Aus n = m mod 4 folgt 2 | 3(n —m), und aus n = m mod 8 folgt 2 | £(n? —m?). Damit
sind diese Abbildungen wohldefiniert. Durch direktes Nachrechnen ergibt sich, dass es sich um
Gruppenhomomorphismen handelt.

Wir beweisen die Aussagen 6.-8. durch Induktion tiiber n.
Fiir n = 1 folgen sie direkt aus Beispiel 3.4.18, 1. und aus Definition des Legendresymbols, denn

(3)- ()-(3) -

Sei nun n > 1. Da n nach Voraussetzung ungerade ist, hat dann n einen ungeraden Primfaktor
p. Wir setzen ¢ = n/p. Dann folgt aus den Ergénzungssitzen und der Induktionsvoraussetzung

s () =(5) 2 (5 (5) Dbt = aon = i) = (17
t () =(2)2 () (3) et ==t = sl = (-1

Ist ggT(m,n) # 1, so ist 8. trivialerweise erfiillt, denn dann gilt nach 2. () = (£) = 0. Sind
m,n beide prim, so gilt 8. nach dem quadratischen Reziprozititsgesetz. Ist m = 2m’ 4+ 1 prim
mit ggT(m,n) = 1 und p ein nichttrivialer Primteiler von n mit n = pgq, so folgt

(M) = (2) 2 (2) (%) Zawr (2)aw ()£ @ a@™ (2) 6w

=am)” (=) = ()77 (2.

m
Damit ist 8. fiir beliebige n > 1 ungerade und Primzahlen m bewiesen. Analog folgt es auch
fiir Primzahlen n und beliebige m > 1 ungerade. Durch Faktorisieren der Zéhler und Nenner
der Jacobisymbole ergibt sich dann (3.11) fiir beliebige n > 1 ungerade, und 8. ist bewiesen. O

Das Jacobisymbol und damit auch das Legendresymbol lasst sich nun schnell durch einen Algo-
rithmus berechnen, der dem Euklidischen Algorithmus dhnelt. Dazu wendet man abwechselnd
das quadratische Reziprozitéitsgesetz und die Periodizitdt des Jacobi-Symbols im Zahler an.
Erhéalt man dabei ein Jacobi-Symbol, dessen Zéhler oder Nenner durch zwei teilbar ist, so muss
man vor Anwendung des quadratischen Reziprozitdtsgesetzes die Zweierpotenzen im Zéhler
oder Nenner abspalten und das entsprechende Jacobisymbol mit den zweiten Ergénzungssatz
berechnen. Am Ende der Rechnung ergibt sich dann der Wert mit dem ersten oder zweiten
Erganzungssatz.

Beispiel 3.4.20. Es gilt:
397 \ 8. (1009 3. (215 s (397 3. (182 4 [ 2 91
(ios) * (Coor) = (ior) = (o) (a1) * (a55) (et
7. (91 s 2151 3. , ,
=(am) - (W) ()

- (3)-(3

1

wobei in 7. die Identitat 215% —

I
[\
—_
(S8
+

N
W

—_
Ot

I

N

I
[\
—_
(=)
[\]
—_
=~
l
=
o
o
—_
(=)
on
@
=
o
-+
N
-+
=
o]
=
o
®

Eine interessante Konsequenz des quadratischen Reziprozititsgesetzes ist die Periodizitat des
Jacobisymbols im Nenner, die ebenfalls in konkreten Rechnungen hilfreich sein kann. Diese
nimmt im Fall ¢ = 1 mod 4 eine besonders einfache Form an.
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Satz 3.4.21: Seien m,n € N ungerade. Dann gilt fiir alle a € Z:

1. Ausmznmodélafolgt( ):(%

a
m

2. Ist @ =1 mod 4, so folgt ( ) = (ﬂ>

a
m la

Beweis:

1. Fiir a = 0 ist die Aussage trivial. Sind a # 0 und m nicht teilerfremd, so gibt es eine
ungerade Primzahl p, die m und a teilt, und wegen m = n mod a teilt p dann auch n. Damit gilt
(%) = (%) = 0. Sind m und n teilerfremd zu a, so konnen wir a faktorisieren als a = (—1)¢-2*-b

mit e € {0,1}, p > 0 und b > 0 ungerade. Nach dem quadratischen Reziprozititsgesetz und
den Ergénzungssitzen gilt dann

(P () () (G e (2) = e (2

N(m)=1(m—1)(2e+ (b—1)) + &(m* — 1). (3.12)

Ist m = n mod 4a, so folgt m = n mod b und damit (%) = (%) nach Satz 3.4.19, 3. Fiir
ungerades a ist 1 = 0 und m = n mod 4. Daraus folgt N(m) = N(n) mod 2 und damit die
Behauptung. Ist a gerade, so gilt 8 | 4a und damit m = n mod 8. Daraus folgt wieder

N(m) — N(n) = 1(m —n)(2e + b— 1) + &£(m* — n*) = 0 mod 2.

2. Ist @ = 1 mod 4, so ist a ungerade, und wir kénnen a faktorisieren als a = (—1)¢ - b mit
b = |a| > 0 ungerade. Aus a = 1 mod 4 folgt dann b = (—1)° mod 4 und

((=1)*—1) = e mod 2.

Also ist e+ 25! und damit auch N(m) aus (3.12) gerade, und aus (3.12) folgt die Behauptung. O

Eine wichtige Anwendung des Legendre- und Jacobisymbols ist die Untersuchung der Frage, ob
ein quadratisches Polynom ¢ = x? — bz + ¢ in F,[z] eine Nullstelle besitzt. Ist p = 2, so lisst
sich das am einfachsten durch Probieren ermitteln. Ansonsten kann man das Problem mit Hilfe
der Legendresymbole und mit quadratischer Erginzung losen. Denn dann besitzt 2 € F, ein
multiplikatives Inverses d, und es gilt ¢ = 2*> — bxr + ¢ = (x — db)? + ¢ — d*b?. Alternativ kann
man auch die Mitternachtsformel benutzen, die fiir p # 2 ihre Giiltigkeit behélt und besagt,
dass ein Polynom ¢ = az? 4+ bz + ¢ genau dann eine Nullstelle in F, hat, wenn b? — 4ac ein
quadratischer Rest in F), ist.

Beispiel 3.4.22.

1. Die Zahl a = —6 ist genau dann quadratischer Rest modulo einer Primzahl p, wenn
p = 1,5,7,11 mod 24 ist. Das Polynom f(x) = x? + 6 ist also genau dann irreduzibel
modulo p, wenn p = 13,17,19, 23 mod 24 ist.

Denn es gilt ggT(p,24) > 1 genau dann, wenn ggT(p,6) > 1. Ansonsten ist p = ¢ mod 24
fir ein ¢ € {1,5,7,11,13,17,19,23}, und es folgt

()= (@) ) () oo @) 2o )

2_
B (—1)qs1 ¢ =1mod 3
q = —1 mod 3.
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2. Das Polynom z? — 5 ist genau dann in F,[z] irreduzibel, wenn p # 2 und p = £2 mod 5
gilt. Fiir p = 2 ist offensichtlich 22 —5 = 2% — 1 reduzibel, da z = 1 eine Nullstelle ist, und
fiir p = 5 ist 0 eine Nullstelle. Ist p ¢ {2,5}, so ist p = ¢ mod 5 fiir ein ¢q € {1,2,3,4}. Da
5 =1 mod 4 folgt dann

(§) 3.4.19,8. (g) 3.4.19,3 <g) B 1 ¢g=1,4
p 5 5 -1 ¢=2,3

3. Das Polynom f = 2% — 7z + 11 ist irreduzibel in F,[z] genau dann, wenn p = +2 mod 5
gilt. Denn es gilt b* —4ac = 49— 44 = 5, und nach 2. ist 5 kein Quadrat in F, genau dann,
wenn p = £2 mod 5 ist. Fiir p = 2 ist f = 22 — 2 + 1 und hat keine Nullstelle in Fs.

Eine weitere wichtige Anwendung von Legendre- und Jacobisymbolen ist, dass sie es einem
erlauben, Aussagen iiber die Verteilung von Primzahlen zu machen. So kann man mit Hilfe der
Legendresymbole zeigen, dass in bestimmten Restklassen jeweils unendlich viele Primzahlen
enthalten sind. Wir zeigen dies fiir die Restklassen modulo 8.

Satz 3.4.23: In jeder der Mengen 8Z + 1, 8Z + 3, 8Z + 5 und 8Z + 7 sind unendlich viele
Primzahlen enthalten.

Beweis:
1. Angenommen, die Aussage ist falsch. Dann gibt es ein k € {1,3,5,7} und ein B € N, so dass
p < B fiir alle Primzahlen p € 8Z + k. Wir setzen

U) +1 fir k=1,

U?+2 fir k=3

U:= H m N = ) * lilr ’
meN,m<B Us+4 fir k = 57

m ungerade 8U2 -1 firk="7

und zeigen, dass N = k mod 8 ist. Als Produkt von ungeraden Zahlen ist U ungerade, also von
der Form U = 2n+1 mit n € N. Es folgt U? = (2n+1)? = 4n’+4n+1 = 4n(n+1)+1 = 1 mod 8,
denn entweder n oder n + 1 ist gerade und damit ist 4n(n + 1) durch 8 teilbar. Daraus folgt:

(2-1)'+1=1mod8 firk=1,
12 +2 =3 mod 8 fiir k£ = 3,
12 +4=5mod 8 fir k =5,
8-12—-1=7mod 8 fir k=17.

=
Il

2. Wir zeigen, dass fiir jeden Primteiler p von N gilt p > B: Da N ungerade ist, muss jeder
Primteiler p von N ungerade sein. Wére nun p ein Primteiler von N mit p < B, so wiirde p im
Produkt U auftauchen. daraus ergébe sich U = 0 mod p und im Widerspruch zu p | N

lmodp  fir k=1,
2 mod p fiir k = 3,
4modp fiir k=25,
—lmod p firk="7.

=
Il
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3. Es reicht nun, zu zeigen, dass N einen Primteiler p mit p = k mod 8 besitzt. Aus 2. folgt
dann p > B, und wir erhalten einen Widerspruch zur Annahme, dass alle Primzahlen ¢ € 8Z+k
die Bedingung ¢ < B erfiillen. Die Existenz eines solchen Primteilers p zeigen wir fiir die vier
Falle k = 1, 3,5, 7 separat:

e i = 1: Fiir jeden Primteiler p von N = (2U)* +1 gilt (2U)* = —1 mod p. Damit hat die Rest-
klasse von 2U Ordnung 8 in F . Nach dem Satz von Lagrange muss 8 also die Gruppenordnung
[F| = p—1 teilen. Es folgt p = 1 mod 8.

e k = 3: Fiir jeden Primteiler p von N = U? + 2 gilt U?> = —2 mod p, und damit ist —2 ein
quadratischer Rest modulo p. Mit den Ergédnzungssatzen folgt fiir das Legendresymbol

Nach Korollar 3.4.9 und 3.4.12 muss damit p = 1 mod 4 und p = £+1 mod 8, also p = 1 mod 8
gelten, oder p = —1 mod 4 und p = £3 mod 8 und damit p = 3 mod 8. Wére p = 1 mod 8 fiir
alle Primteiler von N, so wire auch N = 1 mod 8, im Widerspruch zu N = k = 3 mod 8. Also
existiert mindestens ein Primteiler p von N mit p = 3 mod 8.

e k = 5: Fiir jeden Primteiler p von N = U? + 4 gilt U?> = —4 mod p, und damit ist —4 ein
quadratischer Rest modulo p. Fiir das Legendresymbol folgt:

()-GO

Mit dem ersten Erganzungssatz (Korollar 3.4.9) folgt p = 1 mod 4, also p = 1 mod 8 oder
p = 5 mod 8. Wire p = 1 mod 8 fiir alle Primteiler von N, so wéire auch N = 1 mod 8, im
Widerspruch zu N = k£ = 5 mod 8. Also existiert mindestens ein Primteiler p von N mit
p =5 mod 8.

e k = 7: Fiir jeden Primteiler p von N = 8U? — 1 gilt 8U? = 1 mod p, und daraus folgt
16U? = (4U)? = 2 mod p. Also ist 2 ein quadratischer Rest modulo p und (%) = 1. Der

zweite Ergdnzungssatz 3.4.12 liefert p = 1 mod 8 oder p = 7 mod 8. Wire p = 1 mod 8 fiir
alle Primteiler von N, so wére auch N = 1 mod 8, im Widerspruch zu N = k = 7 mod 8. Also
existiert mindestens ein Primteiler p von N mit p = 7 mod 8. O

Eine weitere wichtige Anwendung des Jacobisymbols ist ein niitzlicher Primzahltest, der Solovay-
Strassen-Primzahltest. Er beruht auf der Beobachtung, dass sich das Eulerkriterium

a7 = (%) mod n fiir n € N prim (3.13)
nicht auf die Jacobisymbole von Nicht-Primzahlen n € N verallgemeinert. Solovay und Strassen
haben bewiesen, dass das Eulerkriterium fiir eine Nichtprimzahl n > 1 mindestens fiir die
Hélfte aller Restklassen a € Z/nZ nicht erfiillt ist. Indem man fiir zuféllig gewéhlt Zahlen
a € {1,...,n — 1} zunéichst ggT(a,n) und fiir ggT(a,n) = 1 auch die Jacobisymbole (£) und
a"z" modulo n berechnet, findet man so entweder (i) eine Zahl mit ggT(a,n) > 1, woraus
man schliefen kann, dass n keine Primzahl ist, (ii) eine Zahl a die (3.13) nicht erfiillt, woraus
man ebenfalls schliefen kann, dass n keine Primzahl ist, oder (iii) fiir alle getesteten a gilt
(9) = 4"z mod n. Nachdem man N zuféllig gewdhlte Zahlen aus {1,...,n — 1} getestet hat,

n
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weiss man dann, dass die Wahrscheinlichkeit, dass n eine Primzahl ist, mindestens 1 — 27 ist.
Der Test ist halb-probabilistisch, weil er eine definitive Aussage dariiber liefert, dass n keine
Primzahl ist, aber nur Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass n eine Primzahl ist.

Anwendung 3.4.24 (Solovay-Strassen-Primzahltest):
1. Wihle zufillig eine Restklasse a € (Z/nZ)*.
2. Berechne d := ggT(a,n). Wenn d # 1, ist n nicht prim. Stop.

3. Berechne beide Seiten von (3.13). Beides ist effektiv moglich. Wenn sie nicht gleich sind,
ist n nicht prim. Stop.

4. Wiederhole die ersten drei Schritte N mal.

5. Bricht der Test nicht ab, so ist n prim mit einer Wahrscheinlichkeit von > 1 — 27,
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Anhang A

A.1 Die komplexen Zahlen

In diesem Appendix versammeln wir ohne Beweis einige wichtige Definitionen, Sétze und Re-
chenregeln fiir komplexe Zahlen. Die komplexen Zahlen werden eingefiihrt, indem wir auf dem
reellen Vektorraum R? eine Multiplikation definieren, die ihm die Struktur eines Korpers ver-
leiht. Dass dies tatséchlich einen Korper liefert, ergibt sich durch direktes Nachrechnen der
Korperaxiome.

Satz A.1.1: Die Menge R? mit den Verkniipfungen +,- : R> x R? — R?,
(a,b) + (¢,d) := (a + ¢,b+d) (a,b) - (¢,d) := (ac — bd,ad +bc)  Va,b,c,d €R

ist ein Korper. Er wird als der Korper der komplexen Zahlen und mit C bezeichnet. Er enthélt
den Korper R der reellen Zahlen als Teilkérper R x {0} C C.

Die Notation (a, b) fiir komplexe Zahlen ist sperrig und uniibersichtlich. Man schreibt komplexe
Zahlen als reelle Linearkombinationen der Basisvektoren 1 := (1,0) und i := (0,1) als a +
ib := a-(1,0)+0b-(0,1) = (a,b) fiir a,b € R. Damit erhélt man 1> = (1,0)> = 1 und
i =(0,1)-(0,1) = —1, und die Addition und Multiplikation in C bekommen die Form

(a+1ib) + (c+id) = (a +¢) +i(b+ d) (A.1)
(a +ib)(c +id) = ac +i(bc + ad) + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc).

Wir fassen die wichtigsten Bezeichnungen fiir komplexe Zahlen in einer Definition zusammen.

Definition A.1.2: Im Korper C der komplexen Zahlen benutzt man die Bezeichnung x + iy
fiir (x,y) und Formel (A.1) fiir die Verkniipfungen. Das Element i := (0,1) mit i = —1 heifit
imaginire Einheit, und eine Zahl der Form iy, y € R heifst imaginir. Fiir 2 =z +iy € C
mit z,y € R definiert man

den Realteil Re(z) :=z € R,
den Imaginérteil Im(z) .=y € R,

die zu z komplex konjugierte Zahl z := x — iy € C,

den Betrag |z| := /22 + y?2 = V2Z € R,

141
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e das Argument arg(z) € [0,27) von z = x + iy € C\ {0} als den eindeutigen Winkel mit

_ Re(z) x Im(z) Yy

cos(arg(z)) ] :\/m sin(arg(z)) = ] :\/m.

Lemma A.1.3:
1. Die komplexe Konjugation erfiillt die Bedingungen:

ifw=zZ4+wW, Z-wW=2 W, T==x Iir=—ir, Z=2=2 Vz,we C,x eR
2. Fir alle z € C gilt:

Re(z) = 3(z+72), Im(z)=1(z—2), z-z=]z~

Beispiel A.1.4. Wir bestimmen Re(1/z) und Im(1/2) fiir z = 1 4 2i. Dazu erweitern wir den
Bruch mit dem komplex Konjugierten des Nenners:
1 1 1-2i 1-2i 1—-2i

s = = = 1/z) =+, Im(1/2) = —2.
c i 3 G-maza 1o 5 Rell/r)=5Im{l/z)=-3

Im(z2)

—Im(z)

Das Argument einer komplexen Zahl z € C ist per Definition der Winkel, den der zugehorige
Vektor mit der positiven xz-Achse einschlieftt und der Betrag die euklidische Norm dieses Vek-
tors. Die Addition in C stimmt offensichtlich mit der Vektoraddition im R? iiberein und lisst sich
mittels der Parallelogrammregel visualisieren. Bei der Multiplikation komplexer Zahlen multi-
plizieren sich ihre Betrdge und addieren sich ihre Argumente, denn aus den Additionsformeln
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fir Sinus und Kosinus ergibt sich fiir zwei komplexe Zahlen z = |z|(cos arg(z) +isinarg(z)) und
w = |w|(cos arg(w) + isin arg(w))

z-w = |z|(cosarg(z) +isinarg(z)) - |w|(cosarg(w) + isin arg(w))
= |z||w]|(cos arg(z) cos arg(w) — sin arg(z) sin arg(w))

+ i|z||w]| (sin arg(z) cos arg(w) + sin arg(w) cos arg(z)))

= |z||w|(cos(arg(z) + arg(w)) + isin(arg(z) + arg(w))).

Also gilt |z - w| = |z] - |w| und arg(z - w) = arg(z) + arg(w).

Die Addition komplexer Zahlen

arg(z - w) = arg(z) + arg(w)

Die Multiplikation komplexer Zahlen
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Wir kénnen die Multiplikation und Addition komplexer Zahlen auch mit Hilfe der komplexen
Exponentialfunktion beschreiben. Dies ist die Abbildung exp : C — C, z — €* definiert durch

exp(z +1y) = exp(x) - exp(iy) = €*(cos(y) + isin(y))  Va,y € R, (A.2)

wobei e® fiir z € R das reelle Exponential von x bezeichnet. Aus dieser Definition erhélt man
direkt die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

exp(z + iy) - exp(z’ +1y') = e®(cos(y) + isin(y)) - e (cos(y') + isin(y")) (A.3)
= ™ (cos(y) cos(y') — sin(y) sin(y')) + ie®** (cos(y) sin(y’) + sin(y) cos(y'))
= e (cos(y + /) +isin(y +y)) = exp((z +2') +i(y + ).

In der Tat kann man die komplexe Exponentialfunktion durch eine auf ganz C absolut konver-
gente Potenzreihe definieren
exp(z Z i

Die Funktionalgleichung ergibt sich dann wie fiir die reelle Exponentialfunktion mit der Cauchy-
schen Produktformel. Mit Hilfe der komplexen Exponentialabbildung erhélt man dann die so-
genannte Polardarstellung einer komplexen Zahl.

Korollar A.1.5:
1. Jede komplexe Zahl z € C\ {0} lésst sich eindeutig schreiben als
z = re'? = r(cos ¢ +isin ) mit r = |z| € RT, ¢ = arg(z) € [0, 27).
Diese heift Polardarstellung und z = = + iy heiftt kartesische Darstellung von z.
2. Fiir z = re! und w = se¥ mit r,s € R und ¢, ¢ € R gilt 2z - w = rse!@t¥),
3. Es gilt die de Moivresche Formel

(cos g +isin )" = €™ = cos(nyp) + isin(nyp) Vn € Z,¢ € |0,2m)

Beispiel A.1.6. Wir bestimmen die Polardarstellung der komplexen Zahl z = 1 — i und die
kartesische Darstellung der komplexen Zahl w = 3¢i™/3.

Fiir z = 1 —1i gilt |2| = 1/12 + (=1)2 = v/2 und damit auch
1/v/2 = Re(2)/]z| = cos(arg(z)) = —Im(z)/|z| = —sin(arg(z)) = arg(z) = 7r/4.
Daraus folgt z = v/2e™/4. Fiir w ergibt sich aus den Identitéten cos(7/3) = 1/2 und sin(7/3) =

V/3/2 die kartesische Darstellung w = 3(cos(7/3) +isin(n/3)) = (1 + v/3i).

Eine wichtige Motivation fiir die Betrachtung der komplexen Zahlen ist der Fundamentalsatz
der Algebra. Er besagt, dass jedes nicht-konstante Polynom mit Koeffizienten in C iiber C
vollstdndig in Linearfaktoren zerfallt.
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Satz A.1.7 (Fundamentalsatz der Algebra):

Jedes nicht-konstante Polynom mit Koeffizienten in C hat eine Nullstelle in C und zerfallt
deshalb iiber C in Linearfaktoren: zu p = a,2" + a,_ 12" ' + ... + a2 + ap mit a,, ..., ap € C,
an, # 0 und n € N existieren z1, ..., z, € C mit p = a,(z — 21) - (x — 22) - - - (x — 2,,). Die Zahlen
21, .., 2n € C sind genau die Nullstellen von p in C.

Offensichtlich gilt diese Aussage nicht fiir reelle Zahlen, denn das Polynom 22 +1 hat keine reelle
Nullstellen. Uber C zerfillt es in Linearfaktoren, denn (v +i)(z—i) = 22 —i% = 22— (—1) = 22 +1.
Es besitzt also genau die komplexen Nullstellen +i. Als Spezialfall nicht-konstanter Polynome
mit komplexen Koeffizienten ldsst sich also insbesondere jedes nicht-konstante Polynom mit
reellen Koeffizienten als Produkt von Linearfaktoren (x — 21) - - - (x — 2,,) mit z; € C schreiben.
Die folgenden zwei Spezialfille dieser Aussage sind besonders relevant.

Lemma A.1.8:

1. Ist p = a, 2™ + ... + a1x 4 ag ein Polynom mit reellen Koeffizienten a,, ...,aq € R, so ist
z € C eine Nullstelle von p genau dann, wenn zZ € C eine Nullstelle von p ist.

2. Die Nullstellen des Polynoms z™ — 1 mit n € N sind die komplexen Zahlen z, = >"*/n

mit k£ € {0,1,...,n — 1}. Man nennt sie die nten Einheitswurzeln.

Die nten Einheitswurzeln bilden die Ecken eines in den Einheitskreis S* = {2z € C||z| = 1}
einbeschriebenen regularen n-Ecks, dessen erste Ecke auf der Zahl 1 liegt.

Y
4 1 4mi/10
667r1/10 e
£87i/10 £27i/10
£ 107i/10 27 /n 1
X
14mi/10 £167i/10

Die nten Einheitswurzeln fiir n = 10.

Allgemeiner erhilt man fiir eine komplexe Zahl w eine Losung der Gleichung 2" = w, indem
man einen Kreis mit Radius r» = W um den Ursprung zeichnet, den Winkel ¢ zwischen w
und der positiven z-Achse in n gleiche Teile teilt und den Punkt auf dem Kreis mit Radius
r markiert, der mit der positiven x-Achse den Winkel ¢/n einschlieft. Die n Losungen der
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Gleichung 2" = w sind dann genau die Ecken eines in den Kreis einbeschriebenen regulidren
n-Ecks, dessen erste Ecke auf diesem Punkt liegt. (Ubung).

Bemerkung A.1.9. Das sichere Rechnen mit trigonometrischen Funktionen und komplexen
Zahlen wird im Studium und auch im Staatsexamen vorausgesetzt. Dazu gehort es, dass man
die wichtigsten Werte von Sinus und Kosinus ohne Hilfsmittel jederzeit reproduzieren kann.

Fiillen Sie dazu die folgende Tabelle aus priagen Sie sich diese Werte des Sinus und Kosinus ein.
Zeichnen Sie dann die zugehorigen Punkte €' = cos(a) + isin(a) in der komplexen Ebene.

m | m| 3w om | 3w | Tw m | @ | 2r | 5 | 7w | 4n | 5w | 1llm
S S el ol el B wll I B Il ol el el el B
sin(a)
cos(a)

Sie sollten auch wissen, dass sin(a)? + cos(a)? = 1 fiir alle @ € R gilt, und die Additionsformeln
fiir Sinus und Kosinus kennen:

sin(a £ ) = sin(«) cos(f) = cos(«) sin(3) cos(a £ 3) = cos(«) cos(f) F sin(«) sin(f).

Es ist eine hilfreiche Ubung, sich daraus entsprechende Additionsformeln fiir den Tangens und
Kotangens herzuleiten.
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A.2 Wichtige Beispiele von kommutativen Ringen

Koérper = euklidischer Ring = Hauptidealring = faktorieller Ring = Integritatsbereich.

Integritits- | faktorieller | Hauptideal- | euklidischer Korper
bereich (IB) | Ring (FR) | ring (HIR) | Ring (ER)
R,Q,C v v v v’ h beliebig v
Z/pZ, v v v v’ h beliebig v
p prim
Klz]/(f), v v v v’ h beliebig v
f irred.
Q(R), v v v v’ h beliebig v
R 1B
R/I v v v v’ h beliebig v
I max
R/(p), v v v v’ h beliebig v
p irred,
R HIR
R 1B, v v v v’ h beliebig v
endlich
z v v v v, h(z) =|z| X
Zli v v v v h(a+1ib) X
= a® + b?
K[z] v v v vV, h(f) =deg(f) | x
R[z], RFR | V v ? ? X
Z[H 2_19] v v v X X
Zx] v v X X X
Klz, y] v v X X X
Z[x,y| v v X X X
R/I, I prim | v ? ? ? ?
Z[iv/5] v X X X X
Klz]/(f), X X X X X
f # irred
Z/nZ, X X X X X
n # prim

Legende: K=Korper, R=kommutativer Ring mit Eins.
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