KAPITEL 4

Oberflachenintegrale

1. Das Kreuzprodukt im R3

Erinnerung an das Skalarprodukt im R":
(1) Zu zwei Vektoren

ay by

as b2
a= . und b=

Qg bn

ist das Skalarprodukt a - b durch

al b1
as b2

a-b=1] . |- . |=ab+ab2+ - +apb,
an by,

definiert. (Das Skalarprodukt hat eine Reihe von Eigenschaften, die hier nicht wiederholt werden
sollen.) Fiir das Skalarprodukt gibt es auch einige andere Bezeichungen:

a-b={(a,b)=(a|b)=(a,b).

(2) Fasst man die Vektoren a und b als n x 1-Matrizen und 1 x 1-Matrizen als Zahlen auf, so kann

man das Skalarprodukt auch durch das Matrizenprodukt
by

a’b= (a1 ... an)| | =aibi+ - +ab,

bn

berechnen.
(3) Die Linge (oder Norm) eines Vektors a wird als

Ja = va-a
definiert, d.h.
ai

az
= +a3++a2

an

(4) Der Abstand zweier Punkte p,q € R™ ist

lp—dqll-

Insbesondere ist ||p|| der Abstand des Punktes p zum Nullpunkt.
(5) Der Winkel zwischen zwei von 0 verschiedenen Vektoren a und b wird iiber den Cosinus durch

a-b

cos (2, ) = o
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definiert; dabei wahlt man <((a,b) € [0,7]. Nun ist cos als Abbildung [0, 7] — [—1, 1] bijektiv
mit Umkehrabbildung arccos : [-1,1] — [0, 7],

arccos

COS

weswegen man auch schreiben kann

a-b

lallIblI

Der so definierte Winkel héngt nicht von der Reihenfolge der Vektoren ab: <t(a,b) = <(b, a).
(6) Die Vektoren a und b stehen senkrecht aufeinander, man sagt auch a und b sind ortho-
gonal, wenn <(a,b) = 7 gilt, was man mit dem Skalarprodukt durch

<(a, b) = arccos

a-a=20

ausdriicken kann.
(7) Stehen a und b senkrecht aufeinander, so gilt der Satz von Pythagoras

a-b=0 = |a+b|?2=|al?+ b

5

Die Begriindung folgt mit a-b=b-a = 0:
la+b||*=(a+b)-(a+b)=a-at+a-b+b-atb-b=a-a+b-b=|a|*>+|b|>

Wahrend das Skalarprodukt fiir Vektoren im R™ definiert ist, beschrinken wir uns bei der folgenden
Bildung auf den R3:

DEFINITION. Zu zwei Vektoren

ap b1
a=|azx | undb= | by
as b3

im R3 wird das Kreuzprodukt (oder Vektorprodukt) definiert durch

asbs — asbs
axb= (lgbl —a1b3
a1b2 — (lgbl

)
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d.h.
a9 b2
as b
ay bl 21 Zl
a9 X b2 = — as bg
as b3 a1 bl
a9 b2
ay by
Bemerkung: Das Kreuzprodukt vona = | as | und b = | b | wird also aus den 2x2-Unterdeterminanten
as b3
der Matrix
ap by
az by
as bg
gebildet:
az by |41 b1 a; b
as b3 ’ as b3 ’ as bg '

Den i-ten Eintrag erhilt man also durch Streichen der i-ten Zeile und anschlieBende Determinantenbil-
dung, wobei im Fall ¢ = 2 noch mit —1 multipliziert werden muss.

Beispiele:
1 4 -3 4 1 3
2l x|5]1=16 |, 5 x12]=1]-6
3 6 -3 6 3 3
und
1 0 0 1 0 0 0 0 1
Ol x|1]=10], Ol x|O0)=1]-1], 11 x10]1 =10
0 0 1 0 1 0 0 1 0

Der folgende Satz enthélt erste Rechenregeln:

SATz. Fiir Vektoren a,b,c € R3 und A € R gilt:

) (a+b)xc=(axc)+(bxc)undax(b+c)=(axb)+(axc).
) (Aa) x b=ax (Ab) = A(a x b).

) b xa=—ax b (Antisymmetrie).

) axa=0.

Beweis: Die Aussagen folgen einfach aus der Definition des Kreuzprodukts. B

Bemerkung: Sind

1 0 0
e = 0 y €y = 1 s e3 = 0
0 0 1
die Einheitsvektoren, so gilt
€] Xeg=e3, €] Xez3 = —ey, ey Xe3=e],
und damit
€y X e = —e3, e3Xe =ey, e3Xey=—e].

Auflerdem haben wir
e1><e1:0, eger:O, e3><e3:0.
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Benutzt man nun die Rechenregeln des Satzes, so kann man jedes Kreuzprodukt ausrechnen:

al b1
az | x | by = (0,181 + ases + a3e3) X (b1€1 + boey + b3€3) =
as b3

= aibi(e1 X e1) +ajba(e; x e2) +arbs(er; x e3) +
+a2b1(e2 X 91) + a2b2(62 X 62) + a2b3(62 X eg) +
+a3b1(63 X el) + CL3b2(€3 X 62) + a3b3(e3 X eg) =

= a1bes — arbses — agbies + azbze; + azbies — asbre; =

a2b3 — a3b2
= (azbg — agbg)el — (a1b3 — agbl)eg + (albg — a2b1)83 = —(a1b3 — a3b1)
a1b2 — agbl

(Die gezeigte Formel entspricht natiirlich genau unserer Definition des Kreuzprodukts.)

LEMMA. Fiir Vektoren

aq b1 C1
a= a2 ) b - b2 3 C = C2
as b3 C3
im R3 gilt
a1 b1 C1
(a X b) -c = det as b2 C2
as bg C3

(Man nennt (a x b)-c auch das Spatprodukt der Vektoren a, b, c.) Weiter hat man die Eigenschaften:
(1) (axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b. (Zyklische Vertauschung der Vektoren dindert den Wert
des Spatprodukts nicht.)
(2) (axb)-c=—(bxa)-c
(3) (axb)-c=a-(bxc).

Beweis: Mit der Formel fiir 3 x 3-Determinanten erhalt man

ar b1
det [ as by ¢o = ai1bacs + agbscy + agbicas — ajbzes — asbics — asbacy =
a3 by c3

= (a2b3 - a3b2)01 + (GBbl - a1b3)02 + (albz - azb1 =

asbz — asbs c1 ay
= a3b1 — a1b3 sl e | = ag X a X b
albg — a2b1 C3 as

wie behauptet. Damit kann man dann auch die anderen Eigenschaften zeigen. W

Geometrische Bedeutung: Sind a, b, ¢ drei linear unabhiingige Vektoren im R3, so heifit
P={ta+ub+vc:0<t<1,0<u<1,0<v<1}
das von a, b, ¢ aufgespannte Parallelotop (oder Parallelepiped oder Spalt).
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Mit Hilfe der Integraltransformationsformel findet man fiir das Volumen von P

u(P) = /Pd(fv,yw) = [(axb)-c)| = [det(alblc)|.

Im folgenden Satz sind weitere Eigenschaften fiir das Kreuzprodukt zusammengestellt:

SATZ. Fiir Vektoren a,b € R? gilt:

a und b sind genau dann linear abhdngig, wenn a x b =0 gilt.
Sind a und b linear unabhdngig, so auch a,b,a x b.

la > b|? = |[a[]?|[b]|* — (a- b)*.
Sind a, b von 0 verschieden und ist ¢ der Winkel zwischen a und b, so gilt

la > bl| = [[a]| - b - sin .

Geometrische Bedeutung: Seien a und b linear unabhiingige Vektoren im R3.

(1)

Sei ¢ = <(a,b) der Winkel zwischen a und b. Wir betrachten das von a und b aufgespannte
Parallelogramm:

| h

v

lal] a

Der Fliacheninhalt F' des Parallelogramms ist dann gemé&fl Skizze
F = ||al - h.
Nach Definition des Sinus gilt
sin p = N
7wl
woraus dann h = ||b| - sin ¢ und damit
F = all-|b] - sing
folgt. Nun ist aber nach dem letzten Satz ||a x b|| = ||a||||b|| sin ¢, d.h. wir erhalten
F =|axb].

Zusammengefasst: Die Lange von a x b ist der Fldcheninhalt des von a und b aufgespann-
ten Parallelogramms.

Da a und b als linear unabhéngig vorausgesetzt sind, ist der Vektor a x b von 0 verschieden,
auBerdem steht a x b senkrecht auf a und b. Da Ra+ R b Dimension 2 hat, hat das orthogonale
Komplement (Ra + Rb)! Dimension 1, also ist a x b ein Basisvektor dieses orthogonalen
Komplements:

(Ra+Rb)t =Raxb.
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(3) Ist v ein Vektor im R3, sodass
e die Norm von v gleich dem Flicheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms
ist und
e v auf a und b senkrecht steht,
so folgt aus (1) und (2) sofort, dass

v=axb oder v=-axb

gilt. Eine geometrische Unterscheidung der beiden Félle liefert die Rechte-Hand-Regel: Man
dreht die rechte Hand von a nach b mit einem Winkel zwischen 0 und 7. Der (ausgestreckte)
Daumen zeigt dann in Richtung von a x b.

Beispiel: Die Rechte-Hand-Regel kann man gut bei den Einheitsvektoren

1 0 0
ege=(0], e=[1], es=1]0 und e} X ey =e3
0 0 1

beobachten.

Dreiecke: Drei Punkte a, b, c € R3 spannen ein Dreieck auf. Die Fliche ist gerade die Hilfte der Fliche
des von den Vektoren b — a und ¢ — a aufgespannten Parallelogramms, also

1
Flache(Dreieck(a, b, c)) = §||(b —a) x (c—a)l.

50 1.0

Es gibt noch eine Reihe von Regeln fiir das Kreuzprodukt. Beispielhaft geben wir folgenden Satz an:

SATZ (GraBmann-Identititen). Fiir a,b,c € R? gilt
(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a und ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.
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2. Flichen im R?

Flichen im R3: Wir haben Kurven durch ihre Parametrisierung beschrieben. Ahnlich gehen wir auch
hier vor:

e Eine Fliche F wird hier durch eine Parametrisierung
®:D— R

gegeben, wo D C R? eine Teilmenge des R? ist und einige Eigenschaften erfiillt sein sollten.
e Wir schreiben die Parameter meist als v und v, also ®(u,v).

o ®(u,v) sollte (fast iiberall) stetig partiell differenzierbar nach u und v sein. Die Vektoren

e 4 9%
ou e ov

heiBen auch Tangentialvektoren (der Fliche im Punkt ®(u,v)).
e Die Tangentialvektoren

0P 0P

u und 0
sollten (fast immer) linear unabhéngig sein. Dies ist gleichwertig damit, dass das Kreuzprodukt
von 0 verschieden ist:

o® 0P
o o
e Der Vektor
o® 0P
o
heifit (ein) Normalenvektor der Fliche im Punkt ®(u, v). Er steht senkrecht auf den Tangen-

tialvektoren.

Wir geben eine Reihe von Beispielen an.

Dreieck: Gegeben seien drei Punkte a,b,c € R3. Die Dreiecksfliche A, die durch die drei Punkte
bestimmt wird, ist

A={atub-a)+vfc—a)cR¥*:0<u<1,0<v<1—u}
Man kann dies auch in der Form
A={l-u—-vjat+ub+vc:0<u<1,0<v<1—u}

schreiben.

50 -1.0

FEine Parametrisierung erhalten wir durch

®:{(u,v) ER*:0<u<1,0<v<1—u} — R mit ®(u,v) =a+u(b—a)+v(c—a).
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Der Definitionsbereich ist ebenfalls eine Dreieck:

Insbesondere ist der Definitionsbereich ein Normalbereich. Es gilt

0 _ 0® 0® 0%
o T T e

ou Ov
(Wir hatten frither erwéihnt, dass der Flécheninhalt des Dreiecks 3[|(b —a) x (c — a)|| ist.

=(b—a) x (c—a).

Parallelogramm: Wir heften ein Parallelogramm mit Seitenvektoren w;, wy an einen Punkt a € R? an:

P={atuw;+ow2:0<u<1,0<v<1}.

Die Parametrisierung ist also
®:[0,1] x [0,1] — R3 mit ®(u,v) = a+ uw; + vws.

Es ist
0P 0 0P y oP
u Y B Y Bu C e

Der Vektor %—f X % steht auf dem Parallelogramm senkrecht und ist im Bild rot eingezeichnet.

= W1 X Wa.

Ellipsen: Sind a, w;, wy € R3, so definiert
E ={a+rcos(p)wy +rsin(p)wy: 0 <r <1,0 < p <27}

eine Ellipse.

Eine Parametrisierung ist

®:[0,1] x [0,27] — R mit ®(r,p) = a+ rcos(p)wi + rsin(p)ws.
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Es ist
92 _ cos(p)wi +sinlglwa, o — —rsin()ws + 7 cos()
5, = cos(p)wi +sin(p)wa, 9 rsin(p)wy + rcos(p)ws.
Hier findet man
o® oOP . .
o o = (cos(ap)wl +s1n(<p)wQ) X (— rsin(p)wy +rcos(<p)W2) =

= rcos(p)*wy x wy — rsin(p)?wy x Wi = r(cos(p)? + sin(p)?)wy x wo =

= TWwWi X Wa.

Funktionsgraphen: Sei D C R? eine (geeignete) Teilmenge und f : D — R eine Funktion. Der Graph
der Funktion ist

{(z,y, f(z,y)) € R®: (x,y) € D}.

Eine Parametrisierung ist also

u
®: D — R mit ®(u,v) = v
f(u,v)
Hier ist
1 0 —9f
od® 0P FoL L 3y
— = 0 s _ = 1 y —_— X — = — ==
ou of v of ou  Ov v
Fu v 1

Viele unserer Flichen werden so entstehen oder sich aus solchen Flichen zusammensetzen.

Beispiel: Wir betrachten D = [0, 27] x [0, 27] und f(z,y) = sin(x) cos(y).

1.00
0.00
-1.00
0.0 63

31 31

6.3 0.0

Eine Parametrisierung ist

u
& : [0,2n] x [0,27] — R® mit ®(u,v) = v
sin(u) cos(v)

Manchmal ist es auch sinnvoll, die Definitionsmenge D geeignet zu parametrisieren um zu einer schoneren
Parametrisierung des Funktionsgraphen zu kommen.

Beispiel: Sei D = {(z,y) € R? : 22 +y? < 1} der Einheitskreis und f(z,y) = 2?+y?. Der Funktionsgraph
ist also

F={(z,y,2” +y*) e R® : 2> + 4% < 1}.
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1.00
0.50

0.00,
-1.00

1.00 -1.00

Wir schreiben mit Polarkoordinaten
D = {(rcos(p),rsin(p)) : 0 <r < 1,0 < p <27}
mit (r cos(p))? + (rsin(p))? = 7?2 erhalten wir folgende Parametrisierung von F'

r cos(y)
® :[0,1] x [0,27] — R?® mit ®(r,p) = [ 7sin(e)

’1"2

Rotationsflichen: Wir starten mit einer Kurve in der z-z-Ebene, die wir uns durch eine Parametrisie-
rung

a(t)

v :[a,b] = R3 mit v(t) = | 0
B(t)
gegeben denken. Die zugehorige Rotationsflache ist dann
a(t) cos(y)
® : [a,b] x [0,27] — R mit ®(t, ) = | a(t)sin(p)
()

Beispiele:

(1) Wir wéhlen eine Strecke in der z-z-Ebene, die die z-Achse nicht schneidet, beispielsweise die
Strecke von (1,1) zu (2,4)

20 20

Fiir die Strecke wéhlen wir die Parametrisierung
a(t) t
0 |=( o mit 1 <t <2,
B(t) 3t—2
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sodass wir fiir die Rotationsfliche die Parametrisierung
t cos(ip)
® :[1,2] x [0,27] — R® mit ®(t,¢) = | tsin(p)
3t—2
erhalten.
(2) Wir wihlen das Stiick der Sinuskurve zwischen 7 und 27 und rotieren es um die z-Achse:

Wihlen wir
a(t) t
0 = 0 mit 7 <t < 2,

B(t) sin(t)
so erhalten wir fiir die Parametrisierung des Rotationskorpers
t cos(ip)
® = [r,27] x [0,27] — R> mit ®(t, ) = | tsin(ep)
sin(t)
(3) Wir nehmen einen Kreis in der z-z-Ebene, der die 2-Achse nicht schneidet. Dann erhalten wir
einen Torus.

2

Hat der Kreis Radius r und der Mittelpunkt Abstand R vom Nullpunkt, so erhalten wir eine
Kreisparametrisierung durch

a(t) R + rcos(t)
0 = 0
B(t) rsin(t)

Damit ergibt sich fiir den Torus die Parametrisierung:

(R + rcos(t)) cos(¢)
® : [0,27] x [0,27] — R® mit ®(¢,¢) = | (R + rcos(t))sin(p)
7 sin(t)
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(4) Die Kugeloberfldche erhalten wir, wenn wir einen Halbkreis, dessen Enden auf der z-Achse sind,
um die z-Achse rotieren

~
-

)
"A z 1.00

1.00 -1.00

Wihlen wir fiir den Halbkreis die Parametrisierung
a(t) sin(t)
0o |l=1[ o mit 0 < ¢ < 7,
B(t) cos(t)
so erhalten wir fiir die Kugel die Parametrisierung
sin(t) cos(¢p)
& : [0,7] x [0,27] — R> mit ®(¢, ) = | sin(t)sin(p)
cos(t)

(Dies ist eigentlich die Parametrisierung der Kugel mit Kugelkoordinaten, nur dass hier ¢ statt
9 verwendet wird.)

3. Skalares Oberflichenintegral

Skalares Oberflichenintegral oder Oberflichenintegral 1. Art: Fiir eine Flidche F' gegeben durch
eine Parametrisierung ® : D — R3 und eine (auf F stetige) skalare Funktion f wird das Oberflichen-

integral durch
o® 0@

| tdr = [ r@on gy < Gl

definiert. Der Flicheninhalt von F' wird definiert durch
P P
vol o (F) :/FdJ:_/D”aau X aa—v”d(u,v)

Beispiel: Drei Punkte a, b, c € R? bestimmen ein Dreieck A.

50 1.0

Als Parametrisierung wéhlen wir mit

D={(u,v) €ER*:0<u<1,0<v<1—u}
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die Abbildung
®: D — R3 mit ®(u,v) =a+u(b—a)+ov(c—a).

Dann gilt
odP odP 0P 6@ o® 0P
S —b-a Sl—coa SUx Tl (boa)x(c-a) 50 xS =(b-a)x (c-a).

Also erhalten wir fiir die Fliche

/Ad” B /“8@ ol du,) = /H ~a) x (¢ - a)| d(u,v) =
/u:O (/U_Ou|(b—a)><(c—a)||dv) du=||(b—a)x(c—a)||/ul_o(1_u)du:

= Slb—a)x c—a)l.

Dieses Ergebnis stimmt mit der Flachenformel fiir Dreiecke {iberein, die wir frither erwiahnt hatten.

Beispiel: Die Oberfliche der Kugel K vom Radius 1 hatten wir so parametrisiert:

sin(t) cos(p)
®: [0,7] x [0,27] — R® mit ®(t,¢) = | sin(t) s(ix;(go) .
cos(t

1.00 -1.00

Es ist
cos(t) cos(yp) —sin(t) sin(p) sin(t)? cos(yp) )
o® 0P
— x — = | cos(t)sin(y) sin(t) cos(p) | = sin(t)? sin(yp) =
ot~ 9y ( — sin(t) ) ( 0 ) (cos(t) sin(t)(cos(p)? + sin(p)?)
sin(t)? cos(y)
= | sin(®)*sin(p) | ,
cos(t) sin(t)
I a(‘).f o® || = /sin(t)* cos(p)2 + sin(t)* sin(p)2 + cos(t)2 sin(t)2 =

= /sin(t)* + cos(t)? sin(t)2 = sin(t)2 1+ cos(t)? =
= /sin(0)2 - (sin(t)2 + cos(£)2) = /sin(t)2 "7 sin(t).

Damit erhalten wir fiir die Oberfliche der Kugel
oP 0d )
/ do = / 150 x S lld(t. o) = / sin(t) d(t, o) —
K [0,7] x [0,27] u [0,7] x[0,27]

_ /t ; < /@ 2_7; sin(t)dgo) dt = /t jo o sin(t)dt = [—2 cos(t)]T_, = 4.
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Beispiel: Sei F die Oberfliiche des oberhalb der xy-Ebene gelegenen Teils des Paraboloids z = 2 — (22 +
2
y?), also

F={(,y,2) €R®:2=2— (2® + 1),z > 0}.

Wegen z > 0 kénnen wir auch schreiben

F={(a,y,2) €R®:a® +y? <2,z =a” + ).

2.0 2.0

20 2.0

Sei
f =3z

/F fdo

berechnen. Verschiedene Parametrisierungen sind méglich. Da 22 432 < 2 eine abgeschlossene Kreisschei-
be vom Radius v/2 beschreibt, wihlen wir Polarkoordinaten, also

Wir wollen das Integral

r=rcosp, y=rsing, z=2-(22+y*)=2-12

und erhalten damit

7 COS P
® : [0,V2] x [0,27] — R® mit ®(r,p) = [ rsing
212
Es gilt
9B OB cos ¢ —rsin @ 272 cos ¢
8—><8— = sing | x [ rcosg | = [ 2r?sing |,
" ® —2r 0 T
und damit
o® 0P
sio = [ 1@ |5 % G o) =
/F [0,v/2]x[0,27] or dp
uw=1+4r?
du = 8rdr
T2 u—1

4
V2 %du

V2 2m rdr_:
= / (/ 3(2 — rH)V/art + 7‘2d<p> dr = 671'/ (2 —rH)ry/1 + 4r2dr =
r ¢

=0 =0 r=0

1 4 ] 32" )y 16 S,
3 [out wi]’ 3 2 517 3 2 2
2 2 3 5
= —_ _ — = — 6 2 — —uz2 = — 3 — 5— — =
6" 5 5 1 ~ 6" [ U2 5u2}u_1 6" (6 3 5 3° -6+ 5)
111
= — T
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4. Fluss eines Vektorfelds durch eine Fliche

Oberflichenintegral 2. Art oder Fluss eines Vektorfelds durch eine Fliche: Fiir eine Fliche S,
die durch eine Parametrisierung ® : D — R3 gegeben ist, und ein (auf S stetiges) Vektorfeld F wird das
Oberflichenintegral 2. Art oder der Fluss des Vektorfelds F durch S definiert durch

F-do= | F(®(u,v))- o X o d(u,v).
s D Ju  Ov

Beispiel: Wir betrachten das in der xzy-Ebene gelegene Rechteck
S:{(m,y,z)€R3:0§x§3,0§y§2,z:0}

und das Vektorfeld
sin(x) + 22
F = | cos(y) — 22
r+y+z

Wir wahlen fiir S die Parametrisierung
® :[0,3] x [0,2] — R* mit ®(u,v)

Dann gilt

—

0P 8<I>
au o

o O
—
I

_ o O

und
0P a«p) sin(u)

F(@(u,v))-(auxav = | cos(v) | - O =u+v.
u+v 1

Wir erhalten fiir den Fluss von F durch S

/F-da = / F(®(u,v)) - (8(1) X 8@) d(u,v) :/ (u+v)d(u,v) =
S [0,3]%[0,2] ou 0 [0,3]%[0,2]

3 2 3 1 .12 3
= / (/ (uw+ v)dv> du = / {uv + 1)2] du = / (2u 4 2)du =
u=0 =0 u=0 2 =0 u=0

= [ +2u]]_, =15.
Bemerkungen:
(1) Eine Fliche S C R? heifit zweiseitig oder orientierbar, wenn man eindeutig von einer Ober-
und Unterseite bzw. einer inneren und dufleren Seite sprechen kann.
(2) Ist ® die Parametrisierung einer Fliche, so zeigt der Normalenvektor
0P y 0P
Oou  Ov

nach oben bzw. auflen.
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(3) Man kann die Seiten (einer zweiseitigen Fliche) auch vertauschen, indem man bei der Parame-
trisierung die Rolle der 1. und 2. Variable vertauscht: Definiert man zu einer Parametrisierung
® : D — R3 der Fliche S

Dy = {(v,u) € R*: (u,v) € D}

und
&, : Dy — R? mit & (v,u) = ®(u,v),

so beschreibt auch ®; die Flédche S, aber der Normalenvektor zeigt genau in die Gegenrichtung,

denn
oP, 0P, o® 0P

— X = =—— X —.
Ov ou Oou  Ov
Dann dndert auch das Flussintegral sein Vorzeichen:

/D1 F(®1(v,u)) - (0;;1 x a;:) d(v,u) = _/DF((I)(U’U))' (8;; " f;f) d(u,v).

(4) Wenn man fiir eine Fliche S eine Parametrisierung wiihlt, muss man also darauf achten, in
welche Richtung die Normalenvektoren zeigen.

Beispiel: Wir betrachten nochmals das in der zy-Ebene gelegene Rechteck
S:{(a:,y,z)ERB:OSmSS,OSySQ,z:O}.

0
Die Normalenvektoren bei der letzten Parametrisierung € waren also konstant | O |. Nun wahlen wir
1
fiir S die Parametrisierung
u
®,:[0,2] x [0,3] = R3 mit ®,(v,u) = | v
0
Fiir die Normalenvektoren findet man
0B, 0®, 0 1 0 0
50 < a0 (L] <lo)=10)=—{0
v b 0 0 -1 1

Im Verhéltnis zur vorangegangenen Parametrisierung haben wir nun oben und unten vertauscht.

Bemerkungen:

(1) Schreibt man die Maxwellgleichungen der Elektrodynamik in Integralform, so nehmen sie die
Gestalt

H-ds = /<J+D)-do-,
oS S
/E~ds = 7/B~do',
oS8 S
/ B.-do = 0,
oV

Deds = [ pad(ey.2)
ov 1%

an. Dabei ist E die elektrische Feldstarke, D die elektrische Verschiebungsdichte, H die magne-
tische Feldstérke, J die Stromdichte, p. die Raumladungsdichte. S steht fiir eine Fléiche, V fiir
eine 3-dimensionale Menge.
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(2) Bei einer Stromung wird die Menge aller lokalen Geschwindigkeitsvektoren durch ein Vektor-
feld v(x) beschrieben. (Hangt v(x) nicht von der Zeit ab, heifit die Strémung stationér.) In
stromenden Fliissigkeiten wird die Dichte p im Allgemeinen iiberall gleich sein; solche Stréomun-
gen heiflen imkompressibel. Der Fluss durch eine beliebig geformte und orientierte Fléche S

ist
d = / pv -do.
S

Beispiel: Sei S der oberhalb der xy-Ebene gelegene Teil der Einheitshalbkugel, also
S ={(z,y,2) eR®: 2? +y* + 22 =1,2 > 0},

\
| AAANRNS
LA T WA ¥

der sich unter Verwendung von Kugelkoordinaten durch

. sin(¥) cos(yp)
® : [0, 5} x [0,27] — R3 mit ®(¥, p) = | sin(¥) sin(y)
cos(¥)
parametrisieren ldsst, und F das Vektorfeld
)
F=|=x
z
Es gilt
cos(9) cos(ip) — sin(1}) sin(y) sin(19)? cos (i)
o 0P ) . 2 .
39 X5 = cos(P)sin(p) | x | sin(¢)cos(p) | = | sin(d)?sin(p)
L — sin(¥) 0 cos(¥) sin(¥)
Man iiberlegt sich, dass die Normalenvektoren nach auflen zeigen.
0d 0P sin(¥) sin(yp) sin(19)2 cos(yp)
F(®(9,9)) - (819 X 8) = | sin(?) cos(ep) | - | sin(9)?sin(p) | =
¥ cos(¥) cos(9) sin(¢¥)

= sin(9)? cos(p) sin() + sin(1¥)3 cos(p) sin(y) + cos(¥)? sin(¥) =
= 2sin(0)? cos(p) sin(ip) + cos(¥)? sin().

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir

F.do — F(®(9,)) - 0% o2 d(¥,¢) =
F [0,2 X[027r] (919 8

- < (2sin(¥9)? cos(¢) sin(y) + cos(¥)? sin(d)) d<p> dy =

- /=0
2 2

1
= 27 cos(1)? sin(9)dd = 2m [ cos(19)3] = —.
9=0 3 9o 9

sin(9)? sin(p)? + cos(¥)? sin(¥) - ¢] ii()) dd =

SH
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Beispiel: Sei A das Dreieck mit den Ecken

1 2 1
a=|1], b=|[5], c=|2
1 3 5
und F das Vektorfeld
0
F = 0
_ 2

Mit
D:{(u,v)€R2:0§u§1,0§v§1—u}

erhalten wir fiir das Dreieck die Parametrisierung

1 1 0 1+u
®:D — R mit ®(u,v) =atub-a)+vic—a)=[1|+uld|+v|1]=|1+4u+tv
1 2 4 1+2u+4v
Es ist
1 0
o® 0P
r@w.e)- (55 % 5 ) - )= [1]]=
4 +2u+4v 2 4
= = —(1+2u +4v)%
1+2u—|—4v
Es folgt

/AF'dU = /DF@w,so)) (6‘1’ ‘9‘1’>d
/:_0(/1_;“( (1+2u+4v2)dv)du— :_%_

Bemerkung: Sei eine Fliche S durch eine Parametrisierung ®(u, v) gegeben. Der Einheitsnormalen-
vektor im Punkt ®(u,v) ist dann

L1132
No® 9% ||
i)

/F-do’:/F-nda.
S S

Fiir den Fluss ist nur der Anteil des Vektorfelds wichtig, der senkrecht auf die Fliche trifft.

n-—

Damit kénnen wir auch schreiben
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Bemerkung: Es gibt auch nicht orientierbare Fléachen. Ein Beispiel ist das Mébiusband: Man nimmt
einen Papierstreifen und klebt die Enden so zusammen, dass die Enden um 180° gegeneinander verdreht
sind. Das Bild folgender Parametrisierung ist ein Moébiusband:

5cos(p) + t cos(¥) cos(p)
®: [—1,1] x [0,27] — R® mit ®(¢, ) = | 5sin(y) + tcos(£)sin(y)

(8
tsin(%)

1.00

0.00]

1.00 |

-5.0 5.7

0.5 0.0
6.0 -5.7

Man findet

fiir (¢,¢) = (0,0),

o® 0P ; B
(Exa—d))(,@—

o

0 fiir (¢,¢) = (0,2m).
)
Der ,,Normalenvektor“ verhilt sich also nicht stetig im Punkt (5,0, 0).
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