Vorlesung ,, Korpertheorie“ (Sommersemester 2024 )

Ubungsblatt 5 (15.5.2024-22.5.2024)

Mit P werden Prasenzaufgaben, mit H Hausaufgaben bezeichnet.
Prasenzaufgaben
Aufgabe P21: Warum ist ein endlicher Kérper K nicht algebraisch abgeschlossen?

Aufgabe P22: (Staatsexamensaufgabe) Sei
f(z) :=a* — 62% — 14 € Q[z].

a) Zeigen Sie, dass K := Q(v/3 + v/23,/—14) der Zerfillungskorper von f ist.
b) Zeigen Sie: [K : Q] = 8.

Aufgabe P23: (Iuspiriert von einer Staatsexamensaufgabe)

Seia€Z, f(z) =23 +ar?> — (3+a)r +1 € Qz] und o € C mit f(a) = 0. Zeige:
(1) f ist irreduzibel.
(2) ﬁ ist eine weitere, von « verschiedene Nullstelle von f.
(3) Q(«) ist ein Zerfillungskorper von f.

Aufgabe P24: (Inspiriert von einer Staatsexamensaufgabe)
Sei f € Q[z] ein Polynom vom Grad > 1. Seien «i,...,a, € C die Nullstellen von f und Z =
Q(aq, ..., ap) der Zerfillungsksrper von f in C. Zeige:

(1) Ist @ = S +1iy € C\ R (mit 5,7 € R) eine Nullstelle von f, so auch @ = 8 — i.
(2) Ist a = B +iy € C\R (mit 8,7 € R) eine Nullstelle von f, so gilt
B,y*, i € Z.
(3) Fir v € R\ {0} gilt
[Q(iv) : Q(v)) = 2.
(4) Besitzt f eine komplexe, nicht-reelle Nullstelle, so gilt
212 Q).
(5) Ist [Z : Q] ungerade, so folgt Z C R.
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Aufgabe P25: Auf dem vorangegangenen Ubungsblatt wurde folgendes Irreduzibilitéitskriterium
angegeben: Ist K ein Korper, n € N>o und a € K*, sodass gilt
e a ¢ {cP:ce K} fiir alle Primzahlen p mit p | n,
e a g {—4c*:ce K}, falls 4 | n,
so ist das Polynom z™ — a € K|[z] irreduzibel.
Zeige:
(1) Ist p eine Primzahl mit p | n und ist @ € {¢” : ¢ € K}, so ist 2™ — a reduzibel in K[x].
(2) Gilt 4| n und ist a € {—4c* : c € K}, so ist 2 — a reduzibel in K|[z].
Die im Kriterium angegebenen Bedingungen sind also notwendig und hinreichend fiir die Irreduzibilitét
von " — a € K|z].



Hausaufgaben]

Aufgabe H13: (Staatsexamensaufgabe)

Sei ¢ = I—\E € C (mit 42 = —1) und seien K = Q(¢), L = Q(¢, v/2). Zeigen Sie:
(a) ¢* = —1, und K ist der Zerfillungskorper von X4 + 1 iiber Q.
(b) f(X)= X*+ 2 ist irreduzibel iiber Q.
(c¢) L ist der Zerfillungskorper von f iiber Q.

Aufgabe H14: (Inspiriert von einer Staatsexamensaufgabe) Sei L| K eine Kérpererweiterung vom Grad
2. Zeige, dass L Zerfiallungskorper eines Polynoms f € K|z ist.

Aufgabe H15: (Staatsexamensaufgabe)
a) Zerlegen Sie das Polynom f := X%+ 4X* 4+ 4X? + 3 € Q[X] in irreduzible Faktoren.
b) Bestimmen Sie den Zerfiallungskorper Z von f iiber Q und [Z : Q).

1Abgabe der Hausaufgaben bis 22.5.2024, 10:00 Uhr in den Ubungskisten oder in den Ubungsgruppen



