Vorlesung ,, Analytische Zahlentheorie“ (Sommersemester 2024)

Ubungsblatt 4 (10.5.2024)

Aufgabe 16: Bestimme das n-te Glied der (arithmetischen) Folge
4 8, 10, 13, 20, 34, 58,

und die Summe der ersten n Glieder.

Aufgabe 17: Sei f = ax® + bx? + cx + d € Z[z] und dazu G = ggT({f(n) : n € Z}).
(1) Zeige, dass gilt
G = ggT(6a,2b,a+ b+ ¢, d).
(2) Zeige, dass unter der Voraussetzung ggT(a,b,c,d) = 1 gilt
Ge{1,2,3,6} und G =ggT(6,2b,a+b+c,d).
(3) Zeige, dass fiir jede Zahl g € {1,2,3,6} ein Polynom f = az®+ ba? + cx + d € Z[z] existiert mit
a#0, ggT(a,bc,d)=1 und gegT({f(n):neZ})=yg.

Aufgabe 18: Eine arithmetische Progression der Linge n ist eine Zahlenfolge der Gestalt
(a + kd)o<k<n-1, also a, a+d, a+2d, a+3d, ... a+((n-—1)d

mit a,d € N.

Im Jahr 2008 erschien die Arbeit ,, The primes contain arbitrarily long arithmetic progressions“ von Ben
Green und Terence Tao (Annals of Mathematics 167 (2008), 481-547), d.h. fiir jedes n € N gibt es Zahlen
a,d € N, sodass alle n Zahlen der arithmetischen Progression (a + kd)o<x<n—1 Primzahlen sind.

(1) Seien a,d € N. Zeige: Fiir jede Primzahl p mit p { d sind unendlich viele Zahlen der arithmeti-
schen Progression (a + kd)y>o durch p teilbar.

(2) Warum gibt es keine unendlich lange arithmetische Progression aus Primzahlen, d.h. keine
Zahlen a,d € N, sodass alle Zahlen der arithmetischen Progression (a + kd)i>o Primzahlen
sind?

(3) Folgere das Ergebnis von Green und Tao aus der (unbewiesenen) Primzahl-k-Tupel-Vermutung.

(Der Dirichletsche Primzahlsatz besagt, dass die arithmetische Progression (a + kd)i>o unendlich viele
Primzahlen enthélt, wenn ggT(a,d) = 1 gilt.)

Aufgabe 19: In dieser Aufgabe sollen Primzahlfolgen py,ps,...,p, betrachtet werden, fiir die
Di+1 = 2])z + 1, d.h. |pi+1 - 2p1| == 1, fiir 1 S 7 S n—1
gilt, beispielsweise 2, 3,5, 11,23, 47.
(1) Zeige: Gilt p; = 1 mod 6, soist p; = 1mod 6 fiir 1 <i<m, py1 =2p; —1firl <i<n-1
und
pi =2t — (27— 1) firi=1,...,n.
(2) Zeige: Gilt p; = 5mod 6, soist p; =5mod 6 fiir 1 <i<m, py1=2p;+1flirl <i<n-1
und
pi=2"tp 4+ (27 =) firi=1,...,n.
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(3) Zeige: Ist p1 = £1 mod 6, so gilt n < p; —1 fiir die Lénge einer solchen Primzahlfolge p1, . ..

(4) Konstruiere Beispiele solcher Primzahlfolgen p1, ..., p, mit moglichst grofler Linge n.

Aufgabe 20: (In dieser Aufgabe darf der Primzahlsatz (7 () ~ 5 ) benutzt werden.)
Sei k € Nund aq,...,a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} mit a; # 0 und
a=(a1,az,...,ax)o.

a ist also die Zahl mit der Dezimaldarstellung ajas . .. ak.

(1) Sei £ > k. Zeige, dass die {-stelligen Dezimalzahlen, deren Dezimaldarstellung mit den Ziffern

ai,as,...,a; beginnt, genau die Zahlen n sind, die folgende Bedingung erfiillen:

a-107% <n <a-10°7F 4 (10°7F - 1).

(2) Sei £ > k. Zeige, dass es genau dann (mindestens) eine ¢-stellige Primzahl p gibt, deren Dezi-

maldarstellung mit den Zifferen a4, ..., ax beginnt, wenn gilt
7((a+1)-10%) > 7(a- 10°7F).
(3) Zeige, dass folgender Grenzwert existiert, und bestimme ihn:

10—k
o T((at 1) 10075
{— 00 71'(0. . 10€7k)

(4) Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, deren Dezimaldarstellung mit ajas . . . ax beginnt.

(5) Bestimme alle 10-stelligen Primzahlen der Gestalt 10052024 x x oder 17102024 x .



