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Zusammenfassung

Es wird ein m

�
oglihst gr

�

undliher

�

Uberblik

�

uber die elementare Mathematik

der reell-eindimensionalen Taylor-Formel gegeben. Eingehend werden Varianten ei-

nes von S. N. Bernstein stammenden Entwiklungssatzes behandelt. Die allgemeine

Hermite-Interpolationsformel sowie weitere Verallgemeinerungen der Taylor-Formel

werden ausf

�

uhrlih dargestellt. Im Anhang �ndet sih u. a. eine kompakte Einf

�

uhrung

in die Theorie der Tshebyshe�-Polynome, hier ein wihtiges tehnishes Hilfsmittel,

insbesondere bei den ebenfalls im Anhang behandelten weitgehenden Versh

�
arfungen

des Bernsteinshen Satzes. Mathematik-Vorkenntnisse etwa im Umfang der Vorlesun-

gen Analysis I, II und Lineare Algebra I, einige

�

Ubung im mathematishen Denken

und etwas Ausdauer reihen aus zum Verst

�
andnis fast des gesamten Textes.

1 Polynome

Ein allgemeines Polynom n-ten Grades, d.h. eine Funktion

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 · · · + anx

n (x ∈ R) (1)

(mit an 6= 0, wenn es ein Polynom genau n-ten Grades ist), gestattet auh viele ande-

re, je nah Zusammenhang vorteilhaftere Darstellungen, bei denen es aber stets n + 1

harakteristishe Parameter gibt, wie im Falle (1) die KoeÆzienten a0, a1, . . . , an.

Die Darstellung (1) kann man ansehen als Aufsummierung nah Gr

�
o�enordnungen, bezo-

gen auf die Stelle x = 0. Denn die Monome xk bilden in der Umgebung des Nullpunktes

eine Skala von Gr

�
o�enordnungen : x ist von erster Ordnung klein, x2 von zweiter Ord-

nung, usw.

Dem Vergleih von Gr

�
o�enordnungen dienen die sogenannten Landau-Symbole:

1

f(x) = O

(

g(x)
)

(x → x0)

:⇔ |f(x)| ≤ c · |g(x)| f
�

ur alle x aus einer Umgebung von x0 mit einem c > 0 ;

(2)

ferner

f(x) = o

(

g(x)
)

(x → x0)

:⇔ f(x) = ε(x)g(x) f
�

ur alle x aus einer x0-Umgebung mit lim

x→x0
ε(x) = 0.

(3)

(Sprehweisen: ... Gro�-Oh von ..., ... Klein-Oh von ...)

Z. B.: xn = o(ex) (x → ∞) f

�

ur bel. n ∈ N, xα = o(1/ ln x) (x ց 0) f

�

ur bel. α > 0,

e

x

tan x = O(x) (x → 0) oder

ak+1x
k+1 + · · · + anx

n =

{

o(xk)

O(xk+1)
(x → 0).

1

Edmund Landau, bedeutender Mathematiker, geb. 1877 in Berlin, gest. 1938 in Berlin, Professor in

Berlin und G

�
ottingen (bis 1933).
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Die Darstellung (1) ist so geordnet, dass jeder Summand, dessen KoeÆzient niht 0 ist,

um mindestens eine Ordnung gr

�
o�er ist als der gesamte folgende Rest.

Die KoeÆzienten a0, a1, . . . , an sind sozusagen das

"

Spektrum\ der Gr

�
o�enordnungsan-

teile des Polynoms in der Umgebung des Nullpunktes.

Dieses Spektrum l

�
asst sih einfah durh die Ableitungen des Polynoms ausdr

�

uken:

ak =
p(k)(0)

k!
(0 ≤ k ≤ n). (4)

Dies folgt unmittelbar aus

(

xk
)(l)

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

=

{
k!, l = k,

0, l 6= k.

Man hat also

p(x) = p(0) +
p ′(0)

1!
· x+ · · · + p(n)(0)

n!
· xn. (5)

V

�
ollig analog gilt (Vershiebung des Nullpunktes bzw. Betrahtung der vershobenen Mo-

nome (x− x0)
k

):

p(x) = p(x0) +
p ′(x0)

1!
· (x− x0) + · · · + p(n)(x0)

n!
· (x− x0)

n. (6)

Dies ist die nah Gr

�
o�enordnungen sortierte Darstellung von p nahe x0, kurz: die Ent-

wiklung von p um die Stelle x0.

Insbesondere bedeuten (5) und (6) auh { da ja Ableitungen von Funktionen eindeutig

sind {, dass zwei vershiedene Summen von Monomen xk bzw. (x − x0)
k

niht dasselbe

Polynom ergeben k

�
onnen.

Und da im Falle 0 = p(x0) = p ′(x0) = · · · = p(k−1)(x0) 6= p(k)(x0) nah (6)

p(x)

(x− x0)l
= (x − x0)

k−l

(

p(k)(x0)

k!
+ o(1)

)

→






0, l < k,
p(k)(x0)

k! 6= 0, l = k,

±∞, l > k,
f

�

ur x → x0, gilt f�ur ein Polynom:

p(x) = o

(

(x − x0)
k
)

(x → x0) ⇒ p(j)(x0) = 0 (0 ≤ j ≤ k). (7)

Die Umrehnung der KoeÆzienten von (5) in diejenigen von (6), also die Umentwik-

lung des Polynoms, erfolgt rehentehnish eÆzient gem

�
a� dem in Formelsammlungen zu

�ndenden vollst

�
andigen Horner-Shema ; Rehenaufwand dabei im allgemeinen jeweils

n(n + 1)/2 Multiplikationen und Additionen. F

�

ur Polynome ist die Ableitungsbildung

eine endlihe algebraishe Operation und kein Grenzprozess; eine der Tatsahen, die sie

zur Grundlage des praktishen Rehnens mit Funktionen mahen.

2 Die lokale Taylor-Formel

Bei einem Polynom p ergeben, wie wir im vorigen Abshnitt sahen, die Ableitungen an

einer Stelle x0 ( genauer: die Gr

�
o�en p(k)(x0)/k! ) die Gr�o�enordnungsanteile, aus denen

sih das lokale

�

Anderungsverhalten des Polynoms in der Umgebung der Stelle additiv

zusammensetzt. Das gilt, wird sih nun zeigen, ganz genauso f

�

ur beliebige hinreihend

glatte Funktionen.
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Definition 1

Eine Funktion f hei�e an der Stelle x0 n-mal differenzierbar, wenn f(n−1)

in einer

Umgebung von x0 existiert und au�erdem f(n) an der Stelle x0; man nennt dann

Tn(x) :=

n∑

k=0

f(k)(x0)

k!
· (x − x0)

k

(8)

das Taylor-Polynom2 n-ten Grades zu f mit Entwiklungspunkt x0 oder auh den

n-Jet zu f an der Stelle x0.

Satz 1 (Lokale Taylor-Formel)

Sei n ∈ N und f an der Stelle x0 n-mal di�erenzierbar. Dann gen

�

ugt der Taylor-Rest

Rn(x) := f(x) − Tn(x) (9)

den qualitativen (rein

"

lokalen\) Absh

�
atzungen

R
(k)
n (x) = o

(

(x− x0)
n−k
)

(x → x0) (10)

f

�

ur 0 ≤ k ≤ n− 1.

Bemerkungen:

(i) Der Satz besagt: Man kann eine beliebige Funktion f { Di�erenzierbarkeit voraus-

gesetzt { ganz genauso um die Stelle x0 entwikeln wie ein Polynom. Nur bleibt im

allgemeinen ein Rest Rn �

ubrig, der aber nahe x0 so klein ist wie eine Funktion mit

mehr als n-faher Nullstelle an der Stelle x0 : Der Rest nebst seinen Ableitungen ist

jeweils von h

�
oherer Ordnung klein als s

�
amtlihe nihtvershwindenden Summanden

der entsprehenden Ableitungen des Entwiklungs-Polynoms Tn.

Aus der Relation Rn(x) = o

(

(x − x0)
n
)

allein folgt dies keineswegs; etwa im Falle

Rn(x) = (x − x0)
n+1 · sin(1/(x − x0)

n+1) ist shon die erste Ableitung R ′
n in der

Umgebung von x0 unbeshr�ankt.

(ii) Es gibt neben Tn kein anderes Polynom p h

�
ohstens n-ten Grades, das auh nur

die eine Relation f(x) − p(x) = o

(

(x − x0)
n
)

erf

�

ullt. Denn f

�

ur ein solhes m

�

usste ja

auh Tn(x) − p(x) = o

(

(x− x0)
n
)

gelten und somit p = Tn nah (7).

Beweis:

Die n-malige Di�erenzierbarkeit an der Stelle x0 besagt, dass

f(n−1)(x) = f(n−1)(x0) + c (x− x0) + o

(

x− x0
)

2

Nah Brook Taylor, Mitglied und Sekret

�
ar der Royal Soiety, geb. 1685 in Edmonton (Engl.),

gest. 1731 in London, der die Polynome aus Di�erenzen-Ans

�
atzen herleitete. Die einfahe Herleitung durh

Ableitungs-

�

Uberlegungen gab erst Colin Malaurin, geb. 1698 in Kilmodan (Shottl.), gest. 1746 in York,

Professor in Aberdeen (shon mit 19 Jahren) und Edinburgh. Rest-Absh

�
atzungen wurden erst von La-

grange und Cauhy angegeben, und auh die gro�e Bedeutung der

"

Taylor-Polynome\ wurde erst von

Lagrange allgemein hervorgehoben.

James Gregory, geb. 1638 in Drumoak (bei Aberdeen), gest. 1675 in Edinburgh { nur ein Jahr, nah-

dem er die erste dortige Mathematik-Professur angetreten hatte {, entdekte die

"

Taylor\-Reihen shon

1671. Er formulierte einige Grundtatsahen der Di�erenzial- und Integralrehnung sowie der Reihenlehre

unabh

�
angig von und gleihzeitig mit oder sogar vor Newton und Leibniz, was gro�enteils erst im 20. Jahr-

hundert durh Auswertung seines brieihen Nahlasses allgemein bekannt wurde.
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mit einer Konstanten c (= f(n)(x0)). Ausgangspunkt ist also der Fall k = n− 1 von (10),

und per Induktion

�

uber j = 1, 2, . . . , n zeigen wir nun

R
(n−j)
n (x) = o

(

(x − x0)
j
)

(1 ≤ j ≤ n).

Schluss von j auf j + 1:

Aus

R
(n−j)
n (x) = o

(

(x − x0)
j
)

= ε(x) · (x− x0)
j

folgt mit dem Mittelwertsatz der Di�erenzialrehnung

R
(n−j−1)
n (x) = R

(n−j−1)
n (x) − R

(n−j−1)
n (x0) = R

(n−j)
n (ξ) · (x− x0)

= ε(ξ) · (ξ− x0)
j · (x− x0)

mit einem ξ zwishen x0 und x. Also gilt

R
(n−j−1)
n (x) = ~ε(x) · (x− x0)

j+1

mit |~ε(x)| ≤ |ε(ξ)| f
�

ur ein ξ zwishen x0 und x, folglih

R
(n−j−1)
n (x) = o

(

(x− x0)
j+1
)

(x → x0).

�

Der Beweis zeigt: Die lokalen Restgliedformeln (10) sind eine einfahe Umformulierung

der n-maligen Di�erenzierbarkeit an der Stelle x0; denn letztere ist unmittelbar gleihwer-

tig zum speziellen Fall k = n − 1 von (10), und die anderen F

�
alle folgen aus dem einen

fast genauso unmittelbar durh iteriertes Anwenden des Mittelwertsatzes. (Kontrollfrage:

Wo genau wird die spezielle Gestalt der Taylor-Polynome ben

�
otigt?)

3 Darstellungen des Taylor-Rests

Ohne zus

�
atzlihe Glattheitsforderungen an f kann man wohl kaum mehr ershlie�en, als

in Satz 1 formuliert ist, da (10) ja

�
aquivalent ist zur blo�en Existenz der n-ten Ableitung

von f an der Stelle x0. Bringt man die (n + 1)-te Ableitung ins Spiel, kann man den

Taylor-Rest quantitativ erfassen.

Satz 2 (Restglied-Formeln)

Sei n ∈ N0 und sei f(n+1)

stetig auf dem von x0 und x berandeten abgeshlossenen Intervall.

Dann gelten f

�

ur den Taylor-Rest Rn(x) folgende Darstellungen:

Rn(x) =

∫ x

x0

(x − t)n

n!
f(n+1)(t)dt (11)

(Integral-Restglied);

Rn(x) =
f(n+1)(ξ)

(n + 1)!
· (x − x0)

n+1

(12)
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mit einem ξ eht zwishen x0 und x (Lagrange-Restglied);3

Rn(x) =
(1− ϑ)n

n!
f(n+1)

(

x0 + ϑ(x− x0)
)

· (x− x0)
n+1

(13)

mit einem ϑ ∈ (0, 1) (Cauchy-Restglied).4

Bemerkungen:

(i) Durh die Substitution t = x0 + s(x − x0) (0 ≤ s ≤ 1) erh
�
alt das Integral-Restglied

die Gestalt

(x − x0)
n+1

(n + 1)!

∫1

0

(n + 1)(1− s)n f(n+1)
(

x0 + s(x − x0)
)

ds,

bei der das Integral wegen

∫1
0
(n + 1)(1 − s)n ds = 1 ein unsymmetrish gewihtetes

Mittel (mit Akzent in Rihtung x0) der Ableitungswerte f(n+1)(t) ist.

(ii) Die Restglied-Formeln bleiben auh unter etwas shw

�
aheren Glattheitsvorausset-

zungen g

�

ultig, was aber niht mit dem folgenden einheitlihen einfahen Beweis

gezeigt werden kann und f

�

ur die konkrete Anwendung der Formeln ohne Belang ist.

Weiter unten werden (12) und (13) unter Voraussetzung der blo�en Existenz von

f(n+1)

bewiesen.

F

�

ur das Integral-Restglied reiht die Existenz des Integrals

∫x
x0
f(n+1)(t)dt, weil shon

dann die Formel der partiellen Integration gilt.

(iii) Die Darstellung (11) hat den Vorzug der exakten Formel, die keinerlei Information

vershenkt, w

�
ahrend (12) und (13) auf blo�e Absh

�
atzungen hinauslaufen, die aber

bei Kenntnis von Shranken f

�

ur f(n+1)

sehr einfah zu handhaben sind.

Beweis:

Wir bemerken zun

�
ahst, dass (12) und (13) unmittelbar aus (11) gefolgert werden k

�
onnen:

Der Mittelwertsatz der Integralrehnung ergibt einerseits

∫ x

x0

(x− t)n

n!
f(n+1)(t)dt =f(n+1)(ξ) ·

∫ x

x0

(x− t)n

n!
dt

=f(n+1)(ξ) · (x− x0)
n+1

(n + 1)!

mit einem ξ zwishen x0 und x, zum anderen

∫ x

x0

(x− t)n

n!
f(n+1)(t)dt =

(x− x0)
n+1

n!

∫ 1

0

(1− s)n · f(n+1)
(

x0 + s(x − x0)
)

dt

=
(x− x0)

n+1

n!
(1− ϑ)n · f(n+1)

(

x0 + ϑ(x − x0)
)

mit einem ϑ zwishen 0 und 1.

Aus der Stetigkeit folgt, dass ξ und ϑ eht zwishen x0 und x bzw. zwishen 0 und 1

gew

�
ahlt werden k

�
onnen, da die jeweils vors Integral gezogenen Mittelwerte niht aus-

shlie�lih in Randpunkten angenommen werden.

3

Joseph Louis Lagrange, gro�er Mathematiker und Physiker, geb. 1736 in Turin, gest. 1813 in Paris,

Professor in Turin (mit 19), Berlin (1766-1787) und Paris. Auh (11) geht auf Lagrange zur

�

uk.

4

Augustin Louis Cauhy, gro�er Mathematiker, insbesondere Begr

�

under der komplexen Funktionen-

theorie, geb. 1789 in Paris, gest. 1857 nahe Paris, Professor in Paris.
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Wir beweisen nun (11).

Der Fall n = 0 ist die f

�

ur stetiges f ′ selbstverst
�
andlihe Identit

�
at

f(x) − f(x0) =

∫ x

x0

f ′(t)dt.

Durh sukzessive partielle Inegration entsteht daraus beinahe von selbst der allgemeine

Fall; bis auf den kleinen Kni� am Anfang, 1 als Ableitung von −(x − t) aufzufassen, um

jeweils nur einen ausintegrierten Bestandteil zu erhalten.

Ist f ′′ stetig, gilt

∫ x0

x

f ′(t)dt =

∫ x0

x

1 · f ′(t)dt

=
−(x− t)

1!
f ′(t)

∣

∣

∣

∣

x

t=x0

+

∫ x0

x

x− t

1!
f ′′(t)dt,

also

f(x) − f(x0) −
f ′(x0)

1!
(x− x0) =

∫ x0

x

x− t

1!
f ′′(t)dt.

Wiederum partielle Integration, bei stetigem f ′′′(x), ergibt

∫x0

x

x− t

1!
f ′′(t)dt =

−(x− t)2

2!
f ′′(t)

∣

∣

∣

∣

x

t=x0

+

∫ x0

x

(x − t)2

2!
f ′′′(t)dt,

also

f(x) −

2∑

k=0

f(k)(x0)

k!
· (x− x0)

k =

∫x0

x

(x− t)2

2!
f ′′′(t)dt.

Usw.

Es folgt (11).

5

�

Der soeben gef

�

uhrte wie auh der nun folgende Beweis unterstreihen die Aussagekraft

des Integral-Restgliedes.

Satz 3 (Restglied-Ableitungen)

Unter den Voraussetzungen von Satz 2 gilt f

�

ur 0 ≤ k ≤ n

R
(k)
n (x) =

∫x

x0

(x− t)n−k

(n − k)!
f(n+1)(t)dt (14a)

= f(n+1)(ξk) ·
(x− x0)

n+1−k

(n + 1− k)!

(14b)

=
(1− ϑk)

n−k

(n − k)!
f(n+1)

(

x0 + ϑk(x − x0)
)

· (x− x0)
n+1−k

(14)

mit ξk und ϑk zwishen x0 und x bzw. zwishen 0 und 1.

5

Beweis-Alternative: Aus f(x) − Tn(x) =
∫x

x0

∫xn

x0
· · ·

∫x2

x0

∫x1

x0
f(n+1)(t)dt dx1 . . . dxn−1 dxn folgt das

Integralrestglied durh Vertaushung der Integrationsreihenfolge.
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Beweis:

Gem

�
a� der allgemeinen Ableitungs-Formel f

�

ur Parameter-Integrale

d

dx

∫τ2(x)

τ1(x)

ϕ(x, t)dt

= τ ′
2(x)ϕ(x, τ2(x)) − τ ′

1(x)ϕ(x, τ1(x)) +

∫τ2(x)

τ1(x)

∂

∂x
ϕ(x, t)dt

folgt aus (11):

R ′
n(x) =

∫ x

x0

(x − t)n−1

(n − 1)!
f(n+1)(t)dt.

Damit ergibt sih sogleih (14a), und (14b) wie (14) folgen analog zum vorigen Beweis

aus (14a). �

Satz 4 (Schlömilch-Restglied)

Sei I das von x0 und x berandete Intervall, seien f(n) und g auf ganz I stetig und im Innern

von I di�erenzierbar, und sei durhweg g ′(x) 6= 0.

Dann gilt (mit den bisherigen Bezeihnungen)

Rn(x) = f(n+1)(ξ) · (x − ξ)n

n!
· g(x) − g(x0)

g ′(ξ)

(15)

mit einem ξ aus dem Innern von I.

Bemerkung:

F

�

ur g(t) = (x − t)n+1

ergibt sih das Lagrangeshe, f

�

ur g(t) = t − x0 das Cauhyshe

Restglied.

Beweis:

Der Beweis beruht auf dem

"

Shl

�
omilh-Trik\,

6

das Taylor-Polynom als Funktion des

Entwiklungspunktes zu betrahten:

Mit

h(t) :=

n∑

k=0

f(k)(t)

k!
(x− t)k

folgt h(x) = f(x), h(x) − h(x0) = Rn(x) (!), ferner

h ′(t) =

n∑

k=0

f(k+1)(t)

k!
(x− t)k −

n∑

k=1

f(k)(t)

(k− 1)!
(x− t)k−1

=
f(n+1)(t)

n!
(x− t)n (!!)

und mit dem erweiterten Mittelwertsatz der Di�erenzialrehnung daher

h(x) − h(x0)

g(x) − g(x0)
=

h ′(ξ)

g ′(ξ)
.

�

6

Benannt nah Oskar Shl

�
omilh, geb. 1823 in Weimar, gest. 1901 in Dresden, Professor in Jena und

Dresden.
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4 Taylorreihen, Satz von Bernstein

Zufriedenstellend gekl

�
art wird die Frage, wann in der Taylorshen Formel der

�

Ubergang

n → ∞ zur unendlihen Taylorreihen-Entwicklung

f(x) =

∞∑

k=0

f(k)(x0)

k!
· (x− x0)

k

(16)

vollzogen werden kann, erst im Rahmen der komplexen Funktionentheorie. Das dabei

sih ergebende Resultat:

Satz 5 (Cauchy)

Eine komplex di�erenzierbare Funktion l

�
asst sih um jeden inneren Punkt ihres De�ni-

tionsbereihs in eine Taylorreihe (16) entwikeln; der Konvergenzradius ist gleih dem

Abstand der n

�
ahstgelegenen Singularit

�
at der Funktion f vom Entwiklungspunkt x0.

Beispielsweise haben die Taylorreihen

1

osh x
= 1−

1

2
x2 +

5

24
x4 + · · · und tan x = x+

1

3
x3 +

2

15
x5 + · · ·

beide den Konvergenzradius π/2, da die Nennernullstellen x = ±i π/2 bzw. x = ±π/2 (der

Darstellung tan x = sin x/ os x) die n
�
ahstgelegenen Singularit

�
aten ergeben.

Da umgekehrt jede Potenzreihe eine im Innern ihres Konvergenzkreises (komplex) di�e-

renzierbare Funktion darstellt, kann man also sagen:

Die Gesamtheit aller Potenzreihen mit ehtem Konvergenzbereih ist identish mit

der Gesamtheit aller lokalen Taylorreihen-Entwiklungen beliebiger holomorpher (=

in einer o�enen Teilmenge von C komplex di�erenzierbarer) Funktionen.

Der reelle, also eindimensionale Ableitungsbegri� ist aber wesentlih shw

�
aher als der

komplexe.

Beispielsweise ist die Funktion

f(x) :=

{

e

−1/x2 , x 6= 0,

0, x = 0,

auf ganz R unendlih oft di�erenzierbar und hat an der Stelle x0 = 0 lauter vershwindende

Ableitungen, weshalb eine Entwiklung (16) niht m

�
oglih ist.

7

Aus komplexer Siht hat

f bei x = 0 eine wesentlihe Singularit

�
at, so dass von einer Reihe (16) gar niht die Rede

sein kann.

Das soeben formulierte Beispiel ergibt in Verbindung mit dem folgenden Satz, dass jede

formale Potenzreihe als reelle formale Taylor-Reihe von unendlih vielen vershiedenen

C∞

-Funktionen vorkommt!

Satz 6 (É. Borel8)

Zu jeder beliebigen Folge (an)n∈N0

reeller Zahlen gibt es eine in einer Umgebung von x = 0

unendlih oft di�erenzierbare reelle Funktion f mit f(k)(0) = ak f

�

ur alle k ∈ N0.

7

Mit anderen Worten: Die Werte dieser Funktion werden beim

�

Ubergang x → 0 so shnell klein, dass

die mit dem Ableitungsbegri� verkn

�

upfte polynomiale lokale Gr

�
o�enordnungsskala niht greifen kann.

8

�

Emile Borel, namhafter Mathematiker, geb. 1871 in St. A�rique (Fr.), gest. 1956 in Paris, Professor in

Lille und Paris. Wesentlihe Beitr

�
age zur modernen Ma�- und Integrationstheorie. Franz. Marine-Minister

1925{1940.
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Beweis:9

Wir setzen

ϕ(x) :=

{

exp(1/(x2 − x)), 0 < x < 1

0, sonst

und

Φ(x) :=

∫ x

0

ϕ(t)dt/

∫ 1

0

ϕ.

Dann ist Φ unendlih oft di�erenzierbar, w

�
ahst im Intervall [0, 1] streng monoton von 0

auf 1 und ist ansonsten konstant.

Mit der vorgegebenen reellen Zahlenfolge (an)n∈N0

sowie Φn(x) := an Φ
(

2− (2|an |+ 1)x
)

de�nieren wir nun Funktionen fn gem

�
a�

f0(x) := Φ0(x)

sowie

fn(x) :=

∫x

0

(x − t)n−1

(n − 1)!
Φn(t)dt (n ∈ N),

so dass

f
(k)
n (x) =

{∫x
0
(x−t)n−k−1

(n−k−1)!
Φn(t)dt, 0 ≤ k ≤ n − 1,

Φn(x), k = n.

(17)

Insbesondere gilt

f
(k)
n (0) =

{
an, k = n,

0, k 6= n,

und bei festem k

∣

∣

∣
f
(k)
n (x)

∣

∣

∣
≤ |x|n−k−1

(n − k− 1)!
·
∣

∣

∣

∣

∫x

0

Φn(t)dt

∣

∣

∣

∣

︸ ︷︷ ︸
< 2|an |/(2|an |+1)

<
|x|n−k−1

(n − k− 1)!

f

�

ur fast alle n, weshalb nah dem Weierstra�shen Majorantenkriterium die Funktion

f(x) :=

∞∑

n=0

fn(x)

die behaupteten Eigenshaften hat. �

Mit im wesentlihen derselben unendlih oft di�erenzierbaren Funktion, die im Beweis

des Borel-Satzes eine zentrale Rolle spielte, und einem metrish-topologishen Argument

ergibt sih folgende erstaunlihe Aussage:

9

Siehe M.D. Meyerson: Every Power Series is a Taylor Series; Amer.Math.Monthly 88 (1981), 51-52.

Ein { etwas aufwendigerer { integralfreier Beweis �ndet sih z.B. bei H. Grauert/I. Lieb: Di�erential- und

Integralrehnung I, ab der dritten Auage.
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Satz 7 (D. Morgenstern10)

In der Menge aller auf einem Intervall I unendlih oft di�erenzierbaren Funktionen liegt

die Teilmenge derjenigen Funktionen, die in der Umgebung keiner Stelle durh eine Tay-

lorreihe mit positivem Konvergenzradius darstellbar und damit nirgends analytish sind,

�

uberall diht im Sinne der Metrik (18).

Beweis:

Sei I ⊆ R ein Intervall und X die Menge aller unendlih oft di�erenzierbaren Funktionen

f : I → R.

Durh

d(f, g) :=

∞∑

k=0

1

2k
· sup

x∈I

|f(k)(x) − g(k)(x)|

1+ |f(k)(x) − g(k)(x)|
(f, g ∈ X) (18)

wird auf X eine Metrik de�niert, auh im Falle eines nihtkompakten De�nitions-Interval-

les I.

Von den Metrik-Eigenshaften

(i) d(f, g) ≥ 0, und d(f, g) = 0 ⇔ f = g;

(ii) d(f, g) = d(g, f);

(iii) d(f, h) ≤ d(f, g) + d(g, h)

ist nur die dritte, die Dreieksungleihung, niht ganz o�ensihtlih. Ein paar Bemerkungen dazu.

F

�

ur x > −1 ist

x
1+x

= 1− 1
1+x

streng monoton wahsend. Daher

|f(x) − h(x)|

1+ |f(x) − h(x)|
≤ |f(x) − g(x)|+ |g(x) − h(x)|

1+ |f(x) − g(x)| + |g(x) − h(x)|
≤ |f(x) − g(x)|

1+ |f(x) − g(x)|
+

|g(x) − h(x)|

1+ |g(x) − h(x)|
,

und man kann (erst rehts, dann links) zu den Suprema

�

uber x ∈ I

�

ubergehen. Mit analogen

Absh

�
atzungen f

�

ur die k-ten Ableitungen folgt per Summation Eigenshaft (iii).

(X,d) ist ein vollst

�
andiger metrisher Raum. Denn f

�

ur x ≥ 0 und 0 < ε < 1 gilt

x

1+ x
< ε ⇔ x <

ε

1− ε
.

Dies beahtend, ershlie�t man leiht, dass f

�

ur eine Cauhy-Folge (fn)n∈N in (X,d) alle

Folgen (f
(k)
n )n∈N in kompakten Teilintervallen von I gleihm

�
a�ig konvergieren, also die

Folge (fn) eine unendlih oft di�erenzierbare und damit X angeh

�
orende Grenzfunktion

besitzt. Was bedeutet: (X,d) ist vollst
�
andig.

Ist eine Funktion f ∈ X an irgendeiner Stelle x ∈ I analytish, also durh eine Potenzreihe

um x mit positivem Konvergenzradius lokal darstellbar, so gibt es nahe bei x im Innern

von I auh rationale Stellen, an denen f analytish ist. Es gibt also ein r ∈�I ∩Q und ein

n ∈ N, so dass |f(k)(r)| ≤ k! · nk

f

�

ur alle k ∈ N; denn |f(k)(r)|(1/n)k/k! → 0, sobald 1/n

kleiner als der Konvergenzradius am Entwiklungspunkt r ist.

Mit einer Abz

�
ahlung (rn)n∈N aller inneren rationalen Stellen von I de�nieren wir nun die

Mengen

Mm,n := {f ∈ X | |f(k)(rm)| ≤ k! · nk

f

�

ur k ∈ N} . (19)

10

Dietrih Morgenstern, geb. 1924 in Ratzeburg, gest. 2007 in Darmstadt, Professor in M

�

unster, Freiburg

und Hannover; haupts

�
ahlihes Arbeitsgebiet Stohastik.
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Abbildung 1: Das Bild zeigt die Funktion Ψ(x).

Die Menge aller an irgendeiner Stelle analytishen f ∈ X ist also Teilmenge der Vereinigung

aller Mm,n.

Wir zeigen, dass die Mengen Mm,n in (X,d) abgeshlossen und nirgends diht sind.

Die Abgeshlossenheit ist klar, da Konvergenz in X die lokalgleihm

�
a�ige Konvergenz aller

Ableitungen impliziert und damit die in (19) auftretenden Ungleihungen auh f

�

ur die

Limes-Funktion erhalten bleiben.

Nun sei zu gegebenen m,n ∈ N ein beliebiges f ∈ Mm,n gew

�
ahlt. Wir konstruieren zu

jedem ε > 0 ein g ∈ X \Mm,n mit |f − g| < ε. Das zeigt, dass Mm,n nirgends diht ist.

F

�

ur die Konstruktion benutzen wir die beiden Funktionen

ϕ(x) :=






exp

(

1
x2−1

)

, |x| < 1,

0, sonst,

und Φ(x) :=

∫x

−1

ϕ(t)dt ·
(∫ 1

−1

ϕ

)−1

. (20)

Beide sind unendlih oft di�erenzierbar, ϕ(0) = e

−1

, Φ w

�
ahst im Intervall [−1, 1] streng

monoton von 0 auf 1 und ist ansonsten konstant.

Die Funktion Ψ(x) := Φ(x + 2) − Φ(x − 2) w
�
ahst im Intervall [−3,−1] von 0 auf 1, ist

im Intervall [−1, 1] konstant gleih 1, f

�
allt in [1, 3] wieder auf 0 und ist au�erhalb [−3, 3]

konstant gleih 0. Damit setzen wir (mit sp

�
ater zu w

�
ahlenden Parametern δ > 0, p ∈ N)

gp, δ(x) := (x− rm)
p · Ψ

(

(x − rm)/δ
)

. (21)

Dann gilt

g
(k)
p, δ(x) =

k∑

j=0

(

k

j

)

· p!

(p− j)!
(x − rm)

p−j ·
(

1

δ

)k−j

Ψ(k−j)

(

x− rm

δ

)

= (x − rm)
p−k ·

k∑

j=0

(

k

j

)

p!

(p− j)!

(

x− rm

δ

)k−j

· Ψ(k−j)

(

x− rm

δ

)

f

�

ur 0 ≤ k ≤ p, und insbesondere folgt (wegen Ψ ′(0) = Ψ ′′(0) = · · · = 0)

g
(k)
p, δ(rm) =

{
0, 0 ≤ k < p,

p!, k = p.

Generell gilt (wegen Ψ(x) = 0 f

�

ur |x| ≥ 3)

|g
(k)
p, δ(x)| ≤ (3δ)p−k ·

k∑

j=0

(

k

j

)

p!

(p− j)!
· 3k−j ·max |Ψ(k−j)| ≤ δp−k ·Mp (0 ≤ k ≤ p− 1)

mit Mp := max0≤k≤p−1

∑k
j=0

(

k
j

)

p!
(p−j)!

· 3p−j ·max |Ψ(k−j)|.

Nun w

�
ahlen wir p ∈ N so gro�, dass 2−p + 2−p−1 + 2−p−2 + · · · < ε

2

, und setzen

g(x) := f(x) + 2(n + 1)pgp, δ(x); (22)
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dabei sei δ > 0 so klein gew

�
ahlt, dass 2(n + 1)pMp

p−1∑

k=0

δp−k2−k <
ε

2
.

Damit folgt dann einerseits

d(f, g) ≤
p−1∑

k=0

2−k

sup |2(n + 1)pg
(k)
p, δ|+

∞∑

k=p

2−k <
ε

2
+

ε

2
,

andererseits

|g(p)(rm)| ≥ 2(n + 1)pp! − |f(p)(rm)| ≥ 2(n + 1)pp! − npp! > npp!

und damit g 6∈ Mm,n. Damit ist erwiesen, dass die Mengen Mm,n nirgends diht sind.

Da sie auh abgeshlossen sind und damit ihre Komplemente in X o�en, gibt es zu jedem

f ∈ X und beliebigem ε > 0 ein g ∈ X und ein δ > 0, so dass

�Uδ(g) := {h ∈ X | d(h, g) ≤ δ} ⊂ �Uε(f) \Mm,n. (23)

Nun sei f irgendein Element aus X und ε > 0. Wir zeigen, dass es ein g ∈ X \
⋃

Mm,n gibt

mit d(f, g) ≤ ε (Baireshes Kategorienargument).

Dazu denken wir uns die Mm,n durhnumeriert als Folge (M∗
n)n∈N. Wir w

�
ahlen ein g1 ∈ X

und ein ε1 ∈ (0, 1) mit

�Uε1(g1) ⊂ �Uε(f) \M
∗
1, dann g2 ∈ X und ε2 ∈ (0, 12) mit

�Uε2(g2) ⊂

�Uε1(g1) \ M∗
2, dann g3 ∈ X und ε3 ∈ (0, 13) mit

�Uε3(g3) ⊂ �Uε2(g2) \ M∗
3, usw. Da X

vollst

�
andig, gibt's ein g ∈ ⋂ �Uεn(gn) \

⋃

M∗
n. �

Bemerkenswert angesihts der konstatierten

"

Pathologien\ ist das nun folgende einfahe

und doh weitreihende Kriterium f

�

ur Taylorreihen-Entwiklungen reeller Funktionen.

Definition 2

Eine Funktion f ∈ C∞(a, b) hei�e vollmonoton wachsend auf (a, b), wenn

f(k)(x) ≥ 0 (a < x < b) (24)

f

�

ur alle k ∈ N; wenn f

�

ur jedes k ∈ N0 entweder f(k)(x) ≥ 0 (a < x < b) oder f(k)(x) ≤
0 (a < x < b) gilt, hei�e f total wechselfrei.

Satz 8 (S. N. Bernstein11)

a) Sei −∞ < a < b, sei f ∈ C∞(a, b), und sei f(n) vollmonoton wahsend f

�

ur ein n ∈ N.

Dann existieren alle Grenzwerte

f(k)(a) := lim

xցa
f(k)(x) (k ∈ N0), (25)

und es gilt

f(x) =

∞∑

k=0

f(k)(a)

k!
· (x− a)k (a < x < b). (26)

11

Sergej Natanovi� Bern�stejn, bedeutender Mathematiker, geb. 1880 in Odessa, gest. 1968 in Moskau;

Studium in Paris u. G

�
ottingen, Professor in Charkow, Leningrad und Moskau, Mitglied der Akademie der

Wissenshaften der UdSSR. Die Bernstein-Polynome (1912, vom Gesetz der gro�en Zahlen inspiriert, zum

Beweis des Approximationssatzes von Weierstra� eingef

�

uhrt) spielen heute eine wihtige Rolle im CAD-

Bereih (B�ezierkurven u. -

�
ahen). Wesentlihe Beitr

�
age zur formalen Grundlegung der Wahrsheinlih-

keitstheorie (1917, sp

�
ater von Gliwenko zu einem zur Kolmogorovshen Axiomatik (1933) gleihwertigen

System erg

�
anzt) und zur allgemeinsten Fassung des zentralen Grenzwertsatzes (1927) .
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b) Sei −∞ < a < b < ∞, sei f ∈ C∞(a, b) total wehselfrei. Dann gilt mit x0 :=
a+b
2

∣

∣

∣

f(n)(x0)

n!

∣

∣

∣
≤ h−n · max

|x−x0|≤h
|f(x)| (n ∈ N0) (27)

f

�

ur 0 < h < (b − a)/2, und die Taylor-Entwiklung zu f um x0 stellt in ganz (a, b)

die Funktion dar.

12

Bemerkungen:

(i) Es ist klar nah Aussage a), dass genau dann (26) gilt, wenn f auf (a, b) Di�erenz

zweier vollmonoton wahsender Funktionen ist:

f(x) =
∑

ak>0

ak (x − a)k −
∑

ak<0

|ak| (x − a)k.

(ii) Aus den elementaren Umentwiklungseigenshaften von Potenzreihen ergibt sih mit

(26) f

�

ur beliebiges x0 ∈ (a, b)

f(x) =

∞∑

k=0

f(k)(x0)

k!
· (x− x0)

k ( max

(

a, x0 − (b− x0)
)

< x < b ).

Ferner liefert die Potenzreihe (26) die holomorphe Ausdehnung von f (
"

analytishe

Fortsetzung\) auf die ganze Kreissheibe |z−a| < b−a, im Falle b = ∞ also auf die

ganze Ebene. Analoges gilt f

�

ur die (shw

�
ahere) Entwiklungsaussage von Teil b).

(iii) Gilt { mit a < b < ∞ { anstelle der Voraussetzung von a)

(−1)k · f(k)(x) ≥ 0 (a < x < b)

f

�

ur fast alle k, erf
�

ullt

~f(x) := f(−x) (−b < x < −a) die Voraussetzung, weshalb

sih statt (26) ergibt:

f(x) =

∞∑

k=0

f(k)(b)

k!
· (x − b)k (a < x < b).

(iv) Man kann die Voraussetzung von a) wesentlih abshw

�
ahen, indem man auf irgend-

eine bekannte im Intervall a ≤ x < b konvergente Taylorreihe

∑ ϕ(k)(a)
k! · (x − a)k

zur

�

ukgreift und nur fordert, dass f(n) −ϕ(n)

f

�

ur ein n ∈ N vollmonoton w

�
ahst.

Mit ϕ(x) := c expA(x − a) ergibt sih beispielsweise so die shon viel shw

�
aher

sheinende Voraussetzung:

f(k)(x) ≥ −c ·Ak · eA(x−a) (a < x < b)

f

�

ur fast alle k.

Beweis:

Wir geben zwei vershiedene Beweise f

�

ur Aussage a); der erste benutzt nur das Lagrange-

Restglied und kommt ganz ohne Integralrehnung aus, w

�
ahrend der zweite die Aussage-

kraft des Integral-Restglieds erneut demonstriert.

12

Formel (27) entspriht den { allerdings allgemein geltenden { klassishen Cauhyshen KoeÆzienten-

absh

�
atzungen der komplexen Funktionentheorie.
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Beweis I von a): Dass die stetigen Erg

�
anzungen (25) existieren, versteht sih fast von

selbst: F

�

ur k > n folgt es aus der Monotonie wie Nihtnegativit

�
at der f(k), und f

�

ur die klei-

neren k-Werte ergibt es sih mit dem Mittelwertsatz:

(

f(k)(xn)
)

n∈N

mit xn ց a ist stets

eine Cauhy-Folge, wenn der rehtsseitige Limes von f(k+1)

an der Stelle a existiert; und

ebenfalls mit dem Mittelwertsatz folgt dann auh, dass letzterer Limes die rehtsseitige

Ableitung von f(k) an der Stelle a ergibt.

Sei nun a ≤ x0 < x < b. Dann gilt mit geeignet gew

�
ahlten ξl ∈ (x0, x):

f(x) =

l∑

k=0

f(k)(x0)

k!
· (x− x0)

k +
f(l+1)(ξl)

(l + 1)!
· (x − x0)

l+1

≥
l∑

k=0

f(k)(x0)

k!
· (x− x0)

k

(28)

f

�

ur fast alle l (Nihtnegativit
�
at der Werte f(l+1)(ξl)), und da ja auh fast alle Werte f(k)(x0)

nihtnegativ sind, folgt die shlie�lih monotone Konvergenz der betrahteten formalen

Taylorreihe zu f an der Stelle x0. Das bedeutet:

∞∑

k=0

f(k)(x)

k!
· rk konvergent (a ≤ x < b, 0 ≤ r < b− x) (29)

und insbesondere

lim

k→∞
f(k)(x)

k!
· rk = 0 (a ≤ x < b, 0 ≤ r < b− x). (30)

Nunmehr folgt beinahe unmittelbar, dass die f

�

ur |x−a| < b−a konvergente Reihe in (26)

tats

�
ahlih f darstellt. Denn nah (30) stellt ja jede lokale Taylor-Entwiklung von f um

eine Stelle x0 zumindest im Intervall

(

x0 − (b− x0), (x0 + b)/2
)

∩ (a, b) die Funktion dar;

weshalb der rehte Randpunkt, bis zu dem die Darstellung durh die Entwiklung um a

reiht, niht kleiner als b sein kann.

(Wir haben nur sheinbar implizit b < ∞ vorausgesetzt, da b = ∞ als Fall eines beliebigen

endlihen b miterledigt ist.)

Beweis II von a): Was die rehtsseitige stetige Erg

�
anzung an der Stelle a anlangt, k

�
onnen

wir entweder genauso argumentieren wie bisher oder aber bei den Funktionen f(k) mit

k ≤ n die Darstellung als Integral ihrer Ableitungen heranziehen.

Aus (28) folgt f

�

ur das Restglied Rl zum Entwiklungspunkt x0 = a, wobei im folgenden

o.B.d.A. a = 0 angenommen sei:

~f(x) := f(x) −

n∑

k=0

f(k)(0)

k!
· xk ≥ Rl(x) (0 < x < b)

f

�

ur alle l ≥ n. Wir w

�
ahlen bei festem x ∈ (0, b) ein α mit x < αx < b und erhalten wegen

Monotonie von f(l+1)

:

0 ≤ Rl(x) =

∫ x

0

(x − t)l

l!
f(l+1)(t)dt

≤ 1

αl+1

∫ x

0

(αx− αt)l

l!
f(l+1)(αt)αdt

=
Rl(αx)

αl+1
≤

~f(αx)

αl+1
,
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weshalb Rl(x) → 0 (l → ∞) folgt.

Beweis von b): Sei zun

�
ahst angenommen, f, f ′, . . . , f(n) seien in einem Intervall [0, h]

ohne Vorzeihenwehsel, und es gelte |f(n)(x)| ≥ A ≥ 0 (0 ≤ x ≤ h). Wir folgern daraus:

A ≤ n!

hn
· max

0≤x≤h
|f(x)|. (31)

Und zwar durh den Nahweis, dass f

�

ur k = 0, 1, . . . , n jeweils gilt:

|f(n−k)(x)| ≥ A· x
k

k!
≥ 0 (0 ≤ x ≤ h) oder |f(n−k)(x)| ≥ A· (h− x)k

k!
≥ 0 (0 ≤ x ≤ h);

hieraus folgt o�enbar (31).

Die Absh

�
atzungen werden per (endliher) Induktion

�

uber k gewonnen.

F

�

ur k = 0 und k = 1 sind sie trivialerweise rihtig.

Shluss von k auf k+ 1:

Angenommen, f(n−k)(x) ≥ A · xk

k! und f(n−k−1)(x) ≥ 0 in [0, h]. Dann folgt

f(n−k−1)(x) ≥
∫ x

0

f(n−k)(t)dt ≥ A · xk+1

(k+ 1)!
.

Angenommen, f(n−k)(x) ≥ A · xk

k! und f(n−k−1)(x) ≤ 0 in [0, h]. Dann folgt

f(n−k−1)(x) ≤ −

∫h

x

f(n−k)(t)dt ≤ −A · h
k+1 − xk+1

(k+ 1)!
≤ −A · (h− x)k+1

(k+ 1)!

wegen 1 ≥
(

1− x
h

)k+1
+
(

x
h

)k+1
(0 ≤ x ≤ h).

Die anderen F

�
alle reduzieren sih o�ensihtlih aus Symmetriegr

�

unden auf die behandel-

ten.

Damit ist (31) bewiesen.

Nun betrahten wir ein allgemeines Intervall (a, b). Mit den Bezeihnungen und Voraus-

setzungen von Teil b) gilt [x0−h, x0+h] ⊆ (a, b) f
�

ur jedes h mit 0 < h < (b−a)/2, ferner

bei beliebigem n jeweils in einem der Teilsegmente [x0 − h, x0] oder [x0, x0 + h] durhweg

|f(n)(x)| ≥ |f(n)(x0)|. Also folgt (27) unmittelbar aus (31).

Die Reihe

∑∞
n=0

f(n)(x0)
n! (x − x0)

n

ist also f

�

ur |x − x0| < h konvergent; und wie im ersten

Beweis zu Teil a) (x0 variieren!) ergibt sih, dass die Reihe gegen f(x) konvergiert.13 �

5 Beispiele

Anhand einiger Standard-Beispiele seien die behandelten Formeln und S

�
atze illustriert.

14

13

Nat

�

urlih m

�

ussen { analog zu Teil a) { nur fast alle Ableitungen als wehselfrei vorausgesetzt werden.

{ Einen ganz anderen kurzen Beweis der Entwiklungsaussage von Teil b) �ndet man bei J.A.M. MHugh:

A proof of Bernstein's theorem on regularly monotoni funtions; Pro.Amer.Math.So. 47 (1975), 358{

360.

14

Elegante direkte Herleitungen der klassishen Reihenentwiklungen, ohne Bezugnahme auf allgemeine

Rest-Formeln, gibt z.B. Charles-Jean de la Vall�ee Poussin (gro�er Mathematiker, geb. 1866 in L

�
owen, gest.

1962 in Br

�

ussel, ber

�

uhmt durh seinen Beweis des Primzahlsatzes (1896), Beitr

�
age zur Fourieranalysis,

zur Ma�- u. Integrationstheorie u. das zitierte Lehrbuh) in seinem Werk Cours d'analyse in�nit�esimale,

3i�eme ed., p. 433�.
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5.1 Die Exponentialfunktion

Da diese Funktion o�ensihtlih vollmonoton wahsend ist, und zwar auf jedem beliebigen

Intervall, wird sie nah dem Satz von Bernstein durh jede ihrer lokalen Taylorentwik-

lungen auf ganz R dargestellt.

15

Wir probieren noh eine Restgliedformel aus:

Nah Lagrange gilt

e

x −

n∑

k=0

xk

k!
= e

ξ xn+1

(n+ 1)!
.

Konvergenz gegen 0 f

�

ur n → ∞ ist klar, aber direkte Absh

�
atzungen, z.B. (geometrishe

Reihe)

∞∑

k=n+1

xk

k!
<

xn+1

(n + 1)!
· n + 2

n + 2− x
(x > 0),

sind hier oft genauer. Zur Ermittlung einer Shranke f

�

ur e

x − Tn(x) im Intervall 0 ≤
x ≤ 1/10 ist es { da die Di�erenz monoton w

�
ahst { am besten, einfah e

1/10 − Tn(1/10)

genau genug auszurehnen (was im Prinzip eine Reihenrest-Absh

�
atzung im Randpunkt

erfordert).

5.2 Der Logarithmus

Da die Funktion f(x) = ln x (x > 0) die Ableitungen f(k)(x) = (−1)k−1 · (k−1)!/xk besitzt,

ist sie nah dem Satz von Bernstein (Betrahtung der Intervalle (0, x0), Bemerkung (iii))

um jeden Punkt x0 > 0 in eine f

�

ur 0 < x < 2x0 konvergente Taylorreihe entwikelbar, die

auh (den Entwiklungspunkt 2x0 mitber

�

uksihtigend) jeweils insgesamt die Funktion

darstellt.

16

Speziell im Falle x0 = 1 betrahten wir das Lagrange-Restglied:

ln x−

n∑

k=1

(−1)k−1

k
(x− 1)k =

(−1)n

(n + 1)ξn+1
(x− 1)n+1 =

(−1)n

n+ 1

(

x− 1

ξ

)n+1

mit ξ zwishen 1 und x.

F

�

ur 1/2 ≤ x < 2 ist klar, dass der Lagrange-Rest mit n → ∞ vershwindet. F

�

ur 0 < x <

1/2 hingegen ist der ung

�

unstigste Wert f

�

ur (1 − x)/ξ niht mehr < 1. Hier hilft aber der

Cauhy-Rest weiter; er lautet:

(1− ϑ)n(−1)n

(1+ ϑ(x− 1))n+1
(x − 1)n+1 =

x− 1

1+ ϑ(x− 1)
·
(

(1− ϑ)(1 − x)

1− ϑ(1 − x)

)n

,

was wegen 1− ϑ(1− x) > 1− ϑ f

�

ur 0 < x < 2 stets gegen 0 strebt mit n → ∞.

Genauer aber kann man den Reihen-Rest { sobald klar ist, dass f dargestellt wird { auh

hier wieder direkt absh

�
atzen.

15

Die Exponentialreihe stellte erstmals Isaa Newton auf, durh Umkehrung der kurz zuvor von Merator

angegebenen Logarithmusreihe.

16

Die Reihe ln(1 + x) = x− x2/2+ x3/3 − x4/4± · · · publizierte erstmals 1668 Niolaus Merator.
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Abbildung 2: Taylor-Polynome T1, T2 und T9 an der Stelle 1 beim Logarithmus.

5.3 Der Sinus

Hier ist zwar die Funktion niht vollmonoton, aber s

�
amtlihe Ableitungen sind

�

uberall

≥ −1, so dass die in Bemerkung (iv) formulierte Variante des Satzes von Bernstein greift

und zeigt: Jede lokale Taylorreihe stellt auf ganz R die Funktion dar.

Die Shranke |f(k)(x)| ≤ 1 gestattet nat

�

urlih zugleih eine bequeme Anwendung aller

Restglied-Formeln.

5.4 Der Tangens

F

�

ur f(x) = tan x gilt f ′(x) = 1+ tan

2 x, f ′′(x) = 2 tan x + 2 tan3 x, f ′′′(x) = 2 + 8 tan2 x +

6 tan4 x, usw.

Es sind abwehselnd Summen aus lauter geraden und lauter ungeraden Potenzen von

tan x, und zwar stets mit positiven KoeÆzienten. Also ist tan auf (0, π/2) vollmonoton

wahsend. Auf (−π/2, 0) ist Bemerkung (iii) anwendbar. Folglih stellt die Taylorreihe mit

Entwiklungspunkt 0 nah dem Bernsteinshen Satz im gesamten Intervall (−π/2, π/2)

den Tangens dar.

Eine bemerkenswerte Shlussfolgerung, da die EntwiklungskoeÆzienten in diesem Fall

keinem einfah zu erfassenden Gesetz gen

�

ugen und eine Anwendung der Restglied-Formeln

niht ohne weiteres m

�
oglih ist.

W

�
ahrend also allgemeine Restabsh

�
atzungen hier mehr Aufwand erfordern, bereiten kon-

krete Einzelabsh

�
atzungen kein Problem; etwa

0 < tan x− x−
x3

3
−

2 x5

15
< 1−

π

4
−

π3

192
−

π5

7680
= 0.01326449 . . .

f

�

ur 0 < x < π/4.
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5.5 Die binomische Reihe

Shon 1666 fand Isaa Newton { allerdings mit niht den heutigen Strenge-Vorstellungen

entsprehenden

�

Uberlegungen

17

{ die allgemeine binomishe Reihe

(1+ x)α = 1+ αx+
α (α− 1)

1 · 2 x2 +
α (α − 1)(α − 2)

1 · 2 · 3 x3 + · · · .

Die Ableitungen

f(k)(x) =
α(α− 1) · · · (α− (k− 1))

(1+ x)k−α
(x > −1)

ergeben { analog zu den Verh

�
altnissen beim Logarithmus { f

�

ur beliebige Entwiklungs-

punkte x0 > −1 eine nah dem Bernsteinshen Satz im Intervall (−1, 2x0+1) die Funktion

darstellende Taylorreihe; insbesondere erh

�
alt man f

�

ur x0 = 0 die Newtonshe Reihe.

F

�

ur letzteren Fall diskutieren wir noh das Integral-Restglied:

∣

∣

∣

∣

∫ x

0

(α− 1) · · · (α − n)

n!

(

x − t

1+ t

)n

α(1+ t)α−1 dt

∣

∣

∣

∣

≤
n∏

k=1

(∣

∣

∣
1−

α

k

∣

∣

∣
· |x|
)

· |(1 + x)α − 1|

wegen

∣

∣

∣

∣

x− t

1+ t

∣

∣

∣

∣

≤ |x| (|x| ≤ 1, t eht zwishen 0 und x),

woraus f

�

ur |x| < 1 die Konvergenz folgt, da

∣

∣1− α/k
∣

∣ · |x| < (1+ |x|)/2 f

�

ur fast alle k.

5.6 Straßen-Steigungen

Angenommen, die Steigung einer Stra�e werde ausgedr

�

ukt durh die Angabe, wieviel

Prozent p der zur

�
ukgelegten Streke der Anstieg (H

�
ohenuntershied) betr

�
agt. Vergleih

dieses prozentualen Anstiegs p mit der { ebenfalls in Prozent angegebenen { mathemati-

shen Steigung s :

s = 100 tan

(

arsin

p

100

)

= p+
1

20000
p3 +

3

800000000
p5 + · · · . (32)

Man kann die Taylorreihe { entgegen dem ersten Anshein { leiht in geshlossener Form

angeben: Stellt man den Tangens als Quotienten aus Sinus und Cosinus dar, ergibt sih

s = p/
√

1− (p/100)2 und daher mit der binomishen Reihe

s =

∞∑

n=0

(

2n

n

)

p2n+1

200 2n
. (33)

Mittels der Ungleihung

18

(

2n
n

)

< 4n√
πn+π/4

ist der Reihenrest einfah direkt ab-

zush

�
atzen gem

�
a�

∞∑

k=n+1

(

2k

k

)

p2k+1

200 2k
<

200
√

(4n + 5)π
· (p/100)2n+3

1− (p/100)2
.

Bei Stra�en wirklih vorkommende Steigungen { das zeigt (32) { f

�

uhren zu einem praktish

vernahl

�
assigbaren Untershied zwishen beiden Prozentangaben:

p = 10 entspriht s = 10.05, p = 20 ergibt s = 20.41.

17

Cauhy publizierte 1821 die erste allgemeine { noh niht ganz fehlerfreie { Konvergenzlehre der

unendlihen Reihen. Siehe Rihard Rei�: Geshihte der unendlihen Reihen ; T

�

ubingen 1889.

Unabh

�
angig von Newton entdekte etwa gleihzeitig James Gregory die binomishe Reihe. Vgl. Dirk

J. Struik (ed.): A Soure Book in Mathematis 1200-1800 ; Prineton

3

1990.

18

Sh

�
arfstm

�
oglihe Absh

�
atzung der Form

(

2n
n

)

< 4n/
√
an+ b ; es gilt

(

2n
n

)

∼= 4n/
√
πn (n → ∞).
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5.7 Die Besselsche Differenzialgleichung

Bei der Di�erenzialgleihung

y ′′(x) +
1

x
y ′(x) +

(

1−
n2

x2

)

y(x) = 0, (34)

die z.B. durh Trennung der Ver

�
anderlihen bei der Diskussion der Shwingungen einer

kreisf

�
ormigen Membran (Wellengleihung) entsteht, fragen wir nah der Existenz einer im

Nullpunkt mindestens N-mal di�erenzierbaren L

�
osung.

Wir mahen also den Ansatz

y(x) = TN(x) + o(xN),

wobei nah Satz 1

y ′(x) = T ′
N(x) + o(xN−1) sowie y ′′(x) = T ′′

N(x) + o(xN−2),

und setzen dies in (34) ein.

Es ergibt sih mit TN(x) =
∑N

k=0 ak x
k

:

(1− n2)a1x− n2a0

x2
+

N−2∑

k=0

(

ak +
(

(k+ 2)2 − n2
)

ak+2

)

xk = o(xN−2)

oder, mit a−2, a−1 := 0,

N∑

k=0

(

ak−2 +
(

k2 − n2
)

ak

)

xk = o(xN).

Also muss nah (7) gelten:

(

ak−2 +
(

k2 − n2
)

ak

)

= 0 (0 ≤ k ≤ N).

Es folgt, wenn wir n ∈ N0 annehmen:

ak =0 (k < n), an+1 = an+3 = · · · = 0,

an+2k =
(−1)k an · n!

22k · k! · (n + k)!
(k = 0, 1, . . .).

Legt man sih auf an := 2−n/n! fest, erh
�
alt man das Anfangsst

�

uk N-ten Grades der

o�ensihtlih auf ganz R konvergenten Potenzreihen

Jn(x) :=

∞∑

k=0

(−1)k

k! · (n + k)!

(x

2

)n+2k
, (35)

der Bessel-Funktionen

19

erster Art.

Eine zweite L

�
osung der Di�erenzialgleihung �ndet man durh Operator-Faktorisierung :

Ist y0 eine L�osung der Di�erenzialgleihung

(D2 + fD + g I)y = 0 (d.h. y ′′ + f y ′ + gy = 0),

19

Friedrih Wilhelm Bessel, Astronom und Freund von Gau�, geb. 1784 in Minden, gest. 1846 in K

�
onigs-

berg, Professor in K

�
onigsberg.

Seite 20 Die Taylorsche Formel
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Abbildung 3: Bessel-Funktionen J0, J1, . . . , J4.

so gilt

(

D+
(y ′

0

y0
+ f
)

I

)

(

D−
y ′
0

y0
I
)

= D2 + fD + g I.

Diese Faktorisierung ergibt die L

�
osungsgesamtheit der Di�erenzialgleihung, indem man

erst

(

D +
(y ′

0

y0
+ f
)

I
)

~y = 0 und dann

(

D −
y ′
0

y0
I
)

y = ~y l

�
ost. (Inhomogene Gleihungen

sind bei diesem zweistu�gen Vorgehen ohne Modifkation mitzuerledigen.)

Im vorliegenden Fall ergibt sih so die Di�erenzialgleihung

y ′(x) =
J ′n(x)

Jn(x)
y(x) +

c

x Jn(x)
⇔

(

y

Jn

) ′

(x) =
c

x J2n(x)

und damit die L

�
osungsgesamtheit

y(x) = Jn(x)
(

c

∫ x

x0

dt

t J2n(t)
+ ~c

)

mit einem x0 > 0.

Die Bessel-Funktionen zweiter Art Yn(x) (andere Bezeihnung: Neumannshe Funk-

tionen Nn(x)), die man f

�

ur c 6= 0 als weitere L
�
osungen erh

�
alt,

20

sind an der Stelle 0 niht

in eine Taylorreihe entwikelbar, sondern verhalten sih dort im wesentlihen wie x−n

und enthalten zudem (Integration des 1/t-Summanden von 1/t J2n(t)) einen Logarithmus-

Anteil.

5.8 Abschätzung von Ableitungen

Sei f auf dem Intervall [a, b] (n + 1)-mal di�erenzierbar, f(n+1)

beshr

�
ankt. Wir zeigen,

wie es m

�
oglih ist, die Ableitungen f(k) (1 ≤ k ≤ n) durh f und f(n+1)

abzush

�
atzen.

Im Folgenden setzen wir x, x + h ∈ [a, b] voraus. Ferner gelte

0 < λ1 < λ2 < · · · < λn ≤ 1.

Dann ergibt die Taylor-Formel das Gleihungssystem

21

f(x+λj h) = f(x)+λj ·h f ′(x)+ · · ·+λnj ·
hn

n!
f(n)(x)+λn+1

j · hn+1

(n + 1)!
f(n+1)(ξj) (1 ≤ j ≤ n).

Mit

p(λ) := h f ′(x) +
h2

2
f ′′(x) · λ + · · · + hn

n!
f(n)(x) · λn−1

20

Die etwas aufwendige

�

ublihe Normierung der Yn(x) ist an dieser Stelle ohne Belang.

21

Bei anderen als den hier exemplarish behandelten Maximums-Absh

�
atzungen ist es meist angebraht,

statt des Lagrangeshen das Integral-Restglied zu benutzen.
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und

yj :=
1

λj

(

f(x+ λj h) − f(x) −
(λn+1

j h)n+1

(n + 1)!
f(n+1)(ξj)

)

(1 ≤ j ≤ n)

entspriht diesem Gleihungssystem die Polynom-Interpolationsaufgabe

p(λj) = yj (1 ≤ j ≤ n),

deren L

�
osung in Lagrange-Form durh Formel (41) zu Anfang des folgenden Abshnitts

gegeben ist. Durh Ausmultiplizieren dieser Formel erh

�
alt man explizite Ausdr

�

uke f

�

ur die

nur von λ1, . . . , λn abh

�
angigen Konstanten ck,j, durh welhe man die KoeÆzienten der

Potenzen von λ bei p ausdr

�

uken kann gem

�
a�

hk

k!
f(k)(x) =

n∑

j=1

ck,j yj (1 ≤ k ≤ n).

Also gilt f

�

ur 1 ≤ k ≤ n, [x]h :=
[

x+
h−|h|
2

, x+
h+|h|
2

]

⊆ [a, b] vorausgesetzt:

|h|k

k!

∣

∣f(k)(x)
∣

∣ ≤ Cn,k

(

|f(x)| + max

ξ∈[x]h
|f(ξ)| +

|h|n+1

(n + 1)!

max

ξ∈[x]h

∣

∣f(n+1)(ξ)
∣

∣

)

(36)

mit von x, h, a, b unabh

�
angigen (!) Konstanten Cn,k.

Wir haben es unterlassen, die Konstanten Cn,k abzush

�
atzen. F

�

ur qualitative Aussagen

reiht die angegebene Fassung. Die Frage bestm

�
ogliher Konstanten ist nur in einigen

F

�
allen von Ungleihungen dieses Typs gekl

�
art.

22

5.9 Die Faà-di-Bruno-Formel

Seien g an der Stelle x und f(u) an der Stelle u = g(x) jeweils n-mal di�erenzierbar. Dann

existieren auh die Ableitungen

(f ◦ g)(k)(x) (1 ≤ k ≤ n);

z.B. (f ◦ g) ′(x) = f ′
(

g(x)
)

g ′(x), (f ◦ g) ′′(x) = f ′′
(

g(x)
) (

g ′(x)
)2

+ f ′
(

g(x)
)

g ′′(x), et.

Leiht per Induktion zu sehen:

(f◦g)(n)(x) = f(n)
(

g(x)
)

An,n(g, x)+f(n−1)
(

g(x)
)

An,n−1(g, x)+ · · ·+f ′
(

g(x)
)

An,1(g, x)

mit (aus Platzgr

�

unden sind die Argumente

"

(g, x)\ bei den An,k weggelassen)

An,n =
(

g ′(x)
)n
, An,1 = g(n)(x), An+1,k = A ′

n,k + g ′(x)An,k−1 (1<k≤n).

Gesuht: Eine allgemeine Formel f

�

ur die o�enbar nur von g abh

�
angigen An,k.

O.B.d.A. setzen wir f und g als Taylor-entwikelbar voraus und betrahten

f
(

g(x+ h)
)

− f
(

g(x)
)

=

∞∑

n=0

(f ◦ g)(n)(x)
n!

hn =

∞∑

n=0

f(n)
(

g(x)
)

n!

(

g(x+ h) − g(x)
)n

.

22

Z.B. bei den Kolmogorov/Landau-Ungleihungen ||f(k)|| ≤ Kn,k · ||f||1− k
n+1 ·

∥

∥f(n+1)
∥

∥

k
n+1

; diese Form

der Absh

�
atzung ergibt sih mit |h| =

(

||f||

||f(n+1)||

) 1
n+1

aus (36), unendlihes x-Intervall vorausgesetzt.

Andrej Nikolaevi� Kolmogorov, geb. 1903 in Tambov (Russl.), gest. 1987 in Moskau, einer der gr

�
o�ten

Mathematiker des 20. Jahrhunderts; bahnbrehende Beitr

�
age zu vershiedensten Gebieten, u.a. zur Logik,

Fourieranalysis, Wahrsheinlihkeitstheorie, Topologie, Turbulenz-Theorie und zur Himmelsmehanik.
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Mit ein wenig kombinatorisher Neben

�

uberlegung folgt

(

g(x+ h) − g(x)
)n

=

( ∞∑

k=1

g(k)(x)

k!
hk

)n

=

∞∑

k=n

hkBk,n(g, x) :=

=

∞∑

k=n

hk
∑

i1+i2···+ik−n+1=n
i1+2i2+···+(k−n+1)ik−n+1=k

n!

i1! · · · ik−n+1!

(g ′(x)

1!

)i1 · · ·
( g(k−n+1)(x)

(k− n + 1)!

)ik−n+1

.

Bk,0 = 0 f

�

ur k ≥ 1 (leere Summe). KoeÆzientenvergleih ergibt

(f ◦ g)(n)(x)
n!

=

n∑

k=0

f(k)
(

g(x)
)

k!
Bn,k(g, x), also An,k(g, x) =

n!

k!
Bn,k(g, x). (37)

Meist benannt nah Fa�a di Bruno (1855),

23

wurde die Formel aber shon mehr als 30 Jahre

fr

�

uher, wohl unabh

�
angig voneinander, von S.-F. Laroix und H.F. Sherk aufgestellt.

5.10 Die mehrdimensionale Taylor-Formel

Zun

�
ahst der einfahste Spezialfall, der Mittelwertsatz : Ist f di�erenzierbar auf einer die

Streke von

~x0 nah ~x umfassenden Menge, so gilt mit einer Stelle

~ξ ∈ ~x0 , ~x

f(~x) − f(~x0) = ∇f(~ξ) · (~x − ~x0) =

∫ 1

0

∇f(~x0 + t(~x− ~x0)) · (~x − ~x0)dt.

Der Beweis ergibt sih m

�

uhelos aus dem eindimensionalen Fall durh Betrahtung von

h(t) := f(~x0 + t(~x− ~x0)) (0 ≤ t ≤ 1).

Die zweite Darstellung, die Integralform, ist die st

�
arkere Fassung. Sie gestattet im Ge-

gensatz zur di�erenziellen Form auh die

�

Ubertragung auf vektorwertige Funktionen:

~f(~x) − ~f(~x0) =

∫ 1

0

D

~f (~x0 + t(~x− ~x0)) (~x − ~x0)dt;

die Integration versteht sih dabei komponentenweise, und D~f ist die Jaobi-Matrix.

Analog zum Mittelwertsatz l

�
asst sih auh die Taylor-Formel durh einfahste Anwendung

der Kettenregel auf mehrdimensionale Argumentbereihe

�

ubertragen. Um aber die dabei

anfallenden gemishten h

�
oheren Ableitungen niht zu einem un

�

ubersihtlihen Wust an-

shwellen zu lassen, bedient man sih am besten einer eÆzienten

"

Operator-Shreibweise\:

(

~h ·∇
)

f := h1
∂

∂x1
f+ h2

∂

∂x2
f + · · · + hn

∂

∂xn
f

f

�

ur beliebige di�erenzierbare Funktionen f von n Variablen und beliebige

~h ∈ Rn

, ferner

(

~h ·∇
)2

f =
(

~h ·∇
)(

~h ·∇
)

f, usw.

23

Franeso Fa�a di Bruno, geboren 1825 in Alessandria (Piemont), gestorben 1888 in Turin, shlug

zun

�
ahst die OÆzierslaufbahn ein, wurde im italienishen Unabh

�
angigkeitskrieg verwundet und studierte

erst danah Mathematik und Astronomie. Er war Sh

�

uler von Cauhy in Paris und eng befreundet mit

seinem Mitstudenten Charles Hermite. Sp

�
ater lehrte er an der Universit

�
at Turin, erhielt aber trotz seiner

wissenshaftlihen Erfolge erst relativ sp

�
at eine Professur. Er publizierte eine Reihe von B

�

uhern, insbeson-

dere ein wihtiges Werk

�

uber bin

�
are Formen (1876). Daneben engagierte Fa�a di Bruno sih intensiv f

�

ur die

Linderung des Elends der Armen und f

�

ur ihren Zugang zur Bildung. Trotz der Vorbehalte seines Bishofs

gegen Sp

�
at-Berufungen wurde er shlie�lih 1876 als katholisher Priester ordiniert. Hundert Jahre nah

seinem Tod hat Papst Johannes Paul II. Franeso Fa�a di Bruno heiliggesprohen.
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Damit ergibt sih durh Anwendung der eindimensionalen Taylor-Formel auf die Funktion

h(t) := f(~x0 + t~h) (0 ≤ t ≤ 1) der folgende Satz:

Satz 9 (Mehrdimensionale Taylorformel)

Ist f (m + 1)-fah di�erenzierbar auf einem die Streke von

~x0 nah

~x0 + ~h umfassenden

Gebiet des Rn

, so gilt mit einem θ ∈ (0, 1)

f(~x0+~h) = f(~x0)+

(

~h ·∇
)

f

1!
(~x0)+ · · ·+

(

~h ·∇
)m

f

m!
(~x0)+

(

~h ·∇
)m+1

f

(m + 1)!
(~x0+θ~h) ; (38)

Integralform des Restglieds:

∫1

0

(1− t)m

m!

(

~h ·∇
)m+1

f (~x0 + t~h)dt. (39)

Verallgemeinerung auf den vektorwertigen Fall: Mit D

·~h
~f := ~x 7→ D

~f (~x) · ~h gilt

~f(~x0 + ~h) =

m∑

k=0

(D

·~h
)k~f

k!
(~x0) +

∫ 1

0

(1− t)m

m!
(D

·~h
)m+1~f (~x0 + t~h)dt. (40)

6 Hermite-Interpolation

Man kann die Taylor-Polynome geometrish-anshaulih auh Shmiege-Polynome nen-

nen und spriht in diesem Zusammenhang von oskulierender Approximation einer Funk-

tion. Denn Taylor-Polynome liefern die lokale Anshmiegung an eine Funktion in der

Umgebung des Entwiklungspunktes:

Anshmiegung ersten Grades bedeutet geometrish, dass Wert und Steigung

�

uberein-

stimmen, Anshmiegung zweiten Grades bewirkt zus

�
atzlih die

�

Ubereinstimmung der

Kr

�
ummungen, also der inversen Kr

�

ummungskreisradien, von Funktion und Polynom im

Entwiklungspunkt. F

�

ur Anshmiegungen h

�
oheren Grades gibt es keine einfahen geo-

metrishen Begri�e, die etwas mit blo�em Auge Sihtbares benennen. Sihtbar ist nur

die in der N

�
ahe des Entwiklungspunktes immer engere, sih immer weiter ausbreitende

Anshmiegung des Polynoms an die Funktion.

Statt m

�
oglihst viel an lokaler kann aber auh verteilte Information benutzt werden, um

ein N

�
aherungspolynom zu konstruieren, insbesondere dann, wenn man mittels Kenntnis

einzelner Funktionswerte den gesamten Verlauf dazwishen sh

�
atzen, interpolieren will.

Diesem Zwek dient das Interpolations-Polynom, in der Lagrangeshen Darstellung

p(x) =

n∑

k=0

yk ·
n∏

l=0
l 6=k

x− xl

xk − xl
, (41)

ein Polynom n-ten Grades, das vorgegebene Werte yk an vershiedenen Stellen, den St

�
utz-

stellen oder Interpolations-Knoten xk (k = 0, . . . , n) annimmt.

Hier wird also ein Polynom { statt als Linearkombination von Monomen xk oder (x−x0)
k

{ als Linearkombination der Lagrangeshen Knotenpolynome

Λk(x) :=

n∏

l=0
l 6=k

x− xl

xk − xl

Seite 24 Die Taylorsche Formel

dargestellt. Beim praktishen Rehnen mit Interpolationspolynomen ist noh eine andere

Darstellung, n

�
amlih die als Linearkombination der Newton-Polynome

Nk(x) :=

k−1∏

l=0

(x− xl),

von gro�er Bedeutung. Die KoeÆzienten sind dann zwar niht in so einfaher Weise durh

die St

�

utzwerte yk auszudr�uken, gen�ugen aber einem eÆzienten Kalk

�

ul, dem der dividier-

ten Di�erenzen.

24

Von Hermite-Interpolation

25

spriht man, wenn zugleih lokale Anshmiegung und Inter-

polation zwishen vershiedenen Stellen statt�ndet, also ein Polynom p konstruiert wird,

das die Bedingungen

p(k)(xi) = y
(k)
i (0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ k ≤ ni − 1) (42)

mit m,n0, n1, . . . , nm ∈ N, vershiedenen Stellen x0, . . . , xm sowie vorgegebenen Werten

y
(k)
i erf

�

ullt.

Es gibt h

�
ohstens ein diese Bedingungen erf

�

ullendes Polynom vom Grade

n := n0 + n1 + · · · + nm − 1.

Denn die Di�erenz d zweier solher Polynome, wiederum vom Grade n, erf
�

ullte

d(k)(xi) = 0 (0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ k ≤ ni − 1),

so dass also d { Taylor-Entwiklung um die Stellen xi ! { Vielfahes von

∏m
i=0(x − xi)

ni

w

�
are, wof

�

ur nur das Null fahe in Frage k

�
ame.

Da das (n + 1)-Tupel der Ableitungswerte p(k)(xi) eines Polynoms vom Grade n einer

linearen Abbildung vom Rn+1

in den Rn+1

entspriht und bei solhen Abbildungen aus

Injektivit

�
at auh Surjektivit

�
at folgt, ist damit auh die Existenz einer L

�
osung des Her-

miteshen Interpolationsproblems (42) klar.

Wir wollen aber diese L

�
osung explizit konstruieren. Dazu kn

�

upfen wir an die Eindeutig-

keits

�

uberlegung an: Mit

Ωi(x) :=

m∏

j=0
j 6=i

(x − xj)
nj (0 ≤ i ≤ m) (43)

gehen wir aus vom Ansatz

p(x) =

m∑

i=0

Ωi(x) ·
ni−1∑

k=0

(x− xi)
k

k!
· ci k,

durh den jeder i-Summand f

�

ur den Knoten xi zust�andig wird, ohne die anderen Knoten

zu st

�
oren. Wir fordern also f

�

ur jedes i:

(

Ωi(x) ·
ni−1∑

k=0

(x− xi)
k

k!
· ci k

)(l)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=xi

!
= y

(l)
i (0 ≤ l ≤ ni − 1). (44)

24

Unabh

�
angig von Newton fand James Gregory denselben Interpolations-Ansatz.

25

Charles Hermite, namhafter Mathematiker, geb. 1822 in Dieuze (Fr.), gest. 1901 in Paris, Professor in

Paris. Sein Beweis der Transzendenz von e (1873) brah die Bahn f

�

ur F. Lindemanns Transzendenzbeweis

f

�

ur π (1882), der zugleih das

�

uber 2000 Jahre o�ene Problem der Quadratur des Kreises negativ entshied.
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Gem

�
a� Taylor-Formel bedeutet dies

Ωi(x) ·
ni−1∑

k=0

(x− xi)
k

k!
· ci k =

ni−1∑

l=0

y
(l)
i

l!
· (x− xi)

l +O

(

(x − xi)
ni
)

,

also auh

ni−1∑

k=0

(x− xi)
k

k!
· ci k =

1

Ωi(x)
·
(

ni−1∑

l=0

y
(l)
i

l!
· (x− xi)

l +O

(

(x − xi)
ni
)

)

und daher mit der Leibnizshen Produkt-Regel

ci k =

k∑

l=0

(

k

l

)(

1

Ωi(x)

)(k−l)

|x=xi

· y(l)
i (0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ k ≤ ni − 1). (45)

Man kann auh zur

�

ukshlie�en: Da mit (45) die linke Seite der Gleihung unmittelbar

davor dieselben 0-ten bis (ni − 1)-ten Ableitungen an der Stelle xi besitzt wie die rehte,

gilt dies nah Leibniz auh f

�

ur das Ωi-fahe beider Seiten; also folgt (44) aus (45).

Wir haben insgesamt gezeigt:

Satz 10 (Hermite-Polynom)

Das eindeutig bestimmte Polynom p vom Grade n,26 welhes die Hermiteshen Interpo-

lationsbedingungen (42) erf

�

ullt, ist gegeben durh

p(x) =

m∑

i=0

Ωi(x) ·
ni−1∑

k=0

(x− xi)
k

k!
·

k∑

l=0

(

k

l

)(

1

Ωi(x)

)(k−l)

|x=xi

· y(l)
i . (46)

Ein Beispiel: p(x) = xm+1
∑n

k=0

(

m+k
k

)

(1− x)k
(

= (m+ n+ 1)
(

m+n
n

) ∫x
0
tm(1− t)n dt

)

nimmt an der Stelle 0 den Wert 0 (m + 1)-fah, an der Stelle 1 den Wert 1 (n + 1)-fah

an und hat f

�

ur gro�e m und n bei x0 =
m

m+n ann

�
ahernd einen Sprung von 0 auf 1.27

Nun denken wir wieder an eine vorgegebene hinreihend glatte Funktion f und nehmen

an, die St

�

utzwerte y
(l)
i seien Ableitungswerte dieser Funktion an den St

�

utzstellen xi.

Wie gut wird dann die Funktion durh das Hermite-Polynom an einer Stelle x approxi-

miert?

Wegen f(k)(xi) = p(k)(xi) (0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ k ≤ ni − 1) ist { mit geeignet gew

�
ahltem M {

der Ansatz

f(x) = p(x) +
M

(n + 1)!
·

m∏

i=0

(x − xi)
ni

plausibel. Die Di�erenz aus linker und rehter Seite, mit t anstelle von x, sei mit g(t)

bezeihnet. Sie hat dann die Nullstellen x, x0, . . . , xm mit der Gesamtvielfahheit n + 2

(mindestens). Gem

�
a� dem Satz von Rolle hat g ′(t) m + 1 weitere Nullstellen zwishen

den genannten, w

�
ahrend aber die Gesamtvielfahheit der alten Nullstellen um m + 2

abnimmt. Wendet man diese Shlussweise insgesamt (n+1)-mal an, ergibt sih die Existenz

mindestens einer Nullstelle ξ von g(n+1) = f(n+1) −M im von x, x0, . . . , xm aufgespannten

Intervall. Also:

26

Es sei daran erinnert, dass immer gemeint ist: h

�
ohstens vom (genauen) Grade n.

27

Es gilt p(x0 − ε) ≤ (1+ δm,n)
√

m/2π(m + n)n (m+ n + 1)(1 − ε2)m+n

mit δm,n → 0 (m,n → ∞).
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Satz 11 (Fehler der Hermite-Interpolation28)

Ist f (n+ 1)-mal di�erenzierbar im Innern des von x, x0, . . . , xm aufgespannten Intervalls

sowie f(n) stetig auf dem abgeshlossenen Intervall, so gilt ( mit Ωi(x) gem�
a� (43) )

f(x)−

m∑

i=0

Ωi(x) ·
ni−1∑

k=0

(x − xi)
k

k!
·

k∑

l=0

(

k

l

)(

1

Ωi(x)

)(k−l)

|x=xi

· f(l)(xi)

=
f(n+1)(ξ)

(n + 1)!
·

m∏

i=0

(x − xi)
ni

(47)

mit einem ξ aus dem Innern des genannten Intervalls.

Als Beispiel zur Hermite-Interpolation formulieren wir einen Satz von L. Fej�er,

29

neben

demjenigen

�

uber die Bernstein-Polynome ein zweiter sehr eleganter konstruktiver Weg

zum Weierstra�shen Approximationssatz.

Satz 12 (L. Fejér)

Sei f : [−1, 1] → R stetig, und seien xk,n (1 ≤ k ≤ n) die Nullstellen des Tshebyshe�-

Polynoms

30 Tn(x) = os(n aros x) =
(

(

x+
√
x2 − 1

)n
+
(

x−
√
x2 − 1

)n
)

/2.

Dann strebt f

�

ur xi = xi,n, yi = f(xi,n), y
′
i = 0 (!) (1 ≤ i ≤ n) das Hermite-Polynom

p(x) =

n∑

i=1

n∏

j=1
j 6=i

(

x− xj

xi − xj

)2
(

yi ·
(

1− 2(x− xi)

n∑

j=1
j 6=i

1

xi − xj

)

+ y ′
i · (x − xi)

)

(48)

vom Grade 2n − 1 mit n → ∞ gleihm

�
a�ig auf [−1, 1] gegen f(x).

Der Beweis des Fej�ershen Satzes wird in Anhang B dargestellt. Dabei ist entsheidend,

dass durh die spezielle Knoten- und Werte-Wahl das Hermite-Polynom zu n Funktions-

und Ableitungswerten { (48) stellt es in allgemeiner Form dar { die besonders einfahe

Gestalt

n∑

k=1

f(xk,n)
1− xxk,n

n2

(

Tn(x)

x− xk,n

)2
annimmt.

F

�

ur die betrahteten Hermite-Polynome mit y ′
i = 0, die er

�

ubrigens auh f

�

ur mehrere

andere Knoten-Systeme untersuhte, pr

�
agte L. Fej�er in seiner Originalarbeit den Namen

"

Treppenparabeln\ {

"

Parabel\ im Sinne von

"

Polynom\{ ; ein Beispiel f

�

uhrt vor Augen,

wie tre�end dieser Begri� ist (Abbildung 4).

7 Dividierte Differenzen

Es soll nun der Kalk

�

ul der dividierten Di�erenzen etabliert werden, durh welhen das

Hermite-Polynom noh deutliher an das Taylor-Polynom heranr

�

ukt.

28

Die Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied ist Spezialfall des Satzes (m = 0, n0 = n + 1,Ω0(x) = 1).

Auh f

�

ur den Taylor-Fall ist die gew

�
ahlte eine weitere naheliegende und einfahe Beweis-Variante.

29

Lip�ot Fej�er (urspr. Leopold Wei�), bedeutender Mathematiker, geb. 1880 in P�es (Ung.), gest. 1959

in Budapest, Professor in Budapest. Original-Arbeit im Netz: http://www.math.technion.ac.il/hat/

fpapers/fej2.pdf

30

Pafnuti Lvovi�

�

Ceby�sev, gro�er Mathematiker, geb. 1821 in Okatovo (Russl.), gest. 1894 in St. Peters-

burg, Professor in St. Petersburg. Bahnbrehende Arbeiten zum Primzahl-Problem, zur Wahrsheinlih-

keitsrehnung, zur Approximationstheorie. xk,n = os

(

(2k − 1)π/2n
)

(1 ≤ k ≤ n).
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Abbildung 4: Treppenparabel 33-ten Grades zur exp-Funktion.

Bezeihne [x0, x1, . . . , xn]f oder { wenn die Funktion aus dem Zusammenhang klar ist {

einfah [x0, x1, . . . , xn] den f

�
uhrenden KoeÆzienten des die Funktion f an den zun

�
ahst

als s

�
amtlih vershieden angenommenen St

�

utzstellen x0, x1, . . . , xn interpolierenden Po-

lynoms; dieses Polynom selbst sei mit p[x0,x1,...,xn] bezeihnet.

Dann l

�
asst sih das Interpolationspolynom o�enbar shrittweise aufbauen gem

�
a�

p[x0,x1,...,xn](x) = [x0] + [x0, x1] · (x− x0) + · · ·
· · · + [x0, x1, . . . , xn] · (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn−1) ;

(49)

dies ist der Newtonshe Ansatz.

Ist xn+1 eine weitere St�utzstelle, besagt die Fehlerformel (47) insbesondere, dass

f(xn+1) = p[x0,x1,...,xn+1](xn+1)

= p[x0,x1,...,xn](xn+1) +
f(n+1)(ξ)

(n + 1)!
(xn+1 − x0) · · · (xn+1 − xn)

mit einem ξ aus dem von x0, x1, . . . , xn+1 aufgespannten Intervall, also f

�
ur beliebige x

p[x0,x1,...,xn+1]
(x) = p[x0,x1,...,xn](x) +

f(n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0) · · · (x − xn).

F

�

ur den f

�

uhrenden KoeÆzienten gilt daher allgemein:

[x0, x1, . . . , xn]f =
f(n)(ξ)

n!

(50)

mit einem ξ aus dem von x0, . . . , xn aufgespannten Intervall.

31

Klar ist (Eindeutigkeit), dass es auf die Reihenfolge der xk niht ankommt, also

[x0, x1, . . . , xn] = [xπ0
, xπ1

, . . . , xπn ] (51)

f

�

ur irgendeine Permutation (π0, π1, . . . , πn) der Zahlen 0 bis n.

31

Voraussetzung ist nah Satz 11 die blo�e Existenz von f(n)

im Innern dieses Intervalls.
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Folgende Rekursionsformel f

�

ur die Interpolationspolynome ist o�ensihtlih:

p[x0,x1,...,xn+1](x) =
x− xn+1

x0 − xn+1
p[x0,x1,...,xn](x) +

x − x0

xn+1 − x0
p[x1,x2,...,xn+1](x);

aus ihr folgt sogleih eine f

�

ur die f

�

uhrenden KoeÆzienten:

[x0, x1, . . . , xn+1] =
[x0, x1, . . . , xn] − [x1, x2, . . . , xn+1]

x0 − xn+1
. (52)

Es gilt also

[x0, x1] =
f(x0) − f(x1)

x0 − x1
, [x0, x1, x2] =

f(x0)−f(x1)
x0−x1

−
f(x1)−f(x2)

x1−x2

x0 − x2
, usw.,

weshalb man von dividierten Di�erenzen spriht.

Aus (50) wird durh Grenz

�

ubergang (bei stetigem f(n))

[x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
(n+1)-fah

]f =
f(n)(x0)

n!
. (53)

Nimmt man dies als De�nition, sind mittels (51), (52) (nur f

�

ur x0 6= xn+1) und (53)

dividierte Di�erenzen [x0, x1, . . . , xn]f f

�

ur beliebige, auh mehrfahe Knoten rekursiv

de�niert, wobei ben

�
otigte Ableitungen der Funktion f nat
�

urlih jeweils als existent vor-

ausgesetzt werden.

In diesem verallgemeinerten Di�erenzenkalk

�

ul k

�
onnen wir nun auh das allgemeine Her-

mite-Interpolationspolynom darstellen und eÆzient berehnen.

Sei p das Hermite-Polynom zu den Interpolationsbedingungen (42), so dass also

p(k)(xi) = f(k)(xi) (0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ k ≤ ni − 1).
Ordnet man jedem Knoten xi ein ni-Tupel (xi,1, . . . , xi,ni

) untereinander vershiedener,

aber zu xi benahbarter St�utzstellen zu, so dass man insgesamt n+1 = n0+n1+ · · ·+nm

vershiedene Knoten erh

�
alt, gibt es genau ein Polynom ~p vom Grade ≤ n mit

~p(xi,k) = p(xi,k) (0 ≤ i ≤ m,1 ≤ k ≤ ni),

n

�
amlih

~p(x) = [x0,1]+ [x0,1, x0,2] · (x − x0,1) + · · · + [x0,1, . . . , x0,n0
] · (x− x0,1) · · · (x− x0,n0−1)

+ [x0,1, . . . , x0,n0
, x1,1] · (x − x0,1) · · · (x − x0,n0

) + · · ·
· · · + [x0,1, . . . , xm,nm ] · (x− x0,1) · · · (x− xm,nm−1).

Dabei gilt o�enbar wegen Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms ~p = p. L
�
asst man nun

die Knoten xi,1, . . . , xi,ni

unter Beibehaltung ihrer Vershiedenheit jeweils gegen xi streben,

geht das sih gem

�
a� (52) im Falle der einfahen Interpolation ergebende Dreiek-Shema

zur Bestimmung der dividierten Di�erenzen aus den Interpolationsbedingungen dabei {

wegen (50) und (53) mit p anstelle von f { in ein ebensolhes Shema f

�

ur verallgemeinerte
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dividierte Di�erenzen

�

uber, weil ja s

�
amtlihe Ableitungen von p stetig sind. Beispiel:

x0 | [x0]

| ց
ր [x0, x0]

x0 | [x0]
ց
ր [x0, x0, x0]

| ց
ր [x0, x0]

ց
ր [x0, x0, x0, x1]

x0 | [x0]
ց
ր [x0, x0, x1]

ց
ր [x0, x0, x0, x1, x1]

| ց
ր [x0, x1]

ց
ր [x0, x0, x1, x1]

x1 | [x1]
ց
ր [x0, x1, x1]

| ց
ր [x1, x1]

x1 | [x1]

Die reinen Mehrfahknoten (im Beispiel hervorgehoben) entsprehen Ableitungswerten

von p, die nah Voraussetzung mit denen von f

�

ubereinstimmen. Als Darstellung des

Hermite-Polynoms ergibt sih also durh diesen Grenz

�

ubergang die folgende nat

�

urlihe

gemeinsame Verallgemeinerung des Taylor-Polynoms und des Newtonshen Interpolati-

onspolynoms.

Satz 13 (Hermite-Polynom in Differenzen-Form)

Das Hermite-Polynom p zu den Interpolationsbedingungen

p(k)(xi) = f(k)(xi) (0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ k ≤ ni − 1).

ist gegeben durh

p(x) = [x0]f+ [x0, x0]f · (x − x0) + · · · + [x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n0

]f · (x− x0)
n0−1

· · ·+ [x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n0

, . . . , xm, . . . , xm︸ ︷︷ ︸
nm

]f · (x − x0)
n0 · · · (x − xm)

nm−1,

(54)

wobei die KoeÆzienten (verallgemeinerte) dividierte Di�erenzen gem

�
a� (51), (52) und

(53) sind. Der Interpolationsfehler lautet

f(x) − p(x) = [x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n0

, . . . , xm, . . . , xm︸ ︷︷ ︸
nm

, x]f · (x − x0)
n0 · · · (x − xm)

nm . (55)

Man beahte, dass die Darstellung (50) unter Voraussetzung blo�er Existenz von f(n) auh

f

�

ur verallgemeinerte dividierte Di�erenzen g

�

ultig bleibt; dies folgt { analog zum Beweis

von Satz 11 { durh Anwendung des Satzes von Rolle auf die Di�erenz f(x) − p(x).

Die Di�erenzen-Darstellung (54) des Hermite-Polynoms verlangt niht, dass die vershie-

denen Interpolationsknoten x0, x1, . . . , xm der Gr

�
o�e nah angeordnet sind. Um aber die

rekursive Berehnung der Di�erenzen im Dreiek-Shema durhf

�

uhren zu k

�
onnen, m

�

ussen

Mehrfahknoten an der Dreieksbasis zusammenh

�
angend angeordnet sein. Was andern-

falls passiert, zeigt ein Beispiel:

x0 | [x0]

| ց
ր [x0, x1]

x1 | [x1]
ց
ր [x0, x1, x1]

| ց
ր [x1, x1]

ց
ր ??

x1 | [x1]
ց
ր [x1, x1, x0]

| ց
ր [x1, x0]

x0 | [x0]
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Prinzipiell ist aber Formel (54) v

�
ollig unabh

�
angig von der Reihenfolge der Knoten. Ein

Hermite-Polynom k

�
onnte beispielsweise so beginnen:

[x0] + [x0, x1] · (x− x0)+ [x0, x1, x1] · (x− x0)(x− x1) + [x0, x1, x1, x0] · (x− x0)(x− x1)
2 + · · · .

Denn erstens gilt (Eindeutigkeit)

[x0]+[x0, x1] ·(x−x0)+[x0, x1, x1] ·(x−x0)(x−x1) = [x1]+[x1, x1] ·(x−x1)+[x1, x1, x0] ·(x−x1)
2

und zweitens (Vertaushbarkeitsregel (51))

[x0, x1, x1, x0] · (x− x0)(x − x1)
2 = [x1, x1, x0, x0] · (x− x1)

2(x − x0).

Und diese Argumentation ist nat

�

urlih exemplarish f

�

ur den beliebigen shrittweisen Auf-

bau eines Hermite-Polynoms (Induktion

�

uber n).

Rein theoretish ist also die Anhebung der Interpolationsordnung irgendeines bisherigen

Knotens xk beim Polynom (54) ganz einfah: Man f

�

ugt einen neuen f

�

uhrenden Summanden

[x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n0

, . . . , xm, . . . , xm︸ ︷︷ ︸
nm

, xk]f · (x − x0)
n0 · · · (x− xm)

nm

hinzu. Blo� ergibt sih die neue

"

f

�

uhrende\ dividierte Di�erenz [x0, . . . , x0, . . . , xm, . . . , xm, xk]

keineswegs ganz unmittelbar aus den bisherigen.

32

Man kann den neuen f

�

uhrenden Ko-

eÆzienten zwar im Prinzip direkt aus der neuen Knotenbedingung p(nk)(xk) = f(nk)(xk)

bestimmen, handelt sih dabei aber, da die Alt-Summanden nur teilweise den Faktor

(x− xk)
nk

enthalten, aufwendig zu berehnende Ableitungsausdr

�

uke ein.

Zur Abrundung dieses Einbliks in den Di�erenzenkalk

�

ul nun noh einige weitere wih-

tige Fakten, insbesondere { im Hinblik aufs Integral-Restglied der Taylor-Formel { eine

Integral-Darstellung.

Satz 14 (Weitere Eigenschaften dividierter Differenzen)

a) Mit Ω(x) :=
∏m

i=0(x − xi)
ni

gilt, sofern x0, x1, . . . , xm s

�
amtlih vershieden vonein-

ander sind,

[x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n0

, . . . , xm, . . . , xm︸ ︷︷ ︸
nm

]f =

m∑

i=0

1

(ni − 1)!

(

(x− xi)
ni f(x)

Ω(x)

)(ni−1)

|x=xi

. (56)

b) Die dividierte Di�erenz [x0, x1, . . . , xn]f ist eine �uberall stetige Funktion der Kno-

ten, wenn f(n) stetig ist.

F

�

ur die lokale Stetigkeit an einer Stelle (x0, . . . , xn) reiht aus, dass entsprehend

den vorkommenden Knotenvielfahheiten k jeweils die Ableitung f(k−1)

in einer Um-

gebung des Knotens existiert und an der Knotenstelle stetig ist.

) Ist f(n) eine im von x0, x1, . . . , xn aufgespannten Intervall stetige Funktion, gilt die

Integraldarstellung

[x0, x1, . . . , xn]f =

∫

µ0,...,µn≥0

µ0+···+µn=1

f(n)
(

µ0 x0 + µ1 x1 + · · · + µn xn
)

dµ1 . . . dµn (57a)

=

∫

µ0,...,µn≥0

µ0+···+µn=1

f(n)
(

µ0 x0 + µ1 x1 + · · · + µn xn
) do√

n + 1
. (57b)
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Im Dreiek-Shema sind insgesamt (n0 + · · · + nk−1 + 1)(nk+1 + · · · + nm + 1) − 1 dividierte Di�e-

renzen mittels (52) neu zu berehnen. Bei einem ganz neu hinzutretenden Knoten { oder Anhebung der

Vielfahheit eines der beiden Knoten am Rande des Dreiek-Shemas { sind hingegen nur n0 + · · · + nm

Rekursionsshritte gem

�
a� (52) n

�
otig. Es ist nur eine Shr

�
agzeile { statt eines Teilparallelogramms { im

Dreiek-Shema hinzuzuf

�

ugen.
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d) Dividierte Di�erenzen gen

�

ugen der verallgemeinerten Leibniz-Regel

[x0, . . . , xn]
(

f · g
)

=

n∑

k=0

[x0, . . . , xk]f · [xk, . . . , xn]g. (58)

Bemerkungen:

(i) F

�

ur die Handrehnung viel zu umst

�
andlih im Vergleih zumDreiek-Shema, erm

�
og-

liht (56) dennoh eine sehr einfahe Programmierung der dividierten Di�erenzen

im Rahmen eines heutigen Computeralgebra-Systems.

(ii) Als iteriertes Integral lautet (57a) { jede andere Reihenfolge ist gleihwertig {

∫1

0

dµ1

∫ 1−µ1

0

dµ2 · · ·
∫ 1−µ1−···−µn−1

0

dµn

f(n)
(

(1− µ1 − · · · − µn)x0 + µ1 x1 + · · · + µn xn

)

.

Dass x0 keine Sonderrolle hat, zeigt die Substitution ~µn = 1 − µ1 − · · · − µn im

innersten Integral, durh welhe x0 und xn ihre Rollen taushen. Es handelt sih

also letztlih um ein v

�
ollig symmetrishes Mittel der lokalen

�

Anderungsraten n-ter

Ordnung (der f(n)-Werte)

�

uber alle Konvexkombinationen µ0 x0 + · · · + µn xn der

beteiligten Knoten { wie es von vornherein das Ober

�
ahenintegral (57b) ist, bei

dem

�

uber die Konvex-KoeÆzienten als Fl

�
ahenst

�

uk im Rn+1

integriert wird.

Das Gesamtgewiht ist dabei das Simplex-Volumen

∫

µ0,...,µn≥0

µ0+···+µn=1

dµ1 . . . dµn =

∫

0≤~µ1≤...≤~µn≤1

d~µ1 . . . d~µn =
1

n!
.

Hier wurde die Substitution ~µ1 = µ1, ~µ2 = µ1 + µ2, . . . , ~µn = µ1 + · · · + µn vorge-

nommen und ber

�

uksihtigt, dass die n! Integrale, die sih durh Permutation der

~µ ergeben, im Wert alle gleih sind und sih aufaddieren zum Integral der Funktion

1

�

uber den W

�

urfel 0 ≤ ~µ1, . . . , ~µn ≤ 1.33

Da somit

∫
µ1,...,µn≥0

µ1+···+µn≤r

dµ1 . . . dµn = rn/n! f
�

ur r > 0, folgt (Taylor-Restglied!)

[x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n

, x] =

∫1

0

dµ1

∫ 1−µ1

0

dµ2 · · ·
∫ 1−µ1−···−µn−1

0

dµn f
(n)
(

x0 + µn(x− x0)
)

=

∫1

0

dµn

∫ 1−µn

0

dµn−1 · · ·
∫ 1−µn−···−µ2

0

dµ1 f
(n)
(

x0 + µn(x − x0)
)

=

∫1

0

(1− µn)
n−1

(n − 1)!
f(n)
(

x0 + µn(x − x0)
)

dµn.

(iii) Fallen alle Knoten mit x0 zusammen, wird (58) gem

�
a� (53) zur klassishen Leibniz-

Regel

(

f · g
)(n)

(x0)

n!
=

n∑

k=0

f(k)(x0)

k!

g(n−k)(x0)

(n − k)!
.

33

Das n-dimensionale Volumen von {~µ ∈ Rn+1
+ | µ0 + · · ·+ µn = 1} ist um den Faktor

√
n + 1 gr

�
o�er als

dasjenige 1/n! des Standard-Simplex {~µ ∈ Rn
+ | µ1 + · · ·+ µn ≤ 1} mit den Eken

~0, ~e1, . . . , ~en.
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Beweis:

Zu a): Unmittelbar aus Formel (46) ergibt sih als f

�

uhrender KoeÆzient des Hermite-

Polynoms

m∑

i=0

1

(ni − 1)!

ni−1∑

k=0

(

ni − 1

k

)(

1

Ωi(x)

)ni−1−k

|x=xi

· f(k)(xi).

Fasst man die inneren Summen gem

�
a� Leibniz-Regel zusammen, folgt die Behauptung.

Zu b): Dies ergibt sih in nahezu trivialer Weise per Induktion

�

uber n aus (50) bis (53),

wobei nur die lokale Stetigkeitsaussage zu behandeln ist.

Dividierte Di�erenzen nullter und auh erster Ordnung sind o�enbar stetig. Hat man eine

dividierte Di�erenz n + 1-ter Ordnung vorliegen, so folgt im Falle lauter gleiher Knoten

die Stetigkeit aus (50) und (53), und im Falle niht s

�
amtlih zusammenfallender Knoten

kann man in einer Umgebung der Stelle (x0, . . . , xn+1) die Formel (52) anwenden.

Zu ): Aus Stetigkeitsgr

�

unden brauht nur der Fall lauter vershiedener Knoten behandelt

zu werden. Wir beweisen per Induktion die Darstellung der dividierten Di�erenzen durh

das (57a) entsprehende iterierte µ-Integral.

n = 1:

[x0, x1] =
f(x1) − f(x0)

x1 − x0

=

∫x1

x0

f ′(t)
dt

x1 − x0
=

∫ 1

0

f ′(x0 + µ1(x1 − x0))dµ1

=

∫1

0

f ′((1− µ1)x0 + µ1 x1)dµ1.

Schluss auf n + 1:

Wir nehmen an, dass dividierte Di�erenzen [x0, x1, . . . , xn]f darstellbar sind als

∫1

0

dµ1

∫ 1−µ1

0

dµ2 · · ·
∫1−µ1−···−µn−1

0

dµn f(n)
(

(1−

n∑

k=1

µk)x0 +

n∑

k=1

µk xk

)

.

Wenden wir dies auh auf [xn+1, x1, . . . , xn]f an und ber

�

uksihtigen

f(n)
(

(1−
∑n

k=1 µk)xn+1 +
∑n

k=1 µk xk

)

− f(n)
(

(1−
∑n

k=1 µk)x0 +
∑n

k=1 µk xk

)

xn+1 − x0

=

∫ (1−∑n
k=1 µk)(xn+1−x0)

0

f(n+1)
(

(1−

n∑

k=1

µk)x0 +

n∑

k=1

µk xk + t
) dt

xn+1 − x0

=

∫ 1−∑n
k=1 µk

0

f(n+1)
(

(1−

n∑

k=1

µk)x0 +

n∑

k=1

µk xk + µn+1 (xn+1 − x0)
)

dµn+1 ,

folgt mit (52) die (57a)-Integraldarstellung f

�

ur [x0, x1, . . . , xn+1]f.

Noh eine Bemerkung zumOber

�
ahenintegral (57b)

�

uber den KonvexkoeÆzienten-Simplex

mit den Eken

~e1, . . . , ~en+1 im Rn+1

: Durh die Parametrisierung

µ0 = 1− u1 − · · · − un, µ1 = u1, . . . , µn = un
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ergibt sih das Ober

�
ahenelement do =

√
g du1 . . . dun mit der n×n-Determinante

g =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 · · · 1

1

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.
.
.

.

.

.

.

.

. 1

1 · · · 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= n+ 1 ,

was den Faktor 1/
√
n + 1 in (57b) erkl

�
art.

Zu d): Beweis wiederum per Induktion. Dabei werden [·]f, [·, x1]f, et. als Funktionsnamen

benutzt, so dass

[x0, x1]
(

[·]f
)

= [x0, x1]f, [x0, x2]
(

[·, x1]f
)

= [x0, x1, x2]f, usw.

n = 1:

[x0, x1]
(

f · g
)

=
f(x0)g(x0) − f(x1)g(x1)

x0 − x1
= f(x0)

g(x0) − g(x1)

x0 − x1
+

f(x0) − f(x1)

x0 − x1
g(x1).

Der Sonderfall x0 = x1 ist auh klar.

Schluss auf n + 1:

[x0, . . . , xn+1]
(

f · g
)

= [x0, x1]
(

[·, x2, . . . , xn+1]
(

f · g
)

)

∗
= [x0, x1]

(

[·]f · [·, x2, . . . , xn+1]g

+ [·, x2]f · [x2, . . . , xn+1]g+ · · · + [·, x2, . . . , xn+1]f · [xn+1]g
)

∗∗
= [x0]

(

[·]f
)

· [x0, x1]
(

[·, x2, . . . , xn+1]g
)

+ [x0, x1]
(

[·]f
)

· [x1]
(

[·, x2, . . . , xn+1]g
)

+ [x0, x1, x2]f · [x2, . . . , xn+1]g+ · · · + [x0, x1, x2, . . . , xn+1]f · [xn+1]g.

Bei ∗ wurde die Induktionsannahme, bei ∗∗ der Induktionsanfang n = 1 benutzt. �

8 Anfangswertprobleme

Die Taylor-Formel mit Integral-Restglied l

�
asst sih lesen als Aussage

�

uber Di�erenzialglei-

hungen:

Das Anfangswertproblem (AWP)

y(n+1)(x) = f(x), y(k)(0) = ck (0 ≤ k ≤ n) (59)

mit einer stetigen Funktion f und Skalaren ck wird gel

�
ost durh

y(x) =

n∑

k=0

ck
k!

· xk +
∫ x

0

(x− t)n

n!
f(t)dt.

Diese Betrahtung wollen wir nun verallgemeinern, d.h. wir l

�
osen ein allgemeineres AWP

durh eine

"

verallgemeinerte Taylor-Formel\.

Und zwar behandeln wir beliebige lineare Di�erenzialgleihungen mit konstanten KoeÆ-

zienten und damit das AWP

y(n)(x) + an−1 y
(n−1)(x) + · · · + a1 y

′(x) + a0 y(x) = f(x),

y(k)(0) = ck (0 ≤ k < n),

(60)

wobei f eine auf einem die Anfangsstelle x = 0 enthaltenden Intervall stetige Funktion sei.
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Zun

�
ahst der einfahste Fall:

y ′(x) − λy(x) = f(x)∧ y(0) = c0 ⇔
(

y(x) · e−λx
) ′

= f(x) · e−λx ∧ y(0) = c0

⇔ y(x) = c0 e

λx +

∫x

0

e

λ(x−t)f(t)dt.

(61)

Hier treten shon die beiden Hauptzutaten des allgemeinen L

�
osungsrezepts auf: Exp-

Funktion und Faltungsprodukt. Wir f

�

uhren daher eine handlihere Bezeihnungsweise

ein:

eλ := x 7→ e

λx (x ∈ R), f ∗ g := x 7→
∫x

0

f(x− t)g(t)dt (x ∈ R). (62)

Der De�nitionsbereih des Faltungsprodukts f∗g ist nat

�

urlih jeweils von demjenigen von

f und g abh

�
angig. Leiht zu best

�
atigende Rehenregeln:

f ∗ g = g ∗ f, (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h); (63a)

(f ∗ g) ′ = f(0) · g+ f ′ ∗ g = g(0) · f+ f ∗ g ′; (63b)

eλ1 ∗ eλ2 =
eλ1 − eλ2
λ1 − λ2

(λ1 6= λ2), (63)

eλ ∗ · · · ∗ eλ︸ ︷︷ ︸
n Faktoren

(x) =
xn−1

(n − 1)!
· eλ (x). (63d)

Mit der im vorigen Abshnitt benutzten Notation f

�

ur (verallgemeinerte) dividierte Di�e-

renzen lassen sih

34

die letzten beiden Regeln auh zusammenfassen zu

eλ1 ∗ · · · ∗ eλn (x) = [λ1, . . . , λn]ex.

Es ergibt sih nun eine einfahe

35

allgemeine algebraishe L

�
osungsformel f

�

ur das AWP.

Satz 15 (Lineare Anfangswertprobleme mit konstanten Koeffizienten)
Das Anfangswertproblem (60) besitzt genau eine L

�
osung; sie ist darstellbar in der Form

y = d0 eλ1 + d1 eλ1 ∗ eλ2 + · · · + dn−1 eλ1 ∗ · · · ∗ eλn + eλ1 ∗ · · · ∗ eλn ∗ f, (64)

wobei (x− λ1) · · · (x − λn) = xn + an−1 x
n−1 + · · · + a1 x+ a0 sowie

d0 = c0,

d1 = c1 − λ1 c0,

d2 = c2 − (λ1 + λ2)c1 + λ1λ2 c0

und allgemein { die Potenzen ci(i ≥ 0) als Notation f

�

ur ci nehmend {

dk = (c − λ1)(c − λ2) · · · (c − λk) (0 ≤ k < n). (65)

Bemerkungen:

(i) F

�

ur λ1 = · · · = λn = 0 geht (64) gem

�
a� (63d) und(65) in die gew

�
ohnlihe Taylor-

Formel mit Integral-Restglied

�

uber.

34

(63a) ber

�

uksihtigend, also z.B. eλ1
∗ eλ2

∗ eλ3
=

eλ1
−eλ3

λ1−λ3
∗ eλ2

=
eλ1

∗eλ2
−eλ2

∗eλ3
λ1−λ3

f

�

ur λ1 6= λ3.

35

Nat

�

urlih ist die n

�
otige Bestimmung der Nullstellen des Polynoms xn + an−1 x

n−1 + · · · + a1 x + a0

niht unbedingt ganz einfah.
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(ii) Der folgende sehr kurze Beweis ist { ohne R

�

ukgri� auf irgendeine Zusatz

�

uberlegung

oder allgemeine S

�
atze { ein vollst

�
andiger Nahweis der Existenz und Eindeutig-

keit der L

�
osung des AWP (60).

(iii) Die Freiheit in der Wahl der Reihenfolge der λk zeigt { in Verbindung mit (63d) {,

dass der o�enbar n-dimensionale Raum aller L

�
osungen der homogenen Di�erenzi-

algleihung (f = 0) neben den Basen {eλ1 , . . . , eλ1 ∗· · ·∗eλn } auh eine Basis aus allen

Funktionen xk eλx (λ einer der vorkommenden Werte λi, k < dessen Vielfahheit)

besitzt. Die Faltungs-Basen, integralfrei durh dividierte Di�erenzen gegeben, sind

in Produkt-Notation niht unhandliher als diese

�

ublihere Basis. Auh Ableitungen

sind leiht handhabbar: mit ϕk := eλ1 ∗ · · · ∗ eλk gilt ϕ ′
k = λkϕk +ϕk−1.

(iv) Im Falle f(x) = xm e

ax

ist eλ1 ∗ · · · ∗ eλn ∗ f eine dividierte Di�erenz, also ohne

Integration auszurehnen; das erkl

�
art auh den

"

Ansatz in Form der rehten Seite\.

Beweis:

Induktion

�

uber n.

Der Fall n = 1 ist durh (61) erledigt.

Shluss von n auf n+ 1:

Das AWP

y(n+1) + an y
(n) + · · · + a1 y

′ + a0 y = f, y(k)(0) = ck (0 ≤ k ≤ n)

ist mit

xn+1 + an x
n + · · · + a1 x+ a0 = (x− λ0)(x

n + ~an−1 x
n−1 + · · · + ~a1 x+ ~a0)

gleihwertig zu dem System zweier AWPe

z(n) + ~an−1 z
(n−1) + · · · + ~a1 z

′ + ~a0 z = f, z(k)(0) = ck+1 − λ0 ck (0 ≤ k < n),

y ′ − λ0 y = z, y(0) = c0,

also gem

�
a� (61) und Induktionsannahme gleihwertig zu

y = c0 eλ0 + eλ0 ∗ z

mit { xn + ~an−1 x
n−1 + · · · + ~a1 x+ ~a0 = (x − λ1) · · · (x− λn) vorausgesetzt {

z = d0 eλ1 + d1 eλ1 ∗ eλ2 + · · · + dn−1 eλ1 ∗ · · · ∗ eλn + eλ1 ∗ · · · ∗ eλn ∗ f,
dk = (~c − λk) · · · (~c − λ1) (0 ≤ k ≤ n− 1), 36

wobei ~ck
∧
= ~ck = ck+1 − λ0 ck

∧
= ck(c− λ0) und daher dk = (c− λk) · · · (c− λ1)(c− λ0) f�ur

0 ≤ k ≤ n − 1. �

Als Beispiel betrahten wir das AWP

y ′′ + ay ′ + by = f, y(0) = y0, y ′(0) = y ′
0. (66)

Seine L

�
osung lautet, mit λ1 + λ2 = −a, λ1 · λ2 = b,

y(x) = y0 eλ1(x) + (y ′
0 − λ1 y0)eλ1 ∗ eλ2 (x) + eλ1 ∗ eλ2 ∗ f (x),

36

F

�

ur k = 0 (leeres Produkt, wie shon bei (65)): d0 = ~c0
∧
= ~c0 = c1 − λ0 c0.
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d.h.

y(x) = y0 e

λ1x +
(

y ′
0 − λ1 y0

)

e

λ1x − e

λ2x

λ1 − λ2
+

∫x

0

e

λ1(x−t) − e

λ2(x−t)

λ1 − λ2
f(t)dt, (67)

wobei f

�

ur λ1 = λ2 = λ der Bruh

(

e

λ1x − e

λ2x
)

/(λ1 − λ2) durh xeλx zu ersetzen ist.

Im Spezialfall konjugiert komplexer λ bei reellen a und b, also im Falle

λ1,2 = −a/2±ωi mit ω2 = b− a2/4 > 0,

ergibt sih aus (67)

y(x) =
(

y0 osωx+
(

y ′
0 −

a
2 y0

)

sinωx

ω

)

e

−a
2
x +

∫ x

0

sinω(x− t)

ω

e

−a
2
(x−t) f(t)dt. (68)

Wir diskutieren hierbei noh den Fall f(x) = A osΩx, also f = A(eiΩ + e−iΩ)/2. Dann

gilt wegen (63) (Ausnahme: a = 0 ∧ Ω2 = b ⇒ eλ1
∗ eλ2

∗ f (x) = xA sinΩx
2Ω

gem

�
a� (63d))

eλ1 ∗ eλ2 ∗ f =
A

2
(eλ1 ∗ eλ2 ∗ eiΩ + eλ1 ∗ eλ2 ∗ e−iΩ)

=
A

2





eλ1−eλ2
2iω −

eλ2−eiΩ
λ2−iΩ

λ1 − iΩ
+

eλ1−eλ2
2iω −

eλ2−e−iΩ

λ2+iΩ

λ1 + iΩ



 .

Um nur irgendeine (

"

partikul

�
are\) L

�
osung yp der inhomogenen Gleihung zu gewinnen,

lassen wir alle homogenen Anteile eλ1 , eλ2 weg und erhalten

yp =
A

2

(

eiΩ

(λ1 − iΩ)(λ2 − iΩ)
+

e−iΩ

(λ1 + iΩ)(λ2 + iΩ)

)

= ℜ
AeiΩ

b−Ω2 + i aΩ
.

Rein reell geshrieben, etwas unhandliher:

yp(x) =
A

(aΩ)2 + (b−Ω2)2

(

(b−Ω2) os Ωx+ aΩ sin Ωx
)

,
also (Ω > 0 vorausgesetzt, sign(0) := 1(!))

yp(x) =
A

√

(aΩ)2 + (b−Ω2)2

os

(

Ωx−ϕ
)

mit (69a)

ϕ = sign(a) aros

b−Ω2

√

(aΩ)2 + (b−Ω2)2
. (69b)

Die L

�
osungsgesamtheit (68) ist dann y(x) = yp(x) +

(

c osωx + ~c sinωx
)

e

−a
2
x

, wobei

yp eine vom Rhythmus der

�
au�eren Anregung f herr

�

uhrende erzwungene Shwingung

ist, w

�
ahrend der zweite Summand den im Falle a > 0 abklingenden Eigenshwingungsan-

teil des durh (66) modellierten Systems (z.B. elektrisher Shwingkreis oder ged

�
ampfte

eindimensionale mehanishe Shwingung) darstellt.

9 Die Bürmann/Lagrange-Reihe

Es geht um die Au

�
osung von x = y f(y) nah y = b1x + b2x

2 + · · · bei gegebenem

f(y) = a1+a2y+a3y
2+· · · mit f(0) = a1 6= 0, also um die Umkehrung einer Potenzreihe.
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(Z.B. x = y2

ist nat

�

urlih niht in diesem Sinne nah y au

�
osbar.)

Zun

�
ahst setzen wir die Existenz einer solhen Reihenentwiklung f

�

ur y voraus und zeigen,

dass sie dann eindeutig bestimmt ist. Die Konvergenz -Frage kl

�
aren wir sp

�
ater.

Da Potenzreihen absolut konvergieren, k

�
onnen sie beim Einsetzen beliebig ausmultipliziert

und nah Potenzen geordnet werden, und die KoeÆzienten der Potenzen sind eindeutig

bestimmt. Aus

x =a1(b1x+ b2x
2 + b3x

3 + · · · ) + a2(b1x+ b2x
2 + b3x

3 + · · · )2

+ a3(b1x+ b2x
2 + b3x

3 + · · · )3 + a4(b1x+ b2x
2 + b3x

3 + · · · )4 + · · ·

ergibt sih durh Vergleih der rehten und linken Seite

a1b1 = 1, a1b2 + a2b
2
1 = 0, a1b3 + a22b1b2 + a3b

3
1 = 0, usw.

Da beim Abgleih der Potenz xn aus dem ersten Summanden a1bnx
n

ins Spiel kommt,

aber aus den anderen Summanden der rehten Seite nur Ausdr

�

uke bk mit k < n, ist jeder

KoeÆzient bn eindeutig bestimmt. Fazit: Wenn es eine L

�
osung gibt, dann genau eine.

Um die rekursiven Bestimmungsgleihungen allgemein hinzushreiben, expandieren wir

die Potenzen von y:

yk =

∞∑

n=k

xn
∑

1≤i1,i2,...,ik≤n−k+1
i1+i2+···+ik=n

bi1bi2 · · ·bik .

F

�

ur y f(y) = a1y+a2y
2+a3y

3+ · · · ergibt sih daher folgende Entwiklung nah Potenzen

von x:

x = y f(y) =

∞∑

n=1

xn
n∑

k=1

ak

∑

1≤i1,i2,...,ik≤n−k+1
i1+i2+···+ik=n

bi1bi2 · · ·bik .

KoeÆzientenvergleih:

1 = a1b1, 0 = a1bn +

n∑

k=2

ak

∑

1≤i1,i2,...,ik≤n−k+1
i1+i2+···+ik=n

bi1bi2 · · ·bik

und damit

b1 =
1

a1

, bn = −

n∑

k=2

ak

a1

∑

1≤i1,i2,...,ik≤n−k+1
i1+i2+···+ik=n

bi1bi2 · · ·bik (n ≥ 2) . (70)

Um einen positiven Konvergenzradius von

∑
bnx

n

und damit neben der Eindeutigkeit

auh die Existenz der lokalen Umkehr-Potenzreihe nahzuweisen, benutzen wir die Cauhy-

she Majoranten-Methode.

(Unmittelbar induktiver Beweis einer Ungleihung |bn| ≤ cMn (n ∈ N) gelingt niht.)

Dazu betrahten wir die Gleihung

x = |a1|y − |a1|My2 − |a1|M
2y3 − |a1|M

3y4 − · · · (y)

mit hinreihend gro� gew

�
ahltem M. Wenden wir hierauf die hergeleitete Rekursionsformel

an, ergibt sih f

�

ur die bn in diesem Falle:

b1 =
1

|a1|
, bn =

n∑

k=2

Mk−1
∑

1≤i1,i2,...,ik≤n−k+1
i1+i2+···+ik=n

bi1bi2 · · ·bik (n ≥ 2) .
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Per Induktion folgt bei gen

�

ugend gro�em M, dass diese bn, da s

�
amtlih positiv, dem

Betrage nah gr

�
o�er sind als diejenigen der urspr

�

unglihen Rekursion (70).

Wir l

�
osen nun (†) explizit nah y auf:

x = |a1|y−
|a1|My2

1−My
⇔ y2 −

1+Mu

2M
y+

u

2M
= 0

⇔ y =
1+Mu

4M
±

√

(

1+Mu

4M

)2

−
u

2M

mit u :=
x

|a1|
.

Wegen y = 0 f

�

ur u = 0 kommt nur die negative Wurzel infrage; somit

y =
1+Mu

4M

(

1−

√

1−
8Mu

(1+Mu)2

)

=
2u/(1 +Mu)

1+
√

1− 8Mu
(1+Mu)2

.

Hier ist der positive Konvergenzradius klar, da eine quadrierte geometrishe in eine bino-

mishe Reihe eingesetzt ist. Folglih gilt das auh f

�

ur die urspr

�

unglihe Umkehrungs-Reihe.

Eine Shranke f

�

ur den Konvergenzradius der Umkehr-Reihe :

Hinreihend ist

M|u| < 1 ∧ ± 8Mu

(1+Mu)2
< 1 , wobei M ≥ sup

n≥2

(

|an|

|a1|

)1/(n−1)

.

Also konvergiert die Reihe auf jeden Fall f

�

ur |x| < |a1|/10 supn≥2

(

|an |

|a1|

)1/(n−1)

.

Nahdem nunmehr Existenz und Eindeutigkeit der Umkehr-Potenzreihe y = b1x+b2x
2+

b3x
3 + · · · zu x = y f(y) mit f(0) 6= 0 bewiesen sind, sollen nun noh die KoeÆzienten bn

durh eine bemerkenswert einfahe analytishe Formel mittels der Funktion f ausgedr
�

ukt

werden. Und zwar gilt:

bn =
1

n!

(

1

fn(y)

)(n−1)
∣

∣

∣

∣

∣

y=0

(n ∈ N) . (71)

Allgemeiner:

Satz 16 (Bürmann/Lagrange-Reihe)

Gilt x = yf(y), f(0) 6= 0mit einer analytishen (d.h. als Potenzreihe um Null darstellbaren)

Funktion f und ist ϕ(y) ebenfalls eine in der Umgebung von Null analytishe Funktion,

so folgt

ϕ(y) = ϕ(0) +

∞∑

n=1

xn

n!
·
(

ϕ ′(y)

fn(y)

)(n−1)
∣

∣

∣

∣

∣

y=0

. (72)

Die normale Taylorreihe ist hierbei der Spezialfall f ≡ 1.

Der Beweis von (72) l

�
asst sih elegant mittels des Begri�s Residuum f

�

uhren.

(Unser Beweis folgt im wesentlihen dem bei Andrews/Askey/Roy, Speial Funtions,

Cambridge University Press 2000, p. 629�.)

Bei einer verallgemeinerten Potenzreihe f(z) =
∑∞

k=−m ckz
k

(Laurent-Reihe), die in einer

"

punktierten\ Null-Umgebung 0 < |z| < r konvergiert, nennt man den KoeÆzienten c−1

das Residuum an der Stelle 0 der dargestellten Funktion f(z), in Zeihen Res

z=0
f(z). Ferner

Res

z=z0
f(z) := Res

z=0
f(z0 + z).
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(Residuen spielen eine wihtige Rolle bei der Berehnung komplexer Kurvenintegrale. Hier

fungieren sie als Hilfsbegri� zweks Vermeidung komplex-analytisher

�

Uberlegungen.)

O�enbar gilt die Residuen-Formel (Satz von Taylor!):

f(z) =

∞∑

k=−m

ckz
k ⇒ Res

z=0
f(z) =

1

(m− 1)!

d

m−1

dxm−1

(

zmf(z)
)

∣

∣

∣

∣

z=0

. (73)

Bei analytishen Funktionen f (reinen Potenzreihen) gilt nat

�

urlih Resz=0f(z) = 0, da

keine negativen Potenzen von z vorkommen. Ebenso gilt Resz=0

(∑
k≥−m ckz

k
) ′

= 0, da

die abgeleitete Laurent-Reihe keinen Summanden z−1

enth

�
alt.

Ferner ist klar: Das Residuum ist linear ; d.h.

Res(f(z) + g(z)) = Res f(z) + Res g(z), Res cf(z) = cRes f(z) .

Damit l

�
asst sih folgende (integral-analoge) Substitutionsregel herleiten:

Res

z=0

(

F(g(z))g ′(z)
)

= Res

z=0
F(z) , (74)

falls F(z) =
∑

k≥−m ckz
k

und g(z) =
∑

k≥1 dkz
k

mit d1 6= 0.

Begr

�

undung: O�enbar gilt Res

(

F(g(z))g ′(z)
)

= Res

(

∑

−m≤k≤−1

ck(g(z))
kg ′(z)

)

.

Da (g(z))kg ′(z) =
(

1
k+1(g(z))

k+1
) ′

das Residuum 0 besitzt f

�

ur k ≤ −2, folgt die Behaup-

tung aus (Fall m = 1 der Residuen-Formel) Res

g ′(z)
g(z)

=
zg ′(z)
g(z)

∣

∣

∣

z=0
= d1+2d2z+···

d1+d2z+···

∣

∣

∣

z=0
= 1.

Mit den nun verf

�

ugbaren Residuen-Rehenregeln ergibt sih in wenigen Shritten die

B

�

urmann/Lagrange-Reihe:

Wir wissen durh die fr

�

uheren

�

Uberlegungen, dass y und damit auh ϕ(y) in eine Po-

tenzreihe nah Potenzen von x mit positivem Konvergenzradius entwikelbar ist, etwa

ϕ(y) = ϕ(0) +
∑

k≥1 ckx
k

. Folglih ϕ ′(y) =
∑

k≥1 kckx
k−1 dx

dy
=: F(x) · dx

dy

. Wir wollen die

ck bestimmen.

Einerseits mit der Substitutionsregel kck = Res

y=0

F(y)

yk
= Res

y=0

F(x(y))· dx

dy

(x(y))k

, andererseits nah

Voraussetzung Res

y=0

F(x(y))· dx

dy

(x(y))k
= Res

y=0

ϕ ′(y)

ykfk(y)

, und letzteres ist gem

�
a� Residuen-Formel gleih

1
(k−1)!

(

ϕ ′(y)

fk(y)

)(k−1)
∣

∣

∣

∣

y=0

. Also folgt (72). �

Als Beispiel sei die Gleihung x = y ey betrahtet. Hier gilt mit (71):

bn =
1

n!

(

e

−ny
)(n−1)

∣

∣

∣

y=0
=

(−n)n−1

n!
; y = W(x) =

∑

n≥1

xn (−n)n−1/n!

(Lambertshe W-Funktion). Und mit (72) folgt: e

y = 1+
∑

n≥1 x
n (1− n)n−1/n!.

10 Ausblick

Abshlie�end seien einige weiterf

�

uhrende

�

Uberlegungen skizziert, die zum einen den algebraishen,

zum anderen den analytishen Gehalt der Taylorreihe mit dem Operator-Konzept verkn

�

upfen.

Bezeihnen D und Th die linearen Operationen

D := f 7→ f ′, Th := f(·) 7→ f(· + h) (f ∈ C∞),
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so gilt e

hDf = Thf f�ur
"

gutartige\ Funktionen f, also { da es viele solher f gibt { rein algebraish

e

hD = Th, mithin auh hD (ehD − I)−1 = −hD (I− Th)
−1,

was mit der geometrishen Reihe sowie

37 x/(ex−1) = 1−x/2+
∑∞

n=1
B2n

(2n)!
x2n (Bernoulli-Zahlen)

und (−hD)−1 = (1/h)
∫∞
· ergibt:

1

h

∫∞

x

f(x)dx+
1

2
f(x) −

∞∑

n=1

B2n

(2n)!
h2n−1f(2n−1)(x) =

∞∑

n=0

f(x+ nh). (75)

Dies ist die Eulershe Summenformel. Bei niht shnellfallenden Funktionen subtrahiert man

die entsprehende Identit

�
at mit x+Nh anstelle von x, um ein endlihes Integrationsintervall und

eine endlihe Translationssumme zu erhalten, muss aber noh die Bernoulli-Summe, meist eine

niht konvergente asymptotishe Reihe, um eine Restabsh

�
atzung erg

�
anzen, um zu einer wirklih

allgemeing

�

ultigen Formel zu gelangen.

Eine etwas allgemeinere Formulierung des algebraishen Operator-Gehalts der Taylorshen Formel

ergibt sih, wenn wir beliebige Operatoren U =
∑∞

k=0 akD
k

�

uber dem De�nitionsbereih K[x],

der Algebra aller Polynome in einer Variablen x mit K ∈ {R,C}, betrahten. Diese Operator-

Algebra, die Algebra derKompositionsoperatoren, ist o�enbar isomorph zur Algebra der formalen

Potenzreihen. (Das gilt auh bei allgemeinerem Skalarenk

�
orper K der Charakteristik 0.)

Mittels Taylor-Entwiklung leiht zu zeigen: In der Algebra aller linearen Operatoren auf K[x] ist

die betrahtete Unter-Algebra dadurh harakterisiert, dass ihre Elemente mit allen Translationen

kommutieren. Gleihwertige Charakterisierung: Kommutieren mit D. Mit anderen Worten:

F

�

ur einen linearen Operator U auf K[x] gilt genau dann UD = DU (oder: UTa = TaU

f

�

ur alle a), wenn U die Gestalt U =
∑∞

k=0 ak D
k

besitzt.

Gilt U = Dn
∑∞

k=0 akD
k

mit a0 6= 0, ist U ein Kompositionsoperator der Ordnung n. Kom-

positionsoperatoren sind umkehrbar genau dann, wenn ihre Ordnung 0 ist; im Falle der Ordnung

n gilt also U = Dn V = V Dn

mit einem umkehrbaren Kompositionsoperator V , und die V−1

entsprehende formale Potenzreihe ergibt sih durh formale Kehrwert-Bildung aus der V ent-

sprehenden.

Als Appell-Polynome des Kompositionsoperators U = Dn V bezeihnet man die Polynome

uk(x) := V−1(xk), wobei u ′
k = kuk−1 und uk(x) =

k∑

j=0

(

k

j

)

bj x
k−j

(76)

mit V−1 =
∑

k≥0 bk D
k/k!. Insbesondere hat uk stets den Grad k.

F

�

ur die Appell-Polynome eines Operators gilt die verallgemeinerte binomishe Formel

uk(x + y) =

k∑

j=0

(

k

j

)

uk−j(x)y
j =

k∑

j=0

(

k

j

)

xk−j uj(y) , (77)

und als verallgemeinerte Taylorentwiklung erh

�
alt man (mit der Ordnung n von U)

(Dn p)(x + h) =

∞∑

k=0

(UDk p)(x)

k!
· uk(h) (78)

f

�

ur beliebige Polynome p. Die erzeugende formale Potenzreihe der Appell-Polynome:

∞∑

k=0

uk(x)

k!
· zk =

zn

u(z)
· exz.

(Die dem Operator U korrespondierenden formalen Potenzreihen u(z) bzw. zn/u(z) m
�

ussen dabei

nat

�

urlih niht f

�

ur irgendwelhe z ∈ C \ {0} konvergent sein.)

37 x

e

x−1
+ x

2
= x

2
· e

x/2+e

−x/2

e

x/2−e

−x/2 ist o�ensihtlih gerade.
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Ist X ein allgemeinerer Vektorraum von Funktionen, deren gemeinsames De�nitionsintervall das

Intervall [0,∞) umfasst, und geh

�
oren insbesondere alle Polynome zu X, verstehen wir unter einem

Kompositionsoperator auf X eine lineare Abbildung U von X nah X, die mit allen nihtnegativen

Translationen kommutiert:

TaU = UTa f

�

ur alle a ≥ 0.

Dann ergibt sih durh Taylorentwiklung, dass die U-Bilder von Polynomen stets ebenfalls Poly-

nome sind; ferner folgt, dass U auf dem Teilraum der Polynome auh mit negativen Translationen

kommutiert, sofern man die Polynome als Funktionen mit De�nitionsbereih R au�asst. Man hat

also immer zugleih einen Kompositionsoperator im bisherigen Sinne vorliegen { d.h.: einen er-

weiterten Kompositionsoperator { und kann die bereits formulierten Begri�e und Sahverhalte

nutzen, insbesondere die Darstellung der Restriktion von U auf den Polynom-Raum als formale

Potenzreihe in D sowie die daraus abgeleiteten Begri�e Ordnung und Appell-Polynome.

Wir leiten nun die Taylor-Formel her:

F

�

ur ein x ≥ 0 und ein h > 0 integrieren wir die rehte Seite der Beziehung

f(x+ h) − f(x) =

∫x+h

x

f ′(t)dt

m-mal partiell, genau wie beim Standardbeweis der Taylor-Formel mit Integral-Restglied, nur

benutzen wir statt der Monome die Appell-Polynome eines KompositionsoperatorsU der Ordnung

n, in dessen De�nitionsbereih f, f ′, . . . , f(m)

liegen, w

�
ahrend f(m+1)

noh stetig sei, mit n ≤ m.

Wir multiplizieren die Ausgangsgleihung mit dem konstanten Polynom u0 und benutzen dann

bei jedem Umformungsshritt u ′
k = kuk−1, ferner den �

ublihen kleinen Trik zum Kompensieren

des Vorzeihenwehsels (u0 = u0(x + h− t), ...). Es ergibt sih

m∑

k=0

(

uk(0) ·
f(k)(x + h)

k!
− uk(h) ·

f(k)(x)

k!

)

=

∫x+h

x

um(x+ h− t) · f
(m+1)(t)

m!
dt.

F

�

uhren wir noh eine weitere Hilfsvariable y ein und betrahten die Integrale

∫x+h

x+y

sowie die

Polynome uk(x+ y+ h− t), erhalten wir stattdessen

m∑

k=0

(

uk(y) ·
f(k)(x + h)

k!
− uk(h) ·

f(k)(x+ y)

k!

)

=

∫x+h

x+y

um(x+ y+ h− t) · f
(m+1)(t)

m!
dt.

Hierauf wenden wir nun { bzgl. der unabh

�
angigen Variablen y (!) { den Operator U an, benutzen

dabei, dass Uuk(y) = Dnyk

und UTx = Tx U, und setzen anshlie�end wieder y = 0. Es folgt die

Kompositionsoperatoren-Taylor-Formel mit Integral-Restglied (Uy bedeute

"

U bzgl. y\)

f(n)(x+h) =

m∑

k=0

Uf(k) (x)

k!
·uk(h)+Uy

(∫x+h

x+y

um(x+ y+ h− t) · f
(m+1)(t)

m!
dt

)∣

∣

∣

∣

∣

y=0

. (79)

Wihtigstes Beispiel bleibt { neben der Taylorreihe selbst (U = I) { der Fall U = T1− T0, ein Ope-

rator der Ordnung 1, zu den Bernoulli-Polynomen und zur Eulershen Summenformel f

�

uhrend.

Bei N. Bourbaki: Funtions of a Real Variable, hap. 6, �ndet man weitere Beispiele, z.B. die

Hermite-Polynome als Appell-Polynome des Di�usionsoperators (Faltung mit dem Hitze-Kern),

ferner eine ausf

�

uhrlihere Darstellung manher hier nur skizzierten Zusammenh

�
ange.

Der Gebrauh formaler Potenzreihen-Rehnungen geht im wesentlihen shon auf Lagrange zur

�

uk.

Die Grundz

�

uge der Halbgruppen-Theorie, einer analytishen Ausdehnung der Formel Th = e

hD

auf allgemeinere Klassen linearer Operatoren, wurden hingegen erst von Einar Hille

38

und K^osaku

Yosida

39

unabh

�
angig voneinander Ende der 1940er Jahre entwikelt:

38

Einar Hille (geb. CarlEinarHeuman), bedeutender Mathematiker, geb. 1894 in New York, aber aufge-

wahsen in Shweden, gest. 1980 in La Jolla (CA). Professor an den Universit

�
aten Prineton und Yale.

39

K^osaku Yosida, namhafter Mathematiker, geb. 1909 in Hiroshima, gest. 1990 (in Tokio?), Professor in

Osaka, Nagoya und Tokio.
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So wieD gem

�
a� Taylor-Formel der in�nitesimale Generator der Translations-Halbgruppe (Th)h≥0

ist, gilt allgemeiner

40

Th1
Th2

= Th1+h2
(h1, h2 ≥ 0), A = lim

hց0

1

h
(Th−I) ⇒ Th = lim

n→∞

(

I−
h

n
A

)−n

=: ehA (h ≥ 0).

Genauer gesagt: Die Halbgruppe (Th)h≥0 ist eine Shar beshr�ankter linearer Operatoren auf einem

Banahraum X, und ihren Stetigkeitseigenshaften korrespondieren Eigenshaften des in�nitesima-

len Generators A, der nur f
�

ur diejenigen x ∈ X, bei denen der folgende Grenzwert existiert, durh

Ax := limhց0(Th x − x)/h de�niert wird.

Es gilt limhց0 ‖Th−I‖ = 0 genau dann, wenn Th = e

hA

mit einem beshr

�
ankten linearen Operator

A, und dieser ist der (hier f

�

ur alle x ∈ X de�nierte) in�nitesimale Generator. In diesem Fall hat

man sogar eine Operatoren-Gruppe, da auh negative h Sinn mahen.

Gilt hingegen nur limhց0 Th x = x f

�

ur alle x ∈ X (starke Stetigkeit, im Falle der Halbgrup-

pe gleihwertig zur shwahen Stetigkeit, wie man mit dem Satz von Pettis zeigen kann), folgt

zumindest ‖Th‖ ≤ M e

ah

mit Konstanten M ≥ 1 sowie a ≥ 0, und der in�nitesimale Genera-

tor A ist ein in X diht de�nierter abgeshlossener linearer Operator. Der Fall M = 1, a = 0

(

"

Kontraktions-Halbgruppe\) ist gleihbedeutend damit, dass ‖(λI − A)−1‖ ≤ 1/λ f

�

ur alle λ > 0

(insbes. (0,∞) Teil der Resolventenmenge von A) (Hille/Yosida-Theorem). Im Allgemeinfall gilt

analog ‖(λI−A)−n‖ ≤ M/(λ− a)n f

�

ur alle λ > a, n ∈ N.

F

�

ur alle stark stetigen Halbgruppen gelten die Darstellungsformeln

Th x = lim

n→∞

(

I −
h

n
A

)−n

x = lim

εց0

e

h (Tε−I)/εx (x ∈ X). (80)

Die Konvergenz ist gleihm

�
a�ig auf endlihen h-Intervallen. Im Falle der Translation (Thx(t) =

x(t+h) mit einer stetigen Funktion x(t)) ergibt der zweite Limes sozusagen eine verallgemeinerte

Taylor-Formel f

�

ur stetige Funktionen mit iterierten Di�erenzen statt Ableitungen; siehe etwa

Pazy, a.a.O., p. 32f.

Ein Beispiel: In�nitesimaler Generator der Di�usions-Halbgruppe (Faltung mit dem Gau�-Kern,

heat kernel) ist die zweite Ableitung. (Die Halbgruppen-Eigenshaft bedeutet hier: Die Summe

zweier unabh

�
angiger normalverteilter Zufallsgr

�
o�en ist wieder normalverteilt.)

Es werden auf diese Weise nur zeitlih homogene lineare Evolutionsprozesse { aber immerhin

z.B. die klassishe Shr

�
odinger-Gleihung { erfasst.

Neuere Forshungsergebnisse, welhe die Halbgruppentheorie mit Laplaetransformations-Metho-

den verkn

�

upfen, sind umfassend dargestellt bei W.Arendt/C.J.K.Batty/M.Hieber/F.Neubrander:

Vetor-valued Laplae Transforms and Cauhy Problems ; Birkh

�
auser 2001. Dabei spielt auh

ein Darstellungssatz f

�

ur vollmonotone Funktionen, betre�end ihre Darstellung durh Laplae-

Stieltjes-Integrale und im klassishen reellwertigen Fall 1928 von S. N. Bernstein bewiesen, eine

wihtige Rolle beim Studium resolventenpositiver Operatoren.

40

Siehe etwa Amnon Pazy: Semigroups of Linear Operators and Appliations to Partial Di�erential

Equations, Springer 1983; K^osaku Yosida: Funtional Analysis, Sixth Ed., Springer 1980; Einar Hille /

Ralph S. Phillips: Funtional Analysis and Semi-groups, AMS 1957.
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Anhang

A Tschebyscheff-Polynome

Unter allen Polynomen p vom Grade n mit |p(x)| ≤ 1 (−1 ≤ x ≤ 1) ist das Tshebyshe�-Polynom

Tn dasjenige mit dem gr

�
o�ten f

�

uhrenden KoeÆzienten 2n−1

, und kein anderes Polynom n-ten

Grades mit f

�

uhrendem KoeÆzienten 2n−1

bildet [−1, 1] in sih ab.

Wie

�

Ceby�sev zu diesen Polynomen gelangte (im Zusammenhang mit seinem Alternanten-Satz),

wird in I. P. Natansons WerkKonstruktive Funktionentheorie geshildert. Wir studieren hier eine

Reihe wihtiger Eigenshaften dieser Polynome. Einiges ist n

�

utzlih beim praktishen Rehnen mit

Taylor-Entwiklungen, einiges wird beim Beweis des allgemeinen Bernsteinshen Satzes ben

�
otigt.

Ausgehend von osnϕ+ i sinnϕ =
(

osϕ+ i sinϕ
)n

, also

os nϕ = ℜ

n∑

k=0

(

n

k

)

os

n−k ϕ ·
(

i sinϕ
)k

=

⌊n
2
⌋∑

k=0

(

n

2k

)

os

n−2k ϕ · (os2ϕ− 1)k,

ist klar, dass durh

41

Tn(x) := os n arosx (−1 ≤ x ≤ 1) (81)

ein Polynom de�niert wird, das |Tn(x)| ≤ 1 (−1 ≤ x ≤ 1) erf
�

ullt. Insbesondere gilt:

Tn(x) =

⌊n
2
⌋∑

k=0

(

n

2k

)

xn−2k · (x2 − 1)k

=

(

x+
√
x2 − 1

)n
+
(

x−
√
x2 − 1

)n

2
=

(

x+
√
x2 − 1

)n
+
(

x+
√
x2 − 1

)−n

2
.

(82)

Ferner entnimmt man der De�nition:

Tn(x) = 0 ⇔ x = os

(2k − 1)π

2n

mit k ∈ {1, . . . , n}, Tn

(

os

kπ

n

)

= (−1)k (0 ≤ k ≤ n). (83)

Aus der trigonometrishen Identit

�
at os(n ± 1)ϕ = osnϕ osϕ ∓ sinnϕ sinϕ erh

�
alt man die

wihtige dreigliedrige Rekursionsformel

Tn+1(x) = 2x Tn(x) − Tn−1(x). (84)

Unmittelbar ablesen kann man, dass die Tshebyshe�-Polynome abwehselnd gerade und ungerade

sind (folgt auh aus aros(−x) = π− arosx und aus (82)); ferner ergibt sih per Induktion:

Tn(x) = 2n−1 xn − n2n−3 xn−2 + niedrigere Potenzen (n ∈ N).

Die ersten Tshebyshe�-Polynome T0 bis T6 im Intervall [−1, 1] zeigt Abbildung 5. Die algebrai-

shen Darstellungen dieser Polynome:

1, x, 2x2 − 1, 4x3 − 3x, 8x4 − 8x2 + 1, 16x5 − 20x3 + 5x, 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1.

V

�
ollig analog zu (84) ergibt sih auh

Tn+k(x) = 2 Tn(x) Tk(x) − Tn−k(x) (0 ≤ k ≤ n), (85)

insbesondere T2n + 1 = 2 T2
n.

41

"

Tn\ wurde auh als Bezeihnung f

�

ur Taylor-Polynome benutzt; was gemeint ist, sollte jeweils aus dem

Zusammenhang klar sein.
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Abbildung 5: Tshebyshe�-Polynome T0, T1, . . . , T6.

Mit T ′
n(x) =

n√
1−x2

sin n arosx erh
�
alt man (1−x2)(T ′

n)
2(x) = n2(1−T2

n(x)), ferner mit T ′′
n (x) =

x
1−x2 T

′
n(x) −

n2

1−x2 Tn(x) die Di�erenzialgleihung der Tshebyshe�-Polynome :

(1− x2) T ′′
n (x) − x T ′

n(x) + n2 Tn(x) = 0. (86)

Insbesondere T ′
n(1) = n2

.

42

Nun die eingangs erw

�
ahnte wihtige

"

Minimax-Eigenshaft\ der Tn. Wir formulieren sie { der

normierten Darstellung der Tn entsprehend { nur f

�

urs Intervall −1 ≤ x ≤ 1; die �

Ubertragung auf

andere Intervalle a ≤ x ≤ b mittels der Transformation x = (a + b)/2 + t(b − a)/2 (−1 ≤ t ≤ 1)

liegt auf der Hand.

Satz 17 (P. L. Čebyšev)

a) F

�

ur ein Polynom p(x) = 2n−1 xn + an−1 x
n−1 + · · · + a1 x+ a0, p 6= Tn, gilt

max

−1≤x≤1
|p(x)| > 1.

D.h.: Unter allen Polynomen n-ten Grades mit f

�

uhrendem KoeÆzienten 2n−1

ist Tn das

einzige mit dem minimal m

�
oglihen Betragsmaximum 1 im Intervall [−1, 1].

b) Sei x0 > 1 und gelte p(x0) ≥ Tn(x0) f�ur ein von Tn vershiedenes Polynom p vom Grade

n.43 Dann folgt

max

−1≤x≤1
|p(x)| > 1.

D.h.: Unter allen Polynomen n-ten Grades, die innerhalb des Intervalls [−1, 1] den Betrag 1

niht

�

ubershreiten, w

�
ahst Tn au�erhalb dieses Intervalls am shnellsten.

44

42

Aus dem Satz von Rolle folgt Tn(1), T ′
n(1), . . . , T

(n)
n (1) > 0. Denn alle Nullstellen liegen in (−1, 1).

Ferner T
(k)
n (−1) = (−1)n−kT

(k)
n (1). Genaue Formeln: (97).

43

Aus Symmetriegr

�

unden brauhen Punkte x0 < −1 niht eigens angesprohen zu werden.

44

Nat

�

urlih w

�
ahst −Tn genauso shnell.
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Beweis:

Sei p ein Polynom n-ten Grades mit f

�

uhrendem KoeÆzienten 2n−1

, und sei angenommen, dass

max

|x|≤1
|p(x)| ≤ 1.

Dann ist das Polynom q := Tn − p vom Grade n − 1.

Da Tn an den Stellen ~xk := os(kπ/n) (0 ≤ k ≤ n) die Werte (−1)k annimmt, folgt

q(~x0) ≥ 0, q(~x1) ≤ 0, . . . .

Gilt f

�

ur eine Stelle ~xk niht die strenge Ungleihung, ist es eine Nullstelle von q. Im Falle un-

gerader Ordnung der Nullstelle vershieben wir die Stelle ein bisshen, so dass doh die strenge

Ungleihung gilt, und im Falle gerader Ordnung weisen wir beiden angrenzenden Teilintervallen

eine Nullstellenordnung 1 zu. Die Gesamt-Nullstellenordnung von q, zeigt diese �

Uberlegung, ist

mindestens so gro� wie die Anzahl n der Teilintervalle, woraus q = 0 folgt.

Damit ist Teil a) bewiesen.

Zum Teil b) ist nur zu sagen: Wir betrahten dasselbe Di�erenzpolynom q, das unter den nun

geltenden Voraussetzungen vom Grade n ist, k

�
onnen aber in die Nullstellenbilanz den zus

�
atzlihen

Punkt x0 > 1 einbeziehen, so dass aus der Annahme max|x|≤1 |p(x)| ≤ 1 wiederum p = Tn folgt. �

Weitere Darstellungen der Tn gewinnt man, indem man mittels (84) eine erzeugende Funktion

f(z) :=

∞∑

n=0

Tn(x) z
n

bestimmt. Es ergibt sih

f(z) − 1

z
+ z f(z) = T1 +

∞∑

n=1

(Tn+1 + Tn−1)z
n

= x+ 2x

∞∑

n=1

Tn zn = x+ 2x(f(z) − 1),

also

f(z) =
1− xz

1− 2xz + z2
=

1

2

(

1

1− (x+
√
x2 − 1)z

+
1

1− (x −
√
x2 − 1)z

)

,

f(z) − 1 =
xz− z2

1− 2xz + z2
= −

z

2
· d

dz

ln(1− 2xz + z2)

und daher (einmal integrieren)

∞∑

n=1

2 Tn(x)

n
zn = − ln(1− 2xz + z2). (87)

Mit der Logarithmus-Taylorreihe − ln(1− x) =
∑∞

n=1 x
n/n folgt

− ln(1 − 2xz + z2) =

∞∑

n=1

1

n
(2xz − z2)n

=

∞∑

n=1

zn

n

n∑

k=0

(

n

k

)

(2x)k(−z)n−k

=

∞∑

m=1

zm
⌊m/2⌋∑

l=0

1

m− l

(

m− l

m− 2l

)

(−1)l(2x)m−2l

(m := 2n − k, l := n − k beim letzten Umsortierungsshritt); daher

2 Tn(x) =

⌊n/2⌋∑

k=0

n

n − k

(

n − k

k

)

(−1)k (2x)n−2k (n ∈ N). (88)
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Mittels der dreigliedrigen Rekursionsformel (84) �ndet und beweist man induktiv auh umgekehrt

die folgende Darstellung der Monome durh die Tshebyshe�-Polynome:

xn = 21−n ·
⌊n−1

2
⌋∑

k=0

(

n

k

)

Tn−2k(x) + 2−n ·
(

n

n/2

)

T0

︸ ︷︷ ︸

falls n gerade

.

Ein direkterer Weg zu dieser Identit

�
at:

(z+1/z)n =

n∑

k=0

(

n

k

)

zk ·zk−n =

n∑

k=0

(

n

k

)

z2k−n =

n∑

k=0

(

n

k

)

zn−2k =

n∑

k=0

(

n

k

)

zn−2k + z2k−n

2
,

also (mit z = e

iϕ

, ϕ = arosx) 2n(osϕ)n =
∑n

k=0

(

n
k

)

os(n − 2k)ϕ und daher

xn = 2−n
n∑

k=0

(

n

k

)

T|n−2k|(x). (89)

Die Darstellungen (88) und (89) sind zueinander invers. Denn in Matrixshreibweise hat man
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mit von x unabh

�
angigen oberen Dreieksmatrizen An und Bn, woraus man An = B−1

n folgert,

indem man n + 1 vershiedene x-Werte einsetzt und das Nihtvershwinden der Vandermonde-

Determinante

(

det

(

(xn−j
k ) 0≤j≤n

0≤k≤n

)

=
∏

j<k(xj − xk)
)

ber

�

uksihtigt. Es gilt also

vn =

n∑

k=0

(

n

k

)

u|n−2k| (0 ≤ n ≤ N)

⇔ u0 = v0, 2 un(x) =

⌊n/2⌋∑

k=0

n

n− k

(

n− k

k

)

(−1)k vn−2k (1 ≤ n ≤ N)

(90)

f

�

ur beliebig vorgegebene Folgen (un) oder (vn).
45

Mit x = osϕ, z = e

iϕ

gilt Tn(x) = Tn
(

1
2
(z + z−1)

)

= os nϕ = 1
2

(

zn + z−n
)

. Mit zn durh-

multipliziert, ist es eine Polynom-Identit

�
at, f

�

ur unendlih viele, also f

�

ur alle z ∈ C zutre�end.

Insbesondere

Tn

(

1

2

(

x+
1

x

)

)

=
1

2

(

xn +
1

xn

)

(x ∈ R \ {0}, n ∈ N). (91)

Mit x = 1
2

(

(x +
√
x2 − 1) + (x +

√
x2 − 1)−1

)

ergibt sih die Identit

�
at auh unmittelbar aus (82).

Um aber den geometrishen Gehalt dieser Funktionalgleihung einzusehen, ist ein kurzer Ausug

ins Komplexe angebraht, also die Diskussion der Gleihung

Tn

(

1

2

(

z +
1

z

)

)

=
1

2

(

zn +
1

zn

)

(z ∈ C \ {0}, n ∈ N).

Mit z = r eiϕ gilt

1

2

(

z+
1

z

)

=
r+ r−1

2

osϕ+ i
r− r−1

2

sinϕ,

45

Paare zueinander inverser Matrizen stellen sih nat

�

urlih immer ein, wenn zwei Polynom-Basen inein-

ander umgerehnet werden. Beispielsweise liefert die Beziehung der Lagrangeshen Knotenpolynome zur

Monom-Darstellung des Interpolationspolynoms die Inversen der Vandermonde-Matrizen.
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Abbildung 6: Urbild-Netz ... ... und sein T7-Bild

und dies durhl

�
auft bei festem r > 1 die Ellipse mit den Halbahsen

r±r−1

2

und den Brennpunk-

ten ±1.46 Die Bildpunkte unter Tn durhlaufen also die zum Urbild konfokale Ellipse mit den

Halbahsen

rn±r−n

2

, und zwar n-fah, da ja ϕ auf nϕ abgebildet wird.

Man kann es auh so ausdr

�

uken: Wegen Tn(os z) = osnz (z ∈ C) liefert die konforme Abbil-

dung os z ein zur Beshreibung der Abbildung Tn(z) geeignetes Orthogonalliniennetz, n�amlih die

konfokalen { Brennpunkte stets ±1 { Ellipsen- und Hyperbelsharen

os(ϕ− i t) (0 ≤ ϕ ≤ 2π, mit einem t > 0, Ellipsen),

os(ϕ− i t) (−∞ < t < ∞, mit einem ϕ ∈ (0, π), Hyperbeln).

Dabei wird die Ebene durh [os(π − π/n), osπ/n] f
�

ur gerade n, (−∞, osπ/n] f
�

ur ungerade n

sowie durh os

(

(2k+1)π
n

− i t
)

(t ∈ R) mit 0 ≤ k < (n− 1)/2 (konfokale Hyperbel

�
aste durh die

inneren Minimumsstellen von Tn) in insgesamt n Gebiete aufgeteilt, die jeweils durh Tn shliht

auf die l

�
angs (−∞,−1] oder l
�
angs (−∞, 1] geshlitzte komplexe Ebene abgebildet werden.

Als Beispiel (Abb. 6) ein Teil des am weitesten in der rehten Halbebene liegenden derartigen

Gebiets f

�

ur T7 und sein Bild; die am weitesten rehts liegende Minimums- sowie Nullstelle von T7

und ihre Bilder sind eingezeihnet, der das Gebiet abtrennende Hyperbelast ist hervorgehoben.

Ein Zweig der Umkehrfunktion von Tn(z) = w, reell ausgedr
�

ukt:

T−1
n (w) = os

( 1

n

aros

ℜw

R(w)
− sgn(ℑw) · i

n

aroshR(w)
)

(92)

mit R(w) := 1√
2

√

|w|2 + 1+
√

(|w|2 − 1)2 + 4(ℑw)2 f

�

ur ℜw > 0. (Es ist R(w) ≥ max(1, |w|).)

Die Beahtung der Rolle der Ellipsen mit den Brennpunkten ±1 gestattet es auh, Tn(z) (z ∈ C)

rein reell auszudr

�

uken und abzush

�
atzen.

Da z auf der Ellipse mit der gro�en Halbahse (|z+ 1|+ |z− 1|)/2 liegt, liegt Tn(z) auf der Ellipse

mit der gro�en Halbahse Tn
(

(|z+1|+ |z−1|)/2
)

. Indem man auh die Winkel verfolgt, erh

�
alt man
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Bei festem ϕ ∈ (0, π) wird f

�

ur r ≥ 1 die obere und f

�

ur 0 < r ≤ 1 die untere H

�
alfte eines Astes der

Hyperbel

x2

os

2 ϕ
− y2

sin

2 ϕ
= 1 durhlaufen. | rn + r−n > r+ r−1 (r 6= 1), da r+ r−1 = (

√
r − 1/

√
r)2 + 2.
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insgesamt f

�

ur beliebige z ∈ C

ℜ Tn(z) = Tn

( |z + 1|+ |z− 1|

2

)

· Tn
( 2ℜ z

|z+ 1| + |z− 1|

)

, (93a)

ℑ Tn(z) = ±
(

T2
n

( |z+ 1| + |z− 1|

2

)

− 1
)1/2

·
(

1− T2
n

( 2ℜ z

|z+ 1| + |z− 1|

))1/2

, (93b)

∣

∣Tn(z)
∣

∣

2
= T2

n

( |z + 1|+ |z− 1|

2

)

+ T2
n

( 2ℜ z

|z + 1| + |z− 1|

)

− 1 (93)

und damit insbesondere

√

T2
n

( |z+ 1| + |z− 1|

2

)

− 1 ≤
∣

∣Tn(z)
∣

∣ ≤ Tn

( |z+ 1| + |z− 1|

2

)

(z ∈ C). (94)

Das Vorzeihen des Imagin

�
arteils von Tn(z) { man brauht sinn arosϕ { ist dasjenige von

ℑ z · T ′
n

( 2ℜ z

|z+ 1| + |z− 1|

)

.

Eine andere komplexe Absh

�
atzung, die unmittelbar aus (88) folgt:

|Tn(z)| <
∣

∣Tn(±i |z|)
∣

∣ (n ≥ 2, z 6= ±i |z|). (95)

Denn

|2 Tn(z)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

⌊n/2⌋∑

k=0

n

n− k

(

n− k

k

)

2n−2k · zn

(−z2)k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
⌊n/2⌋∑

k=0

n

n− k

(

n− k

k

)

2n−2k · |z|n

|z|2k
= 2 (±i)−n Tn(±i |z|),

und das Gleihheitszeihen gilt genau dann, wenn (−z2)k f

�

ur 0 ≤ k ≤ ⌊n/2⌋ in dieselbe Rihtung

zeigt, also z2 ≤ 0 zutri�t.

Zur

�

uk zur reellen Ahse.

Die Umskalierung der Tn auf das Intervall [0, 1] l
�
asst sih leiht durh die Tn selbst ausdr

�

uken.

Zun

�
ahst ist klar, dass es sih um die Polynome

~Tn(x) := Tn

(x− 1/2

1/2

)

= Tn(2x − 1) (0 ≤ x ≤ 1)

handelt. Mit x = os

2 ϕ (0 ≤ ϕ ≤ π/2), also ϕ = aros

√
x (0 ≤ x ≤ 1), ergibt sih

2x − 1 = os

2 ϕ− sin

2 ϕ = os 2ϕ = os(2 aros

√
x),

daher im Hinblik auf (88)

~Tn(x) = T2n
(√

x
)

=

n∑

k=0

n

n + k

(

n + k

n − k

)

(−1)n−k (4x)k. (96)

Wegen

~T
(k)
n (x) = 2k T

(k)
n (2x − 1) folgt insbesondere die Taylor-Entwiklung der Tshebyshe�-

Polynome in den Randpunkten

Tn(x) =

n∑

k=0

(−1)n−k n

n+ k

(

n+ k

n− k

)

2k (x + 1)k =

n∑

k=0

n

n + k

(

n + k

n − k

)

2k (x− 1)k. (97)

Hieraus ergeben sih einige Polynom-Absh

�
atzungen.

Satz 18 (Polynom-Ableitungen)

Sei p ein Polynom h

�
ohstens n-ten Grades.
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a) F

�

ur h > 0 gilt, sofern niht p(x) = ±~Tn(x/h) oder p = 0,

∣

∣

∣

∣

p(k)(0)

k!

∣

∣

∣

∣

<
n

n + k

(

n + k

n − k

)

·
( 4

h

)k

· max

0≤x≤h
|p(x)| (1 ≤ k ≤ n). (98)

b) Gelte |p(x)| ≤ 1 (−1 ≤ x ≤ 1), und sei n ≥ 1, p 6= ±Tn. Dann folgt |p(x)| < Tn(x) (x > 1)

sowie

∣

∣p(k)(x)
∣

∣ < T (k)
n (x) (x ≥ 1, 1 ≤ k ≤ n). (99)

) Die Ungleihungen aus a) und b) gelten auh f

�

ur Polynome mit komplexen KoeÆzienten,

wobei aber bei b) p 6= ±Tn durh p 6= ei α Tn zu ersetzen und a) analog abzu

�
andern ist.

Beweis:

Zu a): Unter allen Polynomen

p(x) = a0 + a1 x+ · · ·+ ak−1 x
k−1 +Axk + ak+1 x

k+1 + · · · + an xn

mit festem A > 0 suhen wir diejenigen mit kleinstem Betragsmaximum auf [0, h]. Unter den

passend skalierten Tshebyshe�-Polynomen (k ≤ m ≤ n)

A · (4/h)−k

m
m+k

(

m+k
m−k

)

(−1)m−k
· ~Tm(x/h)

hat dasjenige mit m = n das kleinste Betragsmaximum, da die Ausdr

�

uke

m
m+k

(

m+k
m−k

)

mit m

wahsen. Nennen wir dieses Polynom p0.

H

�
atte irgendein anderes Polynom h

�
ohstens n-ten Grades p1 mit Summand Axk ein ebenso

kleines oder kleineres Betragsmaximum, h

�
atte die Di�erenz q = p0 − p1 in [0, h] die Gesamt-

Nullstellenvielfahheit n: An gemeinsamen inneren Extremumsstellen h

�
atte q eine Mehrfahwur-

zel, ansonsten h

�
atte man Vorzeihenumshl

�
age und evtl. Einfahnullstellen in den Randpunkten, so

dass jedem der durh die Extrema von p0 abgestekten n Teilintervalle eine Nullstelle zugeordnet

werden kann.

Nah Rolle h

�
atte somit q(k)

im o�enen Intervall (0, h) die Nullstellenordnung n−k, au�erdem die

Nullstelle 0 wegen des fehlenden xk-Summanden bei q. Folglih w

�
are q(k) = 0, h
�
atten also p0 und

p1 denselben f

�

uhrenden KoeÆzienten; Widerspruh zur Einzigkeit des Tshebyshe�-Polynoms!

Damit folgt f

�

ur jedes Polynom p(x) = a0 + a1 x+ · · ·+ an xn mit |ak| = A > 0, das kein auf [0, h]

umskaliertes Tshebyshe�-Polynom ist:

max

0≤x≤h
|p(x)| >

A · (h/4)k
n

n+k

(

n+k
n−k

) .

Zu b): Wendet man a) mit h = 2 auf p f

�

ur den Randpunkt x = 1 und das Intervall [−1, 1] an, so

ergibt ein Vergleih der Taylor-Entwiklung von p um den Punkt x0 = 1 mit derjenigen von Tn

(siehe (97)) unmittelbar die Behauptung.

Zu ): Aus |p(x)| ≤ 1 (|x| ≤ 1) folgt auh |ℜp(x)| ≤ 1 (|x| ≤ 1) und

∣

∣ei α p(x)
∣

∣ ≤ 1 (|x| ≤ 1). Dies

ergibt unmittelbar die Ausdehnung der Aussagen auf den Fall komplexwertiger Polynome.

W

�
ahlt man beispielsweise ei α so, dass ei α ak ≥ 0, und wendet, |p(x)| ≤ 1 (|x| ≤ 1) sowie p 6=

ei β Tn voraussetzend, a) mit h = 2 auf das Polynom ℜ ei α p an, folgt |ak| < T
(k)
n (1). �

Indemman f

�

ur jeden Punkt x die Ungleihungen aus a) auf das Intervall [−1, x] oder [x, 1] anwendet,

ergibt sih f

�

ur Polynome h

�
ohstens n-ten Grades mit |p(x)| ≤ 1 (|x| ≤ 1)

∣

∣p(k)(x)
∣

∣ <
( 2

1+ |x|

)k

· T (k)
n (1) (−1 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ k ≤ n). (100)

Dies ist aber bei weitem niht die bestm

�
oglihe Absh

�
atzung dieser Art. Ohne Beweis erw

�
ahnen

wir die Ungleihungen von V.A. Markov, R.J. DuÆn und A.C. Shae�er :
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Gelte f

�

ur ein Polynom p n-ten Grades

∣

∣p(os kπ
n
)
∣

∣ ≤ 1 (0 ≤ k ≤ n), und sei p 6= ei αTn. Dann

folgt

∣

∣p(k)(x + i y)
∣

∣ <
∣

∣T (k)
n (1+ i y)

∣

∣ (−1 ≤ x ≤ 1, y ∈ R, 1 ≤ k ≤ n). (101)

Es gilt au�erdem

∣

∣T (k)
n (x+ i y)

∣

∣ ≤
∣

∣T (k)
n (1+ i y)

∣

∣ (|x| ≤ 1, y ∈ R, 0 ≤ k ≤ n)

sowie

∣

∣T (k)
n (x)

∣

∣ < T (k)
n (1) (|x| < 1, n ≥ 2, 1 ≤ k < n). (102)

Shon der einfahste Spezialfall, die Ungleihung von A.A. Markov

max

|x|≤1
|p ′(x)| ≤ n2

max

|x|≤1
|p(x)| (103)

f

�

ur Polynome n-ten Grades, ist niht ganz leiht herzuleiten.

47

Reht einfah allerdings ist der Beweis von (102) :

Aus Tn(x) = os nϕ, ϕ = arosx (|x| ≤ 1) folgt

T ′
n(x) = −n sin nϕ · −1

sin ϕ
= n

sin (n − 1)ϕ os ϕ+ os (n − 1)ϕ sin ϕ

sin ϕ

= n os ϕ · sin (n − 1)ϕ

sin ϕ
+ n os (n − 1)ϕ =

n

n− 1
x T ′

n−1(x) + nTn−1(x).

Mit der dreigliedrigen Rekursionsformel (84) ergibt Induktion

�

uber n f

�

ur jedes k, dass

T (k)
n = c

(k)
0 T0 + c

(k)
1 T1 + · · ·+ c

(k)
n−kTn−k

mit nihtnegativen KoeÆzienten c
(k)
j ; genau jeder zweite KoeÆzient, vom f

�

uhrenden abw

�
arts, ist

positiv. Also folgt

∣

∣T (k)
n (x)

∣

∣ ≤
∑

0≤j≤n−k

c
(k)
j = T (k)

n (1).

Das Gleihheitszeihen kann im Falle mindestens zweier Summanden f

�

ur |x| < 1 niht eintreten

wegen der untershiedlihen Lage der inneren Extrema von Tn−k und Tn−k−2, und bei nur einem

Summanden gibt es gar keine inneren Extrema. �

Es gibt einen einfahen Zusammenhang zwishen Tshebyshe�-Polynomen und Fourierreihen :

Sei eine stetige Funktion f : [−1, 1] → R gegeben. Dann kann man

~f(t) := f(os t) (−π ≤ t ≤ 0)

gerade auf [−π, π] fortsetzen und die formale Fourierreihe

~f(t) =
a0

2
+

∞∑

n=1

an os nt

mit

an =
2

π

∫π

0

~f(t) os nt dt

bilden. Durh R

�

uktransformation gem

�
a� t = arosx entsteht daraus eine Entwiklung nah

Tshebyshe�-Polynomen

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

an Tn(x) (104)

47

Ein eleganter Beweis von (103), der z. T. auf L. F�ejer zur

�

ukgeht, �ndet sih bei G. P�olya / G. Szeg}o:

Aufgaben und Lehrs

�
atze aus der Analysis, Bd. 2. Die allgemeinen Ungleihungen (101) sind bewiesen

bei P. Borwein / T. Erd�elyi: Polynomials and Polynomial Inequalities; Springer, 1995. Siehe auh T.J.

Rivlin: Chebyshev Polynomials, 2nd ed.; Wiley, 1990.
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mit

an =
2

π

∫1

−1

f(x)Tn(x)
dx√
1− x2

(n ∈ N0). (105)

Konvergenzkriterien f

�

ur Fourierreihen lassen sih somit umformulieren in solhe f

�

ur Tshebyshe�-

Reihen. Au�erdem erh

�
alt man aus den Cosinus-Orthogonalit

�
atsrelationen die Orthogonalit

�
atsre-

lationen der Tshebyshe�-Polynome

∫1

−1

Tm(x) Tn(x)
dx√
1− x2

=






π, m = n = 0,
π
2
, m = n 6= 0,

0, m 6= n.

(106)

Mit (89) somit auh

∫1

−1

xm Tn(x)
dx√
1− x2

=

{
π
2m ·

(

m
k

)

, m = n+ 2k mit k ≥ 0,

0, sonst.

(107)

Mittels der Orthogonalit

�
atsrelationen (106) ergibt sih eine weitere Darstellung der Tn, die soge-

nannte Rodrigues-Formel

48

Tn(x) = (−1)n · 2n−1 · (n − 1)!

(2n − 1)!
·
√

1− x2 · dn

dxn

{
(

1− x2
)n− 1

2

}
. (108)

Beweis:

Shreiben wir

dk

dxk

{
(

1− x2
)n− 1

2

}
=: pk(x) ·

(

1− x2
)n− 1

2
−k

,

so ist pk ein Polynom vom Grade k, das der Rekursion

p0(x) = 1, pk+1(x) = (1 − x2)p ′
k(x) − 2x(n − 1

2
− k)pk(x)

gen

�

ugt. Insbesondere folgt

√

1− x2 · dn

dxn

{
(

1− x2
)n− 1

2

}
= pn(x).

Da

dk

dxk

{
(

1−x2
)n− 1

2

}

f

�

ur k < n in den Punkten x = ±1 vershwindet, ergibt m+1-fahe partielle

Integration f

�

ur m < n

∫1

−1

Tm(x)pn(x)
dx√
1− x2

=

∫1

−1

Tm(x)
dn

dxn

{
(

1− x2
)n− 1

2

}
dx

= (−1)m+1

∫1

−1

T (m+1)
m (x)

dn−m−1

dxn−m−1

{
(

1− x2
)n− 1

2

}
dx = 0,

so dass also pn nah (106) ein konstantes Vielfahes von Tn sein muss.

Aus der Rekursion der pk folgt (−1)n
(2n−1)!
(n−1)!

als f

�

uhrender KoeÆzient von pn. Das ergibt (108).

�

Besitzt f eine f

�

ur −1 ≤ x ≤ 1 g

�

ultige Taylor-Entwiklung, ergibt sih mit (107) die folgende

Darstellung der Tshebyshe�-Fourier-KoeÆzienten (105):

an =

∞∑

k=0

(

n+2k
k

)

2n+2k−1

f(n+2k)(0)

(n + 2k)!
. (109)

48

Nah Benjamin Olinde Rodrigues, geb. 1794 in Bordeaux, gest. 1851 in Paris, Vorfahren spanish.

Nah Mathematik-Studium Bankier. Beteiligung am Aufbau des franz

�
osishen Eisenbahnwesens. Verfeh-

ter sozialistish-sozialreformerisher Ideen, enger Vertrauter von Saint-Simon. Publizierte nebenher einige

bemerkenswerte gruppentheoretishe Arbeiten; es gibt auh Rodrigues-Formeln betre�end dreidimensio-

nale Drehungen (1840, Quaternionen-Produkt). { Es gilt

(n−1)!

(2n−1)!
=

√
π

4n−1 Γ(n+1/2)
,

2n−1(n−1)!

(2n−1)!
= 1

1·3···(2n−1)

.
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Stellt man hingegen das Taylor-Polynomn-ten Grades (x0 = 0) in der Form c0 T0+c1 T1+· · ·+cn Tn

dar, folgt aus (106), (107) sowie

∫1

−1

(

c0 T0(x) + c1 T1(x) + · · ·+ cn Tn(x)
)

Tk(x)
dx√
1− x2

=

∫1

−1

n∑

j=0

f(j)(0)

j!
xj Tk(x)

dx√
1− x2

,

dass

c0 =

⌊n/2⌋∑

j=0

f(2j)(0)

22j (j!)2
, ck =

⌊(n−k)/2⌋∑

j=0

f(k+2j)(0)

2k+2j−1 j! (k+ j)!
(1 ≤ k ≤ n). (110)

Diese KoeÆzienten sind n-abh
�
angig, n

�
ahern sih aber mit wahsendem n immer mehr an die

Fourier-KoeÆzienten (109) an.

Will man eine Funktion in einem festen Intervall durh ihr Taylor-Polynom approximieren, ist

es h

�
au�g vorteilhaft, die Tshebyshe�-Darstellung zu benutzen. Da die h

�
ohsten Tshebyshe�-

KoeÆzienten deutlih kleiner sind als die entsprehenden Taylor-KoeÆzienten { es gilt ja z.B. cn =

21−n · f(n)(0)/n! {, kommt man in der Tshebyshe�-Darstellung bei vorgegebener Genauigkeit

mit weniger Summanden aus.

Das Taylor-Polynom siebten Grades der Exp-Funktion in T-Darstellung:

7∑

k=0

1

k!
xk =

2917

2304
T0 +

10417

9216
T1 +

139

512
T2 +

227

5120
T3 +

7

1280
T4

+
5

9216
T5 +

1

23040
T6 +

1

322560
T7.

Zum Vergleih:

1

7!
= 0.0001984 . . . ,

1

23040
= 0.00004340 . . . ,

1

322560
= 0.000003100 . . . .

Das Taylor-Polynom zehnten Grades von ln(1+ x) in T-Darstellung:

10∑

k=1

(−1)k−1

k
xk = −

6983

15360
T0 +

193

128
T1 −

281

512
T2 +

11

48
T3 −

29

256
T4 +

7

160
T5 −

67

3072
T6

+
11

1792
T7 −

3

1024
T8 +

1

2304
T9 −

1

5120
T10.

Praktish brauhbar ist die T-Darstellung, weil man sie numerish robust und auh

�
ahnlih eÆzient

auswerten kann wie die Monom-Darstellungmit dem Horner-Shema.

49

Das Rehenshema besteht

einfah darin, bei einer Summe

S = c0 T0(x) + c1 T1(x) + · · · + cn Tn(x)

mittels der dreigliedrigen Rekursion (84) erst Tn zu ersetzen, dann Tn−1, usw. Bezeihnet man

dabei denjenigen KoeÆzienten, den Tk hat, wenn die Summe gerade noh bis Tk reiht, mit dk, so

lautet wegen der Ersetzungsregel Tj = 2xTj−1 − Tj−2 die Summe in diesem Zwishenstadium

c0 T0 + · · ·+ ck−2 Tk−2 + (ck−1 − dk+1) Tk−1 + dk Tk.

Es gilt somit (Clenshaw-Algorithmus)

dk = ck + 2x dk+1 − dk+2 (n ≥ k ≥ 1) mit dn+1 = dn+2 = 0; S = c0 + xd1 − d2. (111)

49

Auh prinzipiell ist die Darstellung beliebiger Polynome im Intervall −1 ≤ x ≤ 1 als Linearkombination

der Tn(x) hinsihtlih kleiner Fehler bei den KoeÆzienten wesentlih stabiler als die Darstellung als

Linearkombination der Monome xn. Vgl. z.B. Shabak/Wendland: Numerishe Mathematik, Kap. 8;

ferner Press et al.: Numerial Reipes in C, 2nd ed., hap. 5.



B Beweis des Satzes von Fejér Seite 53

Als weitere merkw

�

urdige und harakteristishe Eigenshaft sei abshlie�end die { zu derjenigen

der Monome v

�
ollig analoge { Kompositions-Identit

�
at der Tshebyshe�-Polynome erw

�
ahnt:

Tm ◦ Tn = Tn ◦ Tm = Tmn (m,n ∈ N0). (112)

Der Beweis dieser Beziehung mittels Tn(x) = os n arosx ist trivial.

50

Niht ganz so o�ensihtlih:

Bis auf Konjugation mit einer beliebigen linearen Funktion (

�

Ubergang von p zu h−1 ◦ p ◦ h

mit h(x) = ax + b) sind die Folge 1, x, x2, x3, . . . der Monome und diejenige T0, T1, T2, . . . der

Tshebyshe�-Polynome die einzigen alle Grade umfassenden Polynom-Folgen, welhe insge-

samt die Kommutativit

�
atseigenshaft p ◦ q = q ◦ p besitzen!

51

G

�
abe es einen Preis f

�

ur die allerbemerkenswerteste unter den so vielen vershiedenen Basen des

Raumes der Polynome: Wer k

�
onnte ihn den Tshebyshe�-Polynomen streitig mahen?

B Beweis des Satzes von Fejér

Mit Ω(x) :=
∏n

k=1(x − xk) folgt f�ur 1 ≤ i ≤ n

Ω ′(xi) =
n∏

j=1
j 6=i

(xi − xj), Ω ′′(xi) = 2 ·
n∑

k=1
k 6=i

n∏

j=1
j 6=i,k

(xi − xj)

und daher

Ω2(x)

(x− xi)2
(

Ω ′(xi)
)2

=

n∏

j=1
j 6=i

(

(
x− xj

xi − xj

)2

,
Ω ′′(xi)

Ω ′(xi)
= 2 ·

n∑

j=1
j 6=i

1

xi − xj
,

so dass sih das spezielle Hermite-Polynom (48)

52

auh generell shreiben l

�
asst als

p(x) =

n∑

i=1

Ω2(x)

(x− xi)2
(

Ω ′(xi)
)2

(

yi ·
(

1− (x− xi)
Ω ′′(xi)

Ω ′(xi)

)

+ y ′
i · (x− xi)

)

. (113)

Unter den Voraussetzungen des Satzes von Fej�er gilt speziell xi = xi,n = os

(

(2i − 1)π/2n
)

,

yi = f(xi,n) sowie y ′
i = 0 f

�

ur 1 ≤ i ≤ n, weshalb mit Tn(x) = 2n−1
∏n

i=1(x − xi,n),

T ′
n(xi,n) =

(−1)i n√
1−x2

i,n

sowie T ′′
n (xi,n) =

xi,n

1−x2
i,n

T ′
n(xi,n) folgt:

p(x) =

n∑

i=1

f(xi,n)
1− x xi,n

n2

(

Tn(x)

x− xi,n

)2

. (114)

Damit hat man ein Summen-Analogon zum Fej�er-Integral, das bei der Summation von Fourierrei-

hen entsteht.

53

Es gilt n

�
amlih f

�

ur x ∈ [−1, 1]:

1− x xi,n

n2

(

Tn(x)

x − xi,n

)2

≥ 0 (1 ≤ i ≤ n);

50

Spezialf

�
alle wie T2n(x) = Tn(2x

2 − 1) und T3n(x) = Tn(4x
3 − 3x) sind auh beim praktishen Rehnen

mit den Tn von Nutzen.

51

Beweis bei T. J. Rivlin: Chebyshev Polynomials. Neben diesen beiden nat

�

urlihen und insgesamt

kommutierenden Basen des Raumes der Polynome gibt es

�

uberhaupt nur noh sehr spezielle, arti�ziell

konstruierte kommutierende Polynom-Paare, wie J. F. Ritt 1923 in einer diÆzilen Untersuhung nahweisen

konnte.

52

Das Polynom vom Grade 2n− 1, das an den Stellen x1, . . . , xn die Funktionswerte y1, . . . , yn sowie die

Ableitungswerte y ′
1, , . . . , y

′
n annimmt.

53

Den Satz

�

uber die Summierbarkeit von Fourierreihen entdekte und publizierte Fej�er shon 1900, als

Zwanzigj

�
ahriger, den Hermite-Konvergenzsatz 1916.
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n∑

i=1

1− x xi,n

n2

(

Tn(x)

x− xi,n

)2

= 1,

da p = f im Falle f = 1; ferner

n∑

i=1
|xi,n−x|≥δ

1− x xi,n

n2

(

Tn(x)

x− xi,n

)2

≤ 1

n δ2

f

�

ur alle δ > 0, da ja |Tn(x)| ≤ 1.

Daher folgt mit M := sup−1≤x≤1 |f(x)|:

|f(x) − p(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

n∑

i=1

(

f(x) − f(xi,n)
) 1− x xi,n

n2

(

Tn(x)

x− xi,n

)2
∣

∣

∣

∣

∣

≤
n∑

i=1

∣

∣f(x) − f(xi,n)
∣

∣

1− x xi,n

n2

(

Tn(x)

x− xi,n

)2

=







n∑

i=1
|xi,n−x|≥δ

+

n∑

i=1
|xi,n−x|<δ







∣

∣f(x) − f(xi,n)
∣

∣

1− x xi,n

n2

(

Tn(x)

x− xi,n

)2

≤ 2M

nδ2
+ max

1≤i≤n
|xi,n−x|<δ

∣

∣f(x) − f(xi,n)
∣

∣.

F

�

ur n → ∞ �ndet folglih Konvergenz von p(x) gegen f(x) statt, wenn f auf [−1, 1] beshr
�
ankt

und an der Stelle x stetig ist; ist f auf [−1, 1] stetig, ist die Konvergenz gleihm
�
a�ig. �

C Ergänzende Bemerkungen zum Bernsteinschen Satz

Bernstein zeigte in einem Anhang seiner Pariser Vorlesungen

�

uber Approximation,

54

dass eine

Funktion f : (a, b) → R vollmonoton

55

w

�
ahst (also insbesondere unendlih oft di�erenzierbar ist),

sofern nur alle ihre �niten Di�erenzen

∆hf(x) := f(x+ h) − f(x), ∆2
hf(x) := ∆h∆hf(x), . . .

(f

�

ur x, x+ h, x+ 2h, . . . ∈ (a, b)) nihtnegativ sind. (Bei Folgen : ∆an = an+1 − an, et.)

Ein Beweis:

Zun

�
ahst ist klar, dass f monoton w

�
ahst, also h

�
ohstens abz

�
ahlbar viele Sprungstellen besitzt. Das

folgt allein aus ∆hf(x) ≥ 0. Da die Spr

�

unge in der Umgebung einer Sprungstelle x0 eine endlihe

und letztlih beliebig kleine Gesamth

�
ohe besitzen, folgt aus ∆2

2εf(x0− ε) ≥ 0 mit hinreihend

kleinem ε > 0 sofort ein Widerspruh zu f(x0+) − f(x0−) > 0 ; also ist f stetig.

Da f

�

ur h > 0

f(x+ 2h) − f(x + h)

h
−

f(x + h) − f(x)

h
=

∆2
hf(x)

h
≥ 0,

folgt

f(x+ n1 h) − f(x)

n1 h
≥ f(x+ n2 h) − f(x)

n2 h

f

�

ur nat

�

urlihe Zahlen n1 ≥ n2 und daher { zun

�
ahst f

�

ur kommensurable h1, h2, aus Stetigkeits-

gr

�

unden damit auh allgemein {

f(x+ h1) − f(x)

h1
≥ f(x+ h2) − f(x)

h2

f

�

ur h1 ≥ h2 > 0. (115)

54

Serge Bernstein: Le�ons sur les propri�et�es extr�emales et la meilleure approximation des fontions

analytiques d'une variable r�eelle, Paris 1926 (Reprint: Chelsea, New York 1970), p. 190 �.

55

Bernsteins Bezeihnung: fontion absolument monotone.
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Also ist f konvex. Mithin existieren

�

uberall die einseitigen Ableitungen f ′+(x) und f ′−(x) und sind

monoton wahsend; zudem f ′+(x) ≥ f ′−(x) ≥ f ′+(x−).

H

�
atte man an irgendeiner Stelle f ′+(x0+) > f ′+(x0−), erg

�
abe sih { analog zum Stetigkeits-

shluss zu Anfang { f

�

ur hinreihend kleine ε > 0 ein Widerspruh zwishen

∆2
εf(x0 − ε)

ε
≥ f ′+(x0+) − f ′+(x0−),

∆2
εf(x0)

ε
≤ f ′+(x0 + 2ε) − f ′+(x0+)

einerseits und zum anderen ∆3
εf(x0 − ε) ≥ 0. Also ist f ′+ stetig, mithin auh f ′−, und beide

stimmen

�

uberein. Mit anderen Worten: f besitzt eine stetige und monoton wahsende Ableitung.

Da nun o�enbar, mit Thf := f+ ∆hf (Translation),

∫x+h/m

x

∆n
hf

′(t)dt = ∆n
h∆h/mf(x) =

(

T0 + Th/m + · · · + Tm−1
h/m

)n
∆n+1

h/mf(x) ≥ 0 ,

also (Stetigkeit!)

∫x+ε

x
∆n

hf
′(t)dt ≥ 0 f

�

ur beliebige x und alle hinreihend kleinen ε > 0, hat

auh f ′

�

uberall nihtnegative �nite Di�erenzen beliebiger Ordnung, und es ist alles bewiesen. �

Ein anderer Beweis beruht auf folgender bemerkenswerten Formel, einer Darstellung der klassishen

Bernstein-Polynome in Di�erenzen-Form (vgl. William Feller, An Introdution to Probability

Theory and Its Appliations II, 2nd. ed., Wiley 1971, p. 222):

Bnf(x) :=

n∑

k=0

f

(

k

n

)

·
(

n

k

)

· xk(1− x)n−k =

n∑

i=0

(

n

i

)

xn−i · ∆n−if0 , (116)

wobei fk := f
(

k
n

)

. Um (116) zu beweisen, gehen wir aus von ∆kan =
∑k

i=0

(

k
i

)

(−1)k−ian+i (i)

und der daraus unmittelbar folgenden Identit

�
at ∆kxn = (−1)kxn(1− x)k (ii). Damit

Bnf(x) =

(ii)

n∑

k=0

f

(

k

n

)

·
(

n

k

)

·(−1)n−k∆n−kxk =

(i)

n∑

k=0

f

(

k

n

)

·
(

n

k

)

·(−1)n−k
n−k∑

i=0

(

n− k

i

)

(−1)ixn−i ,

und mit

(

n
k

)

·
(

n−k
i

)

=
(

n
i

)

·
(

n−i
k

)

, (i) und Vertaushung der Summation folgt (116).

Feller, a.a.O., S. 223f., zeigt mittels (116), dass f

�

ur eine stetige Funktion u : [0, 1) → R folgende

drei Eigenshaften a), b), ) gleihwertig sind:

a) u(x) =

∞∑

k=0

ckx
k (0 ≤ x < 1) mit ck ≥ 0 (k ≥ 0); b) u ∈ C∞, u(n)(x) ≥ 0 (n ≥ 0, 0 < x < 1);

c) ∆k
1/nu(0) ≥ 0 (0 ≤ k < n,n ∈ N).

Eine erweiterte Version des Bernsteinshen Entwiklungssatzes f

�

ur vollmonotone Funktionen.

Die Identit

�
at

∑n
i=0

(

n
i

)

xn−i · ∆n−if0 =
∑n

k=0 fk ·
(

n
k

)

· (−1)n−k∆n−kxk (wegen (ii) mit (116)

identish) h

�
angt auf beiden Seiten linear von dem Vektor (1, x, x2, . . . , xn) ab. Da jedes n+1-Tupel

als Linearkombination solher Vektoren darstellbar ist, folgt aus (116) unmittelbar die allgemeine

Identit

�
at

n∑

i=0

(

n

i

)

gi · ∆if0 =

n∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−k fk · ∆n−kgk (117)

f

�

ur beliebige n+ 1-Tupel (f0, f1, . . . , fn) und (g0, g1, . . . , gn).

Bernsteins Originalbeweis (a.a.O., p. 196f.) der Taylor-Entwikelbarkeit total wehselfreier Funk-

tionen (er nennt sie fontions r�eguli�erement monotones) benutzt eine zwar shw

�
ahere, aber

wesentlih allgemeiner g

�

ultige und niht so einfah wie (27) zu beweisende Ungleihungsbezie-

hung zwishen einer Funktion und ihren Ableitungen, die als mathematisher Sahverhalt von

unabh

�
angigem Interesse ist.

56

Der Gesihtspunkt ist dabei im wesentlihen der folgende:

56

Eine noh allgemeinere Analytizit

�
ats-Aussage (kurz erw

�
ahnt a.a.O., p. 197), die wir weiter unten be-

weisen (Satz 20), ben

�
otigt diese allgemeinere Absh

�
atzung. { Sp

�
ater wurde, insbesondere von Ralph P. Boas

und David V. Widder, eine Reihe weiterer Resultate erzielt, die aber den uns hier interessierenden Ent-

wikelbarkeitskriterien nihts Nennenswertes hinzuf

�

ugen; siehe etwa R.P. Boas: Signs of derivatives and

analyti behavior ; Am.Math.Monthly 78 (1971), 1085{1093.
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Wei� man, dass in einem Intervall |f(n+1)(x)| ≥ A > 0, so shl
�
agt dies auf f durh, da erstens (Tay-

lor) f(x) ≈ p(x)± A
(n+1)!

(x− x0)
n+1

mit einem Polynom p vom Grade n und zweitens (Minimax-

Eigenshaft der Tshebyshe�-Polynome) das Mindest-Betragsmaximum eines Polynoms nur von

seinem f

�

uhrenden KoeÆzienten (hier

A
(n+1)!

), seinem Grad und der Intervall-L

�
ange abh

�
angt.

Aber

"

f(x) ≈ . . .\ in eine mathematish strenge Argumentation zu

�

uberf

�

uhren (und damit nebenbei

das generelle Verst

�
andnis der Taylor-Formel um einen bemerkenswerten Aspekt zu erg

�
anzen), l

�
auft

hinaus auf etwas diÆzile Monotonieaussagen.

Satz 19 (Einige Ungleichungen von S. N. Bernstein)

Sei mit Pn die Gesamtheit der Polynome vom Grade≤ n bezeihnet. Ferner sei gesetzt, f

�

ur f ∈ C(I)

mit festem Intervall I = [a, b],57

En(f) := min

p∈Pn

max

x∈I
|f(x) − p(x)| .

Dann gilt:

0 < f(n+1)(x) < g(n+1)(x) (x ∈ I) ⇒ En(f) < En(g); (118a)

|f(n+1)(x)| < g(n+1)(x) (x ∈ I) ⇒ En(f) < 2En(g); (118b)

0 < A < f(n+1)(x) < B (x ∈ I) ⇒

2A

(n + 1)!

(

b − a

4

)n+1

< En(f) <
2B

(n + 1)!

(

b− a

4

)n+1

; (119a)

|f(n+1)(x)| < B (x ∈ I) ⇒ En(f) <
4B

(n + 1)!

(

b− a

4

)n+1

. (119b)

Beweis:58

Der Hauptanteil des Beweises, der Nahweis von (118a), beruht auf einer eingehenden Diskussion

der Nullstellenverl

�
aufe auf Basis der Aussage des Alternantensatzes von P.L.

�

Ceby�sev :

Das eindeutig bestimmte Polynom p ∈ Pn bester gleihm

�
a�iger Approximation an f

in I ist harakterisiert durh die Existenz mindestens n+ 2 vershiedener Stellen in I,

an denen f− p abwehselnd die Werte En(f) und −En(f) annimmt.

Beweis von (118a):

Zun

�
ahst vergegenw

�
artigen wir uns ein paar o�ensihtlihe Eigenshaften von Funktionen f mit

f(n+1)(x) > 0 (x ∈ I):

Solhe Funktionen haben, Vielfahheiten mitgez

�
ahlt, nah dem Satz von Rolle h

�
ohstens n + 1

Nullstellen in I. Sind es n + 1 vershiedene (also einfahe) innere Nullstellen, so hat f ′ genau n

vershiedene einfahe Nullstellen, f ′′ hat n−1, usw.; und da die Nullstellen einer Ableitung immer

zwishen denen der Funktion liegen, folgt, indem man von f(n+1)

auf f(n)

shlie�t, dann auf

f(n−1)

, usw., dass im Falle lauter einfaher innerer Nullstellen alle Werte f(n)(b), f(n−1)(b), . . . ,

f(b) positiv sind, da die am weitesten rehts liegenden Nullstellen jeweils wahsend durhlaufen

werden.

Sind nun p und q die Polynome bester Approximation n-ten Grades zu f bzw. g, so kann man diese

Vor

�

uberlegung auf f− p, auf g− q und auh auf (g− q) − (f− p) anwenden, da ja (f− p)(n+1) =

f(n+1) > 0, (g− q)(n+1) = g(n+1) > 0 und

(

(g− q) − (f − p)
)(n+1)

= (g− f)(n+1) > 0 auf I.

Aufgrund des Alternantensatzes haben f − p und g − q jeweils mindestens, also genau n + 1

vershiedene innere Nullstellen, und ihre Ableitungen vershwinden an genau n inneren Stellen.

57

Éart (frz.) = Abstand, Untershied. Man kann

"

min\ statt

"

inf\ sagen, da es immer ein Polynom p

bester gleihm

�
a�iger Approximation n-ten Grades an f in I gibt, durh welhes der Wert En(f) angenommen

wird (Kompaktheitsargument). Gem

�
a� Alternantensatz ist dieses p sogar eindeutig bestimmt.

58

Vgl. Bernstein, a.a.O., p. 8{10, oder Boas, a.a.O., p. 1090{1093.
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Also geh

�
oren auh die Randpunkte zu den notwendigerweise vorhandenen Extremumsstellen; es

gilt also

f(b) − p(b) = En(f), f(a) − p(a) = (−1)n+1En(f);

g(b) − q(b) = En(g), g(a) − q(a) = (−1)n+1En(g).

W

�
are nun En(f) > En(g), so h�atte an den Extremumsstellen von f−p die Di�erenz (g−q)−(f−p)

das Vorzeihen von p− f. Also h

�
atte (g− q) − (f− p) auh n+ 1 vershiedene innere Nullstellen,

und gem

�
a� Vor

�

uberlegung m

�

usste der Wert am rehten Randpunkt positiv sein, w

�
are aber nah

den soeben notierten Beziehungen auh gleih En(g) − En(f) < 0; Widerspruh!

Somit ist En(f) ≤ En(g) gezeigt. Wir m

�

ussen nun noh En(f) = En(g) ausshlie�en.

Einerseits folgt unmittelbar aus der De�nition von En, dass generell

En(f + g) ≤ En(f) + En(g), En(2f) = 2En(f);

andererseits folgt aus dem shon Bewiesenen, dass f

�

ur die gegebenen f und g

En(f + g) ≥ En(f + f).

W

�
are nun En(f) = En(g), erg�abe sih aus beidem zusammen

En(f + g) = En(f) + En(g).

Es gilt aber o�ensihtlih mit den shon betrahteten Polynomen p und q

max

x∈I
|f(x) + g(x) − p(x) − q(x)| ≤ En(f) + En(g),

so dass also unter der Annahme En(f) = En(g) aus Eindeutigkeitsgr�unden p + q das Polynom

bester Approximation n-ten Grades an f + g in I w
�
are. Es kann aber

|f(x) + g(x) − p(x) − q(x)| = En(f) + En(g)

nur an solhen Stellen x gelten, an denen gleihzeitig beide Einzelextrema gleihsinnig angenom-

men werden. Gem

�
a� Alternantensatz g

�
abe es also n vershiedene innere Extremumsstellen x, f
�

ur

die gilt:

f(x) − p(x) = ±En(f) = ±En(g) = g(x) − q(x).

Da die Ableitungen von f−p sowie g−q an diesen Stellen vershw

�
anden, h

�
atte man { einshlie�lih

der Randextrema { f

�

ur (g− q) − (f − p) eine Gesamt-Nullstellenordnung ≥ 2n + 2. Widerspruh

zur Vor

�

uberlegung!

Damit ist (118a) bewiesen.

Beweis von (118b):

Mit |f(n+1)(x)| < g(n+1)(x) (x ∈ I) folgt

En(f) = En

(f+ g

2
+

f − g

2

)

≤ 1
2
En(f + g) + 1

2
En(f − g) < 1

2
En(2g) +

1
2
En(2g).

Die strenge Ungleihung am Ende dieser Kette benutzt (118a).

Beweis von (119a):

Hier kommen die Tshebyshe�-Polynome ins Spiel.

Denn B =
(

B
(n+1)!

xn+1
)(n+1)

; und nah Satz 17 gilt

En(g) =
2B

(n + 1)!

(b− a

4

)n+1

f

�

ur g(x) :=
B

(n + 1)!
xn+1,

da (Eindeutigkeit des Tshebyshe�-Polynoms!)

g(x) − q(x) =
2B · (b − a)n+1

4n+1 (n + 1)!
Tn+1

(x − (a+ b)/2

(b − a)/2

)

Seite 58 Die Taylorsche Formel

mit dem Polynom q bester gleihm

�
a�iger Approximation n-ten Grades an g in I.

Mit (118a) folgt die rehte der Ungleihungen (119a); die linke ergibt sih v

�
ollig analog.

Beweis von (119b):

Dieselbe Argumentation wie soeben, mit (118b) statt (118a). �

Die sih aus den hergeleiteten Ungleihungen unmittelbar ergebende Absh

�
atzung der Ableitungen

durh den Betrag der Funktion, die Bernstein auf total wehselfreie Funktionen anstelle von (27)

anwendet, ist

2|f(n)(x0)| ≤
n!

(h/4)n
· max

|x−x0|≤h
|f(x)|. (120)

Wegen max |f| ≥ En(f) folgt sie, mit I = [x0 − h, x0] oder I = [x0, x0 + h], unmittelbar aus (119a),

sofern nur (!) f(n+1)

wehselfrei auf [x0 − h, x0 + h] ist.

Es ergibt sih die Existenz lokaler Taylor-Entwiklungen bei Funktionen f mit lauter wehselfreien

Ableitungen, allerdings mit vierfah kleineren lokalen Konvergenz-Intervallen.

Andererseits aber erlaubt die viel shw

�
ahere Voraussetzung der Ungleihung (120) weit allgemei-

nere Analytizit

�
atsaussagen. Einfahste Variante: Nur jede zweite Ableitung wird als wehselfrei

vorausgesetzt.

Beweis f

�

ur diesen Fall:

Sei f ∈ C∞(I), und seien alle Ableitungen f(2n+1)

wehselfrei.

Mit [a0 − h, b0 + h] ⊆ I, M := maxa0−h≤x≤b0+h |f(x)| und Mn := maxa0≤x≤b0
|f(n)(x)| (n ∈ N)

gilt dann nah (120)

2M2n ≤ (2n)!

(h/4)2n
·M (n ∈ N).

Aus |f(2n+1)(x0)| ≥ A > dM2n+2 f

�

ur ein x0 ∈ [a0, b0] ergibt sih unmittelbar, dass |f(2n+1)(x)| ≥
A− |x−x0|M2n+2 f

�

ur ein Teilintervall J (mit x0 ∈ J) mindestens der L

�
ange d f

�

ur d ≤ (b0−a0)/2.

Also hat man

2M2n ≥
∣

∣f(2n)(x)−f(2n)(x0)
∣

∣ ≥
∫ |x−x0|

0

(A−tM2n+2)dt = A |x−x0|−
|x− x0|

2

2
M2n+2 (x ∈ J)

und daher

M2n+1 ≤ dM2n+2 oder M2n+1 ≤ 2

d
M2n +

d

2
M2n+2,

womit die Analytizit

�
at (Taylor-Entwikelbarkeit) folgt. �

Benutzt man die Ableitungs-Absh

�
atzungen (36), ergibt sih die lokale Taylor-Entwikelbarkeit

auh f

�

ur den Fall, dass mindestens jede N-te Ableitung wehselfrei ist, also jede Ableitung f(nk)

mit einer Folge (nk)k∈N nat

�

urliher Zahlen, die

nk < nk+1 ≤ nk +N (k ∈ N)

erf

�

ullt. Diese Forderung nah niht zu d

�

unn ges

�
aten wehselfreien Ableitungen l

�
asst sih noh

erheblih abshw

�
ahen; es gen

�

ugt, wenn f(10), f(100), f(1000), . . . wehselfrei sind:

Satz 20 (Allgemeiner Bernsteinscher Analytizitätssatz)

Sei I ein reelles Intervall und f ∈ C∞(I).

Ist x0 innerer Punkt von I, [x0 −h, x0 + h] ⊆ I mit einem h > 0, und gibt es ein N ∈ N sowie eine

Folge (nk)k∈N nat

�

urliher Zahlen mit

1 < nk+1/nk ≤ N (k ∈ N) (121)

derart, dass alle Ableitungen f(nk)

in [x0 −h, x0+h] wehselfrei sind, so ist f im Punkt x0 in eine

Taylorreihe mit positivem Konvergenzradius entwikelbar.
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Beweis:

Zun

�
ahst zeigen wir, dass eine Funktion f, f
�

ur die { bezogen auf das Intervall [x0 − h, x0 + h] {

En(f) < ρn (n ∈ N, n ≥ n0) (122)

mit einem ρ < 1 gilt, um x0 in eine f

�

ur |x − x0| ≤ h (1 − ρ)2/4ρ konvergierende Taylorreihe

entwikelt werden kann ((1 − ρ)2 < 4ρ vorausgesetzt).

Sei gem

�
a� (122) f

�

ur jedes n ∈ N0 ein pn ∈ Pn gew

�
ahlt, so dass max|x−x0|≤h |f(x) − pn(x)| < ρn

f

�

ur fast alle n. Dann gilt mit q0 := p0, qn := pn − pn−1 (n ∈ N):

max

|x−x0|≤h
|qn(x)| < (1 + ρ)ρn−1

f

�

ur fast alle n, f−

n∑

k=0

qk = f− pn (n ∈ N).

Also konvergiert die Reihe

∑
qk auf [x0 − h, x0 + h] gleihm

�
a�ig gegen f, und nah (100) gilt

∣

∣

∣

q
(k)
n (x)

k!

∣

∣

∣ ≤
( 4

h+ |x− x0|

)k n

n+ k

(

n+ k

n− k

)

· (1+ ρ)ρn−1 (|x− x0| ≤ h),

so dass auh alle abgeleiteten Reihen

∑
q
(k)
n auf [x0−h, x0+h] gleihm

�
a�ig konvergieren, und zwar

notwendigerweise gegen die jeweiligen Ableitungen f(k). Mit der speziellen binomishen Reihe

∞∑

n=k

(

n + k

n − k

)

ρn−1 =
ρk−1

(1− ρ)2k+1

(123)

ergibt sih f

�

ur fast alle k

∣

∣

∣

f(k)(x)

k!

∣

∣

∣ <
( 4

h+ |x− x0|

)k ρk−1 + ρk

(1 − ρ)2k+1
;

also konvergiert die Taylorreihe f

�

ur |x− x0| <
h
4
· (1−ρ)2

ρ

(< h f

�

ur ρ > 3−
√
8).

Nun ist nur noh zu zeigen, dass unter den Voraussetzungen des Satzes stets (122) mit einem

geeignet gew

�
ahlten ρ gilt.

Sei also angenommen, dass die Ableitungen f(nk)

wehselfrei sind auf einem Intervall [x0−h, x0+h]

und dass (121) gilt.

Mit M := max|x−x0|≤h |f(x)| folgt gem
�
a� (120), dass

∣

∣f(nk−1)(x)
∣

∣

(nk − 1)!
≤ M

( 8

h

)nk−1

f

�

ur x0−h/2 ≤ x ≤ x0+h/2, und mit (119b) folgt hieraus, bezogen auf ein Approximations-Intervall

I = [x0 − h1, x0 + h1] mit h1 ≤ h/2,

Enk−2(f) < 4M
( 8

h

)nk−1

·
(h1

2

)nk−1

.

Im Hinblik auf (122) w

�
ahlen wir ein h1 < h/4. F
�

ur jedes ρ > 4h1/h gilt dann Enk−2(f) < ρnk−1

f

�

ur fast alle k, und f

�

ur solhe k sowie nk − 2 ≤ n ≤ nk+1 − 2 folgt

n
√

En(f) ≤ ρ(nk−1)/n ≤ ρ(nk−1)/(nk+1−2).

Wegen (121) folgt En(f) <
(

N+1
√
ρ
)n

f

�

ur fast alle n. �

Abshlie�end noh einige

Seite 60 Die Taylorsche Formel

Bemerkungen:

(i) Die Existenz wehselfreier Ableitungen ist niht notwendig f

�

ur die Taylor-Entwikelbarkeit

einer Funktion. Ist etwa (xn)n∈N eine streng monoton wahsende Folge aus (0, 1) mit

∞∑

n=1

(1− xn) < ∞,

so ist das (spezielle) Blashke-Produkt

f(x) =

∞∏

n=1

x2n − x2

1− x2n x2

um 0 in eine f

�

ur |x| < 1 gegen f(x) konvergierende Taylorreihe entwikelbar, und jede Ab-

leitung von f hat unendlih viele Vorzeihenwehsel in (−1, 1). Die Eigenshaften solher

Produkte (u.a.: |f(z)| < 1 f

�

ur |z| < 1, fN(z) :=
∏N

n=1
x2
n−z2

1−x2
n z2 → f(z) lokal gleihm

�
a�ig im

Gebiet |z| < 1) sind dargestellt z. B. bei W. Rudin: Real and Complex Analysis oder bei

R. Remmert: Funktionentheorie 2.

(ii) Dass eine analytishe Funktion lokal immer der Bedingung (122) gen

�

ugt, ist klar, weil ja

shon die Taylor-Polynome { dies zeigen die Restglied-Formeln { eine lokal gleihm

�
a�ig durh

eine Potenz ρn absh

�
atzbare Di�erenz zu f aufweisen. Bernstein stellt daher in seinen Le�ons

sur les propri�et�es extr�emales der

�

ublihen mit (122) eine rein reell-approximationstheore-

tishe Analytizit

�
atsde�nition gegen

�

uber (a.a.O., p. 163) und beweist auf dieser Grundlage

Aussagen

�

uber (reelle) analytishe Fortsetzung. Gilt die Ungleihung aus (122) f

�

ur zwar

unendlih viele, aber

"

zu wenige\ n, ist f nur noh quasi-analytish ; auh dann noh gelten

{ je nah Grad der Quasi-Analytizit

�
at sih verzweigende { Fortsetzbarkeitsaussagen.

Meinem Kollegen Herbert Leinfelder danke ih f

�
ur anregende Diskussionen und einige wert-

volle Literaturhinweise; ferner geb

�
uhrt Dank meinem Kollegen Harald Stieber, der meine

l

�
angst versh

�
uttete Erinnerung an den Satz von Bernstein wiederau�rishte und dadurh

mih zur intensiven Besh

�
aftigung mit dem Thema anregte.
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