Vorlesung 5522 und WS22: Funktionalanalysis I und II

Hermann Schulz-Baldes*'

18. Januar 2023

Inhaltsverzeichnis
1 Banachriume
1.1 Definitionen, Beispiele und elementare Eigenschaften . . . . . .. .. ... ... ... 2
1.2 Beschriankte und kompakte Operatoren . . . . . . . . . . ... ... ... .. ..... 20
1.3 Integraloperatoren . . . . . . . . .. L 29
2 Hilbertrdume 41
2.1 Definition und wichtigste Eigenschaften . . . . . . . . . ... ... o000 41
2.2 Anwendungsbeispiele von Hilbert-Raummethoden . . . . . . . .. ... .. ... ... 52
2.3 Fourier-Transformation und Sobolev-Rédume . . . . . . ... ... .. ... ... ... 59
3 Lineare Funktionale 70
3.1 Der Satz von Hahn-Banach und Anwendungsbeispiele . . . . . . ... ... ... ... 70
3.2 Prinzip der gleichmafBigen Beschranktheit . . . . . . . . ... ... ... ... 7
3.3 Dualrdume und Reflexivitat . . . . . . . . .. ..o oo 79
3.4 Schwache Folgenkonvergenz . . . . . . . . .. . o 84
3.5 Schwache Topologien . . . . . . . . . . .. . 91
4 Operatortheorie 94
4.1 Grundlagen . . . . .. 94
4.2 Spektraltheorie auf Banachrdumen . . . . . . . . .. ... ... . L. 97
4.3 Positive Operatoren auf Hilbertrdumen . . . . . . . . . . ... ... .. ... ..... 116
4.4 Kompakte Operatoren auf Hilbert-Rdumen . . . . . . . . ... ... ... ... ... 126
4.5 Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren . . . . . . . . . . ... ... ... ... 148
4.6 Fredholm-Operatoren . . . . . . . . . . . .. 157
4.7 Quantisierte Differential- und Integralrechnung auf St . . . . . . . ... ... ... .. 163
5 Unbeschrinkte Operatoren 171
5.1 Selbstadjungierte Operatoren . . . . . . . . . . .. .o 171
5.2 Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Operatoren . . . . . . . . . .. ... ... ... 179
5.3 Selbstadjungierte Erweiterungen . . . . . . .. ..o 187
Literatur 196

*Department Mathematik, Universitit Erlangen-Niirnberg, Cauerstr. 11, D-91058 Erlangen, Germany
fe-mail: schuba@mi.uni-erlangen.de, web: www.mi.uni-erlangen.de/~schuba

1



Voraussetzungen fiir das Verstédndnis dieses Skriptes: Grundwissen in der Analysis und linearen
Algebra. Dies beinhaltet insbesondere auch elementare mengentheoretische Topologie und die Lebes-
gue’sche Integrationstheorie. Jedes Analysisskript enthélt all diese Informationen. An wenigen Stellen
werden auch etwas tieferliegende Ergebnisse der Topologie und Mafitheorie ohne Beweis erlautert und
verwandt.

1 Banachriaume

1.1 Definitionen, Beispiele und elementare Eigenschaften

Im Folgenden bezeichnet K immer den Kérper R oder C.

Definition 1.1 Sei X ein Vektorraum iber K. Gegeben sei eine Abbildung ||.|| : X — [0, 00). Diese
heifst Halbnorm, wenn Sie homogen ist und die Dreiecksungleichung erfillt, d.h.

Azl = [Alllell, e+ yll < flell +yll,  Ve,ye X, VAeK.

Gilt zudem (||z|| =0 <= z =0) so heift ||.|| Norm.
Falls letzteres gilt, heifit (X, ||.]]) normierter Vektorraum mit Norm ||.||.

Bemerkung 1.2 Es gibt eine durch die Norm ||.|| induzierte Metrik auf X:
d: X x X —1[0,00), dz,y)=][z-yl.
Begriindung: Tatséachlich gilt Folgendes:

x) (Symmetrie)
d(z,y) +d(y,2) , Vo,yzeX (Dreiecksungleichung)
0  (nicht entartet)

Also ist (X, ||.||) auch ein metrischer Raum. O

Somit sind topologische Begriffe wie Konvergenz, Stetigkeit, Kompaktheit, Cauchyfolgen etc.
vorhanden. Insbesondere sei daran erinnert, dass (z,),en eine Cauchyfolge in dem normiertem Raum
(X, ||.]]) ist, genau dann wenn V € > 0 3 N = N(¢) mit ||z, — x| < € Vn,m > N. In K" gilt:
Cauchy-Eigenschaft <= Konvergenz, im Allgemeinen nicht! Natiirlich gilt immer: Konvergenz —-
Cauchy-Eigenschaft.

Definition 1.3 (i) Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchy-Folge konvergiert, heifst vollstindig.
(ii) Ein Banachraum ist ein vollstandiger normierter Vektorraum.

In den klassischen Anwendungen der Funktionalanalysis sind die Banachrdume oft Funktio-
nenrdume. Dabei gibt es zu einem vorgegeben Problem oft sogar mehrere adéquate Funktionsraume,
die manchmal sogar genau auf dieses Problem zugeschnitten werden. Die Vollstéindigkeit ist dann
wesentlich, um die Existenz von Losungen innerhalb dieser Banachrdume zu garantieren, meist mit
Hilfe eines Fixpunktargumentes. Aus diesen Griinden ist es wichtig ein reichhaltiges Arsenal an
Beispielen von Banachraumen vorliegen zu haben. Auch die Handfertigkeit, Banachraumeigenschaf-
ten nachzuweisen ist wichtig. Wir untersuchen jetzt detailliert nacheinander vier Standardklassen



von Beispielen: Folgenrdume, LP-Réume, die Rdume stetiger Funktionen und stetig differenzierbarer
Funktionen.

Folgenriume: Fiir eine Folge t = (t({));>1 mit t(¢) € K setze
[tlloc = sup [t(O)] , Itllp = (Belt(O))7 -
>1

Hierbei p > 0. Dann definieren wir:

2 = At ||t < 0}
c = {t : lignt(ﬁ) existiert}

cp = {t : llglt(f) = 0}

= {t = |ty < oo}

s = {t: liﬁn Pl =0 VpeN} (Schwartz-Folgen)
d = {t: t(¢) =0 bis auf fiir endlich viele ¢}

Offensichtlich gilt: d C s C P Ccy Cc C L.
Wir werden zeigen, dass (%, ||.|le)s (¢, ||-lloc) und (co, ||.||cc) Banachraume sind.
Ebenso ist (¢, ]|.]|,) ein Banachraum fiir p > 1 (aber nicht p < 1).

Hingegen sind s und d keine Banachrdume (s ist noch ein Frechet-Raum).

Nachweis der Banachraum-Eigenschaften fiir (/> ||.||«):
Zunéchst zur Vektorraumeigenschaft und zur Norm: seien s,t € £°° und A € K, dann ist die Linear-
kombinantion s + At komponentenweise definiert, und

|(s+A8)(O)] = [s(O) £ AL(O)] < [s(O+HINEO] < sl +Mllloe = ls+Atlloo < fIs]loo+[All[Ello

Somit gilt die Dreiecksungleichung und die Linearkombination ist wieder in ¢>°.
Nun zur Vollsténdigkeit: Sei (¢,)nen eine Cauchyfolge in (€°°, ||.||o0). Zu zeigen ist: 3 ¢ € £°° mit
lim,, ||£, — t||cc = 0. Fiir festes ¢ € N ist (,,(¢)),>1 Cauchy-Folge in K, weil
[tn(€) =t (O)] < ||t — timlloo < € YV n,m > N(e)
Wegen Vollstandigkeit von K kann man also setzen:

H(0) = lim t, (0)

Zu zeigen ist: ||t]|oc < oo und lim, ||t — t,]lc = 0. Zu € > 0, N(e) wie oben und ¢, wihle M =
M (e, 0) > N(e), sodass
[t,(0) —t({)] <e VYn>M2>N.

Dann

[£n(€) = £(0)] [ (€) = tar(O)] + [tar (€) — 2(0)]

<
< |’tn_tM”oo+€

M>N
< €+e=2 Vn>N (unabhéngig von M!).
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Also
(O] < [tl) —tn(O)] + [tn ()] < 26+ [[tn]loo <00 VL.

Deswegen ||t]|s < 00 und
lth —tl]oc <26 VY n>N=N(e) — lim [|t,, — t]|x = 0.

Somit sind alle Eigenschaften eines Banachraumes nachgewiesen. a

Um die Banachraumeigenschaft von ¢ zu zeigen, verwenden wir folgendes allgemeines Prinzip:

Satz 1.4 Sei U ein abgeschlossener Unterraum vom Banachraum X = U Banachraum.

Beweis: Sei (2,)nen eine Cauchyfolge in U. Da X vollsténdig ist, existiert = lim,, z, € X. Da U
abgeschlossen ist, folgt x € U. a

Somit braucht man in dieser Situation die Existenz des Grenzwerts nicht mehr (wie oben) nachweisen.

Nachweis Banachraum-Eigenschaften fiir (c, ||.||o) :

c ist ein Unterraum von ¢, denn Linearkombinationen konvergenter Folgen sind konvergent. Um die
Abgeschlossenheit nachzuweisen, sei (t,),eny Cauchyfolge in ¢, d.h. eine Folge konvergenter Folgen.
Es gilt: ¢, — t in (£>°,].]]), d.h. ¢t € £°°.

Zu zeigen: t € ¢, d.h. t ist konvergent.

Strategie: 3e-Argument. Setze:

tn(00) = li;n to(f) (existiert, weil ¢, nach Voraussetzung konvergent)
Es gilt
|tn(00) — tim(00)] = \li(gn(tn —tm) ()] < |ltn — tmlle <€ fir n,m > N = N(e),
weil (t,)nen Cauchyfolge = (¢,,(00))nen Cauchyfolge in K. Also existiert:
t(o0) = li7ILntn(oo)

Zu zeigen:

li};nt(f) = t(o0)
Sei € > 0. Wahle N so, dass
It = talloo <€ und [t(o0) — ty(o0)| < e.
Dann wéhle L = L(e, N)(> N) so, dass

ltn () — tx(oo)| <e V> L.

Also
[£(6) = t(oo)] < [t(0) — En(O)] +]En (€) — tn(00)] + |tn(00) — t(00)]
—_——
<lt—tnlle
< €e+ete=3e V> Le).
Da € beliebig, folgt die Behauptung. a



Nachweis von Banachraum-Eigenschaften von (¢, ||.||«):
Genauso, nur dass jetzt t(co) = lim, t,(c0) = lim,, 0 =0 O

Nachweis, dass (d, ||.||s) und (s, ||.||«) keine Banachriaume sind:

>
Sei (tn)nen Folge in d C s definiert durch ¢,(¢) = { ? tzn .
sy l<n
Dann ist (¢, )neny Cauchyfolge in (£°°,]|.]|«), die gegen t € £, t({) = KJ%I, konvergiert. Aber nun ¢t € s
und t & d. O

Andererseits gilt folgende wichtige Eigenschaft: d und s sind dicht in ¢q (aber nicht in ¢!).
Begriindung: Sei t € ¢,. Fiir jedes € > 0 existiert N, sodass |t(n)| < e Vn > N. Setze

(i) (<N
tN(E)_{ 0 (>N~

Dann ist ty € d und ||ty — t||oo <. 0

Nun zu den ¢P-Rdumen: Folgende Konvexitidtsungleichungen seien bekannt (aus der Analysis,
aber der Beweis wird im Prinzip unten beim Studium der LP-R&ume erbracht).

Satz 1.5 Fir Folgen s,t, setze (st)(€) = s(¢) - t(£). Sei 1 < p,q < oo, sodass Ilj + % =1.

(i) Holder-Ungleichung fiir Folgen:
[stlly < lIsllpll#llq

(11) Minkowski-Ungleichung fiir Folgen:
Is +tllp < [lsllp + [1£]l,

Beachte: Im Fall p = ¢ = 2 ist dies [|st||; < ||s||2]|¢]|2, also die Cauchy-Schwarz Ungleichung.

Nachweis der Banachraum-Eigenschaften von (¢, ||.||,) fir 1 < p < oco.

Die Dreieckungleichung entspricht der Minkowski-Ungleichung, die Homogenitét || At||, = |A|||t]],
ist auch klar. Wenn s,t € /P, dann folgt mit Letzteren s + At € (P, also ist /* ein Vektorraum. Au-
Berdem gilt offensichtlich [/t||, = 0 <=t = 0. Nun zur Vollstandigkeit: Sei (¢, )nen eine Cauchyfolge
in (7, ||.||,). Fiir festes ¢ gilt:

[t () = tm(O] < ltn = timlly

Also ist (t,(¢))n>1 Cauchy-Folge in K. Setze
t(0) = lizn tn(0).
Zu zeigen: t € (P und t,, — t in (¢7,]|.]|,). Sei € > 0. Wahle N = N(¢), sodass
|t —tmll, < €  V¥n,m > N.

Also auch fiir endliches L:

D=

(

~
IIMh
)

|n(€) — 7fnw(«f)Ip) < ltn = tillp <€



Nun betrachten wir den Limes m — oo. Da die Summe endlich und alle auftretenden Verkniipfungen
stetig sind, folgt:

1

P

(Eyuww%ww> <e
/=1

Da dies fiir alle L gilt, folgt (nach L — o)
lta—tly < ¢ VnzNE),
also
tp =t in (& []p).
AuBlerdem (wie oben)
[ty < It =inllp+ v, < o0,
—_—— N——
<€ <00
und somit ¢ € 7. O

Nun kommen wir zu der nichsten Klasse von Beispielen, ndmlich den LP-Raumen LP(Q, ). Wir
schrinken uns dabei auf den Fall einer mefibaren Menge Q2 C R? versehen mit dem Lebesgue Maf
ein, obwohl alles verbatim auch fiir einen allgemeinen Mafiraum (€2, i) gilt. Zunéchst eine Reihe von
Definitionen. Fiir messbares f : 2 — K, setze

nﬂuz(ﬁuumuww);, 1<p<oo.

0 = [4-€sssu w)| = inf su w)l .
Iflle = p-esuplf@)] = _inf  sup |7(2)

Dann wird eine Aquivalenzrelation eingefithrt durch (iiberpriife deren Eigenschaften!):

f~g &= [=yg 1 -fast sicher
<~ IANCQ u(N)=0 und f(w)=gw) YVweQ\N

Letztendlich definiere

LA p) ={f]~ = [[fllp <00}, 1<p<oo.
Satz 1.6 Seien p,q,r > 1, sodass ]lo + % = %

(i) (Holder Ungleichung) || fgll» < Ifllpllgllq
(i) (Minkowski Ungleichung) [ f + gll, < [If1lp + llglly
(iii) (Riesz-Fischer) (LP(Y,u),|.|l,) Banachraum, d.h. vollstindig.

Beweis: (i) Wir betrachten nur den Fall » = 1 (Verallgemeinerung ist dann eine Ubung). Falls
[ f]l, = 0 oder [[g||, = 0 folgt f =0 bzw. g = 0 p-fast sicher. Dann ist auch f-g = 0 p-fast sicher
(wobei 70-00 := 07) und somit (| fg|) = 0 (hier und weiter unten schreiben wir u(f) fiir das Integral
von f bez. u, eine Schreibweise, die betont, dass das Integrieren ein lineares Funktional ist).

Sei also nun [|f||,, > 0 und |[[g[|, > 0 mit p, ¢ > 1. Wegen der Konvexitit von x € R — exp(z)
gilt fiir a, b > 0 und wegen % + % =1,

1 1 1 1
ab = exp (Z—)p log(a) + aqlog(b)) < L oxP (plog(a)) + PR (qlog(b)) = — + —
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Die Ungleichung gilt auch fiir a = 0 oder b = 0. Also mit a | | und b = &l o)

B
W)l 1 gl

S@llgw)] 1 1f@l” 1
= [z
1AL, Nall, p (Hf” ) <”g” )
Nach der Integration beziiglich p erhédlt man
1 1
plfa) 11

£l lgll, = g
Fiir p = oo und ¢ = 1 gilt die Ungleichung trivialerweise.
(ii) Zunéchst ist f + g € LP:

|f4+glP < (f1+1gD)" < 2Pmax {[f7, |g]P} < 2P (|f[P + IgI"),

somit
p (1 f+glP) < 22u(f1P + [gl”) = 27 (u(| fIP) + p(]gl?)) < oo .
Weiter fiir p > 1 (fiir p = 1 trivial):
w(f +al?) < w(f N+ o) +u(gl -1+ 9P mit g= 2

p—1
< fllpre(1f + g®=D7)e 4 lgll, 1o (1f + gD
= (71, + llal,) e (1F +gi)

wobei im vorletzten Schritt die Hélder Ungleichung verwandt wurde. Daraus folgt die Bahauptung.
(iii) Fiir f, g € LP ist auch f+ A\g € L, da

1F+Agll, < WA, + AT lgl, -

Auferdem ist |-, eine Norm, denn [[Af|, = [A|[|f]|,,, die Dreiecksungleichung ist genau die Minkow-
ski-Ungleichung, und zudem gilt

1fll,=0 <= [f=0 pfastsicher <= [f] =][0] -,

Nun zur Vollsténdigkeit: Sei (f,), oy €ine Cauchy-Folge in LP, d.h. Ve > 0 3 N = N(¢), sodass
[fn = fill, <€, Vn,k>N.
Wiihle eine Teilfolge (n),.y, sodass gilt
Z Hf”l+1 - f”al <00
1>1

Es folgt:

Z ‘fnl+1 fnl

>1

1
L PN p
= u (1311_{20 <521: | frs — fnl|> ) (x> 2P stetig)

L P\ b
= Lh—{Ic}ou ((ZZI | frs — fnl|> ) (monotone Konvergenz)

L
lim Z | frrer — mep < 00 (Minkowski).
—1

IN

L—oo



Somit ist Fl(w) =35 [fu,, (W) — fo, ()] < 0o p-fast sicher in w. Also existiert

f = fm + Z (an_l - fnl)
=1

p-fast sicher. Es gilt
LA, < Mol + EFlly < (L fonll, + 11, < 00,

also f € LP. Auflerdem gilt:

1o =11}

Mﬂh—ﬂﬂ:u@%mﬂﬂ_hy)
< liminfp(|fo = fol”)  (Fatou)

< sup |lfu— ful? — 0, firn— o0,
m>n

Letzteres weil eine Cauchy-Folge vorliegt. O

Nun betrachten wir ein weitere Klasse von Banachridumen, ndmlich Rdumen von stetigen Funk-
tionen. Hierzu sei (€2, d) ein lokalkompakter metrischer Raum (fiir den unten betrachteten Fall Cy(£2)
ist es ausreichend einen topologischer Raum vorliegen zu haben). Ein konkretes Beispiel ist wieder
eine Teilmenge Q) C R? versehen mit der Unterraumtopologie. Definiere:

Cp(Q2) = {f:Q — K stetig und beschrankt}
Co(R2) = {f stetig und wh—I>Ic>lo flw) = 0}
(

Ck(Q) = {f stetig mit kompaktem Trager}

Hierbei ist oo der Punkt der Alexandroff’schen Einpunktkompaktifizierung. Dann definiere
Ifl = sup|f(w)].

Dann sind (Cy(Q2), ||.]|) und (Co(2), ||.||) Banachrdume. Hingegen ist C'x(€2) nicht abgeschlossen.

Bemerkung 1.7 Falls p ein Ma$ auf Q2 ist, dann sind C,(€2) und Cy(£2) abgeschlossene Unterrdume
von L*(€, ). Auf Cy(2) gilt p-esssup = sup und auf Cy(2) gilt 11 - esssup = max.

Nachweis der Banachraumeigenschaft von (Cy,(€), ||.||«): Zunéchst ist

@@ ) = (10K & 1l = supl )] < oo}, |

ein Banachraum. Der Beweis ist genau wie bei £*°, d.h. die Dreiecksungleichung und Nichtentartung
gelten und Limesfunktionen konnen durch punktweise Limites definiert werden. (Alternative, falls
Q C R%: L°°(Q, p) ist ein Banachraum, der im Fogenden genauso genutzt werden kann.) Offensichtlich
ist Cp(2) Unterraum von L£>(€2). Wir zeigen, dass Cy(€2) ein abgeschlossener Unterraum ist und
schliefen dann mit Satz 1.4. Hierzu miissen wir zeigen, dass uniforme Limiten stetiger Funktionen
wieder stetig sind (dies wurde meist schon in der Analysis iiberpriift, wird aber hier wiederholt).
Wiederum verwendet man ein 3e Argument. Sei (f,),>1 eine Cauchy-Folge. Setze dann f(w) =
lim,, f,(w). Ist f tatséchlich stetig? Zu € > 0 sei N = N(¢), sodass

Ifo = flle <€ Vn>N.
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Sei w € Q. Da fy stetig bei w, existiert 6 > 0 mit

d(w,w') < = (W) = fn(w)] < e
Also:
[f(w) = f)] < [fw) = fv@)+ [fn(w) = [n(@)] + [ fx (@) = fW)]
< = Iullo Fe+IIf = vl < 3,
d.h. f ist stetig bei w. a

Jetzt zur Banachraumeigenschaft von Cy(9): Hierzu sei an folgende Aquivalenz erinnert (dies ist
eigentlich die Definition): lim, o f(w) =0 <=V € > 0 I kompaktes K mit |f(w)| <e Vw € Q\K.
Dann folgt die Abgeschlossenheit z.B. durch ein weiteres 3e-Argument (Ubung). a

Nun skizzieren wir kurz den Zusammenhang zwischen den Rdumen stetigen Funktionen und den
LP-Réumen. Wir wihlen eine allgemeine Formulierung, um aufzuzeigen, was der natiirliche Rahmen
ist und auch um einige Vokabeln vorzustellen.

Satz 1.8 Sei Q ein polnischer Raum und u ein Borel-Maf darauf. Fir p € [1,00) ist Ck () dicht
in LP(Q, ). Falls Q kompakt ist, gilt dies auch fiir p = co.

Skizze der Begriindung: Zunichst sei erlautert, dass ein topologischer Raum (€2, O) polnisch
heifit, genau dann wenn er vollstdndig metrisierbar ist und das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom gilt. Dies
impliziert, dass Q ein normaler Raum ist (mit Trennungsaxiomen 7; und T;) und somit, dass es
sehr viele stetige Funktionen gibt, sogenannte Urysohn-Funktion (gleich mehr dazu). Sei nun pu ein
Borel-Maf}, d.h. per Definition, dass es auf der o-Algebra der Borel-Mengen B = ¢(O) definiert ist
und zudem, dass p-lokal-endlich ist (3 immer Umgebungen endlichen Mafles). Wesentlich ist nun
der folgende Sachverhalt aus der Mafitheorie: Borel-Mafle auf polnischen Réumen sind regulér, d.h.
VA e B gilt

u(A) = sup{u(K) : K C A kompakt} von innen regular
= inf{u(U) : U D A offen} von auflen regulér

Des Weiteren sei daran erinnert, dass die Elementarfunktionen dicht in den integrierbaren Funktionen
liegen und ebenso in LP(£2, i), p < oo. Hierbei sind Elementarfunktionen endliche Linearkombinantio-
nen aus charakteristischen Funktionen y 4 auf Borel-Mengen A € B endlichen Mafles. Es reicht also zu
iiberpriifen, dass jedes solche x4 durch stetige Funktionen in der LP-Norm beliebig gut approximiert
werden kann.

Hierfiir verwendet man jetzt Urysohn-Funktionen. Zu € > 0, wihle zunédchst K C A C U mit
pw(U\K) < e.

Dann existiert eine stetige Urysohn-Funktion f mit yx < f < xy (da K NU¢ = () und somit K
und U¢ abgeschlossene disjunkte Mengen sind, die durch eine Urysohn-Funktion getrennt werden
konnen). Mit Hilfe der Minkowski-Ungleichung gilt jetzt

1f = xally < I1f = xxellp + [xee = xallp

1
< llxv = xxlly + lIxv = xxllp < 2u(U\NK)? < 2er

Q=

was schon das Argument vollendet. a



Achtung! Cy(RY) ¢ LP(RY), und Ck () ist nicht dicht in L>°(Q, 1) (es sei denn, 2 ist kompakt).

Die letzte Klasse von hier vorgestellten Banachrdumen enthalten die differenzierbaren Funk-
tionen. Sei 2 C R? offen und beschriinkt, und sei » € N. Dann bezeichnet C"(2) die Menge der
Funktionen f : 2 — K, die r-mal stetig differenzierbar sind und deren Ableitungen stetig auf den
AbschluB Q fortsetztbar sind. Dann definiere

I£llr = max{ |0 fllo}

Hier tritt ein leider nur schwer vermeidbarer Notationskonflikt mit den LP-Normen auf, aber aus dem
Zusammenhang sollte immer klar sein, welche Norm gerade verwandt wird.

Nachweis der Banachraumeigenschaften von (C"(Q2), ||.||.): Sei (f,)n>1 eine Cauchy-Folge bez.
|||, dann ist (9%f,), Cauchy-Folge bez. |.||ls¥ a. Wegen der Vollstindigkeit von (C(Q),|.|lso)
existieren fiir alle a Limiten ¢(®. Zudem gilt ¢® = 9 f wobei f = lim,, f,. Um Letzteres zu zeigen,
schranken wir uns auf den Spezialfall d = 1, a = 1 ein, denn alles weitere ist dann analog zu
erledigen. Zu zeigen ist also, dass f, — f und f, — ¢ impliziert f' = g. Fiir festes y € ) setze:
F.(x) = %ﬁ"(y), was fiir jedes feste n eine stetige Funktion ist. Nach dem Mittelwertsatz fiir
fn - fm gllt
= Fu)@) = U = S @) < DS = Fllooke = 31

und somit

|[Fn(z) = Fn ()] < [1fn = fiullss -

Da (f})n>1 eine Cauchy-Folge bez. ||.||o ist, folgt, dass (F,),>1 also auch eine Cauchy-Folge bez.
||.]| ist. Nun sind ja uniforme Limiten von stetigen Funktionen wieder stetig, also

lim lim F,,(x) = lim lim F},(x),

n y—zw y—T n
d.h. g(y) = lim, f(y) = lim,, f(’“z:i(y) = f'(y). Zusammenfassend gilt also f,, — f in ||.||, mit
einem f € C,(9). O

Bemerkung 1.9 Es gibt auf C,(Q) auch noch eine zweite natiirliche Norm, namlich

Il = > 110 flloo -

la|<r

Es gilt:
11l < WAl < <Z Cs> 1f1lx
s=0

(Cs = Schranke an die Anzahl der partiellen Ableitungen vom Grad s). Dies besagt, dass fiir die
Normen ||.||, und [|.||, Folgendes gilt.

Definition 1.10 Zwei Normen ||.|| und |.| auf Vektorraum X heiflen dquivalent <= I M > m >0
mat
mllz)| <zl < Mzl ,  VeeX.

Satz 1.11 ||.|| und ||.|| dquivalent <= ||.||-Nullfolgen sind ||.||-Nullfolgen und umgekehrt.
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Beweis: =" offensichtlich.

7<=" Gegenannahme: es existiert kein M, d.h. Vn € N 3 z,, mit ||z,,|| > nl||z,||. Setze:

T
Yn = .
|
Dann ||y,|| = £ — 0, d.h. y, Nullfolge bez. ||.]|. Aber [Jy,[| > 1, also keine Nullfolge bez. ||.|. O
Korollar 1.12 Seien ||.| und ||.|| dquivalente Normen auf X.

= (X, ||.||) und (X,||.||) entweder beide vollstindig oder beide nicht vollstindig.

Begriindung: Begriffe von Cauchy-Folgen und konvergenten Folgen fallen jeweils zusammen. a

Also: (C™(Q), |I.II.) ist ein Banachraum. (Das hitten wir hier auch direkt zeigen konnen.)

Bemerkung 1.13 Der Wechsel zu einer dquivalenten Norm kann bei der Anwendung von Fix-
punktsitzen sehr hilfreich sein! Es sei auch daran erinnert, dass in allen endlich dimensionalen
Banachriumen (also im K¢) alle Normen dquivalent sind.

Wenn ein Vektorraum kein Banachraum ist, aber Unterraum eines anderen Banachraumes ist, so
kann man einen Banachraum durch Abschlufl erhalten.

Satz 1.14 (X, ||.||) Banachraum, U Unterraum von X.
—=T=0"= {z =lim, z,, : (x,) konvergent bez. ||.||,z, € U} Banachraum

Begriindung: Wegen Satz 1.4 ist nur zu zeigen, dass U ein Unterraum ist. Seien z,y € U, dann
existieren x,, — x, ¥, = Y, Tpn,yn € U. Weil

[0+ Ayn = (@ + 2| < lzn =2l + [Mllyn —wll = 0,

gilt dann x,, + Ay, — = + My, also z + My € U. O

Wir haben schon viele Beispiele angetroffen, die zeigen, dass der Abschluss sehr grof3 sein kann
evtl. zu groB in einer gegebenen Anwendung, sodass man dann nach anderen Normen suchen muf).
tl B in ei b A d d d h and N h N

Beispiele 1.15 1. Bei Folgenrdumen gilt: dle — gl — Co

2. Bei stetigen Funktion auf einem lokalkompakten €2 gilt: C’K(Q)||"‘Oo = Cy(92)

3. Wenn (2 polnisch ist und p ein Borelmafl darauf, dann C’K(Q)”'Hp =LP(Qpu), 1<p<oo.

4. Es gilt sogar: C’?(R”)”'Hp =LP(Qp), 1<p<oo.

5. Nach dem Satz von Weierstrafl sind die Polynome auf einem endlichen Intervall I C R dicht in
den stetigen Funktionen C([), also auch in LP(I) (jeweils versehen mit ihren Normen).

Falls ein nicht vollsténdiger Vektorraum nicht Unteraum eines geeigneten Banachraumes ist (z.B.
weil der Abschlufl darin zu grof ist), so gibt es immer die Moglichkeit der Vervollstdndigung von
(X, ||.]) zu (X, ].|)). Diese Konstruktion kann in der Tat fiir jeden metrischen Raum durchgefiihrt
werden, d.h. die Vektorraumstruktur ist hierfiir irrelevant. Ein vielleicht schon bekanntes Beispiel ist
der Ubergang von (Q, |.|) zu (R, |.]), wobei Letzteres dann als die Menge aller Aquivalenzklassen von
Cauchy-Folgen definiert wird. Im Prinzip wird jetzt genau das gleiche Rezept verwandt.
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Also sei ein normierter Raum (X, |.||) gegeben. Seien (z,,) = (2 )n>1 und (yn) = (Yn)n>1 Cauchy-

Folgen bez. ||.||. Definiere eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Cauchy-Folgen (iiberpriife die
Axiome!)

() ~ (Yn) — lifln |20 — yull = 0.
Setze

X = {[(zn)]~ : (z,) Cauchy-Folge}.

Eine Einbettung von X in X ist gegeben durch die Klassen konstanter Folgen.

Nun ist X ein Vektorraum wenn Summen und Skalarmultiplikation Term fiir Term definiert
werden. In der Tat, Summen von Cauchy-Folgen sind wieder Cauchy-Folgen sodass die Addition
[(2,)] + [(4)] = [(2n + yn)] in X Sinn macht und Summen #quivalenter Cauchy-Folgen sind wieder
dquivalent:

(@n) ~ (27) o () ~ () = (@ tyn) ~ (2, +00) -
Auch die Skalarmultiplikation ist unabhéngig von Wahl der Représentanten. Nun definere eine Norm
I.[l auf X durch

eIl = T [l .

Diese Definition ist moglich, denn ||z, || < ||z, =z ||+ |2 || impliziert | [[z,]| = ||zm]| | < |2, —20n| <€
fiir alle n,m > N (e), sodass (||z,||)n>1 konvergent ist. (Ubung: Unabhéngigkeit von ||.|| von der Wahl
des Reprisentanten und Normeigenschaften).

Behauptung: X dicht in (X, ].]))
Begriindung: (z,),>1 Cauchyfolge in X, d.h. [(z,)] € X. Sei ¢ > 0 gegeben. Wiihle N(e) mit
|2 — 2m|| <€ ¥V n,m > N(e). Dann erfiillt die konstante Folge (zn())=2n() € X Folgendes

Iz n )] = [zl = i lzn e =zl <€,

was die Dichtheit zeigt.
Behauptung: (X, |.]|) vollstindig

Begriindung (konstruktiv): Sei (iy)r>1 Cauchyfolge in X bez. ||.||. Da X dicht in X ist, wihle fiir
jedes k ein y, € X mit

N 1
ICy)] = 2l < o
Dann ist (yg)r>1 Cauchy-Folge in X, da
gk —well = [Il(we)] = [(we)]l
< )] — 26l + 126 — Zell + 12 — [(we)]]
1 1
< —+e+- fiur k€>N=N(e.

k 14
Setze & = [(yx)ren] € X. Dann ist & # [(yx)ns1] € X. Es gilt 2% — 2 in (X, [|.]|), weil

Il =l < 02 = [(yn)nza]l + N1(Yr)nz1] = 24l

1
< sup||yl—yk||+E — 0.
1>k

Zusammenfassend haben wir aus einem normierten Raum (X, ||.||) einen Banachraum (X, ||.||) kon-
struiert und der néchste Satz zeigt, dass diese Konstruktion minimal und eindeutig ist.
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Satz 1.16 Die Vervollstindigung (X, |.]|) von einem normierten Vektorraum (X,|.||) ist bis auf
eine isometrische Isomorphie (lineare Bijektion) eindeutig. Insbesondere, wenn U Unterraum eines
Banachraumes (X, ||.||) ist, gilt:

@1 = @

Begriindung: X ist minimal, d.h. wenn (Y, ||.|ly) vollstéindig ist und X C Y sowie |z|ly = ||lz||x
fiir alle z € X, dann gilt X C Y mit isometrischer Einbettung, weil jede (Aquivalenzklasse von)
Cauchyfolge(n) in Y ja gegen einen Punkt konvergiert, erhélt man eine isometrische Einbettung
X 3 [(z,)] = y = limz, € Y, wobei die Isometrie aus

Iza]ll = Tim [l || = [ly[ly

folgt. Hétte man also zwel minimale Vervollstindigungen X und X', wiirde gelten X C X' und
X' C X, d.h. X = X', Mehr Details finden Sie in [Gro]. O

Eine Problematik der Vervollstindigung ist, dass man oft nicht viel Explizites iiber X weiB.
Insbesondere, wenn (X, ||.||) ein Funktionenraum ist, dann weifl man dies a priori nicht fiir (X, ||.[).
Wenn verwandt in einem Fixpunktsatz, weifl man also nicht, ”was fiir Losungen” konstruiert wurden.

Beispiele 1.17 1. Auf Ck(R) definiere ||.||, durch das Riemann-Integral. Dann ist Vervollsténdi-
gung von Ck (R) bez. ||.||, der Raum (LP(R, 1), ||.||»), ohne dass man je iber Mafitheorie geredet
hat! Aber man weifl a priori wenig iiber dieses LP(R, x) und natiirlich ist die explizite Kon-
struktion besser.

2. Dennoch ist es in manchen Situationen gut, den Abschluf bez. einer dem Problem angemessenen
Norm zu betrachten, und dann in einem zweiten Schritt mehr iiber diesen Abschlufl auszusagen.
Hier ein prominentes und spéter im Detail studiertes Beispiel: Sei  C R? ein Gebiet. Fiir
[ € C*(Q) definiere

3=

lew = 3 / 0% fPdy

la| <k

Der Abschuf} von C*(Q) bez. ||.||1, ist der sogenannte Sobolev-Raum W*?. Besonders wichtig ist
der Fall p = 2, weil dann Hilbertriume vorliegen. Oft wird dann die spezielle Notation W*? =
H* verwandt (allerdings werden mit H* auch die Hardy-Ridume bezeichnet). Dann gilt das
Sobolev Lemma: Sobolev Rdume ausreichend hohen Grades haben wieder stetig differenzierbare
Représentanten.

Nun sollen weitere Grundbegriffe eingefiihrt werden, zunéchst rein topologischer Natur.
Definition 1.18 (X, Q) topologischer Raum
(i) X separabel <=> 3 abzdihlbare dichte Teilmenge (D C X mit D = X)

(i1) X erfillt das erste Abzdihlbarkeitsaxiom <= jeder Punkt hat abzihlbare Umgebungsbasis
(nach Definition enthdilt jede Umgebung ein Element der Umgebungsbasis)

(i1i) X erfillt das zweite Abzdihlbarkeitsaxiom <= Topologie hat abzihlbare Basis
(nach Definition ist jede offene Menge Vereinigung von Basiselementen)
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Bemerkungen 1.19 1. Wenn (X, d) metrisch ist, dann bildet (B; (x)) eine Umgebungsbasis
n>1

von x, wobei Bs(x) = {y : d(z,y) < 0} die Kugel mit Radius § um = ist. Somit erfiillt (X, d)
das erste Abzdhlbarkeitsaxiom.

2. (X, O) erfiillt zweites Abzéhlbarkeitsaxiom = X separabel (Umkehrung falsch!)

Begriindung: Sei (4,),>1 eine Basis der Topologie. Wihle jeweils ein a, € A, aus. Dies
liefert eine dichte Teilmenge D = {a,, : n € N}, denn wenn U, eine beliebige Umgebung eines
beliebigen Punktes x ist, so existiert ein A,, C U, und somit ein a,, € U,.

Satz 1.20 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt folgende Aquivalenz:
X separabel <= zweites Abzihlbarkeitsaxiom

Begriindung: "=" Basis {Bi(z) : © € D,n € N} wobei D C X dicht und abzahlbar ist.
7<=" obige Bemerkung. ! a
Satz 1.21 Sei (X, |.||) ein normierter Vektorraum. Dann gilt folgende Aquivalenz:
Il
=X

Hier besteht span(B) aus endlichen Linearkombinationen von Elementen aus B.

X separabel <= 3 abzdihlbare Menge B C X mit span(B)

Beweis: =" klar, denn D ist abzéihlbar und dicht = D C span(D) = span(D) = X.
7<=" Setze, im Falle K = C,

D:{Z)\zxz : nGN,)\Z-GQ—i—iQ,xiEB} s
=1

und falls K = R nur A; € Q. Offensichtlich ist D abzédhlbar.
Behauptung: D ist dicht.

In der Tat, sei z € X und € > 0. Zu zeigen ist: 3y € D mit ||z —y|| < e. Nach Voraussetzung, wihlen

-----

€
i =&l < s -
2> iy Mzl
Dann gilt fir y = """, \iz; € D
=Y || < e =D&l + (D& — M)
i=1 i=1 i=1

< §+max|§i — /\z|; il < e,

was den Beweis beendet. O

Bemerkung 1.22 Man darf sich B als Basis vorstellen, muss aber beachten, dass span(B) nur
endliche Linearkombinationen enthdlt und somit immer noch der Abschluss notwendig ist (es sei
denn, X ist endlichdimensional).
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Definition 1.23 (b,),>1 heifit Schauder-Basis von (X, ||.])

<= jedes v € X lisst sich eindeutig als konvergente Reihe v =) _, A\b,, A, € K darstellen,
d.h. -

N
dim Zl Anbull = 0.
Bemerkung 1.24 Dann ist X offensichtlich separabel (wegen der Konvergenz). Umkehrung falsch!

Viele separable Raume haben keine abzihlbare Basis (Beispiel siehe unten).

Beispiele 1.25 1. (/7,||.||,) ist separabel, wenn 1 < p < oo. Weiter sei e, = (0,...,0,1,0,...)
der Vektor mit Eintrag 1 an der nten Stelle und sonst 0. Dann ist (e,),>1 eine Schauder-Basis,

weil
N o0
Z A €n e, Z An€n d.h. konvergente Reihe ,
n=1 n=1
da
lim Z Aenll = 0.
N n=N+1 P
2. Ahnlich: ¢y und ¢ sind separabel bez. ||.||o (Beim Nachweis im Falle von ¢, addiere das Element

f=(1,1,1,...) € c zu der Menge B.)

3. (€%, ||-lloc) ist nicht separabel.
In der Tat, obiges Argument klappt nicht, weil die Reihe nicht in ||.||» konvergiert, also (e,,),>1
keine Schauder-Basis von (€%, ||.||«) ist. Sei xas € ¢>° Indikatorfunktion auf M C N. Dann ist
A = {xm : M C N} iiberabzihlbar (Cantor’s Theorem, siche unten), und ||xar — Xar|leo = 1
fiir M # M’. Sei nun D C (> abzihlbar = fiir jedes z € D enthilt {y : |z — y| < 3}
hochstens ein . Also ist D nicht dicht in £°°.

Cantor’s Theorem: Die Potenzmenge P(N) ist iiberabzéhlbar.

Beweis: Nehme das Gegenteil an, d.h. es existiert surjektives f : N — P(N). Betrachte Cantor’s
Diagonalmenge D = {n € N : n & f(n)}. Da f surjektiv ist, existiert ein m € Nmit f(m) = D.
Aber dann gilt m € D <= m ¢ f(m) = D, was ein Widerspruch ist.

4. Genauso ist L>(€2, 1) nicht separabel, wenn #§2) = oc.

5. a,b € R = C([a,b]) separabel

Begriindung: Der Weierstrafi’scher Approximationssatz besagt, dass die Menge der Polynome
dicht in (C([a, b]), ||.]|s) liegen. Setze dann B = {b,(z) = 2™ : n > 0}. Eine alternative Wahl ist
(dies basiert auf der diskreten Fourier-Transformation bzw. den Eigenschaften der Tchebychev
Polynomen): B = {e,(z) = exp (2minZ) : n € Z}.

Aber: (e,),>0 ist keine Schauder-Basis (Oszillationen am Rand: Gibbs-Phénomen!)

Selbst wenn man C'(S') wihlt, sodass keine Rénder vorliegen, bildet (e, ),>; keine Schauder-
Basis (siehe Katznelson, Harmonic Analysis, S. 48).

6. Verallgemeinerung obigen Beispiels: Q C R?, dann ist Cy(2) separabel

Begriindung: Wie oben mit Stone-Weierstra$ fiir kompakte Teilmengen, denn B = {z™ : n €
N7} trennt Punkte.
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7. Noch eine andere Verallgemeinerung fiir einen kompakten topologischer Raum €:
C(Q) separabel <= ) metrisierbar
Dies ist im Sinne der nicht-kommutativen Topologie bei der topologische Eigenschaften des
Raumes () durch Eigenschaften der stetigen Funktionen darauf charakterisiert werden.

8. Q C R? p Borel-Mal = LP(£, u1) separabel 1 < p < oo
Begriindung: Ck () ist dicht und separabel.

Nun zu einem Satz, der etliche weitere Definitionen motiviert (kompakte Operatoren und schwa-
che Konvergenz insbesondere).

Satz 1.26 (X, ||.||) normierter Raum. Aquivalent sind:
(i) dim(X) < oo (d.h. es gibt endliche Basis)
(ii) Einheitskugel Bx = {x € X : ||z|| < 1} ist kompakt.
Beweis: (i) = (ii): Alle Normen sind dquivalent, dann schlieffe mit Heine-Borel.

Fiir die (interessantere) Umkehrung bendtigt man die Existenz von ”fast orthogonalen Vekto-
ren” in Banachrdumen (natiirlich hat man ohne Skalarprodukt strikt gesprochen den Begriff der
Orthogonalitét nicht zur Verfiigung), geméf folgendem Lemma:

Lemma 1.27 (F. Riesz 1918, fiir stetige Funktionen)
(X, |I.]) normiert, 0 <6 <1, U # X abgeschlossener Unterraum

— Jase X, ||lasl]| =1 und ||xs —ul| >1—-0VuelU
Beweis: Sei v € X\U. Setze d = inf{||z —u|| : v € U}. Dann ist d > 0 (sonst existiert Folge (uy,)n>1

in U mit ||z — u,| — 0 und somit = € U, weil U abgeschlossen. Somit 3 us € U mit |z — us]| < 1%
(beachte 1% > d). Nun setzte x5 = =% Dann ||z;|| = 1 und

lz—us| ©
fos =l = || o~ T
|z —wusl| |l —usl|
1
B |z — (us + ullz — us]) |
N e‘{] J/
>d
——>1-9,
|2 — ]|
was das Lemma beweist. O

Beweis von Satz 1.26 (ii) = (i): Es gilt die Uberdeckung By C Useny Bi (). Nach Kompaktheit
gibt es dann eine endliche Teiliiberdeckung = Bx C J;, B 1 (x;). Somit X = span{xy,...,z,}, weil
sonst ware U = span{xy, ..., x,} ein abgeschlossener Unterraum mit U # X und nach Lemma 1.27
wiirde ein « € By existieren mit ||z — z;]| > 1 — ¢ > 3. Also gilt dim(X) < n < oco. O

Der nichste Themenbereich betrifft die Konstruktion neuer Banachriume aus vorgegebenen.
Wir werden dabei nacheinander auf Quotienten, Summen und Tensorprodukte eingehen. Sei also
(X, ||||) ein normierter Vektorraum. Fiir eine Teilmenge A C X setze

dz, A) = inf |z —yll, zeX.
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Es gilt: d(z,A) =0<=az€ A
Satz 1.28 Sei (X, ||.||) ein normierter Vektorraum und U Unterraum von X. Definiere
T~y = r—yeU

und
7] = lae=2+U,

sowre

X/U = {[z] : z € X}
Dies wird zu einem Vektorraum mit [x] + Ny| = [x + A\y|. Zuletzt setze
][~ = d(z,U)

Dann gilt:

(i) ||.||~ Halbnorm auf X/U.

(ii) U = U abgeschlossen = ||.||~ Norm auf X/U

(i4i) X wollstindig, U = U = (X/U, ||.||~) Banachraum

(iv) Mit der Einbettung i und der Projektion 7 liegt eine kurze exakte Sequenz vor:

0 U5 X5 XU =0,
d.h. Ran(i) = Ker(r).
Beweis: (i) ||.||~ ist wohldefiniert, denn d(z, U) = d(z + u, U). Zur Homogenitét:
IAalll~ = d(Az,U) = inf [[Az — |

= i f — = ~
Al inf e = ull = ]
und zur Dreiecksungleichung:
[fz1] + [woll~ = l[[21 + 22]ll~ = nf 2y + 25 — ull
uelU
= inf inf H.I‘l + X9 — (u1 + U/2>H
u1 €U ug €U
< inf inf ||zg — wy|| + ||z2 — us|
u1 €U ug €U

= |l[z]ll~ + ll[z=]ll~ -
(i) [[[z][|~ = 0 <= d(2,U) =0 <=z € U <= [z] = 0 = [0).

Fiir (iii) verwenden wir folgendes Lemma:

Lemma 1.29 Es gilt folgende Aquivalenz:

(X, |I]l) vollstindig <= <Z |20 < 00 = an konvergent)

n>1 n>1

wobetr daran erinnert sei, dass letztere Konvergenz bedeutet, dass y existiert mit Hy — Zﬁ;l Tn

17

— 0.



Beweis: "—=" yy = Ziv:l x, ist eine Cauchy-Folge, da nach Voraussetzung

lyx —yull < Y lwal =0 fiir N,M — o0
n>min{N,M}

Also 3 y mit yy — y, d.h. Z]yvzl Ty =Y.
7<«=" Wir verwenden folgenden
Fakt: Eine Cauchy-Folge mit konvergenter Teilfolge ist konvergent.

Begriindung: Sei z,,, — y. Zu e > 0, wihle K = K (€) mit ||z, —y|| < eV k > K. Wahle N = N (e),
sodass ||z, — Tn|| < € ¥V n,m > N. Dann

[en =yl < llon = Znge | + lng =yl <26 V0> max{N,nk},

was den Fakt verifiziert. o

Sei also (2, )n>1 eine Cauchy-Folge in (X, |.||). Nach Ubergang zu einer Teilfolge (genau wie im Beweis
von Riesz-Fischer) gilt:

1
||xnk - xnk_IH S ﬁ V k Z K

Dann setze y, = @, — ®n, ,, welches >, |lyx|| < oo erfiillt. Nach Voraussetzung existiert also
y=> .y mity e X, dh.

K
lim Zyk—y =0,
k=1
also
tim |, — 0~y = 0.

Dies bedeutet aber z,,,, — z¢+y und wir haben eine konvergente Teilfolge gefunden und somit wegen
des obigen Faktes das Lemma bewiesen. O

Beweis von Satz 1.28(iii): Sei »_ - [[[za][l~ < co. Zu zeigen ist wegen Lemma 1.29: 3 [y] mit
> n>11a] = [y]. Wihle hierzu x, in [z,], sodass gilt

1
< ~ T .
lzall < lllzalll~ + 55

Geméf der Voraussetzung folgt also

> ]l < 0.

n>1

Da X vollsténdig ist, besagt Lemma 1.29, dass y = >, ., x, existiert. Nun, wegen ||[z]|~ < |lz| fir
alle x, -

M—Zm]==b—2%]

N
<
|
(]
s

Somit folgt die Konvergenz der Reihe.
(iv) ist offensichtlich. O
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Beispiel 1.30 X = C([0,1]), U = {f € X : f(0) = f(1) = 0} = Cy((0,1)), X/U = K?, was z.B.
mit den lineren Funktionen mit vorgegebenen Randwerten identifiziert werden kann. Somit erhalten
wir exakte Sequenz von Banachrdumen:

0 = Co((0,1)) < C([0,1]) & K2 — 0.
Analog erhélt man einen sogenannten “mapping cone”:
0 = GCo([0,1)) = C([0,1]) 5> K = 0.
Bemerkung 1.31 Sei (X, ||.]|) halbnormiert. Setze
U= o+ |l = 0}

Dann gilt Satz 1.28(i) fiir (X/U, ||.||~) und .||~ ist eine Norm (!). AuBlerdem iibertragt sich (iii) mit
folgender Definition im halbnormierten Raum: X vollstdndig <= Cauchy-Folge konvergent (aber
Limes nicht eindeutig).

Beispiel 1.32 fiir letztere Bemerkung:

LP(Q,pu) = {f messbar : [|f][, < oo}
U = {f messbar : f =0 u-fast sicher}
LP(Q,u) = LP(Q,u)/U

Eine Definition, die direkt mit Satz 1.28 zusammenhéngt ist die folgende.

Definition 1.33 Fliir einen Unterraum U wvon X ist die Kodimension von U definiert als die Di-
mension dim(X/U) des Quotientenraumes.

Nun kommen wir zur zweiten Konstruktion, der Summe von Banachrédumen.

Satz 1.34 Seien (X, |.]|x) und (Y,|.||y) normierte Riume. Definiere auf dem mengentheoretisches
Produkt
XY =A{(r,y) rxeX,yeY}=XxY

eine Vektorraumstruktur durch
(x,y) + N, y) = (x + ',y + \y) .
Zudem setze, fir 1 < p < oo,
Il = Ueli + 198>, 1@ 9)lleo = max{llzllx, [yl -
Dann gilt:
(1) (XY, |.llp) ist ein normierter Raum.

(11) Alle Normen ||.||, sind dquivalent und erzeugen die Produkttopologie, d.h.

(TnyYn) = (xy)in ||, <= z,— 2 und y, —y.
(1it) X,Y wollstindig = (X @Y, ||.||,) vollstindig (kein Abschluss ndtig!).
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Beweis: Ubung. a

Bemerkung 1.35 Beachte dim(X ¢ Y') = dim(X) + dim(Y"). Man kann auch ($;e;X;, ||.||,) bilden
fiir eine beliebige Indexmenge I, aber (ii) gilt dann nicht!

Nun noch einige abschliefende Bemerkungen zu Tensorprodukten von Banachraumen. Diese sind
wesentlich schwieriger zu bilden. Zunéchst betrachtet man das algebraische Tensorprodukt:

X®ang = {Z)\ﬁb}@?/z T n < oo, .ZCZ‘EX, yZEY} .
=1

Dies ist jedoch nicht abgeschlossen! Auflerdem stellt sich heraus, dass es sehr viele natiirliche Normen
auf dem algebraischen Tensorprodukt gibt, sogar noch sehr viele sogenannte Cross-Normen, die
lr @ y|| = ||l=| - ||y| erfiillen. Deswegen gibt es auch sehr viele Abschliisse und somit mogliche
Definitionen von Banachraumtensorprodukten. All diese wurden systematisch von Grothendieck in
1955 untersucht. Bei Hilbert-Réumen ist die Situation wesentlich einfacher, denn es gibt nur ein
einziges moglichen Hilbertraumtensorprodukt. Dies stellen wir spéter vor.

1.2 Beschrinkte und kompakte Operatoren

Satz 1.36 (und Definition) Seien X,Y mnormierte Vektorrdume mit Normen |.|x und ||.|ly. Sei
T: X —Y eine lineare Abbildung, auch genannt ein linearer Operator. Aquivalent sind:

(i) T ist beschrinkt, d.h. 3 M > 0 mit
[Tzlly < Mlz|x, VazeX.
(i1) T ist stetig, d.h.

entweder: x, >z in X = Tx, > Tz inY
oder:¥Yrz e X, Ve>0,36>0 mit

|z — x| < ¢ — | T2 — Tx|| <e.
oder: T1(A) offen in X fiir alle offenen A CY.
(iii) T ist stetig bei 0 = 0.

Falls einer dieser Punkte erfillt ist, heifit der Operator beschrinkt (oder stetig) und seine Operator-
Norm ist definiert durch:

IT]] = inf{M >0 : ||[Tz|| < M|jz|]] Ve X}
T
sup 1220 p ey
i (Fd| lz)|=1
Insbesondere:
| Tz|| < (|||

Ist Y =K, so heifst T auch stetiges Funktional.
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Beweis: (i) = (ii) Zunéchst ist x, — z in X dquivalent zu lim,, ||z, —z|| = 0. Wegen der Linearitét
von T folgt also

Tz, —Tx| = |T(x, — x)|| < M|z, —z|| — 0 fiir n — oc.
(il) = (iii) Trivial.
(i) = (i) (genauso wie in Satz 1.11 zu dquivalenten Normen)
Gegenannahme: Es existiert kein M mit den in (i) angegebenen Eigenschaften. Dann existiert
fur alle n € Nein z,, € X mit ||Tz,|| > n|/z,|. Setze y, = - Dann gilt lynll = 2 — 0, d.h. y,
Nullfolge. Aber dann

T
Tl

[ Tyn| =

d.h. T'y, konvergiert nicht gegen 0 = T'(0), sodass 7" unstetig bei 0 wére.
Somit ist die Aquivalenz von (i), (ii) und (iii) gezeigt. Nun zur behaupteten Gleichheit. Setze
N = sup, Izl "D nach Definition || Tz| < N|z|, folgt ||T|| < N. Andererseits existiert V ¢ > 0

[l

ein z, mit [|[Tz|| > N(1 — €)||z.||. Somit ist ||T|| > N, also | T|| = N. O

1
Beispiele 1.37 1. T: K" — K", ||.||l2—2 = (. | .)2 euklidische Norm. Falls T' = T*, gilt ||T||2—2 =
max{Eigenwerte}, im Allgemeinenen ist || 7|22 gleich dem Maximum der Singuldrwerte.

Da alle Normen dquivalent sind, ist 7" immer beschréankt, aber die Norm variiert. Z.B.

n
1T || cos00 = ZgllaX Z |Ti,j|7 T = (Ti,j)i,jzl ..... ne
j=1

..... n

2. Sei T': C([0,1]) — K definiert durch T'f = f(1). Dies ist also ein stetiges Funktional. Seine
Norm ist ||T'|| = 1, wobei auf C([0, 1]) die Maximumsnorm ||.||o verwandt wird.

Begriindung: |Tf| = |f(1)| < || f| fir alle f. Somit ||T'|| < 1. Zudem gilt fiir die Einsfunktion
1, dass |T'1] = 1 = ||1J|. Somit folgt ||T]| = 1.

Anwendung: {f € C([0,1]) : f(1) =0} = T'({0}) ist eine abgeschlossene Teilmenge von
c([0,1)).

3. (Multiplikations-Operator) Sei f € C(£2), wobei €2 eine kompakte Menge versehen mit einem
Borel-Maf3 p ist. Definiere

Ty LPQ, p) = LP( Q) (Trg)(w) = f(w) - g(w).

Bs gilt: | Ty[lr < [fllec = maxueq [ f]], weil

1yl = ( [ wta@l @) < 1l lllor

Gleichheit (Ubung): Approximiere mit Funktionen, die Tréger auf den grofen Werten von f
hat.

Ahnlich kann der Fall behandelt werden, bei dem f € L>(€, 1) und dann

[T5llzr = [[fllLee = p-esssup | f(w)] -
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4.

Satz

(1)
(iii)

(Integralfunktional) Sei (X, ||.]|) = ({f € C([0,1]) : f(1) =0}, ||.||co) und definiere

1
T: X —K, Tf:/dxf(x).
0

Behauptung: ||T'|| =1

Begriindung: Es gilt |Tf| < ||f||o<,fo1 dx = ||f]|e, sodass ||T'|| < 1. Andererseits zeigt die
Folge
fn<x>:1_$n: fneXa

] — _ 1 .
mit || fo|l =1, dass T'f, =1 — -5 — 1 fiir n — o0.

Aber: Es existiert kein f € X mit ||f|| = 1 und ||T'f]] = 1, d.h. das Supremum in der Norm
wird nicht angenommen.

. Auf X seien zwei Normen ||.|] und ||.|| gegeben. Nach Satz 1.11 gilt dann

Id: (X L) = (XD stetig <= lz]] < M|

und
Id Dbistetig <= |.]| und ||.]] Aquivalent

Sei X = (P(Z), 1 < p < oo. Wir verweden die Dirac-Notation |n) = e,. Definiere den Shift
S |n) = |n—1). Dann gilt ||S]| = 1.

Sei X = C'([0,1]) und Y = C([0,1]). Auf X ist die Norm || f]|1 = || f|| + ||//|| gegeben, die X
zu einem Banachraum macht. Definiere T = % : X — Y. Dieses T ist stetig, denn

1T flloc = max |f(z)] < [[fllcr
z€[0,1]

1.38 (i) Fir zwei normierte Vektorrdume X,Y tber K setze
B(X,Y)={T:X =Y : T linear und beschrinkt}
B(X,Y) ist ein Vektorraum vermdige
(S+AT)(z) =S(x)+ \T'(z) , S, TeBX,)Y) , eK , zeX,
und die Operatornorm macht es zu einem normierten Raum.

(Y || ||) vollstindig — (B(X,Y), ||.||) ist vollstindig, d.h. es ist ein Banachraum.

Sei Z ein weiterer normierter Vektorraum und S 'Y — Z ein beschrinkter Operator. Dann
gilt fiir SoT'= ST die Ungleichung

1Sl < [SIT]

Definition 1.39 FEine Banachalgebra (B,+, 0, ||.||) iber K ist ein Banachraum (B,+, ||.||) versehen
mit einer Multiplikation T oS =TS von T,S € B, fiir welche gilt

ITS[ < TSI
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Korollar 1.40 Sei X ein Banachraum und B(X) = B(X, X). Dann ist (B(X),+,0,].||) eine Ba-
nachalgebra.

Beweis: (i) Vektorraumeigenschaft ist klar. Zur Dreiecksungleichung:

IS+71 = swp (S + D)) = swp [1S() + 7@
< sw IS@I+ITEI S sw IS+ sw 176
= |ISIl+ 1171

Die Homogenitét zeigt man genauso. Zudem gilt | T|| =0 <= T = 0 ist 0-Operator.

(ii) (T0)n>1 sei eine Cauchy-Folge in B(X,Y"). Sei z € X, dann ist (7),(x)),>1 eine Cauchy-Folge in
Y, weil | T (x) — To(2)|ly < | T — Twllllz]|x < €V n,m > N(e). Setze

T(x) =1limT,(x) (existiert nach der Vollstandigkeit von Y)

AuBerdem ist z — T'(z) eine lineare Abbildung, weil ndmlich
T(z+ ') = lmT,(x+ \x') = lUm(T,(z) + AT, (2"))
= limT,(z)+ Aim T, (z') = T'(z) + NT(2').

Noch zu zeigen: T beschrankt und |7 — T,,|| — 0
Sei € > 0 und N = N(¢), sodass

T — Tl <e, vV n,m > N.
Fir x € X mit ||z|| = 1 wihle M = M (e, x) > N, sodass
| Ta(x) —T(z)|| <e (Konvergenz fiir festes x)

Somit

ITn(z) =T (@)l < [[Ta(z) = Ta (@) + 1T (2) = T ()]
< | — Tl + € < 2, V'n> Ne).

Da dies unabhingig von z ist, folgt ||7,, — T'|| < 2e fiir alle n > N(e¢) und auerdem
IT[| < | Tl + 1T — T < o0.

(iii) Es ist klar, dass S o T beschriankt (als Hintereinanderausfithrung von stetiger Abbildung ist dies
stetig) und linear ist. Zudem

ICST) (@) = ST ) < WSHNT )< [STIT ],
was die Ungleichung zeigt. a
Satz 1.41 Seien X,Y normierte Vektorrdume mit Normen ||.||x und ||.||y, Y wvollstindig. Ferner

sei D C X ein dichter Unterraum und T : D — 'Y eine beschrinkte lineare Abbildung. Dann existiert
eine eindeutige stetige Fortsetzung T : X — Y mit ||T|| = ||T]|.
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Beweisskizze: Fiir x € X existiert eine Folge (z,,),>1 in D mit lim,, || — 2, ||x = 0. Man tiberpriift
zunéchst, dass (T'x,,),>1 ein Cauchy-Folge in Y ist und setzt dann Tz = lim,, T'x,,. Dann wird gezeigt,
dass diese Definition unabhéngig von der Wahl der Folge (x,,),>1 ist, sowie eindeutig und isometrisch
ist. O

Nun werden weitere Begriffe eingefiihrt.

Definition 1.42 (i) T € B(X,Y) injektiv <= T ist bijektiv auf das Bild T(X) C Y.
Dann ist das Links-Inverse T=' : T(X) — X wohldefiniert durch T—'T = idy.

er 1I'™" 1st nicht notwendigerweise stetig!

Aber T~ ist nich di ' g/

(ii) T € B(X,Y) Isomorphismus <= T bijektiv und T~ stetig.

(11i) X isomorph zu'Y (in Kurzschreibweise X =Y) <= 3 Isomorphismus T € B(X,Y).

(w) T € B(X,Y) isometrisch <= ||Tz|| = |z| fir alle x € X. Zudem ist eine Isometrie ein
1sometrischer Isomorphismus.

Beispiele 1.43 1. Der oben definierte Shift S : (?(Z) — (P(Z) ist ein isometrischer Isomorphis-
mus.

2. Seien Sp, Sk : P(N) — (P(N) Links- und Rechts-Shifts, definiert durch

0, n=1,
SL|n>:{|n—1>, n>2. Sgn)y=In+1).

Dann ist Sg isometrisch und invertierbar und es gilt S;' = Sy, d.h. Sy, 0 Sgp = 1. Andererseits
ist Sk keine Isometrie. Zudem ist Sy nicht invertierbar. Beides sind nur so genannte partielle
Isomietrien. Es gilt ndmlich SgSy, = 1 — |0) (0].

3. Sei 1 =id : (C([0,1]), [|-]lec) — (C([0,1]),]|-]lz2). Dann ist id stetig, da ||f||z: < ||f]lcc und
offensichtlich bijektiv, also invertierbar ist. Aber es ist kein Isomorphismus, da es kein M gibt
mit

[ Fle < M| fllzs

Begriindung: Betrachte f,(z) = 2" Dann gilt [|2" [ = 1 und [|2"||;1 = —5.
4. Es gilt ¢ = .

Begriindung: Wir definieren 7" : ¢ — ¢ wie folgt. Sei x = (£,),>1 € ¢ und setze t(z) =
lim,, ¢,,. Dann definiere T'((¢,)n>1)m = tm-1 — t(z) fir m > 2 und T'((¢,)n>1)1 = t(x). Dies ist
offensichtlich eine lineare Abbildung mit Werten in ¢y. Zudem gilt

[Tlloe = sup{[t()], [tn1 — t(x)[}
< max{[i(2)], [[#]le + ()]} < 2[|2[|o,

und somit | T|| < 2. Also ist T beschrinkt. Um die Umkehrung zu definieren, setzen wir

Sz =

N

(tn)n>1 = (tns1 +to)n>1s T € cp.

Dann ist Sz € ¢ und ||S]| < 2. Aulerdem gilt 7'S = id., und ST = id..
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Es ist immer moglich, eine lineare Abbildung injektiv zu machen, indem man zu einer Quotien-
tenabbildung {ibergeht. Dies ist eine typische Anwendung von Satz 1.28.

Satz 1.44 Sei T : X — Y eine stetige lineare Abbildung zwischen Banachrdiumen X und Y. Dann
ist Ker(T)) C X ein abgeschlossener Unterraum und nach Satz 1.28 ist X /Ker(T) wieder ein Ba-
nachraum. Zudem ist B B

T:X/Ker(T) > Y, Tlx]. = Tz,
wohldefiniert, injektiv und stetig. Wenn zudem das Bild Ran(T') abgeschlossen ist, dann ist T :
X/Ker(T) — Ran(T) eine stetige Bijektion zwischen zwei Banach-Rdumen.
Beweis: Ubung. a

Falls das Bild eines gegebenen Operators T" abgeschlossen ist, dann impliziert der Satz der Inversen
Abbildung (Satz 4.2 weiter unten), dass 7" : X/Ker(7T) — Ran(T) ein stetiges Inverses hat und somit
ein Isomorphismus ist. Als weitere Vorschau sei bemerkt, dass in einem Hilbert-Raum der Quotient
mit Theorem 2.12 weit konkreter als orthogonales Komplement bestimmt werden kann.

Bemerkung 1.45 Es ist zu beachten, dass das Bild eines linearen Operators nicht notwendigerweise
abgeschlossen ist! Zum Beispiel, sei T : £*(N) — (*(N) gegeben durch

T = Z% Iny(n|

n>1

Dann ist

Ran(T) == {'QZ} 'an n>1 Zn2|¢n|2 < OO}

n>1

zwar dicht (weil kompakt getragenen 1’s enthalten sind), aber nicht ganz ¢*(N). Somit ist das Bild
nicht abgeschlossen.

Satz 1.46 (Neumann Reihe) Sei X ein Banachraum. Sei T € B(X) mit ||T'|| < 1. Dann ist (1—T)
ein (invertierbarer) Isomorphismus, und es gilt (wobei T" =T o ...oT und T° = 1)

1
=) 1 I(@—1)" < :
2 17|

n>0

Beweis: Nach Lemma 1.29 ist die Reihe konvergent in B(X ) weil sie absolut konvergent ist:
2T < YoITt = HTH
n>0 n>0

und B(X) Banachraum, also vollstéindig ist. Zudem setze Sy = ZTJLO T" und Ry = > 07 v T
Dann

(1 =T)(Sy + Ry) — 1]

(ﬂ—T)iT"—]l

I =T + (1 - T)Ry||
< 7"+ = T)Ry|

< TN (=TT ZT"H
n=0
1
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Somit ||(1—T7)> " T" — 1|| = 0, was impliziert, dass (1 —T7)> " 7" = 1. Anders ausgedriickt

n=

(322, T™) ' =1 —T. Ahnlich zeigt man (3°° 7™) (1 —T) = 1. O

Wir hatten in Satz 1.26 gesehen, dass
Bx ={z € X : |jz|| <1} nicht kompakt <= dim X = oo.
Eine gutartige Klasse von Operatoren bilden By in eine kompakte Menge ab.

Definition 1.47 Seien X,Y Banachriume und K : X — Y linear. Das Bild der Einheitskugel ist
dann K(Bx) ={K(z) : * € Bx}. Nun definieren wir

T Ny

K kompakter Operator <= K(Bx) kompakt in'Y
< K(Bx) prikompaktinY

Die Menge der kompakten Operatoren wird mit KK(X,Y) bzw. IC(X) = K(X, X) bezeichnet.

Bemerkung 1.48 Da in einem metrischen Raum Kompaktheit und Folgenkompaktheit (jede Folge
hat eine konvergente Teilfolge) gleichbedeutend sind (vgl. Analysisvorlesungen), ist die Kompaktheit
von K &quivalent dazu, dass fiir jede beschrénkte Folge (z,),>1 in X die Folge (Kx,),>1 eine in Y
konvergente Teilfolge besitzt.

Bemerkung 1.49 K(X,Y) C B(X,Y), da kompakte Mengen stets beschrénkt sind.

x)

Begriindung: Uberdecke K(Bx) C |, K(By) B1(2). Dann gibt es eine endliche Teiliiberdeckung
- 2

=l,....,n 7 \¢/0 memmm e O E m Ll YCA (DX ) Il — Tl ey

Satz 1.50 (i) K(X,Y) ist ein abgeschlossener Unterraum in B(X,Y'), d.h.
oK,K' € K(X,Y), Ne K= K + \K' € K(X,Y)
oKy e K(X,Y), imy Ky =T in B(X,Y), dann T € K(X,Y)
(ii) T € B(Y,Z), K € K(X,Y) = TK € K(X, Z)
(i) T € B(Z,X), K e K(X,Y) = KT € K(Z,Y)
(iv) K(X) ist ein abgeschlossenes beidseitiges Ideal in B(X).
Beweis: (i) Es gilt

(K +\K')(Bx) C K(Bx) + A-K'(Bx) prikompakt
—— —_———
prakompakt prakompakt

Begriindung: Allgemein gilt: A, B C X kompakt im Banachraum X, dann ist auch A+ B kompakt,
weil (x,)n>1 Folge in A+ B, dann ist z, = a, + b, mit a, € A, b, € B. Nach sukzessivem Ubergang
zu Teilfolgen konvergieren (an;);>1 und (by;);>1 und man schlieBt, dass (z,,);>1 konvergiert. Somit
ist A+ B folgenkompakt und also auch kompakt. o

Nun zur Abgeschlossenheit. Wir verwenden, dass die Priakompaktheit einer Teilmenge M C X eines
vollstdndigen metrischen Raumes fdquivalent dazu ist, dass fiir jedes € > 0 eine endliche Uberdeckung
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von M mit e-Kugeln existiert. o
Begriindung: Die Kompaktheit von M offensichtlich impliziert die angegebene e-Uberdeckungseigenschaft.
Umgekehrt zeigen wir, dass die e-Uberdeckungseigenschaft Folgenkompaktheit impliziert. Sei al-

0 (Zn)n>1 eine Folge in M. Fiir eine monotone Nullfolge von (e)z>1 wihle sukzessive Teilfolgen

(xg“))nzl aus, die nur in einer der ex-Kugeln liegen. Die Diagonalfolge (xgc))kzl konvergiert dann. <

Sei nun € > 0. Wahle N, sodass
|Ky — T <e.

Da Ky kompakt ist, gilt

Somit

d.h. T(Byx) ist prakompakt und somit ist 7" kompakt (alternativer Beweis: Diagonalfolgenargument).

(ii) Sei (zn)n>1 eine Folge in Bx. Wegen der Kompaktheit von K hat (Kz,),>1 eine konvergente
Teilfolge (Kxy,);>1 in Y. Da T stetig ist, konvergiert dann aber (T'Kxy,);>1 in Z, d.h. (TKx,)p>1
hat eine konvergente Teilfolge, sodass TK € (X, Z).

(iii) Sei (25 )n>1 eine Folge in By. Dann ist (ﬁ(Tz@) eine Folge in Bx. Also hat (KTz,),>1
> o1 >

konvergente Teilfolgen, d.h. KT ist kompakt.

(iv) Dies ist lediglich eine Zusammenfassung von (ii) und (iii). O

Bemerkung 1.51 Gemif Satz 1.28 erhélt man eine exakte Sequenz von Banach-Raumen (tatséchlich
sogar Banach—Algebren)

0 = K(X) < B(X) - B(X)/K(X) — 0.

Die Algebra B(X)/K(X) heiit die Calkin-Algebra und die invertierbaren Operatoren darin sind
genau die Klassen zugehorig zu Fredholm-Operatoren. Mehr dazu spéter.

Satz 1.52 Sei K € K(X), A€ C, A #0 = dim(Ker(A\l— K)) < o0

Bemerkung 1.53 Das heifit, dass ”Eigenwerte” von K nur endlich entartet sind, bis auf A = 0!
Dies ist eines der wichtigsten Elemente der Spektraltheorie kompakter Operatoren.

Beweis: x € Ker(Al — K) ist gleichbedeutend mit Az = Kx. Also gilt
1
Bxe = {z€ker(\1-K) : [|z]| <1} = M- K) '({0})NnBx C XK(BX) :
Als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abblidung ist Bk abgeschlossen. Da

1
BKer C XK(BX) kompakt s

ist Bker kompakt (als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten). Nach Satz 1.26 ist dann aber
dim(ker(Al1 — K)) < oo. O
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Satz 1.54 X,Y Banachrdume. Seien
F(X,)Y)={K e K(X,Y) : dim(K(X)) < oo}

die Operatoren mit endlich-dimensionalem Bild. Wir nehmen an, dass es eine beschrdnkte Folge

S, € F(Y,Y)=F(Y) gibt, sodass
lim S, (y) = v, VyeY (Konvergenzin ). (1.1)

Dann gilt
v ol

F(X,)Y) =K(X,Y),
d.h. die kompakten Operatoren sind der Abschluss der endlich-dimensionalen Operatoren.

Beweis: Nach Satz 1.50 gilt offensichtlich (da IC(X,Y’) abgeschlossen)
F(X,Y) C K(X,Y).

Sei nun K € K(X,Y) beliebig. Dann ist S, K € F(X,Y). Zu zeigen ist, dass
liTIln IS, K — K| =0.

Geméfl Annahme ist
M = sup ||S,]] < oc.

(Nach Banach-Steinhaus folgt dies automatisch aus (1.1), d.h. dieser Teil der Annahme ist nicht
notig.) Sei € > 0. Wegen der Kompaktheit von K folgt

K(Bx)c |J By) . I<c.

Nach (1.1) existiert ein N = N(¢) mit
190 (yi) —will <e,  ¥Vn>N, Vi=1,...,1

Zu x € Bx wébhle jetzt j € {1,...,1} mit

[ Kz =yl <e.
Dann folgt
18,5 () = K@)l < 1Su(K = g5)]| + 105 = 5]l + gy — K(@)]
< ISalll K (2) = ysll + e+ €
< (M A+2)e
d.h. [|S, K — K|| < (M + 2)e fiir alle n > N(e). O

Bemerkung 1.55 Aus der Annahme von Satz 1.54 folgt, dass Y separabel ist. (Ubung!)

Beispiele 1.56 1. Satz 1.54 kann fiir Y = /Z mit 1 < p < oo angewandt werden.
Begriindung: Wihle
Su((tr)r=0) = ((tr)rzn, (0,...)).
Insbesondere gilt er also fiir jeden separablen Hilbert-Raum H, weil H = (2.

Genauso kann im Fall Y = ¢y mit |||« argumentiert werden.
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2. Satz 1.54 gilt fir LP([0,1]), 1 <p < 0.

Begriindung: Wihle S,, als folgenden Erwartungsoperator:

21/
Spf = ; (2:/” dxf(x)) X1,

i

wobei xm die charakteristische Funktion auf

o | Lt
o g

Bild(S,) = span{x» : i =0,...,2" — 1}

Nun verwende, dass die Elementarfunktionen dicht in L? sind (Vorwissen Mafitheorie oder

Ubung).

Bemerkung 1.57 Es gilt F(X,Y) = K(X,Y) auch fiir einige nicht separable Réume wie
Y = ¢, L>=([0, 1]), aber nach anderem Beweis.

1.3 Integraloperatoren

Seien 2 und Z metrische Rdume (z.B. @ = = = [0,1]) und u bez. v Borel-Mafle auf Q bez. =
(z.B. p = v = dr = Lebesgue-Maf}). Des Weiteren sei gegeben eine Funktion & : Q x = — K, die
als Integralkern bezeichnet wird. Dann definieren wir den (Fredholm’schen) Integraloperator T mit
Kern k durch:

(Tof)(w) = / V() k(w,0)f(0), [ E—K

Es ist sinnvoll, sich dies als Matrixmultiplikation mit kontinuierlichem Index 6 vorzustellen. Die
zentrale Frage in diesem Kapitel wird sein: Unter welchen Bedingungen an k definiert 7} einen
beschrinkten bzw. kompakten Operator zwischen Funktionsrdumen wie den Raumen stetiger Funk-
tionen oder den LP-R&umen?

Satz 1.58 Seien Q2 und = kompakt, v ein Wahrscheinlichkeits-Maf$ auf = und sei k stetig. Dann ist
Ty : C(Z) = C(Q) stetig,
und seine Norm erfillt

ITill = sup / o(d6) |k(w, 0)] < ]|

Beweis: Zuerst zeigen wir, dass Ty (f) tatsdchlich stetig ist. Da  x = kompakt ist, ist & gleichméBig
stetig, also existiert zu € > 0 ein ¢ > 0 mit

d((w,0), (W', 0)) < 4§ = |k(w,0) — k(W' 0)] <e.
Also gilt fiir d(w,w’) < ¢
(T3 f)(w) = (Tef) ()] < /V(Cm)!k(wa 0) — k(W' 0)] [£(0)] (1.2)
e [van)r©) < el

IN
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Letzteres, weil v ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Nun zur Berechnung der Norm:

ITell = sup [[Tiflloc = sup sup|T}f(w)|
[ flloc=1 [flle=1 w
= sup sup /V(d@)k‘(u),@)f(@)‘
w [ fllee<t

S L]
Fiir die andere Ungleichung zeigen wir

sup
Ifllo<1

/ u<de>k<w,e>f<e>' = [vaive.0).

In der Tat, betrachte fiir festes w die Funktion

Dann ist || f]lo < 1. Also gilt

|k‘ w, )2
su v(dO)k(w,0)f(0)] > /1/
||f||£1/ (R O >‘ [k(w, 0)] + €
/ |k‘ w,0)]? — €
> v(d
- k(w, 0) + €
:/yde (k(w, 0)] — ¢)
= ( v(do)|k(w 9)\)
Da dies fiir alle € gilt, ist der Beweis beendet. O

Anwendungsbeispiel: Sei 2 = = = S! und v(df) = %. Wir betrachten die Integralgleichung

)~ [ 52 Hw0)16) = glw)

Gegeben seien g € C(S!) und k£ € C(S' x S'), und gesucht ist dann eine Losung f € C(S!) der
Integralgleichung. Dieses Problem ist fquivalent zur Sturm-Liouville Differentialgleichung auf S!,
vgl. das Buch von Walter iiber Differentialgleichungen. Wir nehmen an, dass der Integraloperator

(Tef)w) = [ 57 bw0)16)

eine Kontraktion auf (C(S!),||.||s) ist, d.h. dass er folgendes erfiillt:
de
| Tk ||c(sty—cisty = sup o |k(w,0)] < 1.
Dann ist es moglich, die Losung zu konstruieren. In der Tat, die Integralgleichung ist
(I-TW)(f) = g
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Nach Kap. 1.2, Satz 1.46, gilt also
f=0=Ty"g = > (T)"s.
Nun definieren wir iterativ:
dy
kl(wye) - k(w70) ) kn(wae) = % k(w77) kn—l(/yag)

Wie oben zeigt man, dass k, stetig ist (da k gleichméBig stetig ist). AuBlerdem gilt nach dem Satz
von Fubini, dass (T;)" = Ty,,. Zudem:

dy
.01 < [ 57 0.2) sl
™
Deswegen folgt nach Satz 1.58

knlloe < 1 Tellllfn-1lle < 1Tl MKl -

Somit konvergiert die Reihe

h(w,0) = Y kn(w,0)

n>1

gleichméBig auf St x S, d.h. h € C(S* x S'). Es folgt, dass der zu h gehérige Integraloperator T},

T = ) (T)"

n>1
erfiillt und dass man die Losung durch
f=0+T,g € C(Sh
erhélt. Die Funktion A heifit auflésender Kern der Integralgleichung. o

Satz 1.59 Gleiche Voraussetzungen wie Satz 1.58, d.h. 2 und = sind kompakte metrische Rdume,
ke C(QxE) und v ein Wahrscheinlichkeits-Maf auf =. Dann ist Ty, : C(Z2) — C(2) kompakt.

Dies folgt direkt aus einem topologischen Sachverhalt, dem Standardkriterium zum Nachweis von
Kompaktheit in Rd&umen stetiger Funktionen.

Satz 1.60 (Arzela-Ascoli) Sei (S2,d) ein kompakter metrischer Raum und es erfille eine Menge
F C C(Q) bez. ||| folgendes:

(i) F beschrinkt und abgeschlossen.

(i1) F gleichgradig stetig, d.h. ¥ € >0 3§ > 0 mit
dw,w) <d = |f(w)—fW)<e V feF.

Dann ist F kompakt.
Anders ausgedriickt: F beschrinkt und gleichgradig stetig = F prikompakt (oder relativ kompakt).

31



Beweis: Sei D = {z, € Q : n € N} eine abziihlbare, dichte Menge in 2 (Ubung: Konstruiere diese
Menge). Weiter sei ( f,,)nen eine Folge in F. Dann ist ( f,(21))m>1 eine beschriankte Folge in K. Somit

existiert eine konvergente Teilfolge ( Ji5 )(:cl))m>1. Nun betrachte ( f,%)(:cg)> . Wiederum existiert
- m>1

eine konvergente Teilfolge ( (2) (x2)> . Nun iterieren wir diese Prozedur und erhalten eine Folge
m2>1

von Teilfolgen von Funktionen (( fé? )> ) . Dann wéhlen wir die Diagonalfolge g,, = f,(nm) aus.
m2l) p>1
Nach Konstruktion konvergiert (g, (z,))m>1 fiir alle z,, € D. Zuletzt wird tiberpriift, dass (gm)m>1

auf ganz (2 sogar uniform konvergiert, d.h. bez. ||.||s. Zu € > 0 wihle 6 > 0 wie in der Annahme (ii).
Wiéhle N, sodass Dy = {x, € D : n < N} zu jedem Punkt x € Q einen Abstand kleiner als ¢ hat.
Dann wéhle M, sodass |gm(2n) — gm(xn)] < € ¥ m,m' > M und alle n < N. Dann gilt fiir alle
m,m’ > M und alle x € Q

|9 (7) = g (2)] < [gm () = g ()| + |gm (@n) = G (@0)] + |G (20) — G (7))
< €+ e+te,

was nach dem Cauchy-Kriterium genau die uniforme Konvergenz impliziert. O

Beweis von Satz 1.59: Wahle F = Tj(Be=)) C C(Q), wobei Bee) = {f € C(E) : ||flle < 1}
Dann ist F beschrinkt wegen Satz 1.58, da ja T} beschrénkt ist und Bg (=) auch beschrénkt ist. Die
gleichgradige Stetigkeit von F ist genau die Aussage (1.2): Ve >0 3§ > 0 mit

dw, ) <d = |(Gf)w) = (L)) <elflle <€,V fEBea).

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli schlieBen wir, dass Tj,(B¢(z)) relativ kompakt ist. Nach Definition
ist dies gerade die Kompaktheit von T}. a

Oft ist es interessant oder besser, T} als Operator auf LP-Rdumen aufzufassen. Der folgende
Satz klirt zunichst die Situation zwischen L' und L*®-Riumen. Wir verwenden folgende kompakte

Notation

=), L= L(E ).

Satz 1.61 Sei (w,0) € (,Z) — k(w,0) € K Borel-messbar.
(i) Ty, : L, — LY ist beschrdnkt und

ITe] < p-esssup v-esssup [k(ew. )],

falls die rechte Seite endlich ist.
(ii) Ty, : L — L} ist beschrinkt und

1Tl < [ vids) [ o) [t 0)

falls die rechte Seite endlich ist.
(i11) Ty, : Ly — LY ist beschrinkt und

nnnsW%wm/mwnu%mL
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falls die rechte Seite endlich ist. Ist k > 0 fast sicher, gilt Gleichheit.
() Ty, - L, — L,, ist beschrinkt und
I < v-esssup [ (o) i, 0)].
0

falls die rechte Seite endlich ist. Ist k > 0 fast sicher, gilt Gleichheit.
Beweis: Es gilt immer

(Tkf)(w)] < /V(d9) [F(w, )] 11 (0)] (1.3)
mit Gleichheit, falls £ > 0 und f > 0. Fiir (i) verwenden wir nun

Tl 2 -esssup [ o(db) k(. 0)] 1£6)

< (p—esssupy—esssup|k(w,9)|) I fllzs-
w 0

Fiir (ii) schlieflen wir wie folgt:

1.3

Tifl, < [ utae) [ via) 16w, 0)] 700)
" [o@@)sO)] [ ude) 1hw.6) (14)
< (v-essup|0)) [ via) [ ) [K(w,6)
= Wl [ o1@9) [ () [kle,6)1 (15)

Nun zu (iii):

(13)
ITeflie < pu-esssup / v(d6) k(. 6)] ()

<l -esssup [ v(d9) [k, 0).

Falls £ > 0 und f = 1, gilt Gleichheit. Zuletzt zu (iv). Nach (1.4) gilt:

Tty < (v-essup [ () (60 ) 151

Um die Gleichheit zu zeigen, wihle eine L'-Funktionenfolge mit Triger dort, wo 6 — [ u(dw) k(w, )
am grofiten ist. a

Besonders wichtig sind L?-Abschitzungen. Anwendungsbeispiele des folgenden Kriteriums kénnen
in [HS] gefunden werden.

Satz 1.62 (Schur Test) Der Integralkern k sei nicht-negativ. Auflerdem seien zwei positive messbare
Funktionen q : © = Ry und p : Q — Rs gegeben so dass

/ v(d6) k(w,0) q(6) < ap(w) .

33



und

/ u(dw) plw) k(w,0) < Bq(6),

fiir zwei Konstanten o und 8. Dann ist Ty, : L — L7, beschrdankt und

IT:l| < VaB.

Beweis: Zunichst gilt nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung und der ersten Annahme

(@D < [ v(ds) kw,0) 70)] [ v(ds) . 0) |16
L 4(0)

- / v(do) / y(d@’)(k(w,@) k(w,8) | f(0)] —)é(k«u,@)k(w,@’)|f<9’>!2

q(0)
< /y(de)k:(w,@)q(@) /V(Cm) 4(0)
k(w,0)[1O)F

< aple) [ wan) ST

(0)\ 4
1)

Nun werden dies, der Satz von Fubini und die zweite Annahme verwandt um wie folgt zu schlieflen:

HTk-fH%g < //L(dw) ap(w) /y(de) w

q(0)
= v —|f(9)|2 w) plw) k(w
= o [fotan) LL [ i) v i)

< B / v(d6) | £(0)? .

Dies beendet den Beweis.

Satz 1.63 (Hilbert-Schmidt) Ty, : L, — L7, ist beschrdnkt und

mill < ([ vtas) | u(dwﬂk(wﬁ)!?)% — s,

falls die rechte Seite endlich ist. Dann ist Ty, auch kompakt.

Beweis: Wir wenden auf

(Tof)(w) = / v(d0) k(w.9) f(6)

die Cauchy-Schwarz Ungleichung in L? an:

@nep < ( [vanieor) ( [uaier).

Integration bez. u(dw) ergibt:
ITLFIE, < WK% 1712
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Nun zur Kompaktheit. Aus der Mafitheorie sei bekannt, dass k € Lfm, durch Elementarfunktion
approximiert werden kann, d.h. es gibt eine Folge messbarer Mengen EI' C 2 und F}' C Z, sowie
¢.; € K, sodass

Z C’Lj XE” XF” (0)

7,7=1

gegeben durch eine Linearkombination charakteristischer Funktionen erfiillt:

lim ||k, — k|2 = 0.
n—oo

HXV

Wegen der Linearitédt in k folgt dann nach Obigem

1T, = Tell = [ Tho—rll < llkn = Kllgz,, — 0 fir n— oo

(Th, f)(w (Z ng/ ) XEP

Ty, f € span{xen, ..., XgEn }-

Somit hat T}, ein endlich dimensionales Bild, d.h. Ty, € F(L2, L?). Nach Satz 1.54, Kap.1.2, folgt,
dass T} als Norm-Limes von Elementen aus (L7, L?) kompakt ist. O

Zudem gilt

d.h. fiir alle f € L2 gilt

Das Hilbert-Schmidt Kriterium ist zwar einfach zu iiberpriifen, aber es gibt sehr viele stetige
Operatoren Ty : L? — Li, fiir welche es nicht angewendet werden kann. Auch die Kriterien in Satz
1.61 sind leicht zu iiberpriifen. Um Aussagen iiber die Stetigkeit von Ty : LY — L% herzuleiten,
verwenden wir nun eine allgemeine Methode, ndmlich die Interpolation auf LP-Radumen. Hierfiir sei
T = T}, ein beliebiger Operator, also nicht notwendigerweise ein Integraloperator. Genauer, seien
To : LY — L und Ty @ LP* — Lt beide stetig und gelte Ty = 71 = T auf L7 N LP'. Nun mdchte
man 7" auch auf L? definieren, was ”zwischen LP° und LP'” liegt, im Sinne von folgendem Satz.

Satz 1.64 (Lyapunov Ungleichung) Sei 1 < pg,p1 < oo. Fiir 0 <~ <1 setzen wir

1 1—
L_ 1=y, o
p Do P1

Dann gilt:
1Az < WAped 1Ay ¥ fE LR NLE

Falls p < o0, ist zudem LP° N LP' dicht in LP.
Beweis: Dies folgt direkt aus der Hélder-Ungleichung (in der Version & = 5+ é):
Il = LA < WA Mz 1PN = (£, 113,

Die Dichteaussage folgt wegen der Dichte der Elementarfunktionen. a

Bemerkung 1.65 In unendlichen Mafirdumen, wie z.B. LP(R", dx), gilt nicht L2 C L? fir ¢ < p
(aber in endlichen MaBrédumen ist dies richtig).
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Satz 1.66 (M. Riesz 1926, Beweis von Thorin 1939, jetzt genannt Satz von Riesz-Thorin)
Set K=C, 1< po,p1,q0,q1 <00, 0<y <1, und definiere

1 1— 1 1—
LR U TR SN St S
p Po b1 q do 4
Die Operatoren
To: L)Y — LY, T Ly — L

seien stetig mit Normen N (po, qo) und N(p1,q1). Zudem sei Ty =Ty =T auf LP° N LP*. Dann gilt

ITfllLs < N(po,qo) "N(pi, )1 fllze feLynLy.

Also kann T stetig fortgesetzt werden zu einem Operator T : Lt — L, dessen Norm N(p,q) erfillt

N(p,q) < N(po,q)" "N(p1,q)".

Bemerkungen 1.67 1. Grob zusammengefasst besagt der Satz, dass
11 )
(z,y) — log (N (—, —)) konvex ist.
Ty
2. Falls K =R, gilt
N(p,q) <2 N(po,q0)" "N(p1,q)".

3. Es gibt einen Interpolationssatz von Marcinkiewicz, der mit Maximalungleichungen an den
Réndern als Voraussetzung auskommt (siehe z.B. Zhu ” Operator Theory in Function Spaces”).

Wir benoétigen folgendes funktionentheoretisches Hilfsmittel fiir den Beweis.
Satz 1.68 (Hadamard’scher Drei-Geraden-Satz) Betrachte den Streifen
S ={z=v4+1iy:0<y<1, yeR}
und eine beschrdinkte stetige Funktion F' : S — C, die auf dem Inneren von S analytisch ist. Setze

N(vy) = sup|F(y+1y)|.
yeR

Dann gilt
N(y) £ NN,

Bemerkung 1.69 Es gibt eine Umformulierung, genannt Hadamards Drei-Kreis-Satz. Ein weiteres
nahe verwandtes Ergebnis ist der Satz von Phragmen-Lindelof. Hierbei ersetzt man die Beschrankt-
heit auf einem Halbstreifen durch héchstens exponentielles Wachstum auf einem Kegel.

Beweis: Wir werden das Maximumsprinzip verwenden und als bekannt voraussetzen: Jede analyti-
sche Funktion auf einem beschrankten Gebiet nimmt Maximum auf dem Rand an. Falls N(0) = 0
N(0)

oder N(1) = 0, ist F/ = 0 und das Resultat ist trivial. Setze C' = In 575 € R. Dann betrach-

te G(z) = F(2)e®*. Es gilt |G(iy)| < N(0) und |G(1 + iy)| < N(0) fiir alle y € R. Nach dem
Maximumsprinzip gilt also |G(z)| < N(0) fiir alle z € S, was aber direkt den Satz beweist. O
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Lemma 1.70 Sei T : LY — LY stetig und q' definiert durch % + & = 1. Dann gilt

N(p.q) = IITllz~rg = sup sup

£l gz <1 IIQHLZ/SI

[ ) g

Beweis: Wegen der Holderungleichung gilt

/u(dw) gW)(THw) < lglaITflla < lglle N@; a)llf 1l

Andererseits gilt fir F'=Tf € L

/ H(dw)g(@) F(w).

[F]lg = sup
gl <1

Dies ist genau die Dualitdt von LY und LZ’, die wie folgt nachgewiesen werden kann. Zunéchst kann
die Holderungleichung wie oben verwandt werden und zudem fithrt die Wahl

J— 4_q J—

Fw)[F(w)|” Fw)|F(w)]**

g(w) = =

N3 Il

Q

zu

] [ ratorpe)

und auflerdem .

o = ( [ wtaw) )" =1

Wobei%—i—?:l — 1+§:q — %—1:q—2und§:q—1. Somit

/ u(d) (TF)(w)g(w)

sup  sup = sup [[Tfll, = N(p,q),
I flp<1llgllyr <1 I £llp=1
was das Lemma beweist. O

Beweis von Satz 1.66: Zunichst sind die Félle v = 0 und v = 1 trivial. Also sei v € (0,1) und
somit p < oo und ¢ < 0. Zu p € [1,00] bezeichnet p’ immer den konjugierten Exponent, d.h.
]% + % = 1. Nach Lemma 1.70 und wegen der Dichte von Elementarfunktionen in LP-Réumen (hier

p < 00), reicht es zu zeigen:

< N(po,q0)' "N(p1, 1),

\ [ wta) glrT e

fiir

J
[ = ijXFj ; fi €C, F; € B(E), Ifllep =1,
j=1

I
g = ;gim . 9 €C GieBQ), gl =1
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Fir z =~ + iy setze

1 11—z z 1 1—2 z
— , = —|— —_ .
p(2) P P q(2) o ¢
Dann p = p(y), po = p(0), und ¢ = ¢q(y) etc. AuBlerdem gilt
1 _ 1 1 B 1—=2 . z
7 (2) q(2) @ @
Setze F /
_p _q g
fz — ’f p(2) , g, = |g|q’(Z) )
| f] |91

wobei hier % = 0. Also gilt f, = f und g, = g. Letztendlich definieren wir F': S — C durch

F(:) = [ uldo) g.)TL)w).  z=y+iyes
Die Aussage des Satzes ist nun dquivalent zu

IF(v)| < N(po,qo) "N(pi,q:)"

Dies folgt aus dem Hadamard’schen Drei-Geraden Satz, wenn wir nachgewiesen haben, dass:

(i) F analytisch auf dem Inneren von S und beschrénkt auf S ist,

yeR

(iii) sup [F(1 +diy)| < N(p1, q1).
yeR

Zu (i): Explizit ausgeschrieben ist F' gegeben durch

I
o f A gi
F) =30 D UG 20l 79 2 | o) (Txr, ) ()
i=1 j=1 ‘f]‘ ‘g’L’ G
Nun ist | fﬂﬁ =1fI (5%+3) analytisch (weil durch die Exponentialfunktion gegeben) und zudem
ist
‘|fj|p(1p(f+;1) _ ppUGE),

’
g

Dies besagt, dass dieser Faktor beschriinkt auf S ist. Ahnlich zeigt man, dass lg|”® analytisch und
beschriankt ist. Somit ist auch F' als endliches Produkt und endliche Linearkombination analytisch
auf dem Inneren von S und beschréankt auf S.

Zu (ii): Nach der Holder-Ungleichung und der Voraussetzung gilt
IF@)l < Mgl o ITfillze < Ngisll o N (o, o) [l iyl zo

und

J
p Po p p ) p p
Vil = S|l v(F), da :—+@y(_+_),
j=1

p(iy)  po Po D
J P P

- Z!fj!pV(Fj) = fllj; =1, da |art|=la]ro .
j=1
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Genauso verifiziert man /gy, || o = [|gl[,+ = 1. Der Beweis von (iii) ist analog. O
i

Wir kommen zu einer ersten Anwendung der Interpolation. Die Fourier-Transformation ist zunéchst

definiert durch p
FiD®) -5, (FH0) = [ o).

Hierbei ist der Integralkern k(p,z) = \/Lz? e P sodass in der Tat nach Satz 1.61 (i), der auch gilt
wenn {2 durch das nicht-kompakte R ersetzt wird:

1
| Fllzir < supsup|k(p,x)] =

pER zER Vor

AuBerdem sei das Parseval-Theorem bekannt, welches besagt, dass F : L?(R) — L*(R) eine Isometrie

ist, somit gilt ||F||r2z2 = 1. Einen detaillierten Beweis werden wir etwas spéter im Kapitel iiber
Hilbertraume liefern. Als Begriindung diene vorerst folgende formale Rechung:

11 = [ o [ ar—= @ F@) [ e = )

= far [ ( [ e “”)Jmf(x)

6(1’ x)

= IfIIZ- -

Unter Verwendung der Unitaritéit zeigen wir nun folgenden Satz.

Satz 1.71 (Hausdorff-Young Ungleichung) Fiir 1 <p <2 gilt

2-p

1\ 7
17 < ()

Beweis: Wir wenden den Satz von Riesz-Thorin an auf (p, qo)

=(2,2) und (p1,q1) = (1,00). Dann
bestimmen wir v, sodass
1 1— 1— 1
L e A T ek SN RS S O
P Po D1 2 1 2 2
das heiﬁt’y:%—l. Dann ist
2
1 1=y 7 1=y _1=p%l p-i
q 4o 41 2 2 p

Also folgt wegen

2—p

_ 1 p
HFHLP%LP T H‘FHL2—>L2H‘F”L1—>L°° - (E)
der Satz.

O

Die nichste Anwendung betrifft die Faltung auf St = {e? :

0<6 <2} Fir f,ge L' =L (S', £)
definiere

(f % g)(e™) = / Dy g(eite),
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Es gilt f * g € L', weil nach dem Satz von Fubini

d de , ’
ool = [ 52| [ 5 seutets)

27

= (Al llgllzr

Somit ist (L', +, %, ||.]|z1) eine Banachalgebra, welche zudem f * g = g * f erfiillt, also kommutativ
ist. Nun kann dies wieder zur Interpolation verwandt werden.

Satz 1.72 (Young’sche Ungleichung) Sei 1 < p,q < oo und % ==+ % — 1 erfille r > 0. Dann gilt

1
P
1f* gl < N lleellglize -

Beweis: Seien f € LP und g € L9. Da L?,L9 C L' (in einem endlichen Mafiraum sind nur Sin-
gularititen relevant), ist f * g € L'. Betrachte fiir festes f € L' den Operator Tg = f * g. Dann
gilt

[Tl < [fl: (nach Obigem)

T\ Loz < ||fllzr  (nach Satz 1.61)

Interpolation zwischen (1,1) und (0o, 00) gibt also fiir 1 < ¢ < 0o nach dem Satz von Riesz-Thorin
|IT|zesre < ||fllzr (da gleiche Normen auf rechter Seite),

d.h. ausgeschrieben
1f*gllee < Wfllerllgllze - (1.6)

Nun betrachte fiir festes g € L9 den Operator T f = f*g. Dann gilt:

1T sze < llgllze »  (Klar nach Obigem (1.6).)

T o e < llgllza s wobei $ + % =1.

Letzteres folgt direkt aus der Holder-Ungleichung

4 do . .
|(f *+g)(e™)] < /%\f(ew)llg(e’(“”)! < [[fllzeligliza -

Jetzt konnen wir Interpolation zwischen (1,¢) und (¢’, 00) zu (p,r) durchfithren. Hierzu bestimmen
wir zundchst v:
1 1 1 1

:——l—ql — 7(—/—1):——1 = Y- = 5 = =

q
q D q jd jd

Es gilt in der Tat v < 1, da ]% =q (1 — %) < 1, was dquivalent zur Annahme 1 — % — % < 0 ist.
Also

1 1— 1-4 1 1 1
_:_7+12 P = -—-==-4+--1,
r q oo q q D q D
sodass
~ ~ -
1T oz < TN LT g e = Nlgllza,
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was genau die Young’sche Ungleichung ist. a
Liste weiterer Integraltransformationen (der Vollstandigkeit halber bzw. zur Information)
A) Die Hilbert-Transformation H : L*(R) — L*(R) ist definiert mit dem Cauchy’schen Prinzipal-
wert: ] )

T R\ B (x)

rT—y eoT T—y

Das wichtigste Ergebnis ist
Satz H ist eine Isometrie auf L*(R) und H? = —1. Auflerdem ist H stetig auf LF(R) fiir 1 < p < oo.

Bemerkungen

1. Die Hilberttransformation ist das Standardbeispiel eines singuléren Integraloperators. Diese
sind Thema der harmonischen Analysis.

2. Connes’ quantisierte Ableitung df = [H, f] einer Funktion f auf S! ist ein Operator auf L*(R),
welcher mit Hilfe der Hilberttransformation definiert wird.

3. Die Hilberttransformation verbindet Real- und Imaginérteil analytischer Funktion auf C, .

B) Die Laplace Transformation ist definiert durch

Lhie)= [Tdye i), aeC Re(@) >0, fe LR

Sie ist analytisch in = auf der rechten Halbebene. Wenn x hier auf R, eingeschrénkt wird, erhilt
man einen Operator L : L*(R;) — L*(R,) und es gilt dann:

Satz ||L||L2—>L2 = ﬁ
C) Die Hilbert-Hankel Transformation K : L?(R,) — L*(R.) ist definiert durch

T
r+y

K = [y

Satz ||K||z2—z2 = 1 und K ist stetig auf LP fiir 1 < p < oc.

D) Es gibt viele andere Integraltransformationen, z.B. die Mellin-Transformation und die Wigner-
Transformation.

2 Hilbertraume

2.1 Definition und wichtigste Eigenschaften

Definition 2.1 Sei (X, +,-,K) ein Vektorraum iiber K (wieder ist K =R oder C). Dann heifit eine
Abbildung (-|-) : X x X — K Skalarprodukt genau dann, wenn Folgendes fir alle x,z',y € X und
A € K gilt:

(i) (ylx + ') = (y|x) + X {y|2") (Linearitit im zweiten Argument)
(i) (ylz)

= <x
(iii) (x|z) >0 (Positivitat)

ly) (Symmetrie)
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(iv) (z|z) =0 = =0 (Nicht-Entartung)
Man setzt dann ||z|| = \/(z|x) (wir zeigen weiter unten, dass dies Norm ist).

Definition 2.2 Sei (X, (-|-)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt, auch genannt ein Prd-Hilbertraum.
Dann definieren wir

(i) x,y € X orthogonal (Kurzschreibweise x1ly) <= (x|y) = 0.
(i) (x;)ier orthogonale Familie <= x;Lx; ¥V i,j €1, i # j.
(ili) (x:)ier orthonormierte Familie <= (x;);e; orthogonale Familie und ||x;|| =1V i € I.

Satz 2.3 Sei (x,)n=1..n orthonormiert in (X, (:|-)). Dann giltV z € X:

.....

N N
1> = Dl @len) > + lle =D (walz) znl®  (Pythagoras)
n=1 n=1

und

N
|z[|? > Z|<x!xn>|2 (Bessel’sche Ungleichung).
n=1

Beweis: Setze y = Y.V (2,|z) x,,. Dann gilt (z — y) Ly, da

(x—yly) = D {wal2) (& —ylza)

Somit
|z = (z]z) = (x—y+ylr—y+y) = @—ylzr—y)+ Yly) .

was den Beweis beendet. O
Korollar 2.4 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Seien x,y € (X, (-|-)). Dann

[{zly)| < ll=lllyll-

Begriindung: Der Fall mit y = 0 ist trivial. Sonst wende die Bessel-Ungleichung auf die einelemen-
tige orthonormale Menge Hz—” an:

y [(z]y)?
lzI* > [al=n)* = Z
Iyl Iyl

J

was schon die Ungleichung ist. a

Satz 2.5 Sei (X, (:|-)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und definiere ||z|| = +/(z|z). Dann ist

(X, |I.I) ein normierter Vektorraum.
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Begriindung: |[A\z|| = |A|||z] ist klar, ebenso wie die Positivitdt und die Nicht-Entartung. Nun zur
Dreiecksungleichung:

|z +yll? = (z|z) + (zly) + (ylz) + (yly)
= ||z]]* 4+ 2 Re (z]y) + [|ly||”
<zl + 2 [yl + llvll? = (=] + lvl)?

wobei wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung verwandt haben. a

Nun zu einer weiteren geometrischen Information.
Satz 2.6 Sei (X, (-|)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt
@) [z +yl* + lle = ylI* = 2(1=* + lylI*) ~ (Parallelogrammregel)

(ii) Das Skalarprodukt kann durch die Norm ||.| berechnet werden mit der Polarisationsidentitit:

1 . . .
(z]y) = 1 [(“f +yl|? = |z — yl|*) —i(||lz +iy||* — ||z — zy”2)] . falls K=C,
und .
(@ly) = 7 lllv +yllP —lle—yl?], falls K=R.
Beweis: (i) ist eine rein algebraische Rechnung:

lz+yll> +llz—yl> = (@+yle+y)+(z—ylz—y)
(z]z) + (z|y) + (ylz) + (Yly) + (z|z) — (2y) — (Ylz) + (Yly)
= 2(zlz) +2(yly) ,

und (ii) verifiziert man analog. O
Satz 2.7 (von Neumann) Sei (X, ||.||) ein normierter Raum. Dann wird ||.|| vom Skalarprodukt in-
duziert genau dann, wenn ||.| die Parallelogrammregel erfillt. Das Skalarprodukt ist dann durch Satz

2.0 (ii) gegeben.
Beweis: =" klar nach Satz 2.6

7«<=" Wir verifizieren, dass die Formel die Axiome des Skalarprodukts erfiillt, unter Verwendung der
Parallelogrammregel. Wir betrachten der Einfachheit halber lediglich den Fall K = R. Die Symmetrie
folgt aus

(@ly) =1 (lz+yll* = llz = yI*) = 30ly + =* =y — 2]*) = (yl=) .
Fiir die Linearitdt (hier im ersten Argument) verwenden wir
(@+aly) = ;e +2" +yI* =z +2" —yl") .
Es gilt, nach der Parallelogramm-Regel,
2 |z +yll* + 2 [']* = |z — 2"+ y||”
= 22" +yl +2 |2 - 2" — =z + g
= Nz +yl* + 11217 + "+ ylI* + l2l” = 5(le — 2"+ ylI* + l2" — = +y]*)

Iz + 2"+ y|?
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wobei wir im letzten Schritt das Mittel der beiden ersten Terme genommen haben. Ebenso gilt
lz+ 2" —yl* = o=yl + [12]° + [|2" =yl + 2]* = 5 (o — 2" = yl* + 2" =2 —y|")
Zusammen folgt also:
(@+aly) = 1 (lz+yl” =z —yll* + 2"+ ylI* = " —yl*) = (aly) + (@ly) -

Zuletzt zeigen wir
(Azly) = Alzly) - (2.1)
Dies gilt fiir A € N wegen des eben Gezeigten, und offensichtlich gilt es auch fiir A = 0. Aulerdem
zeigt
(~aly) = T (l—z+ylP=ll-z-yl*) = —(aly) .
dass (2.1) fiir A = —1 und somit A € Z gilt. Weiter fiir A = » € Q erhélt man (2.1) aus
mAzly) = (mAzly) = (nzly) = n{zly) .

AuBerdem sind beide Seiten von (2.1) stetig in A (wegen der Stetigkeit von ||.||), sodass letztendlich
(2.1) fir alle A € R richtig ist. O

Definition 2.8 (i) Ein vollstindiger Vektorraum mit Skalarprodukt ist ein Hilbertraum.

(ii) Seien H und H' Hilbertriume und U : H — H' linearer Operator. Dann heifst U unitir (bzw.
orthogonal, falls K = R) genau dann, wenn U bijektiv ist und (Uz|Uy),, = (x| y), fir alle
x,y € H.

Beispiele 2.9 1. (C", (.|.)cn) ist ein Hilbertraum, wobei (.|.)., das euklidische Skalarprodukt ist.

2. (*(N) bzw. allgemeiner ¢*(I) = {(x;);er : abzihlbar viele x; # 0 und )_,_; |z;]* < oo} versehen
mit ((2;)ier | (¥i)ier) = Y _;e; Tiyi ist ein Hilbertraum. Beachte, dass im Skalarprodukt lediglich
abzéhlbar viele Summanden nicht verschwinden.

3. Sei (Q, 1) ein Mafiraum. Dann ist L?(€2, 1) ein Hilbertraum, wenn man definiert

(flg) = / u(dw) T@)g(w)

Etwas allgemeiner kann man vektorwertige Funktionen f : Q — C" betrachten und dann
L2(Q, i1, C") definieren, worauf ein Skalarprodukt gegeben ist durch

(flg) = / u(deo) {F(@)]g()) e

Noch allgemeiner ist L*(Q, u,H) der Raum der schwach messbaren Funktionen auf 0 mit
Werten in einem separablen Hilbert-Raum H, wobei f : 2 — H schwach messbar ist genau
dann, wenn Q — (z|f(w)) € C messbar ist fiir alle x € H.

4. Sei (Hy)n>1 eine Folge von Hilbertraumen. Setze

H = @Hn = {($n)n>1

n>1

Tn € H,, mit Z a3, < oo} :

n>1
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und

(Tn)nz1|(Yn)nz1) = Z<xn|yn>7{n :

n>1

Dann ist die ”Direkte Summe” (#, (-|-)) ein Hilbert-Raum.
Folgender Satz gilt auch in gleichméfig konvexen Banachraumen (Beweis mit Hahn-Banach, siehe

Lax Theorem 8, Kapitel 5).

Satz 2.10 Sei Y C H eine abgeschlossene, nicht-leere konvexe Teilmenge eines Hilbert-Raumes H
(2.B. ein abgeschlossener Unterraum). Fir alle x € H gibt es dann ein eindeutiges y € Y mit
minimalem Abstand zu x.

Beweis: Setze d = inf ey ||z —y||. Sei (yn)n>1 eine Folge in Y mit lim ||z — y,|| = d. Dann gilt wegen
der Parallelogrammregel
[yn — ym||2 = [[(yn —2) — (ym — x)HQ
= 2 lya —2l* +2 llym — 2* = || = 22 + g + yu|”
1
= 2l —2l* +2 lgm — 2 =4 [lo = 5 (g + )|
< 2 Hyn —QJH2+2 Hym —1’“2 —4d )

wobel wir im letzten Schritt verwendet haben, dass 3 (y, + yn) € Y nach der Konvexititsannahme
an Y. Da (||x — y,||)n>1 eine Cauchy-Folge in R ist, existiert ein N(€), sodass fiir n,m > N(e)

lyn — ymll? < 2P+ e+2d®+e—4d* =2e.

Somit ist also (y,)n>1 eine Cauchy-Folge in Y. Da Y abgeschlossen ist, existiert lim,y, =y € Y.
Auflerdem impliziert die Stetigkeit der Norm

lz =yl = lim |z —ynl ,

sodass y den Abstand minimisiert.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei ¢’ ein weiterer den Abstand minimierender Vektor. Dann

0 < ly—vI?
[y —2) = (y — )
= 2ly—zP+2 |y -zl =2z —y— ¥

1
4d2—4||x—§(y+y’)||
4 -4d*<0.

I

IN

Somit ist y = v’ O

Satz 2.11 Ser Y € H ein Unterraum eines Hilbert-Raumes H. Definiere sein orthogonales Komple-
ment als

Yt = {zeH:(z]ly) = 0OVyecY}.
Es gilt

(i) Yt ist ein abgeschlossener Unterraum.
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(ii) Sei Y abgeschlossen. Dann kann jedes x € H eindeutig zerlegt werden als x =y+z mity € Y
und z € Y+,

In anderen Worten: H =Y @© Y+ mit Isomorphismus (y,z) — y @® z, wobei das Skalarprodukt
auf der direkten Summe wie das euklidische Skalarprodukt definiert wird.

Die lineare Abbildung P : H — Y C H mit P(x) =y heifit Projektion auf Y. Es gilt P? = P.
(iii) Fir jeden Unterraum Y ist der Abschluss gegeben durch Y = (Y1+)*.

Beweis: (i) Zunichst zur Unterraumeigenschaft. Seien z,z’ € Y+ und A\ € K. Dann gilt fiir alle
y €Y, dass _

(z+Aly) = (ly) + A ly) = 0.
Somit z+ Az’ € Y. Nun zur Abgeschlossenheit. Sei (2,,),>1 eine Cauchyfolge in Y+ und 2 = lim z, €
‘H. Dann haben wir fiir alle y € Y

(zly) = (2= zly) + (zaly) = (2= zly) -

Also
[zly)] < llz=z.ll|ly]] — 0 fir n— oco.

Somit (z|y) = 0 und also z € Y+

(ii) Y ist abgeschlossen nach Voraussetzung und konvex, weil es ein Unterraum ist. Nach Satz 2.10
gibt es zu x € H ein y € Y mit minimalem Abstand d = ||z — y||. Wir setzen z = = — y, sodass
d = ||z||. Zu zeigen ist nun z € Y+. Fiir A € R und beliebiges ¢/ € Y gilt:

& < o= G+M)IP = llz =M = 2l = 2ARe (zly) + X[y -
——

ey

Somit Re (z|y’) = 0, weil ansonsten die Ungleichung verletzt ist fir kleine A mit adédquatem Vorzei-
chen. Das gleiche Argument mit i\, A € R, zeigt Sm (z]y’) = 0. Zusammen folgt also (z|y') = 0 fiir
y €Y, dh €Yt
Zuletzt zur Eindeutigkeit: Sei # = y + 2 = ¥ + 2/ mit y,4// € Y und 2,2’ € Y+. Dann ist
/ / . , / . ..
y —y = 2 — z orthogonal zu sich selbst, was y — ¢’ = 0 = 2/ — 2 impliziert.
€Yy eyt

Nun zu (iii): Da Y+ abgeschlossen ist, gilt nach (ii), dass H = Y+ @ (Y1), Falls Y abgeschlossen
ist, gilt zudem H = Y+ @Y (jeweils mit eindeutigen Zerlegungen). Also ist Y = (Y1)t fiir YV
abgeschlossen. Weil fiir y € Y gilt (y|z) = 0 fiir alle z € Y4, ist offensichtlich y € (Y+)*, sodass
Y C (Y1)t Da aber (Y1)* abgeschlossen ist, folgt ¥ C (Y*)*. AuBerdem ist Y C Y, sodass

YL 5V, Zusammen (Y1) ¢ (Y)Y =7 und somit ¥ = (V1)L O

Satz 2.12 Wenn Y ein abgeschlossener Unterraum von H ist, so ist der Quotientenraum H/Y
kanonisch isomorph zu Y+ :

H]Y = YVE.

Der isometrische Isomorphismus ist durch w|yL : Y+ — H/Y gegeben, wobei 7 die kanonische
Projektion ist (siehe Satz 1.28).

Beweis: Dies ist eine Anwendung von den Sitzen 2.10 und 2.11. Es ist eine gute Ubung alle Details
auszufiillen. a
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Satz 2.13 (Riesz-Frechet’scher Darstellungssatz, oft auch Riesz-Lemma genannt)
Jedes stetige Funktional T € B(H,K) ist von der Form

T(x) = (yr|x) , r € H.

Hierbei ist yr € H eindeutig und ||yr|n = |T||Bax)-

Beweis: Sei
N = {zeH : Ter=0} = T'({0}).

Nun ist N abgeschlossen als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter der stetigen Abbildung 7. Ist
N =H, so ist T'= 0 und man kann yr = 0 wéhlen. Sei also jetzt N # H und xg ¢ N. Gemé&f Satz
2.11 zerlegen wir x¢ = yo + 2o mit yo € N+ und z, € N. Dann setzen wir

Yyr = 75 Yo,
llyoll?

und zeigen, dass dies die gewiinschten Eigenschaften hat. Hierzu zerlegen wir ein beliebiges x € H

wie folgt:
Tx n Tx
r = |z—— — )
Tyo Yo Tyo Yo

Da der erste Summand in N ist und yr L N, gilt jetzt:

Tx Tyo Tx
r) = T —— + (o |
(yr|z) (yr | ( yo)> <||y0”2yo | To Yo)

Ty
Tyy Tz
- 04 2t
Tl Tyo ‘olte)
= Tx.

Nun zur Eindeutigkeit. Sei y' € H ein weiterer Vektor, sodass Tx = (y|x). Dann gilt

/

Iy —yrll> = & —yrly —yr)
= WY —yr) = (yrly —yr)
= TW —yr)—TW —yr)
=0,

sodass ¥’ = yr. Somit ist H = N @ span (yo). Zuletzt zur Operatornorm. Es gilt

|7 = sup [Tz| = sup |(yrlz)| < sup [yrlllz]l = [yrll,
[|lz]|<1 flzlI<1 [lz[|<1
und
Yyr Yr
1 = sup 7ol 2 |72 = | ) = ol
lzll<1 yr|l lyr|l
und der Beweis ist vollstandig. a

Folgende Verallgemeinerung des Riesz-Lemmas ist oft hilfreich, inshesondere fiir Existenzaussagen
fiir Differentialgleichungen.
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Satz 2.14 (Lax-Milgram Lemma) Sei H ein Hilbert-Raum und B : H X H — K sei eine beschrinkte
und positive Sesquilinearform, d.h. es gilt

(i) y € H — B(y,z) ist antilinear fir alle x € H und x € H — By, x) ist linear fiir alle y € H.

(ii) B ist beschrinkt, d.h. es gibt ein C' € R mit

Bz,y) < C llzf llyll -

(iii) B ist positiv, d.h. es gibt ein b > 0 mit

B(x,z) > blz|?, VeeH.

Dann existiert zu jedem Funktional T € B(H,K) genau ein yr € H mit
Tx = B(yr,x) .

Beweis: Da © € H — B(y, z) ein stetiges lineares Funktional ist, besagt das Lemma von Riesz, dass
es genau ein z = z(y) € H mit

By, z) = (z]x)
gibt. Zudem ist z linear von y abhéngig, sodass

Z = A{z=z(y) : yeH}

ein Unterraum von H ist.

Erste Behauptung: Z ist abgeschlossen. In der Tat, fiir die Wahl = y erhélt man B(y,y) = (z|y).
Somit folgt nach Voraussetzung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

bllyl* < Bly.y) < Izl llyll .

sodass
bllyll < 2] - (2.2)

Sei nun (2,),>1 eine Cauchy-Folge in Z und (y,),>1 eine zugehorige Folge in #H, sodass
B(yn,x) = (za]z) | VeeH.
Unter Verwendung der Anti-Linearitét von B und (.|.) im ersten Argument erhélt man
Byn = Ym,x) = (20 — zZml2) -

Mit (2.2) folgt nun b ||yn—Yml| < ||2n— 2m ||, sodass (y,,)n>1 eine Cauchy-Folge ist, die also konvergiert.

Seien jetzt y = limy, und z = lim z,,. Wegen der Stetigkeit von B (geméfl Voraussetzung (ii)) und
von (.|.) gilt
B(y,x) = lim B(y,,x) = lim(z,|x) = (z|z) ,

aber das heifit z € Z und somit folgt die erste Behauptung.

Zweite Behauptung: Z = H. Dies werden wir durch einen Widerspruchsbeweis zeigen. Sei also Z # H.
Weil Z abgeschlossen ist, existiert nach Satz 2.11 ein z € Z+, z # 0. Somit B(y,z) = (z|z) = 0 fiir
alle y € H, wobei z = z(y). Insbesondere gilt also B(x,x) = 0, was wegen x # 0 ein Widerspruch
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zur Voraussetzung (iii) ist.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Existenz von yr € H nachweisen. Nach dem Satz von
Riesz-Frechet existiert ein zr € ‘H mit

Tx = (zr|z) , VeeH.
Da Z = H, wihle zugehoriges yr, sodass
Tx = (zr|z) = Blyr,x), VeeH.

Zuletzt noch zur Eindeutigkeit. Sei y' € H, sodass Tx = B(y',x) = B(yr, ) fir alle x € H. Somit
gilt B(y' — yr,x) = 0 fiir alle € H. Insbesondere gilt also 0 = B(y' — yr,v' — yr) > by — yrl?,
sodass ¢y = yr. O

Definition 2.15 (i) B = (b;)icsr heifit Orthonormalbasis (ONB) eines Hilbertraumes H genau
dann, wenn B orthonormale Familie und span(B) = H.

(ii) H heifit separabel genau dann, wenn es eine abzihlbare dichte Teilmenge von H gibt.

Bemerkung 2.16 Gemif Satz 1.21 ist H separabel genau dann, wenn eine abzéhlbare Menge A C
H mit span(A) = H existiert. Dann ergibt das Gram-Schmidt-Verfahren, angewandt auf A = (a,,)n>1,
eine ONB B = (b,,),>1. Genauer

— _ C
¢ =ar, b1 = far »

Co = Q2 — (bl|a2> by ) by =

Cp = Qp — Z?;ll <bﬁ|an> bﬁ > bn = ‘cn” )

jeweils wenn ¢, # 0. Somit erhalten wir den folgenden Satz.
Satz 2.17 H separabel <= H hat eine abzihlbare ONB

Bemerkung 2.18 Alle klassischen Systeme orthogonaler Polynome werden auf diese Art und Weise
mit dem Gram-Schmidt-Verfahren zu geeignetem Skalarprodukt aus der Basis (an)n>0 = (2™)n>0
erhalten. Z.B. erhilt man die Legendre Polynome in (L*([—1,1]), dx).

Satz 2.19 Jeder Hilbertraum hat eine ONB.

Beweis: Sei C = {orthonormale Familien in H}. Wir fithren auf C eine partielle Ordnung ein durch
S; < Sy <= 51 C 5. Sei (Sq)aca eine vollstiandig geordnete Teilmenge in C (auch genannt eine
Kette), d.h. entweder S, < S, oder Sy < S, fiir alle a, o/ € A. Setze

S =S

acA

Dann ist S eine orthogonale Familie, d.h. S € C. Zudem ist S eine obere Schranke an (Sg)aca, da
S < S fur alle a € A. Somit ist (C, <) induktiv geordnet (d.h. jede Kette hat eine obere Schranke).
Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es ein maximales Element B € C. Wir zeigen nun, dass B eine Basis
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ist, d.h. span(B) = H. Ansonsten wiirde némlich ein = ¢ span(B) existieren. Dann sei U = span(B)
der zum Spann von B gehoérende abgeschlossene Unterraum und Py die Projektion auf U. Es gilt

z — Py
v= ——7— 1 U,
|z — Py

und somit v L span(B). Da B C span{B, v} echt enthalten ist, liegt ein Widerspruch zur Maxima-
litédt von B vor. O

Der folgende Satz zeigt, dass man jeden Vektor als Linearkombination von Basiselementen aus-
driicken kann (wie in K").

Satz 2.20 Sei B = (b;)ie; eine ONB in einem Hilbertraum H und seien x,y € H. Dann gilt:
(i) (bilz) # 0 fiir hochstens abzihlbar viele i.

(i) = = .o (bilx) by mit nur abzihlbar vielen Summanden und die Konvergenz in H ist unabhdngig
von der Anordnung der Summanden.

(iil) ||lz]|* = > ,c; [(bilz)[? (Parseval-Gleichung)
(1iv) (z|y) = D s (@]bi) (bsly), d.h. formal geschrieben ™), |b;) (b;| = 17
(v) Umgekehrt, gegeben ¢; € K mit Y, ; |ci|* < o0, so st Y., b € H

Beweis: (i) Nach der Bessel-Ungleichung fiir jedes 7 C I, #T < oo, gilt Y, |(bi]z)]* < [jz|*.
Somit ist

1
n=qt€l : b; > —
n={ict: ok}
endlich und 7, =, T = {i € I : (bi|z) # 0} abzihlbar.

(ii) Wir wiihlen eine beliebige Abzihlung von T, = {i, : n > 1}. Dann ist 3.0, |(b;, |z)|> monoton
und durch ||z]|? beschriinkt, somit konvergent. Setze:

N
oy =Y (bi|7)bi, .
n=1
Dann gilt fir N > M:
N 2 N
lox —anll® = || D Gl bl = > [bil2)
n=M+1 n=M+1

Wegen der Konvergenz von 3, - | (b, |z) |* ist also (xx)n>1 eine Cauchy-Folge in H.

Sei 2’ = limxy. Wir miissen noch zeigen, dass 2’ = z. Fiir 4, € T, gilt, unter Verwendung der
Stetigkeit des Skalarprodukts, dass

N
o — I . . .
N
= h]{]n <x — Z <bln|$> bi,, bim>




Andererseits gilt fiir ¢ & 7T,:

(z—2lb;) = h]{}l<$’bi>—z<bin\x> (bi,|bi) = (x]bi) = 0.

n=1

Somit ist z — 2’ L span(B) = H, d.h. x — 2’ =0 und = = 2’
(iii) Nach (ii) und der Stetigkeit der Norm folgt

2

N N
o _ 2 _ 1 _ , ‘ _ 2 4 2
0 = tipllr el = T o = 3 )| =l (nxn > 1l ) .
(iv) folgt direkt durch Einsetzen und (v) ist eine Ubung. O

Satz 2.21 Sei H separabel und dim(H) = co. Dann H = (> = (*(N).
Beweis: Sei (b,),>1 eine ONB. Definiere
U:H— €2 , Ux = ((bn|x>>n21 .

Dann ist Uz € ¢* (nach (iii) in Satz 2.20), U ist surjektiv nach (v) und mit (iv) impliziert dies die
Unitéritét. O

Definition 2.22 Wir definieren den adjungierten Operator T* eines beschrinkten T € B(H) wie
folgt: Zu festem x € H, betrachtet man das stetige lineare Funktional y € H — (x|Ty). Dann
existiert nach dem Lemma von Riesz ein z, € H, sodass

(@[Ty) = (zly) .
Der stetige (!) und lineare (!) Operator T* € B(H) ist dann definiert durch
T"'r = 2z, ,

d.h.
(T*z|ly) = (z|Ty) , Vae,yeH.

Zudem definieren wir:
(i) T € B(H) selbstadjungiert <= T =T*
(ii) U € B(H) unitir <= U* =U""!

Es kann leicht tiberpriift werden, dass diese Definition der Unitaritét mit der in Definition 2.8 iiber-
einstimmt. Die Linearitéit von T* folgt aus (T*(Az)|y) = (Ax|Ty) = A (z|Ty) = XN {(T*z|y) = (\T*zx|y)
und eine analoge Rechnung fiir die Summe zweier Vektoren. Die Stetigkeit folgt nun aus folgendem
Satz.

Satz 2.23 Seien T, S € B(H). Dann gilt
(@) N7 = 7]
(i) (T'S)* = S*T*
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(i) (T%) =T

(iv) Wenn T invertierbar und T—' € B(H) ist, dann hat T* ein beschrinktes Inverses und
(T*)—l — (Tfl)* ]

() IT*T|| = |T|*  (C*-Gleichung)

(vi) (Ran(T))* = Ker(T*), wobei Ran(T) das Bild von T bezeichnet.

Beweis: (i) folgt aus folgender Rechnung

|T[| = sup ||Tz|| = sup sup |(y[T)]
o<1 el <1 lyl<1
= sup sup [(T"y|z)| = sup sup |(z[T7y)]|
lylI<t |z <1 lylI<t |z <1
= sup [Ty = [|T7] .
lyll<1

(ii) + (iii) sind einfache Ubungen. Zu (iv): Es gilt 77'T = 1 =TT}, sodass nach (ii):
T*(Til)* — (TflT)* — ]1* — ]1 — (Tfl)*T* )
Zu (v): Die Normungleichung und (i) ergibt ||[T*T|| < ||T*||[|T|| = ||T||*. Zudem gilt:

7T\ = sup [[T"T|| > sup (z|T"Tx)
=<1 [lz]|<1
= sup (T2|Tz) = sup Tzl = |T|*.
l[=l]<1 [l <1
Zuletzt zu (vi):
x € Ker(T™) (yT"z) =0 VyeH

=
— (Tylz) =0 VyeH
< z € (Ran(T))*,

was die gewiinschte Gleichheit zeigt. a

2.2 Anwendungsbeispiele von Hilbert-Raummethoden

Es werden nacheinander drei Themenbereiche beschrieben, zunéchst Fourier-Reihen, dann der Satz
von Radon-Nikodym und zuletzt der Ergodensatz. Sei S! = R/27Z = [—m, 7). Fiir eine Funktion
fe L (S, £) sind die Fourierkoeffizienten (Fourier 1811) definiert durch

" db —in n
fo= [ 5O = (eIE)
Die zentrale Frage ist nun, fiir welche Funktionen f die Fourier-Reihe
an eme
neZ

gegen f konvergiert und in welchem Sinne die Konvergenz vorliegt. Ein klassisches hinreichendes
Kriterium ist das folgende.
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Satz 2.24 (dhnlich wie Dirichlet 1828)
Sei f € CYS'). Dann konvergiert die Fourierreihe uniform, d.h. die Partialsummen Sy(6) =

Z;V:_N frn €™ erfiillen limy o0 || Sy — flloo = 0.

Beweis: Wir berechnen zunichst die Partialsummen:

Sn(0) = (Z | £ )

v d(p N
— kel in(0—¢)
| Fro ¥
n=—N
vy ng N
— o —ine
/_7r 5 fO+p) n:ENe )

Also ist es sinnvoll, den Dirichletkern einzufiihren fiir ¢ # 0:

N 2N+1

DN(SO) — E e e — e—chp 2 ey
n=—N n=0
. 1 . 1
i2N+1)p iN+5)e  —i[N+35)e . 1
_ iNe e ) 1 _ e< 2) e ( 2) _ sin(N + 5)¢
e —1 ett — e7i% sin £

Er besitzt eine stetige Fortsetzung bei ¢ = 0:
Dy(0) = 2N +1.

Auflerdem ist er gerade und erfiillt fiir alle V € N:

| 5 pute) = 1.

2T

Fiir 0 < ¢ < 7 spalten wir nun wie folgt auf:

5v0) - 101 = | [~ 52 70+ )~ 1) Dati)

0
0

< ‘/_:dw A(@)' + ’/_ d A(w)‘ +

[ e a0
wobei A(p) = 5=(f(0 + @) — f(0))Dn(p). Fiir den mittleren Teil gilt

[eaw)| < [ 52 HEDTO (v gy

_s 2T ’sin (4“23)‘
< [l 1l
T ) 2w sin%
< /6d_90||f’||oo|<P|
— Js2m %%
< 0 f N
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wobei die Ungleichung sin % > %% fiir |p| < § verwandt wurde. Fiir den rechten Term fiihrte eine
partielle Integration zu

/stoA(w) = /sto f<0+¢)_f(9)'sin(N+%)s&
) )

27 sin %
WV

F(p)

J/

™ s 1
— {F(gp) N1 cos(N+%)go] +/5 do F'(p) N cos(N+%)g0.
s

2

2

Nun gilt fiir eine §-abhéngige Konstante Cs (welche unabhéngig von N ist)

sup max{|F(¢),[F'(¢)]} < C5 < oo

0<p<m

Also:
(2 + W)Cg

N+3

/sto A(w)‘ <

)

Das Integral iiber [—m, —d] kann analog abgeschétzt werden, sodass zusammen:

, 2(24m)
1Sn(0) = f(O)] < |If]l 6 + NIl

2

C&S'su

Letzteres fiir § = 5% und N = N (€) ausreichend gro8. O
Bemerkung 2.25 (Fejer 1900) Wenn f nur stetig ist, dann konvergieren die Cesaro-Mittel Cy =
~ 25:1 S, uniform gegen f.

Beweisidee: Modifiziere Obiges unter Verwendung des Fejer-Kerns:

sin®(N +1)%

F = — 2
v (%) (N +1) sin? J;i

O

Es ist noch nicht bekannt, was die Funktionen mit einer in ||.||« konvergenten Fourier-Reihe
charakterisiert (hinreichendes und notwendiges Kriterium). Aber wenn man den Konvergenzbegriff
bez. ||.||2 verwendet, dann ist dies vergleichsweise einfach und vom Standpunkt der Hilbert-Raum-
Theorie sehr natiirlich. Offensichtlich ist (¢”),ez eine orthonormale Familie, d.h. (™ | &™) , =
Onm- Falls bekannt ist, dass eine ONB vorliegt, dann gibt Satz 2.20 fiir jede Funktion f € L? =
% (s, ).

f(0) = Z fr €™ mit Konvergenz in L2

Satz 2.26 (e™),cz ist eine ONB von L* (S', £)

’ 27

Beweis: Wir verwenden, dass C'(S') dicht in (L* (S', £) ,||.|.) liegt, weil ndmlich die Elementar-
funktionen dicht in L? sind und mit beliebig kleinem ||.||o-Fehler geglittet werden kénnen. Jetzt sei

g € (span{e™ : n € Z})*, d.h. (gle™”) = 0 fiir alle n € Z. Zu zeigen ist, dass g = 0. Fiir f € C'(S!)
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ist die Fourier-Reihe nach Satz 2.24 uniform konvergent, also auch konvergent bez. ||.||2. Also folgt
aus der Stetigkeit des Skalarproduktes

N N
<ﬂm==ﬂ§22%ﬁﬂww>=1¥Zz%ﬁdémw>=‘l

Fiir beliebiges f € L?, sei nun f € C', sodass || f — f||12 < € (wegen der Dichteaussage). Dann gilt

(flg) = (f = Flg) +{flg) < If = fllzellgllze < ellgllze -

Somit gilt {f]g) = 0 fiir alle f € L2. Also ist g = 0. O
Bemerkung 2.27 (Satz von Carleson 1966): Fiir jedes f € L? konvergiert die Fourier-Reihe fast
sicher (bez. df). Dies ist ein tiefliegendes Resultat mit einem schwierigen Beweis (im kontinuierlichen

Fall, siche Satz 2.39 unten). Es sei darauf verwiesen, dass die Reihe nicht {iberall konvergieren kann.
An Sprungstellen liegt z.B. keine Konvergenz vor.

Die néchste Anwendung ist von Neumann’s Beweis des Satzes von Radon-Nikodym (der auch den
Lebesgue’schen Zerlegungssatz impliziert).

Satz 2.28 Seien p und v endliche Mafie auf einem Mafraum (Q,3). Zudem sei i absolut stetig bez.
v, d.h. fiir jede messbare Menge B gilt

v(B)=0 = pu(B) = 0.

Dann ezistiert ein C' € 3 mit v(Q\C) = 0 und eine nicht-negative Funktion f € L'(Q,v) mit
u(B) = /Bu(dw) fw), VBCC Bex.
Beweis: Zunéchst definieren wir das endliche Ma3 A = p1 + v und das lineare Funktional:
TiP@N K, T = [ () fw).

Dann ist 7" beschréankt, weil nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung gilt

ol < ([ wia \f(w)F)% (/ wiae) 1)%

2 1 1
< (3 11@F) " 1@F = Wl m@ < o0
Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz existiert ein F' € L?(£2, \) mit

/ A(dw) F(w)f(w) = / Wdo)f(w) . ¥ fe TN .

Insbesondere gilt fiir f = xa:



Wegen p = A — v folgt also
v(A) = /)\(dw) (1—-F)(w) . (2.4)
A
Fiir a > 1, setzen wir
Co={weQ| F(w) >a}.
Dies ist eine messbre Menge und es gilt:

(2.3)
>

W(Ca) > a-A(C) > a(u(Ca) +v(Cy)) .

Somit folgt
w(Cy) = 0 = v(C,), Va>1.

Also ist F' < 1 fast sicher bez. A, u und v. Genauso schliet man mit (2.4), dass 1 — F' < 1 fast sicher
bez. A, p und v gilt. Zusammengefasst ist also 0 < F' < 1 fast sicher bez. A, x und v. Nun setzen wir

1 1
an{wEQzl——SF(w)<1— } , n>1,
n n+1

und

c=cn.

n>1

Wiederum sind das alles messbare Mengen. Dann gilt F'(w) = 1 fiir w € Q\C, sodass mit (2.3)

WONC) = [ M) Fw) = [ Mdw) = u(@\0) +(@\C)
MC o\C
Es folgt:
VO\C) = 0.

Nun setzen wir

F

In = 7T XCu> f:;Qn;

wobei y 4 die charakteristische Funktion auf A € ¥ ist. Somit gilt fiir messbares B C C:

(24)

/B v(dw) gulw) / A(dw) (1 - F()) galw)
[ - F) 2

1= () X&)
= / AMdw) F(w)

BNCrn
(2.3)

=" wBNna,).
Also folgt nach dem Satz der monotonen Konvergenz:

[raise) = v Y@

n>1

= 3 [ vlde) gule)

n>1

= Y ul(Cn) = u(0) < o,

n>1
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d.h. f e LY(Q,v). AuBerdem gilt fiir B C C
J e = 3 [ v ae) = SuBnc) = us).

genau wie behauptet. a

Nun kommen wir zur ergodentheoretischen Anwendung. Hierzu sei zunéchst ein dynamisches
System mit diskreter Zeit eingefiihrt. Zugrundeliegend ist ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 3, u),
welcher die Rolle des Phasenraumes spielt. Die Dynamik ist dann eine messbare Abbildung F : 2 —
(). Iterationen werden mit F" = F o...o F bezeichnet und (F}),>1 heifit der Orbit von w € Q. Nun
definieren wir

p invariant (bez. F) = p(FH(A) =p(d) VAeX

und
o ergodisch = (F'(A) = A= p(A) =0 oder pu(A) =1)

Eine Observable ist eine messbare Funktion f : {2 — K. Seine Birkhoff-Summe entlang des Orbits
(Pl ist 5 Yy f(F7).

Die klassische Fragestellung, zuriickgehend auf Boltzmann, ist nun, ob dynamische Mittel (Li-
mites von Birkhoff-Summen) mit Ensemble-Mitteln (Integration bez. p) iibereinstimmen. Préaziser
ausgedriickt, fiir welche w € €2 und Observable f gilt

1%11%2 f(F'w) = / p(dw') f(W')

und in welchem Sinne ist diese Gleichheit gegeben. Hierzu kann folgendes Ergebnis bewiesen werden.

Satz (Birkhoff 1931:) f € L'(Q2, 1) und g invariant bez. F'. Dann:

(i) f(w) = limy * fo:l f(F"w) existiert u-fast sicher.

(ii) [ pldw)f(w) = [ p(dw)f(w)
(iii) Wenn y ergodisch ist, so ist f = [ pu(dw)f(w) p-fast sicher konstant.

Ein detaillierter Beweis ist meist Teil einer Wahrscheinlichkeitstheorie-Vorlesung und wird hier
nicht reproduziert. Es wird vielmehr ein Hilbert-Raum Zugang vorgestellt, der auf Koopman (1931)
und von Neumann (1932) zuriickgeht. Er fiithrt zu komplementéren Aussagen.

Lemma 2.29 (Koopman)
Es set
U LA, 1) — LA, 1)

definiert durch
U)w) = f(Fw) .

Wenn F' invertierbar und p invariant bez. F ist, so ist U unitdr.
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Beweis: Dies folgt aus folgender Rechnung unter Verwendung der Invarianz:
UHUG) 0y = [ nld) FE@) g(Fe)
— [ udF ) T g(w)
= [ ) T 9(0) = (Sl -

Um die Variablentransformation und Invarianz detaillierter zu zeigen, kann man mit Elementarfunk-
tionen argumentieren. O

Somit konnen also Birkhoff-Summen auch wie folgt geschrieben werden:
1 — 1
N folt = LY U
n=1 n=1

Satz 2.30 (von Neumann’s Ergodentheorie) Sei U unitir auf einem Hilbert-Raum H. Sei P die
Projektion auf den abgeschlossenen Unterraum {x € H : Ux =z} = (U — 1)71({0}). Dann gilt mit
Konvergenz im Hilbert-Raum H.:

N
.1 n
hj{[nﬁglUx:Px, VreH.

Beweis: Wegen 1= P + (1 — P) gilt

1 & 1 & 1 &
N;U% — N;U”Pz + N;U"(l—P)x.

Da Pz € Ker(U — 1), folgt zunéchst

1 & 1 &
il e — P — "(1— P)x .
N;Ua: x+N;U( )

Auflerdem gilt wegen der Aquivalenzen Uy =y <=y = U~ 'y <= y = U*y auch

1 223

(1—P)r € Ker(U —1)*" = Ker(U* —1)* =" (Ran(U — 1))

1 211

Ran(U — 1) .

Firy € Ran(U — 1) gilt y = (U — 1)z = Uz — z fiir ein z € H. Somit teleskopiert die zweite Summe:

N
1 L ove 2||=]l "
— il = ||—= - < fir N :
N;U Yy HN(U z Uz)” < 5 — 0 fiir — 00
Nach einem 3e-Argument gilt Gleiches auch fiir y € Ran(U — 1), d.h. auch fiir (1 — P)z. O
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2.3 Fourier-Transformation und Sobolev-Riume

Zunichst seien folgende Standardnotationen eingefiihrt. Fiir z,p € RY, setzen wir:
d
x-p:ijpj, ?=x-7, |z| = Va2 .
j=1

Fiir einen Multiindex a = (av, . .., aq) € N¢ hingegen ist |a| = ijl «;. Zugehorig zu einem solchen
Multiindex sind partielle Ableitungen und Polynome definiert durch
0% =0p! ... 0 =z

g ?

Definition 2.31 Sei Q C R offen. Die Testfunktionen D(Q2) und Schwartzfunktionen S() auf Q
sind definiert als

D) = CR() = {peC™) : supp(p) C Q kompakt}
S(Q) = {feCc®Q): lim z°9°f(x)=0 Va,B3cN},

|z| =00, 2€Q

wobei supp(p) = {¢ # 0} den Trager von ¢ bezeichnet. Als weitere Notation seien eingefiihrt S =
S(RY) und D = D(R").

Beispiele: Die Funktion ¢(z) = ceiﬁx{mgl}(x) ist in D(R). Sie ist nicht analytisch in den
Punkten —1 und 1. Durch einen geeigneten Vorfaktor ¢ kann sie auch L'-normiert werden, d.h.

[dz p(z) = 1.
Die Funktion f(z) = e=*" ist in S(R), aber nicht in D(R).

Bemerkungen 2.32 1. Offensichtlich gilt D(Q2) C S(Q).

2. Topologien auf D und § sind durch Familien von Halbnormen gegeben, d.h. D und S sind
so genannte lokalkonvexe Rdume. Die Dualrdume D’ und & sind dann die Distributionen
bzw. temperierten (oder Schwartz-) Distributionen. Details hierzu kénnen z.B. in Reed-Simon
nachgelesen werden.

3. Hier ist eine oft verwandte dquivalente Definition:
S = {f € C*°(RY) : sup(l+ |z[™)|0°f(z)| < 0o ¥V B € N, m > O}

Tatsiichlich folgt dies aus der Ungleichung |2%| < |z[l*l < |z(lal--lad|,
Satz 2.33 (i) D(Q) ist dicht in LP(Q2,dz) fir 1 < p < oco.
(i) D C S C LP(RY, dz) dicht.

Fiir den Beweis benétigen wir ein Hilfsmittel (was in Satz 1.72 in allgemeinerer Form aus dem
Satz von Riesz-Thorin hergeleitet wurde, aber hier sei ein direkter Beweis gegeben).

Satz 2.34 (Young’sche Ungleichung, Spezialfall)
lexfllp < el lfll, »  p=1
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Beweis der Young’schen Ungleichung: sei ]lj + % =1

(s @I < [ uldy) et~ 17w
= [ utay) lelw = )1 (£t = )

(/u(dyﬂso(w—y)I);(/u(dy)|f(y)|p|¢(x_y)|>;

nach Hoélder Ungleichung. Also mit Translationsinvarianz und Fubini

3 =

IN

lox FI2 <l / u(dz) / u(dy) | () Plea — )
— gl / u(dy) ol F )P
S = (el )

= lelly
was die Ungleichung beweist a

Beweis von Satz 2.33: Zuniichst folgt (ii) direkt aus (i), weil S C LP(R?) nach der Holder-Ungleichung.
Nun also zu (i). Sei ¢(z) = cexp (=7) X{jz1<1} Wie oben. Wir setzen ¢ (z) = ¢ (£). Zu n € N ist
nun die Menge

2
k, = {xEQ x| < ny d(z,00) > —}
n

kompakt. Fiir jedes f € LP(Q2) definieren wir jetzt

fule) = oy (@) = [dyoy) flo =) e —v) = [ dyey-y+a) f).
kn
Somit ist f, eine Gliattung von f, d.h. f,, € D(Q2), denn das Integral vertauscht mit der Ableitung
0.
Behauptung: lim, f, = f in L?, woraus dann (i) folgt.
Begriindung: Hierzu verwenden wir folgende Abschéitzungen:

1= Flo < llos # FOtu = Dlly + llps * £ = £ll,

1
PN\ p
< sl f Gon = Dllp + ( [z | [ av eyt —9) - ra) ) ,
wobei wir die Young’sche Ungleichung verwandt haben und, dass [ dy ¢1(y) = 1. Nun impliziert die
Jensen-Ungleichung: !

o= Flp < 100 = xa)lly + (/d:v/dyso \fx—)—f(xnp)’l’

< e+ (/dy v1(y) IISyf—in) ,

wobei hier n > N(€) ausreichend grofl gewéhlt werden muss und S, f(z) = f(z + y) die Translation
bezeichnet. Der Satz folgt nun aus dem folgenden Satz. a
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Satz 2.35 Die Abbildung y € R? — S, f € LP(R?) ist stetig fir 1 < p < oo.

Bemerkung 2.36 Die Aussage ist falsch fiir p = oo.

Beweis: Es ist bekannt (Satz 1.8), dass Cx(R?) dicht in LP(RY) liegt. Zu f € LP, sei also gegeben
ein g € Cx(RY) mit
If=gll, < e

Sei supp(g) C [—c, c]¢. Da g gleichmiiflig stetig auf [—c, c|? ist, existiert ein § > 0, sodass fiir z,y €

[—c, ] und |z — y| < 6 gilt:
€

_ < - -
Dann folgt fiir ¢/ < ¢
1559 —glly < / de |g(z + ') — g(x)]P < €.
[—c—8,c+6]4

Also, weiterhin fiir §' < 6,

155 f = flly < 1S5S = Ssrgllp + 1S9 = gllp + llg = fll, < 3e,

wobei ||Ss'f — Ssgll, = ||f — gll, verwandt wurde. Dies beendet den Beweis. O

Wichtigste Eigenschaft von § ist, dass die Fourier-Transformation definiert durch

FN0 = [ G e @) L LR,

eine Bijektion auf S ist. Zunéchst beweisen wir folgendes klassische Resultat iiber die Fouriertrans-
formation:

Satz 2.37 (Riemann-Lebesque Lemma,)

Es gilt F : LY(R?) — Co(RY) und || F||p1ope < W

Beweis: Zuniichst ist klar, dass das Integral, was F definiert, tatsichlich existiert, wenn f € L'(R?).
Die Normabschéatzung folgt direkt aus Satz 1.59 (i) fiir Integraloperatoren. Die Stetigkeit fiir kompakt
getragenes f folgt nun aus folgender Abschitzung mit geeigneter Konstanter ¢ > 0:

(FHp) = (FHWI < /Qf% 1= [ f@)] < clp=p]IIfllee -

Da die kompakt getragenen Funktionen dicht in L'(R) liegen, erlaubt ein 3e-Argument fiir alle
f € LYR?) zu schlieBen. Nun zum Verschwinden im Unendlichen. Dies braucht nur fiir f € D
nachgewiesen werden (wegen der Dichte von D in L' und | Ff — Fglle < Wﬂf — gll1). Eine

partielle Integration (ohne Randterme, da f € D) ergibt fiir jedes j = 1,...,d:

dx 1 . 1 1
N Y B Y | < N9l ——
‘(‘ij)(p)’ ‘ /(27]_)(1/2 ajf(x) _vaj € = (27T)d/2 Ha]fHL |pj,
Da 9;f € L' fiir f € D, folgt, dass (Ff)(p) — 0 fiir [p| — ooc. O
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Satz 2.38 Seien f,g € S. Dann gilt Folgendes:

(i) F:S — S ist eine Bijektion mit Inversem

F) = [ o fw) e

(ii) (Plancharel Gleichung, kontinuierliches Analog zur Parseval Gleichung)
(FI] ~7:9>L2(Rd) = ([ g>L2(Rd)

(iii) O (Ff) = (—i)* F(a=f)

(iv) F(orf) =il*p°Ff

(v) F(f - g) = @n)"Y2(Ff)* (Fg) und F(f * g) = 2m)¥>(Ff) - (Fg), wobei die Konvolution
definiert ist durch (f * g)(x) = [dy f(z —y)g(y).

Beweis: Zunichst zeigen wir (iii) durch folgende Rechnung:

R(FHP) = & / ( ;;%d e f() = / (zf"fd/g (i)elg (@)=

wobei wir den Satz von Lebesgue anwenden durften, da z®f(zr) € S C L'. Nun zu (iv). Nach einer
partiellen Integration ohne Randterme folgt in der Tat:

d )
o) = [ o e @)

« d o —ip-T
= (=) (=ip)*(Ff)(p) -
Weiter zu (i). Zunéchst zeigen wir F : & — S. Hierzu

pPR(FNP) D (=) (FaP ) ) Y (=) i) F @0 ) ()

Danun 9%(2’ f) € S, folgt nach Satz 2.37, dass p*95 F f(p) — 0 fiir |p| — co. Als Néichstes verwenden
wir die Identitat

7a2x2 1 _i
f(e 2 )(p) = Ee 242 ,
Fiir d = 1 und a = 1 ist dies die Berechnung eines Gaufy’schen Integrals nach quadratischer Ergénzung
4T —ipe e’é du *%(Hip)Qe’% = du -5 ef% - e’% )

Var - ) Var Vo ¢

Im vorletzten Schritt ist der komplexe Integrationsweg x € R — x + ip mithilfe von funktionen-
theoretischen Mitteln auf die reelle Achse verschoben worden. Alternativ kann die Ableitung 9, des
Integrals berechnet werden (mit partieller Integration):

P ., _a? dx N By 2
0p(e7 F(e™7)(p) = Tom (PimeT T e
diL' p? =2

TP (p4id,)e

e
V2T
dx ‘ P2 e a2

= o ((p—z&,;)e2 p)e 7 =0
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Somit ist es ausreichend den Wert bei p = 0 zu berechnen was ebenfalls zu der Identititéit fiihrt.
Fiir andere a fiihrt man dann nur eine Skalierung durch. Die Identitit bendtigen wir nun fiir den
Nachweis von

(FFf)(z) = f(-x), fes, reR.

a2p2

Dies ist zunéchst wohl definiert, weil Ff € & C L' ist. Unter Verwendung von lim,_,oe~ 2 =1
folgt nun:

— dp 6—i:c~p dy e_ip.y
FEIw) = [ s e [ e o T0)

= lim dp e”‘ﬁ'z""e’(ﬁzp2 dy e PV f(y) (Lebesgue)
a0 | (v/2r)d (22

_ 1 dy dp —i(x+y)p —aZp? i

= o / @n)? ( / (2m)i2° e * )/l (Fubini

I; dy 1 _ (z+y2)2 ( )
= _— 2a
a0 | (2m)iz qd © Y

= ([ @0 s ¢ B Ul — ) = S0 + 5

a—0

(nach obigem Integral)

wobei wir im letzten Schritt Variablen transformiert haben sowie die Eigenschaft, dass die auftreten-
de Gauss-Kurve zusammen mit dem Vorfaktor ein Wahrscheinlichkeitsmaf} ist. Nun verwenden wir
folgende ” Approximation der Eins”-Figenschaft

. 1 2
e — a2 =
b~ 0.

Hierbei ist d(y) die Dirac’sche Delta-Distribution, die durch folgende Identitéit definiert ist:

/dyg(y) oly) = g(0), g€eS§.

Um die Approximationseigenschaft nachzuweisen, wird der Integrationsbereich zerlegt wie R =
[—\/a,+/a] UR, wobei R der Rest ist. Auf R konvergiert die Approximation der Eins gegen 0,
fir y € [—va,a] is f(y — z) — f(—x) klein. Somit ist nun (FFf)(z) = f(—x) nachgewie-
sen und wir kommen zur Begriindung von (i). Zunichst gilt F* = 1, also 72 = F~! und somit
(F1N)(x) = (FAFf)(x) = (Ff)(—x) = [ (d—p (p)e’”®. Ahnlich kann nun fiir (ii) vorgegangen

27r)d/2
werden:

d [
F1 17 = [ [ G e T@Ea e
N d ,
- [af@) [ o e (Fa)
[ aT@ o)) = [ do T gl
Beachte, dass diese Rechnung wieder formal auf die Identitét
D i@y _ 5y
/(271’)d e = d(z—y)

63




reduziert werden kann. Zuletzt zu (v). Da f € S, ist auch e - f(z) € S. Also
(T 19) ey = [ Ao ™ H @) gla) = @OPF(E - 9)0)
(i) pT L
= (F("PIFG) o)

- [a [ (27% e=ine s (2) (Fo)(q)
— [aEDe-a0 Fol = FrFow).

was den Beweis beendet. O

Insbesondere impliziert der Satz, dass
[Ffllzeway = | fllL2ray - Vies.
Da S C L?(R%) dicht liegt, kann F also stetig fortgesetzt werden zu einer Abbildung
Fo: P(RY) —» L*(RY) . Fls=F
Es gilt dann die so genannte Plancherel-Identitét
(Fof|Fog) = (glf) firalle f.ge L*(R7).

Aber es gilt im Allgmeinen nicht, dass

BP0 = [ G @) V€ TR,

weil nimlich e~ f(z) nicht integrierbar ist. Aber fiir das Kompaktum Br = {z € R? : |z| < R}
gilt L?(Br) C L'(Bg). Somit macht Folgendes Sinn (und ist richtig):

Satz 2.39 (i) (F2f)(p) = L*-limpoes [, Txd/? e~ f(x) fir alle f € L*(RY).
(i) (Ff)(p) = [ (%—IM e~P% f(x) fast sicher in p fiir alle f € LY(R?) N L2(RY).
Beweis: Wir beginnen mit (ii). Nach Satz 2.33 existiert eine Folge (fi)r>1 in S mit

If = fellh =0 und [[f = felo =0 fir k— o0

(da fp explizit durch die Glittung gegeben ist und f € L' und f € L?). Wohldefiniert sind sowohl F f
als auch Ff (da fi, f € L'). Nach dem Satz 2. 37 (Riemann-Lebesgue Lemma) folgt also F fy, — F f
in (Co(R), ||.|lec) und es gilt || F||lp1oc, < ) d/Q Somit gilt fiir alle R > 0, dass fB dp |F fr(p) —

Ff(p)|*> < Vol(Bg) - W Ifx — fllzr — O fiir k& — oo. Zudem folgt fiir alle R > 0:

/B dp |Ff(p) — Ff ) < | Ffi— Fof |2

1F(fr = I3 (da Fp | S = F)
= |lfe — fl3 (nach Plancherel).
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Dies wird im Limes & — oo also verschwinden, genauso wie

/ i |F0) RS0 < /

Br

WpIFF() - Fh@) + / dp | F fu0) — Faf D)7 -

Br
Also folgt fiir alle R > 0
| 0171w - Fsw) = 0.
Br

Deswegen gilt F f(p) = Fof (p) fast sicher bez. des Lebesgue-Mafies. Nun zu (i). Fiir jedes f € L*(R9)
ist xp,f € L'(RY). Nach (ii) gilt also fast sicher F(xp,f) = Fa(xp,f). AuBerdem gilt nach dem
Satz von Lebesgue, dass xp,f — f in L? fiir R — co. Wegen der Stetigkeit von F; gilt also:

Fof = LQ-I%i_{lgofz(XBRf) = LQ-I%EEO}—(XBRf) -
Nun ist aber letzterer Ausdruck genau die gewiinschte Formel. O
Satz 2.40 (Hausdorff-Young) Sei 1 < p <2 und % + % = 1. Dann gilt

1
(27?)%_

Also kann F zu einem stetigen Operator von LP nach LY fortgesetzt werden.

| Ffllramey <

2 ||fHLP(Rd) ) fes.
2

Beweis: Dies ist eine direkte Anwendung des Interpolationssatzes von Riesz-Thorin. (Details: Ubung)
O

Definition 2.41 Sei Q C R? offen, o € N? und f € L*(Q). Dann ist D*f € L*(Q) die schwache
a-Ableitung von f genau dann, wenn

(PIDf) s = (=1)(0%0|f). . Ve eD).

Bemerkungen 2.42 1. Sei f € C¥(Q), |a| < k und 0°f € L*(Q). Dann ist D*f = 9°f, wie
eine partielle Integration mit verschwindenden Randtermen sofort zeigt (da ¢|aq = 0).

2. Es gibt auch nicht differenzierbare Funktionen, die eine schwache Ableitung haben. Hierzu
sei zunéchst Folgendes einfache Beispiel vorgestellt. Sei Q = (—1,1) und f(x) = |z|. Dann
ist D'f(x) = sgn(zx). Hierbei spielt der Wert bei x = 0 keine Rolle, da {0} Nullmenge ist.
Andererseits haben aber nicht alle Funktionen schwache Ableitungen!

3. Die Begrifflichkeit ”schwach” bedeutet hier, dass Gleichheit lediglich bei ” Abtasten” mit Test-
funktion ¢ € D(Q) vorliegt.

4. Die schwache Ableitung ist immer eindeutig bestimmt (als Aquivalenzklasse in L?(€)). Zur
Begriindung sei eine zweite Funktion g gegeben mit der Eigenschaft

(Pl = (=DN@%f). . YeeD).

Dann gilt (¢ | D*f —g);. = 0 fiir alle ¢ € D(Q) und somit nach Satz 2.33, dass auch
(| D*f — g);. = 0 fiir alle p € L*(Q) gilt. Hieraus folgt, dass D*f = g in L*(Q) gilt.

Definition 2.43 (Sobolev-Riume) Sei Q C R? offen und m € N.
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(i) Wm(Q)={f € L*Q) : D*f € L*(Q) emistiert fiir alle |a| < m}.
(i) (fl@wn = 2jaj<m (DS | D) 2y fiir f,g € W™ ().

(iii) Hp(Q) =D(Q) """,

[[-llwm

(iv) H™(Q) = Cm(Q) N Wm(Q)

Bemerkungen 2.44 1. Dies sind alles Vektorrdume mit (.|.)y,. als Skalarprodukt (Ubung).

2. Wenn Q beschrankt ist, so gilt H™(§2) = C™(§2) , da C™(Q2) € W™(Q). Aulerdem gilt

fiir glatten Rand 02, dass H™(Q2) = W™(Q2). Ein Beweis hierfur findet sich in dem Buch von
Adams iiber ”Sobolev-Ridume”, 1975.

3. Es gilt W™(Q) < W™=1(Q) mit stetiger Einbettung 1.

Satz 2.45 H{*(Q) C H™(Q) C W™ (Q) versehen mit (.|.)ym sind Hilbert-Rdume.

Beweis: Da H™(Q2) und H["(£2) durch Abschliisse definiert sind, reicht es, die Vollstandigkeit von
W™(Q) zu zeigen. Sei (f,)n>1 eine Cauchy-Folge in (W™(Q),||.|[wm). Dann ist (D*f,),>1 eine
Cauchy-Folge in L?*(Q) fiir alle |a| < m. Die Vollstéindigkeit von L*() impliziert also die Existenz
von

Ja = L2' hmDafn ) o € L2(Q) :

.....

Fiir alle Testfunktionen ¢ € D(Q) gilt aber
(Plga)2 = (p|L*-1im D f,)
= li7rln (| D™ fr) (Stetigkeit von (.|.))
= tim (<1)°! (0|,
= (=) (0| L2 lim f, )
= (=1 0%¢lg) .

Somit gilt in der Tat g, = D%g in L2. a

Nun untersuchen wir den Zusammenhang mit der Fourier-Transformation im Fall Q C R,
Satz 2.46 Sei f € W™(R?) und |a] < m.
(1) Fa(D*f)(p) = il*p>Fof (p) (insbesondere ist die rechte Seite in L?)

: Faf (p) € L*(R)}

Bemerkung 2.47 Die rechte Seite in (i) erlaubt W™(R9) auch fiir m € R zu definieren.

(i) Wm(RY) = {f € L2RY) : (1 +[p*)
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Beweis: (i) Fiir ¢ € S gilt nach der Plancherel-Gleichung:

(Fap | Fo(Df))pe = (o | D*f) e
= )la‘ (0% | f>L2
DN (F0%0 | Fof) 1o
Dl (ip Fap(p) | Fof),, (Satz 2.38)
= <~7:290 | i'“'Pa}—QﬂLz

Nun ist F,|s = F eine Bijektion auf S. Somit gilt fiir alle ¢ € S D D:
<90 | F2o(Df) — ila‘paf2f>L2 =

Dies impliziert allerdings noch nicht, dass F»(Df) — il®lp®F, f tatsichlich in L?(R?) liegt, weil die
Integrabilitéat im Unendlichen von ¢ herstammen kann. Allerdings gilt fiir alle ¢ € D(Bg) und R > 0

(@ | Fa(Df) — i af2f>Lz By = U

und zudem ist Fo(Df) — il*lpeFyf € L*(Bpg), weil dann |p| < R. Dies zeigt Fa(Df)(p)
illpe Fy f(p)  fiir fast alle p € B und R > 0. Da Fp(D f) € L*(R?), folgt nun auch P Faf € L*(RY).
(ii) Nach (i) ist ”C” klar. Nun also zu ”>”. Die Funktion f € L*(R%) erfiille (1+|p|?)2 Fof € L*(R9).
Dann gilt nach obiger Rechnung;:

(=D | f) = i Fap [ p°Faf) = (o |i®F (0" Faf)) -

Nun ist p®F,f € L? nach Voraussetzung und J, ein Isomorphismus. Also existiert eine schwache
Ableitung D f = il*l F 1 (p2(Faf)) € L2(RY). O

{
(=
(—1
(=1

Bemerkung 2.48 Explizit besagt die letzte Formel im Beweis, dass

D*(e) = [ G i )

Dies ist ein Beispiel eines Fourier-Integral-Operators, der im Allgemeinen von der Form

(A9)@) = [ GS5E e alayn) f0)

ist. Dann heifit a das Symbol von A. Diese Fourier-Integraloperatoren verallgemeinern sowohl Integral-
als auch Differentialoperatoren. Ein vierbédndiges Standardwerk hierzu wurde von Hormander ge-
schrieben. a

Nun definieren wir fiir f, g € Hg ()

(flghwr = (Dif | Dig);» (nur die Ableitungen)

||MR.

Ifllw = (<<f\f>>w1)5

Es ist hierbei zu beachten, dass ||.|ly: auf H'(2) keine Norm sein kann, weil némlich fiir jede konstante
Funktion f(z) = ¢ gilt ||f[ls = 0. Der folgende Satz besagt, unter anderem, dass |||y auf Hj ()
hingegen eine Norm ist, falls €2 beschrankt ist.
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Satz 2.49 (Poincaré-Ungleichung) Sei Q C R® beschrinkt und offen. Fiir f € HX(Q) gilt dann

[ llz2 < Diam(Q)[|f s -

Also sind ||.||wr und ||.|lwr dquivalente Normen auf Hg(S2).

Beweis: Da .|y < [|.][wr und ||.||zz < ||.||lw: gilt, sind beide Seiten der Ungleichung stetig bez.
der ||.|[w1-Norm. Somit reicht es, die Ungleichung fiir die dichte Teilmenge D(2) zu zeigen. Nach
Translation ist Q C (—s, s)¢ mit 2s = Diam(2). Setze f € D(Q) durch 0 fort zu f € D((—s,s)?).
Fir xz = (z1,...,24) gilt:

o) = / dt O F (b, 1g) = / 0t X (omny(t) O f (8,0, 2a)

—S —S

Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt also

F@)f < (/_zdtx(_sm)(w) (/_Zdt |811f(t,x2,...,xd)|2)

< 23/ dt ‘allf(tax%'-'axd)’Q'

Also gilt

||f||%2(ﬂ) = ||f||%2((—s,s)d) < / dl‘l e / dﬂ?d 28/ dt |611f(ta Lo, ... ,l’d)|2

s —s
N——
2s

= (2s)* loifIIZ: < (28)°If 1 -
Auflerdem gilt

Ilws < Iflwe = (1713 + 1F)? < (Diam(@)” + DZ] fllws .

was den Beweis beendet. O

Anwendung: Schwache Losungen eines Dirichlet’schen Randwertproblems. Sei €2 C R? beschrinkt.
Suche v € C*(Q) N C(Q) mit

—Au = f auf Q, und ulsgoa=0. (2.5)

Hierbei ist A = Z;l:l 92 der Laplace-Operator und f € C(Q) € L*(Q). Umformulierung der Diffe-
rentialgleichung ergibt nun fiir alle ¢ € D(Q)

(=Au|p) = (o),

beziehungsweise
d
(uledw ZDu‘aJ(pLQ = (fl o)
7j=1

Dies ist auch sinnvoll fiir v € H}(Q)! Die Randbedingung u|gsq = 0 entspricht also der Bedingung
we HQ) =D@) ",
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Definition 2.50 u ist eine schwache Lisung von (2.5) genau dann, wennu € Hg(Q) und {ulp))pr =
(flp) 2 fiir alle p € D(Q) gilt.

Satz 2.51 FEs gibt genau eine schwache Ldsung von (2.5).

Beweis: Wir betrachten das lineare Funktional
T HYQ) SC,  Te = (flohe .
Dann ist 7" stetig bez. ||.||w:, weil nach der Poincaré-Ungleichung

Tol < [[fllzzllellz < Diam(Q) [[f]lzllellw -

Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz gibt es also genau ein v € HJ mit

Ty = (ulp)n -

Somit ist u die gewiinschte schwache Losung. O

Nun betrachten wir ein nicht-selbstadjungiertes Randwertproblem:

d
—Au+2(8ju+u) = f, ulon =0 .

j=1
Fiir eine schwache Formulierung definieren wir nun die Abbildung B : H} x H} — C durch

Blu,p) = Y (DulD'¢), + (Dulp) + (ulp)) -

j=1
Dann ist die schwache Formulierung gegeben durch
B(u,p) = {fl) , uweHi(Q), peD(Q).

Nun ist B sesquiliniear auf H{(f2), beschrinkt bez. |.|w1 (dies folgt wieder aus der Poincaré-
Ungleichung) und zudem positiv auf H}(£2), weil nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt:

d
B(u,u) > Y (ID7ullz2 = | D7ull izl oz + [Jull?2)
j=1
d
= > GUDullre = flullz2)* + $IID7ull72 + Sllull?2)
j=1

> slulli
Nach dem Lax-Milgram-Lemma existiert also wieder genau ein v € Hj(§2) mit
(flo) = Blu,p), Ve Hi(Q)DDQ),

d.h. wieder genau eine schwache Losung.

Zum Abschluss zeigen erwihnen wir noch ein Standardergebnis, welches besagt, dass Sobolev
Funktionen unter gewissen Bedingungen stetig differenzierbare Représentanten haben.
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Satz 2.52 (Sobolev-Lemma) Sei Q@ C R? offen und m,k € N mit m > k + £. Dann gilt H}*() C
CE(Q) im Sinne, dass jedes f € HI'(Q) einen Reprisentanten in CF(S)) besitzt.

Beweisskizze lediglich fiir Q = R? so dass HJ'(R?) = W™(R?): Wir verwenden das Kriterium
g € LY(RY) fir |a] < kK = Fgc CYRY).

Dies folgt nach iterativer Anwendung des Riemann-Lebesgue-Lemmas zusammen mit dem Vertau-
schen von Integration und Ableitung wie in Satz 2.38. Die grobe Idee hierbei ist, dass der integrierbare
Abfall der Fourier-Transformation der Glattheit der Funktion entspricht. Das Kriterium wird nun
angewandt auf g = F f.

Behauptung: f € W™(RY) und m > k+ ¢ = p*Fof € L'(R?) fiir |o] < k.
Schon bekannt ist nach Satz 2.46, dass (1+ [p|?)? Fof € L*(R?). AuBerdem

/ dp 0" Faf(p)| < / dp (1+ |pP) 5 |Baf ()] < / dp (1+ )5 | f ()
= [afas P Eimse {a it

< (fawas 1p|2>m|f2f<p>|2)% (favas \pP)M)%

Nun ist Letzteres endlich, weil nach Variablenwechsel zu Kugelkoordinaten r = |p|,
/ dr r M1+ )" < oo
0

fiird—1+2k:—2m<—1,d.h.fﬁrg+/€<m. O

3 Lineare Funktionale

3.1 Der Satz von Hahn-Banach und Anwendungsbeispiele

In diesem Paragraph ist X zunichst lediglich ein Vektorraum, der evtl. also nicht einmal normiert
sein muss.

Satz 3.1 (Hahn 1926 und Banach 1929) Sei X ein Vektorraum iiber R und p : X — R eine positiv
homogene und subadditive Abbildung (auch genannt sublinear), d.h. fir alle z,y € X und X\ > 0 gilt

p(Az) = Ap(x), pla+y) < plx)+ply) .
Sei weiter Y C X ein Unterraum und T :'Y — R lineares Funktional mit
T(x) < p(z), VeeY.

Dann ezistiert eine Erweiterung T : X — R als lineares Funktional mit T(z) < p(x) fir alle x € X.
Diese Erweiterung ist im Allgemeinen nicht eindeutig (siehe Beweis)!
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Beweis: Sei Y # X und z € X mit z € Y. Setze Z = span{Y,z} = {y+ Az : y € Y, A € R}. Wir
wollen nur 7'(z) € R so wihlen, dass

Ty+rz) = T(y)+AT(z) < ply+Az), VyeV, AeR.

Wegen der positiven Homogenitét reicht es zu zeigen, dass dies fiir A = +1 gilt:

Ty)+T(z) < ply+2), T)-T() < py —2),

weil dann, z.B. fiir positive A,
T(y+Xz) = AT (

Somit sollte also gelten
T(y)—ply' —2) < T(z) < ply+2)-Tly), Vyyey.
So ein T'(z) existiert also nur, wenn

TW)—ply —2) < ply+2)-T), VyyeY.
oder
Ty+y) < ply+2)+ply—2), VyyeY.

Dies gilt aber, weil wegen der Voraussetzung und der Subadditivitét

Ty+y) < ply+y) < py +2)+ply—2).

Also haben wir gezeigt, dass T" immer auf einen Raum Z erweitert werden kann, der echt groler als
Y ist. Um zu schlieflen, verwenden wir das Lemma von Zorn. Hierzu definieren wir

Y = {(Z,T) : Y CZcC X Unterrdume, T : Z — R Erweiterung mit 7" < p} ,

und
(Z,T) < (Z'\T") <= ZcCcZ wd Tz =T .

Letztes definiert eine partielle Ordnung auf ¥ . Wir zeigen, dass ¥ induktiv geordnet ist (jede Kette
hat eine obere Schranke). Sei also (Z,, Ty )aer eine Kette (eine total geordnete Menge). Dann ist
tatséchlich die obere Schranke Z = J, Z, mit 7' : Z — R definiert durch 7|, = T,. Gemil dem
Zorn’schen Lemma existieren nun maximale Elemente in (X, <). Nach obigem Argument miissen
diese aber iiberall definiert sein. Falls X eine abzdhlbare dichte Teilmenge hat (d.h. eine Topologie
hat, bzgl. der X separabel ist), kann man die Kette und das maximale Element einfach iterativ
konstruieren, ohne das Zorn’sche Lemma zu verwenden. O

Beispiel 3.2 Als erstes Anwendungsbeispiel des Satzes von Hahn-Banach fithren wir Banach Limes
ein. Dies sind gewisse Mittel von Zahlenfolgen, die z.B. bei der Konstruktion von Dixmier-Spuren
verwandt werden. Hierzu sei zundchst an folgende Notationen erinnert:

0 = (*(N,R) = {(tn)n>1 : tn € R, suplt,| < oo},

¢ = ¢(N,R) = {limt, existiert} .

71



Dann definieren wir

T:c—R, T((th)n>1) = limt, , (lineares Funktional)
und
p:lF =R, p((tn)nx1) = limsupt,, .
n—oo

Offensichtlich ist p positiv homogen und subadditiv, und es gilt 7" < p. Somit existiert eine (nicht
eindeutige) Erweiterung LIM = T : /*° — R als lineares Funktional mit

liminft, < LIM((ty)n>1) < limsupt, .

n

Dabei gilt die untere Schranke wegen

LIM((tn)n>1) = —LIM((—tn)n>1) > —limsup(—t,) = liminf¢, .

n

Unter Verwendung von Félner-Folgen kann man zudem zeigen, dass LIM shift-invariant gewéhlt
werden kann.

Satz 3.3 (Komplexe Version von Hahn-Banach) Sei X ein Vektorraum iiber C und seip : X — Rxq
eine Halbnorm, d.h.

p(Ar) = A px), ple+y) < pl)+ply), VayeX,reC.

Weiter set Y C X ein Unterraum und T :Y — C ein lineares Funktional mit

T(y)| p(y) VyeyY.

IN

Dann existiert eine Erweiterung T : X — C als lineares Funktional mit
|T([E)’ < p(x), VeelX.

Beweis: X ist auch ein reeller Vektorraum (wenn die Skalare lediglich reell gew#hlt werden). Setze

tly) = ReT(y), yeyY.
Da
tiy) = Re T(iy) = Re (i T(y)) = —SmT(y),
gilt
T(y) = tly) —i(t(iy)) . (3.1)

Da t(y) < p(y) und p positiv homogen und subadditiv ist, kann ¢ nach Satz 3.1 erweitert werden zu
t, mit t(z) < p(z) fir alle 2 € X. Nun verwenden wir (3.1), um eine Erweiterung T : X — C des
Funktionals 7" : Y — C zu definieren durch:

T(x) = t(z)—itlix) .

Dann ist T linear, weil es additiv ist, reell linear ist und

T(iz) = t(iz) —i(—t(z)) = i T(x)
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gilt. Des Weiteren haben wir folgende Ungleichung:

T(z)] = e *T(a) (wobei 8 =Arg (T'(z)))
= T(e ™) eR (also kein Imaginérteil)
= tle ")
< ple ) (wegen der Eigenschaft von t )
= p(x) (nach Voraussetzung) .
Somit erfiillt T alle gewiinschten Eigenschaften. O

Satz 3.4 Sei (X, ||.||) ein normierter Vektorraum,Y C X ein Unterraum und T : Y — K ein stetiges
lineares Funktional. Dann existiert eine stetige Erweiterung T : X — K mit ||T||pxx) = |T|l5vx)-

Begriindung: Dies folgt direkt aus den Sétzen 3.1 und 3.3 unter Verwendung von p(z) = ||T|| sv,x) ||| -
O

Satz 3.5 Sei (X, ||.||) ein normierter Vektorraum und y € X. Dann ezistiert ein stetiges lineares
Funktional T : X — K mit T(y) = ||y

Beweis: Wir wéhlen Y = {\y : A € K} und T'(\y) = A|Jy|| in Satz 3.4. O

Als ein detailliertes Anwendungsbeispiel werden wir jetzt den Satz von Riesz-Markov fiir das
Riemann-Stieltjes-Integral auf dem Intervall I = [0, 1] beweisen. Folgende Raume werden verwandt:

C(I) = ({stetige R-wertige Funktionen f: 1 — R}

PC(I) = {Stl'jckweise stetig, mit endlich vielen Sprungstellen, linksseitig stetig lim f(x) = f(xo),

ztxo

lim f(z) existiert}

zlxo

S(I) = {Treppenfunktion Z AiX(zj-1,2)] T AMXwoer]y Aj ER, 19 =0, z, = 1}

Jj=2

Auf all diesen reellen Vektorrdumen ist die Maximumsnorm ||.|[o gegeben. Als Ubung zeigen Sie
unter Verwendung der gleichméfigen Stetigkeit, dass S(I) dicht in (PC(I),||.||») liegt, sodass die
Vervollstandigungen PC(I) = S(I) bez. ||.||o gleich sind.

Jetzt sei ' : I — [0, 1] monoton wachsend (nicht streng) und habe nur abziahlbar viele Spriinge.
AuBerdem gelte F'(0) = 0 und F(1) = 1 und F sei rechtsseitig stetig. (Fiir das Riemann-Stieltjes-
Integral braucht F' nicht rechtsseitig stetig zu sein, wohl aber fiir das Lebesgue-Stieltjes-Integral,
denn der Wert an den Spriingen éndert den Wert des Riemann-Integrals nicht.) Dann definieren wir
ein lineares Funktional Z : S(I) — C durch

I(S) =17 (Z AjX(wjl,xj]) = (Z )‘j(F(xj) _F(xj—l))> .

73



Nun ist Z stetig auf (S(1),]|.]|«), da ndmlich

[Z(s)] < (max [N])- Y [F(a;) = Flzjo1)] = sllo -

(. J

Sei Z stetige Fortsetzung von T auf S(I) = PC(I). Dann ist Z|po(ry das Riemann-Stieltjes-Integral
(nach Definition):

/0 iF(z) f(x) = Z(f),  fePC().

Als Ubung sei iiberpriift, dass dies mit der ”Standarddefinition” durch Unter- und Obersummen
iibereinstimmt. Falls F' rechtsseitig stetig ist, erhélt man das Lebesgue-Stieltjes-Integral durch den
MaBerweiterungssatz aus der Mengenfunktion p, definiert auf dem Semiring der halboffenen Inter-
valle:

uat) = [ aP@) xple) = FO-Fl@),  0<a<b<l.

Dies definiert ein Mafl u bez. dessen dann auch eine grofie Klasse von Funktionen integriert werden
konnen.

Satz 3.6 (Satz von Riesz-Markov auf I =[0,1])
Sei T : C(I) — R ein stetiges lineares Funktional, welches normiert und positiv ist, d.h.

T(l) =1, T(f)>0 fir f>0.

Dann ezistiert ein monotones F' : I — [0,1] mit abzihlbar vielen Sprungsellen und F(0) = 0 und
F(1) =1, so dass

T(f) = / IF@@) f(z), fec(l).

Beweis: Nach dem Satz von Hahn-Banach kann T' erweitert werden zu einem stetigen Funktional
T : PC(I) — R, aber wir wollen zudem zeigen, dass dieses T positiv gewiihlt werden kann. Setze
hierzu

pU) = it T, fePC().

Nach dieser Definition gilt dann
f<h = p(f) <ph).

Aus der Positivitat von T folgt nun, dass T'(f) < p(f) fiir alle f € C(I). AuBerdem p(f) < ||f||co-
Wir zeigen zunéchst, dass p positiv homogen und subadditiv ist. Fiir A > 0 und f € PC(I) gilt

1
() Mf<g, geC(I) (9) f<lg, geC(n) <Ag>
= inf ANT(g) = A .
f<g, geC) <g) p(f)

AuBerdem gilt fiir f, f' € PC(I)

+f) = inf T = inf T(g+¢
p(f +f) ;nf (9) ot (9+49)
< inf T(g+4
s Ml Tu+d)
=T(9)+T(g")
= infT(g) + inf T(¢") = +p(f) .
inf (9) Jnf (g") = »(f) +p(f)
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Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert eine lineare Erweiterung T : PC (I) — R mit

T(f) < p(f) < 1]l

fiir f € PC(I). Nun ist T auch positiv, denn wenn g < 0, so folgt T(g) < p(g) < p(0) = 0, sodass
fir f >0

Jetzt setzen wir

was moglich ist, da xjo. € PC([).
Behauptung: F' ist monoton.

Begriindung: Fiir < y gilt x[0, > Xjo,- Da jedes positive lineare Funktional monoton ist (d.h.
f < g impliziert T'(f) < T(g)), gilt zudem

Behauptung: T'(f) = [dF(z) f(z) firx feC(I).

Begriindung: Wir setzen
f —f( )x[ol] +Zf< ) 1]

Dann ist f, € S(I) und f, — f in (PC(I),]].]lsc). AuBerdem gilt wegen der Linearitéit von T
-2 (1)) - 2o (G) () - () -7

[dF@) fa) = tmZ() = i T(n) = T0) = 70).

was den Beweis beendet. O

Also folgt

Bemerkung 3.7 Die Beweisstrategie erlaubt nicht, folgendes allgemeinere Resultat zu beweisen.

Satz von Riesz-Markov Sei 2 ein kompakter Hausdorff-Raum (andere Versionen fiir lokal kom-
pakte Rdume existieren auch). Gegeben sei ein positives lineares Funktional 7" : C(Q,R) — R. Dann
existiert genau ein endliches Radon-Mafl 1 (von innen reguléres Borel-Maf}), sodass

T(f) = / wdw) f@), Y [eCQR) .

Hierzu sei noch Folgendes bemerkt:

1. Unter den Annahmen ist 7" automatisch stetig. In der Tat, sei f € C(Q,R). Wegen der Kom-
paktheit von Q, gilt dann —||f|lec < f < || flloo- Somit folgt —T(1)||fllec < T(f) < T(D)||f oo,
also [T(f)| < T(D)]| f]oo-
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2. In Satz 3.6 ist die Eindeutigkeit nicht gegeben. Jedoch gibt es nur ein rechtsseitig stetiges F
und das ist dann die Verteilungsfunktion eines Radon-Mafes.

Als letzte Anwendung betrachten wir den ”geometrischen Hahn-Banach-Satz”. Es gibt mehrere
(einfache) Verallgemeinerungen (siehe insbesondere das Buch von Lax).

Satz 3.8 (Trennung von konvexer Menge durch Hyperebene) Sei X ein normierter Vektorraum tber
R und A C X eine offene und konvexe Menge. Weiter sei 0 € A und y ¢ A. Dann existiert ein
stetiges lineares Funktional T : X — R mut

T(x)<1, VeeA und T(y)=1.

Beweis: Die Idee ist T' zunéchst auf der eindimensionalen Unterraum gegeben durch die Linie durch
y zu definieren und dann mit dem reellen Hahn-Banach Satz fortzusetzen. Hierzu benétigt man
eine adequate positive homogene und subadditive Abbildung. Wir definieren das von A abhéngige
Minkowski-Funktional p : X — [0, 0o] durch

p(z) = inf{)\>0 : %eA} — inf ).

xz
ZeA

Behauptung 1: p ist positiv homogen und subadditiv.

Begriindung: Die positive Homogenitét ist klar nach Definition. Seien §,% € A. Dann ist auch

folgende konvexe Linearkombination

Az poox x4
A+ A Adpop Atp
ein Punkt in A. Zur Subadditivitét:
plz+2) = inf A+p) < inf A+ p)
e $,Z¢A
= inf A + inf p = p(z)+ p()
5€ e

Behauptung 2: p(z) < 1l<=2x€ A
Begriindung: =" Es gibt ein A < 1 mit { € A. Dann ist auch (1 = X)-0+ A =z € A

"<=" Seip(z) > 1. Dann gilt £ & A fiir A < 1. Somit ist § € C'A fiir A < 1. Nun ist das Komplement
abgeschlossen. Somit ist z = limy; § € C'A als Limes in einer abgeschlossenen Menge.

Schluss des Arguments: Sei Y = span(y). Wir setzen
T:Y >R, Thy) = AXT(y) = A,
d.h. T(y) = 1. Fir A > 0 gilt dann nach Behauptung 2 und der Annahme y ¢ A
T(y) = A < Aply) = p(\y) ,

wobei die letzte Gleichung aus der positiven Homogenitét folgt. Fiir A < 0 ist T'(Ay) < p(Ay) trivial
weil dann T'(Ay) < 0 < p(Ay), also folgt

T(y) < ply), Vyey.
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Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert eine Erweiterung T:X — R, welche erfiillt

T(x) < p(x), VeelX.

Insbesondere gilt also: N

T(xz) < px) < 1, VeeA,
was genau die Aussage des Satzes ist, bis auf die Stetigkeit von T
Behauptung 3: T ist stetig.
Begriindung: Da 0 € A und A offen ist, existiert ein € > 0 mit B.(0) C A. Deswegen ist also fiir
jedes € X auch §17 € Be(0) C A, d.h.

2
ORI

Zusammen mit T'(z) < p(x) folgt also ||T| < 2. O

3.2 Prinzip der gleichméifligen Beschrinktheit

Zunéchst sei an folgende topologische Begrifflichkeiten erinnert:

Definition 3.9 Sei (X, O) ein topologischer Raum und A C X.

(i) Das Innere von A ist definiert als

A= {z € A: A Umgebung von x} = U O
OCA, 0e0

(i) A dichtin X <= A=X <= CA=10

111 nirgends dicht <= C'A dicht <= () = CA=4
iii) A ds dich CA dich =CCA=A
(Letzteres weil B = CCB fiir jede Menge B)

Satz 3.10 (Baire’scher Kategoriesatz) Sei (X, d) ein nicht-leerer vollstindiger metrischer Raum.
Dann ist X wvon so genannter zweiter Kategorie (nicht von erster Kategorie), was per Definition
bedeutet, dass X nicht eine abzdhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen ist.

Anders ausgedriickt: Wenn X = Un21 Ay, dann existiert ein N mit Ay # ().

Beweis: Wir machen die Gegenannahme: X = | J, ., A, mit nirgends dichten Mengen A,. Um dies
zu einem Widerspruch zu fithren, konstruieren wir eine Cauchy-Folge (g )k>1 mit Limes = € A, fiir
alle n > 1. Da A; nirgends dicht ist, existiert ein 2, ¢ A; (d.h. 2, € C'A;). Zudem sei B, = B, (1)
eine offene Kugel mit By N A; = 0 und r; < 1. Da auch A, nirgends dicht ist, existiert nun ein
1y € B1\Ay = B; N CA,. Insbesondere gilt x5 ¢ Ay. Zudem sei By = B,, (1) eine offene Kugel mit
By C B;,BoNAy =0 und ry < % Nun gehen wir genauso iterativ vor. Da A,, nirgends dicht ist,
existiert ein z,, € B,_1\A, und r, < 2,1%1, sodass B,, = B,, (x,) erfiillt

EnCanla BnﬁAn:(Z)
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Unter Verwendung des Zorn’schen Lemmas erhélt man eine Cauchy-Folge (x,,)n>1, da ©y,, 2., € By
fiir n,m > N, also

1 1
d($n7$m) S d(xnaxN)+d(l'N,-’L'm) S F—FF .

Letztendlich sei z = lim,, z,,, was wegen der Vollstandigkeit von z ja in X liegt. Da x, € By fiir alle
n > N, gilt x € By C By_y fiir N > 2. Somit ist # € Ay_; fiir N > 2, da B, N A, = . Also ist
x & Un21 A,, im Widerspruch zur Annahme. O

Bemerkung 3.11 Mit dem Satz von Baire 148t sich beweisen, dass jede algebraische Basis in ei-
nem unendlich dimensionalen Vektorraum iiberabzéhlbar sein muss. Tatséchlich, sei (b,),>1 ein

abzahlbare algebraische Basis. Dann setze X, ispan{bl, ..., bn}. Nach Voraussetzung ist dann
also X = Un21 X,,. Also existiert ein NV so dass Xy = Xy einen nicht-leeres Inneres hat. Also wére
dann Xy = X und X somit endlich dimensional. o

Satz 3.12 (Prinzip der gleichmdfigen Beschrinktheit fir einen vollstindigen metrischen Raum (X, d))
Sei Y ein normierter Vektorraum und C(X,Y) = {f : X = Y stetig}. Gegeben sei eine punktweise
beschrankte Teilmenge F C C(X,Y'), d.h. fur alle x € X ezistiert ein c(x), sodass

sup [|f(z)]] < efz) -
feF

Dann ezistiert ein offenes A C X, A +# () und C < oo derart, dass

sup sup ||f(2)| < C < 0.
x€A feF

Beweis: Wir setzen

A, = (e eX : @] <n}.

feF

Als Schnitt abgeschlossener Teilmengen ist A,, abgeschlossen. Nach Voraussetzung gilt U@l A, =X.
Somit existiert nach dem Satz von Baire ein N mit Ay # (). Also

sup sup | f(z)| < N.
r€AN fEF

O
Zusammen mit der Forderung, dass alle Abbildungen linear sind, erhélt man jetzt folgendes
zentrale Ergebnis der Funktionalanalysis.

Satz 3.13 (Banach-Steinhaus 1927, Prinzip gleichmdfSiger Beschrinktheit)
Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Vektorraum und F C B(X,Y), sodass fir alle z € X

sup |Tz|ly < c(z) < oo.
TeF

Dann gilt
sup [[T]sxy)y < ¢ < o0
TeF
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Beweis: Nach Satz 3.12 existieren zp € X und € > 0 mit (gewéhlt, sodass B(zo) C A liegt), sodass

sup  sup ||[T(z)|] < C < oo.
z€B(xo) TEF

Fiir ||z|| <1 gilt also
1 1
@) = Lz < e + 0l + 1@ < X = c.

was den Beweis beendet. O

3.3 Dualrdume und Reflexivitat

Definition 3.14 Sei X ein normierter Vektorraum. Dann ist der Dualraum X' die Menge der ste-
tigen Funktionale:

X' = B(X,K)
Die Operatortopologie auf X' ist
17l = swp [T(x)], TeX.
|z <1, zeX

Bemerkungen 3.15 (X', ||.||) ist ein Banachraum (nach Satz 1.38, selbst wenn X nicht vollstandig
ist). AuBerdem ist X’ nicht leer (nach dem Satz von Hahn-Banach).

Zunéchst werden einige Beispiele betrachtet:

Satz 3.16 Fiir einen H Hilbert-Raum gilt H' = H.

Beweis: Nach dem Satz von Riesz ist jedes stetige Funktional 7" genau durch einen Vektor yr € ‘H
dargestellt:

Tz = (yrlz) .
Da ||T|| = |lyr||, gibt die Abbildung T +— yr den gewiinschten Isomorphismus. O
Satz 3.17 Sei (2,3, u) ein o-endlicher Mafiraum und 1 < p < oo erfiille i + % = 1. Dann gilt

(LE)" = LY und ein isometrischer Isomorphismus F : L — (L)' ist gegeben durch

(Fo)(f) = / u(dw) g(w)f(w)

Beweis: In diesem Beweis werden wir uns auf den Fall eines endlichen Mafiraumes einschrianken,
d.h. () < oo. Zuniichst zeigen wir, dass Fg € (L?)" und dass F' eine Isometrie ist:

1Fgllsusc = sup [(Fg)(f)] = sup = lgllq

I fllp =1 I fllp=1

/ (d)g(w) ()

wobei im letzten Schritt die Ungleichung < aus der Hoélder-Ungleichung folgt und die Gleichheit

durch Einsetzen von f = ng gezeigt wird. Nun zur Surjektivitdt von F' im Falle eines endlichen

gllglly
Mafes p. Fiir T' € (LE)" definieren wir eine Mengenfunktion v : 3 — C durch

v(A) =T(xa), AedX.
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Dann ist v o-additiv, weil fiir A = OnzlAn gilt wegen der Stetigkeit von T"

v(A) = T(”-%“ZXA,L) = limT (ZXAH> = ) T(xa) = Y v(An).

n>1 n>1

Beachte, dass dies fiir p = oo falsch ist, da nicht gilt x4 = L>®-limy ij:l X4, - AuBerdem impliziert
u(A) = 0 auch v(A) = 0, d.h. v < p, und somit existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym fiir
signierte Mafle ein g € L, mit

o) = [ o) gle).

Als Néchstes zeigen wir

1) = [ nlde) g@)f@), VeI, 32)

weil es fiir Treppenfunktionen gilt, welche fiir < oo dicht in Lj, liegen, sodass die Gleichheit zunéchst
fir alle f € L], gilt. Da aber der MafBraum endlich ist, ist auch die Abbildung f € L7 — f € L]
eine stetige Einbettung und somit gilt die Gleichheit (3.2) fiir alle f € L. (Beachte, dass dies nicht
bedeutet, dass fiir jedes stetige T"auf L7 ein g € L}L existiert.) Fiir p < oo ist eine weitere Fortsetzung
von T" auf L moglich, wie die Holder-Ungleichung und Folgendes zeigt:

Behauptung: g € L%
Begriindung: Zunichst sei ¢ < oo. Fiir N € N ist |g|Px{g<n} € L, sodass nach obigem

/M(dw)|9(w)|qX{lg|§N}(w) = T(%X{msm)

< ||T||B(Lﬁ,11<)||9q_1X{\g\§N}”p

= ITlswrm ( / u(dw) \g(w)ﬁx{m}) |

Letzteres, weil (¢ — 1)p = ¢. Somit folgt ||gx{g<nyllq < ||T7|| filr alle N, was den Beweis beendet fiir
q < oo beendet. Fiir den Fall ¢ = oo und somit p = 1, betrachte die Menge © = {w € Q : g(w) >
IT||}. Sei weiter f = XoTy- Falls w(©) > 0, gilt dann

pOTI < plglxe) = n(fg) = T(F) < T flh = T (©)

was ein Widerspruch ist. Also ist g p-fast sicher kleiner oder gleich || T, d-h. g € Lg°. O

Bemerkung 3.18 (Ly°)' D LL ist eine echte Inklusion. Eine dhnliche Situation liegt bei Folgenrdum-
en vor, wo néamlich

' = (co) co C 0, >0 = (Y, co # L.
Satz 3.19 (Riesz-Markouv) Sei (2, O) ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann gilt

C(Q,R) = {signierte endliche Radon-MaBe auf Q}
= {pw=py—p_ : pyund p_ endliches Radon-Mafl} ,

mit der Identifikation
1,0) = [wanfw,  ¥iecw.

80



Beweis: Schon bekannt sei (siehe oben bzw. Mafitheorie)
{T € C(Q,R) : T positiv} = {u endliches Radon-MaB auf Q} ,

wobei wieder the Radon-Mafle die von innen reguldren Borel-Mafle sind. Wir zeigen jetzt die Zerle-
gung T'="T, —T_, wobei T, ,T_ positiv sind, woraus dann der Satz folgt. Hierzu setzen wir

T,:C(Q), = {feCQ): f>0} >R

T.(f) = sup T(h)

0<h<f
REC(R)

Dann ist T stetig, da |T(h)| < [|[T)||1Fllc < [T f]]oo- AuBerdem gilt

T.M) = ATL(f),  A>0,
To(f) = T(O) =0, Vel .

Nun soll die Linearitédt von 7T, nachgewiesen werden. Nach Definition gilt

To(f+9) = swp T(h).

0<h<f+g
Es ist also eine Zerlegung von A notwendig.

Behauptung: Falls 0 < h < f + g, so gibt es eine Zerlegung h = hy + hy mit hy, hy € C(£2), und
0§h1§fund0§h2§g

Begriindung: Setze
hlzmin{f,h} 5 hgzh—hl .

Dann ist offensichtlich
0<h <f, he >0 .

Es bleibt noch zu zeigen, dass hy < g. Falls hi(x) = h(x), dann gilt ho(z) = 0 < g(x). Falls
hi(z) = f(z), dann folgt aus h < f + g, dass

ho(x) = h(z) = f(z) < fl2)+g(x) - flx) = g(z) .

Somit folgt nun die Linearitidt von T auf C(€2):

T (f+g) = sup T(hy+hy) = T(f)+Ty(g) -

0<h1<f, 0<h2<g
Nun definieren wir die Erweiterung 7', : C(Q2) — R durch
T(f) = To(f+ = ) = To(f+) = T4 (f2) ,
wobei
fy =max{f,0} >0, f-=—min{f,0} > 0.
Behauptung: T, linear auf C(Q)
Begriindung: Zunichst gilt fir f,g € C(Q):
T (f) +Ti(g) = To(fy) = To(f-) + T (9+) — Ti(g-)
= Ti(f+ +94) =T (f- +9-)
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Auflerdem ist
fr+o: = (f+g9)++7, f-+g9- = (f+g)-+r

mit gleichem r (bilde Differenz). Also fiithrt Einsetzen zu

T () +T(g) = To((f+9)+) +To(r) = (T ((f + 9)-) + T4 (r))

= Ty (f+9)
o
Letztendlich setzt man 7 = T, — T. Dann ist 7_ linear (als Summe linearer Funktionale) und
positiv, weil fir f > 0 gilt T_(f) = T.(f) — T(f) > 0 nach Definition 7', . Dies zeigt die Zerlegung
und somit den Satz. O

Bemerkungen 3.20 1. Ubung: ||T|| = T, (1) + 7_(1) und die Zerlegung T = T, — T_ ist ein-
deutig.

2. Fiir komplexwertige Funktionen gilt:

C(Q,C) = {komplexe endliche Radon-MaBe auf Q}
= {1 — po +ip3 —ipy : p; endliches Radon-Mafi}

3. Sei M(Q) = C(2,R)" die Menge der signierten endlichen Radon-Mafle auf 2. Die Mengen

M(Q) = {TeM(Q):T>0} = {endliche Radon-Mafie}
Mii(Q) = {TeM®):T>0,|T| =1} = {WS-Mafle auf Q}

sind beide konvex. Auflerdem ist M. (€2) ein Kegel.

Begriindung: Seien 77,7, € M, 1(Q). Dann ist XT3 + (1 — N1, € M 1(Q) fiir 0 < A < 1.
Zudem gilt

INTL+ (1= Tl = AT+ (1= NT)(1) = ATi(1) + (1 — NTy(1) = 1.

Geometrisch ist also M 1(2) der Schnitt von dem Kegel mit der Einheitskugel, was hier
tatséchlich konvex ist!

Nach diesen Beispielen von Dualrdumen konnen wir mit der allgemeinen Theorie fortfahren.

Satz 3.21 Sei (X, ||.||) ein normierter Vektorraum. Dann gilt fir x € X

z||= su T(xz)|= max |T(z)|.
fell=_sup [T =, o [70)
Beweis: Die Ungleichung ”>" der ersten Gleichheit folgt direkt aus |T'(x)| < ||T||||z|| = ||=|. Fir

die umgekehrte Ungleichung ”<” geben wir ein 7' € X' an, sodass
T(x)] = [lzl wnd |T]=1.
Sei Y =span{z} = {A\z : A € K}. Auf diesem eindimensionalen Unterraum von X definieren wir

T:YV K, T(Ax) = A||z|| -
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Es gilt bez. der Halbnorm p(z) = ||z, dass
Tl <ply), VyeY.
Somit besagt der Satz von Hahn-Banach, dass eine Erweiterung T : X — K existiert mit

T(') < pa) = |||, Va'eX.

Somit gilt ||T|| = 1. Dies zeigt auch, dass das Supremum angenommen wird. O

Satz 3.22 Sei (X, ||.||) ein normierter Raum, Z ein Unterraum undy ¢ Z. Definiered = inf.cz |ly—
z||, den Abstand von y zu Z. Dann ezistiert T € X' mit T(y) =d und T(z) =0 fir z € Z.

Beweis: Wir betrachten den Unterraum Y = span{y, Z} und definieren 7' : Y — K durch T'(z +
Ay) = Ad. Auferdem fithren wir folgende Halbnorm auf X ein:

pla) = inf [z 2|

(Dies ist die Distanz p(z) = d(z,Z) wie in Satz 1.28 iiber Quotientenrdume.) Offensichtlich gilt
|T(z)| < p(z) auf Y. Somit garantiert der Satz von Hahn-Banach wieder die Existenz der Erweiterung
T : X — K mit T = 0. Die Stetigkeit folgt nun aus

T(z)| < plx) < |zf,
weil z =0 ¢ Z. O

Satz 3.23 Sei (X, |.||) ein normierter Raum. Wenn X' separabel ist, so ist auch X separabel.

Beweis: Sei (T),),>1 eine dichte Menge in X’. Wéhle (x,,),>1 in X, sodass
| To(@n)| = 51Tl

Setze:

N
D = {Z/\nxn i NeN, /\ne@+i@}
n=1

Dann ist D abzéhlbar in X. Zu zeigen ist, dass D dicht ist.
Gegenannahme: Es gibt ein y ¢ Z = span(D). Dann ist d(y,Z) = d > 0. Aus Satz 3.22 folgt die
Existenz eines T' € X' mit T(y) = d, T(z) = 0 fiir alle z € Z D D. Sei nun (7}, )x>1 eine Teilfolge
mit ||T5,, — T'|| = 0 (diese existiert nach der Dichtheit). Dann gilt

1T = Tollx = (T = To)(@a,)l = T (za)] 2 5T0

oll -

Somit gilt
lim |7, ||=0
k—o00
und auch 7' = 0, was im Widerspruch zu Obigem steht. O

Bemerkung 3.24 Die Umkehrung des Satzes ist falsch. Zum Beispiel gilt (/') = (>, aber ¢! ist
separabel und ¢ nicht. Wir sehen auch, dass (¢>°)" # ¢! (Gleichheit wire ein Widerspruch zu Satz
3.23).
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Satz 3.25 Sei (X, ||.||) ein normierter Raum. Dann ist X" = (X')" der Bidualraum von X . Definiere
T:X—>X", T(x)(T)=T(z) , TeX .
Dann ist T eine isometrische Einbettung (injektiv).
Beweis: Es gilt
[ T@) (M) = T@)] < [Tlxlzllx = l=lxITlx
Somit ist 7 (x) beschrinkt, d.h. tatséchlich in X” und
1T (@) < fllx -
Andererseits existiert nach Satz 3.21 ein 7' € X’ mit

lellx = [T@)],  IT[x = 1.
Also folgt
[T (@) lxr = sup  [T(2)(T)] = [lflx ,
TexX! [T<1
d.h. | T(2)||x = ||z||x, was den Beweis beendet. O

Bemerkung 3.26 Im Allgemeinen ist 7 nicht surjektiv. Z.B. fiir alle unvollstdndigen Rdume kann
X" als 7 Vervollstandigung” verwendet werden.

Definition 3.27 Fin Banachraum X heifit reflexiv <= T surjektiv ist (also Isomorphismus ist).
Beispiele 3.28 1. Hilbertrdume sind reflexiv (Satz 3.16).

2. Fiir 1 <p < ooist L = LP(Q, u) reflexiv.
Begriindung mit Satz 3.17: (L%)" = (L{)" = L%,

1 . . 1 . o0 . .
3. L, nicht reflexiv, da (L,)" = Ly° nicht separabel ist.
4. Abgeschlossene Unterrdume reflexiver Raume sind reflexiv (Beweis: Ubung!).

5. X ist ein reflexiver Banachraum. Dann gilt nach Satz 3.23:

X separabel <= X' separabel

3.4 Schwache Folgenkonvergenz

Definition 3.29 Sei (X, |.||) ein normierter Vektorraum und (z,)n,>1 eine Folge in X. Dann heifit
(Tn)n>1 schwach konvergent gegen x <= ¥ T € X' gilt: lim,, T(z,) = T'(x). Man schreibt dann
auch w-lim, x, = x. Falls lim,, ||z, — x| =0, d.h. Konvergenz bez. ||.|| vorliegt, heifit die Folge stark
konvergent. Offensichtlich ist jede stark konvergente Folge auch schwach konvergent.

Beispiele 3.30 1. Sei (e,),>1 eine orthonormale Familie in einem Hilbert-Raum H. Dann gilt
w-lim,, e,, = 0, aber diese Folge ist nicht stark konvergent.

Begriindung: Sei y € H' = H, dann besagt die Bessel’sche Ungleichung
D Healw) P < llyl?

und somit nach dem Riesz’schen Darstellungssatz

lim T, (e,) = lim(yle,) = 0.
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2. Sei Q2 kompakt und f,, f € C(£2). Dann gilt:
w-lim, f, = f <= lim, f,(w) = f(w) V w € Q (Punktweise Konvergenz)

Begriindung: Es wird der Satz von Riesz-Markov C(Q2)) = M(Q2) verwandt.
=" Fiir das Dirac-Mafl pp = 6, = C(Q)’ gilt

hyrln,u(fn) = liyrlnfn(w) = pu(f) = fw).

7<=" Sei lim,, f,(w) = f(w) fur alle w € Q. Dann folgt aus dem Lebesgue’schen Konvergenzsatz
fiir jedes p € C(Q2)
limpo(fn) = p(lim fo) = p(f) -

3. Es gibt normierte Réume, in denen schwache Konvergenz auch starke Konvergenz impliziert.
Als Ubung sei folgendes, auf Schur zuriickgehendes Resultat bewiesen:

Satz: (t,)n>1 in ¢! schwach konvergent <= (t,),>1 in ¢! stark konvergent.

Satz 3.31 Sei (X, |.||) ein normierter Vektorraum und (x,),>1 eine Folge in X . Falls der schwache
Limes w-lim x,, ezistiert, gilt sup,, ||z,| < C < oc.

Beweis: Dies folgt aus dem Satz von Banach-Steinhaus angewendet auf den Banachraum X'. Sei
T : X — X" die Einbettung definiert wie in Satz 3.25. Dann setzen wir

F = A{T(z,) : n>1} Cc BX',K) = X".
Es gilt nun die punktweise Beschrianktheit, d.h. fiir alle T' € X’ gilt

sup | f(T)|lxk = sup|T(x,)] < Cr < oo.
feF n

Somit folgt mit Satz 3.25 und dem Satz vo Banach-Steinhaus

§Ug||f||B(Xf,K> = sup [T (@n)llx» = supllzallx < C < oo,
€ n

was den Beweis beendet. O
Satz 3.32 w-lim, x, = x impliziert ||z| < liminf, ||z,].
Beweis: Nach Satz 3.21 existiert 77 € X' mit
|zl =1T()], [ Tlx =1
Es gilt nun |T'(x,)| < [|T||||xnl| = ||zx|| und unter Verwendung der schwachen Konvergenz folgt somit

|T(z)| = |lim,, T'(x,,)| < liminf ||z, O

Schwache Kompaktheit bzw. Folgenkompaktheit garantiert die Existenz von (schwachen) Losun-
gen, z.B. bei Anwendung des hier prisentierten allgemeinen Rahmens im Zusammenhang mit parti-
ellen Differentialgleichungen. Ein wichtiges Kriterium hierfiir ist folgendes Resultat, welches mit der
Nichtkompaktheit von By bez. ||.|| verglichen werden sollte.

Satz 3.33 Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist die Einheitskugel Bx schwach folgenkompakt,
d.h. jede beschrinkte Folge in X besitzt eine schwach konvergente Teilfolge.
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Beweis: Zunichst werden wir die vereinfachende Annahme machen, dass X separabel ist. Da X
reflexiv ist, folgt aus Satz 3.23, dass X' separabel ist. Sei also (7,,),>1 eine dichte Folge in Bx.
Fiir jede beschriankte Folge (xy)g>1 ist auch (7,,(xy))r>1 eine beschrinkte Folge in K fiir alle n > 1.
Somit existiert eine konvergente Teilfolge. Wir kénnen nun ein Diagonalfolgenargument durchfiihren.

Hierzu wihlen wir sukzessive Teilfolgen (:c,(cn)) k>1 aus, so dass (1), (x,g"))) k>1 konvergiert. Dann erfiillt

), dass limy, T;,(yy) existiert fiir alle n > 1.

die Diagonalfolge 1, = xﬁf
Behauptung: (7'(yx))r>1 konvergiert fiir alle T' € Bx.

Begriindung: Fiir € > 0 wihle 7,, mit |7 — 7,,||x» < e. Dann

T(yr) = Tyl < [T (yx) = Tulye)| + [Tuyr) = Tulye)l + [Talye) — T(ye)]
< esup|lykl| + € + esup |yl (fir k,0>L = L(e))
k k
< (2¢+1)e.
Also ist (T'(yx))k>1 eine Cauchyfolge und somit konvergent. o

Jetzt betrachten wir y : X' — K definiert durch y(7") = limg T'(yx). Dann ist y linear und
stetig, da |y(7)| = limyg [T (yx)| < ||T||supy ||yx]| < ¢||T||. Somit gilt y € X” = X (mit Identifikation
y =T (y)). Also folgt fiir alle T € X’

Tly) = y(T) = ImT(yy) ,

was genau die schwache Konvergenz von (yx)r>1 gegen y ist.

Falls X nicht separabel ist, verwenden wir den abgeschlossenen Unterraum Y = span{z,|n > 1}.
Dann ist Y separabel und nach Beispiel 3.28 auch reflexiv, so dass wie oben vorgegangen werden
kann. O

Folgender Satz erlaubt es, eine Aussage iiber den Limespunkt zu machen. Es gibt auch eine
Version iiber K = C.

Satz 3.34 Sei (X, ||.||) ein normierter Vektorraum iiber R und A C X eine konvexe abgeschlossene
Menge mit 0 € A. Sei (x,)n>1 eine Folge in A mit schwachem Limespunkt x. Dann ist x € A.

Beweis: Gegenannahme: z ¢ A. Dann existiert ein r > 0 mit B,.(x) N A = (). Setze
A, = A+B,(0) = {ye X : [[y—a| <rfireinac A} .

Dann ist A, = |J,.4 Br(a) offen und auch konvex (denn jede Summe konvexer Mengen ist konvex!).
AuBlerdem ist x ¢ A,. Nach dem Trennungssatz 3.8 existiert ein 7" € X’ mit T'(y) < 1 fiir alle y € A,
und 7'(z) = 1. Somit

Ta+u) = T(a)+T(u) < T(x) VaeA ue B.(0),

und somit fiir u = 5475 € B, (0)

T(a) < T(x)<1—2H;H>, VacA.

Da x, € A ist dies im Widerspruch zu lim,, T'(z,) = T'(x). O
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Beispiel 3.35 Abgeschlossenheit alleine reicht als Voraussetzung in Satz 3.34 nicht. Betrachte hierfiir
z.B. A={x € H : ||z|| = 1}. Dann ist A abgeschlossen, aber nicht konvex. Wenn nun (e,),>; eine
Orthonormalbasis ist, dann gilt w-lim, e, = 0, aber 0 & A. o

Definition 3.36 Sei (X, ||.||) ein normierter Vektorraum mit Dualraum X'. Weiter seien (T,)n>1, T
in X'. Dann heifit (T,,)n>1 schwach-* konvergent gegen T <= fiir alle x € X g¢ilt lim,, T,,(z) = T'(x).
Notation: w*-lim7T,, =T

Bemerkung 3.37 Falls X reflexiv ist, stimmen die Begriffe der schwach-* und schwachen Konver-
genz iiberein. Des Weiteren kann schwach-* Konvergenz in jedem Banachraum mit Pradual definiert
werden. o

Beispiel 3.38 Sei M(Q2) = C(Q)" und (uy)n>1 eine Folge von Maflen. Dann gilt
wi-limp, =p = limp(f) = w(f), ¥V feC@).
Dies ist also genau die vage Konvergenz in der Wahrscheinlichkeitstheorie. o

Satz 3.39 w*-lim, T, existiert. Dann sup,, ||T,|x < C < oco.

Beweis: Wie oben folgt dies direkt aus dem Satz von Banach-Steinhaus. a

Satz 3.40 (Helly’s Auswahlprinzip) Sei X ein separabler Banachraum. Dann ist die abgeschlossene
Einheitskugel Bxr C X' schwach-* folgenkompakt, d.h. jede beschrinkte Folge in X' hat eine schwach-
* konvergente Teilfolge.

Beweis: (wie oben) Sei (z)r>1 eine dichte Folge in Bx und (7},),>1 eine beschrénkte Folge in X'.
Dann existiert lim, T, (zx) fir alle & > 1. Ein Diagonalfolgenargument erlaubt nun eine Teilfolge
(n;)j>1 auszuwéhlen, sodass lim; T}, (zy) fiir alle k& > 1 existiert. Mit einem 3e-Argument folgt die
Existenz von lim; T, (z) fiir alle 2 € X. Also definiert man nun 7'(x) = lim; T}, (z) und iiberpriift
T e X O

Bemerkung 3.41 Meist wird dies auf M(Q2) = C(€2) angewendet. o

Definition 3.42 Sei X ein Banachraum iber C, D C C ein Gebiet (offen und zusammenhdingend)
und f: D — X eine gegebene Funktion.

(i) f heifit stark analytisch

fz+h)—f(2)
h

<= Es existiert ein f'(z) € X, sodass fir jede Folge h, — 0 gilt

f(2+hn)_f(z)
hn

<— s-limy,_s0 existiert fir alle z € D.

- f'(z)

lim
n

(ii) f heifit schwach analytisch
<— w-limy,_, w existiert fiir alle z € D.

< FiralleT € X' ist D3 z— T(f(z)) € C analytisch.

Satz 3.43 (Dunford) Jede schwach analytische Funktion ist stark analytisch.

87



Beweis: Geméfd der Cauchy-Formel gilt fiir jeden geschlossenen Weg I' in D um z:

1) = §as LD

Gleiches gilt fiir z + h und z + h', wobei h # h' und h # 0 # h'. Also

1 [T(f(z +1) =T(f(z) T(f(z+h)) - T(f(Z))]
h—h h W

- é%m@) hih’{% <§%hflz>%<1£zlh/flz>}
$ 50 TUC©) h—h’{(é—z—h)(f—Z)_(é—z—h’)(é—Z)}

_ [ dg —1
= 3 TU©) E— = WE—z-WE—7)

S CT<OOa

Letzteres unabhéangig von h und A’. Nun setzen wir

L[t S 6) y

A - h B I

Dann gilt fiir alle "€ X’ und h, b’ ausreichend klein
T(I’hﬁ/) S CT .

Also impliziert der Satz von Banach-Steinhaus angewandt auf {7 (xj, ) € X" : h,h'}, dass fir alle
solche h, b/
1T (@ p)llxr < C,

und somit wegen der Isometrie von 7 auch
lznwllx < C.

Dies impliziert

—_— / JR—
h h
Somit gilt die Cauchy-Eigenschaft fiir jede Folge h,,. Wegen der Vollstédndigkeit von X existiert also
der starke Limes und ist unabhéngig von der Folge h,,. a

Nun kommen wir zu einer weiteren Anwendung, dem Herglotz’schen Darstellungssatz. Zunéchst
wird der Poissonkern P, eingefiihrt. Seien r < 1, 6,t € S! = [0,27) und D = {z € C : |z| < 1}.

Dann ist .
P.(0—1t) = Z il gin(0=)
ne”L
Aufsummieren der geometrischen Reihe zeigt:
PO 1) = 1— 72 B 66“—%7’6”
" 1—2rcos(d —t)+1r2 et —reif
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Es gilt offensichtlich P.(# —t) > 0 und auBerdem

27
dt . A
bttt Pr 0 —t) ™ — In| _in® 3.3
| g pe-nem = e (33

also insbesondere

2T
/ B po_y =1,
0

2T

Des Weiteren iiberpriift man auf Testfunktionen, d.h. im Sinne der schwach-* Konvergenz in M(S*):
llj)r% P.(0—t) = 6(8—1)
Nun sei f = h + ig analytisch auf ganz D = {z : |2| < 1}, d.h.

f(z) = Y a2, h(z) = 5 (f(2)+ f(2) .

n>0

Es gilt:

N |

/ T O —t) h(e") = 1) / T, (0 — 1) (ane™ + ape ™)
o 2m " N = Jo 2 " " "
(3.3)

N |

Z (anr”eme —|—6nr"e*m9) = h(rew) )
n>0

Also mit z = re® gilt

27 it
h(z) = Re / db 2y iy
0

2 et — 2z
Da eine reelle harmonische Funktion nur auf eindeutige Art und Weise mit einem Imaginérteil zu einer

analytischen Funktion kombiniert werden kann (bis auf Konstante, z.B. wegen Cauchy-Riemann, d.h.
jede analytische Funktion kann durch ihren Realteil ausgedriickt werden), folgt somit

27 dt it .
f(2) —/ c +Zh(e”)+ic, ceR, zeD.
0

21 et — z

Nun fithren wir folgende Reskalierung fiir analytisches f : D — C und fiir alle R < 1 durch:

T dt R+ ze ™ i ,

Die zentrale Frage betrifft nun das Randwertverhalten der analytischen Funktion f : D — C sowie
des Poissonintegrals. Eine elementare Antwort (z.B. Rudin) ist die Folgende: Falls f : D — C stetig
ist, dann gilt
2m it
dt e+ z it .
() = /0 TEEI R e, YIel<1

Eine detailliertere Antwort fiir eine spezielle Klasse von Funktionen ist folgendes zentrale Ergebnis
der Analysis:
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Satz 3.44 (Herglotz’scher Darstellungssatz fiir die Kreisscheibe) Sei f : D — C, eine Herglotz-
Funktion, d.h. analytisch mit Ref > 0. Dann existiert ein eindeutiges positives Radon-Maf p auf S*

und ein ¢ € R mat ‘
1+ ze®

() = /u(dt) T e

Umgekehrt definiert jedes Maf$ so eine Herglotz-Funktion, d.h.
{Herglotz-Funktionen} = M, (S') x R .

Beweis: Sei (R,,),>1 eine monoton wachsende Folge mit lim R,, = 1. Definiere

2T dt )
T,:08)2C. Tlg) = [ 5o bR glt).
0

wobei h = Re(f) wie oben. Behauptung: T, ist ein stetiges positives Funktional und ||7,,| = h(0).
Begriindung: Da h = Re(f) positiv ist, gilt nach der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktio-

nen

2w
Zudem gilt T,,(1) = h(0), also ||T5,|| = h(0). Die Positivitét ist klar, da h > 0. O

2TI' dt i
|n@|s4 R gl = 1(0) [lgll -

Des Weiteren ist C(S') separabel (verwende den Satz von Weierstra§ oder die Fourierbasis von
L2(S')). Nach dem Helly’schen Auswahlprinzip existiert eine schwach-* konvergente Teilfolge, welche

wieder mit 7T;, bezeichnet wird. Sei
T = w'-limT, ,
n

d.h.
T(g) = mT.(g9) VgeC(s).

Also ist T positiv und somit existiert nach dem Satz von Riesz-Markov ein endliches positives Radon-
MafB u, sodass

T@)Z(/uwﬂﬂﬂ VgeC(sh.
AuBerdem gilt fiir jede konvergente Folge g, — ¢ in (C(S!),]|.]|), dass
lim Th(g,) = T(g)

In der Tat, da [|T,] = h(0),

Talgn) = T(9)] < |Tu(gn) = Tul9)| + |T0(g) = T(9)]
< Talllgn = gll +Tn(g) = T(9)|
< ce (fiir n ausreichend grof}).

Wihle fiir |2] < 1:
R, + ze %
W(t) = —m— .
9n(1) R, — ze %

Dann gilt mit Konvergenz in C(S'), dass lim, g, = g

1+ ze ™

t) = ——m .
9(t) 1 — ze it
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Nun gilt aber (fiir |z] < R,,):

2w —it
dt i I+ ze
(R ety D T EE
2m S R, — ze™®

T = [ g B a0 = | = f(5)—ic,

also (fir |z| < 1)
1+ ze @

1—ze "’

fe) i = lwT,(0,) = (o) = [ utde)
was den Beweis beendet.

Bemerkung 3.45 Wegen des Riemann’schen Abbildungssatzes kann ID auch durch ein anderes ein-
fach zusammenhéngendes Gebiet G ersetzt werden. Oft findet man die Version mit der oberen Halb-
ebene G = C, = {2z € C : Qm(z) > 0}, welche durch die Caley-Transformation aus D erhalten
wird.

3.5 Schwache Topologien

Definition 3.46 Sei (X, ||.||) ein normierter Vektorraum undY C X' ein Unterraum. Die Topologie
o(X,Y) auf X ist die grobste Topologie, sodass fiir alle T € Y die Abbildung T : X — K stetig bez.
o(X,Y) ist.

Beispiele 3.47 1. o(X, X’) heifit die schwache Topologie auf X.
2. (X', X) heifit die schwach-* Topologie auf X’.

3. (X', X") ist die schwache Topologie auf X’. Da X C X" (unter Identifikation mit 7) ist die
schwach-* Topologie grober als die schwache auf X (denn weniger Funktionale miissen ja stetig
gemacht werden, also benétigt man weniger offene Mengen).

Bemerkungen 3.48 1. Eine Umgebungsbasis von 0 in o(X,Y") wird gebildet von Mengen

UT,....,Tpe) = {zeX :T,€Y, |Ti(x)|<e j=1,...,J}
= () {zeX:|T(a) <e TyeY},
L

J=L5
wobei hier nur endliche Schnitte betrachtet werden. Translation gibt alle Umgebungsbasen.

2. Die Topologie o(X,Y’) ist eine so genannte Initialtopologie wie auch die Produkttopologie
(Details zum Zusammenhang spéter).

3. Falls dim(X) = oo, gibt es keine die Topologie (X, Y’) induzierende Metrik.

Satz 3.49 Fulls Y Punkte trennt, d.h. falls fir alle x,2' € X ein T € Y existiert mit T(x) #
T(x'), dann ist o(X,Y) Hausdorff’sch, d.h. Ty-Eigenschaft erfillt. Dies ist der Fall fir schwache
und schwach-* Topologien.

Beweis: Zu beliebigen x,2" € X, sei T' € Y mit d = |T(x) — T(2’)| > 0. Trennende Umgebungen
sind dann:

V) = (FeX TG0l <8}, UG) = {FeX : [TE-a) <4
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was die erste Behauptung beweist. Nun zur Punktseparation fiir o(X, X’). Seien z, 2’ € X mit z # '
Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert ein 7" € X’ mit T'(x) # T'(2') (setze hierfiir T'(z) = 0 und
T(z') = 1 und erweitere). Die Punktseparation fiir o(X’, X) ist trivial, da T" # 7" ja gerade bedeutet,
dass T'(z) # T'(x) fiir ein x. O

Folgerung: Wegen der T,-Trennungseigenschaft sind Limespunkte von konvergenten Filtern, Netzen
und Folgen eindeutig bestimmt.

Satz 3.50 Jede schwach (oder schwach-*) konvergente Folge im Sinne von Kapitel 3.4 konvergiert
bez. der Topologie o(X, X') (bzw. (X', X)).

Begriindung: w- lim,, z,, = « bedeutet, dass fiir alle 7" € X’ gilt lim,, T'(x,,) = T'(x). Somit existiert
zu jedem Umgebungsbasiselement U(z) von z in o(X, X') ein N € N mit x,, € U(x) fiir alle n > N.
Genauso argumentiert man fiir (X', X). O

Satz 3.51 Jede offene Menge in o(X, X") ist unbeschrinkt bez. ||.||, falls dim X = oo. Insbesondere
ist die Menge Br(0) ={z € X : ||z| < R} nicht o(X, X’)-offen.

Bemerkung 3.52 Natiirlich ist Bg(0) offen in (X, ||.||). Die schwachen Topologien enthalten also
wenig offene Mengen. Sie sind sehr ”grob”.

Beweis: Nach Translation reicht es zu zeigen, dass alle Mengen der Umgebungsbasis von 0 unbe-
schrankt sind. Betrachte also:

U = {zeX:|Tjx)|<e, j=1,....J, T € X'}

= (eeX s )<

J
D ﬂ Ker(7})
j=1

Jetzt ist codim (KerT};) < 1 und gleich 0, nur falls 7; = 0. Somit

J
codim (ﬂ Ker(Tj)> < J < .

j=1

Da dim(X) = oo, enthélt U also einen nicht trivialen Unterraum, der natiirlich Vektoren beliebiger
Lange hat. a

Satz 3.53 Sei (X, || ||) ein normierter Vektorraum, T : X — K linear und Y C X' ein Unterraum.
Dann ist T stetig bez. o(X,Y) genau dann, wenn T € Y.

Beweis: ”<=" ist klar nach der Definition der Topologie o(X,Y). Fiir die Umkehrung "=" setzen
wir zundchst By = {z € C : |z| < 1}. Dann ist T7*(By) = {x € X : |T(z)| < 1} offen in ¢(X,Y).
Also ist ein Element der Basis der Topologie bzw. eine Umgebung von 0 € T ~1(By) darin enthalten.
Somit existiert ein € > 0 und 7},...,77 € Y mit

T B)>{reX : |Tix)|<e, i=1,...,1}.
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Nun setzen wir

I
K = () Kex(Ty) .
=1

Dann ist K ein abgeschlossener Unterraum mit codim(K) < I. Falls x € K, ist x € T~(By), so ist
cbenso 2z € T(By) fiir alle € > 0. Also gilt fiir alle ¢ > 0

1
€

sodass |T'(z)| < € fiir alle € > 0, d.h. T'(z) = 0. Somit kann T : X/K — K definiert werden durch

T(lzx+u) = T(x+u) = T(x), ue K.

Ebenso fiihren wir T} : X /K — K ein durch

Ti(lx +u]) = Ti(x+u) = Ti(z) .

Behauptung: (X/K) = span{Ti,...,T;}
Begriindung: X/K = span{[z;] : Tj(z;) # 0, i = 1,...,1} und dim(X/K) < I < oo. Somit
dim((X/K)") = dim(X/K) und

(X/K) = {5: X/K — K linear}

wird genau von den i aufgespannt (Details zur Ubung). Also gilt T = Zle )\iﬁ, was ja gerade
T €Y bedeutet. 0

Satz 3.54 (Alaoglu 1940) Sei (X, ||.||) ein normierter Raum und X' ein Dualraum. Dann ist die
Bx: ={T € X' : ||T||x < 1} schwach-* kompakt (kompakt bez. o( X', X)).
Beweis: Fasse T € X’ auf als ein Element (7'(z)),ex € K, d.h. X’ € K¥. Auf K¥ ist die Produkt-
topologie die grobste Topologie (Initialtopologie), sodass alle Projektionen (Faserabbildungen)

T K = K, m(S) = S(x) , S = (5(x))rex »

stetig sind.

Behauptung: Die Unterraumtopologie von X’ C K*, wenn K¥ mit Produkttopologie versehen, ist
genau die schwach-* Topologie.

Begriindung: Sei i : X’ — K¥* die Einbettung des Unterraums (nicht Untervektorraum). Die
Unterraumtopologie auf X’ ist die grobste Topologie auf X', sodass i stetig ist (Charakterisierung
der Produkttopologie) und somit die grobste Topologie auf X', sodass 7, (i(T')) = T'(x) stetig fiir alle
x € X ist. a

Behauptung: By C [[,cy Bz C K* ist abgeschlossen, wobei By, = {z € K : |z] < ||z }.

zeX

Begriindung: Wegen Additivitit, Homogenitit und Beschranktheit gilt folgende Identitét:

Bx: = ﬂ {Tppy =m0 + 1,1 N ﬂ {Tre = A} N ﬂ 7 ([~1,1])

z,yeX zeX,\eK zeX,||z]|<1

Nun sind alle auftretenden Mengen abgeschlossen, weil:
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W) {f=9g}={weQ: f(w) =g(w)} abgeschlossen ist fiir stetige f,g.
(ii) Stetige Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen. Somit ist By als Durchschnitt
abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen.

Schluss des Beweises : Nach dem Satz von Tychonov ist [, .y Bjs| kompakt in der Produktto-
pologie. Als abgeschlossene Teilmenge Bxs C [], .y B ist also auch Bxs kompakt. a

Des Weiteren sei noch folgender Satz zitiert.

Satz 3.55 (Eberlein 1947) Sei X ein Banachraum. Dann gilt X refleziv <= Bx = {zr € X : ||z|| <
1} schwach kompakt.

Beweis: ”=—>" klar nach Satz 3.54, da Dualraum und Predualraum {ibereinstimmen und somit auch
die mit der schwach-* Topologie. Die Umkehrung ”<=" ist ldnglich, siehe Literatur. a

Bemerkung 3.56 Wegen eines Satzes von Eberlein-Shmulyan gilt schwach*-folgenkompakt <=
schwach-* kompakt. Somit sind die Sétze von Alaoglu und Helly eigentlich dquivalent.

4 Operatortheorie

4.1 Grundlagen

Satz 4.1 (Prinzip der offenen Abbildung, Banach 1929) Seien X und Y Banachriume und T :
X =Y linear und stetig. Dann folgt aus der Surjektivitit von T, dass T offen ist, d.h. Bilder offener
Mengen sind offen.

Beweis: Unter Verwendung allgemeiner Ergebnisse der Topologie gelten folgende Aquivalenzen:
T offen <= (V 2 € X : U Umgebung von z = T'(U) Umgebung von 7'(z))

< (Vo € X : U — z Umgebung von 0 € X = T(U — z) Umgebung von 0 € Y)

<= (U Umgebung von 0 = T'(U) Umgebung von 0)

<V r>0gilt T(BX) D BY fiir ein v’ > 0,
wobei folgende Notation fiir die Kugel in X um 0 vom Radius 7 verwendet wurde:

BX={re X :|z|<r}.

Unter Verwendung der Skalierung T'(BX) = rT(B;*) folgt also
T offen <= 3 r > 0 mit T(B¥) D B, fiir ein v’ > 0.
Weil T surjektiv ist, gilt nun YV = (J,», T(B;Y). Nach dem Satz von Baire existiert also ein

n, sodass T'(B;X) nicht leeres Inneres hat. Nach Translation und Reskalierung folgt also die Existenz
eines € > 0 mit T(B;) D BY, fiir welches dann auch fiir alle n > 1 gilt

T(B%)DBYL.
P 2n

Behauptung: T'(B{¥) C T(By).

Aus dieser Behauptung zusammen mit dem eben Bewiesenen folgt dann die Existenz eines € > 0 mit
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BY C T(B5). Nach obiger Aquivalenz zeigt dies also, dass T offen ist.
Begriindung der Behauptung: Sei y € T'(B{). Wihle z; € B;*, sodass y — Tx; € B%/ C T(BY).

Dann wihle 2o € BY, sodass y — Ty — Ty € Bé C T(BX ). Nun gehen wir iterativ vor, d.h. fiir
2 2 22

n € N wihlen wir z,, € BX, , sodass
on—1

y—> Te, € BY C T(B)j). (4.1)
/=1

on

Setze

x:Exn.

n>1

Dann ist z € B;', weil

1 1
Izl < S leall < P = 71 = 2

n>1 n>1

AuBerdem folgt aus der Stetigkeit von T, dass Tx = > ., Tx, = y, Letzteres nach (4.1). Dies
beweist die Behauptung und somit auch den Satz. O

Satz 4.2 (Satz der inversen Abbildung) Seien X und Y Banachrdiume und T : X — Y eine stetige
Bijektion. Dann ist das Inverse T—1 auch stetig.

Beweis: Aus der Surjektivitit folgt nach dem Satz der offenen Abbildung, dass T auch offen ist,
welches wegen der Bijektivitit aber gerade die Stetigkeit von 77! ist. a

Definition 4.3 Seien X und Y normierte Raume und D C X ein Unterraum. AufSerdem sei T :
D — Y eine lineare Abbildung mit Definitionsbereich D. Der Graph von T ist definiert als

I(T) = {(x,Tz) : 2 € D} C X xY .

Nun heifst T abgeschlossen genau dann, wenn I'(T) abgeschlossen ist in X X Y wversehen mit der
Produkttopologie.

Bemerkung 4.4 Die Konvergenz (z,, Tx,) — (z,y) in X x Y ist nach Definition der Produkttopo-
logie gleichbedeutend mit den Konvergenzen z, — = in X und Tz, — y in Y (beide konvergieren!).
Wenn nun I'(7") abgeschlossen ist, folgt (z,y) € I'(T), falls z,, € D. Dies impliziert * € D und
Tx =y, aber nicht, dass D abgeschlossen ist.

Satz 4.5 (Satz vom abgeschlossenem Graphen) Seien X undY Banachrdiume undT : X — Y
linear (tiberall definiert!). Dann gilt:
T stetig <= T' abgeschlossen.

Beweis: "=>" ist trivial, da z,, — x in X impliziert, dass Tx,, — Tx, d.h. v € D = X.
7<=" Der Vektorraum X x Y wird zu einem Banachraum, wenn versehen mit der Norm (Satz 1.34)

Iz o)l = llellx +lylly -
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Dieser Raum wird mit X @; Y bezeichnet. Aus der Linearitéit von T folgt, dass I'(7') C X @ Y ein
Unterraum ist, der nach Voraussetzung abgeschlossen ist. Also ist auch (I'(T"),||.||1) ein Banachraum.
Nun sind die Faserprojektionen

m:D(T)— X, m(x,T(x))
mo: I(T) =Y, mo(z, T'(x))

I(x),

stetig geméafl der Definition der Produkttopologie. Da T iiberall definiert ist, ist m; bijektiv. Nach
Satz 4.2 ist also ()" stetig. Somit ist 7' = 7y o (71) ™" auch stetig. O

Bemerkungen 4.6 Betrachte die drei Aussagen:
(a) z, > zin X
(b) Tx, - yiny
(c) Tx=y

Falls T stetig ist, dann gilt: (a) = (b) und (c).
Der Satz besagt nun, dass T stetig ist, falls (a) und (b) = (c).

Satz 4.7 (Hellinger-Toeplitz) Sei H ein Hilbert-Raum und T : H — H ein tberall definierter,
linearer und symmetrischer Operator, d.h.

(z|Ty) = (Tzly) , Va,yeH.

Dann ist T beschrankt.

Beweis: Wir beweisen, dass I'(T") abgeschlossen ist und wenden dann Satz 4.5 an. Sei x,, — = und
Tx, — y. Zu zeigen ist, dass (z,y) € I'(T), d.h. Tz = y. Fiir alle z € H gilt

(zly) = lim (z|Tx,) = lim (Tz|z,) = (Tz|lx) = (z|Tz) .
Somit folgt tatséchlich y = T'z. a

Bemerkung 4.8 In der Quantenmechanik soll die Energie, beschrieben durch den Hamiltonoperator
H : H — H, reell sein. Deswegen muss gelten

(x|Hzx) = (x|Hx) = (Hzx|z) , Ve eH.
Aus der Polarisationsidentitéit folgt dann auch
(z|Hy) = (Hzly) , Vaz,yeH.

Falls die Energie unbeschrankt ist, so kann nach dem Satz von Hellinger-Toeplitz H nicht {iberall
definiert sein.

Erinnerung: Wenn X ein normierter Vektorraum und Y ein Banachraum ist, dann ist (B(X,Y'), ||.||op)
ein Banachraum. Nun sollen grobere Topologien eingefiihrt werden.
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Definition 4.9 (i) Die starke Operatortopologie auf B(X,Y) ist die grébste Topologie, sodass fiir
alle v € X die Abbildungen

E,:B(X,)Y)—=Y, E.(T) = T(x)
stetig sind. Eine Umgebungsbasis des Nulloperators ist
{T eB(X,)Y) : [|[T(x)|| <€ ;€ X,i=1,...,1}.
Notation fir stark konvergente Operatorfolgen: s-lim,, T,,.

(ii) Die schwache Operatortopologie auf B(X,Y') ist die grobste Topologie, sodass fir alle x € X
und s € Y' die Abbildungen

B, :BX)Y) =K,  ET) = s(I'(z)),
stetig sind. Eine Umgebungsbasis von 0 ist:
{T e B(X,Y)|(s;(T(x)))| <€ xj€X,s;, €Y i=1,....1, j=1,...,J}
Notation fiir schwach konvergente Operatorfolgen: w-1lim,, T,,
Bemerkung 4.10 Auf Hilbertraum H, d.h. B(H), gilt
w- hénTn =T <= Va,yecH: li;n (x|Thy) = (z|Ty) ,

d.h. alle Matrixelemente konvergieren.

4.2 Spektraltheorie auf Banachrdumen

In diesem und den folgenden Paragraphen ist der Korper K = C. Einiges ist fiir K = R mdoglich, aber
die meisten Begrifflichkeiten sind uninteressant. Zunéchst sei an die Spektraltheorie einer Matrix
T € Mat(n x n,C) erinnert:

A Eigenwert von T <= dzxeC',2#0 mit Txr =z
<~ det(T'—A1)=0
<= Al —T nicht invertierbar

Dann ist das Spektrum o(7") von
o(T) = {Eigenwerte von T'} = {A € C : A1l — T nicht invertierbar} .
Nun werden diese Begriffe verallgmeinert.

Definition 4.11 Sei X ein Banachraum tiber C und T' € B(X)

(i) Die Resolventenmenge von T ist definiert als
p(T) = {A € C : A\l — T Bijektion mit stetigem Inversen} .

Dann heift Ry\(T) = (A1 —T)~! die Resolvente von T.
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(ii) Das Spektrum von T ist definiert als
o(T) = C\p(T) .

(iii) A € C ist Eigenwert von T mit Figenvektor x #0 <= Tz = \x.

(iv) Das Punktspektrum von T ist die Menge

0,(T) = {XeC : X Eigenwert von 7'}
= {A € C : M — T nicht injektiv (nicht trivialer Kern)} .

(v) Das kontinuierliche oder stetige Spektrum von T ist die Menge

o.(T) = {X € C : X nicht Eigenwert von T, Ran(Al — T') # X, aber dicht} .

(vi) Das residuelle oder Restspektrum von T ist

o.(T) = {\ € C : X nicht Eigenwert von 7', Ran(A1l — T) nicht dicht} .

Bemerkungen 4.12 1. Die Stetigkeit der Resolventen folgt automatisch aus Satz 4.2, weil A\1-T
stetig ist. Wenn weiter unten auch unbeschréankte 1" betrachtet werden, muss es jedoch gefordert
werden.

2. Die Bedingung A1 — T Bijektion” kann sowohl durch fehlende Injektivitit als auch Surjek-
tivitat verletzt werden und Letzteres wird nochmals unterteilt. Somit liegt folgende disjunkte

Zerlegung vor:
o(T) = o,(T)Uo (T)Uo,.(T) .

Das residuelle Spektrum ist absepariert, weil es oft leer ist (z.B. fiir selbstadjungierte Opera-
toren auf Hilbertrdumen).

Satz 4.13 Sei T € B(X), wobei X ein Banachraum iber C ist.
(i) p(T) C C offen

(ii) RA(T) ist analytisch in \ auf jeder Komponente von p(T') (mazimal zusammenhdngende Teil-
menge).

(iii) o(T) C{z € C : |z| <||T||} ist kompakt.
(iv) Fir A\, p € p(T) gilt die erste Resolventenidentitdt
RA(T) = Ru(T) = (11— N Ru(T)RA(T) |
Insbesondere gilt also [R,(T), R\(T)] = 0.

(v) Wenn d(\,o(T)) den euklidischen Abstand von A zum Spektrum bezeichnet, dann gilt:

1
IRA(T)| = Ao (D)
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Beweis: (i) Sei A € p(T), d.h. R\(T) € B(X) existiert und ist beschrénkt. Formell gilt nun fiir
we C:

1 1 1 1 | A—p\"
pu— pu— pu— :ﬂ ——
W—T W= A+A—T  A—T 1_n A—T( +;<A—T)>
Also definieren wir fiir |\ — pu| < ||RA(T)||~* den Operator

R,(T) = R(T) (]1 +> (A - u)"RA(T)"> >
n>1
wobei die Reihe bez. der Operatornorm konvergiert, weil

D (=" RA(T)"

n>1

< ) = alBAD)|" < o0

n>1

Nun gilt unter Verwendung der geometrischen Reihe und der Identitit A='B~! = (BA)™!

(1= T)RW(T) = (ul—T)(M—T)" (1= (A — ) Ra(T)"
(1~ T)[(1— (A — ) BA(T)) (AL~ T)]
(Wl —=T)YM T — A=) =1.
Also existiert R,(T) = R,(T) , d.h. p € p(T). Somit ist p(T') offen.
(ii) R,(T) fiir p € p(T) hat nach (i) eine Potenzreihenentwicklung, ist also analytisch.
(ili) Fiir A > ||| konvergiert (bez. der Operatornorm) die Reihe

BT %(mz(%)) |

Die gleiche Rechnung wie oben zeigt Ry(T) = Ry(T). Also ist A € p(T). Somit gilt o(T) € {\ € C :
IA| < ||T||}, was also beschrinkt und abgeschlossen ist.

(iv) Es gilt:
BA(T) = Ru(T) = BRA(T)(pll = T)RW(T) = Ru(T)(AML = T)RA(T)
(b= NBA(T)RW(T)
was den letzten Punkt zeigt.

(v) Sei A € p(T). Im Beweis von (i) wurde gezeigt, dass |[A\—pu| < ||RA(T)||~" impliziert, dass p € p(T).
Nun sei i € o(T), sodass d(\,0(T)) = |\ — fi]. Dann muss also gelten |\ — | > || Rx(T)]| 7. O

Um das Spektrum zu bestimmen, wird oft folgendes Hilfsmittel verwandt.

Definition 4.14 Sei T' € B(X). Eine Folge (x,)n>1 von Einheitsvektoren in X heifst Weyl-Folge
vonT zu A € C, falls
lim (T = Az, = 0.

n—0o0
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Wenn (z,),>1 gegen z konvergiert, dann gilt Tx = Az, d.h. X ist ein Eigenwert von 7T'. Es gibt
aber viele Beispiele, in denen die Weyl-Folge nicht konvergiert. Geméfl des folgenden Satzes kann
dennoch geschlossen werden, dass A im Spektrum (aber nicht Punktspektrum) ist.

Satz 4.15 Sei T € B(X) und p(T) und o(T) beide nicht leer. Dann:

(i) Wenn eine Weyl-Folge zu X € C existiert, dann A € o(T).

(ii)) Wenn X € 0o (T) auf dem Rand des Spektrums liegt, dann existiert eine Weyl-Folge zu X\ € C.
(ili) Wenn X € o.(T), dann existiert eine Weyl-Folge zu A € C.

Beweis: (i) Wir nehmen an, dass A € p(T), sodass || Rx(T")|| < co. Sei (x,,)n>1 die Weyl-Folge zu A.
Dann gilt
L= Jlznll = [[BA(T)(T = Az || < [[RA(T)[[[[(T" = AD)zf| — 0

im Limes n — oo, was offensichtlich ein Widerspruch ist.

(ii) Sei nun (Ag)g>1 eine Folge in p(T") mit Limes A. Nach Satz 4.13 (v) gilt dann || R, (T)|| — oo fiir
k — oco. Also existiert eine Folge yx € H mit |lyx|| = 1 und || Ry, (T)yx| — oo. Setze

[Bx, (T )yl
Dann gilt ||z,| =1 und
(T -z, = (T—NDz, + (N, — Nz,
1
= ————— Y+ (A — Nz
[Bx, (T)yal
— 0+0 =0 fiir n — oo .

Somit ist (x,),>1 eine Weyl-Folge fiir A. Nun zu (iii). Sei A € 0.(T"). Wenn es keine Weyl Folge gébe,
dann wiirde ein § > 0 existieren mit |[(T"— ALl)v|| > 0 ||v|| fiir alle v € H. Aber dann gilt fiir alle
w = (T—M1)v € Ran(T— A1) wegen der Bijektivitiit (weil der Kern trivial ist), dass v = (T — A1) lw.
Also kann (T — A1)~! als linearer Operator dicht definiert werden auf Ran(7" — A1). Zudem

(T = A1) wl| < 07 ol

so dass (T — M\1)7! stetig fortgesetzt werden kann, was aber bedeutet, dass A nicht im Spektrum
ware. Also muss eine Weyl-Folge existieren. O

Definition 4.16 Der Spektralradius von T € B(X) ist

r(T) = sup |A|.
Aeo(T)

Satz 4.17 r(T) = inf, |T"|» = lim,, |77~
Beweis: Die Folge a,, = log ||T™]| ist subadditiv, d.h.

Unim = log ||[T"™|| < log|| T T™] = an + @ -
Somit gilt lim,, %* = inf, 2.
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Begriindung (Standardargument fiir die Existenz des Limes): Fiir m fest, zerlege n = mq + r mit
Rest 0 <7 <m — 1. Dann gilt

n _ Omgtr . 4Om TG _ Gm | Gr
n mqg—+r —  mg+r — m n
Also gilt fiir alle m € N:
am
limsup— < — |
no N m

und somit

. (079 . A .. Am
limsup — < inf — < liminf — .
n n m m m m

Behauptung: #(T) < inf, |77
Begriindung: Sei |A| > inf, |77||%. Dann existiert ein N mit |A| > |77+ fiir alle n > N. Also

existiert ) N\
T = — — .

n>0
Also ist A € p(T), woraus die Behauptung folgt. o
Behauptung: #(7) > lim, || 77|
Begriindung: Sei || > 7(T). Wir zeigen |p| > lim, ||[T"|+. Sei S € B(X)' (Dualraum). Nach
Satz 4.13(ii) ist dann f(A) = S(RA(T)) analytisch auf D = {\ € C : |\ > r(T)}. Somit ist

FO) = >0 % eine konvergente Laurent-Reihe um oo. Insbesondere gilt fiir 4 € D und alle

S e B(X)

T?’L
lim S(T") =0.
n “n-l—l
Das heifit genau w-lim,, H,TL—L = 0. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus (genauer Satz 3.31, der

zeigt, dass schwache Konvergenz Beschrénktheit einer Folge impliziert) folgt also

T’n
sup H - < C < o0
no ||t
und somit ) ) )
1 1, n+
”TTL n S Cn |/_L n y
was die Behauptung und somit auch den Satz beweist. O

Nun kommen wir zum Funktionalkalkiil fiir einen Operator T' € B(X) auf einen Banachraum X.
Dies ist ganz natiirlich fiir ein Polynom p(z) = ij:o Pnz", denn

N
p(T) = Z pn T .
n=0
Etwas allgemeiner, fiir eine ganze Funktion f(2) =} ., fu2" kann
[T = fuTr
n>0

als eine Norm-konvergente Reihe definiert werden. Noch allgemeiner, kann diese Formel fiir auf
Bjrj+e = {z € C : |z| < ||T|| + €} analytisches f verwandt werden. Nun sollen noch allgemeinere
Funktionen betrachtet werden.
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Definition 4.18 (Holomorphes Funktionalkalkil) Sei T € B(X). Dann betrachten wir folgende Al-
gebra von Funktionen:

F = {f analytisch auf Umgebung G vom Spektrum o(7")} .

Nun sei I' ein Weg in G\o(T) = G N p(T), der jeden Punkt von o(T) im positiven Sinne ein-
mal umlauft. Wir definieren f(T) € B(X) als folgendes norm-konvergentes Riemann-Integral (oder
alternativ als schwaches Integral unter Paarung mit B(X)'):

AT) = § 5% 1) RAT)

Bemerkungen 4.19 1. Esist moglich, dass G mehrere Zusammenhangskomponenten hat. Dann
besteht auch I' aus mehreren Teilwegen.

2. Die Definition ist unabhéngig von der Wahl von I wegen der Cauchy’schen Integral-Formel, die
angewendet werden kann, wenn mit B(X )’ gepaart wird, denn R,(T) ist analytisch auf p(T').

Satz 4.20 (i) Fir ganze Funktionen [ stimmen diese Definitionen tiberein, d.h.

j{QM US Z Ja T

n>0

(ii) Die Abbildung f € F — f(T) € B(X) ist ein Algebrenhomomorphismus (kein *-Algebrenhomo-
morphismus falls X = H ein Hilbert-Raum ist).

(iii) Es gilt der spektrale Abbildungssatz:

(iv) Sei h analytisch auf einer Umgebung von o(f(T')). Dann gilt

Wf(T) = (ho f)(T) .
Bemerkung 4.21 Fiir diagonalisierbares T' € Mat(n x n,C), d.h.

dy 0
T=MDM™", D= diagonal ,
0 d,
definiert man in den Anféingervorlesungen
f(dy)
[(T) = MFDM™ = M M

sogar fiir beliebige Funktion f (natiirlich sind nur Werte auf dem Spektrum wichtig). Hier fordert
man keine Diagonalisierbarkeit, kann aber nur mit einer eingeschrinkten Klasse von Funktionen
arbeiten. Fiir allgemeinere Funktionsklassen muss man dann Bedingungen an T stellen. So ist Borel-
Funktionalkalkiil gemé&fl des spéater bewiesenen Spektralsatzes fiir normale Operatoren T° moglich.
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Beweis: (i) Da f ganz ist, kann der Weg I' im Komplement von Byp = {z € C : [z| < ||T||}
gewihlt werden. Dort konvergiert die Neumann-Reihe, sodass in der Tat

dz ™ .
r% 7{2m Zz?“rl f(z) = ZT I
n>0

n>0

(ii) Offensichtlich gilt die Linearitét
(f+29)(T) = F(T)+2g(T) . figeF, AeC.
Zu zeigen ist also die Multiplikativitat

(f-9)(T) = f(T) g(T),  figeF.

Seien f und g analytisch auf G. Wir wihlen Wege I', 7 in G N p(T') wie oben, aber mit leerem Schnitt
I' Ny = () und sodass 7 innerhalb von I' liegt. Dann ist

) = ¢ L RT) i), eT) = 74 L Re(T) gly)

r 2mi

FDT) = § 55 s o (BT - R
- 7§2—“[ b o zif f(z)] g(&) Rg(T)—fz—mM% zif g(&)] R(T) f(2)

4 4

A(T)) f(=) 9(§)
dz

vV VvV
nach Cauchy f(§) =0 weil analytisch

= (fg)T).

(iii) Hier ist zu zeigen: p € o(f(T)) <= p = f(A) firein A € o(T) <= p € f(o(7)). Fir "="
beweisen wir die Negation. Sei also p # f(A) fir alle A € o(T'). Dann ist f(z) — p # 0 fir alle
z € o(T) und somit ist g(z) = -—=— analytisch auf einer Umgebung von o(7). Also ist

f(2)—p
o) = 37 70 7=
wohldefiniert. Es gilt nun nach (ii):
(HT) =) lT) = (F= 1) (T) 9(T) = § 35 RD) (F = )2) 55— = 1
2mi f(z) = n

Also ist f(T) — pl invertierbar und somit p & o(f(7")). Nun zur Umkehrung "<=". Sei pu = f(\)
fir A € o(T'), d.h. (T'— A1) ist nicht invertierbar. Setze k(z) = w Dies ist analytisch auf einer
Umgebung von o(T"). Deswegen ist k(T") wohldefiniert. Da aber (z — A)k(z) = f(2) — f()), folgt aus
(ii):

(T = ADK(T) = f(T) = f(MT.
Da T — Al nicht invertierbar ist (dies ist unabhéngig davon, ob k(7') invertierbar ist), ist auch
f(T) — f(A)1 nicht invertierbar und somit ist f(A\) € o(f(7T)).
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(iv) Wenn ~ eine Kurve um o(f(7)) ist, so ist

wohldefiniert. Fiir festes z € o(f(T)) = f(o(T)) ist

2= f(9)

analytisch auf einer Umgebung von ¢(7"). Somit gilt fiir eine Kurve I' um o(7")

R.(f(T)) = 75 k1

) ami 2= () D)

Nun konnen wir wie folgt schlieflen:

MATD) = 5 5 g M) AT

N éQm [7{ 27122_;f(§)h(2) R,(T)
N j{%hof@ R,(T) = (ho f)(T) .

Dies beendet den Beweis. O

Man kann auch um Teile des Spektrums integrieren, falls diese Teile disjunkte abgeschlossene Kom-
ponenten sind. Wichtigstes Beispiel hierfiir ist

Definition 4.22 Das Spektrum o(T) = U 7777 ;05 von T € B(X) sei zerlegt in paarweise disjunkte,
abgeschlossene Teilmengen o; C C. Sei FJ emne Kurve, die o; einmal, aber keinen anderen Teil
oi, 1 # J, umkreist. Dann ist die spektrale Projektion P; auf o, auch Riesz Projektion genannt,

definiert durch

d
P = o= RAT).

T, 211
Satz 4.23 (i) sz = P,P; =P,
(ii) PP, =0 firj#i

(iti) >25o0. s =1, d-h. es liegt eine Zerlegung der Eins vor.

.....

)
)
(iv) Ran(P;) und Ker(P;) sind T-invariant Unterrdume.
(v) Ran(P;) + Ker(P;) = X

)

(vi) Das Spectrum des Operators P;TP; aufgefasst als Operator auf Ran(P;) ist o;, d.h.
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Beweis: Die ersten 3 Punkte sind Korollare aus Obigem. Nun zu (iv): Sei # € Ran(F;). Dann
existiert y € X mit x = Pjy. Da T' mit R,(T) kommutiert, gilt nun Tz = T P;y = P;Ty € Ran(F;).
Analog wird auch die T-Invarianz von Ker(P;). Der Punkt (v) gilt fir jeden Idempotenten, denn
x = Pjx + (1 — P;)z ist eine Zerlegung von x € X. Fiir (vi), beachte dass fiir z € p(T)

1 1 1
pr— P: —_— .,
2—T z—T; J Zsz—PjTPj

J

Wenn also z € p(T) folgt z € p(P;TF;) fir alle j, d.h. Ujo(P,TP;) C o(T). Analog, wenn z €
N;p(P;TP;) und die rechte Seite der Formel existiert, so folgt auch z € p(T"). Also ist die behauptete
Gleichheit gezeigt, bis auf die Disjunktheit der Zerlegung. Sei nun z ¢ o;. Dann betrachte eine stetige
Funktion f; mit

L AEo;
. — z—A ) Jo
f]()\) { 07 /\EO’Z,Z%j,
die zudem analytisch auf einer Umgebung von ¢; ist. Dann gilt nach Funktionalkalkiil (mit einer auf
jeder Komponente des Spektrums analytischen Funktion)

fi(T)(z=T) = P = [i{(T)Pi(z =T) = f(T)(zF; — P;TF;).
Somit ist z & o(P;TP;). Also o, N o(P;TP;) = { fiir alle ¢ # j. O
Der folgende Satz zeigt, dass das Bild einer endlich-dimensionalen Riesz Projektion auf einen
isolierten Eigenwert gleich der (ggfs. schiefen) Projektion auf den zugehorigen Hauptraum ist.

Satz 4.24 Sei z ein isolierter Eigenwert von T und die zugehirige Riesz Projektion von P wvon
endlicher Dimension. Dann gilt, fir p ausreichend gross,

Ran(P) = Ker((T — 2)?) .

Beweis: Sei v € Ker((T' — 2)?) und setze

Dann

<1—z:§>w:v = (A+Tw = (z=ANv <= R\(T)hv = A—2)""w.

Einsetzen von w liefert also

p! z—="T)"
R\(T)v = ;ﬁv

so dass

dA
Pv:yg — R\(T)v = v,
OBy (2) 27

d.h. v € Ran(P), d.h. Ker((T'—2)?) C Ran(P). Da P endliche Dimension hat, folgt dass ein p existiert,
so dass Ker((T' — z)") = Ker((T' — z)?) fiir all n > p. Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir
nun die Laurent Entwicklung der Resolvente um z:

p

RA\(T) = Z(A]j—"z)n + ) Qu(A—2)".

n=1
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Hierbei sind die P, und @,, operatorwertige Koeffizienten gegeben durch

d\
P, = f{ —— (A=2)""'R\(T) .
OB, (2) 271
Insbesondere ist P, = P. Zudem ist der Hauptteil tatséichlich endlich, weil z endliche algebraische
Multiplizitdat hat und in
1 1 1 1

) = Py P = 5p—prp T AT P) - (1P P)

der zweite Summand regulédr bei z ist und der erste endlich dimensional. Nach holomorphen Funk-
tionalkalkiil gilt

P, = (T—2)""'P = P(T—2)"", (T — 2P = 0.

Aus Letzterem folgt Ran(P) C Ker((T' — 2)?). O

Nun soll als Anwendung von Riesz Projektionen die analytische Storungstheorie von einem dis-
kreten einfachen Eigenwert zo von 7' € B(#H) auf einem Hilbert Raum H diskutiert werden (es gilt
auch auf einem Banach-Raum, mit leicht modifizierten Beweis [Kat]). Ein solcher Eigenwert ist ein
isolierter Punkt des Spektrum o(7"), die zugehorige Riesz Projektion Py von Rang 1 ist.

Satz 4.25 Sei T\ = T + \V fir T,V € B(H) auf einem Hilbert Raum H und X\ € C, und sei z
ein diskreter einfacher Eigenwert von T = Ty. Dann gibt es ein § > 0 und eine analytische Funktion
A € Bs — zy\ so, dass zy ein diskreter einfacher Eigenwert von T) ist.

Beweis: Zunichst wihlen wir § > 0 so, dass I' = 0Bj(2) lediglich den Punkt zy vom Spektrum von
T einmal umlduft. Nun ist 7T) stetig in A (ja sogar analytisch) und, da Invertierbarkeit eine offene
Bedingung ist, existiert ein § > 0, eventuell kleiner, so dass auch R, (7)) auf I" existiert (detailliertes
Argument wieder mit Neumann Reihe). Dann setze

dz
P, = — R (T)) .
A 7€2m' ()
Diese Riesz Projektion von T ist stetig (wiederum sogar analytisch) in A und somit ist insbesondere
der Rang von P, konstant, also gleich dem Rang 1 von F,. Da T} das eindimensionale Bild von P,
invariant lasst, ist es durch einen Eigenvektor aufgespannt mit Eigenwert z,, der in Bj(zg) liegen
muss. Jetzt verbleibt also zu zeigen, dass z) analytisch von A abhingt. Hierzu verwenden wir die

Formel
<33'0‘T,\P)\IL‘0> $0‘PAV1’O>

(
z = — = Z ‘I’ )\ 9
g (zo| Pxzo) ° (zo| Pzo)

wobei zp € Ran(Fp) fir A ausreichend klein wegen Stetigkeit tatséchlich (zq|Pyxo) # 0 erfiillt. Somit
ist die Analyzitéit von z, auf die Analyzitiat von Py reduziert. Letztere folgt durch iteratives Einsetzen
der Resolventenidentitét

in die Riesz Projektion P,. Fiir A ausreichend klein konvergiert die zugehdrige Reihe. Wenn eingesetzt
in obige Formel fiir z), erhélt man die sogenannte Rayleigh-Schrodinger Reihe fiir den Eigenwert. O

Bemerkung: Wenn z; Eigenwert mit Multiplizitdt p = dim(F) is, dann sind die Eigenwerte analy-
tisch in der pten Wurzel von A (Puiseux Entwicklung). Wenn jedoch zudem angenommen wird, dass
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T\ normal ist, so kénnen die Zweige analytisch in A gewihlt werden (Satz von Kato-Rellich).

Ziel der folgenden Entwicklungen ist es, die Spektralanalyse von kompakten Operatoren durch-
zufithren. Dies geht auf Arbeiten von Riesz aus dem Jahre 1918 zuriick. Grob zusammengefasst ist
das Ergebnis das Folgende: Das Spektrum eines kompakten Operators auf einem Banachraum ist ein
reines Punktspektrum (\;);c; mit endlicher Multiplizitat (bis auf 0) mit einem einzigem Haufungs-
punkt 0. Zunéchst sei an folgende Begriffe und Ergebnisse aus Kapitel 1.2 erinnert.

Definition 1.47 K € K(X) kompakt

= K(Bx)" " kompakt, wobei By = {z € X : ||z]| < 1}

<= fiir jede beschrankte Folge (x,),>1 in X besitzt (K(z,)),>1 eine konvergente Teilfolge.
Satz 1.50 K(X) C B(X) ist ein abgeschlossenes, beidseitiges Ideal.
Satz 1.52 K € £(X), A€ C, A # 0 = dim(Ker(A\1 — K)) < o0

Satz 4.26 Sei K € K(X) und setze T'=1— K. Dann gilt:
(i) 3 n e N mit Ker(T*) = Ker(T") V k>n.
(ii) Ran(T) ={z € X : 3y mit Ty = z} ist ein abgeschlossener Unterraum.
(ili) dim(Ker(7")) = codim(Ran(T")) = dim(X/Ran(7"))
(Man sagt: der Fredholm-Index von T ist 0.)

Beweis: Wichtigstes Hilfsmittel ist das Riesz Lemma 1.27: Wenn U # X ein abgeschlossener Unter-
raum ist, so 3z € X, ||z =1 mit d(z,U) = inf,ep ||z —ul| > 3.

(i) DaT™ =TT" !, gilt Ker(T™) D Ker(T™!). AuBlerdem gilt nach Satz 1.50
T = 1-K)" = 1+ K fiir ein K’ € K(X) .

Nach Satz 1.52 ist also dim(Ker(7™)) < oo und somit ist Ker(7™) ein abgeschlossener Unterraum.
Wir machen nun die Gegenannahme zu (i): 3 monoton wachsende Folge (k;);>1, sodass

Ker(T% 1) C Ker(T")
jeweils echte Unterrdume sind. Nach dem Riesz-Lemma 3 y; € Ker(T%) mit ||y;]| = 1 und

d(yj,Ker(kal)) > %

Fiir j <7 setze nun
zi = Tyi+y; —Ty; .

Jeder der Summanden in z; ist in Ker(7T% 1), sodass auch z; € Ker(T*~!). Zudem gilt:
Kyi— Ky; = yi—2 .

Also folgt || Ky; — Ky;l| > d(y;, Ker(T*71)) > % Somit enthélt (K(y;));>1 keine Cauchy-Folge,
obwohl ||y;|| = 1. Dies steht im Widerspruch zur Kompaktheit.

(ii) Sei yr = T'xg mit limg y, = y. Zu zeigen ist: 3 w € X mit Tw = y.

Setze: dy, = d(xy, Ker(T)) = inf__gep ) |2 — z[|- Dann gilt

107



Behauptung: d, < C' < o0
Begriindung: Wihle z; € Ker(T') mit

||$k—2k|l < de

Setze:
W,

Wy = Tk — R , U = — .
dy,
Dann ist

Tw, = Ty —Tz, = Txyp = yg

eine beschrankte Folge, weil ja y, konvergent ist. Annahme: dj, — oo (nach Ubergang zu Teilfolge).
Dann gilt
Tu, = TS = %5 o 0 firk— oo.
dy, dy,
Auflerdem gilt:
[k — 2|
=< 2.
Jul =+

Also impliziert die Kompaktheit von K, dass Kuy eine konvergente Teilfolge enthélt, die wieder mit
Kuy, bezeichnet wird. Da aber u, — Kuy = Tu, — 0, folgt dann, dass auch die Folge (ug)r>1
konvergiert. Setze u = limgug. Nach der Stetigkeit von T gilt dann limgTu, = Tu = 0, d.h.
u € Ker(T). Aber ||wy — z|| > dy, fiir alle z € Ker(T") gemé8 der Definition von di. Somit ||ug —z| > 1
fir alle z € Ker(T'), was ein Widerspruch ist und somit die Behauptung beweist. o

Jetzt gilt
wy — Kwy =y — y, flirk—o00.

Da ||wg| < 2di < C' < oo beschrankt ist und K kompakt, hat (Kwy),>1 eine konvergente Teilfolge
und somit hat auch (wy)g>1 eine (die gleiche) konvergente Teilfolge. Nun setzen wir w = limy wy.
Unter Verwendung der Stetigkeit gilt dann w — Kw = Tw = y.

(iii) Zunéichst betrachten wir den Spezialfall Ker(T') = {0}, sodass T eine Bijektion auf sein Bild ist.
Dann ist zu zeigen: codim(Ran(7")) =0 <= Ran(7T) = X.

Gegenannahme: X; = Ran(7") C X ist ein echter Unterraum.

Da T eine Bijektion ist, folgt dass auch Xy = T'(X;) € X; ein echter Unterraum ist. Also setzten
wir X,, = T"X. Dann ist X D X; D X3 D ... eine Folge echter Unterrdume. Da T™ = 1+ K’ fiir ein
K' € K(X), folgt nach (ii), dass X,, = Ran(7™) abgeschlossen ist. Nun wenden wir das Riesz-Lemma
an und wéhlen z,, € X,, D X, 11 mit

Han =1 ) d(‘rann+1> > % :
Fiir m < n setze nun
Zm = Txm+x, —Tx, .
Dann gilt
Kx,, — Kx,, = %y — 2Zm -

Da alle Summanden von z,, in X, sind, folgt dass

HK:Um_K:UnH 2 d(xmaXnH»l) 2 !

5 .
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Somit hat (Kx,),>1 keine konvergente Teilfolge, obwohl (z,,),>1 beschrankt ist. Dies zeigt, dass die
Annahme zu einem Widerspruch fiihrt. o

Fiir den allgemeinen Fall gehen wir zum Quotienten iiber. Setze hierfir U = Ker(7™) mit n wie
in (i). Nun ist U invariant unter 7', d.h. TU C U, also ist U auch invariant unter K = 1 — 7. Wir
fithren den Quotienten X/U = {[z]. : © € X} ein, wobel x ~ y <= = = y + u fiir u € U. Wegen
der Invarianz von U sind folgende Abbildungen

T,K: X)U — XU

gegeben durch

T(le]) = [Tz],  K([z]) = [K(2)],
wohldefiniert. Es gilt:

T =1-K.
Nun ist K kompakt (hierzu iiberpriife man, dass beschrinkte Folgen ([z,])ns1 in X/U zu Folgen

~ —

([Kzp])n>1 in X/U, die konvergente Teilfolgen haben). AuBlerdem gilt Ker(7") = {[0]} (sonst wére

T([2]) = [0] fiir ein = ¢ U, d.h. [2] # [0], sodass Tz € U und somit Ker(T"+!) D Ker(T™) = U).

Nun kénnen wir obigen Spezialfall anwenden und schlieen, dass Ran(7") = X/U. Also folgt, dass
VeeXdyeX,uelU mit z=Ty+u.

Also ist X = Ran(T") + U eine Summe von Unterrdumen, die aber nicht notwendigerweise direkt ist
(es kann einen nicht leeren Durchschnitt geben). Somit

Ran(T)NU = {ueU:3zeX mit Tz=u}
= {uelU:3zelU mit Tz=u}
= Ran(T|U).

In der zweiten Gleichheit muss in der Tat z € U sein, denn sonst wire wieder 7"z = 0, d.h.
Ker(T"') 2 U. Da nun dim(U) < oo, folgt nach dem Dimensionssatz

dim(U) = dim(Ker(7T|y)) + dim(Ran(7|y))
= dim(Ker(T)) + dim(Ran(T) N U) .
Da X = Ran(T) + U folgt:
codim(Ran(7)) = dim(U) —dim(Ran(7)NU) = dim(Ker(T)) ,
was genau die Aussage ist. a

Satz 4.27 (Riesz’ Spektraltheorie kompakter Operatoren, 1918)
Sei X ein unendlich dimensionaler Banachraum und K € B(X) kompakt. Dann hat K reines Punkt-
spektrum

o(K)\0} = {A €C:jeN},

wobei \; # 0 ein Eigenwert mit endlicher Multiplizitit ist und die Folge (A\;)j>1 nur Ao = 0 als
einzigen maoglichen Hdufungspunkt besitzt.
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Bemerkung: Der Satz besagt nicht, dass A = 0 immer ein Eigenwert ist. Aulerdem kann 0 Eigenwert
mit unendlicher Multiplizitéit sein.

Beweis: Fiir A € C, A # 0, definiere T = 1 — ;K. Es gilt nach Satz 4.26 (iii)
Ker(T) = 0 = Ran(T) = X .

Somit kann die Invertierbarkeit von 7" nur durch einen nicht trivialen Kern verletzt werden. Also gilt
o(K) = o0,(K), d.h. jeder Punkt des Spektrums von K ist Eigenwert. Auflerdem gilt nach Satz 1.52
zudem, dass dim (Ker (Il — %K)) < 00, d.h. die Multiplizitdt von A # 0 ist endlich.

Es bleibt noch zu zeigen, dass 0 einziger moglicher Hiufungspunkt ist. Sei (An)n>1, An # Ay fiir
n # m, eine Folge von Eigenwerten. Wahle zugehorige Eigenvektoren aus:

Kz, = M\, .

Setze
Y, = span{zy,...,z,} .

Da die z,, linear unabhéngig sind (Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind immer linear
unabhéngig), gilt mit echten Inklusionen

Y,..1 C Y,.

=

Nach dem Riesz-Lemma wahlen wir nun vy, € Y,, mit

lgal = 1. dlgmYerr) > 1.

Jedes dieser y,, kann jetzt als Linearkombinantion dargestellt werden:
n
yn:Zajxj, o;€C.
j=1

Es gilt Ky, — \yn = Z?Zl()\j — A\y)ojz; € Y1 und somit fiir n > m

Ky, — Kym = A\Yyn —y mit yevY, 1.

Es folgt || Ky, — Kyml| > "\2—”| nach obiger Abschitzung d(y,,Y,-1) > 3. Hétte nun (\,),>1 einen
Héufungspunkt ungleich 0, d.h. eine konvergente Teilfolge (A, );>1, so hitte fiir die beschrénkte Folge
(Yn,;)j>1 die Bildfolge (Ky,,);>1 keine konvergente Teilfolge, was im Widerspruch zur Kompaktheit
von K steht. O

Definition 4.28 Seien X wund Y normierte Riume und T € B(X,Y). Der adjungierte Operator
T .Y — X' ist definiert durch

(T'yN) = y(T(), yeY , veX.

Bemerkung 4.29 Falls X =Y = H ein Hilbertraum ist, dann ist 7" = T* wobei T* wie in Kapitel
2.2 definiert und der Querstrich das komplexe Konjugat ist. In einem reellen Hilbert-Raum gilt
T =T
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Satz 4.30 (i) [|T"|[sy.x1) = [ITllsex.y)
(i) (ST) =T'S' fir T € B(X,Y), S € B(Y, Z)

(iii) Seien Tx : X — X" und Ty : Y — Y" die Finbettungen aus Satz 3.25. Dann gilt T" o Tx =
Ty oT.

Beweis: (i) Es gilt mit Satz 3.21

3.21
|T|| = sup |[|[Tz|| "= sup sup |y'(Tz)|
lzI<1 lzll<1 [ly/]|<1
= sup sup |[T'(y)(z)] > sup [|T'(y) = T ,
ly'1<1 (|2l <1 ly'1<1

wobei die Ungleichung daraus folgt, dass die abgeschlossenen Einheitskugel Bx C By« erfiillen (und
die Gleichheit nur in reflexiven Rédumen gilt). Fiir die Umkehrung, fixiere ein x € X. Nach dem Satz
von Hahn-Banach gibt es dann ein ¥/ € Y’ mit [|¢/|| = 1 und v/ (Tx) = ||Tz||. Also

1Tz = (T")(x) < Tyl = 1Tl -
Da dies fiir alle z € X gilt, folgt auch ||T|| < ||7”||. (ii) und (iii) kénnen nachgerechnet werden. 0O

Satz 4.31 (Schauder 1930) Seien X und Y Banachrdume und K € B(X,Y). Dann gilt: K kompakt
< K' kompakt

Beweis: Seien Bx = {r € X : |z <1} und By ={T €Y' : ||T| < 1}.

=" Sei (T,,)n>1 eine Folge in Y’ mit ||7,,]] < 1. Zu zeigen ist, dass (K'(T},))n>1 eine konvergente
Teilfolge hat. Hierzu setzen wir A = K(Bx) C Y, was nach Voraussetzung kompakt ist. Somit ist
(A, |||ly) ein kompakter metrischer Raum. Nun definieren wir f, : A — C durch f,(y) = T (y)
und betrachten die Menge F = {f,, : n > 1} C (C(A),|.||). Diese Menge F ist beschrénkt und
gleichgradig stetig, weil sie namlich global Lipshitz-stetig mit Lipshitzkonstante 1 ist. In der Tat, fiir
alle y, 9" € A gilt:

o) = @) = 1 Tuly =9 < NITallly =l < lly—=91l -

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist F also relativ kompakt, sodass eine konvergente (bez. ||.||)
Teilfolge (fn;);>1 existiert. Auflerdem gilt:

I1K(Tn,) = K'(T )l = Sup | T, (K (x)) = Ty, (K ()]
= Sup ”Tn](y) _Tnz<y)H = ”fnj - fnz 00
yeA

wobei im zweiten Schritt verwandt wurde, dass K(Bx) dicht in A liegt. Somit ist (K'(T},));>1 als
Cauchy-Folge konvergent in X’ und die Kompaktheit von K’ nachgewiesen.

7<=" Wenn K’ kompakt ist, so folgt nach Obigem, dass K" : X" — Y"” kompakt ist. Da aber nach
Satz 4.30(iii)) K" o Tx = Ty o K und Ty eine isometrische Einbettung ist, folgt dass auch K kompakt
ist. O

Definition 4.32 Sei U C X' ein Unterraum. Dann ist der Unterraum U+ C X definiert durch
Ut = {zeX ux)=0VuecU}.
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Bemerkung 4.33 U+ ist immer abgeschlossen, denn wenn x,, € U+ mit z,, — z, dann gilt u(x,) = 0
und nach Stetigkeit von u dann auch u(z) = 0. In einem reellen Hilbert-Raum ist U+ das orthogonale
Komplement, aber im komplexen ist hier wieder eine komplexe Konjugation involviert.

Satz 4.34 Sei X ein Banachraum und T € B(X). Dann gilt:

Ran(T) = Ker(T")* .
Beweis: Zunéchst zeigen wir die Inklusion ”C”. Sei y = Tz € Ran(T") und ¢’ € Ker(7"). Dann gilt
y(y) = o (Tx) = (TY)(z) = 0y) = 0.

Somit folgt Ran(T) C Ker(7")* und die Inklusion, weil ja Ker(T")% abgeschlossen ist.

Fiir die Inklusion ”>” sei y ¢ Ran(T"). Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert dann ein ¢y € X’
mit y’|m =0, aber y/'(y) # 0. Also gilt ¢/(Tx) = 0 fiir alle z € X, d.h. ¥/ € Ker(T"). Daraus folgt
nun aber y ¢ Ker(T")*, weil sonst ¢/(y) = 0 gelten wiirde. O

Satz 4.35 (Fredholm Alternative 1903, formuliert fiir Integraloperatoren)
Sei K € K(X) auf einem Banachraum X . Auferdem sei A # 0.

Entweder () Kx = \x hat nur die triviale Losung (was gleichbedeutend mit X ¢ o(K) ist), dann hat
die Gleichung
e —Kr =y

fiir alle y € X eine eindeutige Lisung x € X.
Oder (i) Ker(A\ — K) # {0} (was gleichbedeutend mit X\ € o(K) ist), dann hat

e —Kzr =y

eine Losung v € X <= y € Ker(A\l — K')*.

Beweis: Falls Ker(A1—K) = {0}, dann ist \1— K nach Satz 4.27 invertierbar, also 2 = (A\I—K) ' (y).
Sonst existiert eine Losung = nur, falls
426 o ey 434

M — Kr = y € Ran(Al - K) = Ran(Al — K) = Ker(Al - K')* .

Offensichtlich ist die Losung dann nicht eindeutig. O

Als Anwendung betrachten wir nun eine Fredholm’sche Integralgleichung 2. Art. Sei ein Integral-
kern k € C(I x I) auf I = [0, 1] gegeben. Dieser definiert einen Integraloperator

K:Cc(I)—Cc), (Kf)(z) = /0 dy k(z,y) f(y) -

Nach Satz 1.59 ist K kompakt. Zu gegebenem g € C'() und A # 0 (sonst 1.Art) ist nun eine Losung
f € C(I) der Fredholm’schen Gleichung 2. Art:

Af—Kf =g
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gesucht. Falls Ker(Al— K) = {0}, ist diese also immer lsbar. Ansonsten muss der Kern von A1 — K’
berechnet werden, welcher endliche Dimension n = dim(Ker(Al — K”)) hat. Hierbei ist K’ : C'(I) =
M(I) — M(I) der adjungente Integraloperator gegeben durch:

(K')(f) = wKf) = /(mq/@uxwﬂw

= [y [ utdo) Ke0) 1)

d.h. das Bild von K’ ist absolut stetig. Somit sind Eigenvektoren von K’ zum Eigenwert A von der
Gestalt u(dy) = h(y)dy mit

Ah(y) = /dw k(xz,y) h(z) .

Diese Gleichung hat n linear unabhéngige Losungen, die in konkreten Situationen explizit berechnet
werden miissen. Falls dann gilt, dass g € Ker(A — K')*, d.h.

ho) = [duhllals) = 0. ¥heKerAl-K),

dann hat die Fredholm’sche Gleichung eine Losung, sonst nicht.

Fredholm’s urspriinglicher Zugang zur Integralgleichung basierte nicht auf der allgemeinen Theorie
kompakter Operatoren, sondern so genannter Fredholm-Determinanten, die nun kurz beschrieben
werden sollen, weil es durchaus aktuelle Anwendungen in der inversen Streutheorie, der Theorie der
integrablen Systeme und den Zufallsmatrizen gibt. Sei K wie oben ein Integraloperator auf I = [0, 1]
mit stetigem Integralkern k. Wir betrachten dann der Einfachheit halber die Fredholm’sche Gleichung
zu A= —1:

[+Kf =

Definition 4.36 Fir xy,...,2.,y1,...,Yn € [ und z € C sei

k(xb“”“) = det (s, 45)h<igzn)

Yiyoo oy Yn

Dann ist die Fredholm-Determinante definiert als

Z /dl‘l dIn (Il,...,l’ ) ‘
In e, Iy

n>0

Auferdem ist die Fredholm-Resolvente
Ty, T1y...,Tp
r(x,y; 2 Z /nd:rl .dx, k <y,x1...,mn) , r,yel .

n>0
Der zu r(x,y; z) gehirige Integraloperator wird mit R(z) bezeichnet.

Satz 4.37 (i) D(z) ist wohldefiniert und ganz.
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(i) r(z,y;2) ist wohldefiniert, stetig in x,y und ganz.

(iii) Falls D(1) # 0, ist 1+ K invertierbar und (1+ K)™' =1+ ﬁ R(1). Somit ist insbesondere
das Inverse von 1+ K auch Integraloperator.

(iv) Falls D(1) = 0, hat 1 + K einen nicht trivialen Kern. Insbesondere ist 1+ K also nicht
invertierbar, d.h. —1 € o(K).

(v) D(z) =0 < —1 Bigenwert von K, d.h.

o(K) = {—1 : D(z):O}U{O}.

z
Bemerkungen 4.38 1. D(z) entspricht dem charakteristischen Polynom det(1 + zK).
2. Falls k Holder-stetig mit Exponent > % ist, gilt zudem wie fiir Matrizen:
D(z) = JJ(@+2))
Jj=1

und

/Oldmk:(a:,x) =) N

7>1

Letzteres bedetet, dass K Spurklasse ist und die Spur durch das Integral iiber die Diagonale
des Integralkerns berechnet werden kann.

Beweis: (i) Da k stetig auf dem Kompaktum I x I ist, folgt dass |k(x,y)| < C. Somit ist

H = (Z \k(xg,xj)|2> Cn

k(x,, ;)

IA
N =

Cn

Somit ergibt die Standard-Volumenabschéatzung der Determinante
Tiy.e.., Ty =
<
’k (:rl,...,xn/>‘ - :[I
=1
GeméB der Stirling’schen Formel gilt n! > % (%)n Somit, da das Integral iiber I™ gleich 1 ist,

b < ¥ EOE 5, (| |ce) L

n>0 n>0

k(%l,ﬁj)

B

IN

C"n

k‘(l‘n’ l‘]) Cn

Da iiberall konvergente Reihen analytischer Funktionen ganz sind, folgt nun (i).

(ii) folgt genauso unter Verwendung der Tatsache, dass uniform konvergente Reihen stetiger Funk-
tionen stetig sind.
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(ili) Entwicklung der Determinante nach erster Zeile ergibt:
k(x,xl,...7xn) _ k(x,y)k(ml"x")—k(x,xl)k( T1y.v.y Ty )
Y, T1,- ..y Ty N Y, T, ..., Ty

+k:(x,x2)k< TheeorTn )—...+(—1)”k(m,mn)k< TleeorTn ) .

Y, T1,T3,...,Tp Y, T1y.-.,Tp-1

Nun zeigen wir, dass die Integrale der letzten n Terme gleich sind, indem die Indizes 1 und j umbe-
nannt werden:

; L1y Xy
—1)/ dry...dx, k(x,x;) k T
( ) /I" ! ( ]> (y,$1,...,$j_1,$j+1,...,In)

— (—1)3/ dry...dw, k(z,z1) k S
In Y, Lj, T2y o3 Lj—1,Tjq1y---,Tn

= (—1)j+2j—1+j—2/dm1...dxn k(x,xq) k( Fhoeen > )

Y, T2y ...,Tn

wobei im zweiten Schritt die Zeilen 1 und j vertauscht wurden, was zu einem Faktor (—1)%~! fiihrt,
gleichzeitig die Spalte 2 in die j-te Spalte geschrieben wurde, was zu einem weiteren Faktor (—1)7~2
fithrt. Somit folgt nun

T,T1y...,Tp . T1y..., Ty
/ndxl...dxnk(whm,xn) = k(x,y)/ndxl...dxnk(thw)
T1ye.yTp
_n/ndx1'~dﬂfn k(%xl)k(%xz,...,xn) '
2t

Multiplikation mit !1 und Summation iiber n ergibt also

r(x,y;2) = z k(z,y) D(2) — Z/Idilh k(x,zq1) r(x1,y;2) . (4.2)

Genauso erhélt man durch Entwicklung nach der ersten Spalte:
r(e,i2) = 2 ko) D)~ = [ doy o) rieoiz).
I

Somit folgt
R(z) = 2 D(z)K — z KR(z2) ,
R(z) = 2 D(2)K —z R(2)K
und fiir D(z) # 0 durch Einsetzen der ersten Gleichung:

1 1 1
(1+2K) (H_WR(z)) = 1+z2K — WR(z)—ZWKR(z)
= 1+z2K — (zK—zDéz) KR(2)) — = e KR(z) = 1,

was (iii) beweist.

(iv) Sei z = 1 eine Nullstelle von D der Ordnung m:

D(z) = c(z—1)"+0O((z —1)™) | c#0
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Nun gilt nach der Definition von D(z):

! 2l T, T1,...,%n d
/Oda:'r(:c,x,z) = Z o /dxdxl"".dx"k(x,azl,...,xn) = ZED(Z)'

n>0

Letzterer Ausdruck hat eine Nullstelle von Ordnung m — 1 bei z = 1. Da das Integral auf der linken
Seite bei diesem z verschwindet, muss der Integrand auf dem Intervall I mindestens eine Nullstelle
haben. Somit existiert ein zq € I, sodass r(zg, x¢, z) eine Nullstelle von Ordnung ¢ < m—1bei z = 1
hat, d.h.

r@,y:2) = gloy)(z— 1) + O(lz =11,

mit einem g(z, y), das nicht identisch verschwindet. Nun teilen wir (4.2) durch |z —1|° und betrachten
Limes z — 1

g(z,y) = —/dfm k(z,z1) g(w1,y) .

Somit erfiillt f(z) = g(x, o) (was nicht identisch gleich 0 ist) die Gleichung
f+Kf =0.

(v) Dies ist lediglich eine Reskalierung von Obigem. O

4.3 Positive Operatoren auf Hilbertridumen

Zunéchst sei mit einer kurzen Wiederholung einiger zentraler Sachverhalte aus Kapitel 2 begonnen.
Im Folgenden ist H ein komplexer Hilbertraum, d.h. ein vollsténdiger Vektorraum versehen mit
einem Skalarprodukt (-|-), welches linear im zweiten Argument und antilinear im ersten ist.

Satz Sei Y C H ein Unterraum. Dann ist das orthogonale Komplement Y+ = {x € H : (z]y) =
0 Vy €Y} abgeschlossen.

Korrolar Sei Y C H abgeschlossen. Dann lisst sich jedes z € H zerlegen in x = y + y*. Wenn
P € B(H) definiert ist durch Pz = y, dann gilt P = P? = P*. Dieser Operator heifit die orthogonale
Projektion auf .

Riesz’scher Darstellungssatz: Es gilt H = H’, d.h. zu jedem stetigen linearen Funktional 7T :
‘H — C existiert ein yr € H, sodass

Tx = (yr|z), VeeH.

Satz Es existieren Orthonormalbasen (b;)ic; und 1= 3", [b;) (b;].
Hellinger-Toeplitz: Falls 7' : H — H symmetrisch ist, so ist 7" auch stetig.

Definition Sei T € B(H). Unter Verwendung des Riesz’schen Darstellungssatzes kann der adjun-
gierte Operator T™ definiert werden durch

(T*zly) = (@|Ty) , VayeH.
Satz S, T € B(H)
(@) N7 = 7]
(i) (TS)* = S*T* und (T*)* = T.
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(iii) Wenn 7% € B(H), dann (T 1)* = (T*)~".
(iv) [T*T|| = ||T||* (C*-Gleichung)
(v) (Ran(T))* = Ker(T*)
Nun fahren wir mit neuen Sachverhalten fort.
Satz 4.39 Sei T € B(H) normal, d.h. T*T = TT*. Dann erfillt der Spekralradius:
r(T) = IT1 -

Bemerkung 4.40 Die Voraussetzung ist schon bei 2 x 2 Matrizen notwendig, wie folgendes Beispiel
zeigt.
T=(1), o)={1}, aber|T|>1.

Beweis: Zunichst sei daran erinnert, dass
r(T) = Lm|T"|= = inf ||T"|" .
n n

Nun gilt aber unter mehrfacher Verwendung der C*-Gleichung und der Normalitét von 7"

k LN k % k
I = ()T = |(T°T)*" |
* k—1 % % k—1 * k—1
(=T ) ()P = (T D)
* k=2 * k—2 * k—2 % k
(T D) (D) P = |(TD)* |t = .= (T TP
= |7 .
Wenn dies in obige Formel fiir 7(7T") eingesetzt wird, folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 4.41 Im Beweis wurde nur die C*-Gleichung verwendet. Er {ibertrégt sich also direkt
auf unitale C*-Algebren, welches Banach *-Algebra sind, in denen die C*-Gleichung gilt. Dies gilt
fiir viele Resultate iiber Operatoren auf Hilbertraumen.

Satz 4.42 (i) Sei T € B(H) eine Isometrie, d.h. T*T = 1 oder, was dquivalent ist, | Tx| = ||zl
fir alle x € H. Dann r(T) = 1.

(ii) Sei T € B(H) unitir, d.h. T*T = TT* = 1. Dann o(T) C S*.
(iii) Sei T € B(H) selbstadjungiert, d.h. T* =T. Dann o(T) C [—|T|,||T||] C R.
Lemma 4.43 Sei T € B(H). Dann gilt
(i) oML =T) =X —0o(T) fiir alle X € C.

(ii) o(T*) = o(T), wobei o(T) hier die kompleze Konjugation bezeichnet und nicht den Abschluss.

(iii) Falls T invertierbar ist, so o(T~') = o(T)71.
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Begriindung: (i) und (iii) folgen direkt aus dem spektralem Abbildungssatz fiir holomorphe Funk-
tionen. Dennoch argumentieren wir hier direkt. Zunéchst zu (i):

(1)

< (ul— (M —-T)"") existiert
<~ ((u—N1-T)"" existiert
— pu—Xxep(T)

i p(AL—T)

Nun zu (ii):

= M -T'=((M-T7))" = (M -T)"* existiert
< (M -T)' existiert
<~

Letztendlich zu (iii):
0£NeEp(T) < (AMI—-T)" existiert

1 1\
— TA-T)'=\T"'-1)"'= 3 (T—l - Xﬂ> existiert
1
= 1€ p(T™)
Fiir A = 0 ist nichts zu iiberpriifen. O
Beweis von Satz 4.42: (i) Ahnlich wie Satz 4.39 folgt aus der C*-Gleichung;
1 = @y = ()"t = o= =1

(ii) Da T isometrisch ist, gilt o(T) C D = {z € C : |z| < 1}. Zudem:

1

o(T) = o(T*) = o(T) = o(T) = o(T)
Also, wenn |A\| < 1 wére, dann wiirde 7(7T") > 1 gelten, ein Widerspruch.
(iii) Da T normal ist, gilt 7(T") = ||T||. Sei A > ||T'||, dann existiert

<z']li§T>1 = —zZ(% T)n .

Nun definieren wir einen Operator via Cayley Transformation:

1 1 \!
— (in+=-T)(in=—=T
U (z.+A )(@ ; )

Dann ist U unitér, weil ndmlich Folgendes gilt:

) 1 N1 B 1 N\
U'U = (—ZH—XT) (—ZII—FXT) (z]H—XT) (ZH_XT>
—1 —1
= (—iIl—%T) (i]l—%T) <Il—l—%T2> (weil [T,1] =0)
—1
— (11+%T2) <]1+%T2> =1=U0U".
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Fiir 4 € C mit Sm(p) # 0 gilt jetzt
i+t 1—ik

: = 2 g St
i— 3 1 +i%

Somit existiert das Inverse von:

i s L T (o Y (g L] (g L)
—1-U = Z,_%R'H—X) (z]l—XT>—(z—|—X> i+ 1T | (=57

A
2 1 \*!
— 1-7)(il—=T .

s )(l )\>

Das bedeutet aber p € p(T), sodass o(T') C R. Also folgt o(T) C [|T]],|T||]], weil zudem o(T) C
Bz (0)- -

Letzteres besagt noch nichts Genaueres iiber die Rdnder des Spektrums.

Satz 4.44 Sei T =T* € B(H). Setze

a= Hirnlf (x|Tx) | b= sup (z|Tx) .
=1 lel=1

Dann o(T) C [a,b] und a,b € o(T).

Beweis: Sei A < a, A € R. Zu zeigen ist, dass T — A1 invertierbar ist. Hierzu verwenden wir die
Bilinearform B : H x H — C definiert durch

B(z,y) = (z|/(T —Al)y) .
Dann ist B(z,y) antilinear in z, linear in y, und beschrinkt:
1Bz, y)| < Nzl + [AD]] -
Auflerdem ist B positiv, denn nach Voraussetzung gilt:
B(x,z) = (z[(T = AD)z) > (a—N)z|*.

Nach dem Satz von Lax-Milgram (Satz 2.14) existiert zu jedem linearen Funktional S € B(H,C) ein
Ys € H mit

Sz = B(ys,x) .
Insbesondere gilt also, dass fiir alle z € H ein y, € H existiert, sodass
(l) = Blyo) = (l(T—ADz) = (T—M)yla) ,  VeeH.

Somit existiert fiir alle 2 € ‘H ein y, derart, dass

z = (T'— M)y, .
Hieraus folgt aber, dass 7" — Al invertierbar ist und somit A & o(7T). Fiir A\ > b kann #hnlich
argumentiert werden (oder betrachte —7).

Noch zu zeigen ist, dass a,b € o(T). Zunédchst gilt [a,b] C [—|T|, ||T]|]. Andererseits besagt der
Spektralradiussatz, dass entweder —a = ||T'|| oder b = ||T'||, d.h. dass entweder |a| oder b Spektralrand
ist. Um den jeweils anderen zu betrachten, muss das gleiche Argument entweder auf 7' — al bzw.
T — bl angewandt werden. a
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Definition 4.45 T € B(H) positiv, in Kurzschreibweise T'> 0 <= T =T* und o(T') C Rxo.
Ebenso: T > 0 strikt positiv <= T = T* und o(T') C Rxo.

Folgendes wird oft als Definition verwendet.
Satz 4.46 Sei T € B(H). Dann gilt:
T>0 = (x|Tz) >0 VeeH.
Beweis “=" Nach Voraussetzung und Satz 4.44 gilt

0 < inf A\ = inf (z|Tx) ,
A€o (T) =<1

was schon die Aussage beweist. Fiir die Umkehrung “<=" miissen wir zunéchst zeigen, dass T' = T
gilt. Hierfiir iberpriift man zunéchst die Polarisationsidentitét in der Form

4 (Taly) =T +y)lz+y) — (T@—yle—y) —i(T(z+iy)le +iy) +i(T(x —iy)lz —iy) .

Da nun nach Voraussetzung (T'z|z) = (z|T'z) fir alle z € H (hierfiir wird sogar nur (z|7z) € R und
nicht (z|Tz) > 0 benétigt), folgt nach 4-maliger Anwendung (T'z|y) = (z|Ty) und somit 7" = T*.
Wiederum mit Satz 4.44 folgt nun auch 7" > 0. O

Bemerkung 4.47 Fiir beliebiges T' € B(H) gilt T*T > 0. In der Tat gilt (7*7T)* = T*T und fiir
x € H:
(x|T*Tx) = (Tz|Tx) > 0.

Satz 4.48 WennT >0, S >0 und A > 0, dann T + \S > 0, d.h. die positiven Operatoren bilden
einen Kegel.

Beweis: Wir fithren zwei verschiedene Beweise (wobei die Beweiselemente des zweiten spater noch
verwandt werden). Zunéchst gilt nach

inf (x|(T 4+ A\S)x) > inf (z|Tz) + X inf (x|Sz) > 0,

=<1 [[z]|<1 fl=l|<1

nach Voraussetzung und Satz 4.44. Somit folgt mit Satz 4.44 (T'+ \S) > 0.

Fiir den zweiten Beweis ist zunéchst klar, dass AXT' > 0 fiir A > 0 und 7" > 0 nach dem spektralen
Abbildungssatz gilt.

Behauptung: 7 =T* und ||[1-T|| < 1 = o(T) C [0,2].

Begriindung: Nach dem Spektralradiussatz gilt o(1—T) C [—1,1]. Zudem o(T) = o(1-1+1T) =
1—o(1-T)C]l0,2]. o

Behauptung: Wenn 7' = T™,

1
r20 = Jie <
7]

Begriindung: =" Zunéchst gilt o (]1 — ﬁT) =1- ﬁa(T) C [0,1]. Also erlaubt der Spek-

tralradiussatz zu schliefen. Fiir die Umkehrung ”<=" verwenden wir o (Il — ﬁT) C [-1,1]. Nach

dem spektralen Abbildungssatz folgt dann o(7T") C [0, 2]|T]|] C Ro. o
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Seien nun 7" > 0 und S > 0 mit ||7]| > ||S||. Dann gilt Hl - ﬁ” <1 und

=2 G )l = 2|0 i) + (-] = 2w =

Nach obiger Behauptung folgt
1 ( S N T ) > 0
1] {177 ’

was dann S 4+ T > 0 impliziert. O
Satz 4.49 (Wurzellemma) Sei T = T* € B(H). Dann gilt

T>0 — IS >0mitS?=T

1
Zudem ist S eindeutig und es gilt [S, A] =0 fir alle A mit [T, A] = 0. Man schreibt auch S =T2.

Beweis: Zunichst zeigen wir 7<=". Es gilt ||S||> = ||S*S|| = ||S?|| = ||T||. AuBerdem folgt aus dem
spektralen Abbildungssatz fiir die analytische Funktion x +— 2%

o(T) = o(S%) = o(S)* c [0,1SI°] = [0.]IT]] -
Nun zu "==". Wir benoétigen folgenden analytischen Fakt.
Behauptung: Die Reihe /1 —z =} ., ¢,z" konvergiert absolut fiir |2| < 1.

Begriindung: Die Funktion f(z) = /1 — z ist analytisch auf |z|] < 1 und somit konvergiert die
Reihe absolut fiir |z| < 1. AuBlerdem zeigt explizites Ausrechnen, dass fiir alle n > 1

Af(=)| <0,
z=0
Somit gilt ¢, < 0 fiir n > 1. Also folgt wegen ¢y = 1
Z|Cn| —2—2 =2—-lim)» cuz" = 2—-limV1—2z =
11 11
n=0 n=0
Somit konvergiert die Reihe auch absolut fiir |z| = 1. O

1
Wegen der formalen Rechnung v/T = ||T|2 ”T = || 2\/ (1 — l) setzen wir nun

Ak (H 2 ( IIT”) )

T
ﬂ—m‘

konvergente Reihe wohldefiniert. Nun ist es eine rein algebraische Rechnung, die zu S? = T fiihrt.
Auferdem gilt [S, A] = 0 fiir alle A mit [A,T] = 0.

Behauptung: S >0

Da o(T) C [0,00), folgt wie im vorangehenden Beweis ’ ‘ < 1. Somit ist S als norm-
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Begriindung: R = anl(—cn) (Il — ﬁ)n ist positiv als Summe positiver Operatoren (nach Satz
4.48). Zudem gilt nach Obigem [|R| <> o |cy| < 1. Alsoo(1—R)=1—-0(R) C1—[0,1] =[0,1].
Somit -

1 1
o(s) = o (ITlE-m) = |omE]
Die Eindeutigkeit zu zeigen ist eine Ubung. a

Bemerkung 4.50 Das Wurzellemma folgt auch direkt aus dem spéter bewiesenen Spektralsatz fiir
stetige Funktionen, jedoch nicht aus dem Funktionalkalkiil fiir holomorphe Funktionen, es sei denn
T > 0 ist strikt positiv.

Definition 4.51 Fine partielle Ordnung auf den selbstadjungierten Operatoren wird definiert durch:
S<T <— T—-5>0.
Satz 4.52 Seien R, S,T € B(H). Dann gilt:
(i) Wenn S < T, so gilt R*SR < R*TR.
(i) Wenn 0 < S <T, so sind S und T invertierbar und 0 < T < S,
(iil) (S+D)*(S+T)<2(5*S+T1°T)

Bemerkung 4.53 Wenn S > 0 und 7" > 0, folgt daraus im Allgemeinen nicht ST > 0, wohl
aber dass fiir die Spur gilt Tr(ST) > 0. Der Punkt (ii) kann weitgehend verallgemeinert werden.
Funktionen f:R — R mit Eigenschaft:

S<T = f(S) < f(T) (Letzteres definiert mit Spektralkalkiil)

heiflen operatorpositiv. Nach Loewner’s Satz sind die Herglotz-Funktionen operatorpositiv. Obiger
Punkt (ii) ist das Beispiel der Herglotz-Funktion f(x) = —1.

1
Beweis: (i) Die Ungleichung S < T bedeutet T'— S > 0. Also existiert (7' — S)2 > 0. Somit folgt
1 1
R'TR— R'SR = R(T—-S)R = R (T-S5)2(T-S5)2R
1 * 1
_ ((T - S)ER) ((T = S)§R> > 0.

Nun zu (ii). Da 0 < S, folgt, dass 0 ¢ o(S). Somit existiert S~' und ebenso T~!. Auflerdem gilt
o(S™H) =0 (S)™! C Ry, also insbesondere S~ > 0. Unter Verwendung von (i) folgt nun

1 1 1 1
1 =5125852 < S 275 2.
1 1 1 1
Nun gilt ganz allgemein: 1< R <= R 21R 2 < R 2RR 2 < R <1 Also
1o\t 1 1
(S‘zTS‘2) = S2T77'S52 < 1.

Wegen (i) impliziert dies aber T—! < S™!'. Letztendlich kommen wir zu (iii). Es gilt zunichst die
Operator-Parallelogrammregel:

S+T)y(S+T)+(S-T1)(S-T) = 2(5*S+T1T"T) .
Da aber (S —T)*(S —T) > 0, folgt schon (iii). O

122



Bemerkung 4.54 Es gilt auch die Operator-Polarisations-Identitét

3
4TS = ) S +*T) (S +i*T) .

k=0
Definition 4.55 Sei P € B(H).
(i) P idempotent <= P?> =P
(ii) P (orthogonale) Projektion <= P?> = P = P*
(i) Es gibt schon 2 x 2-Matrizen, die idempotent, aber nicht selbstadjungiert

1_ /b b
P _ 2 \14
c TH/i—be
2 T \1

(i) Sei P? = P. Fiir z € Ran(P) gilt dann Pz = z. In der Tat, sei z = Py. Dann gilt

Bemerkungen 4.56
sind, z.B.

Pyr—x = P2y—Py = Py—Py = 0.
(iii) In H liegt die Zerlegung H = Ker(P) + Ran(P) vor, da z = (1 — P)z + Pz. Nach (ii) gilt also
o(P) € {0,1} fiir jedes idempotente P.
(iv) Mit (iii) gilt auch, dass Ran(P) = Ker(1 — P) abgeschlossen ist.

Auf spektralem Niveau sind Idempotente und Projektion ununterscheidbar. Dieser Unterschied
wird nun im néchsten Satz untersucht und betrifft die Tatsache, dass obige direkte Summen-Zerlegung

nicht immer orthogonal sein muss.

Satz 4.57 0# P = P? € B(H). Dann sind dquivalent:
(i) P = P* (d.h. P Projektion)
(ii) (z|Pz) >0 fir alle x € H.

1Pl =1

)
)
(iii) Ran(P) L Ker(P)
(iv)
)

(v) PP* = P*P (d.h. P ist normal)

Beweis:
(i) = (ii) Da o(P) = {0,1}, folgt (ii) aus Satz 4.44, weil inf(o(P)) = inf{(z : Pz)|||z| = 1}.
(ii) = (iii) Seien = € Ker(P) und y € Ran(P), auerdem A € R. Dann
0 < (@+MPle+Ay) = M+ MlPy) = Mo+ Myly) = Aaly) + 2\ (yly) -
Da dies fiir alle A (beliebig klein) gilt, folgt (x|y) = 0.
(ili) = (i) Weil Ker(P)LRan(P), gilt fir alle z,y € ‘H
(Prly) = (Px|Py+ (1= P)y) = (Pz|Py) .
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Somit folgt
(z|Py) = (Px+ (1 - P)z|Py) = (Px|Py) = (Pxly) .

(iii) = (iv) Wieder unter Verwendung von Ker(P)LRan(P) folgt
2l = [Pz + (1= P)z|* = ||[Pz|*+]|(1 - P)a|* .
Also gilt || Px||? < ||z||* mit Gleichheit, wenn x € Ran(P), also || P| = 1.
(iv) = (iii) Seien z € Ker(P) und y € Ran(P) und A € R. Also gilt P(x + \y) = Ay, sodass
IMll* = 1P+ )1 < llz+yl* = llzl” + [Myl® + 2 Re(A (2]y))

d.h. 2 A Re (z|y) > —||z||? fiir alle A € R. Dies impliziert Re (z|y) = 0. Genauso folgt Im (z|y) = 0
wenn ¢\ verwandt wird, was den Beweis beendet.

(i) = (v) ist offensichtlich.
(v) = (iii) Sei € Ran(P)*. Dann gilt
(Px|Pz) = (z|P*Px) = (xz|PP*z) = 0,

Letzteres weil PP*z € Ran(P). Somit ist Pz = 0. Also Ran(P)* C Ker(P) und somit (iii). O

1
Definition 4.58 (i) FirT € B(H) ist |T'| = (T*T)2 der Betrag von T.
(ii) V € B(H) heifit partielle Isometrie <= V*V' Projektion

Bemerkung 4.59 Es gilt |\T'| = |A||T] fur A € C, aber folgende Aussagen sind im Allgemeinen
allesamt falsch:

TS| = |Tls, 17 = [T, [T+5] < |TI+]5]-
Satz 4.60 (i) V partielle Isometrie <= V|Ker(V)l Isometrie, d.h. ||Vz| = ||z| fir x € Ker(V) .

(i) V partielle Isometrie <= V* partielle Isometrie.
(iii) Bs gilt Ran(V*) = Ran(V*V) = Ker(V)* und Ran(V) = Ran(VV*) = Ker(V*)*.
(iv) V : Ran(V*) — Ran(V) ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung V*.

Beweis: Wir beginnen mit ”==" von (i). Fiir z € Ker(V)* gilt V*Vx = z, da ja 2 im Bild der
Projektion V*V liegt. Also folgt

Vz||* = (Va[Va) = (@[V*Va) = (alz) = [«

Fiir ”<=" verwenden wir die Zerlegung in zwei abgeschlossene Unterriume H = Ker(V) ® Ker(V)*.
Es ist zu zeigen, dass P = V*V eine Projektion ist. Zunéchst ist P* = P klar. Auflerdem gilt fiir alle
x € Ker(V)* nach Voraussetzung, dass

(x|Pz) = (Vz|Vz) = (z|x) .

Also folgt Px = z +y mit yLz. Da ||P| < ||[V|* = 1, ist aber y = 0. Somit P? = P auf Ker(V)*
und trivialerweise auch auf Ker(V'). Nun zu (ii). Sei @ = VV*. Offensichtlich gilt @* = Q. Es ist
V(1 — P) =0, weil 1 — P die Projektion auf (Ker(V)*)* = Ker(V) ist. Somit gilt

Q* = VV*'VV* = VPV* = VV* = @Q,
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und @ ist tatsdchlich eine Projektion, was bedeutet, dass V* eine partielle Isometrie ist. Die Riickrich-
tung ist dann auch klar. Nun zu (iii). Zunéchst gilt Ker(V) C Ker(V*V'). Wegen (z|V*Vz) = ||[Vz||?
gilt auch Ker(V*V') C Ker(V). Somit Ker(V) = Ker(V*V) und

Ker(V)* = Ker(V*V)* = Ran(V*V) = Ran(V*V),
Letzteres weil V*V ein Projektion ist und somit das Bild abgeschlossen ist. (iv) ist eine Ubung. O

Beispiel 4.61 Der Linksshift S : 2(N) — ¢?(N) ist definiert durch

n—1 , n>1,
S|n>:{‘ O> n=20.

Dann gilt §5* = 1, aber S*S = 1— |0) (0] ist eine nicht triviale Projektion. Somit ist S eine partielle
Isometrie, aber keine Isometrie.

Satz 4.62 (Polarzerlegung nach von Neumann) Sei T € B(H). Dann existiert eine eindeutige par-
tielle Isometrie V- mit T = V|T'| und Ker(V') = Ker (7).
Es gilt: (i) V*V|T|=|T| (i) V*T =|T| (i) vvV*T =T

Beweis: Zunichst gilt fiir alle x € H

ITIel2 = (TlliTle) = (allTPz) = (@lT"Ta) = |Ta|. (43)
Also ist Ker(|T'|) = Ker(7T'). Nun definieren wir Ran(|7T'|) — Ran(7") durch
VTl = Tx .
Nach (4.3) ist V' wohldefiniert, weil |T'|z = |T'|y impliziert
0 = [Tz =Tyl = Tz =yl = T -yl = [Tz =Ty,
so dass Tz = Ty. Zudem ist V nach (4.3) isometrisch. Somit existiert eine isometrische Fortsetzung

V : Ran(|T|) — Ran(T"). Nun muss V' auf Ran(|T|)L = Ran(|T|)* = Ker(|T|) definiert werden (fiir
letztere Gleichheit haben wir |T'|* = |T'| verwandt). Wir setzen Ker(V') = Ker(|T'|) = Ker(7). Nach

Satz 4.60 ist V' dann eine partielle Isometrie.

Zur Eindeutigkeit: Sei V eine weitere partielle Isometrie mit

VIT| = VIT| = T,  Ker(V) = Ker(T) = Ker(V) = Ker|T| .

Aus Ersterem folgt Vy = Vy fiir alle y € Ran(|T|) = Ker(|T|)+, was zusammen mit Letzterem
V =V impliziert.

Zuletzt zu den Identititen:

(i) V*V ist die Projektion auf Ker(V)*+ = Ker(T')* = Ker(|T'|)* = Ran(|T|)*. Also folgt V*V|T'| =
.

(i) V*T = v T 2 7).
(i) VV*T = vivT| Lvr =T O
Bemerkungen 4.63 1. Es gilt des Weiteren
= TV 2 VTV
was die Polarzerlegung von T ist. Insbesondere |T™| = V|T'|V*.

2. Wenn T invertierbar ist, so ist V' in der Polarzerlegung unitér (da Ker(V') = Ker(7') = {0}).
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4.4 Kompakte Operatoren auf Hilbert-Riumen

Zunéchst sei an folgende Charakterisierungen der kompakten Operatoren erinnert:

KH) = {K:H—H : K(By) prikompakt in H}
= {K:H — H : Kz, hat konvergente Teilfolge, falls z,, beschriankt ist}

= {Operatoren mit endlich dimensionalem Bild}MDlD ,

Letzteres nur, falls ‘H separabel ist. Hierbei bezeichnet By, die Einheitskugel in H. Auflerdem ist
IC(H) ein abgeschlossenes beidseitiges *-Ideal in B(#), wobei die *-Eigenschaft aus dem Satz von
Schauder folgt. Des Weiteren gilt der Riesz’sche Spektralsatz fiir jeden kompakten Operator K auf
einem unendlich dimensionalen Hilbert-Raum:

o(K) = {0} U{\, #0 : A, Eigenwert endlicher Multiplizitdt und 0 einziger Haufungspunkt} .

Fir A € 0(K), X # 0, definieren wir einen idempotenten Operator

PO = 7{2_“% Z_lK, POV = P(\),  [POV.K] = 0.

wobei € ausreichend klein gewihlt werden muss, sodass B.()\) keinen weiteren Eigenwert enthélt. Es
gilt dann fiir A #£ X
PA)P(N) = 0.

Es ist dabei zu beachten, dass diese Idempotente nicht unbedingt Projektionen sind und somit gilt
im Allgemeinen auch nicht immer P(A\)*P(\) # 0. Richtig hingegen ist die Zerlegung der Eins-
Eigenschaft:

> P() + PRy = 1

n>1
wobel Py die Projektion auf den Kern ist und die Summe im schwachen Sinn zu verstehen ist.
Also gilt folgende Zerlegung von K in endlich-dimensionale Jordan-Blocke:

K = (Z P()\n)> K = PO)KP()\,)
n>1 n>1

Nun ist dim(Ran(P(),))) die algebraische Vielfachheit von A, d.h. die Anzahl der linear unabhéngi-

gen Hauptvektoren zu A,. Die geometrische Vielfachheit hingegen ist dim(Ker(A,1 — K)), was auch

die Anzahl der linear unabhéngigen Eigenvektoren ist. Im Allgemeinen ist P(\,) nicht gleich der

Projektion auf Ker((A,1— K)™), mit m wie im Satz von Riesz. Wenn hingegen K* = K, dann folgt

fir A e o(K)CR

PO = (]{—Me?d_; Z—1K>* N ]{z—Me 2;(1:) Z—lK =P,

wobei im zweiten Kurvenintegral die Orientierung des Weges negativ ist, was dann zu letzter Gleich-
heit fiihrt. Zudem ist aus der linearen Algebra bekannt, dass selbstadjungierte Jordan-Blocke diagonal
sind. Somit hat jeder selbstadjungierte kompakte Operaor K eine normkonvergente Reihendarstel-
lung:

K = X\ P

n>1
Das gleiche Diagonalisierbarkeitsresultat gilt nun auch fiir normale Operatoren. Hierfiir muss im
Wesentlichen der Beweis aus der linearen Algebra wiederholt werden.
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Satz 4.64 Sei ‘H ein komplezer Hilbert-Raum. Dann ist K € B(H) kompakt und normal genau
dann, wenn K =", \,P(\,), wobei \,, € C\{0} nur 0 als Hiufungspunkt hat und P()\,) endlich
dimensionale Projektionen sind mit P(\,)P(\y) = 0 fiir n # m.

Beweis: "<=" ist klar. Fiir die Umkehrung ”=" beginnen wir mit:
Behauptung 1: Kz = \x <= K*z = A\
Begriindung: Weil K normal ist, gilt

I(5 = AD)z|| = [|(K" — Az .

Behauptung 2: Wenn Kz = Az und Ky = py mit A # p, dann (x|y) = 0.
Begriindung: Sei p # 0. Dann gilt

1 1 Beh1 1/~ A
zly) = —(x|Ky) = —(K*z|ly) = —{(\zly) = —(z|y) =0.
{z]y) M(| ) u< [y) u<’> M<\>
Behauptung 3: 3 x € H und A € C mit |A| = | K||, so dass Kz = Az.

Begriindung: Nach dem Spektralradiussatz fiir normale Operatoren ist |[K|| = supyc, ) [A|. Nach
dem Satz von Riesz existiert nun also ein Eigenvektor.

Schluss des Beweises: Wihle orthonormierte Eigenvektoren 27 von K zu \,, wobei j = 1,...,m,,
und m,, die geometrische Vielfachheit von )\, ist. Nach Behauptung 2 ist (27) dann ein Orthonor-
malsystem. Nun betrachten wir folgende Projektion auf einen abgeschlossenen Unterraum:

P =Y PO+ Pgeray»  POW) = Y lad) (]
n>1 j=1
Zu zeigen ist P = 1. Es sei die Gegenannahme 1 — P # 0 gemacht. Es gilt [K, P] = 0, da

Beh.1

K 1ed) (o] = Malad) (i) = [o2) (] P20 Jod) (K0 = ol (whIKC

So ist (I — P)K ein kompakter und normaler Operator. Falls (1 — P)K = 0, ist jeder Vektor
x € (1— P)H in Ker(K), im Widerspruch zur Konstruktion von P. Falls (1— P)K # 0, so impliziert
Behauptung 3, dass ein z # 0 mit (1— P)Kx = Az existiert, wobei ||(1—P)K|| = |A\|. Weil 1— P eine
Projektion ist, gilt (1— P)z = x fiir + € Ran(1— P). Somit folgt Kz = K(1—-P)x = (1- P)Kx = Az,
d.h. x ist Eigenvektor von K, wiederum im Widerspruch zur Konstruktion von P. O

Bemerkung 4.65 Es ist nun ein Leichtes, Spektralkalkiil eines kompakten normalen Operators K
durchzufithren. Sei f : C — C beschréankt, dann definiert man

FK) = Y fOw) P(\) € B(H).

n>1
Falls f(0) =0 und f stetig ist, gilt f(K) € KL(H). Dann ist die Abbildung
fe{geC(C)]g(0) =0} — f(K)ecK(H)

ein *-Algebren-Homomorphismus.
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Definition 4.66 Die singuliren Werte von K € K(H) sind die Eigenwerte von |K]|.
Notation fir die singuliren Werte: ui(K) > pe(K)... > 0, wobei jeweils mit der Multiplizitdt
aufgelistet wird.

Bemerkung 4.67 p,(K) = u,(|K|) = Mn(‘K|p)%

Satz 4.68 (Kanonische Darstellung eines kompakten Operators auf einem Hilbertraum) Sei K €
KC(H). Dann ezistieren Orthonormalsysteme (Ty)n>1, (Yn)n>1, Sodass

Z,Un |yn xn| .

n>1

Bemerkung 4.69 Beachte, dass die Orthonormalsysteme nicht notwendigerweise vollstandig sind.

Beweis: Nach Satz 4.64 und Wahl einer Orthonormalbasis im Bild von P(\;(|K])) gilt

K| = Z“n ) |n) (zn]

n>1

Aus der Polarzerlegung folgt nun

n>1

Da V eine Isometrie auf Ran(|K|) = Ker(|K|)* ist, d.h. V*V die Projektion auf Ran(|K|) ist, bilden
Yn = Vi, auch ein Orthonormalsystem. O

Nun kommen wir zu Variationsprinzipien fiir die singulidren Werte von K € K(H). Nach Satz
4.44 gilt fiir den grofiten Eigenwert von |K|:

(]| K] x) ||
pi1(K) = max ~———— = max
T€H H.I‘||2 T€H H.Z‘H

)

wobei die letzte Gleichung gilt, weil

(Frlmi) < \/<'K'ﬁ

und beide Maxima bei dem Eigenvektor z; von |K| angenommen werden. Deswegen definieren wir
jetzt den Rayleigh-Ritz-Quotienten

K i> _ 1Kz

] ]

Nach Satz 4.64 sind die Eigenvektoren |K|z, = u,(K)x, orthogonal. Also gilt

pn(K) =  max 1 Rk (x) . (4.4)

Dies ist jedoch unpraktisch fiir die Berechnung von p,, (K'), da die vorherigen Eigenvektoren berechnet
werden miissen. Folgende Formeln sind wesentlich besser.

Satz 4.70 Sei K € K(H). Dann gilt
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wobet das Mazimum tiiber Unterrdume U, von H der Dimension n genommen wird.
(ii) Courant’s Minimaz-Prinzip

n K) = i R s
H ( ) dim(U]gillr)lzn—l xﬁ_nUan)El K(Jf)

wobei das Minimum tiber Unterrdume U, _1 von H der Dimension n — 1 genommen wird.

Beweis: Zu (i). Da dim(U,,) = n, existiert ein y € U, welches orthogonal auf den Eigenvektoren
Z1,...,Ty_1 von |K| steht. Nach (4.4) gilt dann Rg(y) < pn(K). Day € U,, ist mingey, Ri(z) <
pin(K). Dies gilt fiir alle U,, also folgt maXqim(v,)=n Minger, Ri () < p,(K). Andererseits gilt fiir
U, = span{zy,...,x,}, dass mingcy, R (x) = p,(K).

Nun zu (ii). Setze V,, = span{xy, ..., x,}. Fir Unterrdume U,,_; mit dim(U,,—1) = n — 1 existiert ein
y € V, mit yLU,_;. Nach (4.4) gilt aber Rx(y) > u,(K) fur alle y € V,,, sodass

>
Jmax Ry(z) 2 pn(K) -

Da dies fiir alle U,,_; gilt, folgt

. e
it g Raee) 2 (KD

Andererseits gilt fiir U,,_; = V,,_1 nach (4.4) die Gleichheit. O

Bemerkung 4.71 Fiir selbstadjungiertes K = K* gilt Ahnliches auch fiir negative Eigenwerte. Auch
selbstadjungierte Operatoren, die nicht kompakt sind, aber Punktspektrum an den Bandréndern
haben, konnen dhnlich behandelt werden. Auflerdem kann anstelle des Rayleigh-Quotienten in beiden
Variationsprinzipien auch (z||K|x) /||z||* verwandt werden.

Es folgt eine weitere Version der Variationsprinzipien.

Satz 4.72 (Hersch) Fiir K € K(H) gilt

N
2(K) =  max TrPKP
> () = max TPIKIP)

wobet tiber alle Projektionen P mit N-dimensionalem Bild maximiert wird und Tr die endlich dimen-
sionale Spur, definiert wie in der linearen Algebra, ist.

Beweis: Sei |K |z, = i, (K)x, und Ty = 32 |2,) (x| die zugehérige N-dimensionale Projektion.
Zu P mit dim(P) = N > dim(Ily_;), wihle yy LIIy_; mit Pyny = yx und |jyn| = 1. Es gilt
(yn|[Klyn) < pn(K).

Nun betrachte P’ = P — |yn) (yn|. Es gilt dann dim(P’) = N —1 > dim(IIy_2). Wahle yny_1 LIIx o
mit P'yy_1 = yn—1 und |lyny—_1]| = 1. Wiederum folgt (yn_1||K|yn—1) < piv—1(K). Nun iterieren wir
die Konstruktion. Somit erhélt man eine Darstellung P = Ei:;l |Yn) (Yn| und

N
Te(P|KIP) = ) (ynl|Klyn) Zun
n=1
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Andererseits wird das Maximum von P = Iy angenommen. a

Folgender Satz fasst einige weitere Eigenschaften singuldrer Werte zusammen.
Satz 4.73 Seien K, L € K(H) und T € B(H). Fiir alle n > 1 gilt dann:

(i /LH(K*) = ,un(K>
(i) pn(TK) < ([T pn(K) und pn(KT) < [|T']] pn(K)

(Fan’sche Ungleichung 1949) pnim41(IK + L) < pin1(K) + pms1(L)

)
)
(iii) Wenn 0 < K < L, dann pin(K) < pin(L).
(iv)
)

(v) (Hersch’sche Ungleichung 1964) Seien K, L > 0. Mit der Notation Ay(K) = ZnNzl pn (K) gilt
dann

AN(K+ L) < Ay(K)+An(L) , ANv(K)+An(L) < Aviu(K+1L) .
Beweis: (i) Sei K = V| K| die Polarzerlegung mit Ker(V') = Ker(K). Dann gilt K K* = V|K||K|V* =
V|K|V*V|K|V*, also
|[K*| = V|K|V* = |K*|V = V|K] .
Also folgt
|K|x = px = |K*|Va = puVzx
(iii) folgt aus beiden Variationsprinzipien, da |K| = K und |L| = L. Zum Beispiel

_ (z|Kz) (=] L)
MK = Al kAN = (L) .
po(K) =  max minSoas < omex min = iet = pa(D)

(ii) Es gilt
(TK)YTK = K*T*TK < ||T|?K*K .

Nach Spektralkalkiil fiir [TK|* = (TK)*TK und (iii) folgt somit

1
2

l *
pn(TK) = pn(TK)TK)2 < T pn(K"K)2 = [[T[| pn(K) -
Die zweite Ungleichung folgt zusammen mit (i):

pn(KT) = pin(T"K") < T pu(K7) = [ T] i (K) -

(iv) Fiir jeden Unterraum U C H setzen wir Qx(U) = max, ,y Rk (x). Es gilt dann die Monotonie-
eigenschaft U CV = Qg(U) > Qk (V). Nach dem Minimax-Prinzip gilt

o (K) = nrlr(llijr)lanK(U)-
Da Kl
Ripn(e) = MWD p ) 4 Ry



folgt

Hn+m+1 (K + L) = min QK""L(U o V)

dim(U)=n,dim(V)=m

IN

min QU V)+QLUaV)

dim(U)=n,dim(V)=m

< : U v
<y 8 Q)+ QuV)
= fing1(K) + 1 (L)

AN(K+L) = dinrl?g)iNTr(P(KjL L)P)

< max Tr(PKP)+ max Tr(PLP)
dim(P)=N dim(P)=N
= An(K)+An(L) .
Fiir die zweite Ungleichung seien Il und II,; zwei Projektionen, sodass
Sei P die Projektion auf span(IIyH, Iy #H). Dann
dim(P) < N+ M , Iy < P, Iy, < P.

Somit folgt wie in der linearen Algebra

1 1
Tr(P—-1N)K) = Tr(P—1ly)2 K(P —1Iy)2) > 0,
d.h. Tr(IIyK) < Tr(PK). Analog gilt Tr(II;,L) < Tr(PL). Somit

was auch die letzte Ungleichung beweist. a

Viele weitere interessante Ungleichungen kénnen in dem Buch [MOA] gefunden werden.

Bis jetzt haben wir lediglich endlich dimensionale Spuren verwendet. Nun werden Spuren {iber
unendlich dimensionalen Rdumen betrachtet.

Definition 4.74 und Satz Sei (x;);c; eine ONB (Orthonormalbasis) von H und T > 0. Die Spur
st definiert als

To(T) = Y (zi|Tz;) € [0,00] .
iel
Diese Definition ist unabhdngig von der Wahl der ONB und es gilt:

(i) Te(T + AS) = Te(T) + ATr(S) fir A >0 und S > 0.
(ii) Fir alle S € B(H), nicht notwendigerweise positiv, gilt

Tr(S*S) = Tr(SS™) .
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(ili) Wenn T > 0 und U € B(H) unitdir ist, dann gilt

Te(UTU) = Te(T) .

(iv) Wenn 0 <T < S, so Tr(T) < Tr(S).
(v) FirT >0 gilt | T|| < Te(T).

Beweis: Zunéchst zeigen wir (ii) fiir jede ONB:

TH(S"S) = D (il S"Sm) = DD GwilS"ay) (wylSwa) = D031 awjlSwy) [
= DD (uslSm) (wmlSws) = 0 {w|987x;) = Te(8S5")

j
wobei wir verwendet haben, dass Doppelsummen positiver Terme immer vertauschen. Nun zu (iii),
ebenfalls fiir jede ONB. Da T > 0, folgt T = (Tl/Q)2 = T2 (T'?)". Also
T(UTU) = T (UTV2 (UT)") T ((UTV) UT?)
= T ((1V2)°TV) = TH(T) .

Da jeder Basiswechsel zwischen ONBs einem unitdren Isomorphismus entsprechen, ist die Spur Tr
tatsdchlich unabhéngig von der Wahl der Basis.

(i) und (iv) sind offensichtlich und (v) folgt aus ||T'|| = sup = (z|Tz). O
Satz 4.75 Sei T € B(H), sodass Tr(|T'|P) < oo fir ein p > 0. Dann T € K(H).

Bemerkung 4.76 Hier ist |T'|P durch Spektralkalkiil aus dem positiven Operaor |T'| definiert. Fiir
p € N sind dies einfach die Potenzen, fiir p € Q kann das Wurzellemma iterativ verwandt werden.
Fiir irrationales p benotigt man dann tatsidchlich den Spektralsatz, dessen Beweis spéter jedoch
unabhéngig erbracht wird.

Beweis: Sei € > 0. Wéhle aus einer ONB (z;);c; eine endliche Teilmenge J C I aus, sodass
> (@il|TPa) < e,
ieI\J

was moglich ist, da Tr(|T'P) < co. Sei P = ). ; |z;) (x;| die zugehérige endlich-dimensionale Pro-
jektion. Unter Verwendung der C*-Gleichung und Satz 4.74 folgt

l(n = PYTP2|* = || = P) [TP(1 = P)|| < Te((1=P) [TIP(1-P)) < e.

Somit ist |T'[P/? in der Operatornorm beliebig gut durch die Operatoren P|T'|P/? mit endlich dimensio-
nalem Bild approximiert, also ist |T'|P/? kompakt (denn die kompakten Operatoren sind abgeschlossen
in der Operatornorm). Nach Satz 4.64 liegt also die Darstellung |T|P/? = 3., p; |y;) (y;] vor, wobei
p; — 0 fir j — oo. Deswegen ist auch |T| = ijl(uj)wp ly;) (y;| kompakt. Letztendlich folgt aus
der Polarzerlegung, dass T'= U|T'| auch kompakt ist. O
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Definition 4.77 Fir p > 0 sind die (Schatten) Spurklassen definiert durch
LP(H) = {TeKH): Tr(|T)P) < o} = {T € B(H) : Tr(|T|P) < oo} .
Man setzt auferdem ||T)||, = Tr(|T[P)/.

Satz 4.78 Es gilt

LP(H) = {TEIC(”H) : Zun(T)p<oo} :

n>1

wobei i, (T') die singuliren Werte von T bezeichnet. Auperdem setzen wir ||T||, = (32,5, tn(T)) Ve,

Beweis: Sei TPz, = p,(|T|?)x,. Dann kann (z,,),>; durch Vektoren aus dem Kern von |T'|P zu
einer ONB vervollstandigt werden. Also gilt

Te(|T1) = Y (2allTPz) = Y sl TP) -

n

AuBerdem folgt 11, (|7T'|7) = pn(|T|)? = pn(T)P aus dem Spektralkalkiil fiir kompakte Operatoren. O

Satz 4.79 Seip > 1. Dann ist LP(H) ein *-Ideal in B(H) und es gilt:

@ Tl = 11l

(i) AT, = ATl
(iii) [|STll, < WSTITIp und (TSN, < [ISINTl, fir S € B(H).
(iv) 15+ T, < [1S]lp + 171l

Zudem ist (LP(H), ||.||,) ein Banachraum.
Beweis: Aus (i) — (iv) folgt, dass £P(H) ein *-Ideal ist.
(i) Nach Satz 4.73(1) gilt p,(T*) = pn(T). Nach Satz 4.78 folgt also | 17|, = ||T]|,. (ii)+(iii) fol-
gen dhnlich aus Satz 4.73(ii). Nun zu (iv). Zunéchst betrachten wir den Fall p = 1. Wegen der
Polarzerlegungen S+ 7 =W|S+T|, S =U|S| und T = V|T| gilt

1S+ T = Tr((W(S+T)) = Te(W*U|S|+ W*V|T|)
Dl WrUIS ) |+ ) | WV T |

IN

wobei (z;)ic; eine ONB ist. Wir betrachten den ersten Term. Wegen |S| = |S|'/2|S|"/? gilt mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

ZHMW*U\SW\ < (ZWW*UIS\U*WI%)) (Z(%HS!%O)

7 7

1 1
= Te(W*U|S|U*W)2 Tr(|S])2 .
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(Beweisalternative: Verwende kanonische Darstellung von |S|.) Nun wéhlen wir eine ONB ()¢,
sodass z; € Ker(W) oder z; € Ker(W)L. Dann folgt, weil U|S|U* > 0,

Te(WUIS|UW) = > (W U|S|UW|z:) < > (2| U|S|U|)

7

= Te(U|S|U™) .
Nun wéhle erneut eine (andere) Basis, um dhnlich zu zeigen, dass
Tr(U[SIUT) < Te(S]) = 151 -

(Beweisalternative: anstelle der eindeutigen partiellen Isometrie in der Polarzerlegung, verwende je-
weils eine beliebige unitire Fortsetzung.) Letztendlich behandeln wir den zweiten Term genauso und
dies erlaubt den Beweis von (iv) fiir den Fall p = 1 zu beenden.

Nun zur Vollsténdigkeit von £!'(H). Sei (7},),>1 eine Cauchy-Folge bez. der Operatornorm ||.||;.
Nach Satz 4.74 ist (7,,)n,>1 dann auch Cauchy bez. ||.||. Also ist 7' = lim,, T;, als Limes bez. der
Operatornorm wohldefiniert. Zu zeigen ist, dass T' € L' (#H). Fiir endliches L und |T—-T,,| = U*(T—T,)
gilt

L
(2| U*(T = Tp)ay) = 117312 (2| U* (T — To) )
k=1

M) =

k=1
< limsup Z | (x| U Wi | Ty — T i) | (W, partielle Isometrie)
mo k>l
< limsup || T, — Tull (gleiches Argument wie oben)

Da L beliebig ist, folgt
T — T, < limsup [T, — Thl1 < oo,
sodass nach (iv) folgt, dass | T'||1 < ||T" — Tl + || Tnlls < co und T,, — T in ||.]];.

Fiir den Fall p > 1 benétigen wir eine Vorstufe der Hélder-von Neumann-Ungleichung:

Lemma 4.80 Seien S, T > 0 kompakte Operatoren, sodass SP € LY(H) und T? € L'Y(H), wobei
]lj—i-%:l mit 1 < g < 2. Dann gilt

Te([ST)) < 151171 -
Insbesondere |ST| € LY (H).

r
2

Beweis: Behauptung 1: Fiir ||yl = 1 gilt (y|S%y)2 < (y|SPy).

Begriindung: Sei (x,),>1 Eigenbasis von S. Dann

(y|S%) % = (Z (y|S®x,) <$n|y>>

n

- (ZMS)Z [ (zuly) |2>
DY [ {aaly) P = (ylS™y)

D
2

(M|

IN

134



wobei die letzte Ungleichung aus Jensen’s Ungleichung folgt. Sei nun 7=, 1x(T) |yk) (x| die ka-
nonische Darstellung von 7.

Behauptung 2: (yi||STye) < p(T) (yel SPyr) 7 -
Begriindung: Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

1 1
WellSTlye) < (welye)2 (uwl ST Pys) 2
1
= (yp|T"S*"ST|yx)2 = pu(T) <yk\52yk>
< () (el SPlun)?

wobei die letzte Ungleichung aus Behauptung 1 folgt. Nun kénnen wir unter Verwendung der Holder-
Ungleichung wie folgt schlielen:

Te(|ST]) = Z<yk||ST|yk> < Z“k(T) (Y| SPye) 7

k

N[ =

< (Zuk(T)")q <Z <yk|5pyk>>p = [TllISp

k
was den Beweis von Lemma 4.80 beendet. O
Beweis von ||S +T||, < ||S]l, + ||T|l, fiir p > 1. Mit partiellen Isometrien W, U, V, R, R’
Te(|S+T)P) = Tr(W(S+T)S+TP)
= Tr (WU|S||S+ TP+ WVIT||S + T|P)
= Tr (WUR||S||S+ TP+ WVR'||T||S +T]7"|) .

Nun verwenden wir die gleichen Argumente wie oben im Fall p = 1 (explizite Summe, Cauchy-
Schwarz, partielle Isometrien), um mit Lemma 4.80 zu zeigen

Tr(|S+ 1) Te(||SIIS + T1P) + Te(||T11S + TP~

SRS + TP g + TS + TP,
= 181,118 + Tl + I TS + Tl

<
<

Letzteres, weil (p — 1)g = p. Hieraus folgt das Gewiinschte. Die Vollsténdigkeit beweist man dann
analog. a

Nun folgt eine in Anwendungen niitzliche Abschitzung, mit der Spurklasseneigenschaften iiberpriift
werden konnen.

Satz 4.81 Sei (x,)n>0 eine Orthonormalbasis eines separablen Hilbert-Raum H. Dann gilt fir jedes
p=>1

Il < > (Z!@mmlleme)p :

n>0 m>0

Proof. (Nach Aizenman-Graf 1998) Wir zerlegen T'=}_ T™ wobei

(2| T |21) = (20| T)T1) S -
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Dann folgt aus der Minkovski Ungleichung

Il < > 1T, -

n>0

Somit benotigen wir also
1T, = 1Ty T3 .

OIS N[

Doch (T™)*T(™ ist ein positiver und zudem diagonaler Operator weil

(@ (T T2y = > (T ) (| T )

>0

= Z (%\T\l’m) 5lfn,m <$1’T\33k> 5l7n,k

>0

= Zman|T|@m)|* O
Also ist

Iy T

[SIS]

- (Z |<a:m+n|T|xm>|p>p .

m>0

Nach Einsetzen folgt also die Ungleichung. a

Folgendes ist analog zum Fakt, dass die Konvolutionsalgebra (L!(G), *, ||.||1) iiber einer Gruppe
G eine Banach-Algebra ist (keine C*-Algebra).

Satz 4.82 (LY(H), - ,|-|l1) ist eine Banach-Algebra.
Beweis: Es bleibt lediglich zu zeigen, dass gilt
15T < (ST Tl -
Aber dies folgt direkt aus Satz 4.79(iii), weil ||S] < |5 O

Satz 4.83 und Definition Fir eine ONB (z;);c; und ein T € L' (H) ist die Spur definiert durch

To(T) = Y (wi[Ta;) .

el

Die Summe ist absolut summaierbar und unabhdingig von der Wahl der ONB. Es gilt, fiir unitdres U

und S € B(H):
(i) T
(i)
(i)
)
)

LY(H) — C linear
Te(T*) = Te(T)
Te(U*TU) = Tx(T)

(iv) Tr

(ST) = Tx(TS)
(V) Te(ST) < ISIIT[ly wnd [Te(TS)| < [|S[Tx
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Beweis: Wegen der kanonischen Darstellung 7" = > 11,(T) |yn) (20| gilt:

Z|<$i|T$i>| < Zﬂn [(@ilym) (23 | 2n)]

(Zﬂn(T x2|yn > <Zﬁbn x1|Zn >

= () = |7

Wegen der absoluten Summierbarkeit ist der Beweis der Unabhéngigkeit der ONB jetzt genauso wie
im Fall von 7" > 0. Punkte (i) und (ii) sind klar, und (iii) ist ja auch gerade ein Basiswechsel. Zuletzt
zu (iv). Zunéchst zeigen wir dies fiir einen unitdren Operator S = U:

To(TU) = Y (2a|TUzy) = > (U'yulTyn) = Te(UT),

n n

IA

wobei y, = Uz, eine neue ONB ist. Dies ist ausreichend wegen des folgenden Resultates.

Lemma 4.84 Jedes S € B(H) ist Linearkombination von vier Unitdren.

Beweis: Zunichst zerlegen wir S in eine Linearkombinantion der selbstadjungierten Operatoren
S+ S und (S — S*):

1 1 .

Die selbstadjungierten konnen weiter zu Operatoren mit Norm 1 normiert werden. Fiir T" = T™ mit

|7 <1 sind
T+iv1—T?
unitédr und es gilt
T =3T+ivVI-T*)+i(T—iV1-T7).
Dies beweist das Lemma. O
Beweis von Satz 4.83(v): Mit Hilfe der Polarzerlegung folgt
1 1 1 1
Tr(ST) = Te(V|ST|) = Tr (V|ST|2|ST|2> = Z(xi|V|ST|2]ST|2mi> :

sodass

1 1

2 2

ITr(ST)| < (Z (z; | V|ST|V*xi)> (Z (xi||ST|xi>) .

Nun wihlen wir die ONB, sodass entweder z; € Ker(V*) oder z; € Ker(V*):. Dann ist (V*z;)ier
eine ONB von Ran(V*) = Ker(V)* = Ker(|ST|)*. Somit folgt

1
2

1
Te(ST)| < Te(|ST]2 Te(|ST)2 = [[ST[ < [IS]] Te(T1)

Letzteres nach Satz 4.79(iii). Die zweite Ungleichung folgt nun aus
Te(T'S)| = |Te(S™T)| < I1S* Tl = [SIIT]:

was den Beweis beendet. O
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Satz 4.85 (Holder-von Neumann) Sei %—I—% =1und S € LP(H), T € LYH). Dann ist ST € L' (H)
und
Te(ST)| < (ISl g -

Beweis: Zunichst verwenden wir Polarzerlegungen wie folgt:
ST = V|S|T = (T*|S|V)" = (W|T*||S|V)* .

Nun ist T € L9(H), also T* € L%(H) und nach Lemma 4.80 gilt |T*||S| € £'. Wiederum wegen der
Idealeigenschaft von £'(#H) ist also ST € L'(H). Weiter (mit jeweils anderen Polarzerlegungen):

Te(ST)| = |Te(V|ST]|)| < Tr(|ST)) (nach Satz 4.83 und ||V = 1)
= Te((WI[S|T) < Tx([|S|T1) (wegen [WIS|T| < [[W]|-[IS|T| < [|S|T]
und der Monotonie der Spur)
= |IS|T|lx = IIT7|S]||: (nach Satz 4.79)
= Te(|JUIT*||S]]) < Tr(||T*| |SH) (wie gerade)
< (STl = ISlpITllq (nach Lemma 4.80) .
Somit ist der Beweis erbracht. a

Fiir p = ¢ = 2 erhélt man also eine Cauchy-Schwarz Ungleichung. Zusammen mit der Vollstandig-
keit aus Satz 4.79 besagt dies, dass £%(#H) Hilbert-Raum ist:

Definition 4.86 Fiir S,T € L*(H) definiert man
(S|IT), = Tr(S*T) .
Dann heifst (L2(H),( .| .),) der Hilbert-Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren.

Bemerkung 4.87 Insbesondere gilt

Tr(S*T) = (S|T), = (T|S), = Te(T*S5) .
AuBerdem gilt ebenfalls fiir S, T € L*(H):
Te(ST) = Tr(TS)

(einfach ausschreiben unter Verwendung absoluter Summierbarkeit, die aus der Cauchy-Schwarz-
Unglei- chung folgt). Hierbei ist interessant, dass weder T' € £'(#H) noch S € L!(H). Operatoren auf
dem Hilbert-Raum £2(#H) heifien in der Physikliteratur oft ”Superoperatoren”.

Satz 4.88 (K(H), ||.|l) = (LY(H),||-|l1) und die Dualitit ist gegeben durch
KeKH) — or(K) = Tr(TK) , TeLYH).
Beweis: Offensichtlich ist ¢ linear und stetig nach Satz 4.83:

er() _ _ ITIE]

ler|l = sup < sup = Tl -
kK] kK]
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Andererseits, sei ¢ € K(H)'. Fiir S € L2(H) gilt dann

(S < Nl < llellllSlla -

Somit ist ¢ eine stetige Linearform auf dem Hilbert-Raum £?(H). Nach dem Satz von Riesz existiert
ein T € L?(H) mit
p(5) = (T7|5), = Tx(T'S) .

Fiir jede Projektion P in H von endlicher Dimension giltModul
Te(PIT])| = |Te(PUT)| = [p(PU")| < [[PU"| [lell = llell -

Da dies fiir alle P gilt, folgt
1T < el -

Zudem ist die Zuordnung T <+ ¢ eine bijektive Isometrie. a

Ubung: £Y(H) = B(H) mit gleicher Zuordnung. AuBerdem gilt fiir 1 < p < 2 und }10 +§ =1 die
Dualitat LP(H) = LY(H).

Ziel ist jetzt folgender tiefliegender Satz:

Satz 4.89 (Spurformel, Lidskii 1959) Sei T € L'(H) mit Eigenwerten \,(T) gezihlt mit ihrer alge-
braischen Vielfachheit. Dann

TH(T) = Y Aa(T) .

n>1
Bemerkungen 4.90 1. Wenn 7T normal ist, dann folgt dies direkt aus dem Darstellungssatz 4.64
T =) M(T)P(N,)
indem man zur Berechnung der Spur eine ONB (z;);c; verwendet mit Vektoren x;, die entweder

im Kern oder dem Bild von P(\,,) liegen.

2. Nach Satz 4.26, existiert zu jedem Eigenwert A von 7" ein m < oo mit

Ker(A1-T7)") = Ker(A1-T7)"), Vn>m,

Ker(AI-T)") & Ker(AL-T7)"), Vn<m.
Dann ist die algebraische Vielfachheit von A gleich dim Ker((A1 —7")™).
Es gibt Eigenvektoren und verallgemeinerte Eigenvektoren wie z.B.

AL —T)*w = 0 aber (A1—T)w #0.

Dann
Tw = Mw+ov mit Tv = Av.
3. Das folgende Beispiel illustriert, dass die Spurformel ein tiefliegendes Ergebnis ist.

Sei T quasi-nilpotent, d.h. lim, |7"||= = 0. Dann ist der Spektralradius r(T') = 0, somit
existieren keine Eigenwerte ungleich 0. Falls T € L*(H), ist dann nach der Spurformel Tr(T) =
0, d.h. fiir alle ONB (z;)ier ist >, (z;|T'z;) = 0. Dies ist beileibe nicht offensichtlich!
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4. Es gibt zwei Beweisstrategien: (i) Jordan-Zerlegung und subtile Konvexitéatsargumente

(ii) Determinante und Hadamard’sche Produktformel (hier)

det(1+27) = 142 Te(T) + 0(z") = [J(1+2z M(T)) .

n>1

Dann ergibt formale Entwicklung der rechen Seite die Lidskii’sche Spurformel. Hierzu muss
diese Formel sinnvoll definiert werden.

Satz 4.91 (H. Weyl 1949) Sei T € K(H) und seien A\, (T) die Eigenwerte mit algebraischer Viel-
fachheit, nummeriert, sodass

M) = [X(T)] = ... 2 0.

Auferdem seien p,(T) die singuliren Werte von T mit pui(T) > pe(T) > ... Dann gilt fir alle
N e N:

[T < T]wa(T) -

Beweis: Zu N sei Py die Projektion auf den Spann der ersten NV Eigenvektoren und verallgemeinerten
Eigenvektoren, gew#hlt derart, dass PyH invariant unter 7" ist. Zum Beispiel, wenn A = An(7),
verwende zuerst die Vektoren in Ker(A1l — T'), dann die in Ker((A1 — T)?) etc. Nun setzen wir

Ty = PyvTPy : PvH — PvH .
Dies ist ein endlich dimensionaler Operator. Wir betrachten nun seine Polarzerlegung in PyH:
Ty = Un|Ty| .

Nun seien A, (7) # 0 fiir n = 1,..., N (ansonsten ist nichts zu beweisen). Dann ist Ty invertierbar.
Also ist auch Uy invertierbar, d.h. unitér, somit |det(Uy)| = 1 und also | det(Ty)| = det(|Tx|), d.h.

[T = T (7)) -

Nach Invarianz ist PyT Py = T Py, also folgt |TPy| = |Tx| und somit

M Tn]) = pn(TPy) < pn(T)||Pxl| = pa(T)

nach Satz 4.73. Wenn dies dann eingesetzt wird, folgt der Satz. a

Satz 4.92 Fir T € LY(H) gilt

Do) < Y plK) = 1T -

n>1 n>1

Beweis: Wegen der Monotonie des Logarithmus folgt aus der Weyl’schen Ungleichung:

N N
D log[A(K)| < > log ()
n=1 n=1

Die Aussage folgt nun aus folgendem allgemeinen Prinzip angewandt auf ¢(x) = e®. 0
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Lemma 4.93 Seien a1 > as > as... und by > by > bs ... so, dass fir alle N

N N
Zan < an
n=1 n=1

Dann gilt fiir jede konvexe Funktion ¢ : R — R mit lim,_, o p(z) =0

Z@(@n) < Z‘P(b)

Beweis: Die Menge der konvexen Funktionen ¢ : R — R mit lim,, - ¢(x) = 0 bildet einen
konvexen Kegel. Die Extremalpunkte dieses Kegels sind die Funktionen
fr@) = (@=r)x(x>r), reRr.

Nach dem Satz von Krein-Milman existiert jede solche Funktion ein eindeutiges Mass m mit

= [ midr) f(2)

Da die Ungleichung in der Behauptung linear in ¢ ist, reicht es also, sie fiir ¢ = f,. zu zeigen, fiir alle
r. Letzteres ist aber im Wesentlichen gerade die Voraussetzung:

S filan) =Y (an—1)x(an >7) <Y by —r)x(an >7) < Y folba)

wobei in der ersten Ungleichung die Monotonie der a,, verwandt wurde und im letzten Term fiir Term
abgeschétzt wird (je nach Vorzeichen von b, — r). O

Bemerkung 4.94 Ein alternativer Beweis kann in dem Buch von Bhattia Matrix Analysis” gefunden
werden. Eine Variation des obigen Beweises zeigt, dass aulerdem gilt fiir 1 < p < oo

ZM )< Zun

<&

Fiir den Beweis des Satzes von Lidskii benttigen wir nun ein kurzes Intermezzo iiber Tensorpro-

dukte und Fock-Raume. Seien Hy, . .., H,, Hilbert-Rdume. Wir fassen nun Punkte (x1,...,x,) € Hi X

..XH, im mengentheoretischen Produkt auf als multilineare Formen 1 ®...®x, : H1xX...xH, — C
mittels der Definition

1@ ... @Y1, s Yn) H (Y505
=1

Dann betrachten wir den algebraischen Spann endlicher Llnearkomblnationen:
V, = span{z1 ® ...Q@z, : x; € H;} .

Dies ist eine Teilmenge aller multilinearen Abbildungen. Auf V,, definiert man jetzt eine Bilinearform
durch

<x1®...®xn]y1®...®yn>vn =5 ®...0 T, (Y1, Yn) H (z;ly;)
7j=1
und die lineare Fortsetzung auf den Spann.
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Lemma 4.95 (V,,, (- | )y, ) ist ein Prd-Hilbert-Raum, d.h. (- | -),, ist wohldefiniert (unabhingig von
der Wahl der Darstellung als Linearkombination) und positiv.

Beweis: Dies ist eine Ubung. a

Definition 4.96 Das Hilbert-Raum Tensorprodukt Hi ® ... R H,, ist definiert als der Abschluss von
Vi bez. (-, )y -

Lemma 4.97 Se: <a:$,i)> eine ONB von H; fir j =1,...,n. Dann ist (xg,lﬁ ®...0 m,&fﬁ)
eine ONB von H1® ... H,,. Lo n

Beweis: Dies ist eine weitere Ubung. a
Bemerkung 4.98 Es gilt H ® H = £2(H) mit einer Hilbert-Raum-Isomorphie. &

Definition 4.99 Sei H ein Hilbert-Raum.

(i) Sein voller Fock-Raum ist F(H) = @, 5, H®" = @,51 H®...@H, wobei im n-ten Summanden

n Faktoren vorliegen. Oft wird auch fiir n = 0 der Spann des Grundzustands H®" = C zu F (H)
als Summand hinzugefiigt wird.

(ii) Die symmetrischen und antisymmetrischen Projektionen (bosonisch und fermionisch)
Iy : F(H) — F(H)

sind definiert durch

1
H+(ZE1®...®In) = - Z To(1) @ ... & To(n) ,
s oESy
1
I(rn®.Q0x,) = ] SgN(0)To(1) @ ... @ To(n)
" oEeS),

und lineare stetige Fortsetzung auf jedes H®" und die Summe.
Ubung: Zeige (111)? = Il = I, unter Verwendung von |S,| = n!
Tipp: Betrachte fiir eine Permutation Il, das Produkt S,I1, =S,

(iii) Der symmetrische und antisymmetrische Fock-Raum (bzw. Bose-Fock-Raum und Fermi-Fock-
Raum) sind

Fi(H) = IILF(H), F_(H) = II_F(H) .
(iv) Sei T € B(H) (ein FEinteilchenoperator). Seine zwei Quantisierungen

d0(T) = @dr"(T): F(H) — F(H) ,

n>1

und
I(T) = EPI™(T): F(H) = F(H) .

n>1
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sind defintert durch:
ATz @ ... @z, = Zx1®...®ij®...®xn :

M., = Tnn®...0Tx,

und lineare stetige Fortsetzung. Zudem setzt man dann

Bemerkungen 4.100 1. In der Quantenmechanik wird dI" fiir Observablen verwandt, und I" fiir
die Zeitenwicklung und Symmetrien. Es gilt der Zusammenhang

r (eth) — eidF(H)t ’ H c B(H) 7
welcher als Ubung verifiziert sei. Die gleiche Identitét hilt fir I'y und dI'y.

2. In F_(H) werden oft (wie fiir Differentialformen) die folgenden Notationen verwandt

N ®..0x, = x1A... A2y, M_H®" = A"H, Ty = A7) .

3. Es gilt I(ST) = I'(S)I(T) und I'+ (ST) = I'L (S)T'+ (7).
4. Wenn dim(H) = N < oo, dann ist ANH = C und AY(T) = det(T') als Multiplikationsoperator.

5. Wenn T € K(H) mit Eigenwerten (Ax(7'))g>1, dann ist A”(T) € K(A™H) mit Eigenwerten
/\kl(T) )\ksn(T) mit bk < ky < ... <k,.

Lemma 4.101 Wenn T € L'(H), dann A"T € LY(A"H) und ||[A™T||; < &(||T][+)"
Beweis: Zunichst ist
1
AT| = (TA.. ATYTA...AT)2 = [T|A...A|T| = A"[T].

Somit sind die singulédren Werte von A™T" gegeben durch pug, (T')-. . .- g, (T'), wobei ky < ko < ... < k.
Also folgt

ATl = 3 (1) (T) < %(Zmn) = = (IThy"

und der Beweis ist beendet. O

Dieses Lemma erméglicht folgende Definition.

Definition 4.102 Fiir T € LY(H), setzen wir

det(l+2T) = » 2" Tr(A"T) .

n>0
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Bemerkung 4.103 Die linke Seite ist ein formaler, suggestiver Ausdruck fiir die rechte Seite. Wenn
dim(#H) = N < oo, bricht Reihe ab und dies ist eine Identitét, wenn die gew6hnliche Definition fiir
die Determinante verwendet wird. Dies zu verifizieren ist eine algebraische Rechnung, die als Ubung
durchgefithrt werden sollte. Gleiches gilt, wenn dim(Ran(7")) < oo.

Satz 4.104 Fir T € L'(H) ist 2 € C > det(1+ 2z T) eine ganze Funktion, sodass Folgendes gilt:
(i) [det(1+ 2z T)| < exp(|z] [[T]1)
(ii) Die Funktion ist vom exponentiellen Typ, d.h. ¥V e >0 3 C. < oo mit

|det(1+ 2 T)| < Ce.exp(elz]) .

Beweis: Wegen |Tr(A"T)| < ||A"T|| folgt die Ganzheit und (i) direkt aus Lemma 4.101. Zudem gilt:

|det(1+2T)| < Z |z|" Z gy (1) - oo e, (T') (n =0 Term ist 1)
n>0  ki<-<kn
< H (14 |z| u(T)) (Umordnung der Terme)
k>1
K
< (1+ |z uk(T))> exp (!z\ Z uk(T)> (da: 14+ <e”)
k=1 k>K

VAN
N -/
—1>
—
+
2
=
Eal

<T>>> exp (|2] 5) < Coexpllz] o)

fiir K, sodass ), px(T) < §, und letztere Ungleichung, da jede Exponentialfunktion in |z| jedes
Polynom in |z| beschrankt, d.h.

K

[Tt lel () 72 < C.

k=1
Dies zeigt (ii). O

Satz 4.105 Die Abbildung T € L*(H) — det(1+ T) € C ist Lipshitz stetig. Explizit:
| det(1+T) —det(1+9)] < (T = SIF+ 1T = S[l) exp(| Tl + [IS[l + 1) -
Beweis: Wir setzen F(T) = det(1+ T') und
9(2) = FGG(T+8)+=(T-9)).
Wie im Satz 4.104 kann jetzt gezeigt werden, dass g(z) ganz ist. Nun

[F(T) = F(S)| = [9(3) —9(-3)]

< sup |4t (Mittelwertsatz)
1_,_1
—aﬁﬁé
R+1
< 2 osup ()],
ZI<R+3
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Letzteres wegen der Cauchy-Formel:

g™ (z) = mé dg 9§

L 2mi (2= &)+t

wobei I'g der positiv orientierte Weg auf den Kreis um 0 vom Radius R + % ist. Nun wahlen wir

R = 715, dann gilt nach Satz 4.104(i):

[F(T) = F(S)] < (IT =S+ T =S| sup exp (||3(T+9)+=(T-9)|,)

|2|<R+35

1
< (7 =Sl + 1T = SRy exp (T + Sl + (g + ) 17 - 511 )

< (17 = S|k + 1T = SI) exp(| Tl + S + 1)
und die Behauptung ist bewiesen. O

Satz 4.106 Seien T, S € LY(H) auf einem separablen Hilbert-Raum H. Dann gilt:
(i) det(I1+ T+ S+ TS) =det(1+ T)det(1+5)
(ii) Wenn 14 T invertierbar ist, so folgt det(1+ T) # 0.

(iii) Wenn \ Eigenwert von T mit algebraischer Multiplizitat m ist, so hat z — det(1+ z T') eine

Nullstelle von Ordnung m bei —%.

Beweis: (i) Die Operatoren mit endlich dimensionalem Bild sind dicht in £*(#), und die Determi-
nante ist stetig nach Satz 4.105. Somit reicht es, die Operatoren mit endlich dimensionalem Bild zu
iiberpriifen, fiir welche die Identitdt im Wesentlichen die entsprechende endlich dimensionale ist.

(ii) Setze S = —T(1+ T)~'. Dann
1+S+T+ST = 1-TA+T) ' +T-TA-T)"'T = 1.
Somit folgt nach (i)
1 = det(l) = det(1+S5) det(1+7),
d.h. det(1+ T) # 0.

(iii) Sei P = P(\) = ¢y, %g—%? wobei I' ein kleiner Kreis um den Eigenwert A ist. Dann dim(P) =

dim(Ran(P)) = m und [P,T] = 0. Weiter:

det(1+2T) det(1+4 zPT + 2(1— P)T + zPT(1— P)T)

det(1+4 zPT) det(1+ 2(1 — P)T)

—~
=

Nun ist A € o((1 — P)T") und nach dem spektralen Abbildungssatz gilt somit:

1 ii 1
1+ X(]l — P)T  invertierbar B et (]l + X(]l — P)T) # 0.

Also verbleibt zu zeigen: det(1+ zPT P) hat eine Nullstelle von Ordnung m bei —%. Fiir die endlich
dimensionale Matrix PT'P : PH — PH ist dies aber gerade ein Resultat der linearen Algebra, weil

PTP eine direkte Summe von Jordan-Blocken zum Eigenwert A ist. a
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Nun benétigen wir ein Ergebnis der Funktionentheorie, welches eine Vorstufe zum Weierstraf3’schen
Produktsatz ist. Ein Beweis kann in den meisten Biichern zur Funktionentheorie gefunden werden.

Satz: (Hadamard’sche Produktformel)
Sei f eine ganze Funktion mit Nullstellen (z,),>1 gezédhlt mit ihrer Multiplizitit. Des Weiteren gelte

(i) f(0)=1
(ii) anl ﬁ < o0
(iii) f ist von exponentiellem Typ, d.h. ¥ ¢ > 0 3 C, mit

f)] < Coet.

JR(2) - (Em-2))

n=1

Dann hat f die Darstellung

Satz 4.107 Sei T € L'(H). Dann

det(1+27T) = JJ(1+zx(T)) .

n>1

Bemerkung 4.108 Wegen der Definition

det(l1+2T) = 1+ ) 2"Tr(A"T)

n>1

folgt Lidskii’s Theorem direkt aus dem linearen Koeffizienten in z in Satz 4.107. Auflerdem ergibt
der Koeffizientenvergleich von 2™ Lidskii’s Theorem fiir A™T. O

Beweis von Satz 4.107: Nach Satz 4.104 (iii) ist f(2) = det(1+2T") von exponentiellem Typ. Nach
Satz 4.106 (iii) hat f(z) Nullstellen bei 2, = ;- (T) von Ordnung gleich der algebraischen Vielfachheit
von A\, (7). Nach Satz 4.106 (ii) gibt es keine weiteres Nullstellen. Zusammen mit Satz 4.92 folgt also

ZW S @) < S (1) = [T

n>1 n>1 n>1

Somit folgt das FErgebnis aus der Hadamard’schen Produktformel. a

Das folgende fiir Rechnungen oft hilfreiche Ergebnis ist eine Anwendung des Satzes von Lidskii.
Satz 4.109 Seien T, S € B(H) so dass T'S € LY(H) und ST € LY(H). Dann gilt
Te(TS) = Tr(ST) .

Beweis: Die Operatoren T'S und ST haben die gleiche nicht-verschwindenden Eigenwerte M(TS) =
A (ST), inklusive der Multiplizitdten (dies zu zeigen ist eine Ubung). Deswegen folgt die Aussage
aus dem Satz von Lidskii. O
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Zum Abschluss dieses Paragraphen sei nun die Dixmier-Spur (1966) vorgestellt. Dieses lineare
Funktional ist wie die gewohnliche Spur zyklisch und unitér invariant, aber die Dixmier-Spur jeden
Operators in £'(#H) verschwindet. Die Dixmier-Spur dient vielmehr dem Extrahieren von logarith-
mischen Divergenzen, wie sie oft in Geometrie und Quantenfeldtheorie vorkommen. Wir betrachten
also Operatoren T' € K(#) mit der Eigenschaft

N
AN(T) = > pn(T) ~log(N) ,  fiir N — o0 .
n=1
Dann setzen wir 1
TW(T) = o A(T) Tl = TmsupT(T)

Satz 4.110 Die Menge
LYH) = {T=T1—-Ty+il3 —iTy € K(H) : Tj >0, | Tj|s+ < oo}

ist ein beidseitiges Ideal in B(H), genannt Macaev-Ideal.

Beweis: Seien 7,5 > 0 mit ||T]|1+ < oo, ||S]1,+ < oo. Dann impliziert die Hersch-Ungleichung
AN(S+T) < An(S)+AN(T), dass |S+T||1.+ < |IS]l1.+ + |T||1.+- Alles andere wird genau wie beim
Nachweis der *-Ideal-Eigenschaft von L£'(H) gezeigt. O

Bemerkung 4.111 Es gilt £1(H) C LY (H) C L1T(H) fiir alle € > 0.

Nun ist das Ziel die Extraktion des logarithmischen Pols als Definiton der Dixmier-Spur 7. Gerne

wiirde man
m(T) = lij{fn In(T) , T>0,

setzen. Wegen der unitdaren Invarianz der singuldren Werte folgt dann direkt die unitére Invarianz
von T'. Aber es gibt folgende Probleme mit dieser Formel:

1. Die Existenz des Limes ist im Allgemeinen nicht gegeben.
2. Die Linearitdat 7(S + T') = 7(S) + 7(T') ist nicht offensichtlich.

Falls der Limes existiert, so folgt die Linearitét. In der Tat, aus der Hersch-Ungleichung Ay (S) +
AN(T) < Agn (S +T) folgt

Ia(S)+ Ty(T) < 082N

= Tog(V) Lon(S+T) .

Da nun der Quotient der Logarithmen gegen 1 konvergiert, folgt 7(S5) + 7(7) < 7(S + T). Die
umgekehrte Ungleichung folgt aus der Hersch-Ungleichung. Um die Problematik der Existenz des
Limes zu umgehen, ging Dixmier wie folgt vor. Gegeben sei ein lineares Funktional w : *°(N) — C
mit

(i) w(y,72,...) >0, wenn v1,72,... >0 (Positivitit)

(ii) lim, v, = ¢ impliziert w(y1,72,...) =g (Limesauswertung)
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(i) w1, 72,73y - - -) = WY1, V15 V25 V25 V35 V35 - - -) (Skaleninvarianz)

Aus dem Satz von Hahn-Banach angewandt auf das Cesaro-Mittel auf (R, ) kénnen viele solche w
angegeben werden.

Definition 4.112 und Satz Fiir jedes solche w definiert
7.(T) = w(n(T)), T>0,TeLT(H),
zusammen mit linearer Fortsetzung auf ganz LY (H) eine Spur, d.h.
(i) 7, ist linear.
(i) 7,(TS) = 7,(ST) fiir T € L' (H) und S € B(H).
Beweis: (i) Wegen Skaleninvarianz bleibt obiges Argument unter w erhalten.

(ii) folgt aus unitdrer Aquivalenz nach Zerlegung in vier Unitére. O

4.5 Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren

Holomorphes Spektralkalkiil beliebigiger beschréinkter Operatoren wurde schon im Kapitel 4.1 ein-
gefiihrt und untersucht. Auflerdem wurde im Kapitel 4.4 iiber kompakte Operatoren auf Hilbertraum-
en auch das stetige Funktionalkalkiil von kompakten, normalen Operatoren diskutiert (Bemerkung
4.65). Nun soll stetiges Funktionalkalkiil fiir beliebige selbstadjungierte Operatoren eingefiihrt wer-
den. Dies erlaubt dann auch beliebige normale Operatoren zu betrachten.

Satz 4.113 (Stetiges Funktionalkalkil) Sei T € B(H) normal mit Spektrum o(T). Dann existiert
eine eindeutige bestimmte Abbildung ¢ = ¢r : C(o(T')) — B(H) mit folgenden Eigenschaften:

(i) ¢ ist ein *-Algebren-Homomorphismus, d.h.

o(f +Ag) = o(f) + Ad(g)
o(fg) = o(f) ¢(9)
o(1) = 1
o(f) o(f)"

(i) ¢ ist stetig, d.h. |o(f)|sa) < Cllfllo fiir ein € < oo.
(i) ¢(id) = T, wobei id(E) = E fir E € R ist.
Auferdem gilt:
(iv) o(¢(f)) = f(o(T)), was wieder spektraler Abbildungssatz genannt wird.
(v) f >0 impliziert ¢(f) > 0.
(vi) lo(HI = 11l
) [S,T) =[S, T%] = 0 impliziert [S,¢(f)] = 0 fiir alle f € C(o(T)).

(vii
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Notationen: ¢(f) = f(T) und ¢(C(o(T)) = C*(T) C B(H)

Beweis: FEzistenz von f: Wir nehmen zunéchst an, dass 7' = T*. Dann ist o(T) C R. Wegen (iii)
und (i) ist ¢ auf Polynomen festgelegt:

p(E) = > pE" = 6(p) = Y_pT" = p(T)

Nach dem Satz von Weierstrafi-Stone liegen die Polynome dicht in der Menge der reellwertigen
stetigen Funktionen C'(o(7),R) C C([—||T||, [|T|l]}, R). Eine stetige isometrische Fortsetzung von den
Polynomen zu ganz C(o(T"),R) ist moglich, weil fiir den normalen Operator ¢(p) der Satz 4.39 und
danach der spektrale Abbildungssatz 4.20 angewandt werden kann:

le®)llsay = sup [Al = sup [A[ = sup [p(N)] = llpllo@m) -
Ao (p(T)) rep(o(T)) Aea(T)

Dies zeigt auch (vi). Die Eindeutigkeit von ¢ ist auch klar, weil ¢ ja auf der dichten Teilmenge der
Polynome schon festgelegt ist. Nun kommen wir zu (iv). Zunéchst zeigen wir die Inklusion ”C”. Sei
A& f(o(T)). Setze g(E) = #(E) Dann ist g € C(o(T)) und g(A — f) = 1. Somit ist g(T') = ¢(g)
Inverses zu ANl — f(7T'), sodass A & o(f(T)). Nun beweisen wir die andere Inklusion ”D>”. Sei A = f(F)
fir £ € o(T). Wir wéhlen Polynome p,, mit p, — f in (C(o(T)), || ||). Aus Satz 4.20 folgt p,(E) €
o(pn(T)) = o(d(pn)). AuBerdem gilt die Konvergenz p,(E)1 — p,(T) — A — f(T) in (B(H), ||.]).
Aber p,(E)1 — p,(T) ist nicht invertierbar und die Menge der nicht invertierbaren Operatoren ist
abgeschlossen (da die invertierbaren offen sind wegen einem Neumann-Reihen-Argument, oder weil
das Spektrum eine abgeschlossene Menge ist). Somit ist A\l1— f(7") nicht invertierbar, d.h. A € o(f(7)).
Dies beweist (iv). Hieraus folgt auch (v) und (vii) ist auch offensichtlich.

Jetzt betrachten wir den Fall, in dem 7' lediglich normal ist. Dann kann 7' zerlegt werden in eine
Linearkombination zweier kommutierender selbstadjungierter Operatoren
- TH+T T-T*

T = T +i15, T, = 5 T, = 5

Da jetzt o(T) C M und mufl nun mit Polynomen und Funktionen p, f : Ml — M gearbeitet werden.
Weierstrass’ Satz besagt jetzt, dass die Polynome in zwei kommutierenden Parametern £ und F' dicht
C(o(T)) € C(Bry) liegen. Diese Polynome sind von der Gestalt p(Ey, E») = Zimzo PnmETES. Nun
definiert man den normalen Operator

N

o) = S pan TPTY

n,m=0

In der Tat gilt ¢(p)* = ¢(p) und ¢(id) = ¢(E1+iFy) = T1+i15 = T. Nun kann wie oben argumentiert
werden. 0

Bemerkungen 4.114 1. C*(T) = ¢(C(o(T))) ist eine kommutative C*-Algebra. Nach einem
Satz von Gelfand ist jede kommutative C*-Algebra von dieser Form.

2. Selbst wenn T selbstadjungiert ist, enhdlt C*(7T") auch normale Operatoren, die nicht selbstad-
jungiert sind. Die selbstadjungierten Elemente in C*(T') sind wie folgt charakterisiert:

(1) = f(T) —  fR)CR.
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3. In Punkt (vii) reicht es aus [S, 7] = 0 zu fordern, weil Fugledes Theorem dann impliziert, dass
auch [S,T*] = 0.

4. Satz 4.113 beinhaltet auch das Wurzellemma. Hierzu wéhlt man einfach f(E) = VE fiir E > 0.

5. Man kann Satz 4.113 auch zu Normabschétzungen verwenden. Z.B. sei z € p(T"). Dann gilt

1
A-T)Y = sup 2B = ———
€ )l S ( ) Tst(. o (D))

&

Satz 4.115 und Definition Seien T' = T* € B(H) und x,y € H. Nach dem Satz von Riesz-Markov
existiert zu dem stetigen linearen Funktional

fello(T) = (2[f(T)y) €C

ein (kompakt getragenes) Maf ji,,, auf R, genannt Spektralmafl von T' zu x,y, sodass

/ oy (AE)F(E) = (2] f(T)y) .

Falls x =y, ist das Funktional positiv und ji, , = p, ist ein positives Maf. Falls ||x|| =1, ist p, ein
Wahrscheinlichkeitsmafs auf R.

Bemerkungen 4.116 1. Es reicht die Version des Satzes von Riesz-Markov, die wir mit dem
Satz von Hahn-Banach bewiesen haben.

2. Analog zu der Polarisationsidentitdt gilt folgende Zerlegung:

(& +ylf(T)(x+y)) — (z —ylf(T)(z—y))

— i{x +iy|f(T)(w +iy)) + i (& — iy f(T)(x — iy))]
= i / (Haty(dE) = pio—y(dE) =i proriy(dE) + i p1z—iy(dE)) f(E)

] =

/ oy (dE)f(E) =

sodass man nur die diagonalen positiven Spektralmafle ., benotigt:

1

Hzy = 4_1 (:uery — Hz—y — Z‘,uaeJriy + Z-,uxfiy) .

Da beschrinkte Borel-Funktionen immer integrierbar sind, d.h. bez. aller oben konstruierter Mafe
auf C'(o(T)), kann man jetzt fir jede beschranke Borel-Funktion f einen Operator f(7') im schwachen
Sinne definieren:

lf Ty = [ ealdE) $(E)

Satz 4.117 (Messbares Funktionalkalkil) Sei T = T* € B(H) und (B(o(T)),|.||«) die Banach *-
Algebra der beschrankten Borel-Funktionen auf dem Spektrum o(T). Dann existiert ein eindeutiges
¢ =o¢r: B(a(T)) — B(H) mit folgenden Eigenschaften:

o~

(i) ¢ ist ein *-Algebren-Homomorphismus.
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(i) ¢ ist stetig und [|B(f)]] < ||l
(iii) ¢(id) = T (bzw. ¢ ist eine Erweiterung von ¢ aus Satz 4.113)

(iv) Wenn f, — f punktweise und sup, || fo]| < C < oo, dann ¢(f,) — ¢(f) im Sinne der schwa-
chen Konvergenz, d.h.

lim(elo(fu)y) = (@lo(fy),  VayeH.

-~

Notation Wiederum schreiben wir f(T') = ¢(f).

Bemerkungen 4.118 1. Man kann auch B(R) anstelle von B(c(7")) verwenden. Allerdings spie-
len die Werte auf p(7T") keine Rolle.

2. (B(R),|.]ls) und sein Bild unter ¢ sind Prototypen von kommutativen W*-Algebren, auch
kommutative von-Neumann-Algebren genannt. Dies sind per Definition schwach abgeschlossene
C*-Algebren.

Zum Beweis von Satz 4.117 bendtigen wir folgendes Ergebnis aus der Mafitheorie:

Satz 4.119 Sei (2, O) ein kompakter metrischer Raum, z.B. eine abgeschlossene Teilmenge von C
wie das Spektrum eines beschrinkten Operators. Sei (B(S2), ||.]|«) die Banach *-Algebra beschrankter
Borel-Funktionen und F C B(Q2), sodass

i) C(Q) CcF
(ii) Fir eine Folge (fn)n>1 in F mit sup,, || fulleo < 00 und f,(w) — f(w) fir allew € §2, gilt f € F.
Dann ist F = B(£2).

Beweisskizze: Beachte zunichst, dass (B(£2), ||.||o) tatsichlich eine Banach *-Algebra ist, da || . ||oo-
Limiten von messbaren Funktionen wieder messbar sind. Sei F die kleinste Menge mit (i) und (ii)
gegeben durch den Schnitt aller solcher Systeme.

Behauptung 1: F ist ein Vektorraum.
Begrindung: Sei g € C(Q2). Setze F, = F + g. Dann gilt C(2) C F,. Auflerdem erfiillt F, auch (ii).
GeméB der Minimalitdt von F folgt 7 C F,, und somit F_, C F. Also

f—geF VY feF gelC). (4.5)

Jetzt sel g € F. Nach (4.5) ist C(Q2) C F,, d.h. (i) gilt fiir F,. AuBerdem erfiillt F, (ii). Aus der
Minimalitét folgt somit F C F, und f — g € F fiir alle f,g € F.

Weiter sei bekannt, dass die Treppenfunktion = span{ys : A C 2 Borel} dicht in (B(£2), ||.||e)
liegen. Da F ein Vektorraum ist und nach (ii) abgeschlossen bez. ||.||« ist, reicht es zu zeigen, dass
x4 € F fiir alle Borel-Mengen A C €.

Behauptung 2: Wenn A offen, dann y € F.

Begriindung: Fiir eine Menge B sei B, = {w € Q : d(w,B) < ¢}. Die Mengen CA und B, =
C((CA)1) sind abgeschlossen und disjunkt. Somit existiert eine stetige Urysohn-Funktionen 0 <

1
n
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fo < 1mit f,|g, =1 und f,|ca = 0. AuBerdem lim,, f,(w) = xa(w), woraus schon x4 € F folgt.

Behauptung 3: D = {A C Q Borel : x4 € F} ist ein Dynkin-System, d.h.
a) A BeD,BC A= A\BeD
b) A, € D paarweise disjunkt = J, ., A, € D

Begriindung: a) folgt aus xa\p = xa — xp. b) folgt aus xy . 4, = > ,> X4, (mit punktweiser
Konvergenz, sodass (ii) angewendet werden kann).

Da O C D ein durchschnittsstabiler Erzeuger von B = ¢(Q) ist, folgt aus den allgemeinen Resultaten
zu Dynkin-Systemen, dass D = B, d.h. y4 € F fiir alle A € B=0(0). O

Beweis von Satz 4.117: Zunéchst zur Existenz. Die Abbildung

(x,y) EHXH — /,ux,y(dE) f(E)ecC

ist fiir festes f € B(R) eine sesquilineare Form (antilinear in x, linear in y). Diese Form ist stetig, da

[ asta) 1B < Wl [ postdD| = 1]t
< flelizllal

Aus dem Riesz’schen Darstellungssatz folgt somit die Existenz eines z = z, € H mit

<m>:/%wwww»

Zudem ist die Zuordnung z +— z, linear und stetig (nach Obigem). Nun definieren wir den linearen
Operator S durch
= Sz .

z
Dann gilt ||S|| < ||f]lec. Dann setzen wir ¢(f) = 5* € B(#), welches dann erfiillt

@lolh) = [ eslab) 1(E)

Zu zeigen sind noch die Eigenschaften (i) — (iv) und die Eindeutigkeit. (ii) und (iii) sind offensichtlich
und (iv) folgt direkt aus dem Lebesgue’schen Satz fiir majorisierte Konvergenz. Nun zu (i). Die

Linearitét von ¢ ist klar, weil das Integral linear ist. Da qﬁ eine Erweiterung von ¢ ist, gilt nach Satz
4.113:

~

o(f) (9) = &(fg), ¥ f.geCo(T))

Sei nun g stetig, und setze

= {f€B((T)) : 6(f)o(g) = d(f9)} -

Es gilt dann C(o(T)) C F. Nun sei f, € F, f, — f punktweise und sup,, || f.|| < co. Nach (iv) und
diesen Voraussetzungen folgt dann fiir alle x,y € H:

(@lo(f)dlg)y) = 1i£n<w|$(fn)$(g)y> = 1iggn<w!$(fng)y>
= (z|o(f9)y) -
Also gilt (f)é(g) = ¢(fg) und somit f € F. Nach Satz 4.119 folgt F = B(o(T)).
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Nun sei g € B(o(T")) und

= {f e B(o(D)) : ¢(f)olg) = d(f9)} -

Nach dem eben Bewiesenen gilt C(o (7)) C C F. Nach ghnlicher r Rechnung folgt wieder mit Satz 4.119,
dass F = B(o(T)). Zusammenfassend ist also ¢(f)d(g) = &(fg) fiir alle f,g € B(o(T)). Ahnlich

zeigt man ¢(f) = o(f)* fiir alle f € B(o(T)).

Zuletzt zur Eindeutigkeit: Sei
— {f € B(o(T)) : [ =1lim f,, punktweise, f, € C(o(T)),sup [|full < 00} -

Dann C(o(T)) C F und nach (iv) ist ¢ auf F festgelegt. Aber nach Satz 4.119 ist F = B(o(T)),
somit ist ¢ liberall festgelegt. O

Bemerkung 4.120 Die schwache Operatorkonvergenz in (iv) kann zu starker Operatorkonvergenz
verbessert werden, sodass also fiir alle x € H mit Konvergenz in H gilt

lm 3(fu)r = 3(/)a
Begrindung: Zunéchst gilt mit (iv):

lo(f)z]? = (zlo(fa) S fa)r) = (z]o(Fofa)z) — (z|o(Fflz) = [o(f)z]? .

Somit folgt wiederum mit (iv):

1(6(fa) — S(Nz)* = No(fu)al? + [6(f)z]? — 2 Re(d(f)z]d(fa)z)
— 2]o(f)zl* — 2 Re(d(f)z]é(f)z) = 0.

Mit Satz 4.117 kann man insbesondere folgenden Operator bilden:

Definition 4.121 Sei T = T* € B(H) und A C R eine Borel-Menge. Dann ist P(A) = xa(T) die
spektrale Projektion von T auf A.

Bemerkung 4.122 Tatsichlich folgt aus Satz 4.117, dass P(A) = P(A)?> = P(A)*, sodass P(A)
eine Projektion ist.

Satz 4.123 und Definition Sei T' = T* € B(H) und B = {A C R Borel Menge}. Die Familie
(P(A))aep von Spektralprojektion von T erfillt:

(i) P(0) =0 und P(R) = 1.

(i) Fir paarweise disjunkte Borel-Mengen (A,)n>1 mit A =J;3, A, gilt



(i) P(A)P(B) = P(AN B) fir A, B € B.

Fine Famile (P(A)) acs von Projektionen, die (i) — (ii1) erfillt (und zundchst nicht notwendigerweise
von einem T = T* stammt), heifit ein projektionswertiges Majs.

Beweis: Alles folgt direkt aus Satz 4.117 und der Bemerkung 4.120. a

Gegeben ein projektionswertiges Mafl P, kann jetzt sein operatorwertiges Integral definiert wer-
den:

Ty = / P(dE)f(E) .

Es gibt zwei Moglichkeiten aus dem Intgral einen Sinn zu machen, die dann letztendlich dquivalent
sind.

Als schwaches Integral: Setze p, ,(A) = (z|P(A)y) fir A € B. Dann ist p,, ein komplexes Ma$,
und man kann definieren:

<ﬂ/Pwmf@mw=:/M¢ﬂwﬂEm (4.6)

wobei das Integral auf der rechten Seite im Sinne der gewohlichen Mafitheorie zu verstehen ist. Da
dies fiir alle z,y € H moglich ist und sesquilinear auf ‘H x H ist, kann man wiederum mit dem Satz
von Riesz (wie im Beweis von Satz 4.117) folgern, dass (4.6) einen eindeutigen Operator [ P(dE)f(E)
definiert.

Als normkonvergente Approximation durch Treppenfunktionen: Dies ist eine Wiederholung
der Konstruktion der Mafitheorie. Fiir f = Zivzl apXa, mit A, paarweise disjunkt, «,, € C, setzt

/ P(dE) f(E) = Y anP(A,) € B(H) .

Dies ist unabhéngig von der Wahl der Darstellung von f, wie ein einfaches Argument ganz wie in der
Maftheorie zeigt. Nun ist aus der Maftheorie bekannt, dass zu jeder beschrankten Borel-Funktion
f € B(R) eine Folge (f,,)n>1 von Treppenfunktionen existiert, sodass

tim |, ~ fll = 0

Jetzt weisen wir die Cauchy—Eigenschaft der zugehorigen Operatoren nach unter Verwendung der
Tatsache, dass f, — frn = > o, 41 QrX 4, Wieder eine Treppenfunktion ist:

H( P(dE)f.(E) — /(dE)fm ) H/ (dE)( fm)(E)z

k=m+1
= Z o ||| P(Ap)z |2 (wegen der Orthogonalitéit der P(Ay))

k=m+1
< (sup |ox)® Z 1P(An)z]*

k=m+1
n 2
= o= fullle || Do PADz| < Ifa— fullillel? -
k=m-+1
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Wegen der Vollstéindigkeit von B(H) kann man nun als Operatorlimes definieren:

[ PaB)f(E) = tm [ PUE)LE) .

und dies ist unabhéngig von der Wahl der f,,. a

Satz 4.124 Sei T = T* € B(H) und (P(A))aep das zugehirige projektionswertige Mafi gegeben
durch die Spektralprojektion. Dann gilt fir alle f € B(R)

A1) = ) = / PE)(E) .

Begriindung: Die Konstruktionen von qg( f)und [ P(dE)f(E) (als schwaches Integral) stimmen iibe-
rein. O

Satz 4.125 FEs gibt eine Bijektion zwischen der Menge der beschrinkten selbstadjungierten Operato-
ren und der Menge der projektionswertigen Mafse mit kompaktem Triger. Die Zuordnung ist gegeben
in Satz 4.123 bzw. T = [ P(dE)E.

Begriindung: Dies folgt direkt aus obigen Sétzen. a

Es gibt noch weitere Versionen des Spektralsatzes.

Definition 4.126 = € H ist ein zyklischer Vektor fir T € B(H) genau dann, wenn span{T"x : n >
0} dicht in H ist.

Bemerkung 4.127 Nicht jeder Operator hat einen zyklischen Vektor.

Satz 4.128 Sei x € H ein zyklischer Vektor von T = T* € B(H). Dann ezistiert ein unitdrer
Operator U : H — L*(o(T), piz), sodass

UTU*g(E) = E g(E) , g€ Lo(T), i)
Uf(TU*g(E) = f(E)g(E), feC(T)) .

Dies heifit die Multiplikations-Operator-Version des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Operatoren
mat zyklischem Vektor.

Beweis: Fiir g € C(0(T)) definieren wir U : C*(T)x C H — L*(o(T), ptz)
Ug(g)r =

g -
Diese Zuordnung ist wohl-definiert, wenn némlich h(7T)x
alle n € N und somit nach der Zyklizitét auch h(7) = g(T
ist U isometrisch, weil

le(g)zlI* = (zl¢(g9)*¢(g)x) = /um(dE)lg( W = gl ) - (4.7)

= g(T)x, so gilt M(T)T"x = g(T)T"x fiir
), was wiederum h = g impliziert. Zudem

Nach Voraussetzung ist C* (T)xH = H. Somit kann U zu einer [sometrie auf ganz H stetig fortgesetzt
werden. Da C(o(T')) dicht in L*(o(T), u) liegt, folgt
L2

Ran(U) = C(o(T))" = L*(o(T), 1) -
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Somit ist U unitdr. Beachte hierbei, dass g = § u,-fast sicher impliziert, dass folgt U~'g = ¢(g)x =
U~'g = ¢(g)z nach (4.7).
Letztendlich fiir f,g € C(o(T)):

UHDU " g)(E) = (U(f)d(g)z)(E)
= (Ue(f9)x)(E)
= f(E)g(E) .

Durch stetige Fortsetzung gilt dies auch fiir g € L*(o(T), ). O

Um diesen Satz fiir selbstadjungierte Operatoren ohne zyklischen Vektor verwenden zu koénnen,
beweisen wir:

Lemma 4.129 Sei H separabel und T = T* € B(H). Dann existiert eine Zerlegung H = @@1 Hn
i Hilbert-Rdaume H,, mit

(i) T"H, C Hn
(ii) Ty, hat einen zyklischen Vektor x,.

Beweis: Die Menge Z der Zerlegungen mit (i) und (ii), aber ohne €., H, = H, ist partiell
geordnet durch Inklusion. Jede Kette (total geordnete Menge von Zerlegungen) hat obere Schranke
gegeben durch Vereinigung (hier geht Separabilitéit ein). Nach dem Zorn’schen Lemma existiert also
ein maximales Element und ein Widerspruchsbeweis zeigt €,<, H, = H. a

Satz 4.130 (Multiplikationsoperatorversion des Spektralsatzes)
Sei H separabel und T = T* € B(H). Dann existieren MafSe (fin)n>1 auf o(T) und ein unitdrer
Operator

U:H — @PLR, )

n>1
mat
(UHTDU gal(z) = f(@)ga(z) . 9= (g)nz1 € P L (R, 1) -
n>1
Beweis: Dies folgt aus Satz 4.128 angewandt auf jede Faser von Lemma 4.129. a

Bemerkungen 4.131 1. Die p, (und z,) sind nicht eindeutig! Je nach Operator und Fragestel-
lung kann es jedoch eine ”"gute” Wahl geben.

2. Wenn man M = (J,5, R und pp = 7 -, pi, schreibt unter der Annahme, dass p1,(R) < =
(nach geeigneter Wahl von ||z,||), dann kann ein unitirer Operator

U:H — L*(M,p)

definiert werden durch
(U(I)U"g)(m) = f(F(m))g(m)

wobei F' eine beschrankte Funktion ist, die 7" zugeordnet ist.

3. Grob gesprochen ist die minimale Anzahl der p, die Multiplizitit von T. Gibt es einen zykli-
schen Vektor, dann ist 7" multiplizitdtsfrei (man sagt auch, das Spektrum einfach).
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4.6 Fredholm-Operatoren
Einfithrendes Beispiel: Zunéichst sei an den Rangsatz fiir beliebiges T' € Mat(N x M, M) erinnert:

M = dim(Ker(7)) + dim(Ran(T"))
= dim(Ker(7)) + dim(Ker(7T*)")
= dim(Ker(T)) + (N — dim(Ker(T™))) .
Hieraus folgt nun die Stabilitdt (Homotopieinvarianz) von
dim(Ker(T")) — dim(Ker(T*))) = M — N .
Dies soll im Folgenden verallgemeinert werden. o

In diesem Paragraphen ist H immer separabel. Es sei auch daran erinnert, dass IC(H) die kom-
pakten Operatoren bezeichnet.

Satz 4.132 und Definition (Atkinson 1951) Sei T' € B(H). Dann sind dquivalent:
(i) Es existiert ein S € B(H), sodass TS—1, ST—1 € K(H). Ein solches S heifit Pseudo-Inverses.
(ii) dim(Ker(7)) < oo, dim(Ker(7™)) < oo und T'(H) ist abgeschlossen in H.
(i) FEs existiert ein eindeutiges So € B(H) mit
Ker(Sy) = Ker(7™) , Ker(Sy) = Ker(T)

sodass SoT und T'Sy die Projektionen auf Ker(T)* und Ker(T*)* sind und, mit der Notation
dim(A) = dim(AH) fir A € B(H), auflerdem gilt

dim(1 — SpT") < o0, dim(1 —T'Sp) < oo .
(iv) Das Bild w(T) von T in der Calkin-Algebra B(H)/KC(H) ist invertierbar. Hierbei:
0 — K(H) R B(H) 5 B(H)/K(H) — 0 exakte Sequenz

Wenn all dies erfillt ist, heifst T Fredholm Operator. Sein Fredholm- oder Noether-Index (nach Fritz
Noether) ist dann definiert als

Ind(T) = dim(Ker(T)) — dim(Ker(7™))
= dim(1 — SoT) — dim(1 — T;S)
= Tr(1— S,T) — Tr(1 - TS,) ,

wobei Sy das in (iii) ausgezeichnete Pseudo-Inverse ist.

Beweis: (i) = (ii) Wir nehmen an, dass (z,),>1 eine unendliche ONB von Ker(7") ist. Dann
sind (z,,)n>1 Eigenvektoren des kompakten Operators K = ST — 1 zum Eigenwert 1. Dies ist im
Widerspruch zum Satz von Riesz (Satz 4.27). Fiir Ker(7T™*) argumentiere genauso unter Verwendung
von K = (T'S — 1)* (was kompakt nach Satz 4.31) ist. Nun verbleibt noch zu zeigen, dass T(H)
abgeschlossen ist. Sei K = ST — 1. Wahle L € IC(H) mit endlich dimensionalem Bild, sodass

IK—L] < 5.
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Dann gilt fiir alle € Ker(L):

ISIT=| [STz| = [I(1+ K)z|
[zl = &zl =l = (K = L)z]| = [| L]

sllll

AVARAVARAYS

somit gilt [|z|| < 2||S||||Tz| fur alle z € Ker(L). Hieraus kann nun zunéchst geschlossen werden,
dass T'(KerL) abgeschlossen ist. In der Tat, sei (T'x,,),>1 eine konvergente Folge, wobei z,, € Ker(L).
Setze y = lim,, T'x,,. Dann gilt

[en = @mll < 2 1S[[[Twn = T -

Also ist (2,)n>1 eine Cauchy-Folge und es existiert ein Limespunkt = = lim z,,. Da T stetig ist, folgt
y =Tz € T(Ker(L)). AuBlerdem gilt nach Satz 4.3, dass

T(Ker(L)*) = T(Ran(L*)) = TL*(H) .

Weil L* auch ein endlich dimensionales Bild hat, folgt dass T'(Ker(L)*) endlich dimensional und
somit abgeschlossen ist. Also ist auch TH = T(KerL) + T((KerL)*) abgeschlossen.

7 (1i) = (iil)” Nach Voraussetzung ist TH ein Hilbert-Raum. Somit ist Ty : Ker(T)* — TH
eine bijektiv und beschrinkt lineare Abbildung zwischen Hilbert-Rdumen. Nach dem Satz 4.2 der
inversen Abbildung existiert ein Inverses Sy : TH — Ker(T)*, das stetig ist. AuBerdem kann dieses
So auf ganz H fortgesetzt werden durch Syx = 0 fiir € (TH)*. Dann ist T'Sy gleich der Identitéit
auf TH und gleich der Nullabbildung auf TH*. Da H = TH @ TH" folgt

TSy = Projektion in # auf TH = Ran(T) = Ran(T) = Ker(T*)*,
ST = Projektion auf Ker(T)* = T*H .

Dies impliziert alle angegebenen Eigenschaften. Die Eindeutigkeit sei als Ubung verifiziert.
7 (iii) = (i)” ist offensichtlich.
7(i) = (iv)” Da n(K) = 0 fiir alle K € KC(H), gilt

0 = 7(T)n(S)—7n(1) = 7n(T)n(S)—1,

somit ist 7(7") invertierbar.
"(iv) = (i)” Sei T = 7(T) € B(H)/K(H) mit Inversem S, d.h.
7S-1=0=ST-1.
Da 7 surjektiv ist, existiert ein so genannter Lift S € B(H) mit
n(TS—1) =0 = 7n(ST—-1).
Dies heifit aber gerade, dass T'S — 1, ST — 1 € K(H). a
Bemerkungen 4.133 1. Nach (i) oder (iv) ist das Produkt von zwei Fredholm-Operatoren wie-

der ein Fredholm-Operator.
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2. Nach (ii) gilt: 7" Fredholm <= T Fredholm und

Ind(T) = — Ind(T™) .

3. Wenn T invertierbar ist, dann ist 7" Fredholm und Ind(7") = 0.

4. Wenn T Fredholm und S invertierbar sind, dann ist 7'S Fredholm und

Ind(T'S) = Ind(ST) = Ind(T) .
5. Als Beispiel betrachten wir den Shift S : £2(N) — ¢*(N) definiert durch

n—1 , n>1,
S|n>:{‘ 0> n=20.

Dann ist S ein Fredholm-Operator. Es gilt SS* = 1 und S*S = 1 — |0) (0|, sodass
Ind(S) = dim(Ker(S)) = 1.

Zudem
Ind(S™) = n, n>1.

Satz 4.134 dim(H/Ran(T")) < oo impliziert, dass Ran(T") abgeschlossen ist.
Somit sind die Aussagen in Satz 4.132 auch dquivalent zu

(v) dim(Ker(T)) < oo, dim(H/Ran(T)) < oo.
Es ist bei Obigem zu beachten, dass im Allgemeinen Ker(7*) = H/Ran(T) nicht gilt. Insbeson-

dere, wenn Ran(7") nicht abgeschlossen ist, ist es sogar moglich, dass dim(Ker(7*)) = 0 und dim(#/
Ran(T')) = oo. Die Grosse dim(H /Ran(7T')) heifit auch die Kodimension von 7.

Beweis: Zunéichst betrachten wir die Quotientenabbildung T : H/Ker(T) = Ker(T)*+ — H geben
durch die Einschrankung 7' = TlKer(T) . (siehe Siétze 1.44). Diese ist stetig und injektiv und hat

das gleiche Bild Ran(T) = Ran(T) und den gleichen Kokern Ker(T*) = Ker(T*). Wir ersetzen T
durch T, fiir welches jetzt die Injektivitit gegeben ist. Sei nun [v; + Ran(T')], ..., [vy + Ran(T)| eine
Basis von H/Ran(7'), dargestellt durch Vektoren vy,...,vy € H. Dann definieren wir die lineare
Abbildung 7 : K¥ x H — H durch

N
T(Aiy- o Avz) =3 Avy + T
n=1

Dann ist 7 bijektiv und stetig (siehe Satz 1.28), also ist nach dem Satz der inversen Abbildung
auch T~ stetig. Somit ist T(H) = T((0,H)) = (T')7'((0,H)) abgeschlossen als Urbild einer
abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung.

Fiir die Aquivalenz verbleibt nur noch zu bemerken, dass wegen der Abgeschlossenheit von Ran(T)
nun gilt wegen Theorem 2.12, dass

H/Ran(T) = Ran(T)* = Ker(T™),

und somit die Dimensionen gleich sind. a
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Wir fithren nun folgende Notationen ein:

FH) = |JFu(H),  Fu(H)={T Fredholm : Ind(T) =n}, neZ.

nez

Die folgenden Sétze zeigen, dass dies Zusammenhangskomponenten der Menge der Fredholm-Operatoren
sind.

Satz 4.135 Seien T, T" Fredholm-Operatoren und K € K(H).
(i) Ind(T' + K) = Ind(T)

(ii) (Homotopieinvarianz) Wenn t — T, ein normstetiger Weg von Fredholm-Operatoren ist, so ist
Ind(7}) konstant.

(iii) (Homomorphismus) Es gilt
Ind(7TT") = Ind(T)+ Ind(7") .

(iv) Fn(H) ist offen und zusammenhdngend.

Beweis: Es sei an Satz 4.26 erinnert: K € K(H) impliziert Ind(1 + K) = 0, weil
dim(Ker(1+ K)) = codim(Ran(1+ K)) = dim(Ran(1+ K)*) = dim(Ker((1 + K)*)) .

Also 1+ K € Fo(H).

Behauptung 1: Wenn T € Fy(H), dann existiert eine partielle Isometrie V' von endlichem Rang,
sodass 1"+ V' invertierbar.

Begriindung: Nach Voraussetzung gilt

dim(Ker(7)) = dim(Ker(T*)) = N < oo.

Sei (y)n=1,.. n eine ONB von Ker(7) und (yn)n=1,.. .~ eine ONB von Ker(7*). Dann setzen wir
N
Vo= 1yn) (zal
n=1
Somit gilt VKer(T') = Ker(7™), also
V*V = Projektion auf Ker(7) , VV* = Projektion auf Ker(7™) .

Nun ist 7'+ V ist injektiv, weil (T'+ V)x = 0 impliziert
Tr = —Vz € TH N Ran(V) = TH N Ker(T*) = TH N Ran(T)* = 0,

sodass Tx = 0 und V*Vz = 0 oder anders ausgedriickt z € Ker(T)NKer(V*V) = Ker(T)NKer(T)* =
0. AuBerdem ist 7"+ V surjektiv, weil unter Verwendung von VKer(7') = Ker(7™) folgt

(T+V)H) = (T+V)(Ker(T)*" @ Ker(T)) = T(H) @ Ker(T*) = TH® (TH)" = H.

Also ist T'+V bijektiv und beschrénkt, nach dem Satz der inversen Abbildung also invertierbar (d.h.
das Inverse ist beschrinkt).
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Behauptung 2: Wenn T' € Fy(H) und K € K(H), dann ist T + K € Fo(H).
Begriindung: Sei V wie in Behauptung 1. Dann

md(T+K) = Ind(T+V+K—V)
= Ind((T+V)A+ (T +V) (K -V))
——

(. 4

invertierbar korr:;akt
= Ind(1+ (T +V) (K -V)) (nach Bemerkung 4.)
0 (nach Erinnerung zu Anfang des Beweises)

Behauptung 3: Ind(T + K) = Ind(T'), was also (i) zeigt.
Begriindung: Allgemein gilt fiir eine orthogonale Summe T'® S € B(H & H'):
Indyen (T ®S) = dim(Ker(T' @ 5)) — dim(Ker((T' @ S)*))
= dim(Ker(T)) + dim(Ker(S)) — dim(Ker(7™)) — dim(Ker(S*))

Sei nun —n = Ind(7T") < 0 (sonst betrachte man T™). Sei S der Shift auf ¢?(N), sodass Ind(S™) = n.
Also gilt insbesondere fiir 7' @ S™ auf H @ (*(N):

Ind(T & S") = Ind(T)+ Ind(S™) = 0.
Also folgt mit Behauptung 2
T+K)®S" = ToS"+ K0 e Fo(Ho*(N),

da K @ 0 kompakt ist. Wieder nach Obigem folgt dann Ind(T' + K) +n = 0.
Behauptung 4: Fo(H) ist offen bez. der Operatornorm.

Begriindung: Sei T € Fo(H) und 7" € B(H) mit ||T — T"|| < e. Nach Behauptung 1 ist dann T+ V/
invertierbar fiir eine geeignete partielle Isometrie von endlichem Rang. Also gilt

T+V =T+V+T -T = (T+V)A+(T+V) (T -1T)) .

Fiir € ausreichend klein ist nun die Norm von (T + V)~}(T" — T) echt kleiner als 1, sodass die
Neumann-Reihe fiir das Inverse von 1+ (7T'+ V)~ (T' — T') konvergiert und somit 7"+ V invertierbar
ist. Dies impliziert Ind(7") = 0, d.h. T" € Fo(H).

Behauptung 5: F,,(H) offen.

Begriindung: Sei n > 0 mit Ind(7") = —n und wieder 7" mit ||7” — T'|| < e. Nun betrachtet man
T’ & S™ und wiederholt obiges Argument.

Aus Behauptung 5 folgt direkt (ii) und wir kommen nun zu (iii) und nehmen zunéchst an, dass
Ind(7T) = 0. Nach Behauptung existiert dann eine partielle Isometrie V' von endlichem Rang, sodass
T + V invertierbar ist. Also folgt aus Bemerkung 4:

nd(7") = nd((T+WV)T') = Ind(TT' +VT') = Ind(TT")

Letzteres nach (i), weil VT" kompakt ist. Jetzt sei Ind(T) = —n < 0. Dann ist Ind(7 @ S™) = 0 und
nach dem gerade Verifizierten gilt

Ind((T® S")(T' & 1)) = Ind(T' @ 1) = Ind(T") .
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Andererseits
Ind(TT' ® S") = Ind(T7T") + Ind(S") = Ind(TT') +n = Ind(TT') — Ind(T) ,

was den Beweis beendet.
Behauptung 6: F,(H) zusammenhéngend.

Begriindung: Sei zunichst n = 0. Fiir T € Fy(H) sei V wie oben die kompakte partielle Isometrie,
so dass T + V invertierbar ist. Dann ist ¢ € [0,1] — T + tV ein stetiger Weg in Fo(H) von T
zu einem invertierbaren Operator 77. Nun betrachte dessen Polarzerlegung 77 = U|T}| mit einem
unitiren Operator U und definiere den stetigen Weg ¢ € [1,2] +— T; = U|Ty|*"". Dann ist Ty = U.
Zuletzt wihle einen Zweig des Logarithmus und setze H = —iln(U) (Spektralkalkiil). Dann ist
t€[2,3] = T, = ¢®=9H ein Weg von U zur Identitit. Also sind alle T € Fo(H) in Fy(H) homotop
zu 1. Diese Tatsache wird auch vereinfachend auch mit 7" ~ 1 bezeichnet.

Fiir n beliebig, wihle einen Referenzpunkt 7 mit Ind(7y) = n (z.B. sei T der n-fache Shift auf einer
gewéhlten Orthonormalbasis). Dann ist 75T, € Fo(H) und somit 7Ty ~ 1, und ebenso TT§ € Fo(H)
und somit 77 ~ 1. Zusammen ergibt sich T' ~ TT5Ty ~ Tj. O

In Satz 4.132 hatten wir ein spezielles Pseudo-Inverses Sy zu einem Fredholm-Operator T' gefunden,
sodass
Ind(T) = Tr(1— SoT) —Tr(1 —-T5p) .

Da fiir dieses Sy gilt, dass 1 — SyT" und 1 — TSy Projektionen sind, folgt fiir alle n € N
Ind(T) = Tr((1— SeT)") — Tr((1—T5p)") . (4.8)

Oft ist dieses Sy nicht bekannt oder man mochte andere S betrachten. Die Formel (4.8) macht aber
Sinn, sobald (1 — ST) € L"(H), d.h. 1 — ST ausreichned summierbar ist.

Satz 4.136 (Fedosov Formel oder Calderon Formel) Seien T, S € B(H) und n € N, sodass
1-STeL"(H), 1-TSeL"(H).
Dann st T ein Fredholm-Operator und fiir alle m > n gilt:
Ind(7) = Tr(1—-5T)") —Tr((L—T75™) .

Beweis: Die Fredholm-Eigenschaft ist klar. Sei zunédchst Sy das spezielle Pseudo-Inverse in Satz 4.132.
Dann gilt
Ind(T) = Tr(1— SoT) — Tr(1 —T'Sy) = Tr([T,So)) -

Nun fiir 1— ST € LY(H) und 1 - TS € LY(H) gilt
Tr(1—ST)—Te(1—-T7S) = Tx([T,S]) = Tx([T,S]) + Te([T,S — Sp]) -

Im letzten Schritt wurde verwandt, dass 1 — TS — (1 —TSy) = (Sy — S)T spurklasse ist, und ebenso
T(So — S). Also gilt auch Tr([7", S — Sy]) = 0. Kombiniert mit Obigem ist also die Formel fiir n = 1
bewiesen. Nun kommen wir zu dem Fall mit n > 1. Setze K = 1—- 5T und L = 1-T'S. Wir ersetzen
S durch S, = <Z7J’:—g Kj> S. Dann gilt

ST = (n_lKJ) ST = <§Kj> (I1-K) = 1-K".

j= 7=0
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Zudem ist K™ = (1 — ST)" € L'(H) nach Voraussetzung. Aulerdem folgt mit TK = LT

n—1 n—1 n—1
TS, = T (ZKJ‘) S = (ZLJ’) TS = (ZLJ‘) (1-L) = 1—-L".
=0 =0 =1
Da L" € LY(H), folgt jetzt nach Obigem:
Ind(T) = Tr(K") — Tr(L") = Tr((1 — ST)") — Te((1 = TS)") |

und der Beweis ist beendet. O

4.7 Quantisierte Differential- und Integralrechnung auf S*

Dieser Paragraph kann als eine Anwendung der Fredholm-Operatoren angesehen werden. Es wird
an einem einfachen Beispiel illustriert, wie Fredholm-Indizes in der nicht-kommutativen Differenti-
altopologie verwandt werden konnen, um topologische Invarianten zu charakterisieren. Das Beispiel
betrifft Windungszahlen von stetigen Funktionen auf dem Kreis S 2 [0,27). Als im Wesentlich
bekannt vorausgesetzt sei folgendes analytische Ergebnis aus der Homotopie-Theorie.

Satz 4.137 Sei f € C(S') invertierbar, d.h. f(0) # 0 fir alle 6 € S'. Dann existiert genau ein
n € Z und ¢ € C(S"), sodass
f(e) _ 6in0+¢(6).

Zudem, wenn vy der geschlossene Pfad f: S' — C ist, so gilt

7{ dz
n = —.
v 2miz

Dann heifft n = Wind(f) die Windungszahl von f.

Begriindung: Nach dem Satz von Stone-Weierstra$ ist C''(S') dicht in C'(S') und nach einem Appro-
ximationsargument reicht es, Funktionen dieser dichten Teilmenge zu betrachten. Fiir f € C'(S!)

ilt
° [ odx [T (0
" j{f 2miz /0 2mi f(0)
Setze
| o) = [T g g = O
o f) ’ f(0)

Diese Funktion ¢ is periodisch und differenzierbar, so dass f027r df ¢'(6) = 0. Integration der letzten
Gleichung fiithrt dann zu der gewiinschten Darstellung. a

Eines der Ziele der folgenden Rechnungen ist, die Windungszahl als Index eines Fredholm-Operators
zu berechnen. Ein solcher Zusammenhang zwischen topologischem Index (wie der Windungszahl) und
analytischen Index (dem Noether Index eines Fredholm Operators) heifit Indexsatz. Hierzu benotigen
wir folgenden Operator.

Definition 4.138 Die Hilbert-Transformation F:L*(S') — L*(S') ist auf der dichten Teilmenge
CY(SY) definiert mit Hilfe des Cauchy’schen Prinzipalwertintegrales:

(Fe)(0) = ][ dp_dle) o / do  9(p)

1 7 1 — eilf—¢) €l0 W\B.(o) T 1 — eil0—9) ’
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Bemerkung 4.139 Dies ist der Prototyp eines singulédren Integraloperators. Das Studium solcher
Operatoren macht einen grofien Teil der harmonischen Analysis aus. Ohne den Prinzipalwert macht
das Integral keinen Sinn.

Satz 4.140 FEs gilt F?> = 1 und F = F*. Zudem ist P = %(Il + F) die so genannte Szego-Projektion
auf den Hardy-Raum H? der Funktionen in L?(S') mit verschwindenden negativen Fourier-Koeffizienten:

{Z fn G L2 Sl) . (fn)nZO € €2} .

n>0
Beweis: Es ist hinreichend zu zeigen, dass

inb
Fein@ — 67,7"'0 ) TLZO,
—emf n <0,

weil (e¥"),cz eine Orthonormalbasis ist. Dies rechnen wir nach. Zuniichst sei n > 0. Dann
: d elen on [ dp e
(Fem)(g) = 4 o = e O
71— ellt=¥) T 1 —e ¥
4 dz 2" , dz 2"
= €Zn9 lim D T = €’Ln9 lim -— s
o) imz 1— 2 o ) m z—1

wobei das Kurvenintegral in den letzten beiden Ausdriicken {iber S' C C ohne ein e-Intervall um 1
lauft. Wenn wir diesen Weg durch ein Wegstiick innerhalb der Einheitskreisscheibe schlieflen, so ist
das dann geschlossene Wegintegral gleich Null, da f(z) = £
hat. Somit ist das Kurvenintegral auch gleich dem Integral iiber das kleine Wegstiicke 7., welches
wir wie folgt parametrisieren: v.(s) = 1+ ie € mit s € [0, 7] + O(e) (genaugenommen, bis auf kleine
Fehler). Hieraus folgt dann:

, o dz 2"
(Fe#™) () = e™lim f =
el Jyoam z—1
T ;508 o518\

_ i fi ieie’*ds (1 + iee™)

o Jo i ee’s
ind
—_= (A s

Letzteres nach dem Lebesgue’schen Konvergenzsatz. Fiir n < 0 hat z" einen Pol. Also setzt man
z = e~ %. Dann fiihrt obige Rechnung direkt auf das Vorzeichen. Zuletzt zur Selbstadjungiertheit.

- d 1 - -
WFd e = [ 52 00 s 90) = (Fol)iaen

T 1

Somit ist der Beweis vollstandig. O

Jetzt fassen wir f € C'(S') auf als Multiplikationsoperator M; = f auf L*(S'):

(f0)O) = FO) (O, ¢eL’s).

Somit fassen wir die C*-Algebra C(S!) auf als eine Unteralgebra von B(L?(S')). Des Weiteren wird
C(SY) zu einer graduierten Algebra C(S') ® A'C erweitert werden, durch Tensorprodukt mit der
Grassmann-Algebra A'C = Cy @ C;, gegeben durch die Summe der 0-Formen Cj und der 1-Formen
C;. Dann bezeichnet deg den Grad der Formen, wenn diese lediglich Bestandteile festen Grades

haben. Etwas allgemeiner, fiir eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit wie den Torus T¢ betrachtet
man C(T%) ® AC?.
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Definition 4.141 Die quantisierte Ableitung d auf S* ist der Operaor
d:B(L*(S")) @ A'C — B(L*(S")) ® A'C

definiert durch den graduierten Kommutator mit der Hilbert-Transformation
df = [Ffle = (Ff—(-)*fF) Ac,

wobei e der einzige Generator in A'C ist. Fin Zustand auf C(S') @ A'C wird definiert durch T (f) =
Tr(i(f)), wobei i die Auswertung auf dem hochsten Grad ist.

Lemma 4.142 Es gilt:
(i) (Leibniz Regel) d(fg) = (df )g + fdg fiir f,g € C(S")
(i) > =0

Beweis: (i) folgt aus

d(fg) = (Ffg—fgF)Ne
= (Ff—=fF)ghe+ f(Fg—gF)Ne = (df)g+ f(dg) ,

und (ii) aus e A e = 0. O
Lemma 4.143 Wenn f € CY(S!), so isti(df) € L (L*(S")) ein Spurklasse-Operator und T (df) = 0.

Beweis: Explizites Ausschreiben zeigt

oo = (f, % L0ZTD yo)) e

1 T

Da jetzt f stetig differenzierbar, folgt, dass df ein Integraloperator mit folgendem stetigen Integral-
kern ist:
f(0) — f¥)

1
I’C(Q,(,O> = ; 1—67;(9_50) )

mit Diagonale
1
k(0,0) = — f'(0) .
0.0) = — f(0)

Somit ist df Spurklasse (Ubung), und die Spur kann in der ONB |n) = € berechnet werden:

() = Y i) n)
— Z/_: % /_7; dgp 6—in9 k(a 90) em@
- /_7r % /_7r do k(0,¢) Zein(so—e)

—_———
21 6(p—0)
™ 1 ™
_ / 40 k(0,0) — ,—/ o £10) = 0,
—Tr (20 —Tr
Letzteres, weil f periodisch ist. O
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Satz 4.144 Wenn f € C'(S') invertierbar ist, so gilt Wind(f) = 2T (f~df).

Beweis: Hierbei ist f~! ein Multiplikationsoperator vom Grad 0, sodass f~'df vom Grad 1 ist. Also
zeigt die gleiche Rechnung wie oben, dass

T = L / Ca0 £ 0)£(0) = 2 Wind(f) |

(X -
wobei im letzten Schritt obige Formel fiir die Windungszahl verwandt wurde. O

Ein wesentlicher Vorteil der Berechnung der Windungszahl mit dem quantisierten Differentialkalkiil
ist der folgende: Der Ausdruck 7 (f~1df) bleibt mathematisch sinnvoll, solange nur df Spurklasse ist.
Hinreichend hierfiir, aber nicht notwendig, ist nach Lemma 4.143 f € C'(S') . Folgender Satz besagt
unter anderem, welche Regularitét vonnoten ist. Ein Beweis kann hier nicht erbracht werden.

Satz Sei f € L>=(S').

(i) (Kronecker) df hat endlichen Rang «<— f = §> wobei P, () Polynome sind, sodass @) keine
Nullstellen auf S! hat.

(ii) (Fefferman-Sarason) df kompakt <= f VMO (vanishing mean oscillation)

JAI

e 1
L i M,(f) =0, wobei M,(f) = sup m/
I

a—0 lI|<a

f_

(iii) (Peller) df € £P = LP(LA(S') ® A'C) <= f € B,/” Besov-Raum
Def, d d 1 p
= x tt—2|f(x+t)—f(x)| < 0.

Es ist auch moglich, die Funktionen zu charakterisieren, fiir die df im Macaev-Ideal £P* liegen. Wir
werden im Weiteren jetzt darauf hinarbeiten, die Windungszahl als Index eines addquaten Fredholm-
Operators darzustellen. Dieser Operator wird der im Folgenden defierte Toeplitz-Operator sein.

Definition 4.145 Sei P die Szego-Projektion von L*(S) auf dem Hardy-Raum H?. Dann heifst
Ty = PfP : H*> — H*
der Toeplitz-Operator zu f € C(S') und
Hy = Pf(1-P) : H*> = (H)*" = H* - H?
der Hankel-Operator zu f.
Bemerkung 4.146 Der Multiplikationsoperator zu f € C(S') auf L*(S') wird in vier Teile zerlegt:

PfP Pf(1-P)
f = . H*@ H?> — H*@ H? .
(1-P)fP (1-P)f(1-P)

Zwei der Eintrége sind die oben definierten Operatoren. Wir betrachten 7 nach diskreter Fourier-
transformation F : L?(S') — ¢*(Z) definiert durch

T df

Fon) = [ S vy e
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Es gilt dann F*F = 1 = FF*, F(H?) = (*(N) und F* |n) = = e’ Also folgt

Var
FIyF* = FPFFfF FPF*
= > |n)(n|FfF*m) (m| .
n,m>0

Auflerdem sind die Matrixeintrdge durch die Fourierkoeffizienten gegeben:

" do
—e

@)™ = f(m—n) .

wlFsFm) = [

—T

Somit ist FTyF* ein halbseitiger translationsinvarianter Operator mit von der Diagonale abfallenden

Koeffizienten: . .
0) f(=1) f(=2)

o .

2 L 2(N) — (N).

FI F* =

s Ty S

Endlich dimensionale Approximationen hiervon heifien auch Toeplitz-Matrizen. Es ist {ibrigens nicht
bekannt, wie der Abfall von f (n) fiir f € C(S') charakterisiert werden kann.

Satz 4.147 Wenn f € C(S') invertierbar ist, so ist ein Ty ein Fredholm-Operator auf H*.

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass T;Ty-1 — N2 € K(H?). Ahnlich gilt dann Ty Ty — 1 € K(H?),
sodass Ty-1 ein Pseudo-Inverses zu T ist. Zunéchst berechnen wir wie folgt:

Tfo—l — 12 = PfPfflp—P
= Pff'P+P[f,P|f'P—P
= P[f,P]f'P.

Somit reicht es zu zeigen, dass [f, P] € K = K(L?(S')). Dies folgt aus dem oben zitierten Satz von
Fefferman-Sarason, da

df = [F.f] = 2P—-1,f] = 2[P,f]€e K(L*(S") <= f VMO,
und dies ist nach der folgenden Behauptung ausreichend. Hier sei aber auch ein direkter Beweis
gefiihrt.

Behauptung: Es reicht, [P, f] € K fiir einen dichten Teilraum C C C(S') zu zeigen.

Begriindung: Sei C 3 f, — f in C(S'). Dies impliziert [P, f,] — [P, f] in B(L*(S')), da P beschréinkt.
Da [P, f,] € K und K abgeschlossen ist, folgt, dass [P, f] kompakt ist.
Nach dem Satz von Stone-Weierstrafl konnen wir C als die Menge der trigonometrischen Polynome

wéhlen. Da f — [P, f] linear und beschrinkt ist, reicht es somit zu zeigen, dass [P,e,] € K fiir
e, = ™. Nun ist e, = (e;)", sodass eine Induktion zeigt

n

Pea = [Pef] = D () [Per](en™

k=1
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Also reicht es, [P, e1] € K zu zeigen. Aber auf |m) = \/LQ; em gilt

[Pye1] [m) = Pey|m)—eP|m) = Plm+1) —e1 [m) Xm0
= Xm+130 M+ 1) — Xmzo [m +1) |

was bis auf fiir m = —1 verschwindet. Also folgt
[Pred] = [0) (1] ,
was ein Operator von Rang 1 ist, also insbesondere kompakt. a

Satz 4.148 (Noether-Gohberg-Krein) Sei f € C(S') invertierbar. Dann gilt
Wind(f) = —Ind(T%)
1. Beweis: Sei f(6) = ™9 mit ¢ € C(S!) (vgl. die Darstellung im Satz 4.137). Dann ist
t€[0,1] — f(9) = ™90 n = Wind(f) ,
eine norm-stetige Homotopie, weil ndmlich

Ife = fsll = sgp | f:(0) — f5(0)]

— sup [¢190) _ ¢5900)]
[4
< [t =] suplo(0)]e)
0

Wegen der Homotopie-Invarianz des Index folgt somit
Ind(Ty) = Ind(Ty,) = Ind(7,,) = Ind(S™) = —n .

Letzteres wegen obiger Rechnung.
2. Beweis (algebraisch): Unter der zusitzlichen Annahme f € C(S!), sodass df € £'. Somit folgt
aus Satz 4.144 und F' = 2P — 1, dass

Wind(f) = 3 Treaen(f 7 [EL f]) = Te(f [P f]) -
Jetzt gilt:
[P, f] = [P* f] = P*f—PfP+PfP—fP®> = P[P, f]+[P, f]P .
Also folgt
Wind(f) = Te(f~' P[P, f]) + Te(f '[P, f]P)

= Ti(P[P, fIf7'P)+ Te(P [P, f]P)

— Tv(P—PfPf'P)+Tx(Pf'PfP —P)

= —TI'H2 (Tfofl — IlHQ) + TI"H2 (Tf,le — ]1H2)

— —Id(Ty) |

wobei die letzte Identitédt aus der Fedosov-Formel folgt. a
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Nun sollen diese Ergebnisse noch in einen breiteren Rahmen eingebunden werden. Hierfiir sei
A C B(H) eine gegebene C*-Algebra. In der obigen Situation war A = C(S') C B(L*(S')). Die
Tatsache, dass hier eine C*-Algebra betrachtet wird, spiegelt wieder, dass man in einer Klasse stetiger
Objekte arbeitet und somit Homotopietheorie untersuchen kann. Insbesondere sind die folgenden
Zusammenhangskomponenten (mo-Gruppen) interessant:

K,(A) = {Homotopie-Klassen invertierbarer Operatoren in A ® K}
Ky(A) = {Homotopie-Klassen von Projektionen in A ® K}

Hierbei wurde A mit den kompakten Operatoren tensoriert, man sagt auch ”stabilisiert”. Diese
beiden Mengen konnen nun mit einer Gruppenstruktur versehen werden. Bei K;(A) ist dies ein-
fach durch das Operatorprodukt induziert, wohingegen in Ky(A) durch die (Whitney) Summe von
(orthogonal verdrehten) Projektionen zunéchst eine Halbgruppe eingefiirt wird, die dann zu einer
Gruppe vervollstiandigt werden kann (Grothendieck-Konstruktion analog zum Ubergang von N zu Z;
zu betrachten ist, dass obige Menge nur die angesprochene Halbgruppe ist).

Es ist nun das Ziel, die Klassen von invertierbaren Operatoren oder Projektionen durch In-
varianten (typischerweise ganze Zahlen) zu untersuchen, die mit Mitteln der (nicht-kommutativen)
Differential- und Integralrechnung bestimmt werden koénnen. Dies wird in der klassischen Differential-
topologie durch Paarungen mit Kohomologie-Gruppen erreicht. In Alain Connes’ nicht-kommutativer
Geometrie verwendet man Paarungen mit der so genannten zyklischen Kohomologie. Ein Beispiel fiir
einen zyklischen 1-Kozykel im Falle von A = C(S') ist gegeben durch

&t AxA = C, §1(g,h) = T(gdh) .

Wesentliche algebraische Eigenschaften sind seine Zyklizitét

§i(g,h) = —&(h,g),

und dass er unter dem Hochschild-Randoperator b definiert durch

b&i(g, h, k) = &i(gh, k) — &i(g, hk) + &1(kg, h)

verschwindet, d.h. b§; = 0. Dann ist die Paarung von & mit einem invervierbaren Element f € A
definiert durch

&lfy = (1.

Man zeigt nun, dass diese Paarung nur von den Homotopieklassen von & und f abhéngt. In der oben
beschriebenen konkreten Situation gilt dann

Wind(f) = (&lf) -

Dieser Zugang kann nun auf nicht-kommutative Algebren angewandt werden und dies ist einer der
Programmpunkte von Connes’ nicht-kommutativer Geometrie. Hier sie noch kurz Connes’ Worter-
buch fiir nicht-kommutative Verallgemeinerungen présentiert:
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Klassisch

2 Raum, Funktionen darauf

2 topologischer Raum, Cy(?) stetige Funktionen
MafBiraum (€, 1), L®(, p)
Zusammenhangskomponenten

offene und abgeschlossene Teilmenge
Kompaktifizierung

z komplexe Variable (Funktion auf 2)
f(2) analytische Funktion

x reelle Variable

stetige und Borelfunktionen
differentielle Struktur dx

d? = 0, d linear und Leibniz-Regel

dz infinitesimal

Ordnung der Infinitesimalen

Integration

Topologische Invarianten und K-Theorie
de Rham Kohomologie

Index-Theoreme (Attiyah-Singer)

170

Nicht-kommutativ
allgemeine Algebra
C*-Algebra

W*-Algebra

Projektion

Ideal und Quotient
Adjunktion der Eins

T beschrankter Operator
holomorpher Funktionalkalkiil
T=T*

Spektralsatz

dl' = [F,T]

F? =1, F = F* oder

auch F' = |D|~!D Dirac-Phase
dT kompakt

dl' e LP

Tr oder T, Zustidnde
algebraische K-Theorie
zyklische Kohomologie
Paarungen, KK-Theorie



5 Unbeschrinkte Operatoren

5.1 Selbstadjungierte Operatoren

Zur Motivation sei daran erinnert, dass fiir einen Operator T' : H — H Stetigkeit und Beschranktheit
dquivalent sind, und nach dem Satz von Hellinger-Toeplitz ein iiberall definierter und symmetrischer
Operator automatisch beschréankt ist. Typischerweise sind Operatoren in Anwendungen symmetrisch
und unbeschrankt, somit konnen sie also nicht iiberall definiert sein!

Definition 5.1 (i) Ein unbeschrinkter Operator T ist gegeben durch einen Definitionsbereich D(T),
welcher ein linearer Unterraum ist sowie eine Abbildungsvorschrift T : D(T) — H.

(ii) Sein Bild ist der Unterraum
Ran(T) = T(D(T)) .

(iii) Sind zwei unbeschrankte Operatoren T, S gegeben, so definiert man

D(T+S) = D(T)nD(S), (T+ S = Te+ Sz,
D(TS) = D(S)NS (D)), (T'S)x = T(Sz) ,

und falls T' injektiv ist:
D(T™') = Ran(T) , TYTx) = x.

Bemerkungen 5.2 1. (T+S)+R=T+(S+R) und T(SR) = (T'S)R sowie (I'S)~! = S7'T~1
aber (T'+ S)R # (TR) + (SR) im Allgemeinen.

2. Es ist moglich, dass D(T'+ S) = {0}, obwohl D(T") und D(S) dicht sind.

3. Es ist zu beachten, dass die Definition von 7! nicht (wie bei beschriinkten Operatoren) bein-
haltet, dass 7! beschrinkt ist. Bei unbeschrinkten Operatoren ist vielmehr invertierbar im
mengentheoretischen Sinn gemeint.

Beispiele 5.3 1. Der Positions-Operator in L*(R) ist definiert durch

p(1) = {ve®): [P <o}, TV = i),

Natiirlich ist € R +— z ¥(z) fiir alle ¥ eine wohl-definierte Funktion, aber im Allgemeinen
ist sie nicht im Hilbert-Raum L?*(R). AuBerdem ist D(T') ein Beispiel fiir einen so genannten
maximalen Definitionsbereich 7, d.h.

D = {¢€H : Ty € H fir Vorschrift T} .
2. Der harmonische Oszillator auf L*(R) ist definiert durch
D(T) = SR),  (T¥)(x) = —0%P(x) + 2"(x) .

Wenn ¢, (z) die Hermite-Funktionen sind, dann gilt T'¢,, = (2n + 1)¢,. Da dies fiir alle n € N
gilt, ist T" unbeschrankt.
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Definition 5.4 Seien T, S Operatoren auf H.
(i) Der Graph von T ist der Unterraum I'(T) = {(z,Tz) : x € D(T)} C H D H.

(ii) T heifst abgeschlossen <= I'(T') abgeschlossener Unterraum in H & H.
(iii) Der Operator S heifit Erweiterung von T, in Kurznotation T C S <= T'(S) D I'(T)
< D(S) D D(T) und Tx = Sz fir allex € D(T) .

(iv) T heifit abschlieffbar (closable) <= es gibt eine abgeschlossene Erweiterung. Die (nach dem
unten folgenden Satz eindeutige) kleinste abgeschlossene Erweiterung heifft dann der Abschluss
von T und wird mit T bezeichnet.

Eine Moglichkeit, einen Abschluss zu definieren, scheint es zu sein, den Abschluss I'(T') in H & H

zu betrachten. Das Problem hierbei ist, dass I'(T") nicht notwendigerweise der Graph eines Operators
ist. Aber unter zusétzlichen Voraussetzungen kann dies richtig sein.

Satz 5.5 T abschliefbar = T'(T) = I'(T).

Beweis: Sei S eine abgeschlossene Erweiterung von 7. Dann gilt I'(T") C I'(.S). Dann definieren wir
den Operator R durch

D(R) = {xe?—l: es gibt y € H mit (a:,y)em}

= {x € H : es gibt genau ein y = Sz mit (z,y) € (T)} :

und die Vorschrift Rx = y = Sz. Somit gilt nach Konstruktion I'(R) = I'(T). Also ist R eine
abgeschlossene Erweiterung von T'. Zudem gilt R C S fiir jede abgeschlossene Erweiterung S von 7.
Somit R =T und I'(T") = I'(T). O

Definition 5.6 Sei T ein dicht definierter Operator auf H. Setze
D(T*) = {z€H :ye D) (x|Ty) ist ein beschrinktes Funktional} .

Da D(T) dicht ist, kann dieses Funktional zu einem beschrinkten Funktional auf ganz H fortgesetzt
werden. Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz existiert genau ein z € H mat

(zly) = (x[Ty) .
Nun ist der adjungierte Operator T* mit Definitionsbereich D(T*) definiert durch
T'r = =z, r e DT .
Bemerkungen 5.7 1. Es ist moglich, dass D(T™*) nicht dicht in H ist, sogar dass D(T*) = {0}

(Ubung)!

2. Wenn T C S, dann gilt S* C T*, weil ndmlich die Beschrinktheit der oben betrachteten
Funktionale restriktiver ist. Zudem, wenn S,7T, S + T und ST dicht definiert sind, dann gilt
S*+T" = (S+17)", T*s* C (ST)".

Folgendes Beispiel zeigt, dass die letzte Inklusion im Allgemeinen keine Gleichheit ist. Wihle
T = 0 und S = S* mit dichtem D(S) # H (d.h. S selbstadjungiert im Sinne der unten
stehenden Definition). Dann ist ST = 0 und somit D((ST)*) = H. Andererseits D(T*S*) =
D(S*) =D(S) # H.
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3. Es gilt:
(T*zly) = (2|Ty) , V2zeDT"),yecDT).

Da D(T') dicht in H ist, folgt auBerdem

Ker(T*) = {xeD(T") : T"x =0}
= {zeD(T") : (T"zly) =0 fir alle y € D(T")}
= {2 eD(T") : (x|Ty) =0 fiir alle y € D(T)}
= Ran(T)*.

Dies ist also die gleiche Identitdt wie fiir beschréankte Operatoren.

4. Der Graph von 7™ kann wie folgt angegeben werden:

0T = {(z,T*z) : x € D(T")}
= {(z,T"x) : 2 € D(T) — (x|Tz) beschrinkt}
{(z,y) : (x|Tz) = (y|z) fir alle z € D(T)} ,

wobei in der letzten Gleichung verwandt wurde, dass (z|Tz) = (T*z|z) fiir alle z € D(T') und
y € D(T™).

Satz 5.8 Sei T ein dicht definierter Operator. Dann gilt:
(i) T* abgeschlossen.
(ii) T abschlieffbar <= D(T*) dicht. In diesem Fall ist T = (T*)* und (T)* = T*.
Beweis: (i) Wir definieren
ViHeH-sHaeNH, Viy) = (-yz).

Somit ist V' unitér und anti-selbstadjungiert, also gilt fiir das Spektrum o(V') C {—i,:}. Fiir jeden
Unterraum U C H @ H gilt also V(U)* = V(U1), da ja V unitér ist. Jetzt

(z,y) e VIN(T)" <= ((a,y)|(-Tz2)=0 VzeDT)
— (x|Tz) = (y|z) vV z e D(T)
— (r,y) e(T7),

Letzteres nach obiger Charakterisierung von I'(7T™). Somit gilt also
VI(T): = T(T") .
Also ist I'(T™) abgeschlossen als orthogonales Komplement eines Unterraumes.

(i) Zunéchst zur Implikation ”<=". Da I'(T") ein Unterraum ist, folgt

0(T) = (I(T)")* (nach Satz 2.11)
= (VT(T)H)t = (V(VI(T)H)E  (da V unitér)
= (VI(T")* (nach dem Beweis von (i))

= I(T™), (nochmals nach dem Beweis von (i)) ,
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Letzteres, weil D(T*) nach Voraussetzung dicht ist, sodass (7%)* definierbar ist. Dies zeigt, dass
T abschliefibar ist, weil T** = (T*)* nach (i) abgeschlossen ist und wegen I'(T) C T'(T**) eine
Erweiterung ist. AuBerdem folgt nun mit Satz 5.5, dass ['(T) = I'(T) = T'(T**), sodass T = T**.
Nun zur Implikation ”==". Sei D(T*) nicht dicht. Dann existiert ein z € D(T*)*, fiir welches
dann auch (z,0) € T'(T*)*, da {(z,0)|(y, T*y)) = 0 fiir alle y € D(T™). Somit enthilt V(T'(T*)*) den
Punkt (0, z), kann also kein Graph eines linearen Operators sein. Da aber V (I'(T*)*) = (VI'(T*))* =
I'(T) nach obigem, folgt, dass T' nicht abschlieBbar ist, weil sonst nach Satz 5.5 I'(T) = I'(T)) ein
Graph wire. Dies beweist die Implikation ”==". Nun zur letzten Identitiat. Aus T = T*" und mit

(i) folgt:

O

Bemerkung 5.9 Im Beweis haben wir unter der Annahme, dass D(T") und D(T™) dicht sind, fol-
gende orthogonalen Zerlegungen bewiesen:

HoH = (T e VIT) = 0(1) e VI(T).

Satz 5.10 Sei T dicht definiert und abgeschlossen auf H sowie injektiv und mit Ran(T') dicht. Dann
sind T* und T~ dicht definiert, abgeschlossen, injektiv, mit dichtem Bild und

(T*)—l — (T—l)* '
Beweis: Wir definieren
W HOH—-HSH, Wy = (y,2).

Dann ist W unitir und WT'(T) = D(T'). Somit folgt aus I'(T) = T'(T), dass T(T-1) = (T 1),
also ist T~ abgeschlossen. Aulerdem ist 7! offensichtlich dicht definiert, hat ein dichtes Bild und
ist injektiv. Nach Satz 5.8 ist auch T* abgeschlossen und dicht definiert (da 7" abgeschlossen ist).
AufBerdem gilt nach Bemerkung 5.7.3. Ker(T*) = Ran(T)* = {0}, da Ran(T') dicht ist. Somit ist 7™
injektiv. Weil T'= T, besagt Satz 5.8 des Weiteren:

Ran(T*)* = Ker(T*) = Ker(T) = {0},

sodass T* ein dichtes Bild hat. Zusammenfassend folgt also, dass (7%)~' und (7~!)* sinnvoll sind.
Mit V(z,y) = (—y, z) definiert wie in Satz 5.8 gilt:

VWID(TH™) = VI(T) (nach Obigem)
= T(T)* (nach dem Beweis von Satz 5.8 (i))
= (WI(TH)*+ (wieder mit Obigem)
= W(I(THh) (da W unitér)
= WVI({(T™H*) (nach dem Beweis von Satz 5.8)
= VW),

da VIWW = —WV. Da aber ein Graph immer ein Unterraum ist (sodass das Vorzeichen keine Rolle

spielt) und VW unitér ist, folgt T((T*)~1) = T((T~1)*), d.h. (T*)~' = (T~1)*. O
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Definition 5.11 SeiT ein abgeschlossener Operator auf H. Dann ist X € p(T') C C in der Resolventen-
Menge von T <= A1 —T : D(T) — H ist eine Bijektion mit beschrinktem Inversen.
Dann heift R\(T) = (A1 —T)~! die Resolvente von T und o(T) = C\p(T) das Spektrum von T.
Ahnlich wie bei beschrinkten Operatoren kinnen auch Eigenwerte, Eigenvektoren, Punktspektrum,
stetiges Spektrum etc. definiert werden.

Bemerkung 5.12 Das Spektrum o(7") = C\p(7T') ist nicht notwendigerweise kompakt. Auflerdem
kann mit Hilfe des Satzes vom abgeschlossenen Graphen (Satz 4.5) gezeigt werden, dass die Stetigkeit
des Inversen (d.h. der Resolvente) automatisch gilt.

Satz 5.13 Sei T abgeschlossen und dicht definiert. Dann gilt Folgendes:
(i) p(T) ist offen in C.
(ii) RA(T) ist analytisch in X in jeder Komponente von p(T).

(iii) (Resolventenidentitit) Fir A\, u € p(T)

BA(T) = Ru(T) = (n= N Bu(T)BA(T) = (1= A)BA(T)Ru(T) -

Beweis: Genau wie in Satz 4.13 folgen alle Aussagen aus der Neumann-Reihe. O

Beispiel 5.14 Ein unbeschrankter Operator mit leerem Spektrum ist das Inverse des Volterra’schen
Integraloperators T : L*([0,1]) — T'L*([0,1]) definiert durch

T =i [ dystw).
0
Dieser Operator ist injektiv mit dichtem Bild:
D = TL*([0,1]) = {absolut stetige Funktion g mit ¢g(0) = 0 und ¢’ € L*([0,1])} .

Es folgt nun aus Ergebnissen der MaBtheorie, dass T~ dicht definiert ist. AuBerdem ist T‘l abge-
schlossen (Ubung). Tatséchlich gilt 77! = 14 . D = TL2([0,1]) — L?([0,1]). Eine weitere Ubung ist

der Nachweis der Ungleichung ||T"[| < = Sormt erfiillt der Spektralradius r(T') = lim,, ||T7]|= =
0. Also kann man fiir A € C deﬁnleren

A =T = =) AT € B(H).
n=0
Dies folgt, weil wegen || 77| <7 ), eine normkonvergente Reihe vorliegt und somit
AL=T7 (=) Y a7t = =N At L o = 1.
n=0 n=0 n=0

Da auch 0 nicht im Spektrum liegt, folgt o(7!) = 0. Es ist allerdings mdglich, den Definitionsbereich

von li zZu Vergréﬁern zu
i dr

= {absolut stetige Funktionen g mit ¢’ € L*([0,1])} .
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Dann ist ¢* € D fiir A € C und es gilt

1dY\ ;
M~—=-— e = 0.
< idx)e 0

Also ist €’ ein Eigenvektor und es gilt jetzt

1d

Bemerkung 5.15 Wie obige Beispiele zeigen, ist das Spektrum (aber auch andere physikalisch
relevante Eigenschaften) stark von der Wahl des Definitionsbereiches abhéngig. Gliicklicherweise
gibt es oft eine "richtige” Wahl.

Definition 5.16 Se: T ein dicht definierter Operator auf H.

(i) T symmetrisch <= T C T*
<= D(T) C D(T*) und Tz = T*x fir alle x € D(T)
< (Tzly) = (x|Ty) fir alle x,y € D(T)

(ii) T selbstadjungiert <= T = T* <= T symmetrisch und D(T) = D(T*).
(iii) T wesentlich selbstadjungiert <=> T symmetrisch und T selbstadjungiert.

(iv) Sei T abgeschlossen. Dann heifst Ip C D(T) ein FEindeutigkeitsbereich von T (auf Englisch
core) <= T |, =T

Bemerkungen 5.17 1. Wenn 7" symmetrisch ist, so ist 7" abschliebar und T = (T*)*. Somit ist
(ili) immer eine sinnvolle Definition. Aulerdem gilt 7' C T** =T C T*.
In der Tat, 7™ ist abgeschlossen nach Satz 5.8, und D(T") C D(T*) nach Voraussetzung,.

2. Wenn T' abgeschlossen und symmetrisch ist, gilt 7' = 7** C T™. Insbesondere, wenn 1" selbst-
adjungiert ist, so T'=T"*=T*="1T.

3. Wenn T" wesentlich selbstadjungiert ist, so existiert eine eindeutige selbstadjungierte Erweite-
rung, gegeben durch 7.

Begriindung: Sei S = 5™ eine selbstadjungierte Erweiterung von 7', d.h. T C S. Dann ist S
abgeschlossen und somit 7** = T' C S. Also folgt S = S* C (T™)" = T"=T=T"cCS8.
Somit S = T** = T. Die Umkehrung gilt auch [RS].

4. T wesentlich selbstadjungiert <= T C T** =T".

Dies folgt aus dem vorherigen Punkt.

5. Oft ist in Anwendungen nur ein symmetrischer Operator gegeben (z.B. Differentialoperator auf
differenzierbaren Funktionen). Wenn man also die wesentliche Selbstadjungiertheit nachweisen
kann, so fixiert dies schon einen eindeutigen selbstadjungierten Operator (daher der Name).
Oft gibt es aber auch mehrere selbstadjungierte Erweiterungen.

Satz 5.18 (Kriterien fiir Selbstadjungiertheit) Sei T symmetrisch. Aquivalent sind:

(i) T selbstadjungiert
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(ii) T abgeschlossen und Ker(T* £ il) = {0}
(iii) Ran(7 £¢1) =H
(iv) C\RCp(T) <= o(T)CR
Bemerkungen 5.19 1. Fiir jeden abgeschlossenen symmetrischen Operator definiert man die

Defektindizes
ne(T) = dim(Ker(T* +i1)) = dim(Ran(7 Fil)*) .

Fir T'= T gilt also (n(T"),n_(T")) = (0,0).

2. Man kann 4-i durch A € C und A mit 3m()) # 0 ersetzen in (ii) und (iii).
Beweis: ”(i) = (ii)” Dass T abgeschlossen ist, folgt, da T = T* = T. Sei Im()\) # 0. Sei
x € D(T) =D(T*), sodass T*z = Az. Dann gilt auch Tx = Az und

Malz) = (Aalz) = (Talr) = (2|T"z) = A(alz) |
also z = 0 und Ker(7* — A1) = {0}.
”(ii) = (iii)” Da
{0} = Ker(T* — A1) = Ker((T — A1)*) = Ran(T — A1)*,

ist Ran(7" — A1) dicht fiir Sm(A) # 0. Wir zeigen zudem, dass Ran(T — A1) ein abgeschlossener
Unterraum von # ist. Sei A = o+ iff mit o, f € R, [ # 0, dann gilt fiir alle z € D(T)

(T = A)z|* = (T - )z —ifz | (T — a)r —ifx)
= (T —a)z|* +if (x| (T — a)z) —iB (T — a)z | x) + 5|z
(T — e)z]|” + B« - (5.1)
Sei z,, € D(T) mit (T — Al)z,, — y, somit ist ((7T"— Al)x,),>1 eine Cauchy-Folge. Wegen (5.1) folgt,
dass (z,)n>1 eine Cauchy-Folge und (7'z,),>1 eine Cauchy-Folge ist. Somit existieren limz, = x

und lim Tz, = y. Da T abgeschlossen ist, folgt Tx = y und somit (7' — Al)x = y + Az = y, d.h.
y € Ran(T — A1). Also ist Ran(7 — A1) abgeschlossen.

7 (iii) == (iv)” Nach (5.1) gilt
(T = ADz|| = [SmMl|l«] ., ¥V2eDT).

Somit ist 7' — A1 injektiv, weil (T — Al)z = (T — A1)y impliziert x — y = 0. Nach (iii) verwandt fur
alle A € C\R folgt, dass (T'— A1) : D(T) — H bijektiv ist fiir alle A € C\R. Fiir beliebiges y € H sei
nun z = (T — A1)~!y. Dann gilt nach Obigem

1

WT—AM_MléiggaﬂHm

VyeH.

Somit ||(T"— A1)~ < \%m—l(/\)|’ d.h. A e p(T).
”(iv) = (iii)” Dies ist offensichtlich, da (7' — A\1)~! € B(H), sodass
Ran(T — A1) = D(T - A\I)7') = H.
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7(iil) = (i)” Sei x € D(T*). Da Ran(T'—il) = H, existiert ein y € D(T') mit (T* —il)x = (T —il)y.
Nun ist D(T) C D(T*), somit  —y € D(T*) und (T* —ill)(z — y) = 0, da wegen der Symmetrie
T*y = Ty fir alle y € D(T). Andererseits gilt wieder unter Verwendung der Voraussetzung

Ker(T* —il) = Ran(T +il)* = {0} .

Somit x —y =0, d.h. z =y € D(T). Also gilt D(T') = D(T*). O

Mit gleichem Beweis folgt:

Satz 5.20 Sei T symmetrisch. Aquivalent sind:
(i) T wesentlich selbstadjungiert

(ii) Ker(T* £i1) = {0}

(i) Ran(7T =4 41) dicht

Als Néchstes sei daran erinnert, dass die Cayley-Transformation eine spezielle Mobius-Transformation
auf Riemann’scher Zahlenkugel ist, welche wie folgt definiert ist

C:CU{o0} - CU {00}, C(z) = (z—i)(z+i)", Cloo) = 1.
Es gilt dann auch C(RU {occ}) = S*.
Satz 5.21 Sei T selbstadjungiert. Dann definiert
C(T) = (T — i) (T +il)™*

einen unitiren Operator auf H. Es gilt T = i«(1+ C(T))(1 —C(T))~*. Auferdem ist X € o(T) <
C(\) € a(C(T)), d.h. die spektrale Abbildungseigenschaft C(o(T')) = o(C(T)).

Beweis: Nach Satz 5.18 sind 7'+ il : D(T') — H invertierbar. Somit ist C(T) eine Bijektion, weil es
durch eine Hintereinanderausfithrung von Bijektionen gegeben ist:

i1)~1 —i
1 TER pry T gy
Nach (5.1) gilt fiir y € D(T'):
(T +ibyll* = 1 Tyl* +1lyl* = (T — i)yl .
Wir wihlen y = (T + 1) "'z, dann folgt
lzl* = IC(T)2l?
d.h. C(T) ist unitér (isometrisch und {iberall definiert). Jetzt gelten die Identitéten

1-C(T) = (TH+4i0)(T +il)™" — (T — i) (T +4i1)~" = 2i(T +41)~ ",
1+C(T) = 27(T +il)~"'.

Somit
i(M+C(TM)) (1 —C(T)) ™ = 2iT(T +il) *(2i(T +4il) )™ = T.
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AuBlerdem gilt:

M-T = (M1-C(T)) —i(1+C(T))(1—-C(T))™*
= (A=9)1—(A+)C(T) (1 —C(T))
(A+i)(CNT—C(T) @ —C(T) .

Wenn C(A) € o(C(T')), dann existiert
A -T)"" = (A i) (T-CD)(CN1-C(T) ",

d.h. X € o(T), somit C(o(T)) C o(C(T)). Andererseits sei C(A) € o(C(T)). Dann existiert eine
Weyl-Folge (x,,),>1 von Einheitsvektoren mit ||(C(A)1 — C(T))x,| — 0. Wir setzen

Yo = (1=C(T))z, = 2i(T +il) 'z, € D(T) .

Dann gilt
fm .| = Tim e, — C(T)a |
= lim ”‘Tn - C<)‘)xn + (C(A)ﬂ - C(T))an
= [1-C\)|>0,

Letzteres unter der Annahme A\ # co. Aber
M-T)y, = A+9)(CMNL-C(T))x, — O,

somit ist (Al — 7)~' unbeschriinkt, d.h. A € o(T). Der Beweis wird vervollstéindigt, indem man
tiberpriift, dass —i € o(T") und 0 & o(C(T)). O

Bemerkung 5.22 Wenn z ein Eigenvektor von T' zu A ist, dann ist (1—C(T)) 'z Eigenvektor von
C(T) zu C()). Des Weiteren hat C(T') nicht 1 zum Eigenwert, weil ndmlich 1—C(T) = 2i(T + 1) :
H — D(T) injektiv ist.

5.2 Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Operatoren

In diesem Paragraphen wird das Spektralkalkiil selbstadjungierter Operatoren unter Verwendung
ihrer (unitiren) Cayley-Transformierten eingefithrt. Dann wird Stone’s Theorem fiir unitire Zeitent-
wicklungen diskutiert. Sei 1" also ein selbstadjungierter Operator auf einem separablen Hilbert-Raum
H. Dann ist seine Cayley-Transformierte C(7") ein unitérer und somit insbesondere normaler Opera-
tor, fiir den das Spektralkalkiil schon verfiigbar ist:

(z]f(C(T))z) = /Vx(d9> f0),  feC(a(C(T))) .

Hierbei ist o(C(T)) € S' und v, ein Ma$ auf S! mit Triger supp(v,) C o(C(T)) = C(o(T)). Nun
wird ein MaB p, auf R mit Tréger supp(u,) C (7)) definiert durch

pe(A) = v.(C(A)), A C R Borelmenge .
Dieses MaB heifit Spektralmafl von T zu z. Fiir F € Cy(R) und f = FoC~!: S! — C gilt dann

[ F) = [ wntde) Fie6)) = GalFoc i eT)a)
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Eine alternative Definition von u, ist mit dem Satz von Riesz-Markov moglich. Mann betrachtet das
positive Funktional

F € Cy(R) — (z|FoC*C(T))x),
wobei F' o C™ € Cy(S'\{1}). Dies ist also dargestellt durch ein endliches Radon-Maf} y, auf R:

(slFocCT)s) = [ nila) F(E).

Selbstverstindlich geben beide Definitionen das gleiche Maf. Bei allem Obigem ist F'o C~1(C(T)) 2
F(T) beschrankt (weil F' beschrankt ist). Jetzt wollen wir auch unbeschrankte Funktionen bilden.
Also betrachten wir zunéchst den Prototyp eines unbeschrinkten Operators.

Satz 5.23 Sei (M, p) ein endlicher Mafsraum und f: M — RU {400} eine messbare p-fast sichere
endliche Funktion. Ein Operator My ist definiert durch

D(My) = { € LX(M,p) : fo € L*(M,p)},

und

Dann ist My selbstadjungiert und
o(Mp)={E€R :Ve>0 gilt uy(B(f"{E})) >0} .
Also ist o(My) das p-essentielle Bild von f.
Beweis: Offensichtlich ist My symmetrisch, also gilt D(My) C D(M}). Sei ¢ € D(M5) und

xv(m) = x([f(m)] <N) .

Dann folgt aus dem Theorem der monotonen Konvergenz

IMFelle = lim|xyMjel = lim <”2u£)1|<¢’XNM;w>|>

= hj{fn (sup | (Myxno|Y) ’) = h]{,n < sup | (| fxne) ’)
llpl|=1 lloll=1
= lim v fol

also fip € L*(M,p), d.h. ¢ € D(My). Somit ist D(My) = D(Mj) und My ist selbstadjungiert. Das
Spektrum kann mit addquaten Weyl-Folgen untersucht werden. O

Satz 5.24 (Multiplikations-Operatorversion des Spektralsatzes) Sei T' = T* ein selbstad-
gungierter Operator mit dichtem Definitionsbereich D(T'). Dann existiert ein endlicher Mafiraum
(M, ), ein unitirer Operator

U:H — L*(M,pu),
und eine ji-fast sichere beschrinkte Borel-Funktion G : M — R mit

(i) x € D(T) <= Ux € D(Mg) <= MgUx € L*(M, ).
Anders ausgedriickt, UD(T) = D(Mg).
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(ii) UTU* = Mg

Beweis: Fiir C(T) existiert ein Mafiraum (M, ) und unitérer Operator U : H — L*(M, ) und
g: M — S! mit

uc(nur = M, .
Es sei kurz daran erinnert, wie all dies konstruiert wird. Falls C(T") einen zyklischen Vektor x hat
und v, sein Spektralmaf ist, dann ist die Wahl L*(M, u) = L*(c(C(T)), v,) und

Us(fl= = f, feC(S)),

moglich, wobei ¢ den Funktionalkalkiil von C(T") bezeichnet. Dann ist U isometrisch und kann auf
ganz H = ¢(C(S'))z zu einem unitdrem Operator festgesetzt werden. Wenn kein zyklischer Vektor
vorliegt, verwendet man eine Zerlegung H = @, -, ¢(C(S!))x,, in zyklische Komponenten (Nachweis
der Existenz mit dem Lemma von Zorn). Dann setz man:

1
(M,p) = (USI : 22—n an) :
n>1 n>1
Des Weiteren fithren wir nun folgende Funktion ein:

g+1
g—1

M —-R.

G = C_IOg = —

Es ist hierbei zu beachten, dass beliebig grole Werte angenommen werden, aber G p-f.s. beschrankt
ist (weil 1 nicht Eigenwert von C(7') ist).

Nun zum Beweis der Implikation "==" von (i). Zunéchst sei an folgende aus dem Beweis von
Satz 5.21 bekannte Aquivalenz erinnert: x € D(T) <= x € Ran(T +i1)~'. Also existiert y € H mit

v = (T+il) Yy = 212 (T +i1) — (T~ )T +il) My = o (1-Cy

Somit folgt

1 1
Ur = - UM =C(T)U Uy = o (1= M,)Uy .

und deswegen

1
MgUJZ = Z Mng_gUy = M+1

Lo VY

Da jetzt Ml(g+1) beschrinkt und Uy € L?(M, i), folgt auch MgUx € L?(M, u). Umgekehrt, sei

2
MgUz € L*(M, p). Dann existiert ein y € H, sodass

Uy = (Mg +il)Uz = M_y 2 Uz (5.2)

Also existiert ein y € H, sodass

—1 o

Also folgt mit Satz 5.18 wieder, dass x € D(T).
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Nun zu (ii). Hierzu multiplizieren wir (5.2) mit $ M1 = (M, + 1), dann folgt fiir z € D(T)

McUz = £ (My+1)Uy = 5 UC(T) + L)y
= LUC(T)+ 1)(T +il)z (da y = (T + 1)z nach Obigem)
= LU(T—il)+ (T +ill))z = UTx,
was die Formel beweist. O

Bemerkung 5.25 Anstelle der Multiplikationsoperatorversion von C(7') kann man auch die von
dem beschréinkten normalen Operator (T + i1)~! zum Beweis verwenden.

Satz 5.26 (Beschrinktes Funktionalkalkiil eines selbstadjungierten Operators) SeiT selbst-
adjungiert und (B(o(T)),||.||l) die *-Banach-Algebra der beschrinkten Borelfunktion auf dem Spek-
trum von T. Dann erfillt

~

0 = or:Bo(T)) = B(H) ,

definiert durch R
o(f) = U f(Mg)U = U'MypcU , [ eB(o(T)),

die folgenden Figenschaften:

~

(i) ¢ ist ein *-Homomorphismus
(ii) ¢ ist norm-stetig und | S(f)| < ||f o
(i) Tz = Az impliziert q/g(f)x = f(MN)x
(iv) f >0 impliziert o(f) >0
Wiederum verwendet man die Kurzschreibweise f(T') = $(T)

Beweis: Alle Aussagen folgen direkt aus obigem Satz. O

Im Vergleich mit dem Spektralkalkiil beschréankter Operatoren fehlt noch die Identitét ¢(id) = T,
weil id & B(¢(T)), es sei denn T € B(H). Um auch solche unbeschriankte Funktionen zu betrachten,
bendétigt man folgende Kunstruktion:

Satz 5.27 und Definition Sei T' = T* selbstadjungiert und f : R — R eine Borel-Funktion. Nun
setzt man
D(Myoc) = {p € L*(M,p) : foG ¢ e L*(M,p)} .

Dann ist Mo nach Satz 5.23 ein selbstadjungierter Multiplikationsoperator. Ein selbstadjungierter
Operator f(T) auf H wird dann definiert durch

D(f(T)) = UDMyc),  f(T) = UMpcU .

Bemerkungen 5.28 1. Falls f : R — C, so kann man einen normalen unbeschrankten Operator
definieren durch f(T") = (Re(f))(T) + i(Sm(f))(T).
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2. Wiederum bilden (P(A))aes = (xa(T))aen, wobei B = {Borelmengen in R} ein projektions-
wertiges Maf ist. Als schwaches Integral kann dann definiert werden

1) = [Pangoy, 2 = {aen s [P or <
und dies stimmt mit Satz 5.27 iiberein. Aulerdem ist (x| P(dE)x) = p,(dE) der Zusammenhang

zu den Spektralmaflen.

Sei nun 7' ein selbstadjungierter Operator, der als so genannter Hamilton-Operator ein quan-
tenmechanisches System beschreibt. Er erzeugt eine Dynamik von Zusténden im Hilbert-Raum, die
durch die so genannte Schrédinger-Gleichung gegeben ist:

PO = Telt), () eDT) CH .
Wenn ||T'|| < oo, so ist die Losung gegeben durch
A 1
w(t) = eTp(0) = Y —(itT)"(0) .
n>0

Somit kann die unitéire Zeitentwicklung ¢t € R ~ €T durch eine Reihe definiert werden. Fiir selbst-
adjungiertes, aber unbeschranktes T ist dies so nicht moglich, andererseits kann Spektralkalkiil ver-
wendet werden, um die Zeitentwicklung zu definieren:

Ut) = e,

In Abhégigkeit von ¢ ist U(t) eine Gruppe, wie wir im folgenden Satz explizit ausschreiben werden.
Andere Beispiele fiir solche Gruppen sind kontinuierliche Symmetrien, z.B. die Translationen auf
L*(RY)

U(t) = €| P =id, ,

oder die Rotationen in der j-Richtung in R?

wobei d = 3 und x das Kreuzprodukt bezeichnet.

Satz 5.29 Sei T selbstadjungiert und U(t) = €T
(i) Fir s,t € R ist U(t) unitar und

Ult+s) = UBU(®s) = UB)U(®) .

(ii) Firaz e M undt — ty gilt U(t)x — U(to)x, d.h. t € R — U(t) ist stark stetig.

(iii) Fiur x € D(T) gilt
t—0 1t

—= existiert, so ist v € D(T).

(iv) Wenn lim;_,q U(t)tx

Man nennt t € R — U(t) mit (i) und (ii) eine stark stetige Einparametergruppe unitirer Operatoren.
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Beweis: (i) folgt direkt aus dem Spektralkalkiil und der Identitiit e*e** = ' +9A, Fiir (ii),

lim ||U(t)z — Ulto)z||? = lLim |U(t - to)a — z||?

t—to t—to

= lim ,ux(d)\)|ei(t_t°)’\—1|2 =0,

t—to

wobei im letzten Schritt die majorisierte Konvergenz verwandt wurde. Fiir den Beweis von (iii) sei
daran erinnert, dass © € D(f(T)) <= [ p(d\)|f(N)]? < oo. Insbesondere gilt also x € D(T) <
ITz]]* = [ pa(dA)|A]? < oo.

2

U(t)z — ’ X
fim | D2 =2 o = i @y | —iA
t—0 t—0
< (a+b|)\\)2€L?(:¢I), dazeD(T)
At 1 2
- L/}h4dA)1nn ‘ —iA\| = 0.
t—0

Hierbei wurde in der zweiten Gleichheit verwandt, dass der Integrand nach oben beschréankt ist durch
4(1 + |A|)?, was eine Funktion in L'(u,) ist, da = € D(T). Somit kann wieder Lebesgue’s Satz der
majorisierten Konvergenz verwandt werden.

(iv) Wir setzen

D(S) = {x eH ‘ H — liinU(Lt_x existiert} :
i
St = limlU(t)x_x, z e D(S) .
t—0 ¢ t

Nach (iii) ist S eine Erweiterung von T, weil der Limes ja fiir © € D(T) existiert und Sz = Tz fiir
x € D(T). AuBerdem gilt fiir z,y € D(S)

Ultly —y
<U@V—ﬁ >

—it

t—0

(z|Sy) = lim<x

= lim
t—0

= (Szly) .

T

Somit ist S symmetrisch. Also ist S eine symmetrische Erweiterung des selbstadjungierten Operators
T, alsoist S ="1T. O

Es ist nun ein wichtiges Ergebnis, dass auch die Umkehrung von Satz 5.29 gilt und somit eine
Bijektion zwischen selbstadjungierten Operatoren und stark stetigen Einparametergruppen besteht.

Satz 5.30 (Stone 1932) Sei (U(t))ier eine stark stetige Einparametergruppe von unitiren Opera-
toren. Dann existiert ein selbstadjungiertes T mit U(t) = €. Der Operator T heifit dann auch
Generator von U(t).

Beweis: Die Strategie ist wie folgt. Man definiert Tx = %%U (t)z fiir © € D ausreichend glatt und
zeigt dann, dass T wesentlich selbstadjungiert ist und e™* = U(t) gilt.
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Fir x € H und ¢ € CP(R) setzen wir

T, = /dt et) Ut)r € H,

wobei das Integral als ||.||y-konvergentes Riemann-Integral zu verstehen ist, was moglich ist, da
t— U(t)x € H stetig ist. Dann setzen wir
D = span{z, : x € H, p € CF(R)} .
Behauptung: D ist dicht.
Begriindung: Fiir ¢ € C32(R) mit supp(p) = [—1, 1] setzen wir ¢.(t) = 1¢ (4). Dann gilt

ey — 2l = ]

/R dt o (H)(U(t)z — z)

< / it o) sup Utz —2| < C sup Utz 2],
<t< <t<e

—e<t<e

mit C' = [ ¢. Wegen der starken Stetigkeit konvergiert letzterer Ausdruck gegen 0 fiir ¢ — 0, und
dies zeigt die Dichte.

Auflerdem kann wie folgt gerechnet werden:

U(s) — 1 U(s+1t) — U(t)

£1_r>% — T = £1_r>r(1) dt (t) . T
= lim [ dr P =) = (1) U(r)x
s—0 S

- / dr (—g/(7) U(r)z = 7y,

wobei im vorletzten Schritt der Satz von Lebesgue verwandt wurde. Somit ist folgende Definition
moglich und sinnvoll:

. 1 U(s) -1
TD—>D7 Tx<p—z]}_¢/—£l_l>1'(l)Tx<p.
Dann gilt
Ut):D—D, UWBHT = TU{t) auf D.

Behauptung: T ist symmetrisch und wesentlich selbstadjungiert.

Begriindung: Seien x,, x¢ € D, dann

: U(s)— 1
(Twplre) = £1_{%<T% $5>
, U(s)— 1
= Ej%<% s $5> = (zp|Twe)

somit ist 7" symmetrisch. Weiter gilt nach Satz 5.20, dass

T wesentlich selbstadjungiert <= Ker(7T™ +il) = {0}
<= (T"z = +iz mit x € D(T") impliziert z = 0) .
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Sei also T*z = iz. Dann folgt fir y € D(T) = D

G Uyl =t (I T
= (TUl)
— i UEIT
~ Wk

Also erfiillt f(t) = (U(t)y|z) die Differentialgleichung f' = f, sodass f'(t) = e'f(0). Da aber U(t)
unitér ist, gilt | (U(t)y|z) | < |ly|l||z]] < oo und somit f(0) = (y|z) = 0 fiir alle y € D. Da D dicht

ist, folgt x = 0. Ahn_lich argumentiert man fiir —i. Also folgt, dass T" wesentlich selbstadjungiert ist
und sein Abschluss T also selbstadjungiert.

Behauptung: U(t) = €T

Begriindung: Setze V (t) = T Sei z € D € D(T). Nach Satz 5.27 ist V(t)z € D(T), weil néimlich
[T,V (t)] = 0 und auBerdem

d L V(s)—1 =
g VO = e

Ahnlich gilt U(t)z € D C D(T). Wir setzen nun
w(t) = Ult)x—V(t) x.
Dann ist w(t) stark differenzierbar und, unter Verwendung von 7' C T,

%w(t) =i TUt)z—iTV(t)x = i T(U®#) z—-V(t) x) = i Tw(t) .

Somit
— lw®]* = (W®)]wt)) + (wt)w' (1)
= —i(Tw(t)|w(t)) + i{wt)|Tw(t)) = 0.

Da [Jw(0)|| = 0, folgt w(t) = 0 fiir alle t € R und somit U(t)x = V(t)z fiir alle x € D. Da aber D
dicht ist, gilt auch U(t) = V (¢). O

Bemerkung 5.31 Es gilt folgende mehrdimensionale Verallgemeinerung. Sei (U(%))icrn eine stark
stetige n-Parametergruppe von Unitéren, d.h. eine stetige Darstellung von R™ auf B(#H). Dann exi-
stieren n kommutierende selbstadjungierte Operatoren 17, ..., T,, sodass

U(t) = exp(ityTh) - ... - exp(it,T,) .
Nun sei t € R — U(t) eine lediglich schwach-stetige Einparametergruppe. Dann gilt

U@z —=|* = [UW®)]]* = ({Ut)z]z) — (@[U)z) + |||
— 2z =2|=|]*> = 0,  firt—0.

Somit ist U(t) auch stark stetig. Tatséchlich ist noch weniger notwendig, um dies nachzuweisen.
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Satz 5.32 (von Neumann) Sei t € R — U(t) eine schwach-messbare Einparametergruppe von
Unitiren auf einem separablen Hilbert-Raum H. Dann ist t € R w— U(t) stark stetig.

Beweis: Die Voraussetzung besagt, dass t — (U(t)y|z) messbar ist fiir alle x,y € H. Zudem ist diese
Funktion offensichtlich beschrankt, also ist

IEHP—)/ dt (U(t)y|x)

ein stetiges Funktional mit Norm beschrénkt durch ally||. Nach dem Satz von Riesz existiert also ein
Yo € H mit (yo|x) = [ dt (U(t)y|x). Weiter, fiir b < a,

O Olr) = (lv(-be) = [ dUU-ba)

0

- /adt<U(t+b)y|x> = /ba+ dt (U(t)ylz) .

b

Also folgt

(U B)al) — (el | :\(/ - [)arwewia

[ avwontn| + | [ ae o

< 26 [lzflllyll -

IN

Somit gilt limy o (U(b)ya|z) = (ya|z), d.h. U(t) ist schwach-stetig auf dem Unterraum V = {y, :
a€R, yeH}

Behauptung: V ist dicht in H.
Begriindung: Sei z € V+ und (2™),>; eine ONB von H. Dann gilt fiir alle n € N und a € R:

0 = <x((1”)]z> = /Oadt<U(t)x(")\z>.

Also ist (U(t)z™]z) = 0 fiir alle t € R\S,, wobei S, Lebesgue-MaB A(S,) = 0 ist. Dann folgt
A (Un21 S,) = 0. Wir wéhlen nun ein ¢, € R\ U,>1 Sn, fiir welches dann

<U(to)x(")|z> =0, Vn>1,

gilt. Weil Ul(to) unitir ist, sodass (U(tg)z™),>; eine ONB ist, folgt dann 2z = 0 und somit die
Behauptung.

Mit der Dichte von V' und einem £-Argument folgt nun die schwache Stetigkeit, und somit mit der
Bemerkung vor dem Satz auch die starke Stetigkeit. a

5.3 Selbstadjungierte Erweiterungen

Ziel dieses Paragraphen ist die Konstruktion selbstadjungierter Operatoren und somit nach dem Satz
von Stone auch quantenmechanischer Zeitentwicklungen.
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Definition 5.33 Sei T': D(T') — H symmetrisch und somit insbesondere mit dichtem Definitions-

bereich.
T heifit halbbeschrinkt <= 3 ¢ € R mit (z|T'z) > c||z||* fiir alle x € D(T).

Satz 5.34 (Friedrichs-Erweiterung 1934) Sei T ein halbbeschrinkter symmetrischer Operator.
Dann existiert eine selbstadjungierte Erweiterung Tr von T'. Zudem ist T halbbeschrdankt mat gleicher
Konstante c.

Beweis: Zuniichst ersetzen wir 7" durch T'+ (1 — ¢)1, sodass ¢ = 1 angenommen werden kann. Dann
definieren wir die folgende Sesquilinearform auf D(T'):

(zly)p = (Tzly) , z,y € D(T) .

Es gilt nach Voraussetzung

1 1
lzlr = ((zl2)p)? = ((Tzlz))2 = |z .
Somit ist (D(T),(. | .)) ein Prahilbert-Raum. Seine Vervollstandigung ist

Hr = {Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen in D(T') bez. ||.||#} -

Behauptung: Hp C H ist ein Unterraum und es gibt ein T Hp — ‘H, das eine stetige Einbettung
ist.

Begriindung: Sei (x,,)n>1 eine Cauchy-Folge in D(T) bez. ||.||r. Setze xp = ||.||p- lim ,,. Wegen ||.|| <
l.llF ist (2)n>1 auch eine Cauchy-Folge bez. ||.|| und somit konnen wir auch setzen z = ||.||- lim x,,.
Per Definition gilt dann Tzr = x. Noch zu zeigen ist, dass T injektiv ist. Tatsédchlich gilt fiir alle
y € D(T)

Wlen)p = (Tyla) -
Also folgt im Limes

(Ylzr)p = (Tylz) .
Da D(T) dicht in Hp liegt, ist xzp eindeutig durch x festgelegt, denn wenn (/),>1 eine andere
Cauchy-Folge bez. ||.||p mit x = ||.|-lim 2], ist, dann ist 2 = ||.||p-lim 2], = xp. Somit folgt mit rein
mengentheoretischen Inklusionen

D(T)C?’[F C H.

Zu z € H definieren wir nun ein lineares Funktional durch
l,:Hp —C l(x) = (z]z) .

Dann ist ¢, stetig bez. || ||, weil |, (z)] < ||z||||z|| < ||z||||x||r. Nach dem Satz von Riesz existiert
ein w, € Hp mit
l(z) = (z|z) = (w|x), , VoecHr.

Die Zuordnung z € ‘H +— w, € Hp ist linear und bijektiv, weil Hr C H dicht liegt. Nun definieren
wir

D(TF) = {wz € HF A 7‘[} , Tr - D(TF) —H s
TF’LUZ = Z, w, € D(TF) .
Behauptung: Tr ist eine symmetrische Erweiterung von T, wobei die Symmetrie bez. (.|.) gemeint

1st.
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Begriindung: Es gilt wegen £,(x) = (w,|z) . = (z]z) und z = Trw, dass
(w|lz)p = (Trwlx) , VweDTr), 2 €Hp . (5.3)
Fiir z = Ty mit y € D(T) gilt also
(wolr)p = (zlx) = (Tyle) = (wlo)p = (Trw:lz) ,  VeeHr.

Somit folgt zundchst w, = y wie auch Ty = Trw,. Das bedeutet aber y € D(Tr), d.h. D(T) C D(TF)
und Ty = Try fiir alle y € D(T). In Kurzschreibweise haben wir bis jetzt also T C Tr gezeigt.
Aus (5.3) fiir w,z € D(TF) folgt des Weiteren

(Trwlr) = (wlr)p = (zlw)p = (Trzlw) = (w[Trz)

d.h. Tr ist symmetrisch bez. (.|.) und dies beendet den Beweis der Behauptung.

Nun kommen wir zum Schluss des Argumentes. Da Tr : Hrp — H bijektiv ist, kann man folgende
Abbildung definieren:
S = (Tp) ' :H — Hr .
Als Inverses eines symmetrischen Operators ist S wieder symmetrisch. Da S iiberall definiert ist,
besagt der Satz von Hellinger-Toeplitz, dass S = S* € B(H) ein beschriankter selbstadjungierter

Operator ist. Fiir A € C mit Sm(\) # 0 ist also (A1 — S)™' € B(H). Aus der Identitidt (mit S—*
zunédchst wie iiblich formal definiert)

1 1
X 11— Sil = X(S - )\]1) §71, auf D(Sil> = D(Tp) ,
folgt
1 -1
(X 1— 5—1) = AS(S—AI)"t e B(H),
d.h. 5 € p(S™t) = p(TF). Somit o(S™') = o(Tr) C R. Nun folgt mit Satz 5.18, dass T selbstadjun-
giert ist. g

Um ein besseres Gefiihl fiir das Erweiterungsproblem zu bekommen, ist es unbedingt notwendig, sich
Beispiele im Detail anzusehen.

Beispiele 5.35 1. Als Erstes betrachten wir die Friedrichs-Erweiterung des eindimensionalen
Schrédinger-Operators auf einem Intervall I = (0,1). Der Hilbert-Raum ist dann L*(I) und
der Definitionsbereich D(T) = CZ die Menge der zweimal stetigen am Rand verschwindenden
Funktionen. Fiir ein stetiges ¢ € C(I,R), ¢ > 1, setzen wir dann

T = —0*+q(z) .
Wegen partieller Integration
1
[l% = (WITY) . = /0 dz(|09(2)]” + q(2)$(2)) = (ming())[lv 7. -

Somit ist 7" von unten halbbeschrinkt und somit sind 7% und D(TF) durch Satz 5.34 gegeben.

Behauptung: Jede Funktion in D(TF) ist stetig auf [0, 1] und verschwindet an den Réndern.
Somit erfiillt T Dirichlet-Randbedingungen.
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Begriindung: Wir zeigen dies fiir Hp, dann gilt es ja auch fiir D(Tr) C Hp. Seien ¢ € CZ(I)
und 0 < a < b <1, dann folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

1

[(b) = ¥(a)] = /abdx o(z)| < \/m(/abdgg |a¢(m)|2)2

< Vb—allYllF .

Sei nun (¢,),>1 eine Folge in CZ(I), die die Cauchy-Eigenschaft bez. ||.||# hat. Dann folgt aus

[4n = bmlloc = sup [(n = ) (@) = (0 = ) O)] < b0 — ¢mllr

zel

dass sie auch die Cauchy-Eigenschaft bez. ||.|| hat. Somit ist der Limes 1) = lim), und
verschwindet am Rand, da |¢(0)| < |¢(0) — ¥, (0) + ¢,(0)] < || — ¥nl|ec — O.

. Das Beispiel 1. hat folgende Verallgemeinerung. Sei 0 < p € C''(I) und H sowie D(T') wie oben.
Dann ist der Sturm-Liouville-Operator definiert durch

T = —0pd + q.

Wiederum gibt es eine Friedrichs-Erweiterung, die mit Dirichlet-Randbedingungen einhergeht.
Falls p Nullstellen am Rand hat, so spricht man von einem singuléaren Sturm-Liouville-Operator.
Die Theorie seiner Erweiterung ist wesentlich komplizierter und geht auf Weyl zuriick.

. Nun betrachten wir ein héher dimensionales Beispiel. Sei Q C R? ein Gebiet, H = L?(Q2) und
D(T) = C3(Q). Wie oben sei ein positives Potential gegeben:

qeC(@), q¢=>1.

Dann ist der zugehorige Schrodinger-Operator gegeben durch

T = -A+4q = —Z@ijq.
j=1
Wiederum gilt
@|Ty) > [lv]*,

und somit existiert die Friedrichs-Erweiterung Tr. Falls der Rand glatt ist, kann man zei-
gen, dass D(Tr) = HZ(2). Da Funktionen in diesem Sobolev-Raum auf dem Rand im Mittel
verschwinden, liegen also wieder Dirichlet-Raumbedingungen vor. Um ein Wasserstoffatom zu
beschreiben, muss allerdings ein Coulomb-Potential betrachtet werden:

Dies ist nicht nach unten beschrinkt. Nun kénnen Sobolev-Ungleichungen verwandt werden,
um dennoch die wesentliche Selbstadjungiertheit fiir 2 = R? nachzuweisen.
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4. Nun kommen wir zum Spezialfall T = —A auf C2(R?) und zeigen, dass dieser Operator we-
sentlich selbstadjungiert ist. Intuitiv bedeutet dies, dass das Fehlen eines Randes keine Freiheit
bei der Konstruktion der Erweiterung lisst. Zunchst sei erinnert an Kapitel 2.3:

W? = {feLl*R% : Df € L*(RY),|a| <2}, (hierbei ist D® schwache Ableitung) ,
= {fe L’R") : 1+ [p)(Ff)p) € L*(R)} .

Zudem gilt FoDFy = il*lp® = il*l M0 auf S, also Fo(—A)Fy = M2 auf S.

Nun ist D(Mp2) = {f € LAR?) : |p|*f € L*(R%Y)} = FoW? der Definitionsbereich des
Abschlusses M,2 des wesentlich selbstadjungierten Operators M,> : S — L?(R%), wobei die
wesentliche Selbstadjungiertheit aus der Dichte von Ran(M,p2 £ ill) = (M £i1)S D D in
C2(R?) folgt. Somit ist —A wesentlich selbstadjungiert und D(—A) = Fi F,W? = W2, Dies
muss also auch die Friedrichserweiterung sein.

Beispiel 5.36 Als néchstes Beispiel betrachten wir den Impuls-Operator T:i% in Dimension 1.
Wir zeigen Folgendes:
Behauptung 1: T ist wesentlich selbstadjungiert auf C}(R) C L*(R).

Behauptung 2: T ist symmetrisch auf Ck(Rsq) C L*(Rsg), aber T ist nicht selbstadjungiert und es
gibt keine selbstadjungierten Erweiterungen.

Behauptung 3: T ist symmetrisch auf C%(I) C L2(I), wobei I = (0,1), aber T ist nicht selbstadjun-
giert. Andererseits gibt es selbstadjungierte Erweiterungen (mehrere!).

Begriindung 1: Dass T' symmetrisch ist, folgt nach partieller Integration. Sei nun A € C. Zunéchst
gilt

Ran(T — A1) = {f € C%(R) : 3 g€ Cx(R) mit (T — A\)g = f}
= {feC%R) : /daz f(x)e™ =0} .

Um die letzte Gleichung zu beweisen, verwenden wir, dass (7'— Al)g = i%g — A\g = f umgeschrieben

werden kann zu i< (e*g) = ¢ f. Weil g kompakten Tréiger hat, folgt nach Integration dann

0 = /dx e f(z) . (5.4)

Umgekehrt, fiir f € C%(R) mit [ dz € f(z) = 0 definieren wir

o) = =i [ "y P f(y)

—00

Dann hat ¢ eine stetige Ableitung und kompakten Trager supp(g).

Wir zeigen nun, dass Ran(7'— A1) dicht ist fir 3m(A) # 0 und somit 7" wesentlich selbstadjungiert
ist nach Satz 5.20. In der Tat, C%(R) ist dicht in L?(R) und wir zeigen jetzt, dass jedes F' € C%(R)
durch f € Ran(7T — A1) in ||.||2 beliebig gut approximiert werden kann. Sei Im(A) < 0 und

C = /dxei’\"”F(x).
R
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Fiir 6 > 0 und ¢ € C*((0,2)) mit 0 < ¢ <1und [¢ =1, setzen wir
fs(x) = F(z) — Ce ™6p(0x) .

Dann erfiillt f5 € C%(R) die Gleichung (5.4) und
Ifs — FIIP = C*° / dr ¥ () < C25? / dz p(6x)? < C% / d(6z) p(6x) < C% .
Fiir 3m(A) > 0 verwendet man ¢ € C*((—2,0)). Dies beendet den Beweis der Selbstadjungiertheit.

Dieser etwas ldngliche Beweis wurde so gefiihrt, weil die technischen Details weiter unten noch
verwandt werden. Der Vollstédndigkeit halber sei aber auch noch ein viel einfacherer Beweis gegeben.
Die Translation um ¢ € R ist definiert durch (U(¢)¢)(z) = ¢ (x—t). Dies ist offensichtlich eine unitéire
Abbildung auf L*(R). AuBlerdem gilt die Gruppeneigenschaft U(¢)U(s) = U(t + s) und die starke
Stetigkeit kann auch iiberpriift werden. Nach dem Satz von Stone ist 7" dann als Generator dieser
Einparametergruppen selbstadjungiert.

Begriindung 2: Auf C(Rs) gilt mit dem gleichem Argument wie oben, dass
Ran(T — A1) = {f € Cy(Rsg) : /dxf(x)em = o} ,

und dass Ran(T — A1) dicht liegt fiir Sm()\) < 0. Aber fiir Im()\) > 0 ist e € L%(Rsy), also folgt,
dass '
Ran(T — A1) C (e™)*+

nicht dicht liegen kann. Hieraus folgt, dass T nicht selbstadjungiert ist.

Sei T ¢ T cC S nun eine selbstadjungierte Erweiterung (welche dann T erweitern muss). Sei
x € D(S), aber x ¢ D(T). Fiir Sm(\) <0ist T'— A1 : D(T') — H dicht, also existiert ein y € D(T)
mit

(T -y = (S— Az + v, |v|| = e.

Da T C S, gilt also
(S =AD)(z —y)l| = €.

Da S symmetrisch ist, gilt somit

e = [(S=AD)@—ylI* = (S =Re(ND) (z = y)|I* + Sm(A)*[lz — y|I* ,

sodass ||z — y|| = 0, d.h. x =y € D(T), im Widerspruch zu Obigem.
Begriindung 3: Wiederum gilt

Ran(T — A1) = {f c O%(I) - /dxf(x)em = o}.
Also folgt fiir alle A € C\ R, dass

Ran(T — A1) = (e™)*+, e e LA(I) .
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Somit ist 7' nicht selbstadjungiert. Nun kommen wir zur expliziten Konstruktion von selbstadjun-
gierten Erweiterungen. Sei hierzu a € (0, 27) und

D(T.) = {9 C(I) : g€ C(I), g(1) = eg(0)}

und T, = i-L. Offensichtlich gilt T C T,,. Zudem ist T,, symmetrisch, denn fiir f,g € D(T,) gilt:

(g = [ dn @ i gta)

~ [ @i @) + Telols
= (Tuflg) + f(Dg(1) — f(0)g(0)
= (T.flg) -

Behauptung: C (I) € Ran(T,, — 1\) und somit folgt die wesentliche Selbstadjungiertheit, weil C(I) C
L*(I) dicht ist. B
Begriindung: Sei f € C(I), suche g € D(T,), sodass

f=(Ta—A)g ef = zﬁ(ekg)-

Nun integrieren wir diese Gleichung

/ JC dye™f(y) = i(e™g(x) — g(0))

0

somit g(z) = e"*g(0) — i [, dy @~ f(y). Insbesondere soll gelten g(1)=e"*g(0), also wihlen wir

1 .
9(0) = 1 — eilatr) 2/ dy e~ f(y) .

0

Nun soll die Standardtechnik zur Konstruktion von anderen selbstadjungierten Erweiterungen,
also z.B. solchen, die nicht Dirichlet-Randbedingungen entsprechen, aufgezeigt werden.

Satz 5.37 und Definition Sei T ein abgeschlossener symmetrischer Operator. Dann ist
AeC w dim (Ker(A\1—T%)) € NU{oo}

konstant in jeweils der oberen und unteren Halbebene. Dies definiert die Defektindizes ny und n_.
Zudem definiert man die Defektunterrdume als

N: = Ker(il¥7T*) = Ran(il £7)* .

Beweis: (Ahnlich wie in Satz 5.18 (ii) = (iii)) Da T abgeschlossen und symmetrisch ist, folgt dass
Ran(A1 — T') ein abgeschlossener Unterraum ist, wenn nur A ¢ R. Also liegt folgende Zerlegung vor:

H = Ran(M1—T) P Ker(A1-T%), A&R.
Auflerdem gilt fiir A = v 4 iu:

1AL =T)z)* = [[(vD=T)2l* + p*ll=]* = w2 - (5.5)
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Es reicht zu zeigen, dass dim(Ker(A1 — 7)) lokal konstant ist. Sei also € C klein.
Behauptung: Wenn |n| < |u|, gilt Ker((A+n)1 —T%) NKer(A\1 — T*)*+ = {0}.
Begriindung: Sei € Ker((A +n)1 —T*) N Ker(Al — T*)* mit ||z| = 1. Dann ist € Ran(Al — T

und es existiert ein z mit (A1 — T)z = z, und wegen (5.5) gilt ||z|?> > p?||z||*. Andererseits

0 = (A+n)I-Talz) = (2|(A1—T)z) + 7a]2)

lzl* + 7 {xl2) |
was im Widerspruch zu |77 (z|z) | < %HxHQ < 1 steht. Also ist die Behauptung bewiesen.
Aus obiger Behauptung folgt nun die Gleichheit dim Ker((A 4+ 1)1 — 7%) = dim Ker(A1l — 7™) nach
folgendem Lemma. a

Lemma 5.38 Wenn & und F Unterridume eines Hilbert-Raumes sind, mit ENF+ = {0}, dann gilt
dim (&) = dim(F).

Beweis: Sei dim(€) > dim(F). Wiahle ONB wvy,...,v, von F und ergédnze durch einen weiteren
orthogonal darauf stehenden Vektor w € span(&, F). Dieser Vektor erfiillt w € £ und w L F, im
Widerspruch zur Annahme. Analog zeigt man die umgekehrte Ungleichung. a

Bemerkung 5.39 Mit dem gleichem Argument kann gezeigt werden, dass wenn T halbbeschrankt
ist, so folgt auch ny = n_. Aulerdem gilt, wieder mit dem gleichen Argument, dass wenn S = S* €
B(H) beschrinkt ist, so sind die Defektindizes von 7'+ S und 7" gleich.

Satz 5.40 (von Neumann) Sei T abgeschlossen und symmetrisch. Dann gilt:
(i) T hat eine selbstadjungierte Erweiterung <= ny = n_, wobei oo = oo mdglich ist.

(ii) Falls ny = n_, gibt es eine Bijektion zwischen den unitiren Abbildungen U : N — N_ und
den selbstadjungierten Erweiterungen Ty von T'. Explizit sind diese gegeben durch

D(Iy) = {z—y+Uy: 2€D(T), y€ Ny},
Ty(x—y+Uy) = Te—iy—iUy .

Bemerkung 5.41 Falls n, # n_, konnen wir wie im Beweis maximale abgeschlossene symmetrische
Erweiterungen konstruieren bis entweder n, = 0 oder n_ = 0.

Beweis: Wie oben folgt mit Satz 5.18, Implikation (ii) = (iii), dass Ran(7" + 1) abgeschlossen ist
und es die orthogonale Zerlegungen gibt:

H = Ran(T'+il)® Ny = Ran(T —il)&® N_ . (5.6)

Zudem sind
T+4il:D(T) — Ran(T +i1)

bijektiv, wobei die Injektivitit aus [|(T 4 i1)xz||? > (+1)?||z|]?* folgt.
Somit kann man die Abbildung

C(T) = (T —il)(T +i1)~*: Ran(T +il) — Ran(T — i)
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definieren. Wiederum ist C(7") isometrisch, weil ja fiir alle y € D(T)
1T +iyl* = 1Tyll* +llyl® = I(T =iyl
sodass Einsetzen von y = (T + 1) "' mit z € Ran(T + i1) zu
lz* = llc(T)[*
fithrt. Jetzt vervollstéandigen wir C(T') zu einem unitidren Operator (iiberall definierte Isometrie):
V =CT)oU:H—H,

wobei die direkte Summe geméf der ersten Zerlegung in (5.6) zu verstehen ist. Nun wird die Erwei-
terung definiert durch

Ty = CYV) = —i(Cc(MaeU+1)C(T)eU—-1)"

Behauptung: Ty ist wohldefiniert auf D(Ty), selbstadjungiert und eine Erweiterung von 7.
Begriindung: Seien z € Ran(T + il) und y € N,. Dann gilt (z|y) = 0 und

CTYoU—-N)(z4+y) = CT)z—z24+Uy—y
= o+Uy—vy

wobei
v = (C(T)—Mz = (T—il) — (T +iD))(T +4il) 2 = —2i(T +4il)"'2 € D(T) .
Somit folgt gem#f der Definition von D(Ty), dass
C(T)®U - 1)~ : D(Ty) = Ran(C(T) & U — 1) — Ran(T +il) & N, = H .

Hieraus folgt auch fiir v + Uy — y € D(1y), dass

To(z—y+Uy) = —ilC(T)dU+)C(T)dU 1) (z —y+ Uy)
= —i(CT)eU+1)(z+y)
= —i(C(T)eU+1) (% (T+i]1)$+y) , weil z = %(T—l— Dz

= —i(C(T) + ]1) 5 (T+z]1)a:—z(U+]l)y, weil (y[(T'+ il)z) =0
= Tx—Uy—1y .

Somit ist die definierende Formel geklért, sowie die Tatsache, dass Ty eine Erweiterung von 7T ist.
Nun iiberpriifen wir zunéchst, dass Ty symmetrisch ist:

(Tyz|"y = i{(V V+]1)z|z>
= z<z V*+]l (V* — >
iV + vyt 2
= i (z|(1+V)(1- V > \TUz
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GeméB Satz 5.40 ist jetzt Ty selbstadjungiert, falls A € C\R & o(Ty). Somit berechnen wir

AM—Ty = M—i(V+1)(V—1)"
= AV =1)—i(V+D)(V-1)"

- —(A—z‘)(jfj—V) V-1,

sodass 4 = C7'()\) ¢ S! und

existiert in der Tat. O
Beispiel 5.42 Wie oben sei T' = i-L auf Ck (1) C L*(I) fiir I = (0,1). Dann ist
Ni = Ker(i Fi0,) = span{e*} , ny=n_=1.
Somit wird U : N, — N_ gegeben durch
Ue* = ePel™ | pe0,2m) .

Dann ist der Definitionsberich gegeben durch

g(x) = f(x)+c(—e” +ePel™) feCyg), ceM.
Es gilt fiir c =1
. ) —1—|-e_iﬂe : . —1—|—6_w6
1) = —e+e? = —ef— o (—1+¢€Pe) = —P————(0).
g(1) = —e+e B (L) = — P g(0)
Setzt man also ,
- s—1+ e Pe
e = —ef—
—1 + effe

dann erhélt man den Definitionsbereich obiger expliziter Konstruktion.

Bemerkung 5.43 Falls n, = n_, kann die Wahl das Definitionsbereiches auch verstanden werden
als die Wahle einer Lagrange’schen Ebene in L C N, & N_ versehen mit dem indefinite Skalarprodukt

induziert durch J = —iT™* = (1

0 _01) . Diese Lagrange’sche Ebene L ist beschrieben durch U mittels

{5 e}

Nun ist D(Ty) = D(T) + L und Ty = T*|p(z,), was wegen

" ((}@ - (—_ﬁy) |

mit obigem iibereinstimmt.
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