KAPITEL 5

Separable Korpererweiterungen

1. Differenzieren von Polynomen

In der Analysis kennt man Formeln fiir das Differenzieren von Polynomen mit Koeffizienten aus R. Diese
Formeln kann man benutzen, um ,, Differenzieren“ fiir Polynome mit Koeffizienten aus einem beliebigen
Korper einzufiihren.

DEFINITION. Ist K ein Korper und f € K[z] ein Polynom mit
n
f(x) =ag+ a1+ ax® + - + apa" = Zaixl,
i=0
so definiert man die Ableitung f’ von f durch

n
fl(x) = as + 2a0x + - + (n — Daz" ' = Ziaixi_l.
i=1

Die bekannten Ableitungsregeln gelten auch hier:

SaTz. Ist K ein Kérper, sind f,g € K[z] und a,b € K, so gilt:

(1) (Summenregel) (af + bg)' (x) = af’'(z) + bg'(z).
(2) (Produktregel) (fg)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).
(3) (Kettenregel) Ist h(z) = f(g(x)), so gilt W' (z) = f'(9(x))g (z).

Beweis: Sei f =37 a;x" und g = 377" bja’. Bei Bedarf konnen wir auch n = m annehmen, indem wir

Gpt1 = Gpya = -+ =0 oder by41 = by = --- = 0 ergénzen.
(1) Esist
(af(x)+b(z)) = (aZaixi + bz bix') = (Z(aai + bb;)z') = Zi(aai + bb;)z !t =
i>0 i>0 i>0 i>1
= a) dax by iba' ! =af (z) + by (v).
i>1 i>1
Dies beweist die Summenformel.
(2) Es gilt
f(x)g(x) = (Z aixi)(z bja’) = Z( Z abj)a”.
i>0 §>0 k>0 k=itj
i>0
j=0
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Damit erhalten wir

F@)g@) + f@)g @) = (Yiaa)(3 b)) + (3 aa) (Y jbyad ) =

i>1 >0 i>0 i>1
= E E iaibjx”j*l%— E E jaibjx”j*l =
i>1 >0 i>0 j>1
1
= (D iab)at i) (D jab)at ! =
k>1 k=i+j k>1 k=i+j
i>1 i>0
§>0 §>1
= (D iab)at ) (D jab)at ! =
k>1 k=itj k>1 k=itj
i>0 i>0
7=>0 7=>0
k—1
= E E( g a;bj)z :(E ( g azb])x) =
k>1 k=i+j k>1 k=i+j
i>0 i>0
3>0 7>0
/
:(g(g ) (gax bej):( x)g(x))
k>0 k=i+j >0 7>0
i>0
Jj=0

Dies beweist die Produktformel.
(3) e Wir beweisen zunéchst durch Induktion, dass fir i > 1

(9(2)") = ig(z)"~"g' ()

gilt.
Fiir i = 1 folgt die Aussage mit der iiblichen Konvention g(x)° = 1.
Sei nun 7 > 1 und die Aussage bereits fiir g(z)! bezeigt. Mit der Produktregel folgt:

(9(x) Y’ (9(2))) g(x) + g(x)'g (x) = ig(x)' g (x)g(x) + g(x)'g (x) =
= (i+1)g(x)'d (2).

Dies beweist die Behauptung.
e Sei nun f(z) = Y1 jaz'. Mit f/(z) = Y., ia;2""! und der Summenregel ergibt sich
dann

(f(g(2)))’

B (Z i“ig(x)H) g'(z) = f'(9(2))d (2),

wie behauptet. B

Der folgende Satz zeigt einen wichtigen Unterschied zwischen Korpern der Charakteristik 0 und der
Charakteristik p.

SATZ. Sei K ein Kérper und f € K|x]. Dann gilt:
(1) Ist char(K) =0, so gilt

f'=0 <= fcK, dh f istkonstant.
(2) Ist char(K) = p, so gilt
=0 <= f(x)=g(z?) fir ein Polynom g € K|z].
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Beweis: Sei f = Z?:o a;z*, wobei wir 0.E. n > 1 annehmen koénnen. Dann ist
n
r_ PSR R 2 3 n—1
= 14, = a1 + 2asx + 3azx” + 4dasx” + napT .
i=1

(1) Im Fall char(K) = 0 gilt:

=0 <= dag;=0firaleie{l,....,n} <= qa;=0firalleie{l,...,n} <+
— fekK.
(2) Im Fall char(K) = p gilt:
ff=0 <= dag;=0firalleiec{l,...,n} <=
<~ da;=0fiiralleie{l,...,n} mit pti <
— g =0firalleie{l,...,n}mitpfi <<~
— fzzapjxmzzapj(xp)j —
>0 >0
—  f(z) = g(2P) mit g(z) = Zamzj.
Jj=0

2. Separable Polynome

DEFINITION. Sei K ein Korper mit algebraischem Abschluss K und f € K[z] ein Polynom vom Grad
> 1. Uber K erhalten wir dann eine Zerlegung

f=clea—a))®...(z — )
mit paarweise verschiedenen Zahlen aq,...,0n € K und ei,...,e, € N und c € K*.

(1) Man sagt, die Nullstelle a; ist einfach, wenn e; = 1 gilt.

(2) Man sagt, a; ist eine mehrfache Nullstelle von f, wenn e; > 2 gilt.
(3) Sind alle Nullstellen von f einfach, so nennt man f separabel.

(4) FEin Polynom mit mehrfachen Nullstellen nennt man auch inseparabel.

Beispiel: Das Polynom f = 22 — x = x(x — 1) ist separabel, das Polynom g = 2® — 22 = 2%(z — 1) ist
nicht separabel.

Man kann einem Polynom schon iiber dem Grundkérper ,,ansehen®, ob es separabel ist oder nicht.
SaTz. Sei f € K[z] ein Polynom vom Grad > 1. Dann gilt:
[ separabel <=  goT(f, f')=1.

Beweis:

e —> Sei f separabel. Dann gibt es paarweise verschiedene a1, ..., a, € K mit

f:c(mfal)...(zfan):cn(xfai).

Es folgt

f/:cz H (m_aj)v

i=11<j<n
J#i
und damit .
Flag)=cY JI (x—a))=c [] (x—ay)#0.
i=11<j<n 1<j<n
J#i Jj#k

Also gilt  — ay 1 f fiir alle k, und damit
geT(f. f) =1
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e < Wir nehmen an, f wére nicht separabel. Dann hétte f eine mehrfache Nullstelle o im
algebraischen Abschluss. Wir kénnen dann zerlegen f(z) = (z — a)?g(z) mit einem Polynom
g € K|[z]. Es folgt

f'(@) =2(x — a)g(z) + (z — @)’/ (z) = (z — a) - (29(x) + (z — a)g/(x))
alsoz —a | f und z — a | f’, was insbesondere
ggT(f, f") #1

liefert, ein Widerspruch zu Voraussetzung ggT(f, f/) = 1. Die Annahme war also falsch, d.h. f
ist separabel. &

Beispiele: Fiir f = 22 —z = z(z — 1) gilt f/ = 2z — 1 = 2(z — 1), also ist ggT(f, f’) = 1. Fiir
g=a%—a? =2?(x — 1) gilt ¢’ = 32% — 2z = 3z(x — 2), also ist ggT(f, f') =z # 1.

Die Situation wird noch einfacher, wenn man irreduzible Polynome anschaut:

SATZ. Sei f € K[x] ein irreduzibles Polynom. Dann gilt:
f separabel — f'#0

Beweis: Wir unterscheiden zwei Falle:

e Fall f/ = 0: Dann gilt ggT(f, f') = f # 1. Nach dem letzten Satz ist dann f nicht separabel.
e Fall /' = 0: Dann ist 0 < grad(f’) < grad(f) — 1. Da f als normierte Teiler nur 1 und f hat,
bleibt nur die Méglichkeit ggT(f, f') = 1. Nach dem letzten Satz ist f separabel.

Es folgt die Behauptung. B

SATZ. Hat K Charakteristik 0, so ist jedes irreduzible Polynom separabel.

Beweis: Sei f = ap2™ + ap_12" "1 + -+ € K[z] mit n > 1 und a,, # 0. Dann gilt
f=napa™ ™t + ...

Wegen Q C K ist n # 0 in K, also auch na,, # 0, was f’ # 0 und damit nach dem vorangegangenen Satz
die Separabilitdt von f liefert. m

SATZ. Ist K ein endlicher Korper, so ist jedes irreduzible Polynom separabel.

Beuweis: Sei f € K|[z] irreduzibel und normiert. Sei & € K eine Nullstelle von f, sodass f das Minimalpo-
lynom von « iiber K ist. Sei p? = |K()|. Dann gilt a?” = a, d.h. a ist Nullstelle des Polynoms a?* — z.
Es folgt

f(z) | P

. d
Nun ist aber P — x separabel wegen

(xpd —m)/ =—-1#0.

Daher ist auch f separabel, was gezeigt werden sollte. B

Bemerkung: Im letzten Beweis haben wir die offensichtliche Aussage benutzt, dass Teiler separabler
Polynome separabel sind.

DEFINITION. FEin Korper K heifit vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom aus K|x] separabel ist.
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Beispiel: Korper der Charakteristik 0 und endliche Korper sind vollkommen.

Beispiel: Der Quotientenkorper F,(t) des Polynomrings F,[t] ist nicht vollkommen. Da ¢ ein Primelement
in Fp[t] ist, ist 2P —t € F,(¢)[x] nach Eisenstein irreduzibel. Das Polynom hat aber Ableitung 0, ist also
nicht separabel.

Man kann die Vollkommenheit eines Korpers der Charakteristik p auch noch anders charakterisieren:

SATZ. Sei K ein Korper der Charakteristik p. Dann gilt:
K ist vollkommen — KP=K,
wobei KP = {a? :a € K}.

Bewets:

e —> Da KP? C K gilt, miissen wir noch die umgekehrte Inklusion zeigen. Sei also a € K. Wir
wollen zeigen, dass a € KP? gilt. Sei « € K mit o? = a. Sei f € K[z] das Minimalpolynom von «
iiber K. Nach Voraussetzung ist f irreduzibel und separabel. « ist auch Nullstelle des Polynoms
g=aP —a € K[z]. Also gilt f | g. Nun ist aber g = 2? —a? = (z — a)?. Da f | g gilt und f
separabel ist, folgt f = x — a, also a € K. Es folgt a € KP, was wir zeigen wollten.

o < Sei f € K|[z] ein irreduzibles Polynom. Wir miissen zeigen, dass f separabel ist. Angenom-
men, f ist nicht separabel. Dann ist f' = 0, es gibt also ein Polynom ¢ € K|[z] mit f(z) = g(zP).
Seig=7>, a;x'. Wegen a; € K = KP gibt es b; € K mit a; = b?. Es folgt

f(z) =g(a") = Zaixpi = bexpi = Z(bimi)p = (Z bmﬂ)p.
i>0 i>0 i>0 i>0

Also ist f reduzibel, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Annahme war also falsch, d.h. f
ist separabel. B

3. Separable Korpererweiterungen

DEFINITION. Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung.

(1) Ein Element € L heif$t separabel iiber K, wenn das Minimalpolynom m, x € K|x] separabel
15t.
(2) L heifit separabel iiber K, wenn jedes Element o € L separabel iiber K ist.

Der folgende Satz ergibt sich direkt aus den vorangegangenen Uberlegungen:

SATZ. Ist K wollkommen, so ist jede algebraische Erweiterung L separabel iber K. Insbesondere ist dies
der Fall, wenn K Charakteristik O hat oder ein endlicher Kérper ist.

Der folgende Satz gibt es einfaches Kriterium fiir eine separable Koérpererweiterung in Charakteristik p.

SATzZ. Sei L|K eine endliche Korpererweiterung und char(K) = p. Dann gilt:
pt[L: K] = L|K separabel

Beweis: Angenommen, L|K ist nicht separabel. Dann gibt es ein a € L, sodass « iiber K nicht separabel
ist. Ist also f € K|x] das Minimalpolynom von «, so ist f nicht separabel. Daher ist f = 0. Also gibt es
ein Polynom g € K[x] mit f(z) = g(«P). Es folgt

[K(a) : K] = grad(f) = p - grad(g),

woraus natiirlich sofort p | [L : K] folgt, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Annahme ist also falsch,
die Behauptung also richtig. ®
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4. Der Satz vom primitiven Element II

Wir haben einen ,,Satz vom primitiven Element® in folgender Form kennengelernt: Ist L|K eine endliche
Kérpererweiterung mit nur endlich vielen Zwischenkérpern F, so gibt es ein @« € L mit L = K(a). Wir
werden jetzt eine andere Variante kennenlernen, die praktisch bedeutsamer ist.

LEMMA. Sei L|K eine algebraische Erweiterung und o, B € L separable Elemente mit Minimalpolynomen
f=max € K[z] und g =mp i € K[z]. Sei M ein Oberkérper von L, iber dem f und g in Linearfaktoren
zerfallen:

f@)=@@-a)(z—a)...(x —am) und glx)=(x—p0)(x—PF2)...(x — Bn),

also ag,...,m, Bay...,0n € M. (Da a und 3 separabel iber K sind, sind die Elemente o, g, ...,y
paarweise verschieden, ebenso die Elemente 3, o, ..., By.) Sei
A={E"% 9 <i<m,2<j<n}U{0}
Bi—B

Dann gilt fiir jedes Element ¢ € K \ A
K(a, ) = K(a+cp).
Beweis:
(1) Fiir ¢ € K betrachten wir
ve=a+cB und h.(r) = f(y. — cx) € Mz].
Natiirlich gilt K (v.) € K(«, 8). AuBerdem gilt h.(z) € K (v.)[x].

(2) Esist
he(z) = f(ve—cz)=fla+cf—cx)=
= ((onrcﬂfcx)—oz)~H((a+cﬂfc:c)fozi) =
= c¢(f-z): H((Oz — ;) — c(z = B)),
also
he(B) =0
und fir2<j<n
he(B5) = e(8=8;) [J((er— i) = e(8; — B)) =
= ¢ _A. R m—1 Q- —c) =
= B-B)B; - ) E(ﬁj —5 9

Ist also ¢ € A, so gilt
he(B;) 0 fir2 <j <n.
(3) Sei ce K\ A. Dann ist
g(@)=(z=B) (& —Pf2)...(x = Bn), he(B)=0 und he(f;)#0fir2<j<n,
und somit in M [x]
28T (g(z), he(x)) = 2 — 3.

Nun sind g(x), he(x) € K(7.)[z]. Da die ggT-Berechnung in dem Korper bleibt, iiber dem die
Polynome definiert sind, folgt

r—pB €Kz, also BeK(y)
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Aus a = v, — ¢f folgt dann auch o € K(7,.), und damit K(«, ) C K(v.). Da wir zuvor schon
K(~.) € K(a, 8) bemerkt haben, folgt
K(a, ) = K(7e)-

Dies wollten wir zeigen. B

Beispiel: Seien m,n € Q* \ Q*?, sodass gilt mn ¢ Q*2. Seien «, 3 € C mit

a>=m, B*>=n.

Dann ist

ap=—a und fo=-0
und

oa—og o+ « _

Ba—p —B-5 B’
also

Q
A= {—B, 0}.
Wire —G € Q, so wiire ™+ = (—%)2 € Q*2, also auch mn = o -n? € Q*2, was wir ausgeschlossen hatten.
Daher gilt
ANQ={0}.
Daher gilt
Q(, 8) = Q(a + ¢p) fiir alle c € Q\ {0}.
Schreiben wir y/m fiir a und +/n fiir 3, so gilt also

Q(v/m,vn) = Q(v/m + cy/n) fiir alle c € Q \ {0}.

Wie zuvor bei der ersten Version des Satzes vom primitiven Element ergibt sich folgender Satz:

SATz (Satz vom primitiven Element II). Sei L|K eine endliche separable Kérpererweiterung.
(1) Dann gibt es ein o € L mit
L =K(a).
(2) Sind aq,...,a, € L mit
L=K(a,...,an),

so gibt es co,...,c, € K mit

L=K(ag + coaa+ -+ cpa).

FoLGERUNG. Ist L|K eine endliche Korpererweiterung und

o K wollkommen oder
e K endlich oder
e char(K) =0,

so gibt es ein aw € L mit

Wir geben noch eine weitere Folgerung an.

FOLGERUNG. Ist L|K eine (nicht notwendig endliche) separable algebraische Kérpererweiterung, sodass
ein n € N existiert mit

[K(B8): K| <mn firallep €L,
so gilt [L: K] <mn und es existiert ein « € L mit L = K(«).
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Beweis: Wir konnen o.E. n minimal wéhlen mit der angegebenen Eigenschaft, d.h.

n=max{[K(8): K]: 8 € L}.
Sei @« € L mit [K(«) : K] = n. Sei nun 8 € L beliebig. Wire 8 ¢ K(«), so wire [K(«, ) : K| > n,
andererseites gébe es nach dem Satz vom primitiven Element ein v € L mit K(«, 8) = K(v). Dann wére

aber [K(v) : K] = [K(«, 8) : K] > n, im Widerspruch zur Definition von n. Also gilt § € L, und damit
LC K(a),also L =K(x). m

Bemerkung: Verzichtet man auf die Voraussetzung ,,separabel®, so muss die Aussage nicht mehr stim-
men. Sind beispielsweise z,y Unbestimmte tiber F,, setzt man K = F,(aP,y?) und L = F,(z,y), so gilt
[L: K] =p? aber [K(3) : K] € {1, p} fiir alle 8 € L.

5. Separabilititsgrad

Vorbemerkung: Ist « separabel iiber einem Koérper K, so ist zunédchst nicht klar, warum alle Elemen-
te von K («) separabel iiber K sind. Um dies zu zeigen, werden wir wieder Koérperhomomorphismen
betrachten.

DEFINITION. Fiir eine algebraische Korpererweiterung LIK werde definiert
Homg (L,K) = {0 : L — K ist K-Homomorphismus}.
Der Separabilitiatsgrad [L : K|, wird definiert als
[L: K], = |Homg (L, K)|.

SATz. Sei K ein Korper und o algebraisch diber K mit Minimalpolynom f € K[x]. Seien aq,...,an € K
die paarweise verschiedenen Nullstellen von f im algebraischen Abschluss K.
(1) Dann ist
Homg (K (a), K) ={o1,...,0+},
wobei o; durch o;(a) = a; gegeben ist. Es ist also

[K(a) : K]s =7
(2) FEs gilt [K(a) : K]s < [K(a) : K].
(3) Es gilt
o separabel iber K = [K(a): K], =[K(a): K].
Beweis:

(1) Dies haben wir bereits gesehen, als wir die K-Homomomorphismen K (a) — K beschrieben
haben.

(2) Da f hochstens soviele verschiedenen Nullstellen hat, wie der Grad angibt, gilt r < n, also
[K(a): K]s < [K(a) : K.

(3) « ist genau dann separabel, wenn das Minimalpolynom separabel ist, wenn also r = n gilt. Dies
ist aber dquivalent mit [K(«) : K]y = [K(«) : K]. &

Sind K C L C M Kérpererweiterungen, so kennen wir die Dimensionsformel/Gradformel
[M:K]=[M:L]-[L:K].

Wir werden zeigen, dass eine entsprechende Formel auch fiir den Separabilitdtsgrad gilt.

SATZ. Seien K CLC M CK algebraische Korpererweiterungen und
Homg (L, K)={o;:i€ I}, Homp(M,K)={rj:j€ J}.
Wir setzen die K-Homomorphismen o; : L — K irgendwie zu K-Homomorphismen ¢; : K — K fort.
Dann gilt o
Homg (M,K)={c;07;:ie€1,je€ J},
wobei die Elemente o; o T; paarweise verschieden sind.
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Beweis:

e Seig: K — K und 7; : M — K gegeben. Dann ist 0, 07; : M — K und fiir a € K gilt

(i o 75)(a) = 0i(7j(a)) = 0i(a) = 0s(a) = a,
also gilt o
gioT; € Homg (M, K).

e Sei p € Homg (M, K) gegeben. Dann gilt natiirlich p|;, € Homg (L, K), also gibt es ein o; mit
plL = 0; = 7|1 Daher ist 5; ! o p die Identitéit auf L. Wir kénnen &; ! o p also als Element von
Homp, (M, K) auffassen. Es gibt daher ein 7; mit &; ' o p = 7;. Es folgt

p = 51 O Tj.
e Es gelte
o

1 Ole = 04y O’Tj2.

Fiir alle a € L folgt wegen 7j, (o) = o und 75, () =

Oiy (a) = 52'1 (a) = (511 ° le)(a) = (522 ° Tj2)(a) = 51'2 (a) = Oiy (Oé),

also 0y, = 04,. Daraus folgt o;, = 0, und daraus sofort 7;, = 7;,.

Aus dem letzten Satz folgt sofort:

SATZ. Seien K C L C M C K algebraische Korpererweiterungen. Dann gilt fir die Separabilititsgrade
[M:K]s=[M:L]s-[L:K]s.

Damit kénnen wir nun separable Korpererweiterungen gut charakterisieren.

SaTz. Sei L|K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(1) L|K ist separabel.
(2) Es gibt ein tiber K separables Element o € L mit L = K(«).
(3) [L:K]s=[L:K].

Beweis:

(1)==(2) Das folgt aus dem Satz vom primitiven Element.
(2)=(3) Dies wurde im letzten Satz gezeigt:

[L:K]s=[K(a): K]s=[K(a): K] =[L: K].

e (3)=(1) Sei B € L ein beliebiges Element. Wir miissen zeigen, dass  separabel iiber K ist.
Es ist

[K(B): K]s < [K(B) : K], [L:K(B)]s <[L:K(B)
und

L:K)=[L:K],=[L:K(8),-[K(8): K], < [L: K(8)]-[K(8): K] = [L: K],

woraus sofort
[L:K(B)ls =[L:K(B)] und [K(B): K| =[K(B): K]
folgt. Daher ist 3 separabel iiber K, wie behauptet. B

SATZ. Seien K C L C M algebraische Korpererweiterungen. Dann gilt:
M|K ist separabel <=  M]|L und L|K sind separabel.

Beweis:
e — Dies folgt schnell aus der Tatsache, dass Teiler separabler Polynome wieder separabel sind.
e < Ist M|K endlich, so folgt aus [M : L]y = [M : L] und [L : K]; = [L : K] sofort [M : K| =
[M : K], was zeigt, dass M |K separabel ist. Auf den Beweis der allgemeinen Aussage verzichten
wir hier. ®
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Bemerkung: Ist L|K eine algebraische Kérpererweiterung, so kann man nun einfach zeigen, dass
Lgep = {a € L : a separabel iiber K}

ein Unterkorper von L ist, der sogenannte separable Abschluss von K in L.

6. Spur und Norm bei separablen Kérperweiterungen

Fiir eine endliche Kérpererweiterung L|K hatten wir Spur Sppk : L = K und Norm Ny x : L — K wie
folgt definiert: Ist wy,...,w, eine K-Basis von L, so gibt es fiir jedes a € L eine Matrix A(a) € M, (K)
mit

Dann ist
Sprk (@) =sp(A(a)) und  Npjg(a) = det(A(a)).

(Bei Basiswechsel wird aus der Matrix A(«a) eine Matrix S™1A(a)S mit S € Gl,,(K).) Die Zuordnung o
A(a) ist ein K-linearer Ringhomomorphismus K — M,,(K). Im Fall einer separablen Kérpererweiterung
konnen wir Spur und Norm auch anders beschreiben.

SaTz. Sei L|K eine endliche, separable Kérpererweiterung vom Grad n und
oi:L—=K, i=1,...,n,

die K-Homomorphismen von L in einen algebraischen Abschluss K. Dann gilt:

Spr ik (a ZO’Z )=o1(a) +---+op(a) und Npg(a Hal )=o1(a)...on(®).

Beweis:

(1) Sei L|K eine endliche, separable Kérpererweiterung. Wir kénnen K C L C K annehmen.
Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es ein § € L mit L = (@ el f € K[x] das
Minimalpolynom von 3 iiber K. Seien f1, ..., 3, die Nullstellen von f in K. Dann ist

f=@—=p1)...(x = Bn).

Da f separabel ist, sind die Element 081, ..., B, paarweise verschieden. Die K-Koérperhomomor-
phismen L — K werden dann durch
oi(B) = B
definiert.
(2) Seiwy,...,w, € L eine K-Basis von L. Wir betrachten die rationale Darstellung:
w1 w1
al @ | =Aa) [ ¢ | mit A(a) € M,(K).
Wn Wn

(3) Das charakteristische Polynom von A(/3) ist das Minimalpolynom von 3, also f = (z—/1) ... (z—
Bn). Da die Elemente (31, ..., 3, paarweise verschieden sind, ist A(3) iiber K diagonalisierbar,
d.h. es gibt eine Matrix S € GL,,(K) mit

b1 o1(B)
S_lA(B)SZ =
Bn O'n(ﬂ)
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(4) Seinun « € L ein beliebiges Element. Wegen L = K () kénnen wir schreiben a =3 ¢; (7 mit
¢; € K. Dann gilt

STTA(@)S = STTAD ¢S =D ¢;(STTAB)S) =

o1(B) 7 >, cioi(B)
= ZC] ‘.- = '.. ‘ =
J on () 25 ¢ion(B)

0'1(0[)

Un(a)

Durch Spur- und Normbildung folgt aus der letzten Darstellung die Behauptung. m
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