Vorlesung ,, Korpertheorie“ (Sommersemester 2024 )

Ubungsblatt 4 (8.5.2024-15.5.2024)

Mit P werden Prasenzaufgaben, mit H Hausaufgaben bezeichnet.
Prasenzaufgaben

Aufgabe P16: (Inspiriert von einer Staatsexamensaufgabe) Sei a = v/5 € R und L = Q(«).

(1) Bestimme das Minimalpolynom f von « iiber Q.

(2) Bestimme die Primfaktorzerlegung von f in L[z].

(3) Sei K ein echter Zwischenkérper der Erweiterung L|Q und gx € K[z] das Minimalpolynom von
« iiber K. Welche Moglichkeiten gibt es fiir die Primfaktorzerlegung von gx in L[x]? Was folgt
fir K7

(4) Bestimme alle echten Zwischenkorper der Erweiterung L|Q.

Aufgabe P17: Gegeben seien die komplexen Zahlen { = *HTM, a = /2 und B = (V2. Aus Aufgabe
H7 wissen wir, dass [Q(«, 8) : Q] = 6 gilt. Zeige:

(1) Das Minimalpolynom von a + f3 ist o3 + 2.

(2) Das Minimalpolynom von o — 3 ist % + 108.

(3) Es gilt Q(a+ 8) € Q(a, B) und Q(a — 8) = Q(av, B). (v — B ist also ein primitives Element der

Erweiterung Q(«, 8)|Q.)

(Es darf das auf diesem Blatt angegebene Irreduzibilitdtskriterium fiir Polynome des Typs 2™ — a ver-
wendet werden.)

Irreduzibilitétskriterium: Ist K ein Korper, n € N>5 und a € K*, sodass gilt
e a ¢ {cP:ce K} fiir alle Primzahlen p mit p | n,
e a g {—4c*:ce K}, falls 4 | n,

so ist das Polynom z™ — a € K|[z] irreduzibel.

Aufgabe P18: (Inspiriert von einer Staatsexamensaufgabe) K sei ein Kérper der Charakteristik p # 0,
L|K sei eine Kérpererweiterung vom Grad p?, es gebe Elemente u,v € L mit L = K (u,v) und u?,v? € K.
(1) Zeige, dass gilt [K (u)(v) : K(u)] = [K(u) : K] = p, und folgere, dass (u'v?)o<i<p—1,0<j<p—1 €ine
K-Basis von L ist.
(2) Zeige, dass fiir £ € L\ K gilt £ € K und folgere [K (&) : K] = p. (Insbesondere besitzt die
Korpererweiterung L|K kein primitives Element.)
(3) Fiir A € K sei ein Zwischenkérper K C My C L definiert durch

My = K(u+ \v).
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Zeige: Fir A\, p € K gilt
AfEp = My#M,.
(Ist K unendlich, so gibt es also unendlich viele Zwischenkorper M)y.)

Aufgabe P19: Sei a = V/2 € R, K = Q(a) und

B =342a+a>

2 eine Q-Basis von K?

1) Warum ist 1, o, &

2) Bestimme die 3 darstellende Matrix A(f3) beziiglich der Basis 1, a, .
3) Bestimme das charakteristische Polynom xg, x|q(x) von 3.
4) B
5) B

estimme Sp(8) und Ny g(B).
estimme das Minimalpolynom von  iiber Q.
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Aufgabe P20: (Staatsexamensaufgabe) Der Kérper K enthalte einen endlichen Teilkérper, der aus den
n Elementen ay,...,a, bestehe. Man beweise: Fiir jedes Element a € K gilt

a"—a:H(a—ai).

i=1



Hausaufgaben]
Aufgabe H10: (Teil einer Staatsexamensaufgabe) Man zeige 1 +v/2 € Q(v/2 +v/3).

Aufgabe H11: Sei a = v2 € R, K = Q(a) und

B=1+a, y=2+4+0> 6&=3+a’.
(1) Warum ist 1, o, %, a® eine Q-Basis von K?
(2) Bestimme die «,f3,7,d darstellenden Matrizen A(«), A(8), A(7), A(S) beziiglich der Q-Basis
1,0, 02, 0.
(3) Bestimme die charakteristischen Polynome von «, 3,7, d. (Hinweis: Die Verwendung geeigneter
Software ist zuléssig.)

(4) Bestimme die Spuren und Normen
SPkio(@), SPrie(B); SPrie(Y): SPk(d)
und
Nijg(@), Ngig(B), Ngo(), Ngig(d).
(5) Bestimme das Minimalpolynom von . In welchem Zusammenhang steht es zum charakteristi-
schen Polynom von ~7?

Aufgabe H12: Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und x eine Unbestimmte iiber K. Die Chebyshev-
Polynome 1. Art T,,(z) € K[z] werden rekursiv durch
To(x) =1, Ti(z)=z, Th(z)=22T,_1(x)— Th_o(z) fiir n >2
definiert.
(1) Berechne T, () fir 0 <n < 9.
(2) Zeige, dass fiir u € K* und n > 0 gilt
1 1 1 1
T, (=(u+=)) = (" + —).
(304 ) = 50+ )

(3) Folgere aus (4) durch geeignete Wahl von u, dass fir K =R, n > 0 und ¢ € R die Bezichung
T, (cos p) = cos(nep)
gilt.

(Fiir n € N ist cos 2%

n

also Nullstelle des Polynoms T, (x) — 1, insbesondere algebraisch iiber Q.)

1Abgabe der Hausaufgaben bis 15.5.2024, 10:00 Uhr in den Ubungskisten oder in den Ubungsgruppen



