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1 Mengen, Relationen, Zahlen

Georg Cantor (1845-1918): " Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohl bestimmten und wohl
unterschiedenen Objekten zu einem Ganzen.”

Objekte heiBen Elemente.

X Menge

Beispiel und Bezeichnungen: X = {z,y,Z}
x € X "x Element von X" ahnlich: u ¢ X
Bezeichnung fiir die leere Menge: ()
Allgemeine Definitionen:

AC X EERYE (e 4 — g€ X)
Potenzmenge P(X) ={A| AC X}
Beispiel: X = {z,y, 7}
— PX) ={0.{z} {v}, {2} Az, v} {y. Z} {2, 2}, {2, y, Z}}
Operationen auf Mengen:
Vereinigung AUB={r€ X | z€ Aundzxe€ B}
Durchschnitt AN B ™
Differenz A\B = A ohne B={a € A|a ¢ B}
Komplement von A C X in X: CxA = X\A (oft auch A° =(xA)
Mengentheoretisches Produkt

AxB =, { (ab) |a€Aundbe B}

definiert als geordnetes Paar

Regeln: fir AC X und B C X:

Idempotenz AUA=A ANA=A

Kommutativitit AUB =BUA ANB=BNA

Assoziativitait AU (BUC)=(AUB)UC ANn(BNC)=(AnB)NC
Distributivitit AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)
Morgan-Regeln  Cx (AU B) = (CxA4) N (CxB) Cx(AnB)=(xA)uU((CxB)

Begriindungen (weil Regeln), z.B. 1. Morgan—Regel:

darau

2 €lx(AUB) 2% g AuB

— x¢A und z¢B
— r€lxA und ze€CyxB
_—

x € (ExA) N (CxB),

also Cx (AU B) c (CxA) N (CxB).
Ahnlich (durch Umdrehen der Implikation): (CxA) N (CxB) c Cx(AU B)
Viele weitere elementare Regeln, z.B.:



1.1 Definition X,Y Mengen
Eine Abbildung f : X — Y ordnet jedem x € X genau ein f(x) € Y zu.
X heiBt Definitionsbereich, x in f(x) heiBt Argument.
Y heiBt Wertebereich.

Bild(f) :={y e Y| Q/ reX mit f(x)=y} CY

"es existiert”

1.2 Definition f: X — Y Abbildung

(i) [ injektiv <= ( Y_ w2’ € X, x# 2 gilt f(z) # f(z'))

" fiir alle”
(ii) f surjektiv<—= (NVyeY Jzxz e X mit f(z)=y)
(iii) f bijektiv (eins—zu—eins, umkehrbar) <= f injektiv und surjektiv

Beispiel (mit Schulstoff) f:R — R

(i) f(x) = 2* nicht injektiv, nicht surjektiv
(il) f(x) = 2? bijektiv
(iii) f(x) = a® — z surjektiv, nicht injektiv
(iv) f(z) =z, dann f =id = idg

1.3 Definition f: X — Y Abbildung, dann ist f~! : P(Y) — P(X) definiert durch
f'(B)={reX|f(x)eB} fir BCY

Falls [ bijektiv ist, ist f~'({y}) einelementig ¥ y € Y und somit kann die Umkehrabbildung
[~ Y — X definiert werden durch f~'(y) :== f~'({y})

Achtung! f~! bezeichnet zwei verschiedene Objekte!
Zudem f~1 £ % (Letzteres ohnehin im Allgemeinen sinnlos)
Beispiel f:R —- R f(z)=2?
fHR)=1[0,00) , f7H[0,4]) =[-2.2] , fH(— oo ,4])=[-22]

~~

unendlich
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14Satz f: X —>Y , g:Y—>Z2 , h:Z—V Abbildungen
Definiere die Komposition:

gof:X—=2  gof(x)=yg(f(x)) fir ze€X
(i) Dann gilt das Assoziativgesetz:
ho(go f)=(hog)of
(i) foft=idy und flof=idx ,falls f bijektiv
(i) foidy =f idyof=f

Beweis (i) V2 e X gilt:
(ho(gof))(x) =h(go f)(x)) =hg(f(x))) = (hog)(f(x)) = (hog)e f)(x)

1.5 Definition Eine Teilmenge R C X x X heiBt eine Relation auf X. Dann
(i) R reflexiv<— (z,z) e R VzeX
(i) R symmetrisch <= ((x,y) € R <= (y,z) € R)
(iii) R antisymmetrisch <= ((z,y) € R und (y,x) € R = x =y)
(iv) R transitiv<— ((x,y) € Rund (y,z) € R = (z,z) € R)

1.6 Definition (i) Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation heiBt Halbordnung
auf X.

(ii) Eine Ordnung auf X ist eine Halbordnung, die zudem total ist, d.h. ¥ x,y € X gilt entweder
(x,y) € R oder (y,z) € R.
Anstelle von (z,y) € R schreibt man dann oft auch v < y.

(iii) Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation heiBt Aquivalenzrelation. Anstelle von
(x,y) € R schreibt man dann oft auch x ~ y oder x ~ y.

Beispiele
1. f: X — X Abbildung. Dann ist
R={(x, f(z)) |z € X} C X x X Relation, auch genannt Graph von f

R reflexiv <= f=idx <= R = {(z,z) |2z € X} Diagonale
Gegeben eine Relation R auf X. Dann gilt
R Graph einer Funktion

— VzrelX y € X mit (z,y) € R

El:l
~~

existiert genau ein

<~ ((z,y) € Rund (z,2) € R = y=2)
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2. (Mit Schulwissen)
Aquivalenzrelation auf den ganzen Zahlen Z = {...,—2,-1,0,1,...}

def. .
n~m <= n —m Vielfaches von 5

<= n — m durch 5 teilbar
<= n=m mod?H

Dann 2 ~ 7~ 12 ~ —3 etc.

Idee: Fasse alle dquivalenten Elemente zusammen zu so genannten Klassen.

1.7 Definition ~ A'quiva/enztelation auf X
[z] :={y € X |z ~y} Aquivalenzklasse von x
Elemente aus [x] C X heiBen Reprdsentanten von [x].

1.8 Satz Zwei Aquivalenzklassen [z],[z'] C X sind entweder gleich oder disjunkt.

Beweis
yer]nr] = y~x und y~2a
Symmetrie . o y und y~a
Trenstyit w2/ duh. (2] = [2']
Somit: nicht disjunkt => gleich (Umkehrung trivial) O

1.9 Definition ~ Agquivalenzrelation auf X. Dann definiere:
X/~ = {[z] | © € X} Menge der Aquivalenzklassen.
X/~ heiBt auch Quotient von ~.

Beispiel 7Z , ~ Gleichheit modulo 5
[1] :{1,6,11,—4,—9,._,}:{1+5.n ’ HEZ}: 1+ 57

Z/~=A{[0], [1], [2], [3], [4]} = {[1], [2], [3], [4], [5]}
Weitere Notationen: Zs = Z 104 5

Jetzt kommen wir zu den natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,...}. Was bedeuten die Punkte?

Bemerkung manchmal auch ohne die Null definiert, d.h. N ={1,2,...}, dann Ny = {0, 1,2,...}
Aximatischer Zugang zu den natiirlichen Zahlen mit Peano Axiomen:

1.10 Definition [Peano Axiome] N ist eine Menge mit ausgezeichnetem Element 0 € N (die Null)
und einer Abbildung N : N — N (die Nachfolgerfunktion) mit



(P1) N injektiv (N'(n) = N(m) = n=m)
(P2) 0 ¢ N(N) (0 hat keinen Vorgénger)
(P3) M C N mit 0 € M und der Eigenschaft N (M) = M. Dann M = N.



Bemerkungen

1. Dann identifiziert man

0 N(0) NWN(0)) NWNW(0))) ... N™(0)

0 1 2 3 n ’
wobei N" = N oN" ' =No...oN
n-mal

2. Konstruktion von N aus der Mengenlehre moglich:
0=0 , 1=N(0)=N(0)={0}=0uU{0} ,
N(1) ={0,{0}} =10 {1},
d.h. allgemein N (n) = n U {n} fir n #0
Dann beweist man, dass (P1), (P2) und (P3) gelten (siehe [3]).

3. Wir zeigen spater, dass N durch Definition 1.10 eindeutig bestimmt ist.

1.11 Definition (i) Addition natiirlicher Zahlen + :NxN — N durch n+0:=n

Dann induktiv (oder rekursiv) in m € N

n+Nm)=N( n+m )

schon bekannt
(ii) Multiplikation -:N x N — N Ghnlich durch

n-0 = 0

n-N(m) = n-m+m

(iii) Ordnung auf N
n<m < dkeN mit m=n-+k

Bemerkungen

1. Rechnen wie in der Schule, insbesondere Assoziativitat (n +m) + k = n + (m + k), Kom-
mutativitat n +m = m + n.

2. Uberprijfe, dass < tatsachlich reflexiv, antisymmetrisch, transitiv und total ist.
def. . . . .
3. n<m € n+1<m. Dannist < keine Ordnung (nicht reflexiv).

1.12 Satz (Wohlordnungsprinzip fiir N) Jede Teilmenge M C N, M # 0, besitzt ein Minimum,
dh.dmeM mitm<n VnelM.



Beweis Gegenannahme: M hat kein Minimum. Setze
S={seN|s<m VmeM}

Dannist 0 € S. Sei s € S, dann s ¢ M (sonst Minimum)
— s<m VYmeM
= s+1<m VmeM
= s+1€S

S =N = M = () Widerspruch.

Achtung: nicht jede Menge M C N, M # (), hat ein Maximum!

)

1.13 Satz (Prinzip der vollstandigen Induktion)

Gegeben eine durch N induzierte Folge von Aussagen A(n), n € N.

(Jede Aussage kann wahr oder falsch sein, z.B. eine richtige/falsche Gleichung.)
Es gelte:

(i) A(0) wahr (Induktionsanfang)
(if) V' n € N: A(n) wahr = A(n + 1) richtig (Induktionsschritt)
Dann ist A(n) wahr¥ n € N,
Begriindung Setze M = {n € N| A(n) wahr}.
Nach (i) ist 0 € M. Nach (i) ist N(M) c M &2y =N

Bemerkung (Variation mit dhnlichem Beweis) ny € N
(i) A(ng) wahr
(i) V' n > ng: (A(k) wahr fiir ng <k <n = A(n+ 1) wahr)
Dann A(n) wahr V' n > ny.

Beispiele

L Y ok=0+14+243+...+(n—1)+n=>,_k
/l\

Summe iiber k£ von 0 bis n
Aussage: A(n): 2> ;_ k) =n(n+1)
Frage: Gleichung richtig = A(n) wahr ¥ n € N7
Anfang:  A(0) wahr, weil 0 = >7)_ & 0 (0+1)=0

Schritt:
n+1 n N
2> k= 2<Zk+n+1) @ o+ 1)+ 2n+1) = (n+2)(n+1)
k=0 k=0

= (n+1)((n+1)+1) ,dh. An+1) wahr

2. Pascalsches Dreieck



k—ter Eintrag in n-ter Zeile = (Z) Binominalkoeffizient, 0 < k <n
Bildungsgesetz des Pascalschen Dreiecks:

(7)) + (kil) = (Zﬁ) mit Anfang (8) =1 und (nil) —1VneN

Behauptung (}) = Wlk)'
mitOl=1lundn!l=nn—1)=nn—-1)n-2)-...-2-1
Beweis Induktion iiber n

Anfang firn =0 % =1

olo!
Schritt:
n! N n! _onn—=1)-...-(n—k+1) 1+n—k
Klin—k)!  (k+D(n—k-1)! k(k—1)-...-1 k+1
n+1
k+1

n+1)n-...-(n—k+1)
(k+1k-... 1
(n+1)!
(E+ D ((n+1)—(E+1))!

Also gleiches Bildungsgesetz erfiillt.
. Binomische Formel fiir a,b € N (spater auch Q,R,C), n € N

n (1 . 0 k k—1
(a+0)" = (k)a b mit a'=1,ad"=a-a

k=0

< e (e ()

Begriindung Induktion iiber n:
Anfang: n=0 OK
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Schritt:

(a+b)"™" = (a (a+b)

O A S

T g) 2+ (1) L (nﬁl)abu ()b

B0 (0- )
(1o (e et

+
0
n+1
_ (” + 1) Gk pk

k=0

n

. a1, gt
Ubung (a1 +...+a,)" =n!D o<iip<s “,—a”

= Multinomialformel
i1+ Fip=p -

(Induktion iiber p)
Obung: 637 n2=n2n+1)(n+1)
Problem beim Induktionsbeweis: bevor es durchgefiihrt werden kann, muss die Formel bekannt sein.

Theoretische Anwendung des Induktionsprinzips:

1.14 Satz (Einzigkeit von N nach Dirichlet, 1831-1916)
Seien (N, N, 0) und (N, N, 0) zwei Tripel mit (P1), (P2),(P3)
= d Bijektion p : N — N mit

©0)=0 und p=N=Nogp
Beweis Betrachte Mengen H ¢ N x N mit
(i) (0,0) € H
(i) (n,n) e H = (N(n),N(n)) € H

Insbesondere erfiillt N x N Eigenschaften (i) und (ii).
Zudem bleiben die Eigenschaften (i) und (ii) unter Durchschnitten erhalten.
Minimale Menge mit (i) und (i) ist: D = N H
H mit (i)+(ii)

Behauptung D Graph einer Abbildung ¢ : N — N. Hierzu Induktion iiber n € N
An): meN = F ' eNmit (n,n) €D

Anfang A(0) : Nimm an (0,77) € D mit i # 0
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= (0,7m) kann von D eliminiert werden, ohne (i) und (ii) zu verletzen
—> Widerspruch zur Minimalitdt von D
Schritt A(n) = A(n+1): )
Wieder sei (N (n),m) € D mit m # N (7).
Wiederum konnte dieser entfernt werden. Widerspruch.
Also 3 @:N%I%I mit D = {(n,¢(n)) | n € N}
Nach (i) ¢(0) =0 )
und nach (i) (n,¢(n)) € D = (N(n),N(p(n)) = (N(n), p(N(n)) € D (weil Graph)
— N(p(n)) =~g0(/\/'(n)) V n, d.h. Noyp = o
Genauso: 3PN —=Nmit $(0)=0 @poN=Nop
Behauptung Qo p =idy, d.h. o7 =

Begriindung wieder Induktion )

Anfang ¢ 0 ¢(0) = ¢((0)) = ¢(0) =0
Schritt 40 p(N(n)) = N (e(n)) = N(@op(n)) = N(n) -

Ein Teil der Zahlentheorie befasst sich mit N.

1.15 Definition p € N Primzahl <= p>1und3n,meN, 1 <nm <pmitp=n-m

1.16 Satz (Fundamentalsatz der Arithmetik) Jede natiirliche Zahl n € N hat genau eine Prim-
faktorzerlegung n = py - ... pp mit p1, ..., pr Primzahlen.

Beweis (Euklid, Gauss) Existenz: Betrachte
M = {n € N|n hat keine Primfaktorzerlegung und n > 1}

M enthilt keine Primzahl. Annahme: M # ()

Nach Wohlordnungsprinzip 3 m = min(M) € M.

m nicht Primzahl = m =ab mita <m und b <m

Da m keine Zerlegung hat, miisste dies fiir a oder b gelten, d.h. a € M oder b € M. Widerspruch
zur Minimalitdt von m.

Eindeutigkeit: Nimm an, dass zwei Zerlegungen vorliegen

N=pr-... pr=p1 P
Man darf annehmen p; # p); Vi = 1,...,k, j = 1,..., K (sonst teile durch alle gemeinsamen
Faktoren)
p1 teilt n, also auch einen Faktor p}. Widerspruch. O

Bemerkung Widerspruchsbeweis konstruiert die Faktorisierung nicht!

1.17 Satz Es gibt unendlich viele Primzahlen.

12



Beweis nach Euler:

Gegenannahme 3 endlich viele Primzahlen py,po, ..., pi

Betrachte n = p; - ps - ... - px + 1, nicht durch py, ..., py teilbar.

Sei ¢ > 1 kleinster Teiler von n.

Dann ist ¢ eine Primzahl, aber ¢ # p1, ..., px O

Jetzt werden die ganzen Zahlen Z und die rationalen Zahlen Q eingefiihrt.

Mogliche Definitionen: Z = {0,1,—1,2,—2,...} ganze Zahlen

oder Z =N U {( n ) | me N\{0}}

neue Zahlen

Besser: Gleichungen
a=b+n mit abeN

konnen nach n € Z gelost werden. Definiere Z als Losungen dieser Gleichungen gegeben durch ein
Paar (a,b) € N x N.

Viele Gleichungen haben gleiche Losung

=— Quotient mit Aquivalenzrelation ~auf N x N

(a,b) ~ (d',V) <= a+b=d+0b
Uberprijfen: Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat, d.h.

(a,b) ~ (a,b) , (a,b) ~ (d,bV) <= (d,V)~ (a,b)

und
a+b =d+b d+0 =d" +0 2L a4t +a +V" =d+b+d +V
= a+bV' =d"+0 O

Jetzt definiere: Z =N x N/~ = {[(a,b)] | a,b € N x N}
Bemerkung [(a,b)] entspricht a — b € Z.
Dann ist N C Z durch folgende Einbettung gegeben: n € N — [(n,0)] € Z
Operationen + und - sind auf N definiert, somit auch auf N x N:
(a,b) + (a';0) = (a+d,b+V)
(a,b) - (a',0') = (ad +bb, ab + ba’)

(bei Letzterem denke an (a — b)(a' — V') =...)
Nun auf Z = N x N/~

[(a,0)] +[(a,0))] = [(a+a,b+¥)]
[(a,b)] - [(d',0)] := [(ad" + b, ab" + ba')]

1.18 Lemma Diese Operationen sind wohl definiert, d.h. unabhdngig von der Wahl der Reprasen-
tanten.
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Beweis fiir +: Sei
(c,d) ~ (a,b) und (c,d")~ (d',b),

d.h.
c+b=d+a und +V=d+d (1.1)

Zu zeigen fiir +:
(a+d,b+b) ~ (c+d,d+d)

— a+d+d+d = b+ +c+
— a +d = o4
<= 0 = 0 wahr

Zu zeigen fiir -
aa' + bV + cd' + dd = cd 4+ dd' + ba’ + al/, wenn (1) gilt.
Betrachte den Fall
a—b>0 < ¢c—d>0
ad—-0V>0 << J-d >0

Dann Gleichung dquivalent zu (alles mit positiven Termen!)
a(d =) +cd +dd = o +dd +bla V)
< ald =V)+dd —d) = cd —d)+bd -V
— (a=0b)(d =0V) = (c—d)(d—d)
)

L (a—b)(d—d) = (a—b)(d —d) wahr

Andere drei Falle dhnlich. O
Bemerkungen

1. + und - in N stimmen Definition in Z iiberein.

2. Rechnen wieder wie in der Schule

Konstruktion der rationalen Zahlen QQ (nach 3hnlicher Prozedur wie der Konstruktion von Z
aus N):  Gleichungen
D = xq peEL, g N

konnen in Q geldst werden
Q := Aquivalenzklassen von Gleichungen mit gleicher Lsung
Definiere Aquivalenzrelation ~ auf Z x N
P, 0) = (,d) <= pd' =qp
Uberpri]fe: Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat
Definiere: Q=7 x N/~ ={[(p,q)] | p € Z, q € N}

Bemerkung Anstelle von [(p, g)] schreibe auch £ (wie iiblich)

Kiirzen entspricht dann Ubergang zu anderem Reprisentanten

14



. ’o\ ! / ! A P P _ pd'+qp’
Operationen  (p,q) + (', ¢) = (pd' + ap', aq') (Wle St = )
o) A — / / opp _ pp
. a)- ', q) = (pp',ad) (Wleqq/—qq/>
1.19 Lemma -+ und - auf Q wohl definiert, d.h. unabhingig vom Repridsentanten

Begriindung Fiir Multiplikation (&hnlich fiir Addition):
Seien (p,q) = (r,s) <= ps=qr und (p,¢)=(r,s) < p's' =47’
Frage: (p,q)- (P, ') ~ (r,s) - (1", s)
<= (p'sqq') ~ (11, s5')
< pp'ss’ = qq¢'rr’ = qrqg'r = psp’s’ wahr O

Also +, - : Q x Q@ — Q definiert durch
(0, )] + (0, )] = [0 + @) e, )] - 1) = [, q) - (P, q)]

wohl definiert. Eigenschaften:

1.20 Lemma (Q, +) ist kommutative Gruppe mit neutralem Element 0 = [(0,1)] = % € Q, d.h.
es gelten folgende Eigenschaften:

(i) (Assoziativitit) (z+y)+z=x+(y+2) Vaz,y,2€Q
(ii) (Neutrales Element) z+0=2 VYzeQ
(iii) (Inverses) Y2z € Q F2'€cQmitz+a' =0
(iv) (Kommutativitit) z+y=y+x Vz,yecQ
Beweis (teilweise)

N 7 I
(I) T = p , y J— , T -
pS

_ ps+rq i _ n+rqn-+qst
($+y)+z_ qs +u_ qsn

_ P rn+st __ psn+qrn+tgst
x+(y+z)—5+ sn qsn

(i) =L = 2'= L =—x O

Ahnlich erhilt man:

1.21 Lemma (Q\{0},) kommutative Gruppe mit neutralem Element 1 = 1 = [(1,1)], d.h.
()x-(y-2)=(x-y) -z VayzecQ\{0}
(i) x- 1=z
(i) VeeQ\{0} F2'eQmitx-2'=1

15



(iv) x-y=y-x Va,yeQ
Achtung! In (iii) ist 0 - 2’ = 1 nicht Iésbar nach x’.

Zusammen ergeben Lemma 1.20 und 1.21 Punkte (i) und (ii) von:

1.22 Satz (Q,+,-,0,1) Koérper, d.h. es gilt:
(i) (Q,+,0) kommutative Gruppe
(ii) (Q\{0},-,1) kommutative Gruppe
(iii) (Distributivgesetz) (x+y)-z=z-z+y-z YVz,y,2€Q
(iv) 0 #1

Beweis Es verbleibt noch (iii), was eine Ubung ist.

2 Gruppen, Ringe, Korper
2.1 Definition G Menge versehen mit Abbildung (bindrer Operation) o : G X G — G
(G,o,e) Gruppe <> (i), (ii), (iii) gelten, wobei

(i) ¥V a,b,c € G giltao (boc) = (aob)oc (Assoziativitat)

(ii) 3 neutrales Element e € G miteoa = a

(i) Va € G3be G mitboa = e (Existenz von Inversen)
Schreibweise: b = a™*

Falls (iii) nicht gilt, heiBt (G, o, e) Halbgruppe.
Falls zudem aob=0boa VY a,be G, heiBt (G,o,e) kommutativ oder abelsch.
H C G Untergruppe <= (H,o,¢) Gruppe

Beispiele
1. (N, +,0) Halbgruppe, aber keine Gruppe, e = 0
2. (Z,+,0) kommutative Gruppe, Untergruppe von (Q, +,0), e =0, Inverses (a)™! = —a

-1
. i it e — By —4
3. (Q\{0},-,1) kommutative Gruppe mit e = 1, Inverses von (q) =1

4. p e N. Aquivalenzrelation auf Z gegeben durch
n~m <= n—m=kpfirkelZ
n]={n+kp|keZ}
Ly =1L]~={[n]|neZ;={0L0],....[p— 1]}
Addition Z, X Z, — Z, [n] + [m] := [n + m] unabhingig vom Reprasentanten
(Zy, +,[0]) kommutative Gruppe mit e = [0], genannt zyklische Gruppe

Inverses [n]~! = [—n]
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5. X Menge
A={f|f:X — X Abbildung}
o:Ax A— A Hintereinanderausfiihrung
(A,o0,idy) Halbgruppe, im Allgemeinen nicht—kommutativ, e = idx
G ={f € A| f bijektiv} Gruppe (Inverses existiert!)
Falls X = {1,2,...,n},so heiBt S,, = {f | f ={1,...,n} — {1,...,n} bijektiv} symme-
trische Gruppe.

6. Symmetriegruppen, z.B. regelmaBiges n—Eck

Diedergruppe Dy, = {Rotationen um k%ﬂ, k=0,...,n—1, Spiegelungen}
Untergruppe Z,, = {nur Rotationen} C Ds,
2.2 Satz (G,o,e) Gruppe
(i) atoa=e = aoa'=e (Linksinverses = Rechtsinverses)
(i) eca=a <= aoe=a
(iii) Es gibt nur ein neutrales Element e.
(iv) Auch das Inverse ist eindeutig.
(v) Kiirzungsregel aob=aoc = b=c
(vi) (aob)™t =btoa?
(vii) (a1 =a
Begriindung
(i) Seia'oa=¢e,dann Ib € G mitboa ! =e.

aoa™! = eo(aca )= (hoa')o(aoat)=bo(atoa)oa
= bo(eoa')=boa'=c¢

(i) Gegeben eca=aundaloa=c¢



(iii) Gegeben zwei Einsen e, ¢/, so gilt

(iv) Gegeben zwei Inverse a1, b

1 1 -1

b=boe=boagoa =eoca =a

(v) -(vii) Ubung O

2.3 Definition R Menge mit zwei Operatoren +,-: R X R — R
(R,+,-,0) Ring <~

(i) (R,+,0) kommutative Gruppe mit neutralem Element 0
(ii) - assoziativ.  (a-b)-c=a-(b-c)
(iii) Distributivgesetze (a+b)-c=a-c+b-c , a-(b+c¢)=a-b+a-c

Zudem: (R,+,-,0) kommutativ<— a-b=10-a
(R,+,-,0) Ring mit Eins1 <= 31€R mit 1-a=a-1=a Ya€R

Bemerkung Inverses in (R, +,0) wird mit — bezeichnet, d.h. a —a = 0.
Punkt - wird oft weggelassen.

Beispiele
1. (Z,+,-,0) und (Q,+,-,0) kommutative Ringe mit Eins.

2. (Zy,+,-,]0]) kommutativer Ring mit Eins [1], wobei [n] - [m] = [nm] unabhdngig von Re-
prasentanten.

3. Polynome in z mit Koeffizienten in Q (spater auch R, C)

Q[z] = {p(x)ZZpkx’“

k=0

_ n ) falls b= ZZ:Opkma Pn 7& 0
Grad(p) = { —oc0 |, falls p=0

p,q € Q[z], dann p+¢q, p-q € Q] definiert durch

n

P+q)(@) = D (+a)2" , n=max{Grad(p), Grad(q)}

— p@) + ()

n

(p-q)(z) = plr)g(z) = ( pﬁ‘Qk—K) z® . n = Grad(p) + Grad(q)

k=0 \/{=

(Q[z], +, -, 0) kommutativ mit Eins e(x) = 1
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4. Menge der Matrizen bilden Ring, siehe Lineare Algebra.
2.4 Satz (R,+,-,0) Ring. DannV a,b € R
(i)a-0=0-a=0
(i)) —(ab) = (—a)b = a(-b)
(iii) ab = (—a)(—b)
(iv) Falls R Eins 1 hat: (—1)-a = —a = a(—1)
Beweis
()a-0=a-(0+0)=a-0+a-0 "8 4. 0=0
(i) ab+ (—a)b=(a+ (—a))b=0b=0 Somit (—a)b = —(ab)
(iii) + (iv) Ubung 0

2.5 Definition (K,+,-,0,1) Kérper <= (K,+,-,0) Ring mit Null 0 und Eins 1, so dass 0 # 1
und (K\{0},,1) abelsche Gruppe.

Bemerkungen

1. Anstelle von a~*b in (K'\{0},-,1) auch Schreibweise +b =

ISHISS

2. (K,+,-,0,1) Korper <
(i) (K,4,0) abelsche Gruppe
(i) (K\{0},-,1) abelsche Gruppe
(iii) Distributivgesetz (a + b)c = ac + bc
(iv) 0#1
Beispiele
1. @ Korper, Z nicht. Spater: R,C Korper

2. (Za,+,-,[0],[1]) Korper, Zo={[0],[1]} ={0,1}, Verkniipfungstafel
+10(1 10 1
0/0[1 0|0 O Inverses 17t =1,

11110 110 1
(Z2\{0},-) triviale Gruppe mit einem Element. Zu Z, etwas spater mehr.

2.6 Satz (K,+,-,0,1) Koérper, a,be K
(i) ab=0 = a =0 oder b =0 (Nullteilerfreiheit)

(ii) Gleichung ax = b mit a # 0 hat eindeutige Lésung x € K
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Beweis

(i) Sei a # 0 und b # 0, dann a,b € (K\{0},") 2% 4.5 € K\{0}, dann ab # 0 (d.h.
Negation gezeigt)

(ii) Falls b# 0, Lésung z = a'b =2 Gruppe (K\{0},)

Falls b = 0 muss nach Voraussetzung und (i) = = 0 gelten. O

2.7 Satz (Z,,+,-,[0],[1]) Kérper <= p € N\{0, 1} Primzahl

Beweis Z, schon oben

(Zy,+,-) Ring klar noch zu zeigen (Z,\{[0]}, -) abelsche Gruppe

abelsch, da [n][m| = [nm]| = [mn] = [m][n]

p nicht Primzahl, dannp=nmmit 1 <n,m <p = [n][m] = [p] = [0], somit Nullteiler,
also Z kein Korper, also Implikation "=—" gezeigt durch Negation.
p Primzahl, zu zeigen: Inverses [q] ™! existiert fiir 1 < ¢ <p

Setze M = {ng+mp |n,m € Z, ng+mp >0} CN

Wohlordnungsprinzip = d = min{M } existiert und d > 1

Behauptung d=1

Begriindung Sei d > 2.
Zerlege p = sd+r mit Rest 0 <r < d
r=p—sd=p-—s(ng+mp)=(—sn)qg+ (1 —sm)p
=—> r = 0 nach Minimalitat von d. Aber r = 0 Widerspruch zu p Primzahl.
Also 3 n,m mit ng +mp =1, d.h. [n][q] + [mp] = [1] = [q]"' = [n] 0
=0
Bemerkung Kilassifikation endlicher Korper zeigt, dass die Anzahl ihrer Elemente immer gleich
p™ ist, mit p Primzahl und n € N\{0}.

2.8 Definition (vergleiche Definition 1.5 und 1.6) X Menge. Eine Ordnung < auf X ist eine
Relation
{(z,y) |z <y, z,y € X} mit

(i) v <z (Reflexivitat)
(i) t<yundy <z = x =y (Antisymmetrie)
(i) e <yundy <z = x <z (Transitivitit)
(iv) V x,y € X gilt entweder x < y oder y < x (Totalitit)

Dann heiBt X geordnet.
Zudem definiere dann x <y <= (x <y und x # y)
Schreibweisen: y > © <— x <y
y>z <= <y
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Bemerkung (X, <) geordnet. Dann V z,y € X
entweder x <y oder x =y oder x>y
Umgekehrt: gegeben eine transitive Relation < mit (2), dann definiert
r<y <= (zr<y oder z=y)

eine Ordnung. )
Detaillierter Nachweis: Ubung

Beispiele
1. Bekannte Ordnungen auf N, Z,Q und R

2. Lexikographische Ordnung auf X?, wenn (X, <) geordnet:
(x1,22) < (y1,y2) <= (1 <y1 oder (zr1=vy; und x5 <ys))

Ahnlich: Lexikographische Ordnung auf X" = X x ... x X, z.B. R*, C"

2.9 Definition (K,+,-,0,1,<) geordneter Kérper <
(i) (K,+,-,0,1) Koérper
(i) (K,<) geordnet
(i) Va,b,ce K: a<b = a+c<b+c (Vertraglichkeit der Addition)
(iv) Va,be K: a>0,b>0 = a-b>0 (Vertraglichkeit der Multiplikation)

Achtung: Lexikographische Ordnung macht C nicht zu geordnetem Kérper (Vorgriff).

Beispiel Q geordneter Korper, aber Z,,, p Primzahl, nicht, weil [0] < [1] = [p—1] < [p]

2.10 Satz (Rechenregeln) K  geordneter Korper
(i)a>b < a—b>0

(i) a>b und ¢>d = a+c>b+d

(iii)) a > b, ¢ >0 = ac> bc

(iv) a>0 = —a<0

(v) a#0 = a*>>0

(vi) 1 >0
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\%
|—=

(vii) a>b>0 = >0

Sl

(vii) a >b>0 = ¢>1

e

Beweis
(i) a>b
Def 9iii)

(i) a>b = a+c>b+c>b+d

P (=) > b+ (=b) <= a—b>0

Def 9(iv)
—

(iii)a>bg>a—b>0 (a—b)c>0:>ac—bc>0g>ac>bc

(iv) a>0" 2y 4> 4 = 0> —a

(v) a#0 = a>0 oder a<0
Falls @ > 0 ist a> = aa > 0 (nach Def. 2.9(iv)).
Fallsa<0 = —a>0 = (—a)(—a)=a*>0

(vi) Wegen 1 =1-1 und (v)

.. -1 _ —1 .
(vii) a=' =ga""a_a > 0 nach Def. 2.9(iv). Also
=1>0 >0

a>b g l=aa ' >ba"' ,weil a!>0
— bl>blbat=a1>0

(viii) Klar, daa>b = ab ' >00'=1

2.11 Definition K geordneter Kérper

(i) |a| = { @ azl Betrag

—a a<0
1 a>0
(i) sgn(a) = 0 a=0  Signum oder Vorzeichen
-1 a<0

2.12 Satz K geordneter Korper, a,b € K
(i) a = lalsgn(a)
(i) |~al = |al
(iii) la| >0 wund (la|=0 <= a=0)
(iv) |a+b| < |a| + |b| Dreiecksungleichung
(v) lal = 1b] < la+ 0]
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Beweis nur (iv): +a <|a|] +b< D
= a+b<|a|+|b] und —a—b=—(a+0b)<]|a|l+ b
(v) la|=la+b+ (=b)] <l|a+0b|+|-b =]a+b|+]0 O

2.13 Satz (Ungleichungen in geordnetem Kérper K )
(i) (Bernoullische Ungleichung) Fiir a > —1 gilt (1+a)* > 1+na, n € N
(ii) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) a,,b, € K, n=1,... N

(E0) = (54) (59

(iii) (Geometrisches und arithmetisches Mittel) a, € K, a, >0,n=1,...,N

a a < CL1+...+CLN N
1...0N S —N

Beweis

(i) Ubung
N
(i) Schreibe > fir > .
n n=1
0< 12 by — amby)”  (weil Summe pos. Terme)

= Z a, b2 Z a bi — Z b by,

n,m

272
= E anbm—g anbnbmam
n,m n,m

() (22) - ()

(iii) Induktion tiber N
Anfang N =1 klar
Schritt N — 1 nach N:
Ordne a; < ay <...<ay (0.B.dA)
Setze M = “Fan
Dann a; < M < ay

Setze:
b=ai+ay—M (2.2)
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Dann Mb— ajany = M(a; +ay — M) —ajany = (M — ay)(ay — M) >0
— aqay < Mb —

a1z ...aN S bagn..-aN,lM
b a1
< ot AN M (Induktionsannahme)
N -1
N-1
e)) NM M N—1 N
= — M=M"M=M
(721 751)

2.14 Definition K geordneter Kérper
K archimedisch <= Yac K3neNmitl+1+...+1=n-1>a

Beispiel Q ist archimedisch, Z, nicht (sogar nicht geordnet!), 3 geordnete, aber nicht archime-
dische Koérper (rationale Funktionen)

Bemerkung K archimedisch = d injektives ¢ : Q — K, d.h. Q Unterkorper von K

2.15 Definition K geordneter Kérper, M C K, M # ()

(i) M nach oben beschrankt mit oberer Schranke a € K
<— m<a VmeM

(ii) Ist a obere Schranke von M und a € M, dann heiBt a = max(M) Maximum von M.

(iii) s € K heiBt Supremum von M, Schreibweise: s = sup(M) <= s obere Schranke von M
und es gibt keine kleinere obere Schranke von M

Ahnlich: definiere von unten beschrankt, untere Schranke, Minimum, Infimum

Bemerkungen

1. M endliche Menge (d.h. endlich viele Elemente), dann existiert max(M). Im Allgemeinen
jedoch nicht, z.B.
M={zecQlxz<1}CQ

hat kein Maximum, wohl aber sup(M) =1 € Q.

2. Im Allgemeinen existiert auch kein Supremum, z.B.
M={rcQ|2*<2}CcQ
Dann sup(M) gleich v/2, aber v/2 ¢ Q wegen folgendem

2.16 Satz Die Gleichung x* = p hat keine Lésung x € Q fiir Primzahl p.

24



Beweis (Euklid) Nimm an z = £ mit n,m € Z teilerfremd

— n? =pm? = n? durch p teilbar.
= n durch p teilbar, d.h. n=pr mitr € Z
= p*r? =pm? = pr’ =m? = m auch durch p teilbar. Widerspruch.

2.17 Definition Ein geordneter Kérper heiBBt ordnungsvollstandig
<= jede nicht leere von oben beschrankte Menge besitzt ein Supremum
<= jede nicht leere von unten beschrankte Menge besitzt ein Infimum

Bemerkung Nach einem Satz von Dedekind gibt es im Wesentlichen nur einen ordnungsvollstandi-
gen, geordneten Korper, namlich R.

3 Die reellen Zahlen R

Unzulanglichkeiten der rationalen Zahlen:
1. algebraischer Grund: schon quadratische Gleichungen wie 22 = 2 haben keine Lésung in Q.
2. analytischer Grund: sup und inf beschrankter Mengen existieren nicht.

3. geometrischer Grund: z.B. goldener Schnitt ¢ erfiillt per Definition

a a+b 1
b a %
1 1 .
= 14+ r =1+ ———<— unendlicher Kettenbruch
14 = 1+ —
¢ B w

0 & Q, ¢ =1(1+/5) als positive Lésung von ©? — ¢ — 1 =0

Moglichkeiten zur Konstruktion von R:
1. Dedekindsche Schnitte, z.B. Ebbinghaus " Zahlen"
2. Intervallschachtelungen, siehe Ebbinghaus
3. Vervollstandigung von Q mit Aquivalenzklassen von Cauchy—Folgen (nach Cantor)

Vorteil von 3.: gleiches Vorgehen bei Funktionenrdumen, deswegen hier dieser Zugang.

3.1 Definition K archimedisch geordneter Kérper (wie Q, spater auch R)
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(i) Abbildungen a : N — K heiBen Folgen in K
Schreibweise: a = (ay)nen
(ii) Folge a = (an)nen konvergiert gegen ¢ € K
< Vee K, e>0adN=N(E)eNmit|lc—a,|<eVn>N

Dann sagt man: a ist konvergent mit Grenzwert oder Limes c.
(iii) Eine Folge in K, die gegen keinen Grenzwert konvergiert, heiit divergent.

(iv) Eine Folge a = (ay)nen in K heiBt Cauchy—Folge
< Vee K, e>03N=N(e) mit|a, —an| <eVnm>N
Bemerkung Diese Begriffe konnen immer fiir Folgen in einer Menge X definiert werden, wenn
ein Abstand d(z,y) = |r — y| zwischen Punkten z,y € X vorliegt mit d(x,y) = d(y,z) > 0

und d(z,y) =0 <= z =y, sowie d(z,y) < d(z,2) + d(z,y). Vergleiche Kap. 6 (Topologische
Grundlagen)

3.2 Satz Jede konvergente Folge ist Cauchy—Folge.
Beweis Seie > 0. Wihle N =N (%) so, dass

|an—c]<g V'n>N.

Dann, fiir n,m > N,
an — am| = |an —c+c—an| <|a, —c|+lam —c| <5+5=¢ 0
Beispiel fiir nicht—konvergierte Cauchy—Folge in Q (Somit Umkehrung von Satz 3.22 in K = Q

falsch!)

Definiere ag = 1, @y = 1+ L

Falls a,, konvergent,

14apn "
1 1

c=lima,=1+ =1+ —

n—0o0 1+e¢ 2+ Py -

24...

Atec=c+1+1l = *=2 = c¢Q
Aber trotzdem Cauchy:
1 1 Ap—1 — Qp,

Apt1 — Ay = —
i I1+a, 1+4+a,1 (1+a,)(d+a,1)

Mit a,, > 1 folgt

|an, — an_1| < < 1’ | 11
— < ...<{—|l 4 — a |=—=
4 DRV ULNG NG SLRT!

1 —

-2

|an+1 - an| <
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und

IN

‘anJrk - an+k71’ + ’anJrka - an+k73| +.o ‘anJrl — Qn

1 1 1 1
LA +4n+k—2 —|—...+4—n 5

k—1 1
1 1\1 11—51 1 1 1 1
. - = - < — << —
4n<z4f>2 gm1-12 Tqn1 12 =g

=0

Ap+k — an’

IN

weil <Z§;01 x€> l—z)=04+z+22+...+28 ) — (v + 22+ ...+ 2%) = 1 — 2* (geometrische
Reihe).

Zu gegebenem & > 0 wihle N so, dass i < ¢ <= 1 <4 (archimedisch). Dann |a,, —a,| <
eV n,m> N, also (a,)nen tatsachlich Cauchy—Folge.

3.3 Definition Ein archimedisch geordneter Korper heiBt vollstiandig
<> jede Cauchy—Folge konvergent.

Bemerkung Q@ nicht vollstandig, aber R wird es sein.
Spater: vollstandig = sup und inf existieren (ordnungsvollstandig).

Ziel: R = Klassen von Cauchy-Folgen in Q mit gleichem Limes = Cauchy—Folgen in Q/~, wobei
~ Ubereinstimmung bis auf Nullfolgen.
Mit dieser Definition wird R vollstandig sein!

Bezeichnung C = {Cauchy-Folgen in Q}

3.4 Satz Seien a = (ay)nen, b = (bn)nen € C. Dann sind die Summen— und Produktfolge
a+b=(an+ bn)nen a-b=(apbp)nen

auch Cauchy—Folgen, d.h. in C.

Beweis Zunachst Summe ¢ =a+ b = (¢;)nen

Nach Voraussetzung 4 N, = N, (%) und N, = N, (%) mit

]an—am|<% YV n,m>N,
\bn—bm|<% ¥ n,m> N,
Dann fiir n,m > N = max{N,, N,}
lcn —cm| = |an + by — ap — by

3

9~ ¢

£
< ]an—am\+|bn—bm|<§+
Somit ¢ = a + b Cauchy. O
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Vorbereitung Jede Cauchy—Folge ist beschrankt.
Begriindung Zu e =1 wahle N so, dass

la, —am| <1 VY n,m>N.

Sei m = max{|ai|,...,|an|} (existiert!)
Dann |a,| < |a, —an| + |ay| < 14 m = s und die Vorbereitung ist gezeigt.
Somit 3 s € Q mit

lay) <s , |bo|<s VneN.

Zu5>0wéh|eN:N( )mitVn,mZN

£
2s

9 €
w—m| < = und |, — byl < —.
|an = am| < - und | <3,

Dann fiir d,, = a,b, und n,m > N

|dy — dim| = |anbn — anby + apnby — anby|
< an||bn = bl + |an — am|bm]
€
< 5— = =
< 523 +823 £,
d.h. d = ab auch Cauchy-Folge. O

Somit assoziative (!) und kommutative (!) bindre Operationen
+,-:CxC—C , mit Distributivgesetz

Zudem injektive und mit +, - vertragliche Einbettung I : Q — C gegeben durch konstante Folge
I(x) = (2)nen-

Neutrale Elemente in C sind 0 = (0),en und 1 = (1),en.

(C,+,-) Ring, aber kein Korper (kein multiplikatives Inverses, da Folgen a,, = 0 haben kénnen,
ohne 0 = (0),en zu sein).

C zu groB, um R = C zu definieren (viele Cauchy—Folgen haben gleichen Limes) = Ubergang
zu einem Quotienten (kleiner!)

3.5 Definition (i) Folge in K heiBt Nullfolge <= sie konvergiert gegen 0.
Bezeichnung: N' = {Nullfolgen in Q} C C (nach Satz 3.2)

(ii) Auf C definiere eine Relation ~ durch

a = (ap)nen ~ (bp)nen =b <= (a, — bp)nen Nullfolge
<~ a-beN

3.6 Satz ~ Agquivalenzrelation auf C
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Beweis Reflexivitdt, Symmetrie offensichtlich

Transitivitat: a ~ bund b~ ¢, d.h. 3 N = N( ) mtVvVn>N

£
2
3
2

— |ap— | <5+5=¢ Vn>N,dh.a—ceN O

la, — by| < % und |b, — ¢,| <

3.7 Definition Die rellen Zahlen sind die Aquivalenzklassen rationaler Cauchy—Folgen: R := C /.
3.8 Satz AufR = C/~ sind die Operationen
[a] + (8] ;== [a+0]  [a] - [b] = [ab]

wohl definiert und machen (R, +, -, [0], [1]) zu einem Kérper.
(Q,+,) Unterkérper mittels der injektiven Abbildung I(x) = [(x)nen].

Beweis Seien n,n’ € N Nullfolgen. Dann [a + n] = [a] und [0+ n/] = [b].
Fakt n+n' €N, n-ae€N VaeC (dh. N sogenanntes Ideal in C).

Begriindung n + n’ klar (teile in £), n - a verwende, dass Cauchy—Folge beschrankt.

Also: ’
[a+n]+[b+n]=[a+b+n+n]=][a+b =a]+ [b]
——
eN
[a + n][b+ n'] = [ab+ an’ + bn + nn’] = [ab] = [a][b]
eN
Somit Operationen wohl definiert.
Assoziativitat und Kommutativitat offensichtlich
Additives Inverses: —[a] = —[(an)nen] = [(—an)nen]
Multiplikatives Inverses zu a = [(ay,)nen] # 0 = [(0)pen] = N
Also:  Negationvon (Ve>03I N Vn>N la,| <¢)
< Je>0 VN In>Nmitla,| >¢

Zu diesem ¢ wihle N = N (£), so dass
|, — am| < % V n,m > N (Cauchy-Folge)

Sei |ay]| > ¢ firein N> N.DannVn >N

3
lan| = |an + a, — an| > |lan| — |an, —an| > — = = =.
2 2
1
= n>N
- i — an — H . |
Setze b= (bp)nen , wobei b, { I n<N (jetzt wohl definiert!)

Es gilt [a][b] = [1 +n] = [1] mit n € N.
Letzte Behauptung offensichtlich. O
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3.9 Satz R = C/~ wird zum geordneten Kérper mittels
[(an)nen] > [(bn)nen]) <= FJe>03INeN mit a,—b,>c VYn>N

Dies ist vertraglich mit Ordnung auf Q.

Beweis Zunichst: Unabhangigkeit von gewéhlten Reprasentanten klar (unterteile €, um Nullfolgen
zu eliminieren!).

Einfach: Transitivitat, Vertraglichkeit mit + und - und Ordnung auf Q

Zu zeigen (fiir Totalitat, Bemerkung nach Def. 2.8) ist das Trichotomiegesetz:

entweder [a] >0
a = (ap)nen Cauchy in R = oder  [a] = [0]
oder [a] <0

entweder dey, AN, Vn>N, a, >e; (a)
= oder VYeu>03I Ny, Vn>Ny |a, <eo (b)
oder de_ AN_ VYn>N_ a,<—-c_ (¢
Nimm an: nicht (a) und nicht (b). Zeige (c).
Nicht (a) <= Ve, V Ny 3Ing >Ny mita, <e;
Nicht (b) <= deg>0 V Nydng> Ny mit |CLn0| > €9

Insbesondere wahle ¢, = %0 Dannd N =N (%0) so dass

5
|an—am|<§0 V' n,m> N.

Nach nicht (a) I3 n, > N:

€0 o o 280
anozano_an++an+ Sano_an++§<§+§:?a

also nach nicht (b): an, < —g¢ (weil |a,,| > o) und V' n > N

€0 2e0
Up = Qp — Opy T Any < Ap — Any — €9 < 3_50:_77
d.h. [a] < 0.
Bild:
Ey = EEO
€0 0 €0
€0
3
also hier nach Cauchy-Eigenschaft
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O
Bemerkung Mit Hilfe der Ordnung auf R wird der Betrag und somit der Abstand auf R definiert
(vergleiche Def. 2.11).

lale = a falls a>0
YBT3 _¢ falls a<0

Somit jetzt auch Cauchy—Folgen in R und konvergente Folgen in R definiert.

3.10 Satz R vollstindig, d.h. jede Cauchy—Folge in R konvergent.
Beweis Sei (7,)n,en Cauchy—Folge in R.
Zu zeigen: 3 = = [(¢n)nen] € R mit R-lim z,, = x, wobei R-lim den Limes in R bezeichnet.

Zu jedem n ist x, = [(Tnx)ken] Mit 2, € Q und Cauchy bez. | - |q.
Ve>0dN mit |{L‘n7k—fL‘n7€|Q<€ \V/k?,KZN
Insbesondere fiir e = 2 3 N = N(e) mit

1
|xn,k — xn’g|(@ <—- VY ]{?,g > N.
n

Setze g, = T n(n) € Q.
Da Abstand in R unabhangig von endlich vielen Folgegliedern. Somit

1
[1(4n) = Tale < —, (3.1)

wobei 1(q,) = [(gn)ren] € R.

Behauptung (¢, ).en Cauchy—Folge in Q
Begriindung Sei ¢ > 0, ¢ € Q. Wahle M = M (
Cauchy bez. | - |r) gilt
Vn,m>M: |o,—2nlr <3 (eigentlich <I (%))
Also fiir n, m > max {N (%) ,M} gilt

2), so dass (Voraussetzung, dass (2,)nen

Gn — @mlo = 1(gn) — 1(gm)|r
< E—FE—FE_E
3 3 3

Also z = [(¢n)nen] € R wohl definiert und

R-lim I(g,) =z

n—oo

(weil [1(g,) — z|g <& ¥V mn > N) nach (3) und Cauchy-Eigenschaft.
Zuletzt: nach (3) R-lim(I(g,) —x,) =0
n—oo
= R-limz, = R-lim(z, — I(¢,)) + R-lim [(¢,) =0+ 2 ==
— 00 n—oo

n—oo n
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3.11 Satz Archimedischer Kérper (K, <) vollstindig = jede von oben beschrankte Menge M #
(0 hat Supremum sup(M) (d.h. K ist ordnungsvollstandig).

Beweis Konstruktion des Supremums als Limes einer Cauchy-Folge (der existiert wegen der
Vollstandigkeit!)

d mg € M und obere Schranke sq € K von M.

Betrachte Mittelpunkt mg < mon <s9 (wobei2=1+1).

Falls Mittelpunkt obere Schranke, setze

ﬂ@04—80
my=mgy , S5 = B

sonst
mo + So
mq =
2

S1 = Sp.-

In beiden Fallen enthalt
mi,s1] =={a€e K|m; <a<s}

einen Punkt aus M (im zweiten Fall, da Mittelpunkt nicht obere Schranke).
Iteration gibt
[mn7 Sn] C [mn—h Sn—l]

mit
(M, Sp] N M £

1 1
‘Sn - mn’ = §|8n71 - mn71| = Q—n‘so - mo‘

Behauptung (s,,).en und (my,)nen sind Cauchy—Folgen.

Begriindung Zu ¢ > 0 wihle N mit |sg — mo|2~ V" < ¢ (archimedisches Axiom). Dann fiir
n, k>N

1
]sn—sk|S\sn—mN|+|3k—mN|§2~2—N]80—m0\<6

Ebenso
Imy, —myg| < e

Somit existieren Limites, die zudem gleich sind:

s=1lims,=1limm, , sk
n—oo n—oo

Nach Konsruktion ist s obere Schranke (da M <'s, V n € N). Seit < s kleinere obere Schranke
= I n e Nmitm, >tund [m,,s,] M #0. O

Anwendung ay=1 , a1 =1+ ﬁ Cauchy in Q, also R = ¢ = R-lima, € R existiert
und c =14 = <= =2

Bemerkung: Ab jetzt schreiben wir wieder lim fiir R-lim.

3.12 Satz Jede monoton wachsende von oben beschrankte Folge in R ist konvergent.
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Beweis (7,)nen Folge in R mit 2, < 2,41 <s€R

—> (%p)neny Cauchy (sonst 3¢ >0 VN In>m>N x,—x, > ¢ Widerspruch zu
beschrankt) O

3.13 Definition (i) Die erweiterten reellen Zahlen sind R = R U {—o0} U {00}, auch genannt
Zwei—Punkt—Kompaktifizierung von R.

(i) Ordnung auf R gegeben durch Ordnung auf R und

—x<r<oo VzelR

(iii) Operationen +, - auf R kénnen teilweise fortgesetzt werden: ¥V x € R

r+o00o=00 , T—00=—0
oo fir x>0 T T
T-00 = . , —=——=0
—oo fiir <0 00 —00

XF+oo=00=00-00 , etc.

Sinnlos sind

813
8
|
g
g

Somit R kein Kérper.

(iv) Folge (xy,)nen, ©n € R konvergent uneigentlich gegen oo
<— VseNIdNeNmitx, >sVn>N

Schreibweise: lim,, o 2, = oo Ahnlich: lim,,_,o ©,, = —00

(v) Fiir eine nach oben unbeschrankte Menge M C R definiert man sup(M) = oco. Entsprechend:
inf(M) = —o0

(vi) Fiir a,b € R definiere abgeschlossene, offene und halboffene Intervalle durch

[a,b) = {zeR|a<x<b}
(a,b) = {x€R|a<z<b} ,
(a,b] = {x€R|a<a<b} , [a,b)=...

Beispiele lim,,_,.,n? = oo
lim,, oo (—n)? existiert nicht
sup(N) =00 , inf(Z) = -0
Sup((a, b)) = sup((a, b]) =0

3.14 Satz (Intervallschachtelungsprinzip) Seien I,, = [a,,b,] C R abgeschlossene Intervalle mit
a, <b,, n €N und
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(i) Iny1 C I,
(i) Ve>03neNmitbh, —a, <e¢

Dann <— F='z e R mit {z} =, exIn ={c€R|ce L,V neN}

. o . 1. Satz 3.12 .
Beweis Nach (i) ist (a,,)nen monoton wachsend und von oben beschrankt A = lim,, e a,
existiert.

Ahnlich: (b,,)n,en monoton fallend und b = lim,, ., b, existiert.

Klar a < b und (), oy In = [a, ]

Begriindung Gegenannahme § = a — b > 0. Dann 3 n mit |a,, —a| < $ und [b—b,| < .
Aber a < b WiderspruchzuVe>0dnmitb—a <b, —a, <c¢
—= v=a=b = [z,7]={2} =(,enIn O

Bemerkung: Satz 3.14 falsch fiir halboffene Intervalle, z.B. (-, (0, %] = 0, weil 0 # (0, 2],
und zu jedem >0 3 n mit £ < z (nach Archimedes).

3.15 Definition M Menge, M # ()

(i) Zwei Mengen sind gleichméachtig <= 3 Bijektion zwischen ihnen.
(ii) M endlich <= 3 n € N mit M gleichméachtig zu {1,...,n}.
(i) M unendlich <= M nicht endlich.

(iv) M abzihlbar <= M gleichméichtig zu N.
(v) M héchstens abzahlbar <= M abzahlbar oder endlich.
Bemerkungen

1. 0 # M C N hdchstens abzihlbar

Begriindung: Nach Wohlordnungsprinzip ordne M der GréBe nach. Abzadhlen der Elemente
gibt Bijektion.

2. M hochstens abzadhlbar <= d surjektive Abbildung f: N — M
Begriindung "=" klar fiir M abzahlbar, fiir M endlich auch (iiberlagere)
"«<=" Definiere g : M — N durch

g(a) = min f~'({a})

Dann g injektiv (aber evtl. nicht surjektiv)
aber g : M — g(M) bijektiv und g(M) C N nach (i) hochstens abzahlbar

3. N x N abzahlbar, Z x N auch, weil eine surjektive Abzahlabbildung gemaB folgendem Bildes
gegeben ist:
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Somit Q auch abzahlbar, weil (n,m) € Z x N+ € Q surjektiv.

3.16 Satz R ist nicht abzahlbar.

Beweis Gegenannahme: (z,,),en Durchnummerierung von R

Wihle abgeschlossenes Intervall Iy C R mit g & I,.

Dann wahle iterativ abgeschlossenes Intervall I,,.; C I, mit 2,11 & I,.1 und I,,1 hat % der
Lange von [,,.

Nach Intervallschachtelungsprinzip existiert € R mit (), .\ [, = {z}.

Aber ¥ n ist x,, & I, also x & {x,, | n € N}, also keine Durchnummerierung. O

4 Folgen reeller Zahlen
Definition 3.1 (Zn)nen Folge in R) z, € R konvergent mit Grenzwert x € R
— lim, 0oty =20 <= Ve>0I Nmit|z, —z|<eVn>N

Cauchy—Kriterium (Satz 3.10)
Ve>0d N mit |z, — x| <eVn,m>N = lim,_, x, existiert.

Monotoniekriterium (Satz 3.2): z, <z,,1 <s€R VneN
= Limes existiert und lim,,_,,, ¥, = sup{z, | n € N}
Analog: fallende Folgen
Schreibweisen: lim,,_, x, = lim,, x,, = lim z,,

4.1 Satz Seilimz, =2 , limy,=y , 0#)XeER
(i) im(z, + \y,) = (limz,) + A(limy,) = 2+ \y  (Existenz von Limes und Gleichheit)
(i) lim(z,y,) = (limz,)(limy,) = zy
(iii) Fallsy #0 , lim2e = lmem — o

(iv) Falls x,, <y, gilt z <y.

(v) Seiz =y und z,, < z, <y, — limz, = z.
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Beweis

(i) Seie > 0. Dann I N = N (£) und MzM(ﬁ) mit

\x—xn|<§ : |y—yn|<ﬁ vV n > max{N, M}
— £ €
]xn+)\yn—x—)\y\<§+|)\\m:€ V n > max{N, M}

(i) Ahnlich (vergleiche auch Beweis von Satz 2?: Nullfolgen bilden Ideal)

(iii) Nach (ii) reicht es, x,, = 1 zu betrachten.
Day#030>0mit |y,| > 6 VYn>N

11

Yn Yy

— |Y=Yn

e =
Yny

< shily —yal <& Vo> max{M(ed]y|), N}

(iv) Gegenannahme: 6 =z —y > 0. Dann 3 n mit

)
|I_xn’<§ |y_yn|<_

= Ty Y= (@ —2) H @Y F Y —y) 2§+ § =3

(v) z.B. Intervallschachtelungsprinzip O
Beispiele
1.z, = 2221‘;” Konvergenz + Grenzwert?
lim z,, = lim = no == =2
nree oo 1+ n? 1+ (hmn—wo %) 1

2. xn:qﬂnmitq>1

2, monoton fallend und > 0

weil: 2, = ”T“%J:n und lim,,_, o ”T“é = é < 1, so dass fiir n ausreichend groB, z,, fallend

Also Konvergenz.

1 1 1
r= lim x,.1 = limn+ T, =—-T —> x(l——)zo — =0

n—oo n—oo nq q q

3.Sei0<y<lundpeN

=1 , il =Tn | 1
Zo Tp+1 T ( + p(xn)p

Behauptung =z, > x,1 > 0und (z,)? >y
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Begriindung Induktion iiber n
Anfang: n =0 OK

Schritt: Da (z,)? >y, ist 1 + % < 1, somit x,,11 < z,. Zudem

() —y = (5 (1+M)p—y

p(xn)P

> (x,)P (1 - y = (@) -p) — 1y (Bernoullische Ungleichung)
p(x,)?
= 0

Somit: x = lim,,_,o x,, existiert und

_ 7P —_ 7P
x:x(l—i—y x):>1:1+y Yo =y
pav par

Die Gleichung P = y hat nur eine positive Losung (weil 0 < z < 2/ = 2P < (2')P).
Das = > 0 definiert die p—te Wurzel » = ¢/y = y%, 0<y<1.
Fiir y > 1 setze: ¢y = ——.

VY e

FirpeN, g€ Zsetze fiiry >0 , y» = } q=

Eigenschaften:

(yz)r = yrzv z2>0

L= (142", n>1
Betrachte vy, = (1 + %)nﬂ. Dann

T (e N R R
Un AT AUER

Bernoulli

- n+1




Somit ¥, < y,—1 und y,, > 0 = y = lim,,_, y,, existiert.
lim,, o T = limy, o0 (yn (1+ %)_1> =y - 1 existiert.

Definition:  lim,, o (1 + %)n = e heiBt Eulersche Zahl.

4.2 Definition (i) y € R Haufungspunkt (HP) einer reellen Folge (x,,)nen
<= Ve > 0 3 unendlich viele n € N mit |y — x,| < ¢

(ii) Gegeben eine streng monoton wachsende Abbildung k € N — ny € N, d.h. ny < ng1. Man
nennt (x,, )ren Teilfolge von (x,,)nen.

Bemerkung Eine konvergente Folge hat genau einen HP, namlich ihren Grenzwert.

Begriindung x = lim,, ., z,,. Sei y # x zweiter HP. Dann |z —y| = > 0. Zu e = g soll nun
|z, — x| < ¢ ¥V n>N(e) gelten und |y — x,| < 3 fiir unendlich viele n. Widerspruch.

4.3 Satz y HP von reeller Folge (z,,)nen <= 3 gegen y konvergente Teilfolge von (x,,)nen.

Beweis "—" Konstruktion der Teilfolge iterativ.
Zuce= % wahle n, > ng_1 mit |y — z,, | < %
"«<=" offensichtlich. O

4.4 Satz (Bolzano—WeierstraB-Eigenschaft von R)
Jede beschrankte Folge in R besitzt mindestens einen HP.

Beweis (z,)pen mitt<z,<s VneN.
Setze

M = {aeR]|z,>afir fast alle n}
{a € R| 2z, >a ¥V neN bis auf endlich viele}

t € M, somit M # (.

M beschrankt von oben durch s.

— y =sup(M) € R existiert nach Vollstandigkeit (Satz 3.11)

Behauptung y HP von (x,,),en

Gegenannahme: 3 ¢ > 0 mit {a € R | |y — a|] < £} enthélt nur endlich viele Folgeglieder

= y+ 5 € M, d.h. y nicht sup(M). O

4.5 Korollar Jede Folge in R besitzt eine Teilfolge, die entweder in R konvergiert oder uneigentlich
gegen oo konvergiert oder uneigentlich gegen —oo konvergiert (man sagt R ist folgenkompakt).

Beweis Falls Folge beschrankt, Satz 4.4. Falls unbeschrankt, wahle uneigentlich konvergente
Teilfolge aus. O
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4.6 Definition (7,),cn Folge in R

Limes inferior lim, . x, = lim, ,o infy>, 2, € R

Limes superior 1lim,,_,ox, = lim;,_,o SUPy>, Tr € R
Alternative Schreibweisen: liminf lim sup

Bemerkung =z, = inf;>, z; ~monoton wachsend = konvergent und lim, ,__x, = sup,, infy>,
existiert also fiir jede Folge!
Analog: lim,, o2, = inf, sup;s,, Tk

Beispiel z, = (—1)" (1+ 1) limz, = —1, limz, =1

4.7 Satz (x,),en beschrankt.

Dann ist lim, ,_x, der kleinste HP von (x,)nen und lim,_,oo1,, der groBte.

Beweis z, = inf;>, x; groBte untere Schranke abn = Ik, >n mitz, <z, <z, + %
Falls notwendig, eliminiere k,, so dass k, < k1.
Nach Satz 4.1 (vi)

. . . 1 .
limz, <limz,, <lim (gn + —) =limz,
n n

n n n

Somit lim, x,, HP wegen Satz 4.3, weil Teilfolge (z, ),en dagegen konvergiert. Es kann keinen echt
kleineren HP geben, denn V § > 0 3 N = N(§) mit x,, > lim, , 2y —0 Vn > N.
Fiir zweite Behauptung genauso, oder alternativ

lim,z, = -lim,(—x,)= —inf{HP von (—z,)nex}
= (=1)-(=1)sup{HP von (z,)nen},

denn inf(A) = —sup(—A). O

4.8 Korollar lim, z, = ¢ < lim x, = c=lim,z,

5 Vektorraume und die komplexen Zahlen

5.1 Definition d € N, d # 0

(i) Rd:Rx...xR:{f: (:)

(i) R? wird zu kommutativer Gruppe mittels + : R? x R? — R? definiert durch 7 + § =

1 Y1 r1+y1 -1
() () -C) =)
Zq Ya l’d-'f—yd *gb‘d

xl,...,xdER}

39



(i) - : R x R® — R?  Skalarmultiplikation definiert durch

NZ=N] | = : AeR, 7 eRY

Tq )\.Z‘d

Dann ist (R, +,-) d—dimensionaler reeller Vektorraum (nicht: - : R? x R? — R R? kein
Kérper!)

(IV) (fn)nEN FO/ge in Rd7 fn = ( > furn c N

Tn,d

A1

lim %, =
n—oo

<y
I

: < limx,; =y; firalle je{l,...,d}
Ya

(1) (2) e

5.2 Definition Die komplexen Zahlen C sind die Menge C = R? versehen mit Addition aus R?
und einer Multiplikation - : C x C — C gegeben durch

z\ [z _ (@ —yy
y y/ L xy/ _|_yl,/ .
1
Oc = (8) , 1lc= (0> , 1= <(1)> (imaginare Einheit).

Dann ist fiir z = (“;) eC (d.h. ((1)) und (?) bilden eine Basis von Rz)

Beispiel d =2

Definiere

z=x-lc+y-i=xz+iy (Kurzschreibweise).

Bemerkung 2 -z = a2’ —yy + i(zy + ya') <Z, = (z:) € C)

5.3 Satz (C,+,-,0c, 1c) Kérper mit Unterkérper (R, +,-,0,1) gegeben durch Einbettung

I:R=C I(x):(g):xlc.
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Beweis (C,+) = (R? +) kommutative Gruppe
(C\Oc,-) kommutative Gruppe mit Eins 1¢
Inverses: (m +iy) T = ahp — it
Assoziativitat

(o + i (@ +i) (" +iy)} = (@+ig)@s — gy +iy +y'a")
= {e+in)@ + i)} + iy

Distributivgesetz ahnlich.
Zuletzt: I(x) + I(2)) = I(x + ') und I(z) - I(2') = I(z - ).

5.4 Definition z =x+ iy € C
(i) Re(z) =x Realteil, Im(z) =y Imaginarteil
(i) Z=x —iy komplexe Konjugation
(i) |2] = /22 + 42 Betrag von z (Pythagoras)

(iv) ¢ = arg(z) := arctan (£) Argument von z (mit Schulwissen)

Bemerkung

Zm
y z

2] z = |z|(cosp +isinyp)

2> = 2:2>0
4 Re z+w = Z4+w  (2,weC)
X Z-w = Z-W
zZ=1z2
z

247 =2Re(z) 2z —Z=2iZm(z)

5.5 Satz (Eigenschaften des Betrages) z,w € C
(i) 2] >0 und (|z] =0 <= 2=0)
(i) |z +w| < |z| + |w| Dreiecksungleichung
(i) |2+ | = |2lw]
(iv) [z = ||
(v) max{|Rez|,|Zm(2)|} <[] < [Re(z)| + |Zm(2)]
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Beweis
(i) klar
(i) z=o+iy, w=u+w

CSU: (zu + yv)* = <(Z) | (5)>2 < (2% + y?) (u? + v?)

(Satz 2.13(ii))

(2 +u) +i(y +v)]* = (z +u)+ (y +0)?
= 2%+ 2zu+ u? + v + 2yv + 0?

< (@497 + 200 + VR £ 0+ (u® 4 0P)
(Va2 + g2 + Vu? +02)? = (|2 + |w])?

|z 4+ w?

(i) [2w]? = 20wz W = 2Z2ww = |2|?|w]?
(iv) klar
(V) z=z+1y
max{|z|, |y|} < 22+ y% < |z| + |y (Letzteres, da 22 + % < 22 + ¢ +2Jz|ly|) O
Wichtigster Grund fiir Einfiihrung von C:

5.6 Satz (Hauptsatz der Algebra) Jedes komplexe Polynom n—ten Grades, n € N,

n

p(z):Zakzk , a,e€C , a,#0,

k=0
hat genau n Nullstellen z, ..., z, € C, d.h.

p(2) =an(z —21)(2 — 22) - ... - (2 — 2p).

Beweis Mit Hilfsmitteln der Analysis, in jeder Vorlesung liber Funktionentheorie.

5.7 Definition (z,,),en Folge in C
lim, o0 2, = 2 <= lim, o, Re(z,) = Re(z) und lim, o, Zm(z,) = Zm(z)

5.8 Satz lim,, , 2, =2 <= Ve>03IN=N() mit|z—2z,|<e Vn>N.

Beweis "—" Notation z =x+ iy , 2z, =%, + iYy,. Sei e > 0. Wahle N = N(¢), so dass
|x—xnl<g und |y—yn]§g VY n> N.

Also nach Satz 5.5 (v), fir n > N

€
2
"<=" Wegen max{|z|,|y|} < |z + iy O

; €

42



5.9 Satz d C hat die Bolzano—WeierstraB—Eigenschaft, d.h. jede beschrankte Folge hat eine kon-
vergente Teilfolge.

Beweis (z,)nen Folge in C, |z, <s VneN.
Nach BW fiir R wahle Teilfolge, so dass (Re(zy,,))ren konvergiert. Hiervon wahle Teilfolge, so
dass auch Zm(zy, )ren konvergiert. O

5.10 Definition Der d—dimensionale komplexe Vektorraum ist C* = C x ... x C = R??, versehen
mit der Addition aus R*
Z1 w1 21 + wq

+| : ]=
Zd Wy zd—l—wd

und der Multiplikation mit komplexen Skalaren A € C:

Konvergenz komponentenweise.

5.11 Satz C? hat Bolzano—WeierstraB—Eigenschaft.

Frage Hat R? fiir d > 3 auch Kérperstruktur? Nur fiir d = 4 ist dies fast moglich (Hamilton am
16.10.1843): Quaternionen H = R* = R x iR x jR x kR mit

—1==j2=k*=1ijk

Mit diesen Regeln ist H Divisionsalgebra = Korper nur ohne Kommutativitat der Multiplikation.

6 Unendliche Reihen

6.1 Definition Sei (a,).en Folge in C. Fiir N € N ist die zugehérige Partialsumme

N
SN:Zan:a0+a1+...+aN.

n=0

Falls (sn)nen konvergente Folge in C ist, schreibt man

o0

a, = lim sy
Z " N—oo
n=0

und nennt )" a, eine konvergente (unendliche) Reihe.
Falls (sn)nen nicht konvergiert, heiBt y_° . a, divergent.
Falls a,, € R, kann auch uneigentliche Konvergenz gegen +00 oder —oco definiert werden.
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Bemerkungen

1. > a, konvergent <= Fse€CmitVe>03 M= DM(e)

N
S — E Qp,
n=0

<e VN>M

2. (Cauchykriterium) >~ ja, konvergent <= Ve > 03 M = M(e), mit ‘ZNH{ <

n=N-+1 Qn
e YVN>M, KeN (C vollstindig)

. N+K
Begriindung sy, x —sy =),y n

Somit insbesondere lim,, ., a,, = 0 notwendig fiir Konvergenz.

3. Reihe wird iiber zugehorige Folge der Partialsummen analysiert.
Umgekehrt: jede Folge in C ist Partialsummenfolge einer Reihe.
Begriindung (sy)nen Folge. Dann setze ay = sy — sy_1, $-1 =0
Dann sy = Zg:o an

4. Gegebenenfalls beginnt Reihe bei p € N, d.h. Zflo:p a,. Dies hat keinen Einfluss auf ihre
Konvergenz.

5. (Xonso@n) + A CnZobn) = Dnlo(an + Aby), falls 3207 g an und 3507 by
konvergent (Satz 4.1 (i)).

Beispiele

. — n. — N n _ 1—zN+1
1. ZGC, an_Z’SN_Zn:OZ =

0 |z] <1
A}im N — 1 z=1
e exist. nicht sonst

Somit fiir |z]| < 1:

— 1
Zz” =1, genannt geometrische Reihe
—z

n=0

2. Harmonische Reihe "> | % divergiert, oder gegen oo uneigentlich konvergent (obwohl lim a,, =
lim £ = 0).

Begriindung ;+ (: +31)+(t+s+2+3)+...+
1 1 1 K. _1
Also s monoton wachsend und syx+1 > K-%

= limpy_o Sy = O

44



3. Y02, -5 konvergent

Begriindung mit Hilfe des Cauchy—Kriteriums

1 1 1
0 < iiF——
S Ny T vy T T vy KR
1 1 1
< + o+

J(N +2) (N+K+1)(N+K)
1 1

1
= + +...+ ! L
 \N N+1 N+1 N+2 o N+K+1 N+K
<

6.2 Satz (Majorantenkriterium) a, € C, b, > 0. Es gelte V n € N |a,| < b, und Y b,
konvergent
= > ., an konvergent.

. ) ) . NiK Dreieck NiK .
Beweis (mit Cauchy—Kriterium) ‘anNH an| < YN bn<e Y N2> M(e), weil b,
konvergent. O
Beispiel > ", -1 konvergent V p > 2, weil > 7 | 1 Majorante, da | 4| < 5.

6.3 Satz (Minorantenkriterium fiir Divergenz) a, >b, >0 VnéeN
Yo gbp =00 = > a, =00, d.h. divergent.

Beweis offensichtlich, da Partialsummen groBer werden. O

Beispiel

SRS

<1, dann > L divergent, weil
nbP

6.4 Definition (i) > 7 a, absolut konvergent <= > > |a,| konvergent
(i) 3>, an bedingt konvergent <= > a, konvergent in C, aber > |a,| = oo
6.5 Satz > a, absolut konvergent = > " a, konvergent

Beweis Mit Cauchy—Kriterium

N+K N+K
Zan<2|an|<5 V' N > N(e)
n=N n=N
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Bemerkung Umkehrung falsch

> 1 = /1 1
1S = 1 —

Z( )n +Z(2k 2k+1>

n=1 k=1
= 1 Iox 1

= -1 < - — <
+22k(2k+1) SIE <™
k=1 k=1
nach Beispiel 3, also konvergent, aber Y | + = 0.

6.6 Satz (Quotientenkriterium = Majorantenkriterium mit geometrischer Reihe)

(i) limy, oo |22 < 1 = Y o an absolut konvergent
(ii) |[*| > 1 fiir fast allen € N = >°" ja, divergent
Beweis

(i) Wahle ¢, so dass

limy, o0 <c<l1.
Dann 3 N = N(c) mit
Intll<e V>N
Qn

Also
ON+k QON+k—1 aN+1 a

lanix] = N‘ < ¥ ay|

AN+k—1 ON4k—2 ; an
= D alolankl < 3520 Flan] = thlan| < oo
Endlich viele Anfangssummanden dndern absolute Konvergenz nicht.

(i) Dann 3 N mit |ap41| > |an] > ... > |ay| >0 V>N

= (a@n)nen keine Nollfolge = >"77 a, divergent
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6.7 Satz (Wurzelkriterium)
(i) Tim, oo V/]an] <1 = 3.7 a, absolut konvergent
(i) {/|an| > 1 fiir unendlich viele n = %>, a, divergent

Beweis Ganz analog zu Satz 6.6 mit N = N(c)

Vi, <e<1 Vn>N < la,| <" VYn>N.

O
Beispiele
1. zeC , a,= %7: , ZZO:O %T,L absolut konvergent V z € C
Begriindung Quotientenkriterium | “2: %:-’ = nLH|z| — 0 fiir n = oo O
> o2y 21 heiBt Exponentialreihe, Schreibweise exp(z) = Y57 =
2.2z€C | a,=nPz" , > 7 nPz" absolut konvergent fiir |z| < 1

Begriindung Waurzelkriterium

limy, o0 /] an] = lim, oo ¥/nP|z] = 1-|2| = |2| = 2| < 1

R

2
{2 n gerade

. Quotientenkriterium zieht nicht.
n ungerade

1
8
Aber lim{/|a,| = lim1 {/ (%)(_1)n =3 = Y (%)n+(_1)n absolut konvergent.

Jetzt Kriterien fiir bedingt konvergente Reihen (nicht absolut konvergent):

6.8 Satz (Leibnizkriterium) a,1 > a, > 0 streng monoton fallende positive Nullfolge
= >~ ,(—1)"a, konvergent

Beweis Wir zeigen, dass das Cauchykriterium gilt: Sei NV ungerade.
Nun geben immer zwei Terme zusammen gepaart entweder positive oder negative Beitrage und
dies fiihrt zu folgender Abschatzung:

N+K
n _ N+K
—an1 < —antk < E (=1)"an =any1 —an2 +angz— .+ (1) Nanikx < anpa
—_———
n=N+1 <0
—_———
>0
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Ahnlich fiir N gerade. Somit

N+K

Z (_1)nan

n=N+1

<ayy1 — 0 fir N — o0

Beispiele
1. 3,51(=1)"% konvergent, siehe oben.

2. auch 2@1(—1)”% konvergent fiir £ > 0

6.9 Satz (Abelsche partielle Summation)
(an)nen, (bn)nenw FolgeninC . By =" b, Partialsumme

(i) 27]:7:0 anbp = Zg:()(an - an+1>Bn +ani1By

(i) (an+1Bn)nen  konvergente Folge und Y (a, — an,41)B,, konvergent
= > >, anb, konvergent

Beweis
(i) Induktion iiber N

Anfang N=0 aobo ; (CLQ — CL1)BO + a130 = CL(]BO = aobo
Schritt von N — 1 nach N:

N N-1
Z apnb, = Z anb, + anby
n=0 n=0
N-1
= (@n — ap41) By + anBy-1 + anby
n=0 ~

an BN

N
= Z(Gn — Qp+1)By, + a1 By

3
Il
=)

(i) klar nach (i)

Beispiel € C |, |z|=1 , z#1
Dann 3~ | = konvergent.

Begriindung a, =+ , b,=2" , By=1% ., |By| < 2
Dann limy oo anyi1By =0

o0

Z(an — apy1)Bp

n=1




Konvergenz nach Satz 6.9 (ii)

6.10 Definition >~ a, unendliche Reihe in C, ¢ : N — N bijektive Abbildung
Dann heiBt "> a,) Umordnung von 7 ay,.

6.11 Satz >~ a, absolut konvergent = jede Umordnung von )", a,, konvergiert gegen den
gleichen Wert.

Beweis Sei S=3) > a,und ) a,m) eine Umordnung.
Sei ¢ > 0. Dann 3 N = N(g) mit
D an| <e.
n=N

Wahle M > N, sodass {1,...,N} C p({1,...,M}), dh.Vn < N I m < M mit p(m) = n.

Dann
M 00 [e's) 00
D agm =S| =1 D tpm| < D lagml <D lan <
n=0 n=M+1 n=M+1 n=N
T T
andere Terme heben sich weg evtl. mehr Terme
Also ZZO:O Ap(n) = S. O

6.12 Satz (Riemann) > > a, bedingt konvergente Reihe in R, S € R beliebig
= 3 Umordnung mit Y>> aum) = S
(keine Kommutativitat der Summanden!)

Beweisskizze fiir Fall S = oo (sonst siehe Literatur)
Sei Y >° . b, Reihe der positiven Glieder von > >° @,
Y o2 o Cn Reihe der Betrage der negativen Glieder.
Behauptung > b, =ocound ) ¢, =00
Begriindung Falls ) b, < ocound) ¢, < oo,soist ) a, absolut konvergent. Widerspruch.
Falls >~ b, =ocound > ¢, <oo = ) a, divergent. Widerspruch.
Jetzt Konstruktion von ¢: Mit } b, = oo konstruiere r,, € N iterativ in n € N, so dass

T n—1
ZbRn+k>1+Cn , Rn:Zr]—.
j=1

k=1

Dann wahle ¢, so dass
- Cn , k=0,
Yp(Bntntk) = bRn+k s k= 1, vy Tp.

Dann fiir N mit R, < N < R, gilt



6.13 Definition >~ a, und Y °_ b, unendliche Reihen in C
Sei k € N — (ng,my) € N x N eine bijektive Abbildung.
Dann heiBt »~,° @y, by, eine Produktreihe von Y" a, und )"  by,.
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Beispiel

ag Cauchysche Produktreihe
(diskrete Faltung)

a Cauchy >°2, (Zlgzo agbk,g)

a2 Quadratreihe ¢,

as

6.14 Satz > a, und ) b, absolut konvergent
—> jede Produktreihe absolut konvergent mit Wert (30" an) (D bm)

Beweis Sei N > k — (ng,m;) € N x N eine Bijektion und ¢, = a,, by, Terme der zugehdrigen
Produktreihe. Zu K € N, sei

r =max{ng,...,ng} , §=max{mg,...,mg}.

Dann
K

dolal < (a4 lar)(lba] + o+ (b))

k=0
(i[ad) (i\bmo < 00 VKeN
n=0 m=0

Somit Produktreihe absolut konvergent.

Nach Satz 6.11 konvergiert jede Umordnung gegen gleichen Wert, aber jede Produktreihe ist
Umordnung obiger Produktreihe.

— alle Produktreihen konvergieren gegen gleichen Wert. Speziell auch Quadratreihe:

I SIESRESES

IN

6.15 Satz (Cauchyscher Doppelreihensatz)
Sei (Cpm)nen, men doppelt indizierte Folge in C.
Sei Y 12 o Cnpmy, absolut konvergent fiir eine Bijektion k € N — (ny, my;) € N x N
= absolut konvergent fiir jede Bijektion, und Vertauschung der Summation méglich:

n=0 \m=0
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Beweis 3ahnlich wie oben, zur Berechnung der Werte verwende Anordnungen

und
Anwendung:
6.16 Satz Die Exponentialreihe
oo Zn
exp(:) = 30
n=0

ist fiir alle z € C absolut konvergent und erfiillt
(i) exp(0) = 1
(ii) exp(z +w) = exp(z)exp(w) Vz,weC
(iii) ﬁ =exp(—z) und |exp(iz)|]=1 VzeR
(iv) exp(z) = lim, o0 (14 2)"

(v) Die so genannte Euler—Konstante erfiillt
_ " 1
=ewm =i (1+7) =X

Schreibweise: exp(z) = €*
Beweis Absolut konvergent mit Quotientenkriterium, siehe oben.

(i) klar,da 0! =1 und 0° =1
(i)

2 (24 w)" =1 " /n
ST - Za<k (i

)zkw"_k> Binomische Formel
k

n=0 . "0 —
© Mk ne
— % 2 I Tl Cauchy—Produkt (Faltung)

= i Z—Ij> (i %T) Satz 6.14

= exp(z)exp(w
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(i) exp(z)exp(—=2) W exp(z — 2) © exp(0) =1
| exp(iz)|* = exp(iz) exp(iz) = exp(—ix) exp(iz) = exp(0) = 1
x é R

IN
M-
e

Behauptung ‘1 ~TL, (1 - %)’ <lsy i<k

n

Induktion iiber &. k=1 0OK. Von k —1 nach k

SUCHIRINCS

-1

< 1—E 1— 1—£)‘+
n n
=1
k
Z;fllé k1
< = — k
o n n;

2
Also: I, <Zk2k| n) g%zkz% < fiir n— o0

abs. konv. (z.B. Quotientenkrit.)

6.17 Definition Fiir z € C sind Cosinus und Sinus definiert durch

e’LZ + 6722 6’LZ _ 677,2

cos(z) = 5 sin(z) = 5

6.18 Satz (i) cos(z) und sin(z) sind durch absolut konvergente Reihen gegeben:

(ii) Fiir z € R gilt cos(z) € R, sin(z) € R.
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(iii) cos(—z) = cos(z) (Cosinus ist gerade)

sin(—z) = —sin(z) (Sinus ist ungerade)
(iv) cos?(z) +sin*(z) =1 V z2€ C (Pythagoras)
(v) e = cos(z) + isin(z)
(vi) Additionstheoreme fiir z,w € C

sin(z +w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)

cos(z +w) = cos(z)cos(w) — sin(z) sin(w)
Begriindung

(i)

1 (<X (iz)™ 2 (—iz)™
cos(z) = 5(2(71') +Z( n'>>

1 o
= 3 Z Z—(z” + (—=1)"") =0 fir n ungerade

= Z © (—1)* Durchnummerierung der geraden Zahlen

sin analog
(ii) + (iii) klar
(iv)

eiz + e—iz 2 eiz o e—iz 2
cos?(z) +sin?(z) = <T> - (T)

(v) nach Definition
(vi)
sin(z) cos(w) + sin(w) cos(z)
= L ) () () (6 e )]

1 . .
= 4_ [Qez(erw) _ 2671(z+w)} — sin(z + w)
1

cos analog.
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Bemerkung Weitere trigonometrische Funktionen:

an(z) = sin(z) alls  cos(z
tn(2) = 2t cos(z) 20
cot(z) = L Cf)s(z) , falls  sin(z) # 0.

tan(z)  sin(z)

6.19 Definition Seien (a,,),en Folge in C, z, zy € C.
Dann heiBt Y, a,(z — z)" Potenzreihe um z.

Bemerkung f(z) =Y 7 a,(z—z)" heiBt auch analytische oder holomorphe Funktion. Studium
in der Funktionentheorie.

6.20 Satz >~ a,(z — 29)" Potenzreihe um z,. Definiere den Konvergenzradius

p= (mn—mo m) - € [0, o0}

Dann ist Potenzreihe absolut konvergent fiir = € C mit |z — zo| < p, und divergent fiir |z — zy| > p.
Beweis Nach Wurzelkriterium Konvergenz fiir
1m0 3/ Jan (2 = 20)"| = (m /@, )|z — zo| < 1
Divergenz, falls > 1. O
Beispiele
1. Geometrische Reihe a,, =1, 20 =0 = p=1
2. Exponentialfunktion a,, = %, zo = 0, oder
exp(z — 2o) le—zo , p=00

n!
n=0

3' Zf:()(z - Zo)n - 1— L fur |Z — Zo| < ]_’ p = ]_

(z—20)
R Verhalten auf dem Rand delikat
_ (vgl. Beispiel nach Abelscher partieller Summation)
Divergenz
Konv.
P
20
R
Bemerkung Falls lim,, “ “ existiert, gilt nach dem Quotientenkriterium p = lim,, |a|a’+‘|1‘

(Hadamarsche Formel).
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7 Topologische Grundlagen

Schlagworter: Metrische und topologische Raume, Kompaktheit

7.1 Definition X Menge, d : X x X — R>q = [0,00) heiBt Metrik (oder Abstand) auf X, falls
Vx,y,z € X gilt, dass

(i) d(z,y
(ii) d(z,y

)=0 < z =y (Nichtentartung)

)
(iii) d(x,y) < d(z,y) +d(z,y) (Dreiecksungleichung)

(

d(y,z) (Symmetrie)

Dann heiBt (X, d) metrischer Raum.
Beispiele

1. X =R?%oder C* |, euklidische Metrik

(i)+(ii) klar, (iii) Cauchy—=Schwarz-Ungleichung
2. X = R4 andere Metrik d’

d'(Z,y) = max;—1__qlz; —y;| Maximumsmetrik

.....

i)+(ii) klar, sei zudem 2 = | : | € R%, dann
(i)+(ii) :

Zd

d(Z,7) = maxj_1__4lz; — 25 + 25 — y;]
< maxjoy,a(l7y — 2] + 2 — y5l)
< maxj—y gl — 25| + maxjo1 | alz; — vy

d(Z,Z)+d(Z,7)

3. X Menge , d(z,y) = { (1) ii?; ist eine Metrik

4. X ={f:]0,1] — R beschrankte Funktion} (reeller Vektorraum der Dimension co)
d(f,9) = supg<,<i [f(2) — ()] = sup{[f(z) — g(x)] | 0 <2 <1}

Beweis von (iii) wie in Beispiel 2.

[0, 1] "kontinuierlicher Index des Vektors f"

7.2 Definition (X, d) metrischer Raum, x € X, r >0, A C X Teilmenge

56



(i) Die (offene) Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x ist

B.(x)={y € X | d(x,y) <r}.

(i) A offen <= Yac A3 r >0 mitB.(a) CA

7.3 Satz (X, d) metrischer Raum, r > 0, x € X

(i) (Ai)icr, I Indexmenge, A; C X offen

— Ui Ai={r € X |x € A, fiireinic I} ist offen.
(ii) B,(z) offen
(iii)) A C X offen <= A ist Vereinigung von Kugeln

(iv) A, B C X offen = AN B offen

Beweis
(i) Setze A =J,c; Ai. Sei a € A.
— dielmitaceA
A;offen

= Jr >0 mit B,(a) C 4
= B, (a) C A, somit A offen

(ii) Sei a € B,.(x). Sei 6 = d(a,z) <r. Dann B,_s(a) C B.(z)

(iii) "<=" klar nach (i) und (ii)
"=—" Zu a € A wahle r, > 0 mit B, (a) C A.
Dann A = (J,c4 Br.(a) (hier ist A Indexmenge!)

(iv) ac ANB 2L 34, > 0und rg > 0 mit B, (a) C A und B,,(a) C B.

Setze r = min{ra,r5}. Dann B,(a) C AN B. Somit AN B offen. O
Beispiele
1. Offene Mengen in R sind Vereinigungen offener Intervalle (a,b).

2. Offene Mengen in R? sind Vereinigungen offener euklidischer Kugeln (oder offener Wiirfel bei
Maximumsmetrik).

Verallgemeinerung des metrischen Raumes: topologischer Raum
Erinnerung: P(X) = {A | A C X} Potenzmenge von X

7.4 Definition X Menge, O C P(X) Mengensystem von Teilmengen von X
Dann heiBt O Topologie auf X, falls
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() VeO, XeO
(i) (Ai)icr, Ai € O = U,;c; Ai € O (O vereinigungsstabil)

(iii) A,...,Ay €O, N €N

— NN, A={aeX|acA firi=1,....N} €O
(O endlich durchschnittsstabil)

Dann heiBt (X, Q) topologischer Raum und die Elemente von O heiBen offene Mengen.
Bemerkungen
1. (X, d) metrischer Raum. Die von d induzierte Topologie auf X ist
O = {beliebige Vereinigungen von Kugeln in X} U {0}

- { U B”’i (ZL’Z)

i€l

r; >0, xieX,iel}U{Q)}

Begriindung: Satz 7.3

2. Nicht jede Topologie wird von einer Metrik induziert.
Beispiel: X Menge mit mindestens zwei Elementen; O = {), X'} " Klumpentopologie”
Annahme: 3 Metrik d auf X, welche O induziert.
— einzige Kugel ist X.
— Vr>0giltdz,y)<r VzyelX.

— d(z,y) =0 Vaz,y€ X Widerspruch zur Definition von d, da X mehr als ein Element
hat.

3. Verschiedene Metriken d und d’ auf X konnen gleiche Topologie erzeugen. Dies gilt insbe-
sondere, falls ein C' > 0 existiert mit

1
gd(fc,y) <d(z,y) <Cd(z,y) Vaz,yelX,

weil dann (mit der Bezeichnung B/ (z) fiir Kugeln beziiglich d’)
By, () € Bl(x) C Bor(z)

Begriindung y € B.(z) = 3Jr, > 0mit B, (y) C B.(x) = 3 r, mit B, (y) C
B, (y) C B,(x).
Somit B,.(z) = U,ep, (x) Br, (y) offen beziiglich Topologie von d'.

Beispiel R? mit euklidischer Metrik d und Maximumsmetrik d’:

i=1,....d

d.h. C = d.
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Erinnerung AC X , (xA=0A={r€ X |z ¢ A} = X\A heiBt Komplement von A in X

7.5 Definition (X, Q) topologischer Raum, A C X
A abgeschlossen <= [x A offen

7.6 Satz (X, Q) topologischer Raum
(i) 0, X abgeschlossen
(ii) (A;)ier Familie abgeschlossener Mengen = (,.; A; abgeschlossen
(ii) Ay, ..., Ay abgeschlossen = |JY | A; abgeschlossen
Begriindung
(i) Cx0 =X und CxX =0 offen
(i) Mengentheoretische Identitat:
Cx (ﬂAi> = {x eX |z gZﬂAZ}
iel icl
= {d'eX |z gA fireiniel}

iel i€l
Nun ist Cx A; offen Vi € I
PeLA U,cs Cx4; offen = (0, A; abgeschlossen

=1l,...

offen

7.7 Definition (X, Q) topologischer Raum , ze€ X , UCX
U = U(z) heiBt Ungebung von v <— J A€ O mitz e ACU

Bemerkung Im metrischen Raum (X, d) ist U Umgebung von x
< 3JKugel B.(z) CU

Beispiele a,0cR , a<b
1. [a,b] ={z € R|a < x < b} abgeschlossen in R
2. [a,b) weder offen noch abgeschlossen

3. Q@ C R weder offen noch abgeschlossen
Begriindung ¢ € Q, dann ist kein B,.(y) C Q, wenn r > 0.

4. [a,b) Umgebung von allen = € (a,b), aber nicht von a und b
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1
5 M1 <O, 1+ —) = (0, 1] nicht offen, aber Durchschnitt nicht endlich

n
—_—

offen

6. U,>1 [0,1— 1] =[0,1) nicht abgeschlossen, aber unendliche Vereinigung

7.8 Satz (X, Q) topologischer Raum , AC X
A offen <= A Umgebung all seiner Punkte

Beweis "—" 1€ A = z € A C A mit A offen = A Umgebung von z
"<=" A Umgebungvon x Vzr € A
— V 2 doffenes B, mitx € B, C A
= J,ea Bz = A offen, nach Vereinigungsstabilitat O

7.9 Definition (X, O) topologischer Raum , ze€X , ACX

(i) x Beriihrungspunkt (BP) von A
<= V Umgebungen U von z gilt UN A # ()

(ii) x Haufungspunkt (HP) von A
<= V Umgebungen U von x gilt AN (U\{z}) # 0

Bemerkungen

1. z € A, dann 2 BP von A, aber nicht immer HP von A.
Beispiel 1 ist BP von A = {1} C R, aber 1 nicht HP von A.
2. Jeder HP von A ist auch BP von A (nicht umgekehrt!).

3. A C R von oben beschrinkt = @ = sup(A) BP von A

Begriindung Sonst gibe es 7 > 0 mit B,(a) N A = () und a — § wiére kleinere obere
Schranke. Widerspruch!

7.10 Satz (X, O) topologischer Raum , A C X. Aquivalent sind
(i) A abgeschlossen.
(ii) Jeder BP von A gehért zu A.
(iii) Jeder HP von A gehdrt zu A.

Beweis (i) = (ii): A abgeschlossen , z & A
Satz 7.8

— 2 € bxA offen == [xA Umgebung von z
Da aber Cy AN A = 0, ist 2 nicht BP von A.
Somit: t BPvon A = z € A

(ii) = (iii): klar nach Bemerkung 2.
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(i) = (i): Jeder HP von A ist in A, also ist 2 € Cx A nicht HP von A.
= 7 offene Umgebung U(z) mit AN (U(z)\{z}) =0, d.h. U(x) c CxA
Somit Oy A = U.coa U(x) offen = A abgeschlossen O

7.11 Definition Ein topologischer Raum (X, O) heiBt Hausdorff~Raum
< Vua,ye X, x+#y 3 Ungebungen U(x), U(y) mit U(z)NU(y) =10
Man sagt auch, es gilt die Trennungseigenschaft T,

7.12 Satz Jeder metrische Raum (X, d) ist ein Hausdorf~Raum (wenn versehen mit der induzier-
ten Topologie).

Beweis z,y€ X , x#y = r=d(x,y) > 0 (Nichtentartung)
Wahle U(x) = Bz(x) und U(y) = Bz (y). O

7.13 Satz (X, 0) Hausdorff , x HPvon A C X
= in jeder Umgebung U von x liegen unendlich viele Punkte von A.

Beweis x HPvon A |, U Umgebung von z
— dry e ANU\{z} , a1 #=z
— 3 Umgebungen U;(z) C U(x) und Vi(z1) mit U1 NV; =0
— JreUi(z)\{z}NA |, za#x |, 23#x
Dann iteriere. O

7.14 Definition (X, O) Hausdorff
Eine Folge (x,)nen in X konvergiert gegen x € X
(Schreibweise: lim,,_, o ©,, = lim, x,, = x)
<= zu jeder Umgebung U vonx 3 N e Nmitx, €U Vn>N.

Bemerkung (X, d) metrischer Raum. Dann

limz,=2 < (Ve>03I N mit z, € B.(x) Vn>N)

n—oo

Fiir X = R? oder z = C? stimmt Konvergenzbegriff mit dem Vorherigen iiberein!

7.15 Definition (X, Q) Hausdorff , (x,)nen Folge in X
x € X Haufungspunkt (HP) von (z,,)nen
<= zu jeder Umgebung U von x 3 unendlich viele n mit x,, € U

Achtung! HP von Menge {z,, | n € N} = HP von Folge (z,)nen, aber Umkehrung falsch
(z.B. konstante Folgen)
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7.16 Satz (X, O) Hausdorf~Raum , (z,)nen Folge in X
r =lim, .oz, = x einziger HP von (x,)nen (Somit auch Grenzwert eindeutig)

Beweis Sei y zweiter HP von (z,)nen, ¥ # T

= J Umgebungen U(z) und U(y) mit U(z)NU(y) =0

Nach Definition der Konvergenz 3 N mit x, € U(z) V n > N = nur endlich viele z,, in
U(y). Widerspruch. O

7.17 Satz (X, d) metrischer Raum
x € X HP von Folge (z,)nen in X = 3 Teilfolge, die gegen = konvergiert.

Beweis Bestimme iterativ n; > nj_1, so dass

| =

d(z, z,,) <

Dann limy_,o0 2, = 2. O

Metrische Raume sind natiirlicher Kontext fiir folgende schon bekannte Begriffe.

7.18 Definition (X, d) metrischer Raum
(i) A C X beschrankt <= I C € R mitd(x,y) <C Vz,ycA

(i) (xn)neny Cauchy—Folge in X
< Ve>03aN mitd(zp,z,) <e Vn,m>N

(iii) (X,d) vollstindig <= jede Cauchy-Folge in X konvergent

(iv) (X,d) Bolzano—WeierstraB—Raum (BWR)
<= jede beschrinkte Folge hat einen HP

7.19 Satz (X, d) metrischer Raum
(i) (xn)nen Cauchy—Folge =—> {x,, | n € N} beschrankt
(i) (zn)nen konvergent = (x,,)nen Cauchy—Folge
(iii) (X,d) BWR. Dann gilt
(n)nen konvergent <= (x,)nen beschrankt und héchstens einen HP
(iv) (X,d) BWR = (X,d) vollstandig
Beweis analog zu R

(i) (zn)nen Cauchy-Folge = I N mit d(zp,2,) <1 Vn,m>N
Setze r = max{d(z1,zy),...,d(xy_1,7n)} + 1.
Dann z, € B.(xy) V k€N,
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(i) lim, x, = . Sei ¢ > 0. Bestimme N, so dass

d(z,x,) <

DO | ™

DannVn,m > N

d(xp, ) < d(Tn, z) + d(z, 2) <

(iii) "==" klar nach (i) und Satz 7.17.
"<=" Nach BWE hat (x,),en also genau einen HP x.
Behauptung = =lim, .. z,,
weil sonst 3 & > 0 und 3 unendlich viele (z,,);eny mit d(z,2,,) > €.
Nach BWE hat (z,,) ey einen HP 3.
Zudem d(z,y) > ¢ = x # y. Widerspruch.
(iv) Sei (x,,)nen beliebige Cauchy-Folge in X.
Nach (i) beschrankt, nach BWE 3 mindestens ein HP.
Behauptung Es gibt keine zwei HP (mit (iii) folgt dann Konvergenz und somit (iv)).
Begriindung Seien x # y HP, dann d(z,y) = > 0.

Zue = g wahle N mit
d(zp,m) <e  ¥Yn,m>N (Cauchy).
Da x,y HP, 3 nach Definition M, K > N mit
d(x,zpy) < € dly,zx) < ¢
— d=d(z,y) <d(z,zpn)+dxpy,zK) +d(zk,y) <e+e+e =3 =47. Widerspruch.O

Zusammenfassung: Hierarchie
X BWR = X vollstindig = X metrischer Raum = X HR = X topologischer Raum

Bemerkungen
1. Viele topologische Raume sind nicht metrisch.

2. Beispiel fiir X vollstandig, aber nicht BWE:

1
X=N L de)={ g 17

Genau die schlieBlich konstanten Folgen sind Cauchy und konvergieren (somit vollstandig).
Aber x,, = n beschrankt, hat aber keinen HP.
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3. Es gibt unvollstandige metrische Raume, aber jeder metrische Raum (X, d) kann vervollstandigt
werden.

Hierzu setze:

Y = {(xy)nen Cauchy-Folge in X'}

X = Y/~, wobei

(Tn)nen ~ (Yn)nen == limy, o0 d(Tn, Yn) = 0

Definiere  d((2y)nens (Yn)nen) = limy, o0 d(2,, ) (Limes existiert, Ubung!)
Einbettung [:X — X I(x) = (%) nen

Satz (X,d) vollstandig und X C X dicht, d.h. zu jedem Z € X und Umgebung U von &
existiert € X mit x € U (ohne detaillierten Beweis, aber im Prinzip genauso wie bei R).

Beispiel X=Q , X=R
Konstruktion neuer topologischer Raume aus bekannten, z.B. Urbildtopologie
Y —=(X,0)
O={f"YA) | Aec 0O} Topologie auf Y (siehe Ubung)
Wichtiger Spezialfall:

7.20 Definition (X, Q) topologischer Raum, A C X
O ={BNA| B e O} Unterraumtopologie auf A und (A, O4) heiBt Unterraum (UR) von
(X,0).

Bemerkungen

1. O4 tatsachlich eine Topologie auf A. Nachweis der Eigenschaften in Definition 7.4:

(i) @,AGOA
(II) CiEOA — EIBZEOmItCl:AﬂBZ — UiGIBiGO — UzelBlmA:
Uier Ci € Oa

(iii) Ubung
2. Betrachte Einbettung I : A — X, dann O4 = O(I) Urbildtopologie
3. AC BC (X,0), dann A als UR von X = A als UR von B, wobei B UR von X.
7.21 Definition (X, Q) topologischer Raum
(i) (A)icr offene Uberdeckung von X <= A; € O und |J,.; 4; = X
(i) (A;)icr, Teiliiberdeckung von (A;)ic;r <= Iy C 1 und X = UZEIO A,

(iii) X heiBt kompakt <= X HR und jede offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche
Teiliiberdeckung.
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(iv) K C X kompakt <= K kompakt bez. Unterraumtopologie
<= V (B))ics offen in X und Uberdeckung von K 3 endliche Teiliiberdeckung von K

Beispiele

1. (0,1) nicht kompakte Teilmenge von R
weil: (0,1) = {J,>; (£,1) offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung

2. Spater: Satz von Heine—Borel zeigt [0, 1] kompakt (Beweis notwendig!)

3. Endliche Mengen sind immer kompakt.

7.22 Satz (X,0) HR , K C X kompakt. Dann
(i) K abgeschlossen
(ii) A C K abgeschlossen in K => A kompakt
Beweis

(i) Sei y € CxK. Verwende die Trennungseigenschaft.
Zu jedem x € K bestimme offene Umgebungen
U(z) von z und V,(y) von y mit U(z) N V,(y) =0
= U,ex U(z) offene Uberdeckung von K

K komp.
—

3 endliche Teiliiberdeckung (U(x,,))n=1
— N, V.. (y) offene Umgebung von y mit (_, Vi, (y) € Cx K

.....

Somit ist Cx K Umgebung all seiner Punkte
>3tz (8 Cx K offen = K abgeschlossen
(ii) (Ai)ies offene Uberdeckung von A

— Vi€l 3B, C Koffenin K mit A;,=B,NK
—> ((By)ier, Cx A) offene Uberdeckung von K (weil Cx A offen!)

RIP 3 endliche Teiltiberdeckung (B;,, ..., Biy,CxA) von K
= (4;,,...,A4,;,) endliche Teiliiberdeckung von A O

7.23 Satz (X, d) metrischer Raum , K C X kompakt
= K beschrinkt, d.h. diam(K) = sup, ,cx d(x,y) < o0

Beweis = € K, (B,(z))nen ist offene Uberdeckung von K = 3 endliche Teiliiberdeckung
(Bn,(%))iz1,.n = K C B,(x) = diam K <ny < o0.
O

7.24 Definition (X, Q) Hausdorf~Raum , A C X
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(i) X abzihlbar kompakt <= jede Folge in X besitzt einen HP

(i) X folgenkompakt <= jede Folge in X besitzt konvergente Teilfolge

(i) A abzihlbar kompakt (bzw. A folgenkompakt)
<= A versehen mit Unterraumtopologie abzihlbar kompakt (bzw. A folgenkompakt)

Bemerkung X folgenkompakt = X abzadhlbar kompakt
Beispiel [a,b] C R abzéhlbar kompakt nach BWE

7.25 Satz (X, d) metrischer Raum. Aquivalent sind
(i) X kompakt
(ii) X folgenkompakt
(iii) X abzihlbar kompakt

7.26 Lemma (Lebesguesches Uberdeckungs/emma )
(X, d) abzahlbar kompakt, (A;);c; offene Uberdeckung von X
= I Lebesguesche Zahl 6 > 0, so dassV x € X 3 i € I mit Bs(x) C A;

Beweis Gegenannahme: 3 solches § > 0
— Vn>13dz, € XmitBi(z,) g A Viel
Sei zg HP von (z,,)n>1 (nacthoraussetzung).
Sei ig € I, so dass zg € A;, (Uberdeckung).
Sei ¢ > 0, so dass B.(xy) C A;, (A, offen).

Tk

Zo

N

Wihle k > 2 mit z, € Bz (z9) (o ist HP)

Dreieck

— Bi(xy) C Bs(xx) C  Bo(xo) C Ay, Widerspruch.

7.27 Lemma (X, d) abzihlbar kompakt
= V& >0 3 endlich viele zy,...,z, mit X =J;_, B:(z;)
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Beweis Gegenannahme 3 & > 0 mit X # (J;_, B(x;) fiir jede Wahl von z4,..., 2, und r € N.
Sei yo beliebig = 3 y; mit d(y1,y0) > ¢
= Jyo mit d(y2,y1) > € und d(yo,y0) > ¢, etc., d.h. Vn € N

Jy, mit d(yg,yn) > ¢ Vk<n.

Diese Folge (yn)nen erfiillt also d(yn, ym) > ¢ ¥V n,m € N, kann also keinen HP haben. Wider-
spruch zu abzahlbar kompakt. O

Beweis von Satz 7.25:
(iii)==(i) (schwierigster Teil)
(A;)ier offene Uberdeckung. Sei 6 > 0 zugehdrige Lebesguezahl.
Nach Lemma 7.27 wahle z1, ..., 2, mit X = {Ji_, Bs(z;).
Da Bs(z;) C Aj;; fiir geeignetes i; nach Lemma 7.26, gilt X = Jj_, A;;, d.h. endliche
Teiliiberdeckung.
(i)==(iii) Sei (z,,)nen beliebige Folge in X.
Ziel: Konstruktion eines HP.
Setze
A, = {ze€X|Ve>03k>nmita, € B-(z)}
= {z e X |xzBPvon (zg)k>n} C An
A,, abgeschlossen nach Satz 7.10.
Behauptung () ., A, #
Begriindung Sonst ware Un21 CxA, = X offene Uberdeckung.

X_komp. ngl Cx A, = X endliche Teiliiberdeckung

— (= ﬂfj:l A, = Ay, aber Ay # 0. Widerspruch.
Also 3z € nk21 A, d.h. 2 BP von (z4)g>n ¥V n €N
= x HP von (2,)neny (¥ € > 0 3 unendlich viele n mit d(z1, z,) < €)

(i) == (i) klar
(iii)==(ii) Satz 7.17 (zu jedem HP gehort konvergente Teilfolge) O

7.28 Satz (Satz von Heine-Borel) (R?, euklidische Metrik) A C RY. Dann:
A kompakt <= A beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis "—" Satz 7.22 und 7.23
"<=" BWE: Jede beschrinkte Folge in R? besitzt HP.
Also hat Folge (z,,),en in A einen HP x, der auch BP von A ist (entweder x = x,, fiir unendlich

viele n, oder  HP der Menge {z,, | n € N}) Jetzt:

Satz 7.10
A abgeschlossen =57 z € A

Somit hat jede Folge in A einen HP in A

Satz:7>'25 A kompakt =
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8 Stetige Funktionen

8.1 Definition (Grenzwerte von Funktionen)
X,Y Hausdorf~Riume , ACX |, A#0

f:A—=Y Abbildung , a€X , aBPvonA , beY
Dann definiere lim,_,, f(z) = b <= V Umgebungen V (b) von b 3 Umgebung U(a) von a

mit f(U(a) N A) € V(b)

¥ f Hierbei f(A) ={f(a) | a € A}

a € A moglich, aber nicht notwendig! zu allen V(b) 3 U(a)

Bemerkung Grenzwerte sind eindeutig.

Beweis Seien by,by € Y zwei Grenzwerte , by #by , Y HR
—> 3 Umgebungen V(b1), V(by) mit V(b)) NV (by) =0
2% 3 Umgebungen Ui(a) und Us(a) mit

fUj@)nA) CV(b;)  j=12

= [(Ui(@) NUs(a) N A) TNy, f(U(@) N A) CV (b)) NV (by) =0

N
= Ui(a)NUs(a)NA =10
Aber Uy (a) N Us(a) Umgebung von a = a nicht BP von A. Widerspruch.

8.2 Satz (X,d), (Y,d') metrische Raume, f:ACX —Y, a BPvonA.
Aquivalent sind:

(i) im0 f(z) = b

(i) ¥V e>036>0 mit f(Bs(a) N A) C BL(D)

(iii)) Y e > 039 >0, so dass firv € A mit d(z,a) <9 gilt d(f(z),b) <e
(iv) ¥ Folgen (x,)nen in A mit lim, x,, = a gilt lim,, f(z,) =b

Beweis

68



(i)==(ii) Sei € > 0. Dann B.(b) Umgebung von b
—> 3 Umgebung U(a) mit f(U(a) N A) C BL(b)
= 3> 0 mit Bs(a) C U(a) (da U(a) Umgebung von a) und somit
f(Bs(a) N A) C f(U(a) N A) C BL(b)
(i)<=(ii) Sei V' (b) Umgebung von b
— Je>0mit BL(b) C V()
VR 35 > 0 mit f(Bs(a) N A) C BL(b) C V(b)
Zudem Bj(a) Umgebung von a
(ii)<=>(iii) ist lediglich Umformulierung
(iii)=(iv) Sei (z,,)nen Folge in A mit lim, z,, = a
Zu beliebigem £ > 0 wahle § > 0 wie in (iii).
— I N mitd(z,,a) < YVn>N
S P (f@)b) <e ¥Yn>N
Somit lim,, f(z,) =0
(iv)==(iii) Gelte Negation von (iii)
= Je>0 Vi>03xe Amitd(z,a) <4, sodass d'(f(x),b)
Insbesondere fiir 6 = £ 3z, € A mit d(z,,a) < = und d'(f(z,),b)
Also lim,, x,, = a, aber lim,, f(z,) # b, d.h. Negation von (iv). O
Beispiel X =Y = C mit euklidischer Metrik d(z,2') = |z — 2/

>
> €

Behauptung lim, . ez7_1 =1 (Beachte 600_1 = g nicht definiert, aber 0 BP des Definitionsbe-
reiches!)

Begriindung Fiir z € C, |z| < 1 gilt
d(ez_l,l) _ |1
2

z

_1' _

wobei ¢ = )", ., & eine Konstante ist.
Zu ¢ > 0 wahle § = £. Dann: d(z,0) < § gibt d(f(2),1) <e.

8.3 Satz (Cauchy—Kriterium)
(X,d), (Y,d') metrische Raume, a BP von A C X, f: A — Y Abbildung
(Y, d') vollstandig. Dann:
lim,_,, f(x) existiert <= Y e > 03§ > 0, so dass fiir v,x' € A mit d(z,a) <6, d(z';a) <9

gilt d'(f(z), f(a') <e
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Bemerkung Beachte, dass Grenzwert b = lim, .o f(z) nicht bendtigt wird, um Konvergenz zu
untersuchen (aber auch nicht berechnet wird).

Beweis "=—" (ohne Vollstindigkeit von Y)
lim, ., f(x) =0
= Vs>036>0mitd(m a) < 6 gilt d'(f(x),b) <
= Va2’ € Amitd(z,a) <9, d(z',a) < gilt

)
&(f(@), f(2')) < d(f(x),b) + d'(F(a), ) <5+3=
"<=" Verwende Kriterium (iv) von Satz 8.2.
Sei (z,,)nen Folge in A mit limx,, = a.

Behauptung (f(z,))nen Cauchy—Folge in (Y, d')

=
2

Begriindung Sei ¢ > 0. Wahle 6 > 0 gemaB Voraussetzung.
Nach Konvergenz limx,, = a 3 N mit d(x,,a) <d Vn>N

I @ (f(x,), f(xn) <& Ynm>N 0
Welter Y vollstandig = lim f(z,) = b existiert.
Gegeben andere Folge (z!),eny mit lim 2!, = a existiert auch lim f(2]) = b'.

Behauptung b =10

Begrundung Betrachte (z!))nen = (2o, 24, 1,24, . . .)
Dann lim 2] = a und auch lim f(2)) = b" existiert. Aber t = V' und V" = b.

Beispiele
1. (Funktionen ohne Grenzwerte)
X, Y=R , f#)=sin(2) m z€A=R\{0} , a=0
lim,_,q sin (%) existiert nicht

Begriindung (mit Schulwissen)

1
1
/ - - 0 / _1
e 0 I

Tatsachlich: Vb € [—1,1] 3 Folge (x;,)nen mit limz, = 0 und
lim f(z,) =b

1 >0

1 z<0 x € R\{0}

2. X,)YeR f(x):sgn(x):{

lim, o f(z) existiert nicht.

Hier ist jedoch Limes von rechts und links sinnvoll.

8.4 Definition a c RBPvon ACR , f:A— (Y,d)
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(i) lim,, f(x) =b (rechtsseitiger Limes)
<= V Folgen (z,)nen in A mit z,, > a, limz,, = a gilt lim f(x,) =b

(i) lim, oo f(z) =b (uneigentlicher Limes)
<= V Folgen (x,)nen in A mit lim x,, = oo gilt lim f(x,) =0
(iii) Analog linksseitiger Limes lim,+, f(x) und lim,_,_ f(x)
Beispiele
1. lim,psgn(z) =1 , limgosgn(z) = —1
2. lim,_,, sin (%) =0
3. lim, . sin(x) existiert nicht.

8.5 Satz (Rechenregeln fiir Limites komplexwertiger Funktionen)
(X,d) metrischer Raum , a BPvon A C X, f,g: A— C (oderR), X e C. Jeweils
wenn rechte Seiten existieren, gilt:

(i) im, o (f(x) + Ag(2)) = (im,—q f(2)) + Mlim,—q g(x))  (Linearitat)
(ii) limg o (f(2) - g(2)) = (limgose f(2)) (lime—q g(2))
(iii) lim, , Z8 = ghe=e L8 falls lim, , g(x) # 0

g limgz—q g(:l?)

Falls X =R, gilt alles auch fiir einseitige und uneigentliche Limites, (i) gilt auch fiir vektorwertige
Funktionen.

Begriindung Mit Satz 8.2 (iv) iibertragen sich die Regeln fiir konvergente Folgen (Satz 4.1).

Jetzt: Im Allgemeinen hat der Grenzwert b = lim,_,, f(x) nichts mit dem Funktionswert f(a) zu
tun (falls @ im Definitionsbereich).

8.6 Definition XY HR , f:X — Y Abbildung , xzp€ X
(i) f stetig in xy <= lim, ., f(x) = f(zo) (Limes existiert und gleich f(x))
(ii) f stetig (im GroBen) <= f stetig in allen Punkten xy € X
8.7 Satz Aquivalent sind
(i) f stetig in xg
(ii) ¥ Umgebungen V' von f(xq) 3 Umgebung U von xo mit f(U) C V
(iii) ¥ Umgebungen V von f(xo) ist f~(V) Umgebung von x

Begriindung
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(i)<=>(ii) nach Definition des Grenzwertes

(iii)==(i) klar
(il)==(iii) f(U)CV = UC fH(f(U)=f1(V)
Da U Umgebung von zj ist, ist auch f~1(V) Umgebung von x. O

8.8 Satz (X,0x),(Y,Oy) HR , f:X — Y. Aquivalent sind
(i) f stetig
(i) Urbilder offener Mengen sind offen, d.h. ¥ A € Oy gilt f~'(A) € Ox
(iii) Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
Beweis
(i)=(ii) A CY offen. Sei x € f~1(A)
= f(x) € A, d.h. A offene Umgebung von f(z)
S8 f71(A) Umgebung von z
Dies gilt Vox € X = f~!(A) Umgebung all seiner Punkte
Az ]8 F7Y(A) offen
(i)==(i) = € X und V Umgebung von f(x)
—> 3 offene Umgebung V' C V von f(x)
SUR F7YHV") offen, und z € f~1(V’), d.h. f~1(V’) Umgebung von z mit f(f~1(V')) C V.
(il)==(iii) A C Y abgeschlossen = [y A offen
= f~1(Cy A) offen. Aber
f7Cy4) = {zeX]|f(x) elya}
— Cxfee X | fz) € A} = Cxf'(4)
— Cxf~!(A) offen = f~1(A) abgeschlossen
(iii)==(ii) Analog. 0

Achtung! Satz 8.8 (ii) nicht richtig fiir Bilder, es sei denn, f bijektiv und Umkehrabbildung auch
stetig (solche Abbildungen heiBen Hom&omorphismen).

8.9 Satz (Hintereinanderausfiihrung stetiger Abbildungen ist stetig)
f:(X,0x) = (Y,Oy) und g : (Y,Oy) — (Z,0z) stetig
= gof:(X,0x)— (Z,0y) stetig
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Begriindung Ac O; = (go f)YA) = g '(A4)) € Ox O
o
SS9 %

8.10 Satz (Lipshitz—Kriterium fiir Stetigkeit) (X,d), (Y,d) metrische Riume, f : (X,d) —
(Y,d') Lipshitz—stetig, d.h. es existiere eine Lipshitzkonstante L € R mit

d(f(x), f(") < Ld(z,2") Vz,2'eX

— f stetig

Beweis Sei 1y € X und € > 0. Setze § = 7. Dann gilt fiir alle z € X mit d(z,2) < 4, dass
£
d(f(x), f(zo)) < Ld(x,x9) < L - 7=

Somit lim, ., f(z) = f(zo) Vaye X 0

Bemerkung Analoges fiir Holder—stetige Funktionen, d.h. d'(f(x), f(2")) < Ld(z,2")* fiir einen
Holderexponenten o > 0.

Beispiele

1. Konstante Funktionen sind stetig.
Begriindung f: (X,0x) = (Y,Oy) , f(x)=0b , VzeX

= [1(A) = { )Oi, Z Zﬁ beide offen

2. Identitét id : (X, 0) — (X, O) stetig

N n
3. f2) = ZuzoPni' 0 € C | rationale Funktion

o Zf:oqkzk
f stetig auf {z eC ‘ZkK:O qp2" # 0}
Begriindung Polynome stetig, weil lokal Lipshitz—stetig

Satz 8.5 (iii) kann verwandt werden bis auf an Nullstellen des Nenners

4. f:R—R f(x):{(l) xaseeR(%@

unstetig V. x € R

8.11 Satz (Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt)
f:(X,0x) — (Y,Oy) stetig zwischen HR
K C X kompakt = f(K) kompakt
Beweis (B;);c; offene Uberdeckung von f(K), d.h. B; € Oy und f(K) C U, B:
= K _C_  fYf(K)CUyg [ '(Bi) offene Uberdeckung
(nicht gleich!) offen, da f stetig
K komp.

= Jendliches Iy C I mit K C U, [~ (Bs)
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— J(K) C f (Uier, £ B)) = Uicy, Be
also f(K) kompakt. clecner O

8.12 Satz (Jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge mit Werten in R besitzt ein Maxi-
mum und ein Minimum.)

f: K — R stetig, K kompakt

= Jx9 € K mit f(20) = sup,ex f(¥) = maxzex f()

Beweis f(K) C R kompakt => f(K) beschrankt und abgeschlossen
Sei M = sup f(K), dann M BP von f(K)
f(K) abgeschlossen = M € f(K) = Jzo € K mit f(zo) =M O

Achtung! 1z, im Allgemeinen nicht eindeutig.

8.13 Satz f(X,d) — (Y,d') stetig , X kompakt
= [ gleichmaBig stetig, d.h. V¢ > 039 >0 mit

d(z,2') <6 = d(f(z), f(a) <e
(0 kann uniform gewahlt werden, unabhangig von x,z'.)

Beweis Gegenannahme: 3¢ >0:Vn >13 x,,2, mit

d(xp, x

D<o und & (f(e), f() > ¢

X kompakt = (z,, )ken konvergente Teilfolge und z = lim z,,,

Dann
d(z,z,,) < d(x,zn,)+d(@,,,7,)
1 00
< d(z, )+ — b 0
Nk

Somit limz;, =z = limx,,
[ stetig = y = f(z) = limy o f(2n,) = limg 00 f(77,,)

Aber & < d'(f(xn,), f(2),)) < d(f(2n,), y) + d(y, f(2n,)) =0
Widerspruch. O

8.14 Definition (X, Ox) topologischer Raum , (Y, d’') metrischer Raum
F(X,Y)={f: X =Y beschrankte Abbildung}
Cy(X,Y) ={f: X =Y beschrankte stetige Abbildung} C F(X,Y)
Auf F(X,Y) definiere
D(f,g) =supd'(f(x),g(z))

zeX
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Konvergenz einer Folge (fn)nen in F(X,Y) bez. Metrik D heiBt uniforme Konvergenz auf X,
Bezeichnung: g = u-lim f,,.

Bemerkung Oft spricht man auch von gleichmaBiger Konvergenz auf X .

Bemerkung D ist tatsdchlich eine Metrik auf Cy,(X,Y’) und es gilt

D(f,g) =supd'(f(x),9(x)) , VY f,geC(X,Y).

zeX

Begriindung = € X — d'(f(x), g(z)) stetig.

Wichtiger Spezialfall: Y = C oder R
Bezeichnungen: Cp(X,C) = Cp(X) = Crc(X) , Co(X,R) = Cpr(X)
Zusiatzliche Strukturen auf Cp(X)
Vektorraum: (g + Af)(z) = g(z) + Af(x) (Operationenin C) , A eC
Algebra: (g - f)(z) = g(z) - f(x)
Auf dem (unendlich dimensionalen) Vektorraum gibt es eine Norm (L.A.)

1 flloc = sup | f ()|
zeX

Zusammenhang: D(f,9) = ||f — 9o

8.15 Satz (Uniforme Limites stetiger Funktionen sind stetig)
(Y, d") metrischer Raum , X Hausdorf~Raum
heG(X)Y) |, geFX,Y) mit lim, o D(fn,9) =0
— g c Cb(X, Y)

Beweis Seiz € X und € > 0.
= INmit D(f,fn) <5 Vn>N
fn stetig bei x = 3 Umgebung U von z, so dass

d(fn(z), fn(2") < VaeU

Somit fiir ' € U gilt

d'(g(x), g(z")) d'(f(x), fn(z)) + d (fx(x), fn () + d'(fn (), f(2"))

< D(f.fy)+5+Dfn.f) <¢

IN

Ubung: f, zudem gleichmaBig stetig = f gleichmiBig stetig

8.16 Satz (Cauchy-Kriterium fiir uniforme Konvergenz)

fn + X — C stetig und beschrankt

(fn)nen uniform konvergent auf X <= (f,)nen Cauchy—Folge bez. D, d.h. ¥V ¢ > 03 N mit
D(fn, fm) <e ¥n,m>N
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Beweis
"==" klar (Satz 7.19)

"—" Ve X gilt
|fu(@) = f(@)] < D(fa, fn)
= (fn(7))nen Cauchy-Folge in C

cvollstandi
VOZENAe g(x) = lim, o0 fn(x) existiert fiir alle x € X

Noch zu zeigen: Konvergenz uniform (dann g stetig)
Sei e > 0. Wahle N = N(e), so dass

|fn($>—fm($)|<g Vn,m>N VezelX
AuBerdem wahle m = m(z) > N, so dass
|f(2) = fm@ (2)] < %.
Dann fiir n > N:

D(fn,g) = sup|fu(z) —g(z)|

rzeX

< sup ‘fn(m) - fm(ac)(x>| + sup ’fm(w)<x> - g($>|
rzeX zeX

< ° + - €

-2 2

8.17 Korollar (Cy(X), D) vollstindiger metrischer Raum

Beweis Nach Satz 17 konvergiert jede Cauchy—Folge und nach Satz 8.16 ist der uniforme Limes
dann stetig, also in Cj,(X). O

8.18 Satz f(z) =) " an(z — 2)" Potenzreihe um z, mit Konvergenzradius p
Sei K C B,(z) kompakt
— [ stetig auf K (sogar gleichmaBig)

Begriindung Sei pp = max,cx|z — 2.

Dann py < p (weil ansonsten 3 z mit py = |z — 29| nach Satz 8.12, aber kann nicht in
K C B,(z) sein. Widerspruch.)

Somit " an|pj < oo

Jetzt setze fn(2) = SN an(z — 20)". Dann ist fy stetig auf K.
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Dann

D(f, fn) = max.ex|fn(z) — f(2)]

= maX,cg Z an(z — z,)"
n>N
< Z la,|pg < e fiir N ausreichend groB
n>N

Also f uniformer Limes stetiger Funktion.

Beispiele
1. exp, cos, sin stetig auf ganz C (da p = )
2. Y % 2" gleichmaBig stetig auf jedem Kompaktum K C B;(0), aber nicht auf B;(0).

Jetzt spezielle Eigenschaften von Funktion f: A C R — R.
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8.19 Satz (Zwischenwertsatz von Bolzano) I C R Intervall
f:I—Rstetig , abe f(I) , a<b
— [a,0] C f(I)
Somit sind stetige Bilder von Intervallen wieder Intervalle.

Beweis Sei 2, yo € I, so dass f(zg) =a, f(yo) =0
Nimm an 2y < yo (anderer Fall dhnlich)
Sei ¢ € (a,b). Gesucht z, € [xg,yo] mit f(x,) = c.
Jetzt Intervallhalbierungsmethode (Newton)
Mittelpunkt #F20

+xo0) _ H

Falls f (£5%) = ¢, fertig
Falls f yO’LTxO >c setzexry =x9 , Y= WTIO
Falls f yogxo < ¢, setze x| = WTIO . Y1 =1%o
Dann f(x1) < ¢ < f(y1). Iteration:

(Tnoy, =gty falls f (B2=22=t) > ¢

(xnuyn) = (mnq;-ynfl’yn_l) falls f (mnfl‘gy”nfl) <c

Dann f(z,) < ¢ < f(yn)

Nun (2,)nen, (Yn)nen monoton und beschrankt
— limx, =z, , limy, =y, existieren

Da |z, — yn| = 27" |2 — yo| — 0, folgt z, = y.
Nach Stetigkeit

flx,) = Tim flan) <c < Jim flyn) = f(2.),

also f(z.) =cund c € f(I).

8.20 Satz [ C R Intervall , f:1 — R stetig

(i) f injektiv <= f streng monoton wachsend oder fallend, d.h. ¥ a,b € I
a<b = f(a) < f(b) (wachsend) oder f(a) > f(b) (fallend)

(i) Falls f injektiv, existiert die Umkehrabbildung =1 : f(I) — I und

f~1 ist stetig und auch streng monoton.

Beweis

(i) "=" Gegenannahme: 3 a,b,c € I mit a < ¢ < b mit f(c) < f(a) und f(c) < f(b) oder

f(e) > f(a) und f(c) > f(b).

Wir betrachten z.B. ersten Fall mit z.B. f(a) < f(b).

Nach Zwischenwertsatz wird Wert f(a) auf [c,b] angenommen, aber auch bei a ¢ |c,b].

Widerspruch zur Injektivitat.
"<=" klar (gilt auch ohne Stetigkeit)
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(i) klar: f=! wohl definiert und auch streng monoton. Stetig?

Seiy = f(z) € f(I). Dann f~(y) = x.
Zu zeigen: Ve > 036 >0 mit

A lly—dy+anf)cC(z—cz+e)

Hierzu setze

J |flxete)—y| fir xteel, .
0y = { 11 const und 0 = min{d,d_}.

Beispiele
1. f:]0,00) = [0,00), f(xz)=2", n €N, monoton wachsend, stetig
— f(y) = ¢/y =y~ stetig auf [0, c0)
2. f(z) = exp(x) = 3,50 m?", f: R — R stetig (Satz 8.18)

f monoton wachsend auf [0, 00), da Summe monoton wachsender Funktionen.

f(x) = exp(x) = exp(l_x) auch monoton wachsend auf (—o00,0], da z € (—00,0] — exp(—x)
monoton fallend

Zudem exp(R) = (0, o0)

= f7!:(0,00) — R stetig und monoton wachsend

f~Xy) = In(y) heiBt natiirlicher Logarithmus

Regeln:

exp(ln(y%)) =y Vy>0 , In(1)

0
VeeR , In(e)=1

Definition (Allgemeine Potenz) a >0 , a
(Logarithmus zur Basis a > 0) log,(y) =

Regeln: Ubung

. o] n x2" : &) n
Erinnerung cos(z) =)~ (-1) G sin(z) =) ,(—1) GonT D)1
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8.21 Satz (Eigenschaften der reellen Funktionen cos und sin)

(i) Fiir z € [=5,5]\ {0} gilt 1 — & < cos(z) < 1—Z 4+ &
cos(z)—1 —0.

und somit lim, o —

ii) Fiirz € [—4,4] gilt 1 — £ < 325 <1 ynd somit lim,_,q 222 = 1.
i) Fii 4,4] gitt 1 — & < 22 <1 ynd 1 @) =

(iii) = € [0,+/6] — cos(z) streng monoton fallend.

(iv) cos hat genau eine Nullstelle auf [0,2], die mit 5 bezeichnet wird.
(v)sin(3) =1  exp(il) =i
(vi) cos(nm) = (—1)" und sin(nmt) =0 VneN
(vii) cos ((n+3)7) =0 wund sin((n+3)7)=(-1)" VneN
(viii) cos(z + nmw) = (—=1)"cos(z) und sin(x +nr) = (—1)"sin(x)
VneN zeR
(ix) cos (z+ (n+3)7) = (=1)"sin(z) , sin(z+ (n+3)7) = (-1)"cos(z)
VneN zeR

(x) © € [-3,%] = sin(z) € [~1, 1] streng monoton wachsend

Die Umkehrfunktion ist arcsin : [—1,1] — [—Z, 2], genannt arcus sinus.

(xi) x € [0, 7] — cos(z) € [—1, 1] streng monoton fallend
Umkehrfunktion: arccos : [—1,1] — [0, 7], arcus cosinus
Beweis
(i) Fir z € [—=5,5] und n > 2 gilt =%~ < 1

(2n+1)(2n+2)

2

— (”” n) monoton fallende Folge, konvergiert gegen 0.
n>2

2nl
Cosinus—Reihe alternierend = Abschatzung nach unten (bzw. oben) durch endliche Teilreihe
mit letztem Glied negativ (bzw. positiv). (Vergleiche Beweis vom Leibnizkriterium, Satz 6.8.)

(ii) Ahnlich: Fiir 2 € [—4,4] und n > 1 ist m <1

— ((I—") monoton fallend

n>1
. |z|<4
2 sin(z) 2 x4
= l-F=="=s1l-%+5m =1
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(iii) Nach Additions—Theorem cos(a + () = cos(«) cos() — sin(a) sin(S)
cos(x) —cos(y) = cos (x;y B y;x) o (x;ty n y;x)

= 2sin (anﬂ) - sin (%) >0

Vv Vv
>onach (ii) >0, y=z>0

Fir0<z <y <6

(iv) cos stetig, cos(0) =1 und cos(2) <1—2+32 =—3

= Nullstelle nach Zwischenwertsatz. Eindeutig nach (iii).

(v) sin®* (£) =1 —cos® (%) =1 und sin (3) >0

Zudem: exp (z%) = cos (%) + 2sin (%) =1

n

) fir z € [—g,()]
z—x) fir xze€/0,%]

(xi) analog O

Ubung: arctan, arccot

9 Differenzialrechnung reeller Funktionen einer Variable

9.1 Definition ACR offen , g€ A , f:A—R
f differenzierbar in xo <= lim, ., W = f'(xo) existiert
Dann heiBt f'(xq) die Ableitung von f bei xy.
Schreibweisen: f'(zo) = %(xo) =L f(zo) = Df(z0) = ...

Weiter: f differenzierbar auf A <= f differenzierbar inx VYV z € A
Bemerkungen
1. %ﬁm) heiBt Differenzenquotient, xo BP seines Definitionsbereiches A\ {z,}

f(zote)—F(zo)

2. Umschreiben f'(zq) = lim._,o -
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3. Geometrische Interpretation von f’(x) als Steigung der Tangente bei x

f(x) — f(xo)

T — 2o

i i

4. f'(xg) existiert <= Ve>030 >0 mit
|f(x) = f(zo) — f(z0)(x — mo)| < €|z — x| fir |z —z0| <§
<= 3 Funktion ¢ — d(¢) mit §(0) = 0, stetig in 0, so dass

fl@) = f(xo) + ['(wo)(w —x0) + 0(x — o) - (x — @o)

TV
lineare Approximation von f beizg

9.2 Satz f differenzierbar in xo = [ stetig in xq

Beweis
. _ . _ L —Zo
:}g{ﬂlo f(z) = f(zo) + mlggo(f(x) f(xo))m .
= flzo) + f'(z0) - 0= f(z0) =
Bemerkung Umkehrung falsch, da z.B. f(z) = |z| stetig in 0, aber nicht differenzierbar in z.
lz| =0 || 1 >0 ] - :
= = — lim — existiert nicht
x—0 x -1 <0 z—=0 T
Beispiele
1. fz)=c = [fl(z)=0 VzeR
2. fo) =2 = f'(vr)=1 VzeR
3. fl(e)=2" , nelkR
f'(z) = lim wte)—a" = limnzi "gkenh-t = [T Jgrol = gl
e—0 £ e—0 —o k‘ n — 1



4. f(zx) =sin(z) , g(x)= cos(x)

£0) = 1im S 1k satz 8.21

z—0 @

-1

g (0) = lim cos(z) — 1 =0 nach Satz 8.21

x—0 x
f(z) = lim sin(z +¢) —sin(x) lim cos(x) sin(e) + sin(x)(cos(e) — 1)

v o e—0 g o e—0 g
= cos(x)-1+sin(x) -0 = cos(x)

g'(z) = —sin(z)

- 1
f'(z) = lim exp(z +¢) = exp(w) :hm%exp(x)
e—0 € e—0 £
. () = [ 1+1i =) expla) = exp(a)
= |lim S exp(z) = lim & D exp(z) = exp(z),

. n—2 . . .
weil >, <y 55— < oo uniform fiir kleines «.

9.3 Satz (Rechenregeln) A C R offen, f,g: A — R differenzierbar in
reA NeR

(i) (Linearitit der Ableitung)
(f +29) (z) = ['(z) + Ag'(x)
(ii) (Produktregel oder Leibnizregel)
(f9)'(z) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
(iii) (Quotientenregel) Sei ¢'(x) # 0. Dann
<z>’ (z) = L@s@)—f @) @)

g 9%(x)
(iv) (Kettenregel) h differenzierbar in f(x)
(ho f)(x) = W(f(x))f (x)

(v) (Inversenregel) Sei f stetig und injektiv auf Umgebung vonz, f'(x) # 0 Dann (f=1)(f(z)) =

1 —1\7 _ 1
7@ und (F7)'Y) = w=n

Beweis

(i)

(f + 2V (x) = lim L H2@HE) = ([ +29)()
(f(x : 2 ~ L + /\9(95 - 2 - g(x)) = f'(z) + A\ (x)

= lim
e—0
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(ii)
flxte)gle+e) - fla)glz+e) + fx)g(x +e) — fz)g(x)

e—0 g

2 (o + 2 4 f ) L2 9“”))
© tetig c

(iii) analog, Ubung
(iv) Sei y = f(x). Definiere Funktion () durch

hy')=hy) + W)Y —y) +6( =)y —y)

Dann ist ¢ stetig in 0 und 6(0) = 0 (Bemerkung 4. nach Definition 9.1.)
Wahle ¢ = f(xz +¢). Dann

h(f(z+e)) = h(f () + 1 (f(2)(f(x + &) = f()) + 0(f(z + ) — f(2))(f(z +&) — f(2))

Somit
(ho 1)@
- lim (h’(f(:c))f WD =T0 1 e +e) - jw) yEEDES (‘”))

= W (f(2)f'(x) +6(0)f (x)

(v) Da f71(f(x)) = z, folgt mit (iv):
(f7 (f@)f(z) =1

O
Beispiele
L. f(l’) - ln(x) - eXp_l(I) — f/(‘x) = exp’%ln:v) - exp(llnx) - %
2. f(z) = arcsin(z) r e (—1,1)
' _ 1 _ 1 cos>0 1 _ 1
— f (ZE) " sin’(arcsin(z)) ~  cos(arcsin(z)) \/COSQ(arcsin(x)) )

3. f(z) =a® = eV = f'(z) = In(a)a”



5. f(z) = cot(x) = =)

sin(x)
f/(l'> __ —sin(z) sins(ifl)zz;:;)s(m) cos(z) __ Sin_%x) — 1 — cot? (J])
6. d%arccot(y) = 1+C;t12($) = 1;;2 .y = cot(x)

R R

) 2xsin(%)—cos(%) x#0
f<x>:{ xsin(;)zo =0

f differenzierbar auf R, aber f’ nicht stetig in 0.

hmm—>0

xT

9.4 Definition a,b € R, quadf : (a,b) - R ,quadzy € (a,b)
(i) f besitzt lokales Maximum (bzw. Minimum) bei x
<= J Umgebung U von xy, so dass¥ x € U  f(z) < f(xo)
(bzw. f(x) = f(x0))
Ein lokales Extremum ist entweder lokales Maximum oder Minimum.
(ii) Sei f zudem differenzierbar in x.
xq kritischer Punkt von f <= f'(z9) =0
Dann heiBt f(xq) kritischer Wert von f.

9.5 Satz f: (a,b) — R differenzierbar in zq € (a,b)
f hat lokales Extremum in xo —> f'(x¢) =0, d.h. x¢ kritischer Punkt

Beweis Z.B. lokales Maximum

f(ff)—f(fvo){ <0 fir > 1

T — Xo >0 fir z<uxg

Also Tim,,_,,, {2210 — g = f7(z)

T—x0

9.6 Satz (Satz von Rolle) f :[a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b).

Sei f(a) = f(b).
= dce(a,b) mit f'(c)=0

Beweis [a,b] kompakt (nach Heine—-Borel), f stetig
= f nimmt Maximum und Minimum an, d.h. 3 ¢, ¢’ € [a,b] mit

f(d)=sup f(z)  f(")= inf f(z)

z€[a,b] z€|a,b|

Falls ¢/, ¢’ beides Endpunkte a,b von [a,b], ist f konstant, d.h. f(x) = f(a)
f'(e)=0 Vce(a,b)
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Sonst sei etwa ¢ = ¢’ € (a,b)

= f hat lokales Maximum bei ¢

g f'(c)=0 O

9.7 Satz (Mittelwertsatz) f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b).
= Jce(a,b) mit f(b) = f(a)+ (b—a)f(c)

Beweis Setze

b) — f(a
F@) = fo) - fla) - 20T 0y wefan
F erfiillt Voraussetzungen des Satzes von Rolle, insbesondere F'(a) = 0 = F(b)
— Jce(a,b) mit 0= F(c) = f/(c) — LB 0

9.8 Korollar f: (a,b) — R differenzierbar
= V,y € (a,0) v =1(z,y) € (0,1) mit
fy) = flx)+ fl@+y@-y)(z—y)
9.9 Korollar f: (a,b) — R differenzierbar

(i) f monoton wachsend (bzw. fallend)
< Ve (ab)gilt f/(x) >0 (bzw. f'(z) <0)

(ii) f streng monoton wachsend (bzw. fallend) und somit injektiv auf (a,b).
< Ve (ab)gilt f(x)>0 (bzw. f'(x) <0)

(iii) f konstant <= f(x)=0 V x € (a,b)

Begriindung (i) und (ii)
"=" klar
"«<=" Korollar 9.8 O

9.10 Satz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) f,g : |a,b] — R stetig und differenzierbar auf
(a,b). Sei g'(x) #0 V x € (a,b)

= o) _ f(b)—f(a)
> El cc (aab) mit g'(c) - g(b)—g(a)

Beweis wie Satz 9.7, nur mit

Anwendung:
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9.11 Satz (Regel von de I'Hospital)
Seien a,b € RU{xoo} und f,g: (a,b) — R differenzierbar. Es gelte
(i) lim,, f(z) = 0 = lim,, g(x)
oder
(ii) lim, |, f(z) = oo = lim,, g(x).
Zudem existiere lim,, I(@)

g'(x)”
= lim,, % = lim,, % (Existenz des ersten Limes und Gleichheit)

Analoges gilt fir lim+y,.
Beweis

(i) Da lim,, % existiert, ist ¢'(x) # 0 V z € (a,b) (ggfs. nach Verkleinern von b). Zudem

konnen f, g stetig nach a fortgesetzt werden (durch den Wert 0).

20 v e (a,b) 3 o € (a,z) mit

f@) _ fle) = fla) _ [(xo)

g(x) — f@)—gla)  ¢'(z0)

Mit x | a auch x¢ | a.

(ii) Sei @ = lim,, & Zue>03 ¢ > a mit
f'(x)
—al<e¢ Vel ac
g'(z) (@)

Nach der Voraussetzung von (ii) und evtl. Verkleinern von § gilt zudem

f(z) > f(c) und g(x) > g(c) Ve (a,c).

Nach Satz 9.10: V z € (a,c¢) 3z € (x,c) mit

d.h.
f@) _ f@) gle) —gla) f)
9(z) g'(xo) [flc)=flz) g(x)
- Ll (,_snry—sore)
g' (o) 9(@)(f(c) = f(x))
_ fay) (), f0
e\
ey, 1+ %) = q,
wobei x | a auch xy | a impliziert. O
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Beispiele

L. a#p, af #0. Mit (i):

Coxr—af az® !t — Bgf1 a—pf
lim — - = lim —— — =g =af
2. a,p>0. Mit(ii):
" In(cosh(ax)) ! coshl(ag:) sinh(az) - tanh(ax) o«
im ——— = =1i

z—oo In(cosh(far))  z—o0 Wl(ﬁx) sinh(fx) - 8 s tanh(8z) 8 S
9.12 Definition I C R Intervall , f: 1 —R

(i) f konvex <= Va,bel , a<b , Vte(0,1)gilt
f((L=t)a+1tb) < (1—1t)f(a) +1f(b)

(ii) f streng konvex <= "< anstelle von "<”

(iii) f (streng) konkav <= —f (streng) konvex
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Bemerkung Interpretation mit Bild:

Funktionswert < Lineare Interpolation (konvex)

f

a b
(1—t)a+tb
9.13 Satz Agquivalent sind:
(i) [ konvex
(i) Y a,x,be I mita<xz<bgilt f(z) < f(a)+%(m—a)
(i) ¥ a,x,b € I mita < x <b gilt

f@) = fa) _ f(b) = fl=)

T —a b—x

Analoges gilt fiir streng konvex und konkav.

Beweis

(i)==(ii) Gegeben z, setze t = =2. Dann z = (1 —t)a + tb und

s = (1-520) s+ 72250 = )+ LO=10 g

(il)==(iii) Nach (ii)

()~ fla) _ £8) ~ fla)
T —a - b—a
und ) ;
1)~ f2) 2 1)~ f(a) - OOy IOy, )
d.h.
F0) ~ fla) _ £(B)  f(a)
b—a - b—x
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(iil)=(i) Gegeben ¢, setze x = (1 — t)a + tb. Dann

(f(z) = f(a))(b— )
sodass f(z)(b—a)

(f(b) = f(2))(z —a),
f)(z —a) + fla)(b—x)
[Lf(0) + (1 =) f(a)](b—a)

IAINA

O

9.14 Satz f : I — R stetig und bis auf an Randpunkten differenzierbar mit differenzierbarer
Ableitung (d.h. zweite Ableitung f" existiert). Aquivalent sind:

(i) f (streng) konvex auf I
(ii) f" (streng) monoton wachsend auf I
(iii) f"(x) >0 (bzw. >0) ¥ x € I, = nicht Randpunkt von I
Beweis (ohne "streng”)

(i)==(ii) Sei a < x < b < y. Wende Satz 9.13 (iii) zweimal an:

F@)— (@) _ f0)~F@) _ f(o) ~ (B
r—a - b—x - y—2>b

Bilde lim, |, und lim,;, dann f’(a) < f'(b).

Im strengen Fall fiige weiteren Punkt z € (z,b) ein und wende Satz 9.13 dreimal an.
(i)==(i) Nach Mittelwertsatz folgt die Bedingung Satz 9.13 (iii).
(ii)<=>(iii) Korollar 9.9 (nur hier f” benétigt) O

Beispiel f(z) = 2% ,quadz € I = (0,00)
f'(z) =az*t  f(z) =a(a—1)z>2
Falls « > 1 oder o < 0, ist f strikt konvex auf [.
Falls 0 < a < 1, ist f strikt konkav auf I.

Erstes Beispiel fiir eine Konvexitdtsungleichheit:

9.15 Satz (Jensen—-Ungleichung) f: 1 — R konvex
T, an el 0<h <1 mit YN N =1

= f (ETJ:[:I Anmn) < Zfzvzl Anf ()

Beweis Induktion tiber N.
Klar fir N =1
Schritt von N nach N + 1:
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Setze \ = Zﬁ;l A, und z = %Zfl\[zl AnZy. Dann 1 — X\ = Ay und

fOr+ (1 =Nayp) <0 Af(e) + (1 =N f(enn)

N
= A (Zl %%) + v f(engr)

N

Voraus. )\n
< A ; Tf(xn) + A f(engr)
N+1
n=1

Beispiel flx)=¢" , f'(z)=e">0 , konvex auf R

Bemerkung Verallgemeinerung fiir jedes WahrscheinlichkeitsmaB anstelle von 227:1 An0y,, d.h.
f(E(x)) < E(f(x)), wobei E der Erwartungswert ist.

9.16 Definition I C R offenes Intervall, f : I — R, induktiv in n definiere:

(i) f n-mal differenzierbar auf I mit n—ter Ableitung f™ : I — R
< f0=Y . [ = R differenzierbar und (f"V) (z) = f™(z) Vael

(i) C™(I,R) = {f : I — R n—-mal differenzierbar und f™ stetig auf I}

(iii) C>*(I,R) = {f : I — R beliebig oft differenzierbar} = (), . C"(I,R)

neN
Bemerkung C°(I,R) = C(I,R) stetige reellwertige Funktionen. Beachte
C"(I,R) D C""YI,R)... D> C=(I,R)

Weitere Schreibweisen: f(”) =0"f = dar g d'f

T dan dzx™

Beispiel f(z)=¢" , fW=f — fecC®,R)

9.17 Definition I C R offenes Intervall, f : I — R n—mal differenzierbar, xo € 1. Das Taylorpo-
lynom von f in xy der Ordnung n ist

Tn,zo(x> = Z %f(k)(']‘h) : (I - x(])k
k=0
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Bemerkungen
1. Fir 0 < k < n gilt (nach Ableiten und Einsetzen)

d* d* (k)
@Tn,ko (xo) = Ik (w0) = £ (20)- (9.1)

T}z, ist eindeutig bestimmt als Polynom n—ten Grades, fiir das (1) gilt (fir 0 < k£ < n).

2. T, 4, ist Approximation von f in Nahe von z, durch Polynom n—ten Grades.

Qualitat der Approximation wird gegeben durch:

9.18 Satz (Satz von Taylor) f:1I — R (n+ 1)-mal differenzierbar, x,x, € I

Definiere den n—ten Rest durch

f(@) = T a0 () + By (%)
= 3y =7(zo,z,n) € (0,1), so dass

(x — x)" !

(n+1)! FO (2w + y(x — x))  (Lagrangesches Restglied)

Ry, 2 (z) =

Bemerkungen
1. Fir n = 0 ist dies genau Mittelwertsatz.

2. Falls f("*V stetig, d.h. f € C"T'(I, R), existiert

lim Pz, () = !
T—x0 ({E — l’o)nJrl (n -+ 1)

!f("H)(ﬂ?o)-

Insbesondere
Ry (‘73)

k:O fir 0<k<n

.
e (x — z9)

Achtung! Im Allgemeinen gilt nicht lim,, oo Ry () =0
3. Falls £+ durch C > 0 beschrinkt ist, gilt R, ., (1) < C|z — x|

Beweis Definiere

9(@) = R (x) = f(2) = T (2).
Nach (1)

0= g(z0) = g(xo) = ... = g ().
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Jetzt:

Bpao(r) —  glw) 9(x) — g(xo)
(x — xo)"t! (x —xo)"*tt (2 — o) — (xg — o) !
A

= G - Verallg. MWS mit £ € (xg, ) oder & € (z, )

1 9'(§) — g (xo)
n+1(§—xo)" — (zo — xo)"
1 g//(f)

= mit neuer Zwischenstelle £
(z + 1) n(§ — xo)""

1 (n+1)
= (n+1)! (gg — xif))o neues £ = zg + y(z — o)
= 0 —ll— 1)!f(”+1)(§), da (Tn’mo)(n—i-l) —0

Anwendung (Hoherer Ableitungstest fiir lokale Extrema)
I = R offenes Intervall , fe C"™(I,R) ,quadn >1
Sei

f(xo) = f(xo) = ... = f(n)(iﬁo) =0 ,C]U@df(nﬂ)(xo) # 0.

Dann
(i) n ungerade, f™*Y(zy) >0 = f lokales Minimum bei
(i) n ungerade, f™*Y(zg) <0 = f lokales Maximum bei

(i) n gerade, f™*Y(z9) #0 = f hat kein lokales Extremum bei z
(zo Sattel- oder Wendepunkt).

Begriindung Nach Taylor 3 v € (0, 1) mit

(ZL‘ _ $0)n+1

f(x) = f(wo) + Wf(n+l)($o +7(z — 20))

Nach Voraussetzung ist f("*1) stetig, somit

lim f(n+1)($0 +7(z —20)) = f(n+1)($o)-

T—T0

Also kann lokales Verhalten an Polynom (z — z¢)"*! abgelesen werden. O

Bemerkung Nach qualitativer Version von Taylor (siehe Ubung) gilt Gleiches auch ohne Stetigkeit
von f(n+1),

9.19 Definition I/ C R offen , fe€ C*(I,R) ,quadz,€ [
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(i) Die Potenzreihe Ts, ,o(z) = >~ f(”jl(!aco) (x — o)™ heiBt Taylorreihe von f in xy (oft auch
MacLaurinreihe genannt).

(ii) f reell analytisch in zy <= 3 r >0, so dass
f(x) = Toouo(x) fiirallex € I mit |z —xo| <r
(Konvergenz der Reihe und Gleichheit mit f)

(iii) f reell analytisch auf I <= f reell analytisch in o ¥ o € I

Bemerkung Als Potenzreihe hat Taylorreihe immer einen Konvergenzradius

—1
. (n)
p= <lim(n4)oo) \ —’f (|$0)|> .
n!

Falls Limes existiert, gilt (Quotientenkriterium)

f(n) (o)
f(n—i—l)(mo)

Innerhalb des Konvergenzradius, d.h. € B,(z(), konvergiert die Taylorreihe. Sie muss aber nicht
f darstellen (d.h. f muss nicht reell analytisch sein). Hierzu folgendes

p = lim
n—roo

n (Hadamardsche Formel)

0 <0 .
Beispiel f(z) = { o i ; 0 , Taylorreihe um 29 =10
Fir z > 0 gilt
11
flle) = e = 2
1 (1 1
fiz) = e= (g—2ﬁ)
1
f™(z) = ¢~ - Polynom (2n)-ten Grades in —
T
Da )
2 Y k k!
lim & = lim S = lim £ - lim — =0,
0 xk y—o0 Y~ y—oo eY \/ y—oo eY
I'Hospital k--mal
gilt

lim ) (@) = 0 = /(0)

— f € C*°(R,R) und Taylorreihe bei xy = 0 identisch 0, somit ungleich f (d.h. f nicht reell
analytisch in 0).
Aber: f reell analytisch in allen zy € R\{0} (Satz 9.22 unten)

Ziel: Reelle Analytizitdt von Potenzreihen f(z) = > 7 a,z™ innerhalb ihres Konvergenzradius
p, d.h. ¥V xy € B,(0). Bisher nur klar fiir zy = 0.
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9.20 Satz [ offenes endliches Intervall , (f,)nen Folge in CY(I,R). Es gelte:
(i) lim,, o fn(xo) existiert fiir ein xy € I.
(i) Ableitungen (f!)nen konvergieren uniform auf I gegen g € C°(I,R).

= (fn)nen konvergiert uniform auf I gegen f € C*(I,R) und ' = g.

Bemerkung Voraussetzungen legitimieren also Vertauschung der Limites:

i (i 1) = i (o5000)

Die Voraussetzung (i) dient lediglich der Fixierung der additiven Konstanten von f.

n—0o0

Beweis Erinnerung: D(f,,g) = sup,c(p |fn(¥) — g(z)] —— 0
Nach Satz 8.15 ist ¢ stetig als uniformer Limes stetiger Funktionen.
Nun fiir € (a,b) gilt nach MWS (fiir die Funktion f, — f,):

fa(@) = fin(2) = fu(20) = fin(20) + (2 = 20) (f1(€) = £1.(£))-

Somit
D(fus fn) < | ful(®0) = fin(wo)| + [b—alD(fy,, fr,)-

Da (fn(%0))nen Cauchy—Folge in R und (f!),en Cauchy—Folge beziiglich D, ist also auch (f,,)nen

Cauchy—Folge beziiglich D.

Satz 816 (fn)nen uniform konvergent gegen stetige Funktion f.

Noch zu zeigen: f differenzierbar und f' = g.
Sei z,y € I und z.B. x < y. Zu jedem n € N 3 nach MWS &, € (z,y) mit

fnl@) — fnly)

Py :fé(gn)

Nach der Bolzano—WeierstraB—Eigenschaft von R 3 zu (&,).en konvergente Teilfolge, wieder mit
(&n)nen bezeichnet. Sei £ = lim ¢, € [z,y]. Dann

x—y x—y

= Tim |£1(&) = 9(&) + 9(&) — 9(€)|
< lim (D(f),9) + |9(&) = 9(&)) = 0

n—oo

- 9(6)’ = lim

g stetig
Also
. flz) = f(y .
f/(ZL’) — lim L() — hin g(f) = g(x)
e Ty e€lz.y]
(wieder, da g stetig) 0
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9.21 Korollar Y f uniform konvergente Reihe in C*(I,R)
mit Y fn(zo) konvergent fiir ein xo € I
= >°°° fu uniform konvergent auf I und (3_°°, f.) = >°°, f.

Begriindung Satz 9.20 fiir Partialsummen O

9.22 Satz Sei f(z) =Y, a,z" Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0
= [ reell analytisch auf B,(0)
Praziser:  f(z) = Too () V&€ By z(0)

Bemerkung Nach Translation gilt das Gleiche fiir Potenzreihen Y >°  a,,(z — x¢)" um beliebigen
Punkt zo (anstelle von 0).

Beweis Konvergenzradius der Reihe ) - a,na""!ist p (da lim {/n = 1).

Fiir < p ist Konvergenz auf B,.(0) = [—r,r| uniform (Satz 8.18).
Zudem ) ., a,0" = ao.
Korollar 9.21 . o /AN

=" fl(x) =5, anna” YV z € B,(0) und f’ stetig auf B,.(0).
Da dies V r < p gilt, folgt f'(x) = >, -, axna™ Yz € B,(0)
Iteration dieses Arguments zeigt, dass V k € N

JP@)=> e ﬁ!k),xn’f Vo € B,(0)
n>k )

Jetzt fiir 9 € B,(0) und & € B,_|5,(%0):

F@) = Y el —w) + 20 = S S (1) vy

k>0 n>0 k=0

Die Doppelreihe ist absolut konvergent, da

n n - .
3 lanl () o = altlal™ = 3 (o = ]+ Jan)" < o
— ——

n>0 k=0 n>0 <p

Somit gilt nach dem Cauchyschen Doppelreihensatz (Satz 6.15)

fa) = i(z(g)) (&~ 0"

S 0w = 0)t = T (0).

Beispiele
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L. fz)=1+2)* , aceR , quadr>—1

fO@)=ala—1)...(a—n+1)1+z)*™ | n>1
Toqo(x):lJrznZlM

n!

a(a—1)-....(a—n+1)
a(a—1)-....(a—n)

Konvergenzradius = n

= lim,, oo ‘ } =1

Lagrangescher Rest mit v € (0,1):

Ruo(z) = il Gl 1()n + 1) (v =) 2" (140 4 yz)* !

= H a_nx(l—i-’y:r)o"l
k+11+7x n+1

n—1
a+1 T a—n
— -1 ) 14 ya)*!
(]}_[0( +k+1>1+7x \n—|—1x< +72) |

~~ e
| Faktor | < 1 fiir & groB, beschrankt fiir n — oo

falls ‘

x
<1

Jetzt:
1

1 — 7ysgn(x)

‘1+7$' <1< |z|] < (1 +sgn(z)|z]) <= |z| <

OK fir x € (—%, 1). Dann lim,, o R, .(0) =0
Somit: f(z) = (1 + z)* reell analytisch auf (—3,1).
Resultat nicht optimal: Tatsachlich f reell analytisch auf (—1,1).
Begriindung f'(z) = a(z+1)*' =a(z+ 1)1 f(z),
dh. (x+1)f'(z) = af(x)
Zudem mit Korollar 9.21 fiir z € (—1,1):
(z +1)(Te0)' ()

- @rpy ey (n_l(;“ =t D)

— (n—1)! n!
“ala—1)...-(a—n+1

= O‘JFZ ( ) n'( )(n+a—n)x”
n=1 :

= aTp(x)

Gleiche Differentialgleichung erster Ordnung und
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= konst

! ’ /
Somlt <To;,0> — (TOO,O) ;;Too,of — O Kotggg To;,O

P20 fonst = 1 = f(2) = Taop(2) V€ (~1,1)

2. f(z)=In(l —x) Taylorreihe um 07
P =2 L ) =ats L fO0) = (- Dk
— Twpo(x) = >0, =*a" konvergent fiir |z| < 1
Betrachte F((z) =In(l —2) — T o(z) , F(0)=0
Mit Korollar 22:

—1 1
Flz) = o —0
(@) nx - * 11—z
Kor. 9
= F(z) =konst = F(0) =0
— In(l—2)=->", 22" Vze(-1,1)
3. f(x) =arctan(z) , Twp?
flz) = 1 1 1
~ tan’ (arctan(x)) 1 + tan®(arctan(z)) 14 22

[e.9]

= Z o fir |z <1

n=
" Termweise integrieren” mit konstantem Term arctan(0) = 0:

e 2n+1

f(x):Z(—l)”;hLl fir |o] <1

n=0

(rigoros gehe wie oben mit Differentialgleichung vor)

9.23 Satz (Abelscher Grenzwertsatz fiir das Verhalten von Potenzreihen auf dem Rand)
Sei (ay)nen Folge in C.

Ist >~ , a, konvergent (nicht notwendigerweise absolut)

= f(x) =7, a,x™ uniform konvergent auf [0, 1]

Insbesondere ist also f stetig auf [0,1] und limy f(x) = Y07 ay.

Beweis Setze S,.x = Y. a,.
Cauchy—Kriterium: Ve >03 N mit |S,x] <e Vm >N, keN.
Jetzt
m+k

Y " = Spar™ 4 (Sma = Sma)2™ 2+ (S — Sk
n=m+1

— Sm 1(!13m+1 . xm+2> + Smg(fl‘m+2 . xm+3) 4+
[ S — [ S —
>0 >0

k—1 k k
F S (T = ™) £ S ™
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Somit

m+k
Z a.x" < 5(1’m+1 _ xm+2 + $m+2 _ $m+3 + + :L.m-i-k—l . [Em+k + xm-l—k)
n < .
n=m-+1
< exmtl<e Vi el1]
Also Cauchy—Kriterium fiir uniforme Konvergenz (Satz 8.16) erfiillt. O
Beispiele

1. > (=1)"*'L  alternierende konvergente Reihe (Leibnizkriterium)

Somit

00 1 S n © i \n
n z11 n 1l n

n=1 n=1

FPEP lmln(l — (—x)) = In(2)
2
o . 1 . p2ntl
DNy = lim ) (1)
p— n+ e n+

= limarctan(z)
1l

7r

= tan(l) = —

arctan(1) 1

s

Letzteres, weil tan(¢) = 1 <= cosp = sing <= ¢ = T (siehe gleichschenkliges
Dreieck)

10 Riemann—Integral fiir Funktionen einer Variablen

Integral = Flache zwischen Funktion und Achse

Y
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Riemann-Integral ~ > (z, — x,_1) f(&,) mit Zwischenpunkten &, € [z,,_1, 2]
Alternative: Lebesgue—Integral durch Zerlegung der y—Achse

Definition iiber Limesprozedur:

10.1 Definition (i) Eine Zerlegung Z des endlichen Intervalls [a,b] ist gegeben durch Punkte
a=2xy<x1<...<xy=>bmitendlichem N € N.

(ii) Zerlegung Z' feiner als Zerlegung Z (Schreibweise Z < Z')
<> jeder Punkt in Z ist auch in Z'

(iii) Gegeben Zerlegungen Z und Z', so entsteht die Verfeinerung Z\UZ' durch deren Uberlagerung.

(iv) Feinheit einer Zerlegung F(Z) = max,—1 _nAx, mit Az, = x, — T,

.....
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10.2 Definition (i) Untersumme Uy(f) und Obersumme Oy(f) einer Funktion f : [a,b] — R
bez. Zerlegung Z von [a,b] sind

Uz(f) = ZALL’n “ My, mit  m, =inf{f(z) | x € [x,_1,2,|}
n];l
Oz(f) = ZA:cn - M, mit M, =sup{f(z) |z € [x,_1,T,]}

(ii) Unteres und oberes Riemann—Integral sind durch sup und inf iiber alle Zerlegungen von [a, b]
definiert:

U(f) =supUz(f) . O(f) =infOz(f)
(iii) f Riemann—integrierbar <— U(f) = O(f) € R
Dann werden folgende Schreibweisen fiir das Integral von f iiber [a,b] verwendet:
b b
[ =vp =0 = [ @[ ae

Bemerkung Wenn f : [a,b] — R unbeschrankt ist, dann U,(f) = oo fiir alle Zerlegungen.
Riemann—integrierbare Funktionen sind also immer beschrankt.

10.3 Satz f:[a,b] = R , Z,Z' Zerlegungen von [a,b] = Uyz(f) < Oz (f)
Somit auch U(f) < O(f)

Begriindung Behauptung klar fir Z = 7’
SDei zundchst Z < 7' und z.B. v, =2}, <2 <2, =,
ann
Az,m, = Azim, + Azl m,
< Aximl 4 Az, ym, (weil inf iber kleineres Intervall)

Somit Uz (f) < Uz /(f)

Analog: O(f) > O (/)
Jetzt Z7 < ZUZ' und 7/ < ZU Z', so dass

Uz(f) S Uzuz(f) < Ozuz(f) < Oz (f)

10.4 Satz (Riemannsches Integrabilititskriterium) f :[a,b] — R
f integrierbar <= Y ¢ > 0 3 Zerlegung Z mit Oz(f) — Uz(f) < e
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Beweis
=" O0(f)=U(f) = Z,Z mitOz(f)—Uz(f) <e
= Ozuz/(f) = Uzuz(f) < Oz(f) — Uz(f) < e (Beweis von Satz 10.3)
""" 0<O(f) = U(f) <Oz(f) = Uz(f) < € fiir geeignetes Z O

10.5 Satz (Verschirftes Riemannkriterium) f : [a,b] — R
f integrierbar <= Y e >036>0mit Oz(f) —Uz(f) <e ¥V Z mit F(Z) <.

Beweis
"«=" klar nach Satz 10.4

"==" Sei ¢ > 0. Nach Satz 10.4 3 Zerlegung Z’ mit Oz — Uz < £ (ohne Argument von Oz =
Oz (f)). Sei Z beliebige Zerlegung.

Behauptung 3 eine von Z unabhingige Konstante C' = C(f, Z') mit
Oz —Ozuzp <CF(Z) , Ugy —Uz <CF(2)

Begriindung Seien z,,,x, 1 in Z.
Betrachte zugehorigen Beitrag B, zu Oz — Oz .
Falls kein Punkt von Z’ in [z, x,.1], ist B, = 0.

Falls ein Punkt 2/ von Z" in [z, z,41], gilt:

Bn = (xn—I—l _xn) sup f - ($n+1 —l’/) sup f - (l‘/ _xn) sup f
[xnvxn+1] [Il7x7l+1] [x’ﬂvx/]
— (@a—a) | sup f— swp |4+ —w)| s f— sup f
[zn,Tn41] [¢/ @n 1] [zn,Tn41] [zn,2']

< F(Z) (supf— inff) -2

[a,b] [a,b]

Falls & Punkte von Z" in [z, x,.1], gilt analog:

A A T

[a,b]

Summieren iiber Beitrag zeigt erste Behauptung. Zweite analog.

Somit

OZ_UZ

IN

|0z — Ozuz| + |0Oz02 — Uzuz| + |Uzuz — Uzl
< CF(Z)+ % L OF(Z) <«
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10.6 Definition f : [a,b] — R beschrinkt , Z Zerlegung von [a,b] mit Punkten o < x1 <

. < TN Sei £n S [I’nfl,l’n] und§ = (fl; c ,5]\/).
Die zugehérige Riemannsche Zwischensumme ist

Sze(f) =D Awn- f(&n).

10.7 Satz (Zwischensummenbeschreibung des Riemann—Integrals)
f i |a,b] = R beschrdnkt. Dann:

b
/d:cf(;z:)z[<:>V5>OE|5>O mit |Spe(f) =1 < e

V' Zerlegungen F(Z) < 6 und Zwischenpunkte .
Beweis

"=—" Es gilt
Uz -0z <Uz —1<8S;6—-1<0;,—-1<0z-Uy,
dh. |Sze—1| <Oz —-Uz <e YV F(Z) < (nach Satz 10.5).

"«<=" Zue>0sei d >0, sodass
|Sze — 1] < Z fuir F(Z) <6 ¥V Zwischenpunkte .

Bestimme £ und &', so dass

€ €
|SZ’§—Oz‘ < Z und ’SZ7£/—U2| < Z
Dann
SchlieBe mit Satz 10.4 oder 10.5. O

10.8 Korollar f : [a,b] — R Riemann—integrierbar

— [Pde f(z) =limy o 52NN Flat 2t (b —a)) Vie01]
Begriindung Spezielle Zwischensumme mit &, = a + ”T’t(b —a) mit Az, = b’T“ O

Beispiel zur Berechnung von Integralen: f(z) = 2% , quadx € [a, D]

b N
/ dx f(z) = A}im b—Ta Z (a + %(b - a))2 (Korollar 10.8)
a n=1

—00
N
. b— ) 2 1 5 o
— J\}lj}lgo— —~ (CL —l—nﬁ(b—a)a%—m(b—a)n)
. b—a 5 2 NN+1) 1 s N(N+1)(2N +1)
= (Na - @e— ab—a b

= (b—a) (a2 + (b—a)a + %(b— a)Q) =(b— a)%(b2 + ab + a*)
= -
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Langlich. Bessere Alternative spater (Fundamentalsatz).

10.9 Satz Jede stetige Funktion ist (Riemann-) integrierbar.

Beweis Da [a,b] kompakt, ist f : [a,b] — R auch gleichmaBig stetig (Satz 8.13), d.h. ¥V ¢ >
0306 >0,s0dass |f(z) — f(2')] < 7% V]z—2| <d.
Fiir Zerlegung Z mit F(Z) < 0 gilt also

N
€
Oz(f) = Uz(f) < ;Axn- ——=c
SchlieBe mit Satz 10.4 oder 10.5. 0

10.10 Definition f : [a,b] — R Treppenfunktion <= 3 Zerlegung Z von [a,b], so dass [ auf
(Tp_1,x,) konstant stV n=1,... N.

Bemerkung Treppenfunktionen sind nicht stetig, dennoch

10.11 Satz Treppenfunktionen sind integrierbar.

Begriindung Oz(f) — Uz(f) wird beliebig klein, wenn Beitrag der Sprungstellen klein gemacht
wird. O

Beispiel fiir eine nicht Riemann—integrierbare Funktion: f: [0,1] - R
1 zeqQ
f<“’>_{ 0 zeR\Q

Dann V Zerlegungen Z gilt Oz(f) =1 > Uz(f) = 0.
Aber: f Lebesgue—integrierbar und fol dx f(x) =0, weil Q "nur” abzahlbar in R.

10.12 Satz (i) Monotone Funktionen sind integrierbar.

(ii) f,q integrierbar, \ € R = f + Ag und f - g integrierbar (d.h. integrierbare Funktionen
bilden eine Algebra).

(iii) f integrierbar = |f| integrierbar
(iv) f integrierbar, h € C(R,R) = ho f integrierbar

Beweis
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(i)

Sei f monoton steigend. Dann

Oz(f) =Uz(f) = D Avn(f(wnsr) = flan)
< F(2)Y (f(wnr) = fzn)) = F(2)(£(b) = f(a) <&,

falls F(Z) < s = 0.

Fiir A > 0 (A < 0 Ubung),

N
Oz(f+Xg) = ZAa:n sup (f+ Ag)

n=1 [wnflﬂfn]
N

< ZAmn ([ sup }f—i—)\[ sup ]g>
n=1 ITn—1,Tn Tn—1,Tn

= 0z(f) +0z(y)

Analog Uz(f + Ag) > Uz(f) + AUz(9)
Somit

Oz(f +Ag) = Uz(f + Ag) < (0z(f) = Uz(f)) + MOz(g) — Uz(g)) < = + 5

2

DO ™

Letzteres nach Satz 10.4.
Hilfsmittel:

N N
Oz(f) = Uz(f) =) _ Az sup (@) = f(@)] = > Azyva(f),
n—1 T, €Tn—1,Tn n—=1

wobei die lokale Variation definiert ist als

w(f) = sup |f(z) = f(2)].

z,2' €[Tn—1,%n]

Da
f(@)g(x) — f(2")g(z") = (f(2) = f(2")g(z) + f(2")(g(x) — g(2")),
gilt
vn(f9) < [lgllocvn(f) + [ flloovn(9),
wobei
[flloe = s |f(2)].
Somit

Oz(f9) = Uz(fg) < llglloc(Oz(f) = Uz(f)) + Il (Oz(9) — Uz(9))

und fg integrierbar nach gleichem Argument wie oben.
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(iii) Variation erfiillt v, (] f|) < v, (f). Dann wie in (ii).

(iv) h gleichmaBig stetig auf Kompaktum [—|| f||co; || f]|oo] (Satz 8.13), d.h. Ve > 03 6 > 0 mit
h(y) = (W) < 5= ¥ Iy =y <9

Da f integrierbar, wahle Z, so dass

Oz(f) —Uz(f) <

. IN - . - /,N . e .
Sei Z - die Summe iiber Terme mit v, (f) < 6, und Z - die Summe iiber Terme mit
v, (f) > 0. Dann

N
O2(f) -~ Us(f) = Y. Az, |
n=1

d.h.
N " e
Az, <
nzl 4| Al
Also

N N
Oz(ho f)~Uzlhof) = 3 Awgaho f)+ Y Awyvu(hof)

n=1 n=1

N N
< S Ar o+ S Az2Yn|
< Sy

2 2

10.13 Satz (Rechenregeln fiirs Integral) f, g : [a,b] — R integrierbar, A € R

(i) (Linearitit des Integrals)

[astror e raon = ([ s@) e a ([ o)

(ii) (Intervalladditivitit) c € (a,b). Dann

/abdxf(x):/acdxf(x)Jr/cbdxf(x)

(ii) (Monotonie) f(x) < g(x) V x € [a,b]. Dann

/abda:ﬂx) < /abda:g@)
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(iv) (Standardabschatzung)

g/}mu@ngw—aMﬂu

a

lywm>

Begriindung Da f + \g und |f| integrierbar, folgen alle Aussagen aus den entsprechenden Aus-
sagen fiir Ober— und Untersummen. O

10.14 Satz (f,,),>1 auf [a,b] uniform konvergente Folge integrierbarer Funktionen

= Grenzfunktion integrierbar und: lim,, ., f dx fo(x f da(lim,, oo fr(2))
Entsprechendes gilt fiir uniform konvergente Reihen: Zn [ =

n

Begriindung Sei f(z) = lim, f,(x) Grenzfunktion. Dann

Oz(f) = Uz(f) = (O0z(f) = Oz(fn)) = (Uz(f) = Uz(fn)) + Oz(fn) = Uz(fn)
Oz(f = fa) = Uz(f = fu) + Oz(fn) — Uz(fn) (vgl. Bew. Satz 10.12(i))
2(b - a)”f - anoo + OZ(fn) - UZ(fﬂ)

<
<

Wahle n, so dass
I = Fulle = DU f2) < sy, dann Z, 0 dass O5(f,) — Us(f) < 5.
Nach Riemannkriterium ist f a?so integrierbar.
Zudem gilt wegen Linearitdt und Standardabschatzung

/abdxf(:c) - /abda:fn(gc)

l/mum—nm>

< (b=a)|f = fallw = 0

10.15 Definition Seien f, F' : (a,b) — R Funktionen, F' differenzierbar
F' Stammfunktion von f = F’ =f
Bezeichnung: F(x) = [ dx f(x

Bemerkung Stammfunktionen sind immer nur bis auf additive Konstanten ¢ € R bestimmt:
F' Stammfunktion von f <= G = F' + ¢ Stammfunktion von f

10.16 Satz (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung)
f i |a,b] — R Riemann—integrierbar

(i) Fiir jede Stammfunktion F' von f gilt
b
/ dx f(z) = F(b) — F(a).
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(ii) Das unbestimmte Integral G(x f dt f(t) ist Lipshitz—stetig auf [a, b].
Falls f stetig ist in z € (a, b), ist G differenzierbar in x und G'(z) = f(z).
Somit, falls f stetig auf [a,b], ist G eine Stammfunktion von f.

Bemerkung (ii) bringt die glattende Wirkung des Integrierens zum Ausdruck.

Beweis
(i) Fir jede Zerlegung Z von [a,b], a =2y < 21 < ... <xzy =, gilt:

N

F(b) = Fla) = Y (F(aa) = Flan-1))

n=1
N

= Y @0 ) f(E) (MWS 2y < & < )

n=1

= Sz¢(f)
Nun wahle Folge (Z;);en mit lim; . F(Z;) = 0. Dann nach Satz 10.7:

F) ~ Fla) = lin Sy, () = [ do (@

(i) Lipshitz—Stetigkeit: Sei z, 2’ € [a,b], x < &’

G(2") — G(2)| = / dt f(t)| < / dt|f(t)| < |z —a'|sup|f| < L|z — 2|
T x [a,b]
mit L = || f|| -
Differenzierbarkeit:
G(2') — G(x) 1 o
‘W — f(z) |x’—x| / dt(f(t) — f(z))

L[ o - s

< Sup [F(t) = f(2)l <e
te(z,z’]

fir |z — 2’| < d nach Stetigkeit von f in x.
Bemerkungen

1. F € C'([a,b]). Dann F’ Riemann—integrierbar und

lﬁﬁF@:F@—F@
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2. f(x) = sgn(z) hat unbestimmtes Integral G(z) = [ dt f(t) = |z|
(Beachte, dass fiir 2 < 0, [ dt f(t) = — ff dt f(t).)
Aber G nicht differenzierbar in 0, wohl aber Lipshitz—stetig.

Beispiele

1. a#1, fdx:z:“:f—ﬁ—i—c, mit entweder & € N oder = > 0

N

. Jdzt=In|z|+c¢  zeR\{0}

3. [dxe" =¢€"+c

N

.fdxa:”:fdxeln(“)“:%%—c a>0, a#1l

(S

. [dx cos(z) = sin(z) + ¢ [ dx sin(z) = — cos(x) + ¢

6. [ dx tan(z) = —In|cos(z)| + ¢ zeR\{(n+3)7|neZ}
7. [dx cot(z) =In|sin(z)|+c¢  z€R\{nw|neZ}

8. [driis = arctan(z) + ¢

9. fdxﬁ = arcsin(z) + ¢ fir z € (—1,1)

10.17 Definition Elementare Funktionen sind rationale Funktionen, Exponentialfunktionen, trigo-
nometrische Funktionen, all deren Umkehrungen und samtliche Kombinationen (Summen, Produkte,
Kompositionen) davon.

Bemerkung Stammfunktionen von elementaren Funktionen brauchen nicht elementar zu sein.
Beispiele sind:

Integrallogarithmus fdx@
Integralsinus fdxsmxﬁ
Gauss'sche Fehlerfunktion [ dze™*’

Jetzt Integrationstechniken: Partielle Integration, Substitutionsregel

10.18 Satz (Partielle Integration) f,g : [a,b] — R differenzierbar mit integrierbaren Ableitungen
f',q'. Dann

| dof@)g @) = 1090 - fa)gla) - [ daf@)gla)

a

und analog fiir unbestimmte Integrale.
Beweis Produktregel (fg)' = f'g+ f¢’ Dann Fundamentalsatz. O
Beispiele

1. [dzln(z) =zn(z) — [doiz = zln(z) +c
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2. [dza™cos(z) = 2" sin(z) — n [ dez" ' sin(x)

3. [dxa™sin(z) = —a" cos(z) + n [ dw "t cos(z)

/dmm arctan(x (az_ - c’) arctan(x) — /da: ($—4 + c') 1
4 4 1+ 22
1
1
1
4

4.

o' — 1) arctan(z) — i/dm(ﬁ —1) (Wahl ¢ = —3)

(z* — 1) arctan(z) ! +1 +
x arctan(z) — 52° + Ja+c

10.19 Satz (Substitutionsregel) f € C([a,b],R) , ¢ :[a, ] = Rmito(le, 5]) C [a,b] , ¢
differenzierbar , ¢’ integrierbar
Dann

#(8) B
/ de f(z) = / at F(8(1)) - /(1)
QS (0%

(o)
und fiir die Stammfunktionen

[atsowso = ( [ rw) oo

Beweis Nach Fundamentalsatz ist Stammfunktion F' von f stetig differenzierbar.
= (Fo¢) =(Fo¢)p = (fo¢p)¢ nach Satz 10.12 integrierbar. SchlieBe mit Fundamen-

talsatz.
O

10.20 Korollar (Variablentransformation) f € C([a,b],R)
o o, 6] — [a, b] differenzierbar und bijektiv, ¢’ integrierbar

= [ldr f(x) = [0 dt f(o(8)e' (1)
Beispiele

L [dt flot+B) =1 [*" dx f(x)

2. fdx% = log |¢(z)| + C, solange ¢(x) # 0

3. R(:,-)-rationale Funktion in zwei Variablen
[dx R(z,Vax+b) = [dtR (tna_b,t) ngn—t,
weil t = {ar +b , ar+b=t" , z=1  dr=2"ldt

Beispiele
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1. R(z,y) = % rationale Funktion in zwei Variablen

/dmR(m, \"/a:zr—l—b):/dtR(t _b,t) Dty

a a

Begriindung: setze t = Yax + b , ar+b=t" , x="" | dpr=1C"g

a

Somit z.B.

1 V2 2
t*—1 2 4 2
de—2 = / dt2 - :—t3—2t]}/§:———\/§
0 x+1 ?1:21 t 3 3 3

Im Allgemeinen ist rechte Seite rationale Funktion in ¢t (Methode siehe unten).

2. [dxR(cosz,sinz) = [ dt {25 R (1”‘/2 2t ) +C

1420 1412
(wieder rationale Funktion in )

Begriindung: setze ¢ = tan (£) ,quadz = 2arctan(t)

I S tan? (%) B cos? (£) — sin® (%) _ cos(a)
14+ 1+ tan? (g)  cos? (%) + sin? (%) N

2t _ 2 cos (%) sin (%)  cing
1+ ¢2 cos? (£) + sin® (%)

Konkrete Beispiele spater.

Methode fiir Integration rationaler Funktionen R(x) =

1. Schritt: Polynomdivision mit Rest

gg; = Polynom (z) + % mit Grad(p) < Grad(q), teilerfremd

2. Schritt: Faktorisierung von g (Fundamentalsatz der Algebra)
gz)=(x—2)" (x—2z)2 ... - (x—2,)" , £ € N\{0}, z; € C distinkt
z; ist £;—fache Nullstelle von ¢, nicht Nullstelle von p.

3. Schritt: Partialbruchzerlegung (eindeutig)
(1) _§~y~ A
EI ) D P

Berechnung der A, ;:
(i) multipliziere mit g
(ii) Koeffizientenvergleich

(iii) 1se lineare Gleichungen
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Beweis der Existenz der Partialbruchzerlegung:

Induktion tiber m = Grad(q)

Anfang m =1 klar

Schritt von m — 1 nach m: sei z Nullstelle von ¢ der Ordnung ¢ > 1. Somit

q(z) = (x — 2)'r(x) mit Polynom = | 7(2)#0

Dann () - p(z)  plx)r(z) —pz)r(z)  (z —2)s(z)

r(z) () r(@)r(z) r(z)

mit Polynom s (weil Zahler z als Nullstelle hat). Somit

p() p(z) p(z) 1 s(x)

@) @@ (2 @2 (@2 ()

d.h. neuer Summand und Term mit Grad((z — 2)*"'r(z)) = m — 1.
Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung: Gegeben zweite Zerlegung mit Koeffizienten B, ,, multipli-
ziere mit (z — z;)¥ und setze x = z; => A;,, = Bj,,. Dann multipliziere mit (z — z;)% !, etc.0

4. Schritt: Termeweise Integrieren

n 4

/d;p% - /d:z: Polynom(z) —I—Zzz‘ljx/dil?(m_;zj)g

j=1 ¢=1

Integrand ist komplexwertig.

10.21 Definition f : [a,b] — C integrierbar <= Re(f),Zm(f) integrierbar
Dann

/abdxf(x)—/bdeef(x)+i/bdemf(x)

a a

Bemerkung Fundamentalsatz gilt fiir Real- und Imaginarteil separat. Somit:
Gegeben F': [a,b] — C mit F’ = f (hier enthilt " die Ableitung von Real—- und Imaginarteil),

gilt [7dx f(x) = F(b) — F(a)
/da:f(x):F—l—C' , CeC

Beispiele

1./eN , zeC

1
/dx(x—z)ez £+1(w—z)£+1+0,
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weil, mit 2z = u + v,

d +1 d - E + 1 k s \+1—k
d.%' (x Z) - da: kZ:O ]f (:C - u) (_ZU)

0+1
= ;(é + l)ﬁ k(x — u)F(—iv) kD
= ()@
2. teN | [>1 X X '
/dfcm = iy O
weil:
d 1 o d (x —z) 1
dr (z — 2)71  dr((z — 2)(x —2))!
_ _ ($—Z)£_2 . (m_g)f—l rT—2z—Z
- |G e )
1 1 1 _
= ((— 1)(33_2)H L—E - (aj_z)(z_z>(2$—z—z)}
1 1
= (E—l)mm[x—z—%c—i-z—i-z]
1
BRR{TED
Achtung! Falsch fiir — und (z_lz)a , a€R/Z

Noch bendtigt im 4. Schritt:

((m—u) —l—v)—l—zarctan( ) + C wieder mit z = u + iv
- fd.ﬁE +v2 + Zfd'r(x u)?4v?

y= (l’ —u)?
dy = 2(x — u)dz

1 1 1
= — | d | dy
2/%—%“/ YETT

1
=3 In |y — v*| + i arctan(g) + C

\
S

Substitutionen:

Q<
<

<[§°

Zusammenfassend:

10.22 Satz Die Stammfunktion einer reellen oder komplexen rationalen Funktion ist elementar.
(Gegeben durch rationale Funktionen, In, arctan.)
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Beispiel

/daz 422 — 4x 2. Schritt /daz 4% — Az
(24 1)2 (x —0)%(z +1)?

3. Schritt A B C D
= d
/x(x—i+($—i)2+x+i+(x+i)2>

Nebenrechnung —1 141 1 1—1
= dx -+ ~ T -+ :
r—1i (x—19)? x+i (z+1)?

4. Schritt

—% In(x? + 1) + arctan(z) + (1 +1) ,
x—i

+% In(2? + 1) — arctan(—x) + (1 — Z):c n

= 2 arctan(z) 4 2

-+ C
7

1—=x

1+x2+0

Reelles Ergebnis nach Rechnung im Komplexen.

Nebenrechnung:

4 —4x = A@@®+1)(x+19)+ Bz +i)*+ C(z* + 1)(z — i) + D(x — i)?
A(2® + 2% + z +14) + B(2® + 2iz — 1) + C(2® —i2® + z — i) + D(2* — 2iz — 1)

Koeffizientenvergleich und LA:

O@*): 0=A+C = C=-A

O(x*): 4=iA+B—-iC+D=2iA+B+D
O(x): —4=A+2iB+C—2iD=2i(B- D)
O@®): 0=iA—B+C—-D=2A—(B+0)

O(*)+0(%): d4=4id=A=—i=C=i
O*) - 0("): 4=2(B+D)= B+ D=2
O(x): B-D=2i=B=1+i und D=1—1

10.23 Definition a,b € RU {£oo} ,quadf : (a,b) = R (oder C)
f uneigentlich integrierbar < f integrierbar auf allen kompakten Invervallen [c,d] C (a,b) und
lim,|, fcd dx f(x) und limgy, fcd dx f(x) existieren. Dann

b d
/ dz f(z) = limlim [ dz f(x)

cla dfo .,

Beispiele
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1.047&1 fdxx%:erC

1

1 -1 -1 1

/dx—: — lim = Cfalls a<1
0 z a—1 =z (a—1z! 1—-a

Fiir o > 1 ist - nicht (uneigentlich) integrierbar bei 0.

o 1 —1 —1 1
/ dr — = lim — = Cfalls a>1
1 @ 2o (a—1zt (a—1) a-—1

Fiir @ < 1 ist - nicht integrierbar bei co.

2. Cauchy-Integral

/OO d ! li li b d !
X = 1m 11m X
oo 1 —+ ,j[,'2 a——00 b—+o00 1 + Z’Z

= lim lim (arctan(b) — arctan(a))
a——00 b—oo

3. Ein rationales Integral in sin(z):

T = €T = X
0 y? — sin?(x) 0 y2 — 1(1 — cos(2z)) 0 2y% — 1+ cos(x)

) (siehe oben):

mit Substitution ¢ = tan (%

- /tan(g) it —2 2y - 2/00 dt 2y
wn(9) L+ 22 -1+ 1L o ()2 -1)+1-1

o 2 2 [ 1
— 2/ dt = 2:—/ dt
0 2(2y* —2) +2y YJo t2<1_i)+1

y2

2 T T

v A
VS t2+1 y2—12 Y2 —1

10.24 Satz (Majorantenkriterium) f,g: (a,b) = R, mit |f| < g, f stetig
ff dxz g(z) existiert —> ff dx f(x) existiert

Begriindung )fcdda:f ‘<f dr | f(x ]<f dr g(x)

Beispiele
o] e I+z T
1. fo dr &— S f dxHxQ:g
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2. Euler'sche I'-Funktion
[(z) = [[Cdte ! x>0
Integral uneigentlich bei 0 und co. Somit Spalte auf [~ = fol + [0+ [T

1 1
/dte—lﬂ—l < /dtt“”_1<oo fir —1>—-1<=2>0
0 0

/OO dt eftta:fl _ /OO dt 67t+(zfl)ln(t)

> t lt

< / dte ""2" fiir a ausreichend groB
a

< o0

Zusammenfassend ist I'(x) definiert ¥V = > 0.

Nach partieller Integration:
R R
/ dte " = —e 7|20 4 o / dt e "1
Im Limes € | 0 und R 1 oo erhdlt man die Funktionalgleichung:
Nz +1) =2(x)
DaT'(1) = [[dte™* =1, folgt
I'(n)=(n—1)!

10.25 Satz (Integralkriterium fiir Konvergenz von Reihen)

Sei f:[0,00) = R, f >0, monoton fallend mit [ dx f(z) < co.
Sei (an)nen Folge in R mit |a,| < f(n)

=> ) .~ @y absolut konvergent.

Begriindung > |a,| <> [T dx f(z) = [T dx f(z) < o0 0
Beispiel Riemann’sche {—Funktion

o0

1
5(3)22—8 , s>1,seR
n=1

—n

Tatsachlich ist dies wohldefiniert fiir s > 1, wie ein Vergleich mit der integrierbaren Funktion
f(z) =min {1, L} zeigt.

10.26 Satz (Parameterabhangige Integrale) a <b, ¢ <d

Sei f :[a,b] X [c,d] — R stetig.

Dann ist F(y) = fab dx f(x,y) stetig auf [c, d|.

Ist zudem f(x,y) stetig differenzierbar in y, so ist F' stetig differenzierbar und

d [° b d
d_y/(; dxf(may)_/a dwd_yf<x7y)
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Beweis Sei y € [c,d] und (y,),>1 Folge mit limy, = y. Fir die Stetigkeit von F' zeigen wir
lim F(yn) = F(y).

Betrachte f,,(x) = f(z,y,), welches integrierbar, weil stetig ist. Zudem gilt punktweise

lim f,(x) =g¢g(x) mit g(x)= f(z,y)

n—oo

und uniform bez. der Metrik der uniformen Konvergenz:
[fn=9llee = sup [fu(z) —g(2)]
z€[a,b]
- s |f(@,yn) = fl2,y)] <,
z€(a,

Letzteres fiir dgz((z,yn), (z,y)) < 6 nach der gleichmaBigen Stetigkeit von f auf den kompakten
Mengen [a,b] X [c,d] (Heine—Borel und Satz 8.13). Also konvergiert f,, uniform gegen g auf [a, b].
Nach Satz 10.14 gilt also

lim F(y,) = hm/ dx fn(x —/ dx hm fo(z) = F(y).

n—oo
Fiir den Beweis der zweiten Aussage verwenden wir, dass auch (z,y) € [a,b] X [¢,d] — f(:c Y)
gleichmiBig stetig ist (wieder Satz 8.13).
Jetzt:
F - F b
‘ (y+€) () / I %f(%y)‘
d
— < a y+€ f@y) d—f(x,y))‘ (Linearitat von |)
()
d :
< d_ f(z,€) ——f(x y)| (MWS mit € € [y,y + <])
< bdx sup  su df(x' {)—if(x' )‘
o a<x’gby<§<5+€ dy 7 dy Y
<
mit lim._,o d(¢) = 0 (nach gleichmaBiger Stetigkeit von d%f) Somit d F f dx O

Beispiel Berechnung von F(y) = fog dz In(y? — sin®(x)) fiir y > 1. Direkt schwierig, aber nach

Satz 10.22:
d 2y s

g
—F(y) = dx = ,
W)= / 7 _si’() Vg1

wobei Letzteres weiter oben schon gezeigt wurde. Jetzt

1 y=cosh(t) . 1
Fyy=r[|dy——" =" / dt sinh(t) = marccosh(y) + C'
VYt —1 cosh™2(t) — 1

Aber

arccosh(y n(y +v/y? —
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weil

1 1
2 _ _ = 2 _ _
cosh(In(y + vy?> —1)) = 5 <y +Vy?—1+ T \/ﬁ)

1y + (- 1) +2y/y2 - 1+1 .y
2 v+ -1 '

Also
Fly)=mln(y++vy*—-1)+C.

Zur Bestimmung der Konstante betrachtet man das Verhalten fiir y — oco. Hierzu folgende Defini-
tion als Einschub:

10.27 Definition f : (a,00) — C%, g: (a,00) — Rq (meist g(z) = x* oder g(x) = In(x), etc.)

(i) f ist von der Ordnung g, Schreibweise: f = O(g) fiir x — oo

< 3b>a mitsup,, ”f;fg)c‘)“cd <(C< oo

(ii) f von der Ordnung klein o von g, Schreibweise f = o(g)

@l _

<— lim, . o)

(iii) Analoge Definitionen fiir Verhalten bei a und —oc.
Beispiele
L rigrensm = O@™) fir o =00, 7> 3
2. sin(z) —x=o(x) fir z—0
3. In(1—2)=0(x) fir z—0
4. In(l—2)—x=0(?) fir z—0

Beispiel Weiter:

2
F(y) = dz In(y® — sin® z)

I
_ /0 dz (1n(y2) +In (1 - S';—If))
7

In(y?) + O (%) (da In(1 — 2) = O())

= 7ln(y)+ O (%)

Y
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und vergleiche mit

T 1
Fly)=rla(y+vi2— 1) +C = =ln(2y) +7T1n( ‘/Z ?)
1

+0 | —

= wIn(2) + 7In(y)

Somit C' = —mIn(2).

11 Polynome

11.1 Satz (Fundamentalsatz der Algebra)
Sei P(2) = 3. anz™ mit a, € C, ay # 0. Dann existieren zy, . .., zy € C (eventuell gleich), so
dass

P(z)=an(z—z1)(z —2z2) - ... (2 — zn).

Beweis Es reichte zu zeigen, dass eine Nullstelle zy existiert (danach betrachte das Polynom
% und bestimme von ihm weitere Nullstelle, etc.).

Zudem darf ay = 1 angenommen werden.
Setze y1 = inf,cc |P(2)].

Fir |z] = R € R gilt

1 1
N
P()| = R (1 ~ Jan-al = - ‘ao‘ﬁ) -
Somit existiert ein ., so dass
P(z)>u  VzeC, |z = R.

Auf dem Kompaktum By (0) = {z € C | |z| < R.} nimmt die stetige Funktion |P| ihr Infimum
an (Satz 8.12), d.h. 3 zy € Bg,(0) mit

|P(zn)] = p

Behauptung 1 =10

Begriindung Gegenannahme p > 0. Definiere das Polynom

P(z+ zN)'

@ ist nicht konstant und erfiillt

Somit existiert k € {1,..., N}, so dass
Q(z) =14+ b2" + ... +byzY mit b, #0, b, €C.
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Sei 6 € [0,2%) definiert durch
oI
by
Fiir 7 > 0 und r*|b,| < 1 folgt '
11+ bp(re)*| =1 — 7F|by|

und somit
1Q(re®)| < 1 —r¥be| + ¥ bppa | + ...+ Vb
= 1 —r*(|bg| = 7|bpsr| — ... — PN FbN])
< 1—r’f|bk|-1< 1
2
Letzteres fiir r ausreichend klein. Widerspruch! O

11.2 Satz (Satz von WeierstraB) Sei f : [a,b] — C stetig auf dem kompakten Intervall [a,b].
Dann existiert eine Folge (P,),>1 von Polynomen, so dass

Tim |f = Pulle =0 (mit [lgllo0 = sup,cac lo(2)])
Umformulierungen:
1. Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist uniformer Limes von Polynomen.

2. Die Polynome liegen dicht im metrischen Raum (C'([a, b)), ||.||cc)-

3. Die Vervollstindigung der Polynome auf [a,b] bez. der Norm ||| ist C([a, b]).

Beweis von Satz 11.2: Nach Reskalierung = € [a,b] — =2 € [0,1] reicht es, den Fall [a,b] =
[0, 1] zu betrachten. Zudem setze

g(x) = fz) = f(0) = x(f(1) = f(0)).

Da f — g ein Polynom ist, reicht es zu zeigen, dass g uniform durch Polynome approximiert wird.
Es gilt
9(0)=0 , ¢(1)=0.

Zudem setze g(x) =0V z < 0 und z > 1. Dann ist g gleichmaBig stetig auf R (Satz 8.13). Setze
Qn(x)zcn(l—xQ)n nENv TLZ 17

mit ¢, € R, so dass

/_1 dzx Qn(z) = 1.

1
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Es gilt
1

dr(1 — z*)"

dz(1 — 2*)"

v
(\]
Eln

dr(1 —nx*) (Bernoulli-Ungleichung)
1 L
= 2|« —n—x3> I
3
o, O 1) 1
Vi Vi

¢, < /1

AV
o\%o\

Somit

und
Qn(z) < v/n(1—86)" fir |z|>6§>0.
Also konvergiert @), auf [—1, —d] U [d, 1] uniform gegen 0, d.h.

lim sup |Qn(z)| =0

=0 ze[—1,1]\(-4,0)
Definiere, fiir 0 < x < 1,

P,(x) = /dtg(x+t)@n(t)

1

1+z
_ / 0t g(H)Qu(t — )

— /0 dt g(t)Qn(t — ) (weil supp(g) C [0,1]).

Also ist P, ein Polynom in z (vom Grad < 2n).
Sei £ > 0. Nach gleichmaBiger Stetigkeit von g wahle § > 0, so dass

19
9() =9l <5 Viz—-yl<a

Dann

P o) = |[ ot —gorann| (s [ =1

< [ dtlg(e+1) — (@) Qu(t)  (da Qn > 0 auf [=1,1]

_ (/_5+/5+/1)dt|g(w+t)—9(95)|Qn(t)

< 2l ( / / Var@u+ [ arsaun it ol = s lote))

< 2llgllee - 2v/n(1 =)+ - <e

DO ™
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fiir n ausreichend groB. Dies ist unabhangig von z, d.h.
lim [P, — gloc = 0.
n—oo
O
Eine wesentliche Verallgemeinerung ist der

Satz von Stone-WeierstraB:  Sei X ein kompakter topologischer Raum. Sei A C C(X,C) eine
x—Algebra, die abgeschlossen ist und Punkte trennt, d.h.

() f,gc A, NeC= f+Ag, f-g, fE€ A (xAlgebra)
(i) (fu)nen uniform konvergente Folge in A == f = lim f, € A (abgeschlossen bez. ||.]|..)
(i) VeAye X I fe Amit f(z) # f(y) (A trennt Punkte)

Dann ist A = C(X,C).

Beweis Siehe Literatur, z. B. Reed, Simon [6].

Bemerkung X C [a,b] und A C {Polynome}H'”w, es gilt wieder der Satz von WeierstraB.

Die Frage der effizienten Approximation stetiger Funktionen durch Polynome fiihrt zu den orthogo-
nalen Polynomen, welche aus verschiedenen Griinden in vielen Bereichen der Mathematik auftreten.

Erinnerung Lineare Algebra:

(i) (V,].]|) normierter komplexer Vektorraum (d.h. f,g € V, A € C = f 4+ A\g € V definiert,
1] =V = [0, 00) erfiillt |[f + gl <[] +[lgll, IAfI = [AAL Al =0 <= f=0)

(i) Eine Familie (f,,)nen von Vektoren f,, € V' heiBt vollstandig in (V,||.||)
<= endliche Linearkombinationen von Vektoren aus (f,,)nen liegen dicht in (V,||.||)
<— VgeVunde>03INeNundc, €C, n=0,...,N, mit

N
g — Z Cnfn
n=0

(Achtung: dieser Begriff der Vollstandigkeit hat nichts mit der Vollstandigkeit von metrischen
Raumen zu tun!)

<€

(i) (fn)nen Schauder—Basis von (V, ||.||)

<= jedes g € V kann auf eindeutige Art und Weise als bez. ||.| konvergente Reihe g =
ZneN Cnfn, cn € C, geschrieben werden, d.h.

N
li - nSn|| — Y-

(iv) (.].) : V x V — C Skalarprodukt
S (flg+A)={(f|g)+AX{f|h), heV (Linearitat im zweiten Argument)
(f1g)=1(g1f) (Symmetrie)
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(f| f) >0 (Positivitat)
(f| fy=0<= f=0 (Nichtentartung)

Man nennt V' versehen mit (. | .) dann auch einen Pra—Hilbert—Raum. Seine Vervollstandigung
bez. (.| .) ist dann ein Hilbert-Raum.

(v) Eine Orthonormalbasis (ONB) auf einem normierten Vektorraum (V/|.||) mit Skalarprodukt
(.| .) ist eine orthonormale Schauderbasis. (Achtung! Evtl. ist || f|| # || f]|2-)

(vi) fLlg orthogonal <= (f|¢g) =0
(vii) (fn)nen orthogonale Familie <= (f,, | fm) =0V n#m
0 n#m

L on e = dn.m (Kronecker Delta)

(VIII) (fn)neN orthonormale Familie <= <fn ’ fm> N {

(ix) Gram-Schmidt Verfahren: gegeben eine Familie (¢,,)nen linear unabhangiger Vektoren, erhalt
man eine orthonormale Familie (f,,),en iterativ durch:

n—1

fn = :_:10 5
gn — > (fi | gn) frll2
k=0

wobei || fll2 = /(f | f)-

Begriindung normiert klar, fiir Orthogonalitdt nimm Skalarprodukt mit f,, ¢ < n.

(x) Sei (fn)nen ONB von (V,||.]]) bez. (. ] .).

Fiir g € V gilt dann
gzzcnfn mit Cn:<fn’g>

neN

Begriindung  (fi. | 9) = > . cnn (fi | fn) = ci -
der 1
0 oder

Wichtiges Beispiel:  Fir a < b, a,b € Rist V = C([a,b]) = C([a,b],C) ein komplexer
Vektorraum (unendlich dimensional). Eine Norm auf V' ist:

[flloo = maxeeap /()]

GemiaB dem Satz von WeierstraB bilden die Monome (z™),,>¢ eine vollstandige Familie von C([a, b])
(Ubung: verifiziere all diese Aussagen). Sie bilden jedoch keine Schauder—Basis von C([a, b]), denn
uniform konvergente Potenzreihen sind ja immer reell analytisch und es gibt aber stetige Funktionen,
die nicht reell analytisch sind. Jetzt sei

p:(a,b) = (0,00) stetig

/abdxpm —1,
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wobei Letzeres ein uneigentliches Integral ist. Man nennt p auch eine (stetige) Wahrscheinlichkeits-
dichte. Jetzt definiere

(1), = / dz p(@)f@) g(2)  f.g€ Clla.b])

11.3 Lemma (. | .), ist ein Skalarprodukt auf C([a,b]).

Begriindung Linearitat im zweiten Argument folgt aus der Linearitat des Integrals. Nachweis der
Symmetrie:

b R
G170, = [ deolo) 3 S

= / dr p(z)g(z) f(z)=(f|9),

Zur Positivitat: ,
10, = [ e gl >0
a %/_/
>0
Zur Nichtentartung: Falls f = 0 (Nullfunktion = Nullvektor), ist offensichtlich (f | f), = 0. Fiir die

Umkehrung (in negierter Form) sei f # 0. Dann existiert zy € (a,b) mit | f(zo)| = 0 > 0. Zudem
ist nach Voraussetzung p(zg) = ¢’ > 0. Nun sind f und p stetig. Somit existiert ein € > 0 mit

!
3 Vo €lrg—e,x0+e]

N

f@) =5, ple) =

Also

ro+e 6/ 5 2
U0,z [ k) 0P 225 () o

Bemerkung (Eine Variation obigen Beispieles) Sei a,b € RU {z+oc0}. Dann definiere

V =Cy((a,b)) ={f : (a,b) — C stetig und liin fla) = 0,11%1 f(b) =0},

d.h. der Index 0 bedeutet die Einschrankung, dass nur stetige Funktionen betrachtet werden, die
am Rand verschwinden. Wie oben kann die Norm || . || und ein Skalarprodukt definiert werden.

Beachte jedoch, dass z.B. Cy(R) kein Polynom enthilt und somit die Polynome auch keine Basis
bilden.

11.4 Definition Seia,b € R und p eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf (a,b), die ein Skalarprodukt
(-|.), auf C([a,b]) definiert. Die orthogonalen Polynome (P, ),>o bez. (.| .), sind die orthogonale
Familie, die man mit dem Gram-Schmidt Verfahren aus den Monomen (z"),>o erhélt.
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Bemerkung Es gilt also

b
1 n=m
(P | Pm>p - /a dx p(x) Po(z) Pu(w) = Onm = { 0 sonst.

Tatsachlich ist auch P,(z) = P,(z), da die Monome reell sind und somit auch das Gram-Schmidt
Verfahren reell ist.

11.5 Satz Die orthogonalen Polynome (F,),>o bez. (.| .) , erfiillen eine Dreitermrekurrenzrelation
(DTR):
2Py (x) = tpi1Pri1(2) + vy Po(x) + t,Py_1(z) , quadn >0,

wobeity =0 , t,>0Vn>1 und v, e€R. Esgilt:
sup{[vy|, [tn|} < max{lal, [b]}.

Beweis P, (z) ist Polynom vom Grad n + 1. Fiir k <n — 1 gilt

(WP, | Py, = / A p(x) 2Py (x) Py(x) = (P | %), =0,

da Grad (zF;) = k+ 1 < n. Somit ist P, () tatsachlich im Spann von P, 1, P,, P,_1. Zudem
gilt
th = (P, | Pa-1), = (Pu | 2P1), = (@Pui1 | Pu),,

d.h. auch die Symmetrie der Koeffizienten ist gezeigt. Weiter

|Un| =

< max{fal, 1o} [ da p(a) |P,()
— max{]al, 5]}

/ dx p(x) zP,(z)P,(z)

und

|tn| -

/ dx p(z) 2Py (z) Pys(2)
< max{|al, |b]} / 0z \/p(2) v/ p(@) [ Pa()| | P (2)

c%u max{|al, [b|} (/ dx p(z) | P, (z) |2) ? (/ dz p(x) |Pn—1(l')|2)%

max{|al, |b|}.
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11.6 Definition Zu einer Dreitermrekurrenzrelation gibt es fiir jedes N € N eine Jacobi-Matrix

vo U1
tl (%1 tg
ta

In—1
tn—1 Vo

Bemerkungen
1. Hy ist eine symmetrische, reelle N x N Matrix, d.h. (Hy)" = (Hy)* = Hy.
2. Jede symmetrische tridiagonale, reelle Matrix ist eine Jacobi—-Matrix.
3. Auch die unendliche Matrix (Operator) H., kann definiert werden.

4. Zu jeder Jacobi—Matrix gehort eine DTR und somit orthogonale Polynome. Folgende Trilogie
kann gezeigt werden:

{Jacobi-Matrizen H,.} <— {(P,)n>0 orthogonale Polynome} <— {WS-MaBe auf R}

5. Interpretation von Hy als quantenmechanischer Hamilton—Operator eines eindimensionalen
Gittermodells:

N Un t, kinetische Energie
v, potentielle Energie
0 n N -1
tn
11.7 Satz Die Eigenwerte von Hy sind genau die Nullstellen x+, ..., xyx von Py, welche reell und
distinkt sind. Ein Eigenvektor von x,, ist
Py(z,)
Pl(:xn> eR* , n=1,...,N.
Py ()

Beweis Lineare Algebra: Hy selbstadjungiert = H diagonalisierbar (geometrische gleich alge-
braische Vielfachheit), reelle Eigenwerte. Sei x € R Eigenwert mit Eigenvektor

Yo
l/jl eC" ) wO =1
UN-1
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Dann

Voo + L1y x1y
to + vihy + tarhy Al
Hyy = : = :
IN—2¥N—3+UN 2N -2+ IN1¥N 1 :
IN-1YN—2 + UN_1¥N 1 TUN_1

Somit erfiillen die Komponenten von ¢ die DTR, so dass 1)y = 1 = Fy(z) und gemaB den ersten
N — 1 Gleichungen v, = P,(z) firn =1,..., N — 1. Die letzte Gleichung ist also

tn_1Py_o(z) + vy_1Pn_1(z) = xPy_1(x).

Vergleich mit DTR zeigt Py(xz) =0, da ty # 0. Eine Entartung von x kann nicht vorliegen, da es

nur den oben konstruierten Eigenvektor gibt. O
Erinnerung  Fiir Q(z) = M 2™ ist

Q(Hy) =) bu(Hy)™ mit (Hy)" =Hy-...-Hy , (Hy)"=1ly.

m=0 m—mal
Notation Standardbasis des C¥ ist
1 0 0
1

0 0 :
e . el = eno1=1
ol 1 : N-1 0
0 0 1

11.8 Satz (i) P,(Hn)ep = e, firn=20,...,N — 1.
(i) Py(Hy)ep=0=0¢€ CN

Bemerkung Der Satz von Cayley-Hamilton besagt sogar, dass Py(Hy) = 0, weil Py nach
Satz 11.7 das charakteristische Polynom von Hy ist.

Beweis GemaB der DTR gilt die Matrixidentitat
HNPn<HN) = tn+1pn+1<HN) + UnPn(HN) + tnpnfl(HN)'

Wir zeigen (i) durch Induktion iiber n.
Anfang: n =0 Py(Hy) =1y = ey = Py(Hp)eo

Schritt n~An+1mitn+1<N—1.
Zunachst gilt wegen der Tridiagonalitdt von Hy, dass

PnJrl(HN)eO € span {607 R €n+1}-

Somit
<Pn+1(HN)€0‘€k>:O Vk=n+2,...,N—1.
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Fir k< N —1gilt

tng1 (P (Hn)eo | ex) (HyPo(Hy) — vp Po(Hy) — to Py (Hy))eo | ex)
- <HN€n | 6k> — Up <en | €k> - tn <€n—1 | 6k:>
<tnen—1 + vpen + tn+16n+1 | €k> — Un <€n | ek) - tn <en—1 ’ ek>

= tn+15n+1,k7

was (i) zeigt.

Fiir (ii) zeigt die gleiche Rechnung

tn (Pyv(Hy)eo | ex) = (Hyen—1 | ex) —vn_, {en_, | ex) —tn_1 {en—2 | ex) = 0.

11.9 Satz (Gauss'sche Quadratur)
Gegeben eine Wahrscheinlichkeitsdichte p und dazugehérige orthogonale Polynome (P,),>o. Seien
x1,...,oy die Nullstellen von Py . Definiere die Christoffel-Zahlen

1
Ap = — ,quadn =1,..., N.
ng:ol Pk(xn)2

Dann gilt fiir jedes Polynom ) mit Grad (Q) < 2N — 1

[ o o) Q@) = 3" @)

Anwendung Approximative numerische Berechnung des Integrals fiir stetiges f:

b N
[ o o) 1) = 3" A fa)

Beweis Zunichst fiihre eine Polynomdivision mit Rest durch

Q(z) = Qu(x) Py(z) + Qo(),

wobei

Grad (@) =N -1 , Grad(Qy) <N —1.

Weiter entwickle
N-1

Qo(x) = Z a,Py(x) , a,=(P,| Q0>p e C.

n=0
Dann

[z pla) Q) = (P | @u), + [ de pla) Qofa) =0+ a0 = an
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Nun gilt

N-1
Q(Hy) = Py(HN)Qi(Hy) + > anPu(Hy),
n=0
so dass nach Satz 11.8
N-1
(eo | Q(HN)eo) = (eo | Qu(Hn)Pyn(Hy)eo) + > an {eo | Pu(Hy)eo)

= (eo | Qi(Hy) Px(Hy)eo)+ Y an (o | €n)
=0 n=
= 0+ ap = aop.

Andererseits gilt nach Satz 11.7 und dem Spektralsatz fiir Matrizen:

Q(HN) =Y Qwn) [tn) (¥l |

wobei Py(z,) =0 und

P()(l’n)
Pl(l'n)
¢zk ) P (@2)
Somit
/ dr p(a) Q(z) = {eolQ(Hy)leo)
= > Qa)l{eo | va) I’
N 1
= ;Q(wn) i\f:—ol Pk(xn)Q ’
da P() = 1 H

Bisher: allgemeine Theorie der orthogonalen Polynome
Jetzt: klassische orthogonale Polynome (Jacobi, Laguerre, Hermite)

Dies sind orthogonale Polynome zu besonders einfachen Klassen von Gewichten p, die zudem in
Anwendungen oft auftretende Differentialgleichungen erfiillen. Diese Polynome konnen direkt mit
der so genannten Rodrigues—Formel (RF) definiert werden:

B, d dr
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Hierbei ist B,, € R eine Normierungskonstante und o(z) ist ein reelles Polynom hochstns zweiter
Ordnung. Dieses Polynom kann zwei, eine oder keine Nullstelle haben. Nach Reskalierung und
Translation fiihrt dies auf drei mogliche Situationen:

o(x)=1—2>=(1—2)(1+x) oder o(z)=z oder o(r)=1

Weiter sei 7(x) = yx + J ein reelles Polynom erster Ordnung und p eine Losung der Differential-
gleichung

d(op) = Tp.

Wir werden diese Gleichung nicht nach p l6sen, sondern der Einfachheit halber diese Losungen
vorgeben. Dies fiihrt zu den drei Familien klassischer orthogonaler Polynome:

1. Jacobi-Polynome: o(x)=1—-22 , p(x)=cog(l—2)*1+2)? , o, B> -1
7B

mit ¢, 3, so dass
1
/ dr p(z) = 1.
-1

Dann fiihrt die RF zu den Jacobi~Polynomen P\“?  Beachte, dass P'*? tatsichlich ein
Polynom vom Grad n ist. (Ubung!)

Spezialfalle:
(i) a=p0=0, Legendre
11
i) a = =—2, Tchebychev erster Art, T, = Pn< 273)
2
11
(i) « =B =3, Tchebychev zweiter Art, U, = Pn(“>
V) a=83=\— PY — pla®)  Gegenbauer
(iv) g

2. Laguerre—Polynome: o(z)=x , p(z)=coz%™ , a>—-1 ,mit ¢, ,sodass

/0de o(z) = 1.

Mit RF erhadlt man die Laguerre—Polynome L' Klassischer Fall ist o = 0.

1
29

2

et [T drpla) =1

3. Hermite-Polynome: o(z)=1 , p(x)
RF gibt die Hermite—Polynome H,,(z).
Anders als in der vorher dargestellten Theorie ist der Trager (a, b) der Dichte p im Fall von Laguerre

(hijr (a, bl) = (0,00)) und von Hermite (hier (a,b) = R) nicht kompakt. Dennoch ist (. | .) , definiert
und es gilt:

11.10 Satz Die zu den oben gegebenen o und p durch die RF definierten klassischen Polynome

sind orthogonal bez. (. | .) .
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Bemerkung Die Konstanten B,, konnen so gewahlt werden, dass die klassischen Polynome or-
thonormiert sind (explizite Berechnung etwas langlich). Dies wird aber nicht immer gemacht.

Beweis Zunichst bemerken wir, dass in allen drei Fallen fiir 0 < k < n und ¢/ € N gilt
20 (o(x)" p(zx)) verschwindet bei z=a und z=5
(detaillierter Nachweis Fall fiir Fall ist Ubung). Jetzt gilt fiir k& < n:

k = b:c x) zF L"aa:” x
@R, = [ o o) B (o) pla)

_ B, / dz 25 (o(2)" pl(z)
— Bt (o(2)" p(x))[! — Buk / dr 25197 (o ()" p(2))

= 04 B,k!(-1) /b dx 0" (o (x)"p(x))

= BuK(=1)F " o) pla))]l = 0.
Somit ist das Polynom P, vom Grad n orthogonal zu allen Polynomen niedrigeren Grades, also

genau das n—te Polynom des Gram-Schmidt-Verfahrens zu (. | .) . O

Dass die klassischen orthogonalen Polynome in Anwendungen immer wieder auftreten, liegt an
folgendem Satz:

11.11 Satz Seien 7 und o Polynome vom Grad 1 und 2 respektive, und p eine Lésung von
d(op) =T1p auf (a,b).
Betrachte die zugehérige hypergeometrische Differentialgleichung (HGD)
00y + 10y + Ay =0
fiir zweimal differenzierbare Funktionen y : (a,b) — R. Genau fiir

~1
n(nz ) O_//

hat die HGD eine Lésung, die ein Polynom P, ist. Zudem ist P, durch die zugehérige Rodrigues—
Formel gegeben.

A=\, =—n7’ —

Bemerkungen

1. Falls o und p wie oben bei den klassischen orthogonalen Polynomen gegeben sind, kann 7
definiert werden durch

1
T(z) = ma(a(:c) p(x)) ,quadz € (a,b).

Dann ist 7 tatsichlich ein Polynom hochstens erster Ordnung (Ubung).
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2. Beachte, dass 7’ und ¢” Zahlen sind.

3. Alle Losungen (evtl. nicht Polynome) von der HGD heiBen hypergeometrische Funktionen und
sind Beispiele so genannter spezieller Funktionen.

4. Die HGD ist eine Eigenwertgleichung fiir den linearen Differentialoperator L = 09* + 70 auf
C?*((a,b),C). Dann sind —\,, Eigenwerte von L mit Eigenvektoren P,.

Der Operator L ist symmetrisch bez. (.| .) , d.h.
(f|Lg),=(Lf]9g),.
Begriindung
(F1La), = [ dopfotig + 70g)
_ / dz 0(0(opf) — prf)g (Randterm= 0)
~ [ dlopaf +dlap)f - pr g
— [asotopon)y (¢a 0(op) =)
_ /dx (0pd2f + 7pdf)g
— [z plod® + 1)~ (L1 | 9),

Beweis von Satz 11.11: Fir A = A\g = 0 hat HGD die konstante Losung, die mit F, wie durch
die RF gegeben, iibereinstimmt. Sei jetzt also A # 0.

Behauptung 1 y Lésung von HGD <= y; = 0y Losung von HGDy, mit 01 = 0, 74 = 7+
o, up =A+17, dh.
010%y1 + T1oy1 + iy = 0. (11.1)

Begriindung "—" Leite die HGD ab:
0y + Py + 70y + 10*y + Ny =0
< 00’y + ( +7)0y1 + (A + 7")y; = 0, was genau (11) ist.
"<=" Sei y; Losung von (11)=HGD;. Dann setze (vgl. HGD):
1
y= —X(Uayl + 7y1)

Tatsachlich ist y Stammfunktion von ¥, da

Ny = —(0'Oyy + 00%y, + 7'y + TOYL) mit (11) Ay1
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und auch Losung von HGD:

c*y+ 10y + Ny = 00y + 71y + \y (da 0y = y1)
—1
= o0y +7y1 + \A—(00y1 + Ty1)

A
= 0
O
Behauptung 2 y Loésung von HGD <= y,, = 0"y Losung von HGD,, mit
—1
Op=0 , Ton=T+n0 | [ :)\+n7’+—n(n2 )O'”
Begriindung Iteriere Behauptung 1 und verwende >}~ k = @ O

-1 _ n(n-1)
2

Behauptung 3 Fir A=)\, = —nr o” hat die urspriingliche HGD eine polynominale

Lésung P, mit Grad (P,) = n.
Begriindung Wenn A\ = )\, dann ist u,, = 0 und die HGD,, ist
00y, + 1,0y, = 0.

Offensichtlich ist 3, = 1 eine Losung. Dann konstruiere y = P, iterative wie in Behauptung 2
gemaB der Formel in Behauptung 1 (beachte, dass dies den Grad jeweils um 1 erhdht).

Jetzt muss noch gezeigt werden, dass diese Losung durch die RF gegeben ist.

Behauptung 4 Setze p, = 0"p. Dann
Yy, Losung von HGD,, <=  09(0p,0yn) + tinpnyn = 0.
Also gilt fiir y,.1 = Oy, wegen p,11 = op,
OPrs1yn+1) = —tn(Pn¥n)-
Begriindung Zunichst ist

op,) = 0(d"op)
n—1 __/

= no" dop+o"0(op)
= no'p,+70"p (da d(op) =71p)

= (no' +7)pn
Tnpn-
Somit
A0pnOYn) + tnprtn = PO Yn + TupnOYn + HnPrln
= pn(‘Tazyn + 70 Oyn + Nnyn)~
Da p, > 0, folgt die Aquivalenz. O
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Schluss Sei jetzt A = A\, und y = P,. Dann ist y,, = 0"y = 1 (bzw. konstant). Es gilt

d"pn = anila(pnyn)
= 0" M —pip_1)pn_1Yyn—1 (nach Beh. 4)

n—1
1" (H /%) py (da po=p, Yo =1y).
k=0

Also gilt mit einer Konstante B,

1 1
P,=y= Bn_anpn - Bn_an(anp)a
p p

was genau die RF ist. O
1. Beispiel Hermite—Polynome o(z) =1 , p(x)= %6*12
Also
2 2
T()=e™0e™ ==2r |, N\, =2n

Somit ist die HGD jetzt die Hermitesche Differentialgleichung
0%y — 220y + Ay =0
und die Hermiteschen—Polynome H,, erfiillen
O*H,(z) — 220H,,(z) = —2nH,(z).

Eine Umformulierung fiihrt auf die Losungen des quantenmechanischen harmonischen Oszillators.
Definiere die Hermite—Funktionen

22

Un(x) = Hy(x)e T | ¢, € R quadr € R.

Dann
<_82 + 1’2)@% = (2n + 1)7%,

d.h. v, ist Eigenvektor des Hamilton—Operators —9* + 2> zum Eigenwert 2n + 1 (in der Physik oft
mit Faktor 1 multipliziert).

Begriindung
(P +aPn = (P +a?) (HeT)
= —0 ((8H) -5 _ xH e’%> + %
= —(0*H,)e -5 + 0H,xe -5 + H,e % (8Hn)e_§ —$2Hne_é
+2?H,e -5
Hermite DGL 2nH,e -5 —2x0H e > + 220H e -5 Hne’g

22
= 2n+1)H,e” 7 = (2n+ 1)y,
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O
2. Beispiel Tchebychev—Polynome erster Art (detailliert, weil wichtig fiir nachsten Paragraphen
iber Fourier—Reihen)

o) = 1—a® , plz)= %(1 _ )2
(2) = %8(0/}) _ mau _ s = %(—2@ ~ s
Ao = —n7 — @a” = (—n)(—1) — @(—2) =n?
B, o o\n_t
To(x) = ma ((1 o) 2)

Tchebychev'sche Differentialgleichung:
(1—2%)0% — 20y + Ay =0

Hiervon ist T}, Lésung fiir A = n?.
Alternative Darstellung:
T, (z) = cos(n arccos(z))

Begriindung Zunichst zeigen wir, dass die rechte Seite tatsachlich ein Polynom in z vom Grad
n ist. Dies folgt daraus, dass 6 — cos(nf) ein Polynom in cos(6) vom Grad n ist:

cos(nf) = Re(e™) = Re(cos(d) + isin )"
= Re (n) cos(z)" ¥ (i sin(z))"

=0 20
[n/2]
) k=0 (;f) cos(z)*(=1)"(1 — cos®(x))*,

wobei o] der ganzzahlige Anteil von o € R ist. AuBerdem gelten die Orthogonalitatsrelationen bez.
p:

oo
/ dx— cos(n arccos(x)) cos(m arccos(z))
47

i

=)

— /07T d@ (cos((n +m)f) + cos((n —m)0)) = bn.m

™

) cos(mf) (mit @ = arccos(z))

Somit liegen also die T;, vor. O
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3. Beispiel Tchebychev—Polynome zweiter Art:

o) =1-2> | pla)=(1-27)3 Un<x>:%a“<a“p>

Andere Darstellung:

U () = sin((n + 1) arccos(x)) _ sin((n + 1) arccos)
" sin(arccos(x)) N

Begriindung 3hnliche Rechnung wie bei erster Art. O

Weiterfiihrende Literator: Nikiforov, Uvarov " Special functions of mathematical physics” [5]

12 Fourier—Reihen

Eine Funktion der Gestalt

N
f(z) =ao+ Z(an cos(nx) + b, sin(nz)) ,quadr € R,

n=1

mit a,,b, € C, N € N, heit ein trigonometrisches Polynom. Falls a,,b, € R, ist f reellwertig.
Wenn N = oo ist und die Reihe konvergiert, spricht man von einer Fourier—Reihe. Zum Beispiel ist
fiir jedes 2 € R Konvergenz garantiert, wenn > |a,| < oo und Y [by] < oo und in diesem
Fall ist die Funktion f stetig (als absolut konvergente Reihe stetiger Funktionen, Satz 8.15). Eine
alternative Darstellung von trigonometrischen Polynomen und Fourier—Reihen ist

N
flx) = Z cne™ ¢, €C.
n=—N

Die Umrechnung ist ¢y = ag und, fiir n > 1,

(an, —iby) , c_p= %(an + iby,),

DO [

Cp =

weil dann
nx —inx

a, cos(nz) + by, sin(nx) = ¢,e™ + c_,e

Die a,, b, und ¢, heiBen Fourier—Koefizienten von f. Beachte, dass die Umrechnung ein Basis-
wechsel in den zweidimensionalen Unterrdumen span{cos(nz),sin(nz)} = span{e”* e~} von
C(R,C) ist. Weiter sind cos und sin 2m—periodisch und somit erfiillen trigonometrische Polynome
und Fourier—Reihen:

flz)=flx +2n) = f(x +k2r) , kel

Es ist ausreichend, eine solche 27—periodische Funktion auf einem so genannten Fundamentalbereich
vorzugeben. Hierzu werden Punkte x,y im Urbildbereich R mit gleichen Funktionswerten durch eine
Aquivalenzrelation identifiziert:

T
INy<:>7€Z
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Der natiirliche Definitionsbereich einer periodischen Funktion ist also der folgende Fundamentalbe-
reich

LT

S'=R/~ = R/27Z = [-m7) = {zeC]||z=1).

Hierbei heiBt S auch der Kreis und "=" bedeutet "unter geeigneter Identifikation gleiche Menge
mit gleicher Topologie” oder "homoomorph”. Die stetigen periodischen Funktionen sind also

C(SYY = {f:[r,—m) — C| f stetigund f(—7) = lxlglf(x)}
= {feCR)| flx+2m) = f(z) V2 eR}

Auf dem Vektorraum C(S') liegt, wie gewdhnlich, die Norm || f|lco = sup,cgq |f ()| vor. AuBerdem
konnen wir ein Skalarprodukt definieren (ohne Index p hier):

(19 = | 5 T@ gle) quadfg e C(s)

E

[\

12.1 Satz Die Familien
(i) (€™ )nez
(ii) (1, (\/ﬁcos(nx))nzl, (\/ﬁsin(nx))nzl)
sind orthonormal bez. (.| .) und vollstindig in (C'(S'), ||.|le0)-

Bemerkungen

1. Dieser Satz iiber trigonometrische Polynome ist dem Satz von WeierstraB iiber Polynome
sehr dhnlich (und heiBt deswegen auch Satz von WeierstraB). Entweder kann man den obigen
Beweis adaptieren, oder (wie unten) Satz 12.1 auf den bekannten Sachverhalt zuriickfiihren.
Auch kann der Satz von Stone—WeierstraB angewandt werden.

2. Weil eine ONB vorliegt, konnen die so genannten Fourier—Koeffizienten von f € C/(S?)
berechnet werden durch ao(f) = (1| f) und

a,(f) = 2{cos(nx)| f) = /7T d?x cos(nx) f(x), n>1,

bo(f) = 2(sin(nx) | f) :/7T d?x sin(nz) f(z), n>1,

—T

. d .
a(f) = (™| f>=/_ § e " f(z), neLZ.

An den rechten Seiten dieser Formeln zeigt sich, dass Fourier—Koeffizienten auch fiir weniger
regulare Funktionen berechnet werden kdnnen, z.B. fiir eine Riemann—integrierbare Funktion
f (die Unstetigkeiten haben kann).
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3. Der Satz sagt nichts dariiber aus, ob oder in welchem Sinne die Fourier—Reihen " /¢, (f) e
einer gegebenen Funktion f konvergieren. Hierfiir werden spater Kriterien bewiesen. Insbe-
sondere bilden die beiden Familien in Satz 12.1 keine Schauder—Basen von (C/(S?), ||.||s)-

Beweis von Satz 12.1: Die Orthonormalitat der beiden Familien kann direkt nachgerechnet wer-
den, z.B. fiir (i):

<€in:v ‘ eimx> _ /ﬂ' ;Z_ZE e,in;peimx
v
T

1 m=n

[ 1 ;ei(mfn)x}ﬂ— m 7& n

21 m—n —

= 5n,m

Fall (ii) Ubung. Wegen obiger Bemerkung iiber den Basiswechsel in zweidimensionalen Unterrdumen
reicht es, die Vollstandigkeit fiir entweder (i) oder (ii) zu zeigen. Wir betrachten (ii). Zunachst
spalten wir jede Funktion in ihren geraden und ungeraden Anteil auf:

fla) = 3(f(2) + f(=2)) + 5(f(2) — f(-2))
Dies gibt die Zerlegung in eine direkte Summe von zwei Unterraumen:
C(S") = Cger(S") @ Cung(5)

Sowohl die geraden als auch die ungeraden Funktionen sind durch ihre Werte auf [0, 7| festgelegt. Da
zudem die ungerade Funktion bei 0 und 7 verschwindet (da f(0) = —f(0) und f(7) = —f(—7) =

f(m)), folgt
Ceer(S") = C([0,7])  Cung(S") = Co([0, 7)),

wobei Cy([0,7]) = {f € C([0,7]) | f(0) = f(7) = 0}. Nun gilt offensichtlich cos(n.) € Cger(S*)
und sin(n.) € Cyng(S*). Der Satz folgt nun aus

Behauptung (cos(n.)),>o ist vollstandig in C([0, 7]) und
(sin(n.))n>1 ist vollstandig in Cy([0, 7]).

Wir verwenden hierfiir die Bijektion arccos : [—1,1] — [0, ], welche folgende Bijektion induziert:
(®(f)(x) = f(arccos(x))

Nun reicht es zu zeigen, dass (®(cos(n.))),>o Basis von C([—1,1]) ist, und (®(sin(n.))),>1 von
Co([—1,1]). Aber gemaB Kapitel 11 gilt

®(cos(n.))(x) = cos(narccos(z)) = T,(z)

O(sin(n.))(x) = sin(narccos(x)) = V1 — a2 U,_1(x),

wobei T, und U, die Tchebychev—Polynome erster und zweiter Art sind. Nach dem Satz von
WeierstraB sind aber (T,),>0 und (U,)n>o vollstandig in C'([—1,1]). Wegen des Faktors /1 — 2
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werden im zweiten Fall jedoch nur die Funktionen in Cy([—1,1]) erreicht, O

Nachstes Ziel ist ein Beweis der Parseval'schen ldentitat:

[ s u@r =3[ nf

nez

Natiirliche Voraussetzung hierfiir ist, dass f im Hilbertraum L?([—7, n]) der Aquivalenzklassen
quadratintegrierbarer Funktionen liegt. Dessen Definition setzt die Lebesgue’sche Integrationstheorie
voraus und deswegen schranken wir uns hier ein auf Funktionenen in

R={f:[-mn)— C|f:[-n, 7] = C Riemann-integrierbar},

e f@) welmm)

= x T e |—m,Tm

fla) = { f(=m) r=7
GemaB Satz 10.12, ist dies ein Vektorraum, der Cpe ([—7, 7)) als Unterraum enthalt. AuBerdem ist
‘R eine Algebra und somit ist das Skalarprodukt

t19) = [ 5 T@ o

—T

wohldefiniert fiir f,g € R. Zunachst gilt Folgendes, dem Satz von WeierstraB dhnliches, Resultat
(beachte jedoch, dass die Norm eine andere ist):

12.2 Satz Zujedem f € R unde > 0 existiert ein trigonometrisches Polynom P(x) = ij:_ N Cn€™,

so dass )
T d 3
I = Pla= ([ eis0) - P@P) <

Beweis Behauptung 3 g e C(S") mit ||f —g|l2 < £

Begriindung Dies geht wie folgt. Zunachst approximiert man das f durch eine Treppenfunktion,
die Treppenfunktion dann durch eine stetige Funktion und die stetigen Funktion dann durch eine
periodische Funktion. Dies geht in der || || Norm aber nicht in der ||||oc Norm. Wir fiihren den
ersten Schritt aus, die zwei anderen sind zur Ubung. Sei ¢ > 0 und f € R. Es existiert also ein
M > 0 mit ||f||loo < M. Zudem gibt es eine Zerlegung x¢ < --- < xy von [—m, x| (Satz 10.7) mit

€

y/?-dxf(x)——}{jinf{f(xﬂa:E (@, 2]} — 2n1)| < o

Die Riemann-Summe kann als das Integral einer Treppenfunktion g7, € R angesehen werden, fiir

die gilt f > gz, und )
([ a0 amten) < 55
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Somit ist

If =g} < / " de (F(2) — g0 (@) (F(2) — gro()) < 2M / " de (f(x) — grrla)) < e

womit die Behauptung folgt.
Nach Satz 12.1 gibt es ein trigonometrisches Polynom P, so dass ||g — P||o < §. Fiir diese g und
P gilt:

If =Pl < [If —gll2+llg = Pll2

SVEICE P<m>12)%

+llg =Pl <

<

<

N DN M

(]
Als weitere Vorbereitung fiir die Parseval-Gleichung beweisen wir geometrische Aussagen, die in
beliebigen Vektorraumen mit Skalarprodukt (Pré—Hilbertraume) gelten.

12.3 Satz V Vektorraum mit Skalarprodukt (. | .) und induzierter Norm ||.||2. Sei (f)n=1...
orthonormale Familie in V. Definiere die orthogonale Projektion auf den zugehérigen Unterraum

durch
E:h\f
n=1

(i) Fiir alle g = 25:1 an fn mit a, € C, gilt
If = HOn (Nl < I1f = glla-
(i) 1£13 = IIf = (N3 + TN (£ (Pythagoras)

(i) SN\ | £ < IfI3 - (Bessel-Ungleichung)
Beweis (i) Es gilt

N N N
Floy=> 1 fan o lgllz=laal* o ITNHIZ=D_1fal S

Somit

If=9gl3 = (f=glf—a) =13 1g -l H+glg)
= |IfI3+ Z(\anP —{f | fu) an = (F | fu)aiw)

= ||f||2+z lan = (fu | SYP =1 | 1))
n=1

N
= Hf||§+(2|an {(fu | F)] >—||HN(f)II§~
n=1
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Offensichtlich ist dies minimal, wenn a,, = (f, | f) ist, also g = IIx(f). In diesem Fall folgt auch
(i), welches direkt (iii) impliziert. O

Bemerkung Eine weitere suggestive Schreibweise fiir I1y ist

N

Anwendung auf einen Ket-Vektor f = |f) gibt dann namlich gerade wieder die urspriingliche
Definition. Beachte, dass II = Il erfiillt

1 =11 = IT*.

Dies sind genau die definierenden Gleichungen fiir einen Projektionsoperator (im Falle von endlich—
dimensionalen V' einer Projektionsmatrix).

12.4 Satz Sei f € R Riemann—integrierbar auf [—m, 7| und betrachte
N

Iy (f)(z) = > ("] f) ™.

n=—N
(i) (Konvergenz im Mittel)
T | (/)2 = 0

Somit sind die beiden Familien in Satz 1 Schauder—Basen von (R, ||.||2).

(ii) (Parseval-Gleichung)

12 =3 [ | )]

nel

(iii) Wenn auch g € R, dann

)= (glem™)y (™| [).

nez
Bemerkungen

1. Alle Aussagen gelten auch unter der schwacheren Voraussetzung, dass f und g quadratinte-
grierbar im Sinne von Lebesgue sind.

2. (i) prazisiert, welche Polynome in Satz 12.2 gewahlt werden kdnnen.

3. Der Projektionsoperator Il ist ein so genannter Integraloperator der Faltungsform:

(e = Y [ FLemsw e

s d N )
s dy

= / %DN(ZE_?J) f(y),

—T
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wobei Dy der Dirichlet—Kern heiBt:

N

Dn(z) = Z oine sin (2N +1)2)

S sin (%)

4. (iii) kann kurz geschrieben werden als

Z ‘eznm> <einy| = 1z.

nez

Beweis (i) Zu ¢ > 0, wahle nach Satz 12.2 ein trigonometrisches Polynom, so dass
If = Pll2 <e.

Sei Ny = Grad(P). GemaB Satz 12.3 gilt nun V N > N,

If =HOx(Hlle < |If = Pll2<e.

Das ist gerade die Konvergenz. Weiter gilt

(g1 TOn()) = D gl ™ [ fye™)y= " (gle™)(e™ | f)
und
g 1) =g I = [ f=Tn(f))]
L gllallr ~ (s 27 0,
woraus (iii) folgt. (ii) ist ein Spezialfall davon. O

Eine Folgerung aus der Parseval-Gleichung ist, dass die Fourier—Koeffizienten von f € R gegen 0
konvergieren:

Ji = Jim (1) =0

Wegen |c,|? = |a,|* + |b,)? gilt Gleiches auch fiir die a,, und b,,. Tatséchlich gilt sogar mehr, dass
namlich die Reihe Y~ _,|c,|* konvergiert. Quantitative Aussagen iiber den Abfall der Fourierkoef-
fizienten gelten fiir differenzierbare Funktionen.

125 Satz f e C*(SY) 2 {f € C*[R) | f(x +27) = f(z) V = € R}.
Dann existiert eine Konstante C' = C'y, so dass ¢, (f) = (e"* | f) erfiillt
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Beweis Dies folgt mit partieller Integration:

omen(f) = / " e ) = / ' dx% (De=m) f(z)

[ i [T A
— _ —mnx s . d —znxa
e, -+ [ deeaga)
11 " —inx 11 " —inz ( gk
= 0+52/ﬂdxe af(x)::ﬁz—k 7wd$€ (0" f)(x)
Nun schlieBe mit der Standardintegralabschatzung. O

12.6 Satz Die Fourier—Reihe einer Funktion f € C*(S') konvergiert uniform (und insbesondere
punktweise) gegen f, d.h.

N

f_ Z cn(f)em'

n=—N

=0, Cn(f):<€m:6’f>

o0

lim
N—oo

Beweis Nach Satz 12.5 sind die Fourier—Koeffizienten ¢, (f) absolut summierbar. Nach Satz 8.15,
folgt die uniforme Konvergenz. O

Der folgende Satz verallgemeinert diese Aussage.

12.7 Satz Sei f € R. Sei x € [—m, 7). Folgende Grenzwerte mégen existieren:

fla—)=limflz—y)  flz+)=limflz+y)

y40

AuBerdem sei die Funktion

(flxz—y) = fle=)) + (flz+y) - flzt))
Y

9(y) =

auf einem Intervall [0, ¢], € > 0, integrierbar (Dini-Bedingung). Dann konvergiert die Fourier—Reihe
von f in x und

lim TIy(f)(x) = lim_ ;Ncn(f) e = 5 :
Beweis Fiir den Dirichletkern Dy (z) = m(::\fTﬁ);) gilt
N
" dx Tdr
[ g ov@ =3 [ GEem=1 . Dyfe)=Dy(-a).
- n=-N"Y T
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Somit

— /7r dy Dnx(y) f(z+y) (f und Dy periodisch)
_ / W D) (et y) S —y) (D gerade)

und

My (f) () — LeH @0 — (mds po) (f(e+y) + flo—y) — fla+) — fla—))
. Wy (flety) = far) + (fle—y) — fz-)
f = sm<2N+1)§) sm(g) i g i

stetig auf [0,¢] g(

N

)

<

Nun spalte das Integral auf in fo fo +f Sei 6 > 0. Wegen der Dini—Bedingung ist der Beitrag
von fo kleiner aIs < fiir € ausreichend klein. Dann ist die Funktion

y € [—m, 7| — iy 9(y) x(y > ¢)

812

Riemann—integrierbar (hier ist x(y > ¢) die Indikatorfunktion, welche 1 fiir y > & ist und 0 fir
y < €). Somit konvergieren seine Fourier—Koeffizienten by gegen 0 (nach Parseval). Also existiert
ein No, so dass der Beitrag [ auch kleiner als § ist fiir N > Nj.
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Beispiele

1.  f(x) = x fir x € [—m, ), dann periodisch fortgesetzt. f € R, aber f ist nicht stetig.
Dann ¢o(f) = 0 und fiir n # 0:

) d )
alf) = (1= [ e
1

" dx —inT
1 1 1 [T dx

= %_—me iL"_W—FE _W%e
1
g _— —1 n
—m< ) +0
Somit
. 2 n
an(f) = Cn(f) + C—n(.f) =0 ) bn(f) = Z(Cn(f) - C—n(f)) = E(_l) +1'
Nach Satz 12.5 gilt jetzt auf [—m, )
=L 2(—1)n T , TF T
Z - sin(nzx) = W+(2_,r) 0 o=

n=1

Insbesondere, fir x = Z

[\

. 1, 0<z<m
2. Sei f(x)zsgn(x):{ -1 —r<x<0

Diese Funktion ist ungerade. Dann

"d
bo(f) = / & sin(nx) sgn(z)
e T
1 m )
= —~2/ dx sin(nx)
Q 0
2 — ™
= — cos(nx) |§
B L, n ungerade
a 0 , n gerade
Also
Y4
Oy (f)(x) = 2 g sin((2n + 1)z)
erfiillt TIx(f)(0) = 0 (was im Limes N — oo mit Satz 12.7 iibereinstimmt). Zudem gilt
N . (2n+1)m .
m 4 2r S ( INF1 ) Nooo 2 [T sin(z) 2
IT = — > — d ~—18>1
N<f)<2N+1> 2W;2N+1 % 7T/O T T
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Somit ist

If = On(f)lleo =

1—51.85‘>0 VN> 1,
e

d.h. es liegt keine uniforme Konvergenz vor, obwohl die Fourier—Reihe punktweise konvergiert.
Dies ist ein typisches Beispiel fiir das so genannte Gibbs—Phanomen.

13 Lineare Operatoren

Nach der Taylor—Formel gilt fiir eine Funktion f: D C R - R
flzo+v) = flxo) + f'(xo)v + 5" (wo)vv + O(v)

fir xo € D und kleines v € R. Fiir eine Funktion f : D C R®™ — R™ wird nun die gleiche
Formel gelten, wobei xy € D ist, v € R" und f'(zg) : R™ — R™ eine lineare Abbildung ist und
f"(xg) : R* x R® — R™ eine bilineare Abbildung ist, die zudem symmetrisch ist. Analog wird
f®)(x4) eine k-lineare symmetrische Abbildung von R™ x ... x R™ nach R™ sein.

Vorbereitungen: lineare Abbildungen und ihre Stetigkeit bez. verschiedener Normen.
Auf K" mit K = R oder K = C haben wir schon die Normen

(%1
|v]|oo = maxj—1, . nlv;| , v= :
Un,
und
n w1
HUHQ: <U|U> ) < |w>:Z@jwj y W=
=1 w,

kennen gelernt. Es gibt weitere viel verwendete Normen.

13.1 Satz Sei 1 <p < oo und q € R, so dass L + 1 = 1. Setze, fiirp < oo,

1
» U1

n
||v||p=<Z|vjl”> G| | exe
j=1

U
Dann gilt:
(i) (Holder-Ungleichung) | (v | w)| < [[olllwll
(i) (Minkowski-Ungleichung) ||v + wl|, < ||v]l, + [Jw]l,
(iii) (K", ||.||,) normierter Vektorraum

. 1
(V) vl < llollp <nrlvlec Vv ek
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Bemerkung Der letzte Punkt besagt, dass alle Metriken d, : K" x K" — R definiert durch
dp(v,w) = [|[v —w]|, dquivalent sind und somit die gleiche Topologie auf K" induzieren. Man kann
sogar zeigen, dass alle Normen auf K™ dquivalent sind (Ubung).

Beweis

(i) Der Fall p =1, ¢ = oo folgt direkt aus

n

n
[ lw) | <Y fulhwg] < (maxjegnlwsl) Y losl = wllocllollr-

=1 j=1
Analog: p=o0, ¢=1
Behauptung Fiir a,b > 0 gilt ab < 1—17ap + % b?  (Young'sche Ungleichung).

Begriindung Die Funktion x € R.y — In(z) ist konkav. Nach Jensens Ungleichung gilt
also fiir x,y > 0

@) + Lin(y) < (1x+1y).

p q p q
Da exp monoton ist, folgt nach Exponentieren

111 1
rrys < —x 4+ —y.
p q

Setze 7 = a, y% = b, dann ist die Behauptung gezeigt.
Nun sei ||v||, # 0 und |Jwl||, # O (sonst trivial). Es folgt:

v w villw - 1 |v;|P 1 |w;|? 1 1
wlw) Z lultul o (Lok  Hly 11,
N[ollpllwlly = = vl lwll, = e

plivlle  gllwle/  » g

(i) Fir p =1 und p = oo folgt die Minkowski—Ungleichung direkt aus der Dreiecksungleichung.
Seialso 1 < p, g < co mit

1 1
]—j+5=1<:>q+p=pq<=>p=(p—1)q
Dann
lo+wlp = o+ wsllvy 4w
j=1
< (Z |vilv; +Uj|p_1> + (Z |w;l[v; +wj|p_1)
j=1 j=1

Holder

< (vl + llwlip) (Z [0 +wj|(”_”q)
j=1

= (lelly + lell)lo +wllf  (da (p— 1) =p)

Fiir |[v + wl|, # 0 (sonst trivial) verwende nun

_p
(llo +wllp)"™s = [Jo + wllp.
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(iii) Minkowski = Dreieck, zudem [|Av||, = |A|||v]|,. Nichtentartung klar.

1

1
. P P 1
(i) [vlloe < Nolly = (S il ) < (Zhs Mol )™ = o ole 0

Seien nun (V,||.][v) und (W,||.||lw) normierte Vektorrdume iiber K. Der Index an der Norm wird
unterdriickt (aus Zusammenhang meist klar).

13.2 Definition Eine Abbildung A : V' — W heiBt linear oder linearer Operator
< VoweV, NeKgilt A(v+ Aw) = A(v) + AA(w).

13.3 Satz Fiir eine lineare Abbildung A : (V. |.||) — (W, ||.||) sind dquivalent
(i) A stetig in 0,
(ii) A stetig,
(i) A gleichmaBig stetig,
(iv) A beschrankt, d.h. 3 M > 0 mit ||Av|| < M|jv|| Vv e V.

Dann ist die Operatornorm von A definiert als

A
) = sup 1220
o Tl

Beweis

(i) = (iv) Gegenannahme: V n € N 3 v, € V mit [|Auv,| > n||v,].

Setze w,, = nf—"

T Dann ||w,|| = % und lim,, ..o w,, =0 € V.

Aber || Aw,|| = % > 1, d.h. Aw,, konvergiert nicht gegen 0 € W, so dass A unstetig bei
0 ware.

(iv) = (iii) Nach Linearitat gilt
[Av = Aw]| = [|A(v = w)[| < Mljv —w].

Somit ist A global Lipshitz—stetig mit Lipshitz—Konstante M, insbesondere also gleichmaBig
stetig.

(i) = (ii) = (i) Klar. 0

13.4 Satz Jede lineare Abbildung A : (K™, ||.||,) = (V. ||.||) ist stetig.
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Beweis Sei ¢y, .., ¢, die Standardbasis von K. Dann v =" v;e; € K" und

j=1
n n
1ol = ||> vjAes|| < max{[[Aeall,.... [|Aeall} Y Jujl
j=1 j=1
= Clvll < Cnllvflee < Cnljo]l,.
Also ||A|| < oo und A ist stetig. O

13.5 Satz Seien (V,||.||) und (W, ||.||) normierte Vektorrdume. Definiere
BV,IW)={A:V — W ||A|]| < oo} Menge der linearen und beschrankten Operatoren.
Auf B(V, W) sind Operatornorm ||.|| : B(V, W) — Rsq und
(A+AB)(v) =Av+ABv , XeK

wohldefiniert und somit ist (B(V, W), ||.||) ein normierter Vektorraum.

Begriindung Wenn A und B linear sind, dann auch A + AB. Zudem
[(A + AB)[| < [|Av[| + [A[|Bol < (Al + [AI[BID v
so dass A+ AB € B(V,W). Insbesondere gilt also
[A+ B <[AI+1BI XAl = AHIA]L

AuBerdem [|A|| =0 <— A=0. O

13.6 Definition Ein vollstindiger normierter Raum heiBt Banachraum.

Beispiel X kompakt, dann (C(X,C), ||.||.oc) Banachraum nach Korollar 8.17.

13.7 Satz (V,||.||) normierter Raum, (W, ||.||) Banachraum
= (B(V,W),||.||) Banachraum

Beweis Nach Satz 13.5 bleibt noch die Vollstandigkeit zu zeigen. Sei also (A,,),en Cauchy—Folge
in B(V,W). Fiir jedes v € V ist dann

[Anv = A = [[(An = Am)v[| < [[An = Anllf|v]];

d.h. (A,v)nen ist Cauchy—Folge in WW. Nach der Vollstindigkeit von W kann man also einen
Operator A : V' — W definieren durch

Av = lim A,v.

n—oo
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Zu zeigen bleibt, dass A € B(v,w) und (A, )nen gegen A konvergiert. Sei ¢ > 0. Dann 3 N mit
[An — Anl| < 5§V n,m>N.
Zudem gibt es Vv € V ein m > N mit ||Av — A,,v|| < §[|v[|. Denn

3

(4= Anoll < (A = Aw)ell + [(An = Aol < (5 +5) ol = el

Beachte, dass m von v abhangt, € aber nicht. Somit ||[A — A,|| < eV n > N. Also konvergiert
(An)nen gegen A. Weiter gilt

|A(v + Aw) — Av — NAw||

< (A —Ap)(v+ A w) — (A—Ap)v — MA — Ap)w|| + || An(v + Aw) — Ao — AA,w||
< [ A=Al + Awll + [loll + Alllw]]) + 0
n— o0 0’
d.h. A ist linear. Zuletzt fiir n groB aber fast, ||A|| < [|[A — A, || + ||An|| < e+ || AL]] < oo. 0

13.8 Satz Seien U, V, W normierte Vektorrdume und A € B(U,V), B € B(V,W).
Dann ist BA=Bo Ae B(UW) und ||BA|| < ||BJ|||A]l-

Begriindung Die Linearitdt von BA ist klar, und V u € U gilt
[BAu|| < |[Bl[[[Aull < | B[ Allllw]l-

Somit

BA
1BA| = sup 124U
o

< [IBI[IIA]l

13.9 Definition Sei V' ein normierter Vektorraum und sei B(V') = B(V, V). Dann ist der Vektor-
raum B(V') versehen mit o und der Operatornorm ||.|| eine normierte Algebra. Falls V' vollstandig
ist, so ist auch B(V') vollstandig (nach Satz 13.8) und B(V') ist eine so genannte Banachalgebra.

13.10 Definition Ein linearer Operator A : V. — W heiBt invertierbar <= A : V — A(V)
bijektiv.
Dann existiert ein Linksinverses A~' : A(V) — V.

Achtung! A~! nicht notwendigerweise beschrinkt, und nicht Rechtsinverses.

13.11 Satz Sei V' ein Banchraum und A € B(V') mit |A|| < 1. Dann ist 1 — A invertierbar und

(1-A)'= Z A" (Neumann Reihe, konvergiert bez. Operatornorm)

n>0

und

1—A)7Y < .
L e e
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Beweis Nach Satz 13.8 gilt || A"|| < ||A]|™. Somit

n N 1
At < ) AT <
2 ,; 1—[|A]l

und (ZTILO A”) ist eine Cauchy—Folge bez. der Operatornorm.
NeN
Nach Satz 13.8 konvergiert die Reihe also gegen einen Operator B € B(V). Es gilt

(H—A)B:iA"—iA”:ﬂ
n=0 n=1

und analog B(1— A)=1. Also B= (1— A)~!. O

Bemerkung Etwas allgemeiner kann fiir jede Potenzreihe f(z) = >  a,2" mit Konvergenz-
radius p und jeden Operator A C B(V) mit ||A]| < p ein neuer Operator f(A) definiert werden

durch
fA) =D a,A".

n>0
ZB.istexp(A) =) -0 A% fiir jedes A € B(V) definiert.
Achtung exp(A)exp(B) = exp(A + B) gilt nur, wenn AB = BA (A und B kommutieren).

14 Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Verander-
licher

14.1 Definition V. W normierte Vektorrdaume iiber R, D C V offene Teilmenge, xq € D
Eine Abbildung f : D — W heiBt differenzierbar in Punkt x (im Sinne von Fréchet)
< JAeB(V,W), so dass

o 15@) = Fw0) = At = w0)l

a0 [l — ol
< JAcB(V,IW),sodass¥Ve>03§>0 mit
If(x) = f(zo) — Alx —zo)|| <ellx —xo|| YVax#zg mit |z— x| <.
Dann heiBt A Ableitung von f in xo und wird mit f'(xy) bezeichnet.

=0

Bemerkungen

1. ImFall V =R" und W = R™ ist f'(z9) : R” — R™ eine lineare Abbildung, also durch eine
Matrix in Mat(n x m,RR) gegeben.

2. Wenn die Ableitung existiert, dann ist sie eindeutig.
Begriindung Seien A, A’ zwei Ableitungen. Fiir alle ¢ > 0 3§ > 0 (fir A, A’ gleichzeitig
gewahlt), so dass V = # zg, ||z — x| < 0 gilt
(A — A")(z — o) || If(x) = J(wo) = Alx = zo)l| | I/ () = flwo) = A'(z — xo)|
[l — o] [l — ol [l = ol
< e+4+e=2e.
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3. Im Fall V.= W = R stimmt die Definition mit der vorherigen iiberein. In der Tat ist eine
lineare Abbildung A : R — R einfach durch Multiplikation mit einer reellen Zahl gegeben,
d.h. B(R,R) = R.

4. Definition 14.1 iibertragt sich auch auf komplexe Vektorraume, wenn B(V, W) dann als kom-
plex lineare Abbildungen aufgefasst werden. Viele der Ergebnisse weiter unten iibertragen sich
dann direkt. Im Fall V' =W = C, aufgefasst als Vektorraum iiber C, heiBt eine differenzier-
bare Funktion auch holomorph (vgl. Funktionentheorie) und f’(29) € B(C,C) = C.

5. Einige einfache Beispiele:
(i) f=w konstant = f'(zy) =0 Vxzo€ D
(i) f: V=V, f=id, = ['(z)=1id,
(iii) f:V — W linear, d.h. f € B(V,W). Dann f'(zo) = f VYV ax¢ €V, well
If(@) = flzo) = fla—2)l _ O

[l = o] T

6. f differenzierbar in xg = f stetig in x.
Begriindung Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fiir ||z — z¢|| < ¢ gilt:

1f () = f (o) 1f () = f (o) = f'(wo) (@ — zo)l| + [|f (o) (z — o) |

<

< ellz — ol + 1 (o) lllw — o[-
Also ist f stetig in xg.

14.2 Satz V., W normierte Vektorraume

(i) f,g: D CV — W differenzierbar in xy € D, A\ € R, D offen.
Dann ist auch f + \g : D — W differenzierbar in xq und

(f +Xg) (w0) = f'(w0) + Mg (o).

(i) f,g: D CV — W und W normierte Algebra (z.B. W = R, C, Mat(n x n,R)).
Dannist f -g: D CV — W in xq differenzierbar und

(f - 9)(w0) = f'(w0)g(wo) + f(0)g (w0).

(i) fDcU—-=V , g:f(D)—=W | x€D
f differenzierbar in x¢, g differenzierbar in f(xy).

Dann ist g o f differenzierbar in xq und
(g0 f) (o) = g'(f(x0)) [ (o).
Beweis
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(i) Nach der Dreiecksungleichung

| I(f + Ag) () = (f + Ag)(xo) — f'(xo) (x — wo) — Ag' () (x — o)

= ol

< ) — flaw) = o) = o)+ W) — ) — o) — )l
T—x0 0
(i)
L W @ete) — Famlatan) = F e~ rolan) — Flan)g o)z — o)
< (160 — Sao) - £ an)a — o)
S 0)gla) — Fao)glan) — Fao)g (o)l — )]
1 a0) (= 20)(9(e) — glao)) |
< [ - ) — el = o))
7 ollgle) = alao) - o (zo) e — o)
o)l e = wallo(e) — g
7, 0, weil g stetig in xy.

Hierbei haben wir die Operatorungleichung || AB|| < || A|||| B]| verwandt.
(iii) Es gilt

o 90 £@) =90 Flao) = o (@) o) = 0)]
< o () — g (o)) — (o) (F2) — S(xo))]
= 7= ol
GGG 156~ Fxo) = o)z~ 20))
o — ol

T—T0

—0-C+C-0=0

Nun kommen wir zu Mittelwertsatzen, zunachst fiir reellwertige Funktionen.

14.3 Satz V normierter Vektorraum , D C V offen
f: D — R differenzierbar, x,y € D, so dasstx + (1 —t)y € DV t € [0,1].
=3t e (0,1) mit
fy) = flx)+ ftz + (1 - )y)(z — y).
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Beweis Definiere ¢ : [0,1] — V durch ¢(t) =tz + (1 — t)y. Dannist fo ¢ : [0,1] — R stetig
und differenzierbar auf (0, 1)

=2 fow(l) = fop(0) + (fo)(t).
Nach der Kettenregel gilt (f o )'(t) = f'(e(1))#'(t) = f'((t))(z —y). O
Bemerkungen

1. Die Abbildung f’(zo) : V' — R ist linear und stetig, also im Dualraum von V. Falls V' = R",
ist diese Abbildung durch das Skalarprodukt mit einem Vektor gegeben, der mit grad(f)(zo) €
R™ bezeichnet wird, d.h.

f'(wo)(x —y) = (grad(f)(wo) | 2 — y)gn -

2. Fiir Funktionen, die nicht reellwertig sind, gilt der MWS nicht, wie schon folgendes zweidi-
mensionale Beispiel zeigt:

f:[0,1]=C , f(x)=¢€"
fO)=f@2m) =1 , fl(x)=ie"#0 Yaxcl01]
Aber f(27) # f(0)+ f'(t)- (1—=0) Vtel0,1]

In vielen Situationen ist folgender Satz ein guter Ersatz:

14.4 Satz (Schrankensatz) f:D CV — W differenzierbar auf offenen D, d.h. in allen Punkten
von D. Sei x,y € D, sodasstx+ (1 —t)ye D Vte|0,1]. Setze

M = sup || f'(tz + (1 =t)y)|.

t€(0,1]

Dann

1f(x) = fFWll < M|z —y].
Beweis Notation [z,y] = {tx + (1 —t)y | t € [0,1]} C V, Intervall in V. Dann

M= sup |If'(2')].

z'€lz,y]
Gegenannahme: ¢ > (0 mit
1/ (@) = f)l = (M +e)l|z —yl|.
Unterteile [z, y] = [x, 2] U [zo, y] mit Mittelpunkt zo = Z3¥. Dann ist entweder
1 (z) = f(zo)l = (M + )|z — xol|  oder |[f(zo) = f(y)l = (M +&)llzo —yll,
weil sonst im Widerspruch zur Gegenannahme

1f () = fWIl < ([ (@) = fzo)ll + 1f (o) = F(W)
< (M +e)(llz = ol + llzo — yll)
= (M+e)||x—yl| (weil x,z0,y auf Gerade liegen)
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Sei [z1,y1] ein Intervall mit > (entweder [z, x| oder [zq,y]).
lteration dieser Konstruktion gibt Folge [x,,, yn] C [Tn_1, Yn_1] mit

_Jz—yl
ln = wall = o

und

1 (@n) = fyn)ll = (M + &)z — ynll.

Nun existiert 2’ = lim,_,o 2, = lim,_ y,. Wiederum erfiillt eines der Intervalle der Zerlegung
[T, Yn] = [Tn, 2] U [2/, y,] die Ungleichung mit >. Dies gilt entweder fiir unendlich viele z,, oder
Yn, ohne Einschrankung unendlich vieler x,,, welche wir als Teilfolge auswahlen. Dann gilt

1S (") (@n = 2]

17 &I = —
[ —
1f () = O [1f () = £(&") = f/(2) (@n — o)
I EARk [ —
s ey M) = £ = P = o
[0 — 2|
im Widerspruch zur Voraussetzung. O

14.5 Definition Seien Vi, Vo, W normierte Vektorraume.

Vi x Vs, kartesisches Produkt mit Norm ||(z1, x2)|| = ||z1]|| + ||2]]

DcVixVyoffen , f:D—-W | (x1,29) €D

f heiBt partiell differenzierbar in (x1,x2)

<= Abbildungen x € V} — f(x,x5) und x € Va — f(x1,2) sind in x1 und x4 differenzierbar.

Die zugehérigen linearen Abbildungen werden mit 0, f(x1,x2) € B(Vi,W) und 0., f (x1,22) €
B(Va, W) bezeichnet und heiBen partielle Ableitungen. Falls sie in allen Punkten von D existieren,
heiBt f partiell differenzierbar auf D. Analog sind partielle Ableitungen 0,, f, k = 1,...,n, von
Abbildungen f : D C V} x ... x V,, — W definiert.

Wichtiges Beispiel: Im Folgenden wird oft die Situation V =R" =R x ... x Rund W = R"™
betrachtet. Fiir f : D € R* — R™ ist dann 0,, f(z) : R — R™, = = ( : ) eine linea-

re Abbildung, fiir jedes £k = 1,...,n. Diese partiellen Ableitungen existieren genau dann, wenn
I

die komponenten Funktion von f = |, fe : D C R" = R, jeweils nach den Varia-
Jm

blen xj im eindimensionalen Sinne differenzierbar sind, d.h. 0, f;(z) die Ableitung der Funkti-
ony € R — fizy,...,Tk-1,Y, Tps1,---,2,) € R am Punkt y = z4. Die lineare Abbildung
Or, f(x) € B(R,R™) = R™ ist durch den Vektor

Oy [ (2)
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gegeben. Wenn f auf D differenzierbar ist, definiert man die Jacobi-Matrix df : D — Mat(m X
n,R) durch

Ouf1 -ov Oz, /i
Oy fn +o+ Oz, fm

Im Fall m = 1 ist Of(x) ein Zeilenvektor, mit Hilfe dessen dann der Gradient grad(f)(z) =
(0f (x))" € R™ definiert wird. Es gilt dann

f'(@)v = (grad(f)(z) | v)pa -

Im Fall n = m heiBt g : D C R® — R"™ auch Vektorfeld. Ein Beispiel eines Vektorfeldes ist
grad(f) : D € R™ — R" einer Funktion f : D C R™ — R. Fiir ein Vektorfeld g ist zudem die
Divergenz div(g) = V - g : D — R definiert durch

div(g) = 04,91 + 092 + - - . + O, G-
Falls n = m = 3, wird die Rotation des Vektorfeldes g : D C R3 — R? definiert durch

8:5293 - ax392
rot(g) = | Ows91 — On, 93
8:0192 - 8:02.91

Zuletzt sei f : D C R" — R zweimal partiell differenzierbar, d.h. grad(f) : D — R™ sei auch
partiell differenzierbar. Dann ist der Laplaceoperator A angewandt auf f definiert durch

Af=div(grad(f)) =0 f+...+ 02 f: D —=R.

14.6 Satz f: D C V| x Vo — W differenzierbar in x = (x1,x5) € D
= f partiell differenzierbar in x und f" wird durch die partiellen Ableitungen dargestellt:

(@) (v1,02) = Op, f(2)01 + O, f(2)v2 ;w1 € V1, vy € Vi
14.7 Lemma Die Abbildung ¢ : B(Vi, W) x B(Vo, W) — B(Vy x Vo, W) gegeben durch
©(A1, Ag) (11, 22) = A1y + Az
ist linear, stetig und bijektiv mit stetigem Inversen.
Beweis Die Umkehrabbildung o' = ((o71)1, (p71)y) ist
(™ i(A) (@) = A(21,0) ,  (97")2(A)(22) = A0, 22).

Nun ist B(Vy, W) x B(Va, W) wieder ein kartesisches Produkt mit Norm ||( A1, A2)|| = || A1 ||+ A2]|-
Die Linearitat von ¢ ist offensichtlich, die Stetigkeit folgt aus
lo(Ar, Al = WS [o(Ar, Az) (21, 22|

= sup | A1y + Agzs|
[lz1 [[+]|z2][=1

< AL + || Azl

156



und die Stetigkeit von ¢! aus

e A = 1A+ e ()]
= s 4G 0)l + s (140,

< Al + 1Al = 2[|A]l.

g
Beweis von Satz 14.6 Sei A = f'(z) € B(V; x Vo, W). Dann gibt es A; = (p!)1(4) €
B(Vi,W) und Ay = (p~1)9(A) € B(V, W). Nach Lemma 14.7 sind A; und A, linear und stetig.
AuBerdem

1f (Y, x2) — flrr,20) — Asly —a)ll - f (g, 22) — flan, 22) — A((y, 22) — (21, 29))
|y — 21| [y, z2) — (21, 22)||

Yy—x1
0,

Letzteres nach der Differenzierbarkeit von f in (z1,x¢). Somit gilt 0., f(x) = A;. Analog erhalt
man O, f(x) = As. O

Bemerkung Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, wie folgendes Standardbeispiel zeigt.

. T2 _ 12236%2 9 (l’,y);éo
fRE=R f(:c,y)—{ 6 ) =0

f besitzt partielle Ableitungen

N 1]
0 ’ xr,y) = 0
2y . 4@/21'

Aber
212 cos p sin ¢

f(rcosp,rsing) = ) = sin(2¢p),

72(cos? ¢ + sin® ¢
so dass lim, )0 f(,y) nicht existiert, also f nicht stetig ist bei 0 und somit auch nicht differen-
zierbar.

14.8 Definition V. W normierte Vektorraume, D C V offen, f : D — W
f stetig differenzierbar auf D
<= f differenzierbar in xy ¥ xo € D und die Abbildung x € D — f'(z) € B(V, W) ist stetig.

Fiir stetig differenzierbare Funktionen gilt nun die Umkehrung von Satz 14.6.

14.9 Satz f: D C Vi x Vo — W partiell differenzierbar. Dann sind dquivalent
(i) Ou f : D — B(Vi,W) und 0,,f : D — B(V,, W) stetig,
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(ii) [ auf D stetig differenzierbar.
Dann gilt f' = @(0y, f, 0w, f), wobei ¢ die Abbildung aus Lemma 14.7 ist.
Bemerkung Analoges gilt fiir Abbildungen f: D CV; x ... xV, — W.

Beweis von Satz 14.9

(i) = (i) Da f": D C V} x Vo — B(Vy x V,, W) stetig ist, folgt nach Lemma 14.7, dass auch
Ouif = (9o [+ D= B(V;,W) -, j=1,2

stetig sind, d.h. f ist stetig partiell differenzierbar.

(i) = (ii) Wir zeigen, dass fiir (x1,22) € D gilt

f’($1, 52)@1 —T1,Y2 — xz) = Oy, f(21, I2)(?J1 — 1) + Op, f (1, I2)(y2 — T2).

Die Stetigkeit folgt dann wieder aus Lemma 14.7. Tatsachlich V ¢ > 0:

1f(y1sv2) — f@1,22) = Oy [ (1, 22) (Y1 — 1) — Oy [ (21, 22) (Y2 — 22|
< |[f(y1,y2) — f(@1,y2) — Ou, f(1,92) (41 — 1) ]
[0z, f (21, Y2) — Oy [ (1, 22) (41 — 1) |
(@1, y2) — f21,22) = Oy f (1, 22) (y2 — 2) ||
< ellyr — 2l +ellyr — 2l + elly2 — 2|

fur ||(y1,y2) — (z1,22)|| < 6, nach der Definition der partiellen Ableitung und ihrer Stetigkeit. Da
¢ beliebig klein gewalt werden kann, haben wir die Ableitung berechnet. O

Bemerkung Wenn f: D C R* — R™ differenzierbar ist, so ist die Ableitung f'(x) € B(R",R™)
durch die Jacobi-Matrix Of = (0y, fj)j=1...m, i=1,..n gegeben, d.h. fiir x € D und v € R"

.....

> i1 O frvg (grad(f1) | v)gn

D i1 O, frai (grad(fm) | v)gn
Insbesondere gilt im Fall m =1, d.h. f: D =R"” — R, dass
f@) = (grad(f)(@) | v)gn . vER

Beispiel Es gibt differenzierbare Abbildungen, die nicht stetig partiell differenzierbar sind.

2, i (1
fiRESR ﬂmw:{ﬁy%WJ @ #0

, =20

Dann e )
ptta = B e 220,

Letzteres, weil V y € R

fle,y) —f0y)—0-(e-0) _ cysin (1> 50

€
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AuBerdem ,

(L
ayf(:c,y)={x i) ez

Jetzt ist 0,f stetig auf R?, aber O, f ist unstetig auf S = {(0,y) | vy # 0}. Dennoch ist f
differenzierbar. Nach Satz 14.6 muss f’ dann durch die partiellen Ableitungen gegeben sein. In der
Tat gilt fiir y # 0 und (e,,¢,) # (0,0)

’f(é?w, ) + 5y) - f(07y> - amf(oay)gm - 8yf(07y)‘€y|

(€2, €0)l
Fleayte)l 1 Sy +ey)sin (L) e A0
lea| + [ey] lea| + [ey] 0 y €z =

IN

{ lex||ly + €] [sin (é)‘ ;€2 F 0 (eney)—0 N
0 R 3

€z

Es gibt noch ein weiteres Konzept von Ableitung.

14.10 Definition V. W normierte Vektorraume, D C V offen, f : D — W, v eV
f hat Richtungsableitung (0, f)(z) € W in Richtung v an der Stelle x € D
= (0uf)(x) = limeyo 2(f(x + ev) — f(x)) existiert in (W, ||.|)).
Alternativ (0, f)(x) = 4 f(z + tv) |10
Falls f in x Richtungsableitungen in alle Richtungen v € V' besitzt, heiBt f in x Gateaux—
differenzierbar.

Bemerkungen

1. Partielle Differenzierbarkeit in eindimensionalen Faktoren eines kartesischen Produktes sind
Spezialfélle von Richtungsableitungen, z.B. fir f: D C R* — R™

8lejf - 86jf7
wobei eq, ..., e, Standardbasis ist.

2. f differenzierbar = f Gateaux—differenzierbar. Wegen der Kettenregel gilt namlich:

Ou)(w) = J'(@) 5 (x + )eco = (o

Beispiele

Yy
L f(z,y) = { o (DU 70 nicht differenzierbar in 0 (siehe oben).

0 (zy)=0
Aber f ist Gateaux—differenzierbar, weil fir v = (Zz)
d vyv
9uf)(0,0) = — =" |,_o= 0.
(9.£)(0,0) dt v + v} =0
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2. Als weiteres Beispiel betrachten wir

w2y /3 2
f(l',y) — i 4y? Ox +y ) (ZE,y)?_éO ’U:(
. (z,y)=0
3,2
9,f(0) = = fu 2 =0

im ——2%—
=0 gt + e2v?

Somit ist f Gateaux—differenzierbar in 0. Aber f ist nicht differenzierbar in 0, weil lim, )0

nicht existiert, denn z.B. mit z = ¢, y = at? folgt

tat>
0 1 4 a2t

a
1—a?

2y
1.4+y2

Zusammenfassung: Folgende echte Inklusionen gelten (erste davon wird in Ubung diskutiert):

{partiell diff.bar} 2 {Géteaux-diff.bar} 2 {(Fréchet)diff.bar} 2 {stetig diff.bar} = {stetig part. diff.bar}

14.11 Definition V. W normierte Vektorrdume, D C V offen, f : D — W
f zweimal in x € D differenzierbar
<= f differenzierbar auf D und

f'+ D — B(V,W) differenzierbar in = (wobei B(V, W) mit der Operatornorm versehen

ist) mit Ableitung f"(z) € B(V,B(V,W))

14.12 Satz (Satz von Schwarz) [ zweimal in x € D differenzierbar
= f"(x) € B(V,B(V,W)) ist symmetrisch, d.h. ¥ u,v € V

(f"(@)ujo = (f"(z)v)u.

Beweis Fiir u,v € V ausreichend klein, definiere ¢ : [0, 1] — T durch

g(t) = flz +tu+v) — f(x+tu).

Nach der Kettenregel ist g differenzierbar und

Jgit) = flrv+tu+v)u— f(z+tu)u

Weil f’ differenzierbar ist, existiert V ¢ > 0 ein § > 0 mit
1 (x + tu+v) = f'(z) = f(2)(tu+0)|| < elltu+ vl

und

1" (z + tu) — f'(z) = f"(z)(tu)]| < el[tul]
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fur [[tu + v]| < d und ||[tu]| < 0. Somit gilt

lg'(t) = (f" (z)v)ul
< (@ + tutv) = fi(@) = (@) (w4 0))ull + 1(F (@ + tu) = f(@) = (@) (u)ull
< elftu + vfiflull + elltulllull < effull2llull + {lvf])-

Nun wenden wir den Schrankensatz auf ¢ € [0, 1] — g(t) — t(f"(x)v)u an:

lg(1) = (F*(z)v)u —g(0)]| < sup [|g'(t) — (f"(@)v)ull < ellull (2[|ul] + [v]])

te(0,1]

Da g(1) —¢(0) = f(z +u+v)— f(x+u) — f(x+v)+ f(x) symmetrisch in u und v ist, gilt nach
gleichem Argument auch

l9(1) = g(0) = (f"(@)wpv|| < ellvl|2[Jv]| + [Jull).
Somit folgt mit der Dreieckungleichung:
1" (@yv)u = (" (@)u)oll < e2(]ull® + [[o]|* + [Julllv]])

Da ¢ beliebig klein ist, folgt (f”(x)v)u = (f”(x)u)v zunachst fiir kleine u,v. Wegen der Linearitat
folgt es dann aber fiir alle u, v. O

Bemerkung Die zweite Ableitung A = f"(z) € B(V,B(V,W)) kann als bilineare Abbildung
AV xV — W aufgefasst werden, indem man definiert:

A(v,w) = A(v)w.

In der Tat, dann gilt

A+ M, w) = A(v,w) + MA@, w) , AeK

und
A(v,w+ ') = A(v, w) + MA(v,w').

Der Satz von Schwarz besagt dann, dass A symmetrisch ist, d.h.

A(v,w) = A(w,v).
Die Menge der beschrankten bilinearen Abbildungen wird mit B(V,V, W) = B(V,B(V,W)) be-
zeichnet und die Norm ist 3 .
|A]l = sup sup [[A(v,w)].
llvll=1 Jlwll=1

Meist werden A und A auch von der Notation her nicht unterschieden, d.h. man schreibt auch

f'(@) = f(x) € BV.V,W).
Analog wird ein A € B(V,B(V,B(V,...,B(V,W))...) mit k Argumenten V mit einer k—
multilinearen Abbildung A € B(U, ..., V, W) identifiziert, welche dann erfiillt, dass

A(vy, .. v we, .. vp) = Aoy, o)A, - we, . vy) , £=1,...k . AeK

Die Norm auf den k—linearen Abbildungen ist wie oben definiert.

161



14.13 Definition V. W Vektorrdume, D C V offen, f: D — W
Die héheren Ableitungen von f sind iterativ definiert durch:
f ist k=mal auf D differenzierbar mit k—ten Ableitungen gegeben durch k—lineare Abbildungen
f®.D—B\V,....,V,W)
——

k Eintrige

<= f (k — 1)-mal differenzierbar und f*=V : D — B(V,...,V W) ist differenzierbar mit
k—1 Eintrs
—1 Eintrige

Ableitung (f*~ ) = [k,

Falls f®) : D — B(V,...,V,W) stetig ist, heiBt f k-mal stetig differenzierbar und die Menge
dieser Funktionen wird mit C*(D, W) bezeichnet.

14.14 Korollar (i) f € C*(D,W) <= alle k—ten partiellen Ableitungen sind stetig.
(ii) Die multilineare Abbildung f*)(x) ist symmetrisch, d.h. fiir jede Permutation o € S}, gilt
f(k)(x)(vo(l),...,vg(k)) :f(k)(x)(vl,...,vk) . Ui,...,v; €V

Begriindung (i) und (ii) folgen aus der iterativen Anwendung von Satz 14.9 und Satz 14.12
respektive.
O

14.15 Satz (Satz von Taylor) V,W normierte Vektorrdume, D C V offen, x € D
f m—mal differenzierbar. Dann gilt fiirv € V mitx +v € D

= > D@t +oll™) fir ol = 0.
k=0

Bemerkung Hierbei ist f*)(z)v* = f®)(z)(v,...,v) und g(v) = o||v||") heiBt, dass
im0 o o) =0

Beweis Durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Aussage genau die Definition der Ableitung.
Fiir den Schritt von n — 1 nach n betrachten wir

g(v) = f(z+v) Zk'f

Um die Ableitung zu berechnen, verwenden wir

Behauptung A k—multilinear von V' nach W, A symmetrisch, h : V' — W definiert durch
h(v) = Av" = P/ (v) = kAV" € B(V,W)

Begriindung Fir e € V gilt nach Multilinearitdt und Symmetrie

IEl Hh(v +¢e)—h(v) =N ()e| = | HA(U +e)f — AvF — kAW )|

llell
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k

1 k e—0
< plAny ()l =50

=2
O

Also:

& 1

g'(v) = flz+v) - fO (@)t
(k—1)!

k=1

Jetzt gilt nach dem Schrankensatz
lg)I| = llg(v) = g(0)]| < [[v]| sup ||lg'(tv)]
0<t<1

< lollo(lvf*™),

Letzteres nach Induktionsannahme angewandt auf die (n — 1)-mal differenzierbare Funktion t €
[0,1] — ¢'(tv) € W. Da [jv]jo(||v]|*~*) = o(||v]|™), folgt der Satz. O

14.16 Definition f: D C V — R differenzierbare Abbildung, V' normierter Vektorraum, D offen
(i) x € D kritischer Punkt von f <= f'(x) = 0 (0O-Abbildung)
(i) w € R kritischer Wert von f <= w = f(x) fiir einen kritischen Punkt .

14.17 Satz Sei f : D C V — R differenzierbar und x € D lokales Extremum von f, d.h. z.B fiir
ein lokales Minimum 3 & > 0 mit f(y) > f(z) V ||y — z|| <&,
= x kritischer Punkt von f.

Beweis Fiir jedes v € V' hat die eindimensionale Abbildung ¢ — f(x + tv) bei t = 0 ein lokales
Extremum, so dass O0,f(x) = 0 V v € V. Da f differenzierbar ist, gilt nach der Kettenregel
Opf(x) = f(x)v =0V veV,dh. f/(x)ist die 0-Abbildung. O.

Sei nun f: D C R” — R zweimal stetig differenzierbar und = € D ein kritischer Punkt von f.
Nach dem Satz von Taylor gilt dann

Fla+v) = f(2) + 5 @) + o))
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Um zu iiberpriifen, ob = ein lokales Extremum ist, muss f”(x)v? berechnet werden. Zunichst ist
nach Satz 14.6

U1 wq

[l = <gradf(as>|v>Rn=Zaxjf<x>vj , o= |, w=

(f"(@vyw = (f(z)o)w

- <grad <Z &vjf(x)vj) ,w>

n

= Z (axzang) (w)vjwi

ij=1
= Z(@wﬁxjf)(x)viwj (Satz von Schwarz)

ij=1

14.18 Definition f: D C R™ — R 2-mal partiell differenzierbar in x € D. Dann heiBit 5 f (z) =

-----

Alternative Schreibweisen sind 9 f (x) = Hess(f)(x) = H;(z) = V2f(z)

Wenn f zweimal differenzierbar ist, ist die Hess'sche Matrix nach dem Satz von Schwarz symme-
trisch:

(0%f ()" = 0*f (),

hat also gemaB den Ergebnissen der linearen Algebra reelles Spektrum und ist durch eine orthogonale
Matrix diagonalisierbar. Zudem gilt nach obiger Rechnung fiir f € C?(D,R):

(f"(x)v)w = <v | 62f(:1:)w>Rn = <w \ azf(x)v>Rn

Erinnerung an einige Begriffe und Ergebnisse der linearen Algebra: Gegeben sei eine reelle, sym-
metrische Matrix A = A" € Mat(n x n,R).

(i) A positiv, A>0<= (v | Av)p, >0 Vv eR" v#0

(ii) A nicht-negative, A >0 <= (v | Av) >0 VoveR" v#0
Analog werden A < 0 und A < 0 definiert.
Anstelle von "positiv" und " nicht—negative” wird auch " positiv definit” und " positiv semide-
finit" gesagt.

(iii) A indefinit <= es gibt positive und negative Eigenwerte.

Satz A > 0 < alle Eigenwerte von A sind positiv
< firk=1,...,n gilt dety((Ai;)ij=1..x) >0 (Sylvester Kriterium)
Vorteil des Letzteren ist, dass das Spektrum von A nicht berechnet werden muss.

164



14.19 Satz f: D C R" — R 2-mal stetig differenzierbar, D offen
(i) x € D lokales Maximum (Minimum) = 9*f(x) <0 (9?f(z) > 0)
(ii) © € D kritischer Punkt von f und 0*f(z) < 0 (bzw. 8?f(x) > 0)

= x strenges lokales Maximum (bzw. Minimum) von f, d.h.
36> 0 mit f(x) > () (baw. () < f(u)) ¥lly— ]l <8 y#z.

(iii) x € D kritischer Punkt von f und 0*f(x) indefinit = x Sattelpunkt und kein lokales
Extremum.

Beweis Alle Aussagen folgen direkt aus dem Satz von Taylor zu zweiter Ordnung:

fly) = fx) = ((z —y) | *f(2)(2 = y))p. + oz —ylI*)

Insbesondere beachte fiir (iii), dass es Eigenvektoren v = z — y von 9?f(x) zu positiven und
negativen Eigenwerten gibt. O

Bemerkung Wenn 92 f(x) semi—definit ist, ist keine Aussage moglich. Hohere Ordnungen sind
notwendig.

Beispiele
1. f:RE=R  flr,y) =2 +ay+y>+aot+y+1

grad(f)(z,y) = (gﬂi I i)

2r+y=-1 2r+y=-—1
r+2y=-1 — 0+%y=—%
1 1

grad(f)(z,y) =0 <=

einziger kritischer Punkt (—3, —%)

Hess'sche 0% f(z,y) = (24) > 0 nach Sylvester

11 :
— (—5, —5) lokales Minumum

Da 2? + ay + y* = 3(2® + y* + (z + y)?) > 3(2® + ¢?), wichst fiir |z], |y| — w, liegt ein
globales Minimum vor.

2. f:R*  f(x,y) = cos(x) + cos(y)
— sin(x)

grad(f)(z,y) = ( —sin(y)

- (750 2)

)_O<:>£U€7TZ, y €l

—cos(y)
Also: lokale Minima bei x € 2nZ, y € 2nZ

lokale Maxima bei x € m+ 277, y € m + 277
Sattelpunkte bei x € 7 + 27Z, y € 2nZ und x € 277, y € 7+ 277
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Bemerkung Fir f : D C R" — R gibt das Vektorfeld grad(f) : D — R™ an, in welche
Richtung die Werte von f am stédrksten anwachsen. In Umgebung eines Maximums, Minimums und
Sattelpunktes sieht grad(f) ungefahr so aus:

lokales Maximum lokales Minimum Sattelpunkt

Mit Hilfe des Gradienten kann ein weiteres Vektorfeld definiert werden:

 grad(f)()
K@) = erad NP

Wie fiir jedes Vektorfeld gehort zu X der Fluss ©, : D — D, t € (—=T,T) C R, definiert als Lésung
der gewohnlichen Differentialgleichung

reD

0,0:(x) = X(Oy(x)) ,quadz € D.

Wenn f € C?(D,R), so garantiert der Satz von Picard—Lindelsf (spater) Existenz und Eindeutigkeit
dieser Losungen. Es gilt

0uf (€4(0)) = (Enad()(@1(a)) | 861(e)) = (o) | UL} 1(a)) = 1.

Somit werden die Niveau—Flachen (Linien)

Yp=A{rveD|f(z)=E}

auf Niveau—Flachen abgebildet:
@t(EE) = XE+t,

vorausgesetzt, es gibt keinen kritischen Wert in [F, E + t]. Was genau an den kritischen Werten
passiert, wird in der Morse—T heorie untersucht.

15 Nichtlineare Analysis

Erstes Hauptziel ist
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15.1 Satz (Satz iiber die lokale inverse Funktion bzw. Satz der lokalen Umkehrbarkeit)
V,W Banachrdume, D C V offen, f : D — W stetig differenzierbar

Bei xy € D sei f'(xq) € B(V, W) invertierbar mit beschranktem Inversen in B(W, V)
— 3 offene Kugel Bs(x¢) = {y € D | ||y — x¢|| < 0}, so dass

[ Bs(zo) = f(Bs(w0))

invertierbar ist mit inverser Abbildung =1 : f(Bg,(x0)) — Bs(xo), deren Ableitung stetig ist und
gegeben durch

W) =W

Falls f k—mal stetig differenzierbar ist, so ist auch f~' k—mal stetig differenzierbar.

Bemerkungen

1. Wenn V. = R™ und W = R™, kann f’(x¢) nur invertierbar sein, wenn n = m. Wenn
dim(V) = oo (bzw. dim(W) = 00), muss auch dim(W) = oo (bzw. dim(V') = o) sein.

2. Im Fall V.= = R ist sogar eine globale Aussage moglich (Korollar 9.9): f'(z) >0V = €
I C R = f invertierbar auf I. Dies ist im Hoherdimensionalen nicht moglich.

3. Die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit kann nicht abgeschwacht werden zur Dif-
ferenzierbarkeit: Die Funktion

f(x):{ x—i—xosin(;) : iig

ist differenzierbar und

x—0 X x—0 €T

f(0) = limw = lim (1+xsin1> =1>0.

Aber f'(z) = 142xsin (%) — oS (%) so dass f’ nicht stetig. In der Tat nimmt f’ positive und
negative Werte in jeder Umgebung von 0 an, weil f”(x) = 2sin (%) —%COS (%) —l—ﬁ% sin (%) =
% fir x = ﬁ k €N, und f'(x) = 0 fiir diese x. Also ist f nicht lokal monoton und somit
nicht lokal umkehrbar bei 0.

Der Beweis von Satz 15.1 verwendet mehrere in sich interessante Hilfsmittel.

15.2 Satz (Fixpunktsatz von Banach) (X,d) vollstindiger metrischer Raum
f+ X — X Lipshitz—stetig mit Lipshitzkonstante L < 1, d.h.

d(f(z), f(y)) < Ld(z,y)

— f hat genau einen Fixpunkt x € X, d.h. f(z) = x.

167



Beweis Sei 2y € X beliebig. Definiere x,, = f(x,_1) (dies heiBt der Orbit von z). Dann
d(xp, Tps1) = d(f(zn-1), f(xn)) < Ld(x,_1,2,) < ... < L"d(xg,x1).
Zudem nach der Dreiecksungleichung fiir n < m:

d(xp, xm) < d(xp, Tpe1) + d(Tps1, Toge) + - oo+ d(Tm_1, Tm)
m—n 1
< " Lk ld <L"———d .
~ <kz:% ) ($Oax1) ~ 1_ ], (xOrIl)

Somit ist (x,,),>0 eine Cauchy—Folge in X. Also existiert nach der Vollstandigkeit von X ein Limes-
punkt z = lim,,_,,, x,,. Weil f stetig ist, ist x Fixpunkt:

o) = Jim flon) = fiy 2oss =2

Sei z’ ein zweiter Fixpunkt. Dann
d(z,2') = d(f(z), f(2')) < Ld(x,2'),

was wegen L < 1 impliziert, dass d(z,2’) =0, d.h. x = 2’ ist. O

15.3 Lemma  Seien V,W Banachriume und A € B(V, W) invertierbar, d.h. 3 A=t € B(W,V)

mit AA™' = 1y, und A='A = 1y,. Dann sind alle Elemente der offenen Kugel um A mit Radius
1
[A=T]|

r =
B,(A) ={B e B(V,W) [ |[A-B| <r}
invertierbar. Zudem gilt fiir B € B,(A)

_ AL
B < — Al
1—[A7Y[|A - B
HAfl o Bflu ||A_l”2||A — BH

- 1= fATtflAa - Bl

AuBerdem ist ¢ : B.(A) C B(V,W) — B(W,V) definiert durch p(B) = B~ differenzierbar mit
o(B)C = —B-\CB™" fiir C € B(V,W).

Bemerkung Die erste Aussage kann im Fall V' = W = C" auch mit Cramer’s Regel bewiesen
werden.

Beweis Da B=A—(A—B)=A(1- A"(A— B)) und

AN A-B)| <||AY|IA-B| <1 fir BEB 1 (A)

lA=1

folgt, dass (1 — A~ (A—B)) ' =5 (AY(A— B))" € B(V) als konvergente Neumann—Reihe

n=0

(Satz 13.11) existiert und die Norm erfiillt:

< !
ST A A B

I1— A (A-B))
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Somit ist auch B~! = (1 — A™'(A — B)) "' A~! invertierbar und die Abschitzung an ||B™!|| gilt.
Weiter ist

B t—A!

(1- A A-B) " —1) A
= (1-(1-A"'A-B)A-A"(A-B)'A!
AN A-B)(1-A"(A-B)) AT,

so dass [|[B~! — A7 < |[A7Y||A - B 1—A-

1 -1
a4
Zuletzt gilt

lp(B+C) = o(B) = (B)C| = I(B+C) =B + B CB™Y||
< IB+O) B = (B+C)+(B+C)B7ICIIB7H < I(B+C)HIIIBHPICI = oflICl)

O
Beweis von Satz 15.1 Es reicht zu zeigen, dass die Funktion

g:Bs(0)CV =V g(x) = f(x0) " (f(zo+2) — f(0))

fiir 0 ausreichend klein invertierbar ist (dann ist auch f invertierbar). Die Funktion ¢ erfiillt

9(0)=0  ¢'(0)=1y.

Also reicht es, den Fall W =V, 2z = 0, f(0) = 0, f'(0) = 1y zu betrachten. Weil f stetig
differenzierbar ist, gibt es ein € > 0, so dass

If' (@) =Myl <53 VaoeB(0)={yeV ||yl <e}

Betrachte fiir y € V' die Funktion (mit der Idee, dass der eindeutige Fixpunkt die Gleichung f(z) =y
|6st):
Fa)=a+y—fx) . x€B0)

Dann gilt nach dem Schrankensatz fiir x, 2" € B.(0)

1Fy(z) = Fy(2)]| = [l = f(2) = (@' = f@))] < [l = 2| sup [T = f'(t)|] < gl — 2],

t€[0,1]
so dass F}, Lipshitz—stetig mit Konstante L < % < 1 ist. AuBerdem gilt, wenn ' = 0 gesetzt wird,

15y (z) = yll = |1 Ey(x) = F,0)l] < zllzl| < 3,

dh. F, : B.(0) — B:(y). Falls jetzt y € B:(0), dann B:(y) C B.(0) und somit ist F, eine

Lipshitz—stetige Abbildung auf B.(0). Da B.(0) als abgeschlossene Menge des vollstindigen Raumes
V' vollstandig ist, kann der Banach'sche Fixpunktsatz angewandt werden. Also gibt es V y € B%(O)

genau einen Fixpunkt z € B.(0) von F,, fiir welchen also gilt
r=F)(zr)=2+y— f(z) =y = f(z).

Fiir y € B:(0) hat die Gleichung y = f(x) also genau eine Losung und
f:{r € B.(0) | f(z) € Bs(0)} = £ (Bs(0)) > B3 (0)
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ist also invertierbar. Da f stetig ist, ist f~' (B5(0)) offen und enthilt somit eine offene Kugel
Bs(0), wie im Satz 15.1 behauptet.

Es verbleibt zu zeigen, dass f~" auf f(B;s(0)) C B:(0) stetig differenzierbar ist. Zunachst gilt
If'(x) = || < 5 fir z € B<(0). Also ist f'(x) invertierbar (da f'(x)™' =3, oo(1 = f'(x))") und
nach der vorausgesetzten Stetigkeit von z — f'(x) und Lemma 15.3 ist 2 € Bz (0) — f'(z)~" €
B(V) stetig.

AuBerdem ist f~' Lipshitz—stetig mit Lipshitz—Konstanten 2 auf B:(0), da fiir z,2" € B.(0) gilt

|z —2'| = [[f(x) = f(2') = Fo(x) + Fo(2) |
< ||f(z) = f(@')|| + %llz — 2| (Lipschitz—Konstante von Fj ist 1)
= |z — 2| <2 f(x) — f(2)]]
= 1~ y) = O < 2lly =¥/l

Somit ist auch die Abbildung y € B<(0) = (f'(f~'(y)))~" stetig. Nun zeigen wir, dass dies die
Ableitung ist:

1A @) =) = (YO =yl = 2" — 2 = (f (@) (f(@) = f@)]
< 1 @7 @)@ —=2) = f(2) = f@)ll

< |If'(@) " nlla" ==l (¥ n >0 nach Def. von f'(z))

< )"

£/ () "Im2ly —yll (nach Lipschitz-Stetigkeit).

Zuletzt verbleibt die Aussage liber die k—fache Differenzierbarkeit zu zeigen. Hierzu wird

=@ 2=

iterativ unter Verwendung von Lemma 15.3 abgeleitet, z.B.

()" (y) = —=(f@) @) () @) (f ()™
etc. O

Satz 15.1 ist eine lokale Aussage. Folgende Definition ist global.

15.4 Definition V. W Banachridume, D C V offen, f : D — W
f C*-Diffeomorphismus <= f : D — f(D) bijektiv und f sowie f~' : f(D) — D sind k-mal
stetig differenzierbar

15.5 Satz (Satz iiber die implizite Funktion)

Seien V,W Banachrdume, D C V x W offen

F : D — W k-mal stetig differenzierbar fiir k > 1.

Sei (x,y0) € D, so dass 0,F (xo,y0) € B(W) invertierbar mit stetigem Inversen ist.
— e > 0 und ein eindeutiges G : B.(xy) X B.(F(x9,90)) CV x W — W, so dass

Fz, G(z,y)) = y.
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Insbesondere gilt fiir g(x) = G(x, F(x0,40)), g : Be(xo) = W,
F(z,9(x)) = F(xo,50) V@ € Be(xo).

Dann heiBt g die implizite Funktion zu F durch (x¢,y0) = (2o, g(x0)).
(Oft wird F' so normiert, dass F(xg,yo) = 0.)
Zudem sind G und g k—mal stetig differenzierbar und

g (x) = =(0,F(z, g(x)) ™ 0. F (x, g()).

Beweis Betrachte f: D CV x W — V x W definiert durch

f(x,y) = (z, F(z,y)).

Dann Ly 0.1
Of (z,y) = ( 0 ang@y/g)

Nun ist 0, F (o, o) invertierbar. Also (wie fiir 2 x 2-Matrizen)

Somit existiert nach Satz 15.1 ein § > 0, so dass f ein lokales Inverses
F1 f(Bs(zo,10)) = Bs(wo,y0) CV x W

hat, welches k—mal stetig differenzierbar ist. Dies muss von folgender Gestalt sein:

f_l(x7y> - (JI,G(JI,y)) ) (xay) S f(Bls(anyO))
Somit
(z,y) = f(f T (z,y) = (2, F(z,G(2,y))),
d.h.
F(z,G(z,y)) Y (2,y) € f(Bs(zo, yo))-

y —=
Nun ist f(Bs(xo,40)) = (f~') " (Bs(wo, y0)) offen (Urbilder stetiger Funktion offener Menge sind
offen) und (zo, F'(z0,%0)) € f(Bs(zo,%0)). Somit existiert € > 0 mit B.(x¢) X B:(F(zo,%0)) C
f(Bs(xo,y0)) und die erste Aussage folgt. Die letzte folgt aus

0=0F(z,9(x)) = 0. F(z, g(x)) + 0,F(x, g(x))g'(x)-

Beispiele

1. F:R? - R Flr,y)=y*—2y—22=0
— (y—1)P=1422 <= y=gx)=1+£V1+2?

zwei getrennte Losungen
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2
x
OyF(z,y) =2y —1) #0Vy #1
2.F:R?* =R F(z,y)=9*—2zy—a2'=0
— (y—a)P=2'+2? <= y=rtaVl+a?
wieder zwei Losungen, aber nicht mehr getrennt.
Yy
x

Bei (0,0) gilt 9,F(0,0) = 0.
In der Tat besagt Satz 4 also hier nicht, dass es eine lokal eindeutige Losung gibt.
3. F(z,y)=9y*+2°=0 < z=y=0
Also keine Losungsfunktion, sondern nur ein Punkt.
In der Tat ist wieder 0,F(0,0) = 0.
15.6 Definition (Untermannigfaltigkeiten des Euklidischen Raumes)
keN, k>1, 0#£ M cCR"™
M st eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension m und Klasse C*

<= V Punkte p € M gibt es eine offene Umgebung U = B.(p) C R"™™ und eine k-mal
stetig differenzierbare Funktion F': U — R™, sodass F' auf U Maximalrang n hat und

MNU={zeU|F(z) =0}

Bemerkungen
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1. Lokal ist eine Untermannigfaltigkeit also simultane Niveauflache der Komponentenfunktion
F; von F', d.h.

MﬂU:ﬁ{xEU\Fj(aj):O}.

Jj=1

Hierbei ist jede Niveau-Flache {x € U | Fj(z) = 0} von Kodimension 1 im R""™ und
Rangbedingung besagt, dass sich diese Hyperflichen alle transvers schneiden. Deswegen ist
M von Kodimension n im R**™, also an Dimension m.

2. Wenn F’(p) Maximalrang hat, heiBt p ein reguldrer Punkt von F', andernfalls ein singularer
oder kritischer Punkt. Dies verallgemeinert die Definition 14.16 zu vektorwertigen Funktionen.
In Definition 15.6 tauchen nur reguldre Punkte auf.

15.7 Satz Eine m~dimensionale C*~Untermannigfaltigkeit M besitzt einen Atlas
A={¢|y:U, = R™ Hombomorphismus, U, C M}
bestehend aus Karten ¢, die Folgendes erfiillen:
(i) U, C M offen in M (M versehen mit Unterraumtopologie)
(i) Upea Up = M
(iii) Fiir alle ¢, € A mit U, N Uy # 0 sind die Kartenwechsel
oyt (U, NU) € R™ - (U, N Uy) C R™

C*—Diffeomorphismen.

R™ R™

Yot
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Bemerkung (i), (ii), (i) bilden genau die Definition einer (abstrakten) C*—Mannigfaltigkeit.
Jede C*-Untermannigfaltigkeit ist also eine C*~Mannigfaltigkeit. Umgekehrt besagt der Satz von
Whitney, dass jede m—~dimensionale C*~Mannigfaltigkeit auch eine C*~Untermannigfaltigkeit des
R2m+L st

Beweis Sei U C R™*" offene Umgebung von p = (zg,79) € M im R™ x R" und F : U — R"
von Maximalrang, so dass

MNU ={(z,y) e U CR™ xR" | F(z,y) = 0}.

Nach eventueller Permutation der Argumente konnen wir annehmen, dass 0,F(xo,yo) € B(R")
invertierbar ist. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert eine Umgebung V' C R™ von z
und g : V' — R", so dass

F(z,g9(x))=0 , Vzel.

Nun setze
e VM o) = (2,9(2))

und
o (M) =R" | oz, g(x)) ==

Um die Kartenwechseleigenschaft nachzuweisen, werden wir ¢ zu einem Diffeomorphismus ¢ erwei-
tern durch
¢ N, t) = (z,g9(x)+1t) , x€V,tecB(0)CR™

Erwo= (50

invertierbar, also ! lokal bei (zg,0) invertierbar (Satz 15.1). Gegeben eine zweite Karte 1), ist
also 1) o »7! ein lokaler C*-Diffeomorphismus (auf adiquatem Definitionsbereich). Zudem ist
Yo (x) = Yo @ (x,0), so dass die Kartenwechsel lokale C*~Diffeomorphismen sind. Der
Atlas ist durch die Karte zu jedem Punkt p € M gegeben. O

Tatsachlich ist

Nachste Problemstellung: Gegeben eine Funktion f : D C R"" — R, bestimme ihre Extre-
ma unter vorgegebenen Nebenbedingungen. Letztere kdnnen z.B. durch eine Untermannigfaltigkeit
M C R"™™ gegeben sein, d.h. gesucht sind die Extrema der Funktion f : M — R, der Ein-
schrankung von f auf M. Alternativ konnen die n Nebenbedingungen auch durch eine globale
Funktion F' : D — R" gegeben sein. Die Menge {z € D | F(x) = 0} muss nun keine Unterman-
nigfaltigkeit sein, sondern kann neben regularen Teilstiicken auch Singularitdten haben. Dann sucht
man die lokalen Extrema auf jedem reguldren Teil separat und analysiert zudem die Funktionswerte
von f bei der Singularitit (siehe Beispiel 2. unten).

Relevant fiir viele Anwendungen: Physik, Optimierung, Wirtschaftswissenschaften
Beispiele
1. f:RP—=>R  f(r,y)=ar+by> , a,beR

Nebenbedingung: F(z,y) =2*+y*—r*=0
Diese Nebenbedingung besagt, dass das Extremum auf dem Kreis mit Radius r bestimmt
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werden soll. Dieser kann parametrisiert werden durch

hi[0,27) 5 R?  h(t) = (7“ COS(t)) .

r sin(t)
Dann miissen lediglich die Extrema von
f(t) = foh(t) = arcos(t) + br’(1 — cos*(t))

gesucht werden. Da

f'(t) = —arsin(t) + 2br?sin(t) cos(t),

liegen sie bei
a
in(t) =0<+<=1=0, d t) = —.
sin(t) 7 und cos(t) 50
Also sind die Extremwerte zwei der folgenden Zahlen:
2 2
a 9 a
+ar , —ar % + br (1 — 47’2b2)

. (mit singularer Nebenbedingung)

flz,y) = 2® — szy
Nebenbedingung: F(x,y) = y* — 2* =0

Y

Spitzensingularitat

3
2

Diese besagt: 4> =23 |, y=+x
Parametrisierung also moglich (mit zwei Zweigen):

o

i

Ol W~

fi(:c) = f(x,:l:ac%):x2:F

filz) = 20F222 =22(1Fa

N|=
~—

Also liegen folgende kritische Werte vor:
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(a) =0, y=0 f(0,0) =0 (Wert in der Spitze)
(b) fiir + Zeichen: z =1, y=1  f(1,1) =%
~jﬁ(x) =2 — 32 ~jﬁ(l) = —1 < 0 lokales Maximum

Asymptotiken:  f(x) — oo fir z — Foo

ot

Diese Losungen basieren auf der Methode der Parametrisierung. Das funktioniert nur, wenn die
Nebenbedingungen geometrisch oder analytisch "einfach” sind. Fiir kompliziertere Fille gibt es
folgende Methode:

15.8 Satz (Lagrange Multiplikatoren) (O # D C R™™ offen, f : D — R differenzierbar
(Kosten— oder Energiefunktion), M m~—dimensionale Untermannigfaltigkeit

p € M N D lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung M

—> 3 Lagrange Multiplikatoren A\ = (A\q,...,\,) € R", so dass

grad(f)(p) = Z Aj grad(F5)(p), (15.1)

wobei F': D — R™ die Nebenbedingung lokal parametrisiert, dh. M ND = {x € D | F(z) = 0}
(vergleiche Definition 15.6).

Bemerkungen

1. Dies sind n + m Gleichungen (da grad(f)(p) € R"*™). Zusammen mit den n Gleichungen
F(p) = 0 gibt es 2n + m Gleichungen fiir die 2n +m Unbekannten p1, ..., Dpim, A1y -« -, An.
Typischerweise ist also die Losungsmenge diskret. Schwieriger ist die Situation, bei der die
lokalen Extrema entartet sind (siehe Beispiel unten).

2. Geometrisch besagt (15.8), dass der Gradient von f in p orthogonal auf M steht. In der
Tat spannen die Vektoren grad(F;)(p), j = 1,...,n, das orthogonale Komplement des
Tangentialraumes an M bei p auf.
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grad(f)(p)

Beweis Sei p = (0, ¥o) und, ohne Einschrankung,

det,, (0, F'(x0,%0)) # 0.

Nach Satz 15.5 existiert dann ein differenzierbares g : B.(z9) — R" mit F(z,g(x)) = 0, d.h.
(xz,g(z)) € M. Nun betrachte f eingeschrankt auf M:

fiBwm) >R, f(z) = f(z,9(z))

Bei einem lokalen Extremum auf M bei p = (z0, yo) gilt f’(xo) = 0. Also nach der Kettenregel

)
0 = Jle = @:f0)2,80) () )

0,f(p) + 0,/ ()9 (o
— 0.f(p) - J(Xy(>>WJT)(mwSHzB&

Nun ist (9,F(p))~* : R® — R™ und 9,f(p) : R" — R, also A = 9, f(p)(9,F (p))" eine lineare
Abbildung von R™ nach R, die durch einen Vektor A € R" gegeben ist. Es gilt:

Ouf(p) = A0F () 0yf(p) = A0, F(p)
Zusammen ist dies gerade (15.8). O
Beispiel f:R™! R | f(x) =[]/} 2?
Nebenbedingung: M = {x e R | ZmH T3 = 1} m~Sphire
f hat als stetige Funktion auf einem Kompaktum globale Extrema. M ist die Niveauflache zu

m+1

F:R™ SR , F)=)» 27-1=0.

Es gibt einen Lagrange Multiplikator A € R. Die Gleichungen sind
grad(f)(z) = Agrad(F)(z) und F(z)=0,

d.h.
m+1
i =i



oder
m+1

Ha:?:/\ , t=1,....m+1 |, Zaz?zl.
i j=1
Losungen: Falls ein x; = 0, z.B. 2,41 = 0, dann ist A = 0 und es gibt nur eine Gleichung fiir m

Unbekannte 1, ..., x,,, ndamlich
m

2

> =1

j=1
Bei allen Losungen dieser Gleichungen gilt f(x) = 0. Somit ist das Minimum 0 stark entartet (der
Wert 0 wird auf (m — 1)—dimensionalen Untermannigfaltigkeiten angenommen, gegeben durch die
(m — 1)-Spharen, die man durch Schnitt mit den Ebenen x; = 0 erhilt).
Falls alle z; # 0, so folgt aus den beiden ersten Gleichungen

A Hjsﬁl x? 73 2 2

2 2 1 2
A H].ﬁa:j xi

Analog folgt aus den anderen Gleichungen

1
2 _ 2 2
$1:$2:...:xm+1:m——i_17
Letzteres wegen E;’:l 23 = (m + 1)z} = 1. Also ist der Maximalwert von f gegeben durch

(mLH)mH. Er wird an 2™"! Punkten angenommen, deren Komponenten die folgenden sind:

1

—_— cie{—-1,1}, 7=1,...,m—+1
mrl J { }J

.%'j:O'j

€3

To Maxima

entartete Minima

X1

Bemerkung Nach Reskalierung erhalten wir einen alternativen Beweis von (mit n = m + 1)

(geometrisches < arithmetrisches Mittel)
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16 Lebesgue—Mal

Ziel:  Konstruktion des Lebesgue-MaBes (parallel dazu Einfiihrung elementarer Be-
griffe der allgemeinen MaBtheorie)

Dann: Kapitel 17 Lebesgue—Integral (Konvergenzsitze, Satz von Fubini, Transformationsformel)

Kapitel 18 Integrationstechniken: Satz von Fubini und Jacobi'sche Transformationsformel

16.1 Definition Seien a = (ay,...,aq), b= (by,...,bs) Punkte im RY. Definiere
(i)agb:)ajgbj VJ:1,7d
Analog: a <b
(ii) Offene, halboffene und abgeschlossene Quader sind

d

(a,0) = {zeR'|a<z<b}=]](a;b))
(a,0) = {reR*|a<x<b} _
[a,0) = {z€R?|a<z <D}

(iii) Das MaB bzw. d—dimensionale Volumen eines halboffenen Quaders ist

d

:u((av bD = H(bj - aj) € [07 OO)

j=1
Bemerkung Ausgehend von diesem geometrischen Volumenbegriff soll nun das MaB anderer Teil-

mengen A C RY definiert werden (insbesondere auch solchen, die nicht Vereinigung von disjunkten
Quadern sind). Beim Riemann’schen Volumenbegriff betrachtet man Ober— und Untersummen:

O(A) = inf{Zu(Qn)

,,,,,

UA) = sup{Zu(Qn)

77777

Dann heiBt A Riemann—-messbar <= O(A) = U(A).

Es stellt sich heraus, dass nur relativ wenige Mengen Riemann—messbar sind. Beim Lebesgue'schen
MaBbegriff hingegen definiert man

oo

p*(A) = inf Z,u(Qn) AcC U Qn, @Qn disjunkte halboffene Quader

n=1 n=1
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und nennt dann A Lebesgue—messbar <= V ¢ > 0 3 offenes U mit A C U und p*(U\A) < ¢. Es
zeigt sich, dass dies weit angenehmere Eigenschaften hat. Eine detaillierte Definition der Lebesgue—
Messbarkeit folgt.

N
16.2 Satz Sei R = {UZ:1 Qn| Q,, disjunkte halboffene Quader im R?, N < oo} C P(RY). Es
gilt
(i) DeR

(i) ABeR= A\BeR

(i) ABER=AUBEeR
(iv)
Beweis

(i) Offensichtlich, da (a,a] = 0.

Aty om0 NIy

AB = [J@n\ (U%)

= O (@a\@\Q5) - \Qhy)

n

Aber Q,\Q}| = U, Q} ist eine disjunkte Vereinigung von halboffenen Quadern wie folgendes
zweidimensionales Bild plausibel macht:

@n @n

Dann (Qu\Q\Q = (U, @) \@5 = UAQ{\@4) = U, Qi fiir geeignete Quader Q;.
Nach lIteration folgt also A\B € R.

(iii) folgt aus (i), weil AU B = (A\B)J® B eine disjunkte Vereinigung ist. O

Bemerkung X Menge. Ein Mengensystem R C P(X) mit den Eigenschaften (i)—(iii) aus Satz
16.2 heiBt ein Ring auf X. Beachte, dass auch AN B = A\(A\B) € R.

Nun wird g zunachst auf R erweitert.
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=1,..,

u(A) = 3" ul(@Qu) € [0,00).

n=1
Diese Definition ist unabhangig von der Wahl der Zerlegung von A in Quader.

Beweis Sei A = |J _, ,, Q.. eine weitere Zerlegung von A € R. Betrachte die halboffenen

,,,,,

Quader(!)
Qrm=0QnNQ, 1<n<N , 1<m<M.
Dann . .
Q= J Q. Q.= J Qunm
m=1,....M n=1,...,N
Somit gilt offensichtlich
N N
p(@Qa) =D w(Qr) (@) =@,
m=1 n=1
Also
N N M M N M
S ou(@) =D > w(@) =D > w@r,) = 1(@,)
n=1 n=1 m=1 m=1 n=1 m=1

16.4 Satz Die Mengenfunktion i : R — [0, 00) erfiillt Folgendes:

(i) n(®) =0
(ii) (endliche Additivitit) Ai,..., Ay € R disjunkt, dann

(iii) (Monotonie) A,B€eR , AC B = u(A) < u(B)
(iv) A,BeR = pu(AUB)+ u(ANB) = u(A) + u(B)
(v) Fiir beliebige Ay, ..., Ay € R gilt

7777

(vi) (An)nen disjunkte Folge in R, B € R, sodass |-, A, C B
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Beweis

(i) klar

,,,,,

(i) w(B) = n(AU (B\A)) © u(4) + pu(B\A) > u(A)
(iv)

—
=

u(AUB)+ (AN B)

p(A) + (B\A) + (BN A)
1(A) + u(B)

—
=

(v) Wegen (iv) gilt: u(AU B) < u(A) + u(B). Somit folgt iterativ:

IU(A1UUAN) [L(A1UUAN_1)+,U(AN)

ININ

(vi) Fiir jedes N € Ngilt: |J _, y A, C B und somit

.....

Zu(An)(izi)u( U An) < ().

Im Limes N — oo folgt die Behauptung. O

Bemerkung Wenn R ein Ring auf einer Menge X ist und 1 : R — [0, 00) Eigenschaften (i) und
(ii) erfiillt, so heiBt x ein Inhalt.

16.5 Satz (Lebesgue 1905) Seien Q und (Qy)nen halboffene Quader mit Q C |J >~ , Q.. Dann

W(Q) < 3 4@,
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Beweis Die Idee ist, @) ein wenig zu verkleinern und @, ein wenig zu vergoBern, so dass ein
Kompaktheitsargument erlaubt, sich auf endlich viele @),, und somit Satz 16.4 (v) zuriickzuziehen.
Zuniachst gelte ohne Einschrankung

Q) >0 (@) >0, Y (@) < oo,

denn sonst ist die Aussage trivial.
Sei @ = (a,b] und Q,, = (an,by], und € > 0 beliebig. Wahle o', mit a < a’ < ¥ < b, sodass
Q' = (d,V] erfiillt
w(@) —e < (@) < p(Q)
und dhnlich a,, b, mit a], < a, < b, <, so dass fiir @, = (a, b,] gilt

(Qn) < (@) < p(Qn) + 2_n

Wenn jetzt Q = [a,b] den Abschluss und Q° = (Q)° = (a, b) das (offene) Innere bezeichnet, dann
gilt
Qcq@cqc Uan U(Q’)

Also ist (@, )nen offene Uberdeckung der kompakten Menge @ und somit existiert (nach dem Satz
von Heine—Borel) ein N € N mit

N N
Qcocl@yrcla.
n=1 n=1
Deswegen
atz 16.4 (v) >
W@ -z < p@) 2 Zu ZM
< 3 (n@n)+5;) = (Zu Qn>
n=1

16.6 Definition Das juBere Lebesgue'sche MaB ;i : P(R?) — [0, oo] ist definiert durch

mm=m{ZM%>

n=1

Q.. halboffene Quader mit A C U Qn} )

n=1

16.7 Satz u* hat folgende Eigenschaften:
(i) (@) =
(ii) (Monotonie) A C B = p*(A) < p*(B)
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(iii) (o-Subadditivitit) (A,)nen beliebige Folge von Teilmengen des R®. Dann
w (U An) < Z/’J*(An>-
n=1 n=1
(iv) Fiir jeden halboffenen Quader @ gilt 1*(Q) = u(Q).
(v) Fiir jedes A C R? und jeden halboffenen Quader Q) gilt
pi(A) = p (A\Q) + 1" (ANQ).
Beweis

(i) gilt, weil jede Uberdeckung von B auch Uberdeckung von A ist.

(iii) Ohne Einschrankung gilt > 7 | 1*(A,) < oo (sonst trivial). Sei ¢ > 0. Fiir jede A, existiert
gemaB der Definition von 11*(A,,) eine Folge (Qy,m)m>1 disjunkte Quader mit A, C |J,, @n.m

und
(A 2 (Z u(@w) -5

Dann ist (Qnm)n,m>1 eine Quaderiiberdeckung von | J)~ | A,, und somit V & > 0

u*<UAn> < > w@Qum)

<y (n () +5;) = (i u*(An)> te.

(iv) p*(Q) < u(Q) ist trivial, und p*(Q) > u(Q) folgt aus Satz 16.5.

(v) Zunichst sei A ein halboffener Quader. Dann ist auch AN @ ein halboffener Quader (Satz
16.2).

=1,...,

. N ) N
w4 YA T2 ST 0@ Y (AN Q) + Y 1r(@Qu)
n=1 n=2
(IZI) w(ANQ) + p*(A\Q), da (Qn)n=1...~ Uberdeckung von A\Q
o ANQ) + i (AQ)
(iif)
> p(A).

Somit gilt tiberall Gleichheit.
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Nun sei A beliebig und (Q,),>1 eine Quaderiiberdeckung von A. Dann

ST Q) = (1 (Qa\Q) + 11 (@ N Q)
(2) p(A\Q) + p (ANQ)
(g) w(A).

Ubergang zum Infimum iiber alle Quaderiiberdeckungen zeigt dann
p(A) = @ (A\Q) + (AN Q) = p(A).
(]

Bemerkung Sei X eine Menge. Gegeben ein beliebiges Mengensystem C C P(X) (oben die
halboffenen Quader) und eine Mengenfunktion i : C — [0,00] kann p* wie in Definition 16.6
eingefiihrt werden. Dann gelten (i), (ii) und (iii) aus Satz 16.7, was per Definition bedeutet, dass p*
ein duBeres MaB auf X ist. Diese Konstruktion geht auf Carathéodory (1917) zuriick, ebenso wie
folgende zentrale Definition, die wiederum fiir beliebige duBere MaBe auf einer Menge X sinnvoll
Ist.

16.8 Definition A C R? Lebesgue—messbar <>V Teilmengen E C R? gilt
pE) = (ENA) + p(E\A).
Dann fiihre fiir die Menge der Lebesgue—messbaren Mengen folgende Notation ein:
A={ACR?| A Lebesgue-messbar}
und definiere das Lebesgue—MaB i : A — [0, 00] durch p(A) = p*(A).
Bemerkungen
1. Die Ungleichung p*(E) < p*(ENA) + p*(E\A) gilt nach Satz 16.7 (iii) immer.
2. Mit dem Komplement C'A von A kann die Gleichung umgeschrieben werden:

pHE) = p(ENA) +p"(ENCA)

3. Nach Satz 16.7 (v) ist jeder halboffene Quader Lebesgue—messbar im Sinne von Definition
16.8. Nach Satz 16.7 (iv) ist das Lebesgue-MaB 1 also eine Erweiterung des d—dimensionalen
Volumens aus Definition 16.1 (zu mehr messbaren Mengen). Beachte zudem, dass () und R?
offensichtlich messbar sind.

16.9 Satz (MaBerweiterungssatz) A hat folgende Eigenschaften:
(i) Rie A
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(i) Ac A= CAc A

(iii) (Ap)nen Folge in A== ],y An € A

neN

Zudem erfiillt das Lebesgue-MaB pi: A — [0, 00] neben () = 0 die so genannte o-Additivitat:

H <U An) = ZM(An)a

wobei (A, )nen eine disjunkte Folge in A ist.

Bemerkung Wenn ein Mengensystem A C P(X) die Eigenschaften (i), (i), (iii) erfiillt, heiBt
es oma—Algebra auf X. GemaB Satz 16.9 bilden also die Lebesgue—messbaren Mengen eine oma-—
Algebra. Der folgende Beweis libertragt sich direkt auf den allgemeinen Fall, in dem mit Definition
16.8 p*—messbare Mengen zugehorig zu einem gegebenen duBeren MaB p* auf X definiert werden
(Erinnerung: Ein duBeres MaB ist eine monotone, o—subadditive Mengenfunktion p* : P(X) —
[0, o0]).

Beweis (i) klar und (ii) folgt direkt aus obiger Bemerkung.
Behauptungl A Bc A— AUB, AnNB, AA\Be A
Begriindung Fiir beliebiges &/ C R? gilt
p(E) = u(E\A)+p (ENA) daAdeA
= p'((E\A\B)+ p"(EN\A)NB)+u(ENA) daBeA
p(ENAUB)+ p*(EN(AUB)\A) + " (EN(AUB)NA) Mengen gleich
p(ENAUB)+ p (EN(AUB)) da Ae A"

Somit AU B € A. AuBerdem, mit (ii):
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ANB=C(CAUCB) e A , A\B=ANCBEA
Behauptung 2 (A,),cn disjunkte Folge in A= A=|J>" | A, € Aund V E C R? gilt
w (E N U An> = Z,u*(E NA,).
n=1 n=1

Begriindung Zunichst, da A; € A,

p(EN(A1UA)) = w"(EN(ATUA)N\A) + (BN (AU As)) N A
= (BN A+ (EN Ay,

so dass nach lteration
N N
w (E N U An> = Z,u*(E NA,).
n=1 n=1
Nun ist A D ngl A,, und die Monotonie des duBeren MaBes p* impliziert

N N
p(ENA) > (EﬂUAn> :Zu*(EmAn) V' N eN,

also

NE

p(ENA) >N p(ENA).

S
Il
—

Umgekehrt gilt nach der oma—Subadditivitat des duBeren MaBes p*

hE

W(ENA) < i (ENA),

S
I
—

somit gilt also die gewiinschte Gleichheit.
Es verbleibt, A € A zu zeigen. Nach Behauptung 1 ist Ufj:l A, € A. Also

p(E) = i (E nJ An> + (E\ U An>

> Z,u*(E NA,)+ p (E\A) wegen Monotonie.

n=1

Also im Limes N — oo

S WHE N A) 4t (B\A)

n=1
= p(ENA)+ p*(E\A) nach obiger Gleichung
> w*(E) nach Subadditivitat

p(E)

v
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Es gilt also Gleichheit und somit A € A. O
Behauptung 3 =(iii): (A,)ueny Folgein A= A=J " A, €A
Begriindung (Durch Teleskopieren auf Behauptung 2 zuriickzufiihren.) Definiere iterativ

Bi=A, B,=A\BiU...UB,_,).

Dann sind die B, disjunkt und |J>*, B,, = U, A, = A. Da nach Behauptung 1 jedes B, € A,
folgt nach Behauptung 2, dass auch A=J,~, B, € A. O

Dies beweist Satz 16.9, denn die o—Additivitit ist der Spezialfall E = R¢ in Behauptung 2. O

16.10 Definition N C R? Nullmenge <= u*(N) = 0
16.11 Satz (i) Jede Nullmenge ist Lebesgue—messbar.

(ii) (Np)nen Nullmengen =, .y Nn Nullmenge

neN
(i) Abzihlbare Mengen sind Nullmengen.

(iv) Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

Beweis

(i) Fiir alle E C R gilt nach der Monotonie
p(E) = W (E\N)  p*(N) =z p (NNE).

Somit
p(E) = p(E) + " (N) = p*(E\N) + p*(N N E),

d.h. N ist messbar.

(ii) Nach der o-Subadditivitat gilt

(iii)+(iv) Vergleiche Ubung. O

Nun wird der Zusammenhang mit der Topologie untersucht.

16.12 Satz Alle offenen und abgeschlossenen Mengen des R¢ sind Lebesgue—messbar.
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Beweis Sei U offen und z € U. Dann existiert ein ¢ > 0, ¢ € RY, so dass (v —e,x +¢) C U.
Dann gibt es auch rationale a,b € Q¢ sodassz —c <a <z <b<x+¢e dh x € (a,b CU

Also:
U= |J (ab]
a,beQd (a,b]

Also ist U abzdhlbare Vereinigung von halboffenen Quadern und nach Satz 16.9 messbar. Als
Komplement von offenen Mengen sind die abgeschlossenen auch messbar. O

16.13 Satz A C R? Lebesgue-messbar <= Y & > 0 3 offenes U mit A C U und p*(U\A) < e.

Bemerkung Ein MaB auf einem topologischen Raum X heiBt von auBen regular genau dann, wenn
letztere Eigenschaft fiir alle messbaren Mengen gilt. Es heiBt von innen regular <= V messbaren
A und ¥ € > 0 3 abgeschlossenes K C A mit u(A\K) < ¢.

Satz 16.13 besagt, dass das Lebesgue—MaB von auBen regular ist. Nachweis der inneren Regularitat
ist eine Ubung.

Beweis "—" Sei zunichst u(A) = p*(A4) < co.

Dann existiert eine halboffene Quaderiiberdeckung A C | J) | @, mit

ZN(Qn) < p(A) + 5

Wihle offene Quader @, mit Q,, C @, und p(@Q;,) < pu(Qn) + 557
Setze U = | J7~, @), (das ist offen!). Dann

pA) > Do p(Qu) -

vV
N
=
~~
Q
=
N~—
'3

F| o
—_

—
|
DO ™M

>
= u

DaUNA=A, folgt u(U\A) < e.

Jetzt sei u(A) = oco. Dann setze A,, = AN B,,(0), wobei B,,(0) = {x € R? | |z| < m}. Da
1(Ay,) < oo, folgt nach Obigem, dass offenes U, existiert mit A, C U, und u(U,\An) < 5=
Setze U =J-_, Up,. Dann A C U und U\A C U;_, Upn\As, sodass

w(U\A) < i (U \Ap)
m=1
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"<" Sei E C R? beliebig und € > 0, auBerdem U wie in Annahme. Dann

p(E) = p(E\U)+pu (ENU) (da U messbar)

> (BVA) — i (U\A) + g (E O D)

(nach Subadditivitat von E\A = (E\U) U ((U\A) N E) C (E\A) U (U\A))
> p'(E\A)—e+p"(ENA) (Voraussetzung und Monotonie)
> p'(E)—e¢ (Subadditivitit).

Da ¢ beliebig, folgt, dass A messbar ist.
Erinnerung (Ubung) Wenn C C P(X) Mengensystem, dann ist
o(C) = N A
Ag€Algebra, CCA

eine o—Algebra und o(C) heiBt die von C erzeugte o—Algebra. Folgende Definition iibertrigt sich
wieder auf jeden topologischen Raum (X, O).

16.14 Definition Sei O = {A C R? | A offen} die von der euklidischen Metrik erzeugte Topologie
auf R%. Dann heiBt B(R?) = o(O) die Borel-o-Algebra auf R

Bemerkung Zudem B(R?) = o({A C R? abgeschlossen}). Nach Satz 16.12 gilt B(RY) C A.
Folgender Satz zeigt
A={BUN | B € B(RY), u*(N) = 0}.

16.15 Satz A Lebesgue-messbar < 3 B € B(R?) und Nullmenge N mit A= B U N.

Beweis "=—" klar nach Satz 16.11

<" Da das Komplement C'A messbar ist, existiert nach Satz 16.13 eine Folge offener U,, > C'A
mit ;(U,\CA) < +. Da U,\CA = A\CU,, gilt auch u(A\CU,) < *. Setze B = J,-, CU, und
N = A\B. Dann B € B(R%) und

w(N) = n(A\B) = p <A\ U C’Un> < inf p(A\CU,) = 0.

Nun wird das Verhalten des Lebesgue—MaBes unter der affinen Gruppe
Aff(R?) = R? x GI(R, d)
untersucht. Die Gruppenmultiplikation ist
(a,N)-(d,M") = (Md +a,MU")  a,d € R*, M,M' € GI(R,d)

und die Gruppenwirkung auf R?
Aff(RY) x RY — R?
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gegeben durch
(a,M) -z =a+ Muz.

Fiir Teilmenge A C R? schreiben wir auch MA +a={Mz+a |z € A}.

16.16 Satz V A C R, a € R? gilt p*(A + a) = p*(A). AuBerdem: A messbar < A+ a
messbar.

Beweis Wenn @@ Quader ist, dann auch @ + a. Zudem p*(Q) = p*(Q + a). Sei A C J,5, Qn
eine Quaderiiberdeckung. Dann A +a C |J,5,(Q, + a) und

M*(A+ a) < ZN*(Qn + a) = ZN*<Qn)

n>1 n>1
Durch Ubergang zum Infimum folgt
p(A+a) < pt(A).
Zudem, da Obiges fiir jedes a, also insbesondere —a gilt,
p(A) = p(A+a) —a) <p'(A+a)
Fiir £ C RY gilt nun

p(E) = wE-a)
= p((EF—a)\A)+p(E—a)NA) (da A messbar)
— W(B\(A+a) + p* (BN (A+a).

Somit A 4+ a auch messbar. O

16.17 Satz Fiir jede Matrix M € Mat(d x d,R) und jedes A C R? gilt
p*(MA) = | det(M)] " (A).
Insbesondere ist p* unter der Wirkung der orthogonalen Gruppe invariant.

Beweis Falls det(M) = 0, hat M einen nicht trivialen Kern und somit liegt M A in einer Hy-

perfliche von Kodimension groBer oder gleich 1. Also ist ;*(MA) = 0 (vgl. Ubung). Also sei jetzt
det(M) # 0.

Erinnerung Nach dem Gauss—Algorithmus ist
M=S-...-S,DS;-...- S, ,

wobei D diagonal ist und die Sk, S}, Scherungen sind, d.h. von der Form S = 1 + A|i)(j| sind
(Eintrag A in der (i, j)—ten Stelle).
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Behauptung 1 Es reicht,
pH(MQ) < |det(M)]p*(Q) (16.1)
fir Diagonalmatrizen und Scherungen zu zeigen.
Begriindung Dann, wegen det(M, M') = det(M) det(M’),
P (MA) =p*(Sy-...- S, DSy -...-S,A) < |det(Sy) ... -det(D)-...-det(S))| p*(A)
— Jdet(M)] i (4).
Behauptung 2 (wie in Satz 16.16) Es reicht, (16) fiir jeden Quader ) zu zeigen.

Begriindung Wenn A C |J,., Q. eine Quaderiiberdeckung ist, dann gilt M A C {J,5, MQn.
Nach der o—Subadditivitat von p* gilt dann wegen der Voraussetzung

(M A) <Zu (MQy) < |det(M |Zu (Qn)-

n=1

Ubergang zum Infimum zeigt
pr(MA) < [det(M )|M*( )-

Nun p*(A) = p*(MMA) < |det(M)| u*(MA) = w(MA). O

Tdet 3] tM|
Behauptung 3 (16) gilt fiir Diagonalmatrizen.

Begriindung DQ ist wieder ein Quader, dessen d Seitenlangen durch Produkte der Seitenlangen
von () mit den Diagonaleintragen von D gegeben sind. Also u(DQ) = |det(D)| u(Q).

Behauptung 4 (16) gilt fiir Scherungen.

Begriindung Ohne Einschrankung reicht es, eine Scherung in der (1,2)-Ebene zu betrachten,
d.h. fiir

Wegen der Translationsinvarianz reicht es, @) = (0, b] zu betrachten. Faktorisierung gibt

Q - ((07 0) (b17 )] X Q s Md(Q) = ,u2<<07 0)7 (bla b2)]> ’ Nd—Q(Q/)a
Wobei 114 das d—dimensionale Lebesgue—MaB bezeichnet. Jetzt ist
s0= (g 1) (00,0 xQ = Px,

wobei P das Parallelogramm mit Ecken (0,0), (b1, 0), (Aba, b2), (b1 + Abg, ba) ist. Aber po(P) =
p2((0,0), (b1, b2)]). (Elementargeometrie, bzw. iiberdecke P mit Quadern und betrachte den Limes.)
Somit

p(SQ) = p(Q) = [det(S)] u(Q)-
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17 Lebesgue—Integral

Zunachst definieren und untersuchen wir Klassen von Funktionen, die integriert werden konnen.

17.1 Definition D C R? Borel-messbar, f : D — R = RU {—o00,00} Funktion

(i) f Borel-messbar <=V B € B(R) ist f~}(B) € B(R9)
<=V B B(R) ist f(B) € B®Y
und f~1({-o0}), f~'({oc}) € B(RY)

11 ebesgue—mess ar <— € R ist f~ < = C ebesgue-messbar
i) f Leb b V BeBR)ist f1(B)e A= {ACR? Leb b

(iii) f Treppenfunktion (oder Elementarfunktion)
—3A, cAunda, €R mit f =3 a,xa,,
wobei x 4 die Indikatorfunktion auf A ist, d.h.

xalx)=1 fir x €A und xa(x)=0 fir x¢ A

Bemerkung Treppenfunktionen und Borel-messbare Abbildungen sind Lebesgue—messbar.

17.2 Satz Stetige Abbildungen sind Borel-messbar.

Beweis Sei O(R%) und O(R) die Topologien, welche per Definition die Borel-Algebren erzeugen,
d.h. c(O(R?)) = B(RY) und o(O(R)) = B(R). Stetigkeit von f besagt f~'(O(R)) C O(R?).
Somit o(f~(O(R))) C a(O(R?)) = B(R?). Der Satz folgt also aus folgender allgemeiner Behaup-
tung fiir den Fall C = O(R).

Behauptung [ : X — Y Abbildung, C C P(Y). Dann gilt fiir die erzeugten o—Algebren:

Begriindung Beachte zunichst, dass f~(B(R)) tatsichlich eine o—Algebra ist, weil C'f~*(A)

Nl

fHCA) und U, f1(A,) = f1(U, An). Also folgt die Inklusion "C" direkt aus f~'(C)
f~Yo(C)). Fiir die Inklusion " D" setze
D={DCR|f(D)ea(f(C)}
Offensichtlich ist dann C C D, so dass o(C) C (D). Also
f7He(@) C fHeo(D) ={fH(D) | (D) € a(f(C))} = a(f71(O(C)),
was den Beweis vervollstandigt. O

17.3 Korollar f : D C R? — R messhar <= ¥V c € Rist {f < c} = {z € D | f(x) < ¢}
messbar (entweder jeweils im Sinne von Lebesgue oder Borel)
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Beweis Die offenen Intervalle und somit die gesamte Topologie wird von den Mengen C =
{[~o00,c) | ¢ € R} erzeugt (durch endliche Schnitte und beliebige Vereinigungen). Somit auch
o(C) = B(R). Da aber f~1(c(C)) = o(f~1(C)) nach Obigem, reicht es, f~}(C) C B(R?) bzw.
f7HC) C A zu iiberpriifen, d.h. f~1([—o00,c)) = {f < ¢} messbar fiir alle ¢ € R. O
Messbarkeit von Funktionen kann etwas allgemeiner definiert werden, so dass z.B. auch vektorwer-
tige Funktionen betrachtet werden kdnnen.

17.4 Definition (X, A), (X, A") Mengen mit c—Algebren
f:X — X' messbar <= f~1(A)C A

Bemerkung Hintereinanderausfiihrungen messbarer Funktionen sind offensichtlich messbar. Eine
Anwendung ist:

17.5 Satz Summen, Produkte, Quotienten, Maxima und Minima endlich vieler R—wertiger messba-
rer Funktionen sind messbar (entweder jeweils im Sinne von Borel oder Lebesgue).

Beweis Wir betrachten z.B. Produkt von N messbaren Funktior)_en fo:DCRY 5 R, n=
1,...,N.Dannist F = (f1,..., fx) : D — RY messbar (Details in Ubung). Definiere G : RY — R
durch G(xy,...,25) = 1 -...-zy. Dies ist messbar, also ist auch G'o F(z) = [[\_, f.(x) messbar.
O

17.6 Satz f, : D C R? — R Folge messbarer Funktionen
— inf(f,), sup(f,), liminf(f,), limsup(f,) messbar

Beweis Fiir alle ¢ € R ist

{inf(fn) <} = (J{fa < ¢}

neN
messbar als abzahlbare Vereinigung messbarer Mengen. Nach Korollar 17.3 ist also inf( f,,) messbar.
Analog sup(f,) und lim, sup(f,) = inf, sup;>,,(fa)- O

17.7 Satz f: D C R? — [0, 00] Lebesgue—messbar
—> 3 monoton wachsende Folge (f,)nen von Treppenfunktionen mit f,|cp =0 und f, T f, d.h.

lim, o0 fu(z) = f(x) und fri1(x) > fu(x).

Beweis Setze

n-2"—1
k
folz) = ( Z 2_nX{k2n§f<(k+1)2"}> + X {f>n}

k=0

und beachte, dass die auftretenden Mengen messbar sind.
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17.8 Definition (i) Das Lebesgue—Integral einer positiven Treppenfunktion f = ETJLI anXxa, >

0 ist definiert als N
[ utde) @) = Y
n=1

(i) Sei f : D — R Lebesgue-messbar und positiv und ( f,,),~1 eine monoton wachsende Folge von
Treppenfunktionen f,|cp = 0 und f, T f (z.B. wie im Satz 17.7). Dann ist das Lebesgue—
Integral von f definiert als

[ ntdo) 1) = lim_ [ i) fofe) = sup [ () ) € [0.00)

n—oo n

Weitere Notationen: fD dx f(x fD dx = p(fxp), wobei Letzteres betont, dass das Inte-
grieren ein lineares Funktional |st

Bemerkung Das Integral von Funktionen, die nicht positiv sind, wird spater definiert.

17.9 Satz Das Integral ist wohl—definiert, d.h. sein Wert ist unabhangig von der Wahl der mono-
tonen Folge von Treppenfunktionen. Es ist linear und monoton, d.h. fiir messbare f,g > 0 gilt

[ i@ =xgte) = ([ utas) 1)) 42 ( [ i) gto)

f§g=>/u(dx)f(w) S/de)g(x)

bzw. kurz p(f + Ag) = pu(f) + Au(g) und pu(f) < p(g) fir f < g.

Beweis Behauptung 1 Integral ist linear und monoton auf Treppenfunktionen.

Begriindung Seien f = ZnN L 0Xa, und g = El,z 1 Bux B, Treppenfunktionen.
Ohne Einschrankung sind (A, )n=1.. ~ und (Bg)k=1.. x jeweils disjunkt. Setze

o) weelin

040:0 50:0

'''''

und

Dann ist
K

N
f+)‘gzz an+)‘ﬁkXAﬂBk

n=0 k=0

195



eine Treppenfunktion und

p(f+Ag) = D (an+ AB)u(An N By)

<i/“1 ﬂBk>+)\Zﬁk (Z (An ﬂBk)>

anfi(An) + A Z Bri(Br)

n=1 k=1

)+ Au(g).

|
=
—

Monotonie folgt analog.

Behauptung 2 Seien f,,, h Treppenfunktionen mit f,, T f und 0 < h < f. Dann

p(h) < Tim pi(f).

Begriindung Sei h = Zle YeXc, mit messbaren Cy, die paarweise disjunkt sind. Fiir ¢ > 0,
setze

Cg’n = {I € Cg | fn<l’> > ’)/g(l — 6)} C Og7n+1 C Og.
Da f, T f > h, gilt

= |JCuu=Ci U (U Cn\onl)
h>1 n>2

und somit nach o—Additivitat
p(Cr) = lim u(Cp).

Nun

L L
Beh.1
u(fn) = n <Z anc@,n> ; da f, > anXCe,n Treppenfunktion
=1

(=1

Beh.1

I
M) =

H (anCgm)

(=1

B

Ye(1 — &) p(Co) nach Definition von Cy,,.

~
Il

1

Also im Limes

lim p(f,) > (1—2) Y yelimp(C) = (1 —)p(h).
/=1

Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt die Behauptung. O
Behauptung 3 Seien f,, g, Treppenfunktionen mit f,, T f und g,, T f. Dann

lim a(f,)) = lim (gyn)-

196



Begriindung Da g, < f, folgt nach Behauptung 2

((gm) < lim p(fr,).

Also lim pi(g,,) < lim u(f,). Dann vertausche die Rollen. O
Behauptung 4 Linearitdt und Monotonie fiir messbare Funktionen.

Begriindung Seien f, T f, g, T g, dann f, + Ag, T f + Ag und somit

u(f + Ag) "Z7 lim p( f + Aga) "2 lim p(f) + Ma(gn) = p(f) + Mu(g)-

Fiir die Monotonie sei zudem f < g. Setze

Jn= min{fmgn} Gn = max{fmgn}'

Dann gilt .

fnggn und hmfn:f hmgn:g:

so dass
~ Beh.1

p(f) =limu(f,) < limup(g.) = p(g).

17.10 Satz (Monotone Konvergenz, Beppo Levi)
0 < fn, f messbar und f, 1 f, d.h. f, < fuy1 und lim f,, = f = lim u(f,,) = u(f)

Beweis Fiir jedes n € N existieren nach Satz 17.7 eine Folge von Treppenfunktionen (g, x)k>1
mit g, T fn. Setze
By = max{gi k- - -, Gn i }-

Dann ist h,, ; eine Treppenfunktion. Zudem ist h,, ; monoton wachsend in beiden Indizes und

f > lim thg, da hn,k <fm<f

k—o0
> klim P e fiir festes n wegen der Monotone im ersten Argument
—00
= fa.
Somit
f = lim h;@k
k—o00
und
Satz17.9 .. . Satz17.9
p(f) =" i p(hey) < limp(fr) - <l p(f) = u(f).
—00 k—o00 k—o00
Bemerkungen

1. f, > 0 nicht notwendig, wie spater gezeigt werden kann.

2. fo = 0= (X 51 fn) = 2pns1 H(fn) durch Anwendung von Satz 17.10 auf Teilsummen.
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17.11 Satz (Lemma von Fatou) f, > 0 messbar.
— liminf, u(f,) > p(liminf, f,)

Beweis Fiir m > n gilt
Jm > ]g; fr-
Somit nach der Monotonie
uh) = (juf ),
also
%gau(fm) > i (E;E fk>
und

liminf u(f,) = lm inf u(f)

n m>n

> limp <i§£ fk)
= U <lim lgf fk) nach Satz 17.10

= U (hIr%linf fn> :

17.12 Definition f: R? — R Lebesgue—messbar (falls auf messbarem D C R? definiert, durch 0
fortsetzen)

f (Lebesgue-) integrierbar <= u(|f]) < oo

Falls f integrierbar ist, definiere positive integrierbare Funktionen

J+= max{f,O} J-= max{—f,O}

und definiere das Lebesgue—Integral als

p(f) = p(f=) = p(f-),
Alternative Schreibweise ist wiederum p(f) = [ p(dz) f(z) = [ f(x)dx. ...

17.13 Satz Integral ist monoton und linear auf integrierbaren Funktionen.

Beweis Monotonie: [ < g. Dann 0 < f, < g, 0 < g_ < f_. Somit nach der Monotonie fiir
positive Funktionen

p(fe) <plgy)  plg-) < p(f-)

und

u(f) = pn(fe) — p(f-) < plgy) — plg-) = u(g).
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Fiir die Linearitat beachte zunachst, dass wegen
[f+ gl < 1F1+ A9l
auch f 4 \g integrierbar ist. Fir A > 0 (analog A\ < 0) gilt
(f+ A9 = (f+A9)- = F+Ag=Fr + A9 — - = Ag-,

d.h.
(f+A9 s+ -+ Ao =(f = g)- + [+ + g

Nach der Linearitat fiir positive Funktionen gilt

p((f = Ag)+) + u(f-) + Aulg-) = u((f + Ag)-) + n(f+) + Au(gs)-

Umordnung und die Definition des Integrals vervollstandigen den Beweis. O

17.14 Satz (Lebesgue's Theorem der majorisierten Konvergenz, "dominated convergence theo-
rem”)  fn,g:R? — R messbar, |f,| < g, u(g) < oo, und lim f,, = f existiere. Dann

limp(f,) = p(lim f,) = p(f)-

Beweis Es gilt g + f,, > 0 und ¢ — f,, > 0. Nach der Linearitdt und gemaB des Lemmas von
Fatou folgt

Fatou

p(g) + liminf p(£f,) = liminf(g £ f,)) > w(g £ f) = pulg) = p(f).

Somit nach Subtraktion von (g):

w(f) <liminf u(f,) und — u(f) <liminf u(—f,) = —limsup(f,)

und zusammen ergibt sich

p(f) < liminf p(f,) <limsup(fn) < p(f).

Beispiele

1. I =lim, f02 pu(de) =
Nun ist die Vertauschung von Limes und Integral erlaubt, entweder wegen des Satzes der

4 . .
monotonen Konvergenz (&1# = (;UKTV > O) oder wegen des Satzes der majorisierten

Konvergenz (da # < 1). Da lim,,_ =1, folgt I = 2.

_n_
zd4n

1 1 1 . . .
Da %7 < power < - < -3 und —; integrierbar auf [a,00) ist, kann der Satz der

majorisierten Konvergenz angewandt werden. Es folgt 1 = 0.

2. I =lim, oo [ p(dz) n(l + 2?n?)~* fira >0
1

x2
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3. Sei fu(z) = nX(0,1] und f(z) = lim, o fn(z) = 0. Dann
ILm p(dx) fo(x) = ILm 1>0= /u(dm) ILm fn(x).

Tatsachlich ist die Folge f,, nicht durch eine integrierbare Funktion majorisiert, denn die
kleinste obere Schranke g(z) = sup,, f.(z) erfiillt fir jedes N € N

/ () () > / ulde) g(z) = NZ / ldz)n = NZ —

Im Limes N — oo divergiert aber die rechte Seite (harmonische Reihe). AuBerdem ist f;,, auch
nicht monoton, so dass auch der Satz der monotonen Konvergenz nicht angewandt werden
kann.

17.15 Definition f,¢g: R? = R Lebesgue—messbar
f = g im Sinne von Lebesgue fast sicher <= 3 Nullmenge N mit f(x) = g(z) ¥V x € R\ N
Genauso: f < g, f <g,... fast sicher

17.16 Satz f,g:R? -+ R Lebesgue—messbar, f > 0
(i) f =0 fast sicher <= u(f) =0

(ii) 1(f) < o0 = f < oo fast sicher

(iii) f < g fast sicher = u(f) < p(g)

(iv) f = g fast sicher = p(f) = u(g)

Beweis

(i) Dies ist offensichtlich richtig fiir Treppenfunktionen. Sei nun (f,,),en monotone Folge positiver
Treppenfunktionen mit f,, T f. Dann

[ =0 fast sicher <= f, =0 fast sicher Vn € N (Monotonie)
— wu(fn)=0VneN (Treppenfunktionen)
<~ limu(f,) =0 (da p(f,) monoton)
<~ u(f)=0 (nach Definition des Integrals)

(i) Falls u({f = o0}) > 0, folgt u(f) = .
(iii) Sei N ={f > g}. Dann u(N) = 0 nach Voraussetzung. Somit

pw(f) = wxwf) +up(xenf) (Linearitat)
= 04 pu(xenf) (nach (i), da xn f = 0 fast sicher)
1(xeng) (nach Definition von N)

1(g)-

IN A
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(iv) folgt durch doppelte Anwendung von (iii). O

Erinnerung o =2 < ;7 < ... < zy = b dquidistante Zerlegung Zy von [a, D]
f i la,b] — R. Untersumme und Obersumme sind dann

N

Une(f) = Y(ea=wa) _inf  f(@)

TE[Tn—1 7xn}
n=1

Ozy(f) = Z(zn —¥p-1) sup  f(x).

n=1 me[mnflyxn}

Dann definiere U(f) = limy_,o0 Uz, (f) nach O(f) = limy_00 Oz, (f)
f Riemann—integrierbar <= U(f) = O(f)
Dann ist das Riemann—Integral R- f: dr f(x) = U(f) = O(f).

17.17 Satz f : [a,b] - R Riemann—integrierbar und messbar
= f Lebesgue—integrierbar und u(f) = R- fab dx f(x)
Somit sind alle vom Riemann—Integral bekannten Integrationstechniken anwendbar.

Beweis |f| beschrankt (sonst Ober—/Untersumme = oo/ — 00).
Somit f Lebesgue—integrierbar (da x([a,b]) < 00).
Definiere

N
uy = Z ( lnf )f) X[wnflvxn)

n—1 [-Z’nflaxn
N

ov = ) ({ sup )f) Xln-1,00)-
n=1 In—1,Tn

Dann sind uy bzw. o monoton wachsend bzw. fallend. Also ist 0 < ox — ux monoton fallend und
somit auch konvergent:
0 <lim(oy —uyn) =limoy — limu
< lim(oy —uy) = limoy — limuy

Es folgt

o
IA

I <h]{,n(0N - uN)> (Monotonie)

limNinfp(oN —uy) (Fatou)

IN

= limNinfp(oN) — p(uy) (Linearitat)
= minf Oz, () ~ Uy ()

=0 (nach Voraussetzung).

Somit p (limy(ony — uyn)) = 0 und nach Satz 15 folgt

limoy = limu fast sicher.
m oy 1 Uy
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Da uy < f < oy, folgt f = limy uy fast sicher und nach dem Satz fiir monotone Konvergenz

() = nlluy) = lin p(uy) = B- [ do fi)

18 Integrationstechniken: Satz von Fubini und Jacobi’sche
Transformationsformel

Erstes Ziel: Gegeben f : R? x R¥ = R¥* — R, definieren wir fiir x = (z1,...,24) € R? und
y=(y1,...,yk) € R* zwei Funktionen

fo:RF SR fy:Rd%R

durch

Nun soll gezeigt werden

tavi(f) :/Md(dx) e (fz) :/Nk(dy) palfy), (18.1)

wobei 114 das d—dimensionale Lebesgue—MaB bezeichnet. Dass hier fiir integrierbares f alles wohl—-
definiert ist (z.B.  +— pug(f.) integrierbar) und die Gleichheit (18) gilt, ist Aussage des Satzes
von Fubini. Er ist auch die wichtigste Integrationstechnik fiir hher dimensionale Integrale, namlich
deren Riickfiihrung auf eindimensionale Integrale.

18.1 Definition f:R? x R* — R heiBt doppelintegrierbar
<> Fiir fast alle x und y sind f, : R* — R und f, : R — R integrierbar und die Funktionen
€ R — pp(f.) und y € R* — p4(f,) sind integrierbar.

Fiir eine doppelintegrierbare Funktion sind zwei Doppelintegrale (iterative Integrale) definiert durch

waln(f)) = / nade) pi(fo)  und pa(ualf)) = / el dy) ).

Bemerkungen

1. Es ist unwesentlich, welcher Wert 1 (f,) auf der Nullmenge zugeordnet wird, auf welcher f,
nicht integrierbar ist (nach Satz 17.16). Dies beeinflusst also auch die Integrierbarkeit von
x — g (f) nicht. Analoges gilt fiir f,,.

2. Im Satz von Fubini beweisen wir die Gleichheit der Doppelintegrale, so dass gilt: f integrierbar
= f doppelintegrierbar
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18.2 Lemma (i) Die doppelintegrierbaren Funktionen bilden einen Vektorraum und die Dop-
pelintegrale sind linear, d.h. fiir doppelintegrierbare f,g und A € R gilt

pa(pn(f +Ag)) = pa(pe(f)) + A pa(pn(9))

und analog fiir das zweite Doppelintegral.

(ii) f. > 0 doppelintegrierbar, f, 1 f, und es gebe C' < 0o mit

pa(pe(fn) <C pw(pal(fn)) < C

= f doppelintegrierbar und lim,, p14(pu(fn)) = pa(pr(f)) sowie analog fiir anderes Dop-
pelintegral.

(iii) f. > 0 doppelintegrierbar, f, | f. Dann gelten die gleichen Folgerungen wie in (ii).

Beweis

(i) folgt nach doppelter Anwendung von Satz 17.13, der besagt, dass integrierbare Funktionen
einen Vektorraum bilden und das Integral linear darauf ist.

(i) Fiir jedes n existiert eine Nullmenge N, C R? so dass (f,), integrierbar ist. Dann ist
N =J,, N, eine Nullmenge. Setze

Fy(z) :{ Mk»((ofn)x) xile&i\\[j\f |

Dann ist F,, integrierbar (insbesondere messbar). Wegen der Monotonie des jx—Integrals gilt
F,, 1 F. Nach Voraussetzung und aufgrund des Satzes der monotonen Konvergenz folgt

C > lim pg(Fn) = pa(F),
d.h. die Limesfunktion F'ist pg —integrierbar. Zudem gilt fiir fast alle x:
00 > F(x) = lim pu((fn)e) = px(fe),
Letzteres nach dem Satz der monotonen Konvergenz. Somit ist f, fast sicher integrierbar und

x — p(f,) integrierbar (da ' integrierbar). Da Gleiches auch fiir p4((f,),) gilt, folgt, dass
f doppelintegrierbar ist. AuBerdem

palpn(1)) = [ naldoy(£) / pa(de) s (1))

= hm/ud fn)z) (monotone Konvergenz)

= hmﬂd (hre(fn ))

(iii) folgt, wenn (ii) auf f; — f,, angewandt wird.
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18.3 Satz (Prinzip von Cavalieri) Sei A C R¥** messbar mit jiq,(A) < oo. Dann ist fiir fast
alle x € RY die Menge
z:{yeRk|(I,y)€A}

A
messbar mit endlichem MaB 11;(A,). Die Funktion x € R? s p;(A,) ist messbar und

pask(A) = /Md (dx) pr(Az)-

Bild:

Rd
X

Bemerkung Der Satz besagt genau, dass die charakteristische Funktion x4 doppelintegrierbar
ist und die beiden Doppelintegrale gleich pi4.x(A) sind, d.h.

pravk(xa) = pa(pr(xa)) = pr(pa(xa))-

Beweis Behauptung 1 Satz gilt fiir halboffene Quader A = Q.

Begriindung Zerlege Q@ = Q' x Q" in halboffene Quader @' c R? und Q” C R*. Dann

pak(Q) = pa(Q)(Q") und xo(z,y) = xq (¥)x@ (y). Zudem (xq@)s = xq(x)xqr. Daher
ist (xq). integrierbar fiir alle z und x((x0)z) = x¢ (%) 1x(Q"). Diese Funktion in z ist p,—
integrierbar und

pa(pn(xq)) = 1a(Q") 1e(Q") = pa+n(Q).
Das Gleiche gilt fiir die umgekehrte Reihenfolge. O
Behauptung 2 Satz gilt fiir endliche Vereinigung A = Q; U ... U @y von Quadern.

Begriindung Ohne Einschrankung sind die (), paarweise disjunkt. Dann x4 = x¢o + ... +

Xoy- Nach Behauptung 1 sind die x(, doppelintegrierbar und nach Lemma 18.2 (i) ist auch x4

. . . . Beh.1
doppelintegrierbar mit Doppelintegral fia(jx(x4)) = Yy ta(ik(x@n)) = Xoney Has(@n)

fa+k(A). =
Behauptung 3 Satz gilt fiir offene Mengen A.
Begriindung Da die halboffenen Quader eine Basis der Topologie bilden, kann A = Un21 Qn

als abzahlbare Vereinigung von Quadern geschrieben werden. Setze Ay = ngl Q.. Dann gilt
XAy T xa und die Doppelintegrale sind gleichmaBig beschrankt:

pa(pe(xay)) P2 tark(An) < park(A) = C < o0
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Also ist nach Lemma 18.2 (ii) auch x4 doppelintegrierbar und
palpn(xa)) = lm pa(pn(xay)) = Bm par(An) = pasr(A).

Analoges gilt fiir das andere Doppelintegral. O
Behauptung 4 Satz gilt fiir jedes messbare A mit g, (A) < 0.

Begriindung Nach der duBeren Regularitat gibt es fiir jedes n ein offenes U,, D A mit g1 (Un\A) <
%. Ohne Einschrankung ist U,, D U,41. Setze U = ,»; Uy, (eine G6 Menge). Dann ist 11444 (U) =
pasx(A) und U D A. Da xp, | xv und xy, nach Behauptung 3 doppelintegrierbar sind, folgt nach
Lemma 18.2 (iii), dass xy doppelinterierbar ist und

pa(pn(xw) = lim pa(aa(xo,)) "2 im pasa(Us)
= pa+k(U) = pra4r(A)

und analog fiir g (1a(xv))-

Nun haben wir die disjunkte Zerlegung x4 = xuv — xny mit N = U\A. Wir zeigen, dass xn
doppelintegrierbar ist und pa(pr(xn)) = 0 sowie (xn). = O fiir fast alle z. Dannist (x4) = (Xv)x
fast sicher und g (xa).) = pr((xv).) fast sicher. Dies kombiniert mit Lemma 18.2 (i) zeigt dann
Behauptung 4.

Es verbleibt also, die Aussagen iiber die Nullmenge N zu zeigen. Wie oben, konstruiere offenes
W D N mit pgx(W) = pgrx(N) = 0. Dann ist nach Behauptung 3 W doppelintegrierbar und
pa(pe(xw)) = 0. Nach Satz 17.16, gilt dann (xw ), = O fiir fast alle z. Da xnx < xw, ist also
auch (xn), = 0 fast sicher und somit ist x insbesondere doppelintegrierbar. O

Beispiel (Kugelvolumina) = Sei
B ={z e R*| [lall» < r}

1

die d—dimensionale Kugel bez. der euklidischen Metrik ||z||s = <Zj:1(xj)2>§. Dann gilt

d gerade

d ungerade

Dies wird durch Induktion iiber d bewiesen. Zunichst ist y1(B!) = 2r und uy(B?) = 7r? klar, was
der Anfang ist. AuBerdem gilt nach dem Prinzip von Cavalieri:

pa(BY) = / (o) s ((BY.),

'

wobei (B%), = {y e R | |[(x,9)|o < Y} = B%. Durch lteration zeigt dies, dass

pa(BY) = Bar?
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mit zu berechnenden Koeffizienten 3, > 0. Diese erfiillen

fur® = /T p1(dx) Ba—1(r* — ﬁz)%

[N

= / df r cos(0) By_qrdt cos(@)d_1 mit x = rsin(f), 0 € [—g, g]

Wl

— rdﬁd_l/Q df cos(6)?.

us
2

Also setze

I; = /2 df cos(6)*

INERCIF

= / df cos(0) (cos §)*

Wl

sin(#) (cos(0))?! |%% - /2 df sin(0) (d — 1) cos(0)*2(—sin 6)

jus
2

IS
vV
—

(d—1) / ®d0(1 = cos?()) cos(6)"

s
2

= (d—1)(lg-2 — 1a)
d—1
d
Somit nach Multiplikation mit dl; :

dlg1lg = (d—1)1g-214-4
Iy- I (nach Iteration)
= 72 (nach Berechnung)

Id_g.

Da
2
Ba = 1aBa—1 = 1ilg_1B4—2 = Fﬂdﬂa

folgt mit 81 = 2 und 83 = 7 das Ergebnis.

18.4 Satz (Fubini~Tonell)
f:RYx R* — R integrierbar => f doppelintegrierbar und

park(f) = pa(pe(f)) = pn(palf))-

Beweis Fiir jede Indikatorfunktion f = x4 ist dies die Aussage des Satzes von Cavalieri. Fiir
eine Treppenfunktion f = 32 | o, x4, folgt der Satz dann aus Lemma 18.2 (i) und der Linearitit
des Integrals. Sei jetzt ein integrierbares f > 0 gegeben und (f,).en eine monotone Folge von
Treppenfunktionen mit f,, T f. Dann gilt

pe(pa(fn) = pa(pn(fn)) = tare(fn) < pase(f) < oo
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Somit ist Lemma 18.2 (ii) anwendbar, also f doppelintegrierbar und

palp(f)) = lim pa(px(fn))
= lim pgir(fn) (da Treppenfunktion)

task(f) (monotone Konvergenz)

= w(pa(f))  (analog)

Falls f eine beliebige integrierbare Funktion ist, zerlege f = f, — f_ in Positivteil f, und Negativteil
f—, fur die separat Obiges gilt. Mit Lemma 18.2 (i) folgt der Satz dann auch fiir f.

Beispiel D = [0, 7] x [—5, 5} 0,1] CR® quadf: D — R | quadf(x,y,z) = zsin(z +y).
Dann

us(fxp) = /dz/ dy/ dx zsin(x +y) = /dz/ dy — zcos(x +y)|3
= /dz/ dy 2z cos(y

= / dz2zsin(y) |%

0

SIE] m\rl

w\#

/ dz4dz =2
0

[VE]

18.5 Satz f:R?x RF - R
f > 0 und doppelintegrierbar —> f integrierbar

Beweis Woaihle eine monotone Folge positiver Treppenfunktionen f,, 1 f. Schranke f,, auf Kugel
B,, mit Radius n um 0 ein. Dann ist g, = f,xp, integrierbar und g, T f. Nach dem Satz von
Fubini ist g,, doppelintegrierbar und

tark(f) = lmpgir(gn) (monotone Konvergenz)

= lim pa(pk(gs))  (Fubini)
= pa(pr(f)) (Lemma 18.2= monotone Konvergenz fiir Doppelintegrale)

< o0

O
Beispiel Die Voraussetzung f > 0 in Satz 18.5 ist notwendig. Tatsadchlich gibt es doppelintegrier-
bare Funktionen, fiir welche die Doppelintegrale nicht gleich sind und die somit nicht integrierbar
sind. Hierzu setze

gul@) = T Xyl . zel0],
und -
F@y) = (ga() = gupr(@)galy) . 5 €0,1].

207



Die Summe ist konvergent, da die Trager der Summanden disjunkt sind. Da p;(g,) = 1,
1 1 1 1
/ dy/ de f(z,y) = / dy/ dx Z(gn(:t) — Gn+1(2))gn(v) (fiir jedes y nur ein Summand)
0 0 0 0 —
1

_ / dy(1— 1)gu(y) =0 .

0

und

/dm/ dy f(z,y) = / 1S (g(2) — o () = /Old:zcgl(:c) _1

n=1

18.6 Satz (Jacobi'sche Transformationsformel) Seien U, U’ C R® offen und ¢ : U — U’ = ¢(U)
ein C'=Diffeomorphismus (d.h. ¢ invertierbar und ¢, ¢~ sind differenzierbar mit stetiger Ableitung).
Zudem sei f : U'" — R integrierbar

—> fo¢:U — R integrierbar und

/ (') f (o) = / u(dz)(f o 8)(x)] det(¢ (2))].
o(U)

U

Erinnerung: ¢’ ist die Linearisierung von ¢, d.h. ¢/'(x) : R? — RY ist eine lineare Abbildung
dargestellt durch eine d x d Matrix. Da ¢ und ¢~* nach Voraussetzung stetige Ableitungen haben,
folgt, dass | det ¢'(x)| > 0.

Beweis Behauptung 1 Es reicht zu zeigen, dass

|t f@) < [ ) (0 6)(a) | det (o) (182)
o(U)

U

Begriindung Denn diese Ungleichung angewandt auf ¢! : U’ — U und g = (f o ¢)| det ¢'|
ergibt

[ ) o@ders@) = [ paa) gt
< [ utd)(go o)) detlo ) ()
= [ ) (£ 000 67w det (67 (@) det(6 ™ ()
— [ utde) @),

Letzteres wegen der Kettenregel 1= (po¢p™!) = (¢/ o o) (7). O
Behauptung 2 Es reicht, (18) fiir Indikatorfunktionen auf messbare Mengen zu zeigen.

Begriindung Dann gilt (18) wegen der Linearitat des Integrals auch fiir Treppenfunktionen und
nach dem Satz der monotonen Konvergenz auch fiir positive integrierbare Funktionen (da aus f,, T f
auch (f, o @) det¢'| T (f o ¢)|det ¢'| folgt). Eine beliebige integrierbare Funktion wird in Positiv—
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und Negativteil zerlegt. O

Somit verbleibt zu zeigen, dass fiir jedes messbare A C U mit u(A) < oo gilt

H((A)) < / u(dz) | det (). (18.3)

A

Falls ¢ linear ist, d.h. ¢/(x) = ¢ fir alle x € U, folgt (18), sogar die Gleichheit, aus Satz 17.16.
Die Grundidee ist jetzt, ¢ lokal durch affine Abbildungen zu approximieren. Hierfiir benotigen wir
zunachst:

Behauptung 3  Es reicht, (18) zu zeigen unter der zusatzlichen Annahme, dass ¢ erweitert werden
kann auf ein Kompaktum K D U als ein C''-Diffeomorpismus.

Begriindung Betrachte, fiir f € N,

Uk:{(L’EU

1
|z|| < & und d(z, R\U) < T }

Dann ist Uy, C U kompakt und |J, Ux = U. Wenn also (18) fiir Uy, mit A, = AN Uy gilt, dann
folgt nach monotoner Konvergenz

pd(A)) = lim p(p(Ay)) <lim [ p(dz) [ det ¢'(z)] Z/Au(dﬂfﬂdetd(ﬂ?)!-

Ag

O
Somit diirfen wir annehmen, dass ¢ und (¢~!)" gleichmaBig stetig und uniform beschriankt auf U
sind und setzen

M = maxzeqmax{[|¢' ()|, [[(6~) " (¢(x))]], | det ¢/ (z)[} < o0
und zu € > 0 existiert § > 0, so dass ||¢'(z) — ¢'(v)|| < eV z,y € U mit d(x,y) <.

Behauptung 4 (18) gilt fiir einen Quader A = Q.

Beweis Zerlege disjunkt @ = |J,, @, in Quader mit Seitenldnge < 4. Sei g,, € @, der Mittelpunkt.
Nun ist ¢(Q),,) zwar kein Paralleliped, aber es kann verglichen werden mit dem Paralleliped erhalten
als affines Bild von @),:

P, = Qb(%L) + Qb/(qu)(Qn - qn)
P,

$(qn) P,
dn

@n
$(@n)
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In der Tat, fir z € Q,
16(2) — ($(gn) + &' (@) (& — gu)]
::]A<ﬁiw%+ax—%»—¢mmm—%>

dt
1
< /dt\|¢'(qn+t($—qn))—¢'(qn)|HI£C—an
0
< &d.

Somit ist ¢((),,) enthalten in dem Paralleliped P’, gegeben durch Streckung der Seiten von P, um
den Faktor 1 4 ¢. Also

wA(Qn)) < u(Py) < (1+e) u(Po) = (1+ )| det ¢'(gu)| (@),

Letzteres nach Satz 17.16. Somit (beachte, dass ¢((Q)) als stetiges Bild einer Borelmenge eine
Borelmenge ist)

p(d(Q) =D pu(d(Qn) < (L+2)"D | det(¢(gn))| 1(Qn)-

Nun konvergiert die Treppenfunktion ) |det ¢'(¢s)|xq, gegen |det(¢')|xq und ist beschrankt
durch M. Somit folgt mit dem Satz von Lebesgue

;w@»s@mvémmwmww»

Im Limes ¢ — 0 folgt die Behauptung. O

Behauptung 5 (18) gilt fiir jede messbare Menge A.

Beweis Sei (Q),,)nen eine disjunkte Quaderiiberdeckung von A mit p* (|J,, @,\A) < . Dann ist
(¢(Qn))nen eine Quaderiiberdeckung von ¢(A) und

(0A) < S (6(Qn)
dr)|det ¢'(x nach Beh.
gé;éf()|tw)\ (nach Beh. 4)
_ / p(dz) | det ¢/ (z)|
U, @n

_ 6.M—|—/A/,L(d$)|det¢/(x)|7

d.h.
ﬁwmng/mwwmww» (18.4)

A

Nun zerlege A = B O N in eine Borelmenge B und Nullmenge N. Dann zeigt (18), dass ¢(V)
auch Nullmenge ist und, da ¢(B) eine Borelmenge ist, folgt 1*(¢(A)) = p*(¢(B)) = p(p(B)) =
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p(p(A)),was eingesetzt in (18) die Behauptung zeigt. 0

Erstes Standardbeispiel Nach Fubini

00 2 00 0o
(/ dxe_gﬁg) :/ dx/ dye eV :/ pu(dz) e
—00 —00 —00 R2

Nun verwende Polarkoordinaten
¢ :(0,27) x Ry — R\ {(z,0) | z > 0} = R*\R

o) = reirsn) st = (20 7750

[tz = [ e
R2 R2\R>(
= / pu(dr, dip) e | det (¢ (v, 7))| = / dr re "2 =7
(0,27) xR0 0
Somit haben wir folgendes Gauss'sche Integral berechnet:

/ d e~ 177 = /7r

Zweites Standardbeispiel Um Integrale in R® zu berechnen, die rotationssymmetrisch sind,
verwendet man Kugelkoordinaten:

¢ Rog X (—m,7m) X <—g,g> — R3\C,

wobei N
C= {x: (ié)‘xl <0, x2:0}

und

r cos(6) cos(p)

¢(7’, ©, 0) = r cos(0) sin(yp)
r sin(6)
T3
0
2 To

X1
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Dann
, cos(0 cos(p) —rcos(f)sin(p) —rsin(f) cos(p)
¢ (T, ©, 9) = | cos(0)sin(p) rcos(@)cos(p) —rsin(P)sin(p)
sin(6) 0 r cos(6)

und somit nach kurzer Rechnung:
det ¢'(r, p,0) = r*cos 6 > 0.

Also, wenn ein integrierbares f iiber eine Kugel Br(0) mit Radius R integriert wird, dann

/ L pl) ) = /O Car / @ [ ® 107 cos(0) F(6(r,0,0)).

us
2

Insbesondere, wenn f o ¢ nur von r abhédngt, d.h. f rotationssymmetrisch ist und f o ¢(r,,0) =

f(r), .
/B " ps(de) f(z) = 4 / drr? f(r).

0

Drittes Beispiel Seien Sym(n,R) die symmetrischen n.xn Matrizen mit reellen Eintragen, die als
Menge mit dem R¢, d = @ identisch sind. Somt gibt es das Lebesgue—MaB 14 auf Sym(n, R)
bez. dessen Matrixintegrale [ 14(dX) f(X) von integrierbaren Funktionen f : Sym(n,R) — R
berechnet werden kdnnen. Zu einem gegebenen invertierbaren A € Gl(n,R) betrachten wir nun

¢ : Sym(n,R) — Sym(n,R) , ¢(X)=AXA".

Diese Abbildung ist linear in X und invertierbar (da ¢ *(X) = A1 X (A™!)!). Wegen der Linearitit
ist ¢'(X) unabhangig von X.

Behauptung det(¢’) = det(A)"*!, so dass, fiir Y C Sym(n,R) und integrierbares f,

/A  ldX) () = |der(4)]? /u 1a(dX) fAXA).

Diese und &dhnliche ldentitaten sind wesentlich fiir die Berechnung von Matrixintegralen.

Begriindung Nach dem erweiterten Gauss—Algorithmus kann A durch Addition von zwei Zeilen
und Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar in die Identitdt umgeformt werden, d.h.

A=E ... Ej

wobei die F; Matrizen der folgenden Gestalt sind:

E=1+|0(k E=1+0—1)kk,

wobei k.0 € {1,....,n}, kK # ¢, A € R, und die Bracket-Notation im R™ versehen mit dem
euklidischen Skalarprodukt verwandt ist und |k) der k—te Vektor der Standardbasis ist. Somit ist £
die Einheitsmatrix bis auf den Eintrag 1 an der Stelle (k,¢) und E die Einheitsmatrix bis auf den
Eintrag A an der Stelle (k, k). Tatsichlich bendtigt man J = n? solcher Matrizen. Jetzt ist

O(X)=Ey-...-E;XE,- ... E'.
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Somit reicht es, die Behauptung fiir £ und E zu zeigen, denn dann det(¢) = | det(E;)|"" - ... -
| det(E;)|" ™ = |det(A)|"T.
Sei Y = EXE" und E wie oben. Dann, mit X = ()i =1,
Y o= (k+[OK)XD+ [k)(])
= (Tij + 0ri®hj + indej + 05000 Th )i j=1,..m- (18.5)

Nun schreibe X als Vektor gegeben durch die Eintrage auf und iliber der Diagonale:

—

X =(T11y s Tims Toms s Ty« + s Tty T )’ € R¢
und analog Y. Dann definiere eine Matrix M € Mat(d x d,R) durch Y = M X. Gem3B (18.5) ist
M =1+ D.

Behauptung D ist eine obere Dreiecksmatrix fiir £ > £, und eine untere fiir k& < ¢, jeweils ohne
Eintrag auf der Diagonalen.

Begriindung Tatsachlich fiir £ > ¢ und ¢ < j Folgendes:

Term x; 1045 da £ > ¢ = j > i ist immer der Eintrag z; unterhalb von z; ; im Vektor
X

Term 0; ¢0p jT i da k > (¢ =i = j ist der Eintrag x5 unterhalb des Eintrags z; ; = x;; im
Vektor X

Term 0 x1,; = 0pxj: da k> € =1 < jist, falls k < j, der Eintrag zy,; unterhalb z; ; in X (da
k > i), und falls k < j der Term xz; ebenfalls (offensichtlich fiir j > i,
und falls i = j ist k& > j) O
Es folgt
det(¢/) = det(M) = 1 = det E = (det(E))"".

Nun zu E und Y = EXE" gegeben durch

Y o= (T4 A= DE)ENX D+ (A= 1)[k)(k])
= (210 0jpn + A j (Sipn0jn + GinGjopn) + N ;63 k0 1 )ijm1..

Also ist M in f; = ]\7[)? diagonal mit einem Eintrag A\? und (n — 1) Eintrigen \. Somit

det(¢') = det(M) = X2 \"71 = X"+ = det(E)"H.

19 Integration iiber Rander und der Gauss’sche Satz

Ziel: Q C R? offen mit einem Rand 99 = Q N CrnQ, der glatt ist. Fiir ein differenzierbares
Vektorfeld X : Q@ — R? zeigen wir dann den Gauss'schen Divergenzsatz

/Q pg(dz) div (X)(z) = /a Quaﬁ(dy) <X' | N> (y),

R4
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wobei die Divergenz definiert ist durch

d
div (X Z 8x]X

J=1

]\7(:6) der nach auBen zeigende Normalenvektor auf 9 ist und [, tia(dy) ein Integral iiber den
Rand ist, welches definiert werden muss. Falls 2 = () ein offener Quader der Dimension d ist, so
ist J€2 die Vereinigung der Seitenflichen und psq das (d — 1)—dimensionale Lebesgue—MaB darauf.
Der Divergenzsatz ist eine Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes (wo d = 1 ist und 09 0-
dimensional ist), und ein Spezialfall des Satzes von Stokes [,,w = [, dw, der fiir Differentialformen
w auf Mannigfaltigkeiten gilt (siehe Literatur).

19.1 Definition Eine offene Menge Q2 C R? hat einen k-mal stetig differenzierbaren Rand 02 =
QNCQ, wenn jeder Punkt x € 0N eine offene Umgebung U C R¢ und einen C*-Diffeomorphismus
¢: U — ¢(U) C RY besitzt, so dass

HQNU)=B.(0)N{z €R | z4>0} , #(CANU) = B.(0)N{z R |24 <0}

p(00NU) = B.(0) N {x € R | 24 = 0}
Bild:

Q T,09 v

Der Tangentialraum an OS2 bei z € 02 ist

T.00 = {v € R | (¢(2)v | a)pa = (v | '(x)7€q) =0}, ea= <>

0
1

und der Normalenvektor N(z) auf 92 an x ist



Beispiel f : R? — R C'-Funktion mit gradf(z) # 0 V z € R% Dann hat Q = {z € R? |
f(z) < 0} einen C'-Rand 9 = {z € R? | f(z) = 0}, denn nach dem Satz fiir implizite
Funktionen gibt es lokal C'~Funktionen ¢! : U C R%! — 9Q. Der Normalenvektor ist dann

N(w) = E2dh(x) fiir z € 09.

19.2 Lemma Sei Q) C R? eine offene Menge mit stetig differenzierbarem Rand und ¢ : U C R —
B,(0) eine C'-Abbildung wie in Definition 19.1. AuBerdem sei f : 9Q — R stetig mit Triger
enthalten in U. Dann ist

/¢<8mv) pa-1(dy) ([(¢')"eqll] det (&)~ ) (67" (y,0))

unabhéangig von der Wahl von ¢.
Beweis Sei v = ¢~ !(y,0) € 9Q. Dann hat die Ableitungsmatrix ¢'(z) bei = folgende Struktur:

gbl(l‘) _ (qﬁ’(ﬂ?)(‘)TwaQ 0 ) : TmaQ @RN(I) N Rd—l D R@d

d)l (x) | (T 5Q)J_

Dies bedeutet, dass die lineare Abbildung ¢(z) bez. der Basen der rechts angegebenen Zerlegung
dargestellt wird. Also

det(¢/ () = det(¢'(2)lr.0) (ea | ()N (z)) = — det(¢'(2)|z.0)I|(¢'(x))"eall-

Wenn [ das Integral im Lemma bezeichnet, dann folgt also

I / st (dy) (| det(¢'|70)| 7 £) (6~ (,0)).
»(AQNU)

Wenn nun 1) eine zweite Abbildung wie in Definition 19.1 ist, dann ist ¢ o p~! : (OQ N U) =
B,(0) = ¢(0QNU) = B,(0) C'-Diffeomorphismus, dessen Einschrankung ¢ot~! : B.(0) x {0} —
BL(0) x {0} mit B.(0) = {y € R™! | |ly|| < r} auch ein C'-Diffeomorphismus ist. Somit nach
der Transformationsformel

I = / p(dy')(| det(¢'|7a)| " ) (@ 0™y, 0))) - [ det((d 0 1)y o) lRa-1510y)|
$(IQNU)

N / u(dy’) (| det (¢ [7a)| 7' F) (™Y, 0)).
$(8QNU)

Letzteres nach der Kettenregel. O

Somit kann das Integral in Lemma 19.2 verwendet werden, um das Integral von f : 02 — R iiber
den Rand zu definieren, zumindestens lokal, d.h. fiir Funktionen, die ihren Trager in einer offenen
Menge haben, die bijektiv auf das Modell des Randes abgebildet werden. Um eine beliebige Funktion
f 092 — R zu integrieren, verwendet man nun

19.3 Definition (Zerlegung der Eins) Sei (U)yey eine offene Uberdeckung einer Menge Q C R,
Dann heiBt (g, )nen eine U untergeordnete glatte Zerlegung der Eins, falls
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(i) gn : 2 —[0,1] ist C°>° mit Trager supp(g,) C U fiirein U € U.

(ii) Fiir jedes x € ) gibt es eine Umgebung von x, auf der nur endlich viele g,, ungleich Null sind.
(iii) Y s gn(r) =1 Ve

19.4 Satz  Zu jeder offenen Uberdeckung einer offenen Menge Q C R® gibt es eine U unterge-
ordnete glatte Zerlegung der Eins.

Beweis (konstruktiv) (B, (x) NQ),cqrcoina ist eine abzahlbare Basis der Topologie von €2 (d.h.
jede offene Menge ist Vereinigung von Basiselementen). Wir wahlen nur solche aus, fiir die By, ()N
Q C U fiir ein U € U und wahlen eine beliebige Abzahlung (V},),en von diesen aus. Setze A; = V.
Dann ist A; kompakt. Somit existiert ein kleinstes j, so dass A; von V;, .. .,'V; iiberdeckt wird.
Setze dann A, = 5:1 V;. Genauso konstruiere iterativ eine Folge offener Mengen (A,,),,>1 mit
kompaktem Abschluss A,, C A1 und Q =, -, Asn. Dann ist die kompakte Menge A,,\A,,_1
enthalten in der offenen Menge A,,,1\A,, 2 sobald m > 3.

Nun ist (U N As)pey offene Uberdeckung von Ay und (U N (Ay1\Apm_2))vey offene Uberdeckung
von A, \A,,_1. Wir wihlen jeweils eine endliche Teiliiberdeckung aus. Somit erhalten wir eine lokal
endliche Uberdeckung (B,, () N Q)nen von ©, so dass Bay,, (z,,) NQ C U fiir ein U € U.

Wir setzen jetzt

1 c e = x|l <
hn(.T) = 1 0 1 , ||I _ xn” 2 2Tn
exp <||:1;—1‘n||2_4,’,’% exp <||$—1’;||2—T% , sonst.
und
ho ()

Beachte, dass in der Summe nur endlich viele Summanden nicht verschwinden. Tatsachlich erfiillen
(gn)n>1 dann alle gewiinschten Eigenschaften. O

Bemerkung Falls  einen C''-Rand 9 hat, so kénnen Funktionen (gn)n>1 auf O stetig fort-
gesetzt werden.

19.5 Definition Sei @ C R? offen mit einem C'—Rand und ¢,, : U, C Q — ¢(U,) als dem
zugehdrigen Diffeomorphismus. Dann ist das Integral einer stetigen Funktion f : 02 — R definiert
durch

/m poa(dy) f(y) =

n>1

/ i (dy) (8 eal| det (L)~ gn F) (67 (4,0)),
P(00QNUR)

wobei (g, )n>1 eine (Uy)n>1 untergeordnete Zerlegung der Eins ist.

Bemerkung Der Definition liegt die lineare Zerlegung

/8 . poaldy) f(y) = /8 ., toe(dy) f(y)gn(y,0)

n>1
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zu Grunde. GemaB Lemma 19.2 ist dann jeder Summand unabhangig von der Wahl des Diffeomor-
phismus ¢,,.

19.6 Satz (Gauss'scher Divergenzsatz) ) C R offen und beschrinkt mit einem C?—Rand 0.
Sei X : Q — R? ein stetiges Vektorfeld, das auf () stetig differenzierbar ist mit partiellen Ableitun-
gen, die sich stetig auf ) fortsetzen lassen. Dann

[ atan) (@) = [ ot (%1 5) )

Beweis Wir werden zu Ende des Beweises sehen, dass es nach Einfiigen einer Zerlegung der Eins
reicht, den Satz fiir kleine offenen Mengen zu zeigen, die entweder keinen Rand oder ein Randstiick
enthalten wie in Definition 19.1, so dass X kompakten Trager in der offenen Menge hat.

Zuerst betrachten wir eine offene Menge U C R? ohne Rand, die enthalten ist in einem Quader
Q) = [a, b]. Dann kann X auf [a, b] durch Null fortgesetzt werden, so dass X auf 9Q verschwindet.
Jetzt

| natdoyiin(R)@) = [ puatdr)div( )0
U

Q

-y / pa(dz) (D,, X;) ()

J

d bj
= Z/dl'l ot dll'j,ldl’j ot dfl?d/ dxj(aij])(x) (Fublnl)
J=1 @
= 0.

Letzteres nach dem Fundamentalsatz fiir das Integral iiber z;, da ja X; an den Réandern a;,b,
verschwindet. Da U keinen Rand hat, verschwindet auch die rechte Seite im Divergenzsatz.

Jetzt betrachten wir einen Teil mit Rarld und nehmen zunichst an, dass es durch das Standard-
modell gegeben ist. Wiederum kann X durch Null erweitert werden auf Q@ = Q" x [0,7] mit
Q = H;l;}[—r, r]. Dann zeigt obige Rechnung

/U pa(da)div(%)(z) = /_ Zda;l-..u /_ :da:dl /0 " d2a(0, X)(x)
_ /del-..n/_:dxd1(—Xd)(x1,...,xd1,0)

-r

= / d.]?l/ dl‘d,1<)?|]\7>($1,...,$d,1,0)

-r -r

= /Q/ pa—1(dy) <X | N> ()

= /BU pou (dy) <X' | J\7> (y)-

Somit gilt der Divergenzsatz fiir das Standardmodell des Randes. Die Idee ist nun, einen beliebigen
Rand mit Hilfe des Diffeomorphismus ¢ aus Definition 19.1 auf ein Standardmodell abzubilden, und
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beide Seiten des Divergenzsatzes zu transformieren. Hierbei transformiert sich das Vektorfeld zu
einem neuen Vektorfeld Y. Also sei ¢ : U — ¢(U) die C?~Abbildung mit ¢(dU) = B.(0) x {0},
wobei B/ (0) die (d—1)—dimensionale Kugel mit Radius r ist. Definiere das transformierte Vektorfeld
Y : ¢(U) — R durch

Y = (|det(¢)| "¢’ X) 0 07",

Dann gilt nach Definition 19.1 und wegen N (z) = —||(¢/)*eq|| " (¢)*eq
/8 o) (X1 W) (4) = /(b o a1 (I eal et (X | §)) (6700
= = [, @) (1@ (£ )e0)) (671 0.0)

- /BL(O)X{O} Ha-1(dy) <? | ed> v)
B /Bé(o)x{o} paa () <}7 | N> o

Nun transformieren wir die andere Seite und setzen die Definition von Y ein:

/U pa(d)div(X) (z) = / pra(de)] det((¢1)) (o) div(Z) (67 ()

o(U)

= L o p1a(dz)| det(¢)) (¢~ ()| div(] det(¢)|(¢) 1Y 0 ¢))(¢~ ()

Nun muss die Divergenz mit Hilfe der Produktregel ausgerechnet werden. Hierfiir bendtigen wir
folgende allgemeine Tatsachen:

19.7 Lemma Seien f : R? - R, X : R — R? und J : RY — Gl(d,R) stetig differenzierbare
Abbildungen. Ferner sei 0; = 0,,. Dann

() div(fX) = <grad( Il X'> + fdiv(X)

(II) 8jJ*1 = —Jfl(ajJ)Jfl

(iii) 8 det(J) = det(J)Te(J18,J)

Beweis
(i)
div(fX) = Zaj(fXj) = Z(ajf)Xj + Zfanj
- <grad( I X'> + fdiv(X)
(ii) Vergleiche Analysis 2, Lemma 15.3.

218



(iii)
0;det(J) = 0;exp(In(det(J))
= det(J)0; In(det(J
= det(J)0; Tr(ln( )
= det(J)Te(J"0;J

)
)
)
)
(]

Nun Sei ¢ = J = (J; j)i j=1,. a4 die Jacobimatrix von ¢ = (¢1, ..., ¢q), d.h. J; ; = 0;¢;. Nach dem
Satz von Schwarz (Satz 14.12, hier geht die C?-Eigenschaft ein) gilt

i j = 0r0;0; = 0;010; = 0T .
Nun berechnen wir die oben bendtigte Divergenz:
div(det(J)J 'Y 0 ¢) = <grad(det(J)) | J'Y o ¢> + det(J)div(J 'Y o ¢)
= det(J ZTr J78;0)(J7YY 0 ¢); + det(J) Zaj(ﬂ? 0 ¢);

= det(J)Z(J N0 Jei(J Yoo ¢ = > (J71)u0idi (T )ieYeo ¢

7kl 4.k,

+ Z(J’l)j’lﬁj(Yi 0 )

= det(J) > (J7);a(0kY:) 0 $0;

Gk
= det(J) Z(J_l)j,i(akyi) 0 ¢,
Gk

= det(J)div(Y) o ¢

Einsetzen liefert nun also

/U p1g(da)div(X) (z) = L o p1q(dz)div(Y) ().
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Somit ist der Beweis des Divergenzsatzes auf die Standardsituation zuriickgefiihrt, die oben schon
bewiesen wurde, bis auf das Einfiigen der Zerlegung der Eins. Hierzu verwenden wir

[ mtdri(®)@) = 3 [ ptdeig,@)aiv(D) o)
_ é / pa (iv(9,%)(x) — {grad g, | X) (2))
> / pa(dr)div(g, X)(z) — / Ha(dz) <gfad (Zgn> >
_ Z / ra(d)div(g, X) ()
:Z&M@ 6. X | V) (y)
~ | onla) (%1 ) )
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