KAPITEL 5

Die Integralsitze von Gaufl und Stokes

Fiir ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld

definiert man die Divergenz des Vektorfelds durch

oF, OF, OF.
div(F) = - 2
iv(F) or + dy + 0z

Die Divergenz des Vektorfelds ist also eine skalare Funktion. Auf die Bedeutung der Divergenz werden
wir spéter eingehen.

Beispiel: Fiir das Vektorfeld
sin(x) + ye*
F = | cos(z)y — 22

ryz + e~
erhalten wir
div(F) = 3(sin(a:) +ye®) + 2(cos(ac)y -2+ g(xyz +e )=
ox Jy 0z

= cos(z) + cos(z) + zy = xy + 2 cos(x).

Bemerkung: Definiert man den sogenannten Nabla-Operator V durch

)
v: 51:

betrachten und erhalt

0 0 0 :
= %Fm + a—yFy + an = div(F).

<

5|

I
|o®

Bemerkung: Wir werden im Folgenden kompakte Teilmengen G des R? betrachten. Dabei soll sich
der Rand OG aus stiickweise glatten Flidchen zusammensetzen. Die Parametrisierungen sollen dabei so
gewihlt werden, dass die Normalenvektoren nach auflen zeigen.

Der Satz von Gaufl verbindet Oberflichenintegrale mit Volumenintegralen:
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SATz (Integralsatz von Gaul). Sei G C R? eine kompakte Teilmenge des R®, sodass sich der Rand OG aus
stiickweise glatten Flichen zusammensetzt. (Die Normalenvektoren von OG sollen nach auflen zeigen.)
Sei F ein (auf G) stetig partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

/BG F-do = /GdiV(F)d(»T, Y, 2).

Beispiel: Sei W der Wiirfel
W={(z,y,2) eR*:0<2<1,0<y<1,0<2< 1}

und F das durch
sin(z) + ye*
F = [ cos(z)y — 22
ryz + e ”

definierte Vektorfeld.

Wir wollen

/ F . do
oW

berechnen. Der Rand OW besteht aus 6 Seiten, die Berechnung wird also etwas aufwiindiger. Stattdessen
verwenden wir den Satz von Gaufl. Wir haben bereits div(F) = zy + 2 cos(z) berechnen und erhalten
damit

/aw F.-do = /W div(F) d(z,y,2) = /W(my +2cos(z))d(x, y, 2) =

(] )

1 1 1
= / (/ (xy + QCos(x))dy) dx = / [1:@2 + 2cos(z)y dx =
=0 y=0 x=0 2 y=0

1

bl 1 1
/ (2 + 2cos(z))dz = | ~x? + 2sin(x) = — + 2sin(1).
1o 2 i o

Beispiel: Sei G die Menge
G={(2,y9,2) ER*:0<2<3,-2<y<20<2<4—9°}

und F das Vektorfeld
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(In der Skizze fehlen die Seitenteile und der Boden von G.) Wir berechnen den Fluss von F durch 0G
mit dem Satz von Gauf. Es ist

0 0 0
div(F) = £<2’2 —x)+ a—y(—:vy) + g(Sz) =—-1l-2+3=2-1.

Dann erhalten wir

/aGF do = /Gdiv(F)d(x,y,z) = /:=o </yi_2 (/z:yz(z — m)dz> dy) de —
— [ emod L a) = [ ([ e-oa- ) -
2=0 \Jy=—2 om0 \Jye o

3 2 3 3
1 32 32 1
= (2—x){4y—y3} dx:/ (2—m)~dx:[2x—x2] =
/z:() 3 y=—2 =0 3 3 2 =0

32 9
= 2. (6-2)=16.
7 (o-3)=10

Beispiel: Sei S die Oberfldche der Kugel mit Mittelpunkt (3, —1,2) und Radius 3 und F das Vektorfeld

2z + 3z
F=|—-2z—y
y? + 22

Dann ist

div(F) = 3.
Das Volumen der Kugel K ist %77 - 33, sodass wir mit dem Satz von GauB fiir den Fluss von F durch S
erhalten

4
/F-do-:/ 3d(z,y,2) =3 - —m- 3% = 1087.
s K 3

Uberlegung: Sei F ein Vektorfeld und xq ein Punkt im R3. Wir wollen sehen, was die Divergenz div(F)
im Punkt x¢ bedeutet. Sei ¢ > 0 klein und K. die Kugel mit Mittelpunkg x; und Radius . Sei S, die
Oberfliche der Kugel. Die Kugel K. hat das Volumen %7r53. Mit dem Satz von Gauf} erhalten wir

-do = iv T,Y,2) R iv b ¢ T,y,z) = div X ~é7753
[ Fde= [ vy~ [ dieE) oo ) = divF)on) - Gret

€
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3 3
div(F N — F . do = F-nd
w(F)xo) ~ 15 [ Fedo= oy / Fonde

wobei n das Feld der Normalenvektoren bezeichnet. Man beachte, dass n immer nach auflen zeigt. Wir
versuchen eine Interpretation:

und damit

o Ist div(F)(xq) > 0, so gilt ,,6fter* F-n > 0, es flieBt also mehr aus S. heraus als hinein. (Man
spricht von einer Quelle.)

o Ist div(F)(xg) < 0, so gilt ,6fter* F-n < 0, es fliet also mehr in S, hinein als heraus. (Man
spricht von einer Senke.)

o Ist div(F)(x0) = 0, so flieit genauso viel in S, hinein wie hinaus.

»Alles, was aus einem Bereich mehr ab- als zuflieft, muss dort in Quellen entstehen. Flieit mehr zu als
ab, muss es Senken geben, also Bereiche negativer Divergenz. Fiir den Fall, dass in B weder Quellen noch
Senken sind, ldsst sich das kurz und priagnant formulieren: Zufluss gleich Abfluss.“ (Mathematik, S.1018)
»Die Divergenz ist ein Maf fiir die Quelldichte eines Vektorfelds.“ (Mathematik, S.1002)

Beispiele: Der besseren Veranschaulichung wegen betrachten wir Vektorfelder in der Ebene. Was passiert
im Nullpunkt?

(1) Das Vektorfeld

T
t
t
+
'

RN

(2) Das Vektorfeld

hat Divergenz —2, in (0,0) ist

olrrrrrsa

(3) Das Vektorfeld
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hat Divergenz 0, in (0,0) ist weder eine Quelle noch eine Senke.

0.05

(4) Das Vektorfeld

\\\\\.._.-,//////
R P P
005 01

A AP PR Ch

&

definiert man die Rotation des Vektorfelds durch

rot(F) =

SR
Q!
8

o) P F,_ by
VxF= o x| Fy| = ?E—a—; = rot(F).
F, Ly By
Oz ox dy
Beispiel: Fiir
r—z
F = Tz
Y2
erhélt man
azr T —z —x + 2y

rot(F)
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SaTz (Stokes). Sei S eine stickweise glatte Fliche mit stiickweise glattem Rand 0S und F ein auf S
stetig partiell differenzierbares Vektorfeld. (Dabei ist die Kurve S so parametrisiert, dass sie den nach
aufen weisenden Normalenvektor der Fliche im mathematisch positiven Sinn wmldiuft.) Dann gilt

/ F.ds= / rot(F) - do.
as 5

Beispiel: Sei K die Schnittkurve des Zylinders x2 4 32 = 4 mit der Ebene z = 3, wobei die Orientierung
so gewahlt werden soll, dass die z-Achse in mathematisch positivem Sinn umlaufen werden soll. Auflerdem
sei das Vektorfeld
T —z
F= Tz

y2

gegeben.

e Wir wihlen

2 cos(t) —2sin(t)
y(t)=|2sin(t) | mit0<¢t<2r und +'(t)=| 2cos(t)
3 0
Es gilt
2cos(t) — 3 —2sin(t)
F(v@)-+'(t) = 6 cos(t) | 2cos(t) | =
4sin(t)? 0
= —4cos(t)sin(t) + 6sin(t) + 12 cos(t)?,
und damit
2m
/ F.-ds= / (—4cos(t) sin(t) + 6sin(t) + 12cos(t)?) dt = - -- = 127.
K =0
e Wir berechnen die Rotation des Vektorfelds:
% T —Z —x + 2y
rot(F)=VxF= |5 | x| zz | = -1

Die Kreisflache S parametrisieren wir so:

r cos(t)
®(r,t) = [ rsin(t) | mit0<r <2,0<¢t<27.
3
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0d 0P cos(t) —rsin(¢) 0
— X — = |sin(t) | x | rcos(t) | =10],
or 0Ot 0 0

r

also zeigt der Normalenvektor in die gewiinschte Richtung. Damit folgt

—rcos(t) + 2rsin(t) 0
/ rot(F) - do
s

/ -1 10| d(rt) =
[0,2]x[0,27] 3 r

2 27 2 1.2
= / </ 3rdt) dr = 671'/ rdr = 6w {72} = 127.
r=0 t=0 r=0 2 r=0

Dieses Ergebnis bestétigt den Satz von Stokes.

Beispiel: Gegeben seien die drei Punkte

und das Vektorfeld

Sei K die aus Strecken bestehende geschlossene Kurve von a nach b nach ¢ und zuriick nach a. Das

Kurvenintegral
/ F-ds
K

soll berechnet werden, wobei wir den Satz von Stokes verwenden wollen. K ist die Randkurve des Dreiecks
A mit den Ecken a,b,c. Unter Verwendung von D = {(u,v) € R? : 0 < u < 1,0 < v < 1 —u}
parametrisieren wir das Dreieck mit

®: D — R3 mit ®(u,v) =a+u(b —a)+v(c—a).

Der zugehorige Normalenvektor ist

0b 9P 1 0 14
a—xa—Z(b—a)x(c—a): 4 X 1 = —4
v 2 4 1
Fiir die Anwendung des Satzes von Stokes brauchen wir die Rotation von F:
lé]
AT B
ot(F)=VxF= |5 | x| 2 |=[0
i 0 2
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Es folgt mit dem Satz von Stokes

oo 0P
/KF -ds = /6AF.S = /Arot(F) -do = /Drot(F)((I)(u,v)) . (% X %)d(u,v) =
0 14

/ 0]-(—4 d(u,v)=2/d(u,v):2~1:1_
D \2 1 D 2

Sicherheitshalber berechnen wir das Kurvenintegral auch direkt: Wir parametrisieren zunéchst die drei
Strecken, wobei t jeweils von 0 bis 1 lduft:

1+t —1—4¢ 1

Yau(t) = a+tb—a)=[1+4t|, F(yaw(t)) vt = 1+t 41 =3,
142t 0 2
2—t -5+ 3t -1

Me(t) = bttle—b)=|5-3t), Flu(t) m)=| 2=t |-|-3)=-1,
3+ 2t 0 2
1 —24t 0

Yeat) = ct+tla—c)=| 2=t |, F(realt)) 7.t = 1 =11 =-1.
5 — A4t 0 —4

Es folgt

[ Foas = [ FOwe) A+ [ Fu0) s 0d+ [ Pu) i -
= 3-1-1=1.

Das Ergebnis stimmt also mit dem oben ermittelten iiberein.

Bemerkung: Sei A C R? eine kompakte Teilmenge, deren Rand 0A sich aus stiickweise glatten Kurven
zusammensetzt. Wir konnen A als Fliche in R? betrachten und folgende Parametrisierung verwenden:

T
®:A =R mit d(z,y) = [y
0

Es ist
90 oo (! 0 0
T 9 0 0 1

Seien g(z,y) und h(z,y) auf A stetig partiell differenzierbare Funktionen. Wir definieren das Vektorfeld

g
F=1h
0
Dann ist
% g(z,y) 0
rot(F)= | 5 | x | h(z,y) | = 0
s 0 dh _ Oy
9z ox dy
g(z,y)
/ hz,y) | -ds = / rot(F) - do = / rot(F)(®(z,y)) - (g—q) X g—q})d(:ﬂ,y) =
HA 0 A A €z Yy
oh  Og

= N or a*y)‘ﬂ%l/)

Dies ist aber genau die Aussage des Satzes von Green, wenn man das erste Kurvenintegral in der Ebene
aufschreibt.
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Uberlegungen: Sei F ein Vektorfeld mit Rotation rot(F). Sei x¢ ein Punkt im R?, in dem das Vektorfeld
definiert ist. Sei n der normierte Vektor, der in die gleiche Richtung wie rot(F)(xo) zeigt:

ot (F) (xo) = [|rot(F) (xo) | n.

Sei € > 0 klein und S, eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt xo, Radius € und normiertem Normalenvektor
n. Dann gilt mit dem Satz von Stokes

[ Fis = [ o) dox [ o)) do = [ rotE) el ndo =

||r0t(F)(Xo)||/S do = ||rot(F)(xo)|| - me?,

also

1
|lrot(F) (x0)|| = @/a F - ds.

e

Ist v : [0,27] — R3 eine Parametrisierung des Kreises 9., so ist

2w

/ F.ds= / F(y(t)) -~ (t)dt.
a8, t=0

Die Rotation ist also grofl, wenn F(vy(¢)) moglichst in die gleiche Richtung wie die Tangentenrichtung

~'(t) zeigt. Dies legt nahe, dass die Rotation etwas mit den , Dreheigenschaften® des Vektorfelds zu tun

hat. (,,Die Rotation eines Vektorfelds misst dessen (lokale) Wirbeldichte.“ (Mathematik, S.1000))

Beispiele: Wir betrachten nochmals die schon bei der Divergenz betrachteten Beispiele, schreiben sie
aber 3-dimensional, damit die Rotation berechnet werden kann.

(1) Das Vektorfeld

&5
Il
ow r

hat Rotation

rot(F)= [0

Hier ,,dreht sich nichts“ im Nullpunkt.

NANNNA Y trrrsss
NNNANNANAN Nttt
NNXNNANNN NNV A At S s
NONN N v A A
AN 3 P
0. Ea s ENENEN
P A A ] ¥ NN\
LSS A A ALV VNN NN N
Yy ey A A R T TR R N NN NN
YA ar Ay Ay Ay ar AN RN N R N WA N N NN

L L

o

(2) Das Vektorfeld

hat Rotation
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10

Auch hier ,,dreht sich nichts“ im Nullpunkt.

Pr s

N RIS F

005

(3) Das Vektorfeld

hat Rotation

rot(F) = (

UfFT ===~ J====*T====9

005

0.05

B e I ey

(4) Das Vektorfeld

hat Rotation

Hier ist eine Drehung zu sehen.

(5) Wir betrachten die Vektorfelder
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