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a) Gleichungen erster Ordnung

Sei A # 0. Dann gqilt:

Tpi1l — Axn = fn (n € Np)
Tndl _Tn _ y-n=1p (e Np)

A+l n
o
T i) ke
o A_Z_ﬁ:kZ_:OA =1 (neNp)

n—1
& Jzn=Nzg+ > An—1-k fi (neNp)
k=0

mit beliebigem Anfangswert zg € R(C). Die
erhaltene Darstellung gilt trivialerweise auch
fur A= 0.

b) Gleichungen zweiter Ordnung

Seib#0und X2 +arx+b=N—=X1)(\A—X),
also A\{ + Ao = —a, A1 - Ap = b. Dann qilt:

mn+2+amn+1+bmn:fn (’l’lEN())
= (x7L+2 — X2 xn—l—l) - >\1(33n+1 — A2 xn) = fn

n—1

<a:g Tnt1 — A2 xn = A} (21 — A2 o) + Z )\711717k i
k=0
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Tap1 = down = A} (21— dowo) + 3N TE S

k=0
n—1
4 oz=Nao+ > Nt
k=0
k—1 '
: (A]f(ﬂ«"l — A2xo) + Z My fi)
1=0
Nun gilt
n—1 )\n )\n
S b= Ry M
k=0 nAy T, A1 = A2

und (Summationsreihenfolge vertauschen)

n—1 1 kk:—l b1
SR WPy
k=0 1=0

n—2 n—1 b1 1k
= 2 A TN,
=0 k=1+1

weshalb man erhalt:

— oo z1—Aizo I AnTLk_ zne 1ok
z Al_ + AQ_ +Z Ve v

fur alle n € Ng im Falle A1 # A2,

n—2
Tn = N 20+ nA] H(@1— A z0) + Y (n—1-k)A] 27 £y

k=0

flr alle n € Ng im Falle \1 = X\>.
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Spezialfall: a,b reell, aber b — a?/4 > 0,

Ao =—-%+i/b—a?/4. Mit w 1= arccos 2\[

und damit w € (0,7) also in diesem Fall

- AL — \B n=1 SiNn nw
A1 — Ao SIinw

und daher fur alle n € Np

_ b(’I’L 1)/2 s;]lqnnww bn/2 SlIlS(ITIL1 wl)w ZB()
i Z b(n 2—k)/2 sin ('rszmlw k)w fk:

Dabei wurde die Umformung

— -\ A \n )\nfl _ Anfl
)\?m )\2x0+>\gx1 170 _ A1 2 4 -1 2 bao
A1 — A2 Ao — A1 A1 — A2 A1 — A2

der allgemeinen homogenen LOsung benutzt.

c) Der Rekursionsschritt

Angenommen, fur Gleichungen k-ter Ordnung

TptktT0p—1Tntr—1F Farzpp1taozn = fn

(mit ag # 0) habe man schon eine durch
k Anfangsbedingungen eindeutig bestimmte
Losungsformel.
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Mit

Nl g N g At ag =

W b N by A+ b)) (A — Ap)
ergibt sich gemaB Abschnitt a):

Tpikt1 Ok Tkt -+ a1 Ty +ao T = fn (n € Np)

n—1

& T, = Ay xo + Z AR Ly (n€ N)
k=0
mit der eindeutigen LOsung vy, von

Yntk+0k—1 Ynik—1+++b1 Ynt1+boyn=frn (n € Ny)
und y; = @iy — Aoz (051 <k—1).

In Abschnitt b) wurde der erste Rekursions-
schritt explizit durchgerechnet. Existenz und
Eindeutigkeit der Losung jedes Anfangswer-
problems ist per Induktion mitbewiesen.

d) Die allgemeine homogene Losung

Wir wollen zeigen: Fir ag #= 0 sowie

Mitap 1 b ag = (=A)FL (=a)

mit lauter verschiedenen Aq,...,\; gilt
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Tptktar—1Tntr—1+---+a1zp41+a0x, =0 (n € Np)
S zp=(cio+ain+--+c kl—lnkl_l))\n
o+ (ot ain+ -+ ep_1n" AT (n € No)
mit beliebigen Konstanten cio,..., ¢ -1

©E.M.E.Wermuth, TH Niirnberg SS 08-15

Dass z, = n'A} fir 0 < i < k; — 1 die ho-
mogene DifferenzenGL erfullt, wenn X\{ kq-
fache Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms ist, sieht man wohl auf direktestem
Weg durch Bilden der Ableitungen
(/\O%\)i (AR g g AR ag AT 4 g A7),

die fur 0 < i < k1 —1 an der Stelle \q{ ver-
schwinden.

Dass alle Losungen so darstellbar sind, zeigt
per Induktion die Rekursionsformel: Beim Ein-
setzen in diese entstehen Ausdrucke der Form
Ay IZZ L ()\”)k mit A\g = A\, oder #= \y;
man beachte dass fur 2 € N bzw. € Ng

n-1l nitl i
> k= — — + niedrigere Potenzen von n,
= i+ 1 2

n—1 . .

) i i\ i—1

Y kA=A A 4 niedr. Potenzen v. n
A1 (A—1)2

fir A = 1. Diese beiden Formeln folgen — per
Induktion Uber ¢ — unmittelbar aus

k=0
—ZA()ZW“ niAT
=0 k=0
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e) Ansatz in Form der rechten Seite

Ist pr] eine spezielle (,,partikuldare’) Losung
der inhomogenen DifferenzenGL (rechte Sei-
te fn), so ergibt

Tn = af + ap

mit beliebigen homogenen LOsungen a:,[lh] ge-
maB Abschnitt d) die Losungsgesamtheit der
inhomogenen DifferenzenGL (wegen Linea-
ritat).

Bei gewissen einfachen Inhomogenitaten f,
gibt es eine Partikularlosung ,,in Form der
rechten Seite", mit anderen Koeffizienten.
Man braucht nicht die allgemeinen Ldsungs-
formeln aus b) und c) und gelangt besonders
schnell zur Losungsgesamtheit.

Es geht um rechte Seiten der Gestalt

fn =" po(n)
mit a #= 0 und einem Polynom pqg. Natdurlich
(Linearitat!) sind auch Summen solcher Aus-
2 . .
driicke wie z.B. fp, =n? sinn = %- (e'” — e—'”)
zulassig.

©E.M.E.Wermuth, TH Niirnberg SS 08-15
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Mit der ,,Operator-Schreibweise"
Try = x,41, AR — ANF Tkt .= 77k
gilt AF = (T - 1)k =5k (F)(—1)iTh—,

A(wn'yn) = (Axn)yn+(AfL’n)(Ayn)‘HUn(Ayn)-
Mit dieser Notation und

AV Fap 1A ag = (A= A1) - (A= An)
lautet die DifferenzenGL
(T —=2A)(T = X2) - (T — Mn)xn = a"'po(n)

oder (Aifferenzen- statt Translations-Operator)

(A+1-X) - (A4+1—-X)xn =a"po(n).
Da A(a"gn) = a"-(aA+a—1)g, fir jede
Folge gn, ergibt der Ansatz

mg)] =a" pi1(n)

in der DifferenzenGL (um o™ gekiirzt)
(aA+a—A1) (@A +a—Ap)p1(n) = po(n).

Wegen grad (A — XN)p = gradp & X #= 0
ist dabei p1(n) =n"(cg+c1n—+---+ csn®)
mit » = Anzahl );, die = «a sind (Resonanz-

grad), sowie s = gradpg zu setzen. Dann
gibt's offenbar genau ein passendes p1.
(Erst ¢s # 0, dann c4_1, ..., dann ¢ sind

durch pg festgelegt.)
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f) Variation der Konstanten

Es gibt ein allgemeines Verfahren, die Losungen inho-
mogener linearer DifferenzenGLen (mit ag 7 0)

Ttk + Q-1 Tpgh—1 + -+ a1 Tpt1 + a0 xn = fi

mittels der Losungsgesamtheit cle” + -+ ckmifl der
zugehorigen homogenen DifferenzenGL (f = 0) zu
finden, die Lagrangesche Methode der Variation der
Konstanten: Man setzt

T, = CLI] x7[11] +----|-ch] w}f]
in die DifferenzenGL ein. Um die Analogie zu den

DGLen besser hervortreten zu lassen, benutzen wir
die Differenzenoperator-Schreibweise, also

(TF + a1 T 4+ - + a1 T + ao)zn
=(A+D +ar-1(A+D 4 Far(A+1) +ao)z,
=Nz, + b1 A, 4 1Az, F b = f.
Insbesondere gilt also fur 1 <<k
Akl 4y AR o p ALl fpoal] = 0.
Wir beachten nun A(uy, - vy) = Aup - Vpt1 + un - Aoy,
Damit Az, = Zle(Aclf] xk]_i_l + clf] . Aaclf])
Wir fordern S°F L Acll . 2 | = 0 und erhalten
N2g, = Zle(Acg] . Axgl_l_l + ck] . AQCU%]).
Wir fordern S°F L Acll . Aal’l | = 0 und erhalten
Usw.Ab?sgfn N Zle(Acg] | A%E.rl el -anh
Wir fordern 325 Aclil . Ak=2g = 0 und erhalten

N, = Zle(Acg] . Akfllxg]_,_l + i Akx%]).
Wir fordern YK Aclil. AF=1g = £, (1) und erhalten
Akxn + bk—lAkilxn +--+ Az, +boxn = fn
wegen Yo b; Adzll =0 (1 < i< k) (mit by = 1).

©E.M.E.Wermuth, TH Niirnberg SS 08-15
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Insgesamt ergibt sich das Gleichungssystem

mg'l_l cee m?[f_]"_l Ac[l] 0

Ai”ﬂ—l T A‘”Eﬂd Acf%] — |

: : : 0
1 1 [k [k]

Al o argll,) \ack) g

Mit der Cramerschen Regel und der zum DGL-Fall
analogen Definition der Wronski-Determinante

1 L (%] 5 N 1.

Tpt1 Tpt1 anl Tnt1

Aas[lil e Ax[k_]i_l sc[1+2 e x[k+2
= n .n — n- n.
G 1k 1 k

Ar 1x£1-]i-l o AF 1952-{-1 xu-k xll-]i-k

sowie der Determinanten WT[f] ergibt sich
n—1 [z]
6 _ .l J .
c" = ¢ E 1<:<k,neNy.
n 0 +j_0 Wj ( =t =My 0)

Die Uberlegungen benutzen nirgends, dass die Koeffi-
zienten a; bzw. b; konstant sind, gelten also auch bei
variablen Koeffizienten.

Mit dem Determinanten-Multiplikationssatz folgt

0 1 o .- 0
Woar = | : 0 | -Wn=(-1)*aoW,
O - --- 0 1
_ao “ e .« .. DY _ak}71
und damit W, = (—1)"*a2Wy # 0, da die Spalten von
Wo jeden Startwerte-Vektor (zo,x1,...,z1_1)7 erzeu-

gen koénnen und ag 7 0. (Im Falle von n abhdngiger ao gilt
W, = (=1)"Wo [[,_, aox # O, falls alle ag,, # 0.)

Es ist also die Wronski-Determinante von k verschie-
denen Losungen der homogenen Gleichung genau dann
fur ein und damit fur alle n ungleich 0, wenn es eine
Losungs-Basis ist.
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g) Systeme erster Ordnung
Man kann eine lineare DifferenzenGL k-ter Ordnung
auch in Matrix-Vektor-Form schreiben, indem man die
Bezeichnungen

0 1 o --- 0
Xp = x"_"'l , A= 0
N .k:1 O -« .. 0 1

n+_ —ao .« e .« .. .« . _ak—l

und f, := (0,...,0, f,)T € R¥ einfiihrt; det A = (—1)*apo.
Damit lautet die DifferenzenGL

Xp41 = Axp + fp (n € Np).
Wir nehmen dies zum Anlass, ganz allgemein solche vektoriel-
len linearen DifferenzenGLen erster Ordnung zu betrachten, mit
einer beliebigen quadratischen Matrix A € R"™*"™ und beliebiger
Vektor-Folge (f,) aus R*.
Im homogenen Fall f, = 0 folgt einfach x, = A"xg, und im All-
gemeinfall x, = A"xq +Z::; An—1-if;  Es kommt also darauf an,
moglichst einfach die Potenzen der Koeffizientenmatrix A zu be-
stimmen.
Ist A diagonalisierbar, d.h. im Falle der Existenz einer Eigenvektor-
Basis {b1,...,bg}, Ab;=X\b; (1 <i < k), folgt mit B=(b1,...,by),
A = Bdiag(\1,...,\;)B71:

Lin. DifferenzenGLen m. konst. Koeffizienten 11

n—1
xn = B(diag(\}, ..., \) B xo +Z diag(\; 17, A B
=0

Im Falle der zu Anfang betrachteten speziellen Matrix A gilt
ibrigens: det(A—=ME) = (=1)* Ve dap_ 1 N+ . +ai A+ ao)
(A Begleitmatrix des Polynoms).

Ist A nicht diagonalisierbar, kann man z.B. mit dem Ansatz am
Schluss des Abschnittes g) des Skripts zu linearen DGLen eine
Formel fir die Potenzen A™ bestimmen.

©E.M.E.Wermuth, TH Niirnberg SS 08-15

h) Erzeugende Funktionen
Anhand einiger Beispiele sei exemplarisch die Metho-
de der erzeugenden Funktionen demonstriert, die sich
den formalen Potenzreihenkalkiul und das umfangrei-
che Arsenal bekannter Potenzreihenentwicklungen zu-
nutze macht und nicht nur bei linearen Rekursionen
anwendbar ist.

1) Die Fibonacci-Folge.
Diese ist gegeben durch

Fo=F1:=1, F,:=F, 1+ F, (neNp).
Wir definieren die erzeugende Funktion

oo
f(z) = Z F,2".
. n=0
(Alternative: ®(z) = Z F,z ", sog. z-Transformation.) Es folgt
n=0

2f(z) =300 Fo12" 22 f(2) =3 00 5 Fho2™, also

(1—2—22)f(2) = 1+(F1—F0)Z+Z(Fn—anl—anQ)Z"

n=2
und daher 1 1
f(z) = =
1—Z—Z2 (1—1_2‘/52)(1—1"_2‘/52)
1 1 1
S VBz\1-Ms, 1145,

Mit der bekannten Formel (1 —q)~' = > 7" ,¢" (geo-
metrische Reihe) folgt

& VBvi - VB
f(z):\/lﬁzz((lz 5) _(1 2 5) >Z

n=1
1 < 145\l /1 — /Byt
-3 H(CHE-5E™):
n=0\/g
©E.M.E.Wermuth, TH Niirnberg SS 08-15
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Koeffizientenvergleich ergibt

=i (57 (57) eew

Zum Vergleich noch zwei andere Herleitungen dieser
Formel.

Zundchst der Potenz-Ansatz.

Aus x, = A" und z,42 = x,41 + x, fUr alle n € Ng folgt
APt2 = \ntl 4 A" und damit A = O (triviale Ldsung)
oder A2 = A+ 1 (charakteristisches Polynom der Dif-
ferenzenGL).

Das Polynom hat zwei verschiedene Nullstellen, namlich

V5
2 )

oS

1 1
A = — Ao — — —
1 2+ 2=

Also gibt es die Losungen z, = A}, x, = A5 und damit
auch z, = c1 A\l + c2 A5 der Fibonaccischen Differen-
zenGL. Durch die Anfangsbedingungen z9 = z1 = 1

werden die Koeffizienten c1, ¢ festgelegt:
n=0:c+c=1, n=1: Cl)\1—|—02)\2=1,

M=l =N A
D YD VI VY und

ATFL ALY | folgt.

WwOoraus ()\2—)\1)01 = X1, 1 =

Y/ T VRN — 1
co = T _\/g,also Fn_ﬁ(

Nun die Matrizen-Methode.

. . 01
Mit x, = <Ff—7:-1) folgt x,+1 = Ax, mit A = (1 1),

also x, = A”G) Um die Potenzen von A zu bestim-

men, ermitteln wir die Eigenwerte und Eigenvektoren.
det(A —AE)=-X\(1-)\)—1=MX\2-)—1. Die Nullstellen,
also die Eigenwerte, kennen wir schon: A1 und Xo.

©E.M.E.Wermuth, TH Niirnberg SS 08-15
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Wegen A1 Ao = —1 und A1 4+ A = 1 folgt

A <_1A> = (fAi1+ 1) = A3 <_1A> (i=1,2)
und daher

An (A2 M) (—r2 A (A O
11 17 1 ){o )

-1
. X2 —A1 _ 1 1 A1 ;
Mit < 1 1 ) =X <_1 _)\2> somit

X2 =M/ 0N/1 A\ PV LD VI V.
A= 1 " — 1 2 1 2
ve (1 1 )(0 A2)<—1 —M) < A=Ap o AT AR

und wegen 1 + \; = A? schlieBlich

n+1 n+1
( F, > _ n <1> _ 1 <>\71L+2 —)\%H)
Frta1 1 VB \N[TE =]

Es gilt also auch A" = Fno Fn1) _ 1 A+F, 5E.
anl Fn
Mit F, = F,4» — F,41 lasst sich die Fibonacci-Folge

eindeutig fur negative n fortsetzen; damit gilt F.1 =0
und ansonsten F_, = (—=1)"F,,_» (n > 2).
A" = F,,_1A+F,_>F kann man auch leicht unmittelbar

per Induktion aus A2 = 1 1) = A + F folgern, und

1 2
wegen AMA" = Amtn folgt

Fm—2 Fm—l Fn—2 Fn—l — Fm—l—n—Q Fm+n—1 und
mel Fm anl Fn Fm+nfl Fm+n
damit insbesondere
Fm—l—n: m—1Fn_1 + Fp Fy, .

Es gibt unzdhlige Beziehungen zwischen den Fibonacci-Zahlen.
Durch mehrfache Anwendung der Rekursionsformel ergibt sich
z.B. Fyy1Fp1—F2 = —(FpF,2—F2 |), woraus mit Fofp—F2 =1
per Induktion folgt (,, Cassini-Identitdt", schon Kepler bekannt):

Fn+1 Fn—l - Fg = (_1)n+1 < F}?l FF.T_l = detAn+l>'

©E.M.E.Wermuth, TH Niirnberg SS 08-15
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2) Die Legendre-Polynome.
Diese Polynome P,(x) lassen sich rekursiv definieren

durch

Po(x) =1, Pi(z) ==,

2 1
Poia(z) = n”il xPn(x)—nn? 1 ()

Flr festes x ist es eine homogene lineare Differenzen-
gleichung zweiter Ordnung mit variablen Koeffizien-

ten. Py(z) = % 2 %, Ps(z) = %aﬁ — %m,

Flr die erzeugende Funktion

f(2) =) Pulx) - 2"

n=0

erhalten wir
F(2) =Y nPu(z) 2"

n>1

=Y (n+1) Pya(a) - 2"

n>0

=24+ (n+1)Pa(a) - 2",

n>1
2zz - f'(z) +x- f(2) = )_,5:(2n+ DaP(x) - 2" + =,
(2 £(2)) = (Xpso Pul@)-2"1) = 37 Lo (n+1) Pu(a) -2,
also z - (z f(z))/ = s1nPa1(z) - 2" und

'(2) = 222 f'(2) =2 f(2) + 2(= (=)
= Z((n—}— P, 4+1(x) — 2n+1)z Py(x) + nPn_l(m))z”,

n>1 0

d.h. f(2)(1 — 22z + 22) = (z — 2) f(2).
Dies ist eine lineare DGL erster Ordnung fiir f(z).

©E.M.E.Wermuth, TH Niirnberg SS 08-15
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Mit =5~ = -3 In|1 — 22z + 22| folgt

2|_ C
\/|1 —2:cz—|—22|

Wegen 1 — 2zz + 22 = (x — 2)? 4+ 1 — 22 kann man

fir —1 < z < 1 und —1 < z < 1 die Betragsstriche

£(2) = ce—5In|1—2z2+2

weglassen und erhadlt mit f(0) = 1:
f(z) = ! = (142(z—22)) 2 = Z (_]I;/z)zk(zfo)k

2
\/1—-2xz+ 2z =0

(binomische Reihe!). Nun gilt

2P (z—2x)F = Z?:o (];)(—Qx)k*jzk‘*'j, und mitn ;= k+j,
j=n—k, k—j=2k—nsowiek<n<2ksn/2<k<n
sieht man:

Wird die Reihe nach Potenzen von z sortiert, wird z"

insgesamt mit Z <_1/2>< K )(—2x)2’“*” multi-

k n—k
n/2<k<n
pliziert. Also folgt:

Pn(ac) — Z <_]I-€/2> (n ﬁ k) (_2w)2k—n

n/2<k<n

Damit haben wir eine explizite Darstellung der Legendre-Polynome

bestimmt. Mit (—2)%("}/?)(.F,) = (=1 *(}) (zf]fle‘)! folgt

eine andere sehr elegante Darstellung der Polynome:

_ 1 d™ /.2 n
Pn(x) = grpy qor(@” — 1)
(Rodrigues-Formel, nach Benjamin Olinde Rodrigues).
Zur Rolle dieser Formel und zur Bedeutung der Legendre-Polyno-
me Ausflihrlicheres in einem ,, Exkurs* am Schluss.

Nun noch ein nichtlineares Rekursions-Beispiel.

©E.M.E.Wermuth, TH Niirnberg SS 08-15
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3) Klammerungs-Moglichkeiten.

Ist o eine Verkniipfung auf einer Menge M, also eine
Abbildung, die jedem geordneten Paar (a,b) von Ele-
menten von M ein Element a o b zuordnet, so erhalt
eine Verkniupfungskette aioaso---0a, erst dann einen
wohlbestimmten Sinn, wenn man durch Klammerung
diesen Ausdruck auf Paarverkniupfungen reduziert.

Z.B.: (a1 0a2)oaz und aj o (az o az) sind die beiden
Moglichkeiten der Klammerung bei einer Dreier-Kette,
und ((a10az)oaz)oas, (aro(azoaz))oas, (a10az)o(azoas)
sowie aj o ((az 0 az) o as), a1 o (az o (az 0 ag)) die 5
Moglichkeiten bei einer Vierer-Kette. Nur bei assozia-
tiven Verknupfungen ist das Ergebnis unabhangig von
der Klammerung. Das Vektorprodukt im R3 und die
Multiplikation der Oktonionen (auch: Cayley-Zahlen
oder Oktaven genannt) sind Beispiele fiir nichtasso-

ziative Verkniupfungen.

Sei nun K, die Anzahl der Klammerungsmaoglichkeiten
bei Kettenlange n. Dann gilt also K3 =2, K4 =5, und
wir vereinbaren noch K1 = K, = 1, weil es ja genau
eine eindeutige Bedeutung flur a; und aj o ap gibt —
auch wenn man gar keine Klammern braucht.

Damit ist folgende Rekursionsformel sofort klar:

K,=K K, 1+ K)K, »+ K;K,, 5s+---+ K, 1K,
(Es gibt K; K,,—; Klammerungen des Typs (a1 - - - a;)o(ait1 - an).)

©E.M.E.Wermuth, TH Niirnberg SS 08-15
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Dies ist eine nichtlineare Differenzengleichung. Fiur
solche ist es im allgemeinen aussichtslos, eine ,,ge-
schlossene' Formel zu finden. Trotzdem gibt es in die-

sem Fall eine solche: K, = ;= (>""") ~ n\/ﬁ

Man kénnte versuchen, diese Formel — sofern man sie

(n—o00).

irgendwie erraten und bei kleinen n-Werten bestdtigt
hat — anhand der Rekursionsformel per Induktion zu
beweisen. Ein Induktionsbeweis ist jedoch hier allem
Anschein nach sehr schwierig.

Aber mit der Methode der erzeugenden Funktionen
kann man die Forr;gel leicht finden und beweisen!

Mit f(z) := Z K, z" gilt

o0

f(Z) iiKlzK 2™ Z(K1K71*1+"'+Kn—lK1)Zn

=1 n=2
= f(2) — 2.
Also (f(2))” = f(z) + = = 0 und damit f(z) = 3 + 3vI—4z.
Da f(0) =0, folgt f(z) =3 - ivI—4z=-3 ‘jj (P (=4,

Mit etwas Umformung und Koeffizientenvergleich er-

gibt sich schlieBlich

_ 1(=1)"13- (2n 3) _ (=2 _ 1 (2n—1
Kn =557~ (=1)r-4" = (n— l)'n|_2nfl(’:fl>'

Um die Konvergenz der betrachteten Potenzreihen muss man

sich keine Gedanken machen, wenn man sich auf den algebrai-
schen Kalkiil der formalen Potenzreihen beruft. (Man kann aber
Ky, <#a” fuir hinreichend kleines ¢ und groBes a per Induktion aus

der Rekursionsformel folgern, da Wgn%(#—km).)

Gut lesbare Einflihrung zum Thema erzeugende Funktionen:
Herbert S. Wilf, Generatingfunctionology, Second Edi-
tion, Academic Press, New York 1994.
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Exkurs: Erganzende Bemerkungen
zu den Legendre-Polynomen

1) Ausgehend von der Rodrigues-Formel P, (z) = 51 L (22-1)"

n! dazn

zeigen wir: Die P, besitzen die Eigenschaften

(#*) [{Pn-P,=0(m#mn), P,(1)=1 (n € Ny
(Orthogonalitdt bzgl. des Skalarprodukts (f,g) = fjl f(z) g(z) dz
im Vektorraum C[—1,1] der auf [—1, 1] stetigen Funktionen so-
wie Normierung).

Durch (n + 1)-fache partielle Integration folgt fiir m > n:

e @) 1)"dx— e (@D (1) da
1 m—n—1 2n+1
== ( 1)n+1 f 1 ddIm n— 1 - 1)771 dd:c2n+1 (372 - 1)ndx = 0’
da L5 (22 —1)m| =01 <k<m)undn+1<m,

Die Normierung erg|bt sich aus der Leibnizschen Produktregel

fur Ableitungen, (f-g)™ ="'~ (")f(k)g(”_k), aus der folgt:
(0) (n)

ar (@+DE-D)" _ = () (@+D)") 7 (@) =2"n!

r=1

Aus der Rodrigues-Formel folgt auch, dass P, als n-te Ableitung

=1

eines geraden Polynoms gerade oder ungerade ist, je nachdem,
ob n gerade oder ungerade ist.

2) Wir wissen nun, dass die durch die Rodrigues-Formel defi-
nierten Polynome (x) erfiillen, also ein System von Orthogonal-
Polynomen darstellen. Umgekehrt zeigen wir jetzt, dass die Be-
dingungen (x) das Polynom-System charakterisieren, also eindeu-
tig festlegen, wenn man unter P, jeweils irgendein Polynom vom
Grade < n versteht. In diesem Sinne ist also (x) dquivalent zur

Rodrigues-Formel.
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Sind Py, P1,..., P,,... Polynome jeweils vom Grad <0,1,...,n,...,
fur die (x) gilt, so sind sie zundchst einmal — wegen der zwei-
ten, der Normierungs-Bedingung — samtlich vom Nullpolynom
verschieden, auBerdem untereinander orthogonal im Sinne des
weiter oben definierten Integral-Skalarproduktes.

Ist \oPo+ X1 P14+ ---+ A\, P, eine verschwindende Linearkombi-
nation, ergibt das Skalarprodukt mit P, den Wert )\, fjl |P|?, ist
andererseits = 0. Also verschwinden alle Ay; d.h.: Py, P1,..., P,
sind linear unabhangig im Vektorraum der Polynome. Da dies fiir
alle n gilt, muss jedes P, genau vom Grade n sein. Da es auBer-
dem im Unterraum der Polynome vom Grade < n nur eine zu
Py bis P,_1 senkrechte Richtung geben kann (aus Dimensions-
griinden), ist jedes P, durch die Normierung eindeutig bestimmt,
also genau mit dem durch die Rodrigues-Formel definierten Po-

lynom identisch.

3) Wir zeigen: P, hat n einfache Nullstellen in (—=1,1).

Das Polynom p,(z) := (22— 1)" hat zwei jeweils n-fache Nullstel-
len: +1. Nach dem Satz von Rolle hat p/, eine einfache Nullstelle
¢ € (—1,1), auBerden (n — 1)-fache Nullstellen bei +1. Also hat,
wiederum nach Rolle, p!! je eine einfache Nullstelle in (—1,&) und
(&,1), auBerden (n—2)-fache Nullstellen bei £1. Usw. SchlieBlich
ergibt sich: pff‘) = n!2" P, hat n einfache Nullstellen in (—=1,1).

4) Wir beweisen die dreigliedrige Rekursionsformel der P,.
Offenbar gibt es eine Darstellung

Pot1(z) = axPy(x) + bPy(z) + cPo-1(x) + dPo2(z) + - - -
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Das Skalarprodukt dieser Darstellung von P,41; mit P, ergibt
0=a [ 2P2(x)de+b [} P2+ 0=0[" P2

und damit b= 0, da xP2(x) eine ungerade Funktion ist.

Das Skalarprodukt mit P, > ergibt 0 = df_ll Pfﬁz, also d = 0;

Analoges gilt fur alle P, mit k <n — 2.

Fazit: P,y1(z) = azP,(z)+cP,—1(x), eine dreigliedrige Rekursion!

Aus der Rodrigues-Formel folgt P,(z) = @)l n +oepx" 24

27 (n)2
(2n+2)! _ _(@n)! 2n+1 __ 2n+1
Wegen s annz = 2 (a2 ngl IS0 @ = TIT -
Mit 1 = P,4+1(1) = a 4+ ¢ ergibt sich schlieBlich ¢ = —RLH .

(Auch auf andere Klassen von Orthogonal-Polynomen, bei de-
nen man Skalarprodukte mit Gewichtsfunktionen zugrundelegt,
ist die Methode der Rodrigues-Formel — mit Gewicht — anwend-

bar; es ergeben sich dhnliche dreigliedrige Rekursionsformein.)

5) Wir bestimmen fijf(x)dx. Dazu integrieren wir
1 1 n n
221(pl)?2 j;l P2(z)dz = f71 w(:pz — 1) (22— 1)"dx

dan

n-mal partiell und erhalten

(1" [L @2 - 1" (2n)ldz = (2n)! [1 (1 —2?)"dz =: (2n)! .

Nun gilt Io = 2 und I, = 23% n—1 (partielle Integration!), also
n!)?2 P 1 2
I, =22+l (2(n+)1)! und damit: |7, PX(z)dz = 5.7 .

6) Die Legendre-Polynome sind Ldsungen einer DGL, die wir nun
herleiten. Aus der Leibniz-Produktregel folgt nach etwas Umfor-
mung: @ fOD = ((z f) = (n+ 1)f)(n), 22 fn2) =

= (@2 )" =20+ 2)(@ ) + (n+2)(n+ 1)) und damit
@D 20D k) 10 = (@ D1) 20D (1) )
Mit f(z) = (z2—1)" daher:  (2*—1)P/+2zP,—n(n+1)P, =0.
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7) Durch ein wenig Umformung ergibt sich mit der erzeugenden
1 _ 1 i(r
|[Rei® —reiv| R R

n=0

Funktion: )" Py(cos(@—¢)) (R>71>0) .

8) Die Legendre-Polynome spielen in mancherlei Zusammen-
hang eine wichtige Rolle, z.B. bei elektrischen Potentialen und
in der Quantentheorie (Stichworte: Schrédingergleichung, kugel-
symmetrische Probleme, Kugelfldchenfunktionen,...).

Wir beschranken uns exemplarisch auf ein rechenpraktisches An-

wendungsgebiet, namlich GauBsche Quadraturformeln.

Es geht um die naherungsweise Berechnung von bestimmten In-

tegralen durch eine gewichtete Summe von Funktionswerten:
I=[!f@)dz = wif(z1)+ws f(@2) + -+ wp f(wn)

Wie sind die Stitzstellen z1,...,z, und die Gewichte zu wahlen,

damit die Naherungsformel fiir Polynome bis zu einem maoglichst

hohen Grad exakt richtig ist?

Das Lagrange-Polynom L(z) = Y ' f(z) Ar(z) mit Ap(z) =

H 7% stimmt an den Stiitzstellen mit f Gberein, ist also
1<jn KT

JFk

identisch mit f, wenn dieses selbst Polynom vom Grade < n ist.

Die Formel ist also genau dann exakt fir alle Polynome < n-ten
Grades, wenn sie fir die Polynome A, exakt ist, also die Gewichte
wy, = fjl NAi(x) dz gewdhlt werden. Mit diesen wy optimieren wir
nun die Wahl der Stutzstellen.

Ist f irgendein Polynom, hat f(z)—L(z) die Nullstellen z1, z2, .. .,
Tn, SO dass also f(x) — L(z) = q(x) H:zl(z—zk) mit einem Poly-
nom g¢. Daher f_ll f- f_llL = f_ll q(@) [[,_,(z — x)dz. Dies ver-
schwindet fir alle Polynome ¢ bis zum Grade n—1, wenn x1, .. .,
z, die Nullstellen von P, sind! Das ist die optimale Stiutzstellen-
Wahl u. ergibt die GauB/Legendre-Quadraturformeln. Polynome

f bis Grad 2n—1 werden exakt integriert, insbes. fjl/\i = w;, >0.
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Exkurs II**: Ein Satz von Henri Poincaré

Die Legendre-Polynome sind ein Beispiel fiir die Losung einer
linearen Differenzengleichung mit variablen Koeffizienten ,,in ge-
schlossener Form", insofern man durch eingehende Analyse so
genaue Kenntnisse Uber die Eigenschaften der LOsungsfunktio-
nen zusammengetragen hat, dass sie den bekannten elementaren
Funktionen an die Seite gestellt werden kdnnen. Dies ist auch
ganz allgemein die Rolle der sogenannten speziellen Funktionen
im Zusammenhang mit der Losung von DGLen: Die LOsungen
wichtiger DGLen wurden von vielen Mathematikern griindlich er-
forscht und ihre Theorie in umfangreichen Handbilichern zusam-
mengestellt und damit das Reich ,,bekannter’ Funktionen we-

sentlich erweitert.

Es gelingt aber auch, allgemeine qualitative Eigenschaften vom
Spezialfall der Gleichungen mit konstanten Koeffizienten auf sol-
che mit variablen Koeffizienten zu ubertragen. Henri Poincaré ist
der wohl bedeutendste Begriinder der qualitativen Theorie der
DGLen und DifferenzenGLen. Exemplarisch sei hier einer seiner

Satze im einfachsten nichttrivialen Fall dargestellt.

Zunacht betrachten wir die Rekursion u,4+2 = au,41+bu, mit der
Losungsgesamtheit u, = c1 A} + c2Ay oder u, = (c1 + c2n)A}, je
nachdem, ob A2 = a) + b zwei verschiedene Wurzeln A1, A oder
eine Doppelwurzel A1 besitzt. Eine nichtverschwindende Ldsung

ist durch |c1]| 4 |c2| > O gekennzeichnet. Dann gilt w, 7 O fir fast

U,

alle n, und es existiert lim,_oo =+ € {A1, A2}, mit Ausnahme des

p

Spezialfalles [A\1| = [A2|AX1 £ A2. Zu letzterem ein Gegenbeispiel:

©E.M.E.Wermuth, TH Niirnberg SS 08-15

Lin. DifferenzenGLen m. konst. Koeffizienten 23

Eine L&sung von wu,4+s = 2u,+1 — (1 + tan? %)un ist u, = (1 +
tan? \%)"/2 cos nl2 und die Folge (“%) hat alle reellen Zahlen
als Haufungspunkte! Um das einzusehen, benutzt man, dass v2
irrational ist und fiir beliebiges irrationales 0 die Folge der Werte
nf — [nd] dicht in [0,1] liegt. Wir belassen es bei dieser ange-
deuteten Begriindung. Man kann sich auch experimentell durch

einen Computer-Plot der Werte “1% davon uberzeugen.

Nun der Satz von Poincaré (aus: Sur les Equations Linéaires aux
Différentielles ordinaires et aux Différences finies, Amer. Journal

of Math. 7 (1885), 203-258).

Ein Satz von Henri Poincaré

Seien (an)nen, UNd (bn)nen, konvergente Folgen reeller oder kom-
plexer Zahlen, lima, = a, limb, = b. Die Gleichung A\> = aX + b
habe zwei Wurzeln A1, Ao mit [A1] > [A2].

Dann qilt fur jede Losung u,, der DifferenzenGL

Up4+2 = ApnUp41 + bnun (n Z 0) (*)'

die nicht schlieBlich verschwindet (d.h.: es wird u, 7= 0 flr un-
endlich viele n vorausgesetzt):

(i) u, # 0 fur fast alle n;
Unp, . . .
(ii) es existiert lim L ind st gleich A; oder gleich As.

n—oo

Eine qualitative (,,asymptotische*) Aussage lber die nichttrivia-
len Losungen von (x): Sie wachsen dhnlich wie die nichttrivialen
Losungen der DifferenzenGL w42 = auy41 + buy. % = e =
un = up(Ae™)", e, = 2tk Aper z.B. die Lésung z, = & der
Rekursion z, = x,-1 — %mn,g fallt superexponentiell. — Da man
nur die Grenzwerte von a, und b, kennt, kann bei verschiedensten
Anfangswerten ug, ui die Folge der u, schlieBlich verschwinden;

deshalb die Voraussetzung hinsichtlich des Nichtverschwindens.

Der Satz gilt analog fiir DifferenzenGLen héherer Ordnung.
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Beweis:
Als Ersatz fur die im Falle konstanter Koeffizienten mogliche
Zerlegung un, = c1A] + c2Aj in zwei Anteile mit Ai- bzw. Az-
Wachstum definieren wir eine dem in etwa entsprechende Zerle-
gung einer LOsung (un)nen, Von (x) durch
Up 1= Up + Wny Unpti i= AUp + Awy,

fur alle n € Ny , also

un ) _ (1 1 [ v 1 A2 —1 Up,
(z2) = () () wne (i) =2 (% 3) ()

Wir dricken nun v,41, wp41 durch vy, w, aus:

Zum einen up4+1 = Up41+wpt1 = A1v, + Aow,, wegen (x) zum an-
deren Up+2 = >\1Un+1+>\2wn+l - (an)\l +bn)vn+ (an)\2+bn)wn- Es
gilt ¢p 1= apAi+by = ad1+b= A2, dy ;= ado+b, — ado+b= A3

flir n — oco. Damit erhalten wir:

— M—c, )‘Z_dn — )‘f_c" )‘g_dn
Vi1 = U0+ XA Wn = AiUn + 55500+ X5 Wn,

A —d, Al—c, _ A2—d, A—c,
Wni1 = F755*Wn+ 05,V = AW+ X0 Wi + 325 Une

Man erkennt, dass die v, und die w, im wesentlichen bei jedem
Schritt um den Faktor A\; bzw. A> wachsen, so dass ,,im Normal-
fall* 2t — ﬂ# gegen \; streben sollte; dies bleibt aber nun

noch zu prazisieren.

Al—cn | AZ—dn
)

A2—A1 ,\27)\1|) (klar: en — 0 (’I’L — OO))

Wir setzen €2 := max (\
und zeigen als erstes:

(I) Mit passend gewdhltem ¢ € (0,1) folgt fir alle hinreichend
groBen n aus v, #* 0 und, sofern ¢, > 0O, |’f—| < gi dass auch
Vpg1 7 0 und )

Beweis von (I): Im Falle &, = 0 gilt einfach v,4+1 = A1v, # 0 und

Wn+1
Un+1

Wy
Un

< max(en,ﬁ

el — 2 Seialso 1>, >0 und || < L. Dann ergibt sich
Un+1 1 Un Un En
Wn,

Un

[vna1] > |on] (IA1] — €2 — €2 ) > |unl (JA1] — €2 — €,) > O fiir alle

hinreichend groBen n. Gilt nun |wy,| < en|vy|, folgt fir hinreichend

2
<e M < é&n, 9ilt g, <

= " hl-ei—e

Wnt1
Un+1

groBe n:

1
<z folgt
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W1 [wa] (N2]Fe2+en) wa | £ : .

e < Tl =) < 19| ™ flir groBe n. Dies beweist (I).
Setzen wir nun §, := max(%,e,,en41,6n42,...) und wihlen N € N

so groB, dass e, <1 (n > N) und %<0< 1 (n > N) mit

[A1]—e2—¢
einem festen ¢, ergibt sich per Induktion:
(I1) Gilt v, 7#0,

Wn
Un

<3 fur ein n> N, folgt v,4;7#0 fir alle keN

Wh. k| wn k-1 k—2
—’ < max(ﬂ ’:’—"’,19 en, O 5n+17~~~,7~95n+k—2,5n+k—1)

sowie +
Un+k

und damit insbesondere |’;—I:

—0 (n— o0).

Nun eine Fallunterscheidung. 1. Fall: Es gibt beliebig groBe n

mit v, 7= 0 und || < 6i Dann folgt nach (II) v, # 0 fir fast
alle n, |2\ — 0, also un, = vn, + wy # 0 fir fast alle n und “uﬁ =
AL+down/vn ) - . ) .

#w/v/” — A\1. 2. Fall: v, # 0 fiir unendlich viele n, aber ‘”jj—| Zéln

flir fast alle diese n. Da unendlich viele u, ungleich 0 sind, tritt
niemals v, = u,4+1 = 0 ein, also auch nie v, = w, = 0. Flr v, =0

somit immer w, = wy, # 0, fir v, #0 u, = w,(3= + 1) # 0 und

o A2, falls v, = 0O, ,
damit 2 =<\ a,/w, — X2 (n—o0), da L| < 8.
Un S, sonst wn
+vn/wn
3. Fall: Fur fast allen v, =0, also u, = wy, Upt1 = Aowy,. [ |

In mehreren Arbeiten (Journal f. reine u. angew. Math. 136
(1909), 17-37; 137 (1910), 6-64; 147 (1917), 36-53) vertiefte
Oskar Perron den Satz und untersuchte, wann (und ob iiber-
haupt) die verschiedenen Falle auftreten. Poincarés Beweis ldsst
das offen. — Instruktiv folgendes einfache Perronsche Beispiel:

unyo = (1457 Jun. Es folgt ua, = uo(14+1)(1+3) - 1+ 555

und uzn 1 =u1(1-2)(1-3) -+ (1—5). Da |ugn| — oo fiir ug7#0 und

Uop+1— 0, Kann lim % niemals existieren. (a=0,b=1, \1o=41).
Siehe H. Meschkowski, Differenzengleichungen, Gottingen 1959
(M. A. Jewgrafows Beweis des Perronschen Satzes (1953)); fer-

ner S. Elaydi, An Introduction to Difference Equations, 32005.
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