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1 Vorkurs: Mathematische Logik und Beweistechniken

Im Gegensatz zur Schulmathematik werden in der Universitätsmathematik und der mathe-
matischen Forschung alle Aussagen bewiesen. Dies liegt daran, dass die Mathematik nicht
wie experimentelle Naturwissenschaften über Experimente verfügt, mit denen sich Hypothesen
überprüfen lassen - man kann nicht messen, ob eine mathematische Aussage richtig ist, man
kann sie nur auf andere mathematische Aussagen oder auf gewisse Grundannahmen zurück-
führen. Beweisen bedeutet genau das - zu zeigen, dass mathematische Aussagen aus anderen
mathematischen Aussagen oder Axiomen (nicht beweisbare Grundannahmen) logisch zwingend
folgen. Dabei ist ein hoher Grad an Genauigkeit und Sorgfalt notwendig.

Da mathematische Aussagen aufeinander aufbauen, kann ein kleiner Fehler in einem wichti-
gen Baustein zum Einsturz des ganzen Gedankengebäudes Mathematik führen. In größerem
Maßstab ist dies in der Mathematik zum Glück erst ein einziges Mal passiert, nämlich in der
sogenannten Grundlagenkrise zu Beginn des 20. Jahrhunderts, als die Russelsche Antinomie1

fundamentale Probleme in der Mengenlehre offenlegte. Damals war eine gewisse Zeit lang un-
klar, welche Teile der Mathematik von diesem Problem betroffen waren, und welche Aussagen
überhaupt noch Gültigkeit hatten. Das strenge und sorgfältige Beweisen von Aussagen hilft,
solche Probleme zu vermeiden.

Die Grundlagen des Beweisens liegen in der Mengenlehre und der Logik. Beide Gebiete erschei-
nen anfangs manchmal abstrakt oder unnötig formal. Dies ist aber notwendig, da man in der
Mathematik sehr schnell mit Konzepten in Kontakt kommt, bei denen die unmittelbare An-
schauung oder der gesunde Menschenverstand versagt. Andererseits hat die Abstraktion auch
den Vorteil, dass sich abstrakte Konzepte und Methoden sehr allgemein anwenden lassen und
nicht auf einzelne Beispiele oder Spezialfälle beschränkt sind. In diesem Vorkurs widmen wir
uns zunächst der Logik, dem Schlussfolgern und dem präzisen Argumentieren. Anschliessend
behandeln wir dann einige grundlegende Beweistechniken.

1.1 Mathematische Logik

Definition 1.1.1: Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das entweder wahr oder falsch
ist. Im ersten Fall sagt man, die Aussage habe den Wahrheitswert w und im zweiten sie habe
den Wahrheitswert f .

Beispiel 1.1.2:
1. “Die Zahl 10 ist eine Primzahl” ist eine Aussage mit dem Wahrheitswert falsch (f).
2. “Die Zahl 3 ist eine Primzahl” ist eine wahre Aussage (w).
3. Die Ausdrücke “5 + 7” , “Guten Tag” und “Wie heißen Sie?” sind keine Aussagen.
4. Der Satz “Dieser Satz ist falsch.” ist keine Aussage. Denn wäre er wahr, so wäre er falsch

und umgekehrt. Man kann hier also keinen Wahrheitswert wahr oder falsch zuordnen2.
1Der damalige Mengenbegriff schloss im Gegensatz zum heutigen nicht aus, dass jede Menge prinzipiell ein

Element jeder beliebigen Menge sein kann. Bertrand Russel betrachtete dann die Menge aller Mengen, die sich
selbst nicht als Element enthalten, und stellte die Frage, ob diese Menge sich selbst als Element enthält. Die
Grundlagenkrise der Mathematik wird auf sehr ansprechende und unterhaltsame Weise in der Graphic Novel
Graphic Novel [DP] behandelt.

2Der tiefere Grund, warum dieser Satz keine Aussage ist, ist seine Selbstbezüglichkeit, also die Tatsache,
dass er etwas über sich selbst und nicht über einen anderen Sachverhalt aussagt. Selbstbezüglichkeit ist in der
Logik oft problematisch, da sie zu Paradoxa führt. Auch die Russelsche Antinomie ist ein Beispiel eines aus
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5. Der Satz “Dieser Satz ist wahr.” ist keine Aussage. Dies ist weniger leicht einzusehen als
im letzten Beispiel. Wir werden aber später sehen, dass man jede Aussage verneinen kann
und so eine neue Aussage erhält. Diese wäre dann der Satz aus dem letzten Beispiel.

6. Die sogenannte wahre Aussage W ist eine Aussage, die immer den Wahrheitswert w
annimmt.

7. Die sogenannte falsche Aussage F ist eine Aussage, die immer den Wahrheitswert f
annimmt.

Sind eine oder mehrere Aussagen gegeben, so lassen sich daraus durch Verknüpfungen neue
Aussagen bilden. Der zentrale Punkt dabei ist, dass der Wahrheitswert dieser neuen Aussagen
durch den der alten Aussagen bereits festgelegt wird. Die Aussage “Die Sonne scheint.” ist bei-
spielsweise keine Verknüpfung der Aussagen “Der Vorkurs findet heute statt.” und “Gestern gab
es zum Abendessen Pizza.” , da die Tatsache, dass der Vorkurs stattfindet, und das Abendessen
am Vortag keinerlei Rückschlüsse auf das heutige Wetter zulassen.

Definition 1.1.3: Für n ∈ {1, 2, 3...} ist eine n-stellige Verknüpfung oder ein n-stelliger
Junktor von gegebenen Aussagen A1, ..., An eine Aussage V (A1, ..., An), deren Wahrheitswert
durch die Wahrheitswerte der gegebenen Aussagen A1, ..., An eindeutig bestimmt ist. Sie wird
durch eine Wahrheitstafel beschrieben, die die Wahrheitswerte der Verknüpfung in Abhän-
gigkeit der Wahrheitswerte der gegebenen Aussagen angibt.

A1 A2 . . . An V (A1, ..., An)
w w . . . w ?
f w . . . w ?
w f . . . w ?
...

...
...

... ?
f f . . . f ?

Eine Wahrheitstafel für eine n-stelligen Verknüpfung ist eine Tabelle mit n + 1 Spalten und
2n Zeilen. In die ersten n Spalten werden alle möglichen Kombinationen von Wahrheitswer-
ten der gegebenen n Aussagen eingetragen, in die letzte Spalte kommt der Wahrheitswert für
die Verknüpfung, der sich aus den jeweils in der gleichen Zeile angegebenen Wahrheitswerten
der gegebenen Aussagen ergibt. Da hier für jede der 2n Kombinationen von Wahrheitswerten
der Aussagen A1, ..., An für V (A1, ..., An) entweder der Wahrheitswert w oder der Wahrheits-
wert f gewählt werden muss, gibt es insgesamt 22n verschiedene Wahrheitstafeln, die n-stellige
Verknüpfungen beschreiben.

Wichtige Beispiele von Verknüpfungen sind die sogenannten elementaren Verknüpfungen - be-
sonders einfache ein- oder zweistellige Verknüpfungen, aus denen sich jede weitere Verknüpfung
zusammensetzen lässt. Diese entsprechen jeweils bestimmten Konjunktionen oder Subjunktio-
nen in der Alltagssprache, nämlich NICHT, UND, ODER sowie WENN, DANN und GENAU
DANN, WENN. Sie können auch als die Grundbausteine oder Grundoperationen des logischen
Denkens aufgefasst werden. Man beachte dabei, dass hier unter ODER immer ein inklusives
oder (“A oder B oder beides”) verstanden wird, kein exklusives oder (“entweder A oder B”).

Definition 1.1.4: Seien A und B gegebene Aussagen. Dann definieren wir die folgenden
elementaren Verknüpfungen durch ihre Wahrheitstafeln:

Selbstbezüglichkeit entstehenden logischen Paradoxes. Als leicht zugängliche Hintergrundliteratur zum Thema
Selbstbezüglichkeit empfehle ich den Artikel [P] und das Buch [Ho].
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1. Negation - nicht A, in Zeichen: ¬A
A ¬A
w f
f w

2. Konjunktion - A und B, in Zeichen: A ∧B
A B A ∧B
w w w
w f f
f w f
f f f

3. Disjunktion - A oder B (oder beide), in Zeichen: A ∨B
A B A ∨B
w w w
w f w
f w w
f f f

4. Implikation - aus A folgt B, in Zeichen: A⇒ B
A B A⇒ B
w w w
w f f
f w w
f f w

5. Äquivalenz - A äquivalent zu B, in Zeichen: A⇔ B
A B A⇔ B
w w w
w f f
f w f
f f w

Beispiel 1.1.5:
1. Die Aussage C “Wenn es regnet, ist die Straße nass.” ist ein Beispiel für eine Implikation.

Hier ist die Aussage A: “Es regnet.” und Aussage B “Die Straße ist nass.” Aussage C ist
wahr, wenn (1. Zeile) es regnet und die Straße nass ist, (3. Zeile) wenn es nicht regnet
und die Straße nass ist oder (4. Zeile) wenn es weder regnet noch die Straße nass ist.
Sie ist nur dann falsch, wenn (2. Zeile) es regnet, die Straße aber trocken ist. Während
hier die erste und zweite Zeile intuitiv offensichtlich sind, ist dies für die dritte und
vierte Zeile eventuell etwas schwerer einzusehen. Man beachte dazu, dass weder trockene
Straßen in Abwesenheit von Regen noch andere Ursachen für nasse Straßen als Regen
(z. B. Reinigungsfahrzeuge, Schnee) im Widerspruch dazu stehen, dass Regen die Straße
nass macht.

2. Dies Aussage C “Die Straße ist nass genau dann, wenn es regnet.” ist ein Beispiel für eine
Äquivalenz. Hier werden wieder die Aussagen A: “Es regnet.” und Aussage B “Die Straße
ist nass.” kombiniert. Die Aussage C ist wahr, wenn (1. Zeile) es regnet und die Straße
nass ist oder (4. Zeile) es nicht regnet und die Straße trocken ist. Sie ist falsch, wenn es
(2. Zeile) regnet, die Straße aber trocken bleibt und (3. Zeile) die Straße nass ist, obwohl
es nicht regnet.
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3. Die Aussage C “Wenn Kühe fliegen können, dann können Delfine klettern.” ist die Impli-
kation der Aussagen A “Kühe können fliegen.” und B “Delfine können klettern.” Aussage
C ist wahr, weil sowohl A als auch B falsch sind (4. Zeile). Kühe können nicht fliegen und
Delfine nicht klettern, aber es wird auch nicht behauptet, dass dies der Fall sei, sondern
nur dass Delfine klettern könnten, wenn Kühe fliegen könnten.

4. Die Aussage “Diese Person ist eine Studentin oder eine Schülerin.” ist die Disjunktion der
Aussagen A “Diese Person ist eine Studentin.” und B “Diese Person ist eine Schülerin.”
Offensichtlich ist Aussage C wahr, wenn (1. Zeile) die Person sowohl eine Studentin ist
als auch Schülerin, also eine Frühstudentin, wenn sie (2. Zeile) zwar eine Studentin ist,
aber keine Schülerin oder (3. Zeile) zwar eine Schülerin ist, aber keine Studentin. Sie ist
nur dann falsch, wenn die Person (4. Zeile) weder eine Studentin noch eine Schülerin ist.

5. Die Aussage “Die Person ist entweder eine Studentin oder eine Schülerin.” ist keine Dis-
junktion der Aussagen A “Die Person ist eine Studentin.” und B “Die Person ist eine
Schülerin.” Denn sie ist wahr, wenn die Person zwar eine Studentin, aber keine Schülerin
ist (2. Zeile) oder eine Schülerin aber keine Studentin (3. Zeile). Sie ist falsch, wenn die
Person weder eine Schülerin noch eine Studentin ist (4. Zeile) oder sowohl eine Schülerin
als auch eine Studentin (1. Zeile). Im letzten Fall müsste die Disjunktion aber wahr sein.

Merke: Mathematisches ODER ist NICHT-EXKLUSIVES ODER:
“A oder B” heißt immer “A oder B oder beides”, nicht “entweder A oder B”

Aufgabe 1: Spielkarten, deren Vorderseiten entweder rot oder blau sind und deren Rückseiten
entweder mit einem Kreis oder mit einem Quadrat bedruckt sind, liegen mit einer beliebigen
Seite nach oben auf einem Tisch. Es soll der Wahrheitswert der Implikation “Wenn eine Seite
der Karte blau ist, ist auf der anderen Seite ein Kreis.” bestimmt werden. Welche Karten
müssen dazu umgedreht werden?

Aufgabe 2: Eine Polizistin möchte klären, ob die in einer Kneipe anwesenden Jugendlichen
unter 18 Jahre dort hochprozentige alkoholische Getränke trinken. Sie kann das Alter und das
Getränk aller anwesenden Jugendlichen überprüfen, möchte dabei aber keine Zeit verschwenden.
Wie kann sie ihre Frage mit möglichst wenigen Überprüfungen (Alter oder Getränk) klären?

Das 5. Beispiel ist ein Beispiel für eine weitere gebräuchliche logische Verknüpfung, nämlich das
sogenannte exklusive oder xor das dem “entweder ... oder” in der Umgangssprache entspricht.
Daneben gibt es noch die ebenfalls wichtige Verknüpfung nand, die fordert, dass maximal
eine von zwei gegebenen Aussagen gelten darf. Die praktische Bedeutung von nand rührt
daher, dass sich diese Verknüpfung leicht technisch in Schaltkreisen realisieren lässt und man
daraus unter Verwendung der wahren und der falschen Aussage alle elementaren Verknüpfungen
erzeugen kann. Sie spielt daher in der Schaltkreistechnik eine wichtige Rolle und dient dort als
Grundbaustein der logischen Verknüpfungen.

Definition 1.1.6: Seien A und B zwei Aussagen. Die Verknüpfungen A xor B und A nand B
werden durch die folgenden Wahrheitstafeln definiert:

A B A xor B A nand B
w w f f
w f w w
f w w w
f f f w
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Aufgabe 3: Zeigen Sie, dass sich unter Verwendung der wahren und der falschen Aussage
alle elementaren Verknüpfungen durch nand darstellen lassen.

Es ist offensichtlich, dass man durch Verschachteln der Verknüpfungen ¬, ∧, ∨,⇒,⇔, xor und
nand eine große Zahl von Verknüpfungen definieren kann. Allerdings sind nicht unbedingt alle
dieser Verknüpfungen als verschieden zu betrachten. So erhält man z. B. durch Vertauschen der
Aussagen A und B in einer Konjunktion eine Wahrheitstafel, bei der lediglich die ersten beiden
Spalten vertauscht sind. Die letzte Spalte bleibt dagegen gleich. Die Verknüpfungen A∧B und
B ∧A nehmen also für alle Wahrheitswerte der Aussagen A und B den gleichen Wahrheitswert
an. Man betrachtet sie daher als verschiedene Formulierungen ein- und derselben Aussage oder
als logisch gleichwertig. Dieser Begriff lässt sich auch allgemeiner formulieren.

Definition 1.1.7: Seien für n ∈ {1, 2, 3....} die Aussagen X und Y Verknüpfungen gegebener
Aussagen A1,..., An. Nehmen die Aussagen X und Y für alle Wahrheitswerte der Aussagen
A1,...,An jeweils den gleichen Wahrheitswert an, dann nennt man X und Y logisch gleich-
wertig und die Aussage X ⇔ Y eine Tautologie.

Nehmen X und Y immer den gleichen Wahrheitswert an, so hat die Aussage X ⇔ Y offen-
sichtlich immer den Wahrheitswert w, unabhängig von den Wahrheitswerten der gegebenen
Aussagen A1, ..., An. Wir können also eine Tautologie als eine Aussage verstehen, die immer,
trivialerweise und a priori wahr ist, d. h. unabhängig von den Wahrheitswerten irgendwelcher
gegebener Aussagen.

Beispiel 1.1.8: Die Verknüpfungen A⇔ B und (A∧B)∨(¬A∧¬B) sind logisch gleichwertig,
denn die Wahrheitstafel der Verknüpfung (A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B) hat die Form

A B ¬A ¬B A ∧B (¬A ∧ ¬B) (A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B)
w w f f w f w
w f f w f f f
f w w f f f f
f f w w f w w.

Durch Vergleich der letzten Spalte mit der letzten Spalte der Wahrheitstafel für A ⇔ B sieht
man, dass diese übereinstimmen. Also ist (A⇔ B)⇔ ((A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B)) eine Tautologie.

Da es sehr viele Möglichkeiten gibt, die elementaren Verknüpfungen zu kombinieren, möchte
man nicht nur einzelne Beispiele betrachten, sondern systematische Rechenregeln herleiten,
die es einem erlauben, Ausdrücke mit ineinander verschachtelten elementare Verknüpfungen
umzuformen und zu vereinfachen. Diese nehmen immer die Form von Tautologien an und
können durch einen Vergleich der zugehörigen Wahrheitstafeln bewiesen werden.

Satz 1.1.9: (Rechenregeln für Verknüpfungen)

Für beliebige Aussagen A,B,C sind die folgenden Verknüpfungen Tautologien:

(i) Doppelnegationsgesetz: ¬(¬A)⇔ A,
(ii) Kontrapositionsgesetz: (A⇒ B)⇔ ((¬B)⇒ (¬A))
(iii) Kommutativgesetze: A ∨B ⇔ B ∨ A und A ∧B ⇔ B ∧ A,
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(iv) Assoziativgesetze: (A ∨B) ∨ C ⇔ A ∨ (B ∨ C) und (A ∧B) ∧ C ⇔ A ∧ (B ∧ C)
(v) Distributivgesetze: A∨(B∧C)⇔ (A∨B)∧(A∨C) und A∧(B∨C)⇔ (A∧B)∨(A∧C)
(vi) de Morgansche Gesetze: ¬(A ∧B)⇔ (¬A) ∨ (¬B) und ¬(A ∨B)⇔ (¬A) ∧ (¬B).

Beweis:
Wir stellen für beide Aussagen in den Tautologien Wahrheitstafeln auf und zeigen, dass die
Spalten dieser Aussagen für alle Werte der Aussagen A und B übereinstimmen. Wir führen
dies an den Beispielen des Doppelnegationsgesetzes und der de Morganschen Gesetze vor.
(i) Für das Doppelnegationsgesetz erhält man die Wahrheitstafel

A ¬A ¬(¬A)
w f w
f w f

Da die erste und letzte Spalte der Tafel für alle möglichen Wahrheitswerte der Aussage A
übereinstimmen, handelt es sich um eine Tautologie.

(vi) Die Wahrheitstafeln für das erste de Morgansche Gesetz nehmen die folgende Form an

A B A ∧B ¬(A ∧B)
w w w f
w f f w
f w f w
f f f w

A B ¬A ¬B (¬A) ∨ (¬B)
w w f f f
w f f w w
f w w f w
f f w w w

Da die letzten Spalten der zwei Tafeln für alle Werte der Aussagen A und B übereinstimmen,
ist ¬(A∧B)⇔ (¬A)∨ (¬B) eine Tautologie. Für das zweite de Morgansche Gesetz erhält man
die Wahrheitstafeln:

A B A ∨B ¬(A ∨B)
w w w f
w f w f
f w w f
f f f w

A B ¬A ¬B (¬A) ∧ (¬B)
w w f f f
w f f w f
f w w f f
f f w w w

Da auch hier wieder die letzten Spalten der zwei Tafeln für alle Werte der Aussagen A und B
übereinstimmen, ist ¬(A ∨B)⇔ (¬A) ∧ (¬B) eine Tautologie. 2

Aufgabe 4: Beweisen Sie die Rechenregeln (ii) bis (v).

Wir zeigen nun, dass sich alle n-stelligen Verknüpfungen als verschachtelte elementare Verknüp-
fungen darstellen lassen. Genauer gesagt kommt man mit drei der fünf genannten elementaren
Verknüpfungen aus, nämlich der Negation (NICHT), der Konjunktion (UND) und der Disjunk-
tion (ODER).

Satz 1.1.10: Gegeben sei eine Wahrheitstafel mit 2n Zeilen und (n + 1) Spalten, in deren
ersten n Spalten die gegebenen Aussagen stehen und in deren letzter Spalte eine Verknüpfung
dieser Aussagen steht. Die disjunktive Normalform dieser Verknüpfung ist die Verknüpfung,
die aus der Wahrheitstafel durch die folgenden Schritte konstruiert wird.

• Schritt 1: Man streicht alle Zeilen, wo in der letzten Spalte der Wahrheitswert f steht.

11



• Schritt 2: Für jede verbleibende Zeile ersetzt man zuerst die Aussagen, die dort den
Wahrheitswert f haben durch Ihre Negation und verknüpft dann mittels der Konjunktion
alle gegebenen Aussagen. Die so entstehende Verknüpfung wird mit ihrem Wahrheitswer-
ten als letzte Spalte an die Wahrheitstafel angefügt.
• Schritt 3: Hat man Schritt 2 für alle Zeilen durchgeführt, so klammert man die Ausdrücke

in allen neu hinzugekommenen Spalten und verknüpft sie durch die Disjunktion.

Die disjunktive Normalform einer Verknüpfung ist zu der Verknüpfung logisch gleichwertig.

Beweis:
Ein Beweis dieses Satzes findet sich beispielsweise in [Si], Kapitel 1C, wo sich auch weiterge-
hende Aussagen und Betrachtungen zur disjunktiven Normalform bereitgestellt werden. 2

Beispiel 1.1.11: Wir betrachten die Äquivalenz A ⇔ B und drücken sie mittels der dis-
junktiven Normalform durch die Verknüpfungen ¬ und ∧ aus. Dazu stellen wir zuerst ihre
Wahrheitstafel auf und wenden dann die einzelnen Schritte aus Satz 1.1.10 an.

A B A⇔ B
w w w
w f f
f w f
f f w

→
A B A⇔ B
w w w
f f w

→
A B A⇔ B A ∧B
w w w w
f f w f

→
A B A⇔ B A ∧B ¬A ∧ ¬B
w w w w f
f f w f w

→ (A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B)

Also ist die Verknüpfung A⇔ B logisch gleichwertig zur Verknüpfung (A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B).

Beispiel 1.1.12: Wir bestimmen die disjunktive Normalform der Verknüpfung A∧ (B ⇒ C).

A B C A ∧ (B ⇒ C)
w w w w
w w f f
w f w w
w f f w
f w w f
f w f f
f f w f
f f f f

→

A B C A ∧ (B ⇒ C)
w w w w
w f w w
w f f w

→

A B C A ∧ (B ⇒ C) A ∧B ∧ C
w w w w w
w f w w f
w f f w f

→

A B C A ∧ (B ⇒ C) A ∧B ∧ C A ∧ ¬B ∧ C
w w w w w f
w f w w f w
w f f w f f
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→

A B C A ∧ (B ⇒ C) A ∧B ∧ C A ∧ ¬B ∧ C A ∧ ¬B ∧ ¬C
w w w w w f f
w f w w f w f
w f f w f f w

→ (A ∧B ∧ C) ∨ (A ∧ ¬B ∧ C) ∨ (A ∧ ¬B ∧ ¬C).

Daraus erhält man, dass die Verknüpfung A∧(B ⇒ C) logisch gleichwertig ist zur Verknüpfung
(A ∧B ∧ C) ∨ (A ∧ ¬B ∧ C) ∨ (A ∧ ¬B ∧ ¬C).

Die disjunktive Normalform erlaubt es einem beliebige Verknüpfungen von Aussagen durch dazu
gleichwertige Aussagen zu ersetzen, die nur aus ¬, ∧, ∨ aufgebaut sind. In den so konstruierten
Verknüpfungen stehen ¬ und ∧ in den Klammern und ∨ zwischen den Klammern. Ebenso
kann man zu einer gegebenen Verknüpfung aber auch die sogenannte konjunktive Normalform
konstruieren, in denen aus ¬ und ∨ bestehende Ausdrücke in Klammern durch ∧ zwischen den
Klammern werden. Das geht ganz ähnlich.

Satz 1.1.13: Gegeben sei eine Wahrheitstafel mit 2n Zeilen und (n + 1) Spalten, in deren
ersten n Spalten die gegebenen Aussagen stehen und in deren letzter Spalte eine Verknüpfung
dieser Aussagen steht. Die konjunktive Normalform dieser Verknüpfung ist die Verknüpfung,
die aus der Wahrheitstafel wie folgt konstruiert wird.

• Schritt 1: Man streicht alle Zeilen, wo in der letzten Spalte der Wahrheitswert w steht.
• Schritt 2: Für jede verbleibende Zeile ersetzt man zuerst die Aussagen, die dort den

Wahrheitswert w haben durch ihre Negation und verknüpft dann mittels der Disjunktion
alle gegebenen Aussagen. Die so entstehende Verknüpfung wird mit ihrem Wahrheitswer-
ten als letzte Spalte an die Wahrheitstafel angefügt.
• Schritt 3: Hat man Schritt 2 für alle Zeilen durchgeführt, so klammert man die Ausdrücke

in allen neu hinzugekommenen Spalten und verknüpft sie durch die Konjunktion.

Die konjunktive Normalform einer Verknüpfung ist zu der Verknüpfung logisch gleichwertig.
Beweis:
Ein Beweis dieses Satzes findet sich beispielsweise in [Si], Kapitel 1C, wo sich auch weiterge-
hende Aussagen und Betrachtungen zur konjunktiven Normalform bereitgestellt werden. 2

Beispiel 1.1.14: Wir bestimmen die konjunktive Normalform der Äquivalenz A⇔ B.

A B A⇔ B
w w w
w f f
f w f
f f w

→
A B A⇔ B
w f f
f w f

→
A B A⇔ B ¬A ∨B
w f f f
f w f w

→
A B A⇔ B ¬A ∨B A ∨ ¬B
w f f f w
f w f w f

→ (¬A ∨B) ∧ (A ∨ ¬B)

Also ist die Verknüpfung A⇔ B logisch gleichwertig zur Verknüpfung (¬A ∨B) ∧ (A ∨ ¬B).

Wir haben Verknüpfungen von Aussagen eingeführt, die sich mittels Wahrheitstafeln aus ge-
wissen vorgegebenen Aussagen A1, ..., An konstruieren lassen. Stattdessen können wir eine n-
stellige Verknüpfung von Aussagen A1, ..., An aber auch als eine Abbildung auffassen, die jeder
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geordneten Liste von n Wahrheitswerten - die ersten n Einträge einer Zeile der Wahrheitsta-
fel - einen Wahrheitswert zuordnet - den Wahrheitswert der Verknüpfung im letzten Eintrag
dieser Zeile. Bezeichnen wir mit {w, f}×n die Menge der geordneten n-stelligen Listen oder
n-Tupel von Wahrheitswerten, so können wir eine Verknüpfung q also auffassen als eine Abbil-
dung q : {w, f}×n → {w, f}. Dieses Prinzip lässt sich verallgemeinern. Wir können statt der
Menge von geordneten n-Tupeln von Wahrheitswerten beliebige Mengen betrachten zusammen
mit Abbildungen, die jedem Element einer solchen Menge einen Wahrheitswert zuordnen. Dies
ergibt die sogenannten Aussageformen oder Prädikate.

Definition 1.1.15: Eine Aussageform oder ein Prädikat ist eine Abbildung Q : M →
{w, f}, von einer MengeM in die Menge {w, f} der Wahrheitswerte, also eine Zuordnung eines
Wahrheitswerts w oder f zu jedem Element der Menge M .

Beispiel 1.1.16:
1. Wir bezeichnen mit N = {1, 2, 3, ...} die Menge der natürlichen Zahlen und betrachten das

Prädikat P : {1, 2, 3...} → {w, f}, das die Eigenschaft “Die Zahl n ∈ N ist eine Primzahl.”
beschreibt. Er ordnet einer Zahl n ∈ N den Wahrheitswert w zu, wenn n eine Primzahl
ist und ansonsten den Wahrheitswert f . Man schreibt auch

P (n) =

{
w n Primzahl
f sonst.

2. Eine n-stellige Verknüpfung ist ein Prädikat P : {w, f}×n → {w, f}.
3. Die zweistellige Verknüpfung A∧B ist ein Prädikat P : {w, f}×2 → {w, f}, das dem Tupel

(w,w) den Wahrheitswert w und den Tupeln (w, f), (f, w), (f, f) den Wahrheitswert f
zuordnet.

4. Die zweistellige Verknüpfung ¬A ⇒ B ist ein Prädikat P : {w, f}×2 → {w, f}, das
den Tupeln (f, w), (w,w) und (w, f) den Wahrheitswert w und dem Tupel (f, f) den
Wahrheitswert f zuordnet.

Wie auch im Fall der Verknüpfungen kann man Prädikate mittels Negationen, Konjunktionen,
Disjunktionen, Implikationen und Äquivalenzen kombinieren und erhält so neue Prädikate.
Dabei lässt man die Verknüpfungen auf die zugeordneten Wahrheitswerte wirken.

Definition 1.1.17: Sei M eine Menge und P,Q : M → {w, f} Prädikate. Dann definieren
wir die folgenden Prädikate durch ihre Wahrheitswerte

1. Das Prädikat ¬P : M → {w, f} ordnet x ∈M den Wahrheitswert ¬P (x) zu.
2. Das Prädikat P ∧Q : M → {w, f} ordnet x ∈M den Wahrheitswert P (x) ∧Q(x) zu.
3. Das Prädikat P ∨Q : M → {w, f} ordnet x ∈M den Wahrheitswert P (x) ∨Q(x) zu.
4. Das Prädikat P ⇒ Q : M → {w, f} ordnet x ∈M den Wahrheitswert P (x)⇒ Q(x) zu.
5. Das Prädikat P ⇔ Q : M → {w, f} ordnet x ∈M den Wahrheitswert P (x)⇔ Q(x) zu.

Wir haben bereits gezeigt, dass Verknüpfungen als Prädikate aufgefasst werden können. Umge-
kehrt können wir aus Prädikaten Verknüpfungen konstruieren, benötigen dazu aber zusätzliche
Struktur, nämlich die sogenannten Quantoren. Die zwei wichtigsten sind der Existenzquan-
tor, der mit ∃ bezeichnet wird und den Sätzen “ es gibt (mindestens) ein ...” oder “es existiert
(mindestens) ein ...” entspricht und der Allquantor, der mit ∀ bezeichnet wird und dem Satz
“für alle ...gilt” entspricht. Zusätzlich gibt es noch den Quantor 6 ∃, der oft auch mit ¬∃ be-
zeichnet wird und “es gibt kein ...” bedeutet und den Quantor ∃!, der für “es gibt genau ein ...”
steht.
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Definition 1.1.18: Sei M eine Menge und P : M → {w, f} ein Prädikat. Dann definieren
wir die folgenden Aussagen:

1. Die Aussage (∀x ∈ M : P (x)) hat den Wahrheitswert w, wenn P (x) = w für alle x ∈ M
gilt und ansonsten den Wahrheitswert f .

2. Die Aussage (¬∀x ∈ M : P (x)) hat den Wahrheitswert w, wenn es (mindestens) ein
x ∈M mit P (x) = f gibt und ansonsten den Wahrheitswert f .

3. Die Aussage (∃x ∈M : P (x)) hat den Wahrheitswert w, wenn es (mindestens) ein x ∈M
mit P (x) = w gibt und ansonsten den Wahrheitswert f .

4. Die Aussage (∃!x ∈ M : P (x)) hat den Wahrheitswert w, wenn es genau ein x ∈ M mit
P (x) = w gibt und ansonsten den Wahrheitswert f .

Beispiel 1.1.19: Für das Prädikat

P : N→ {w, f}, P (n) =

{
w n Primzahl
f sonst

gilt (∀n ∈ N : P (n)) = f , denn nicht jede Zahl n ∈ N ist eine Primzahl. Ausserdem gilt
(¬∀n ∈ N : P (n)) = w, denn es gibt eine Zahl, die keine Primzahl ist, (∃n ∈ N : P (n)) = w,
denn es gibt (mindestens) eine Zahl in N, die eine Primzahl ist, und (∃!x ∈ N : P (n) = w) = f ,
denn es gibt mehr als eine Primzahl.

Satz 1.1.20: Rechenregeln für Quantoren
Seien P,Q : M → {w, f} Prädikate und q eine Aussage. Dann sind die folgenden Paare von
Aussagen logisch gleichwertig:
(i) (¬∀x ∈M : P (x)) und (∃x ∈M : ¬P (x))
(ii) (¬∃x ∈M : P (x)) und (∀x ∈M : ¬P (x))
(iii) (∃x ∈M : (P ∨Q)(x)) und (∃x ∈M : P (x)) ∨ (∃x ∈M : Q(x))
(iv) (∀x ∈M : (P ∧Q)(x)) und (∀x ∈M : P (x)) ∧ (∀x ∈M : Q(x))
(v) (∀x ∈M : q ∨ P (x)) und q ∨ (∀x ∈M : P (x))
(vi) (∃x ∈M : q ∧ P (x)) und q ∧ (∃x ∈M : P (x))
(vii) (∀x ∈M : P (x))⇒ q und (∃x ∈M : (P (x)⇒ q))
(viii) (∃x ∈M : P (x))⇒ q und (∀x ∈M : (P (x)⇒ q))
(ix) q ⇒ (∀x ∈M : P (x)) und (∀x ∈M : (q ⇒ P (x)))
(x) q ⇒ (∃x ∈M : P (x)) und (∃x ∈M : (q ⇒ P (x))).

Beweis:
Wir beweisen Aussage (i) und (vii) als Beispiele für das allgemeine Vorgehen.

(i) Wenn (¬∀x ∈ M : P (x)) den Wahrheitswert w hat, dann gibt es nach Definition 1.1.18 ein
y ∈ M mit P (y) = f , was gleichbedeutend ist zu ¬P (y) = w. Also hat (∃x ∈ M : ¬P (x))
ebenfalls den Wahrheitswert w. Hat aber (¬∀x ∈ M : P (x)) den Wahrheitswert f , dann gilt
P (x) = w für alle x ∈ M und somit ¬P (x) = f für alle x ∈ M . Also gibt es kein x ∈ M
mit ¬P (x) = w und somit hat (∃x ∈ M : ¬P (x)) den Wahrheitswert f . Damit stimmen die
Wahrheitstafeln der beiden Aussagen überein, und die Aussagen sind logisch gleichwertig.

(vii) Ist q wahr, dann sind sowohl die rechte als auch die linke Aussage immer wahr. Sei also
jetzt q falsch.
1. Ist (∀x ∈ M : P (x)) ⇒ q wahr, dann muss es wegen q = f ein y ∈ M geben mit P (y) = f ,
da ja sonst q wahr sein müsste. Für dieses y ∈ M ist dann auch P (y)⇒ q wahr und somit ist
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(∃x ∈M : (P (x)⇒ q)) wahr.
2. Ist umgekehrt (∃x ∈M : (P (x)⇒ q)) wahr, dann existiert wegen q falsch ein y ∈M , so dass
P (y)⇒ q wahr ist. Da q falsch ist, muss dann auch P (y) falsch sein. Also ist (∀x ∈M : P (x))
falsch und somit ist (∀x ∈M : P (x))⇒ q wahr.
3. In 1. und 2. wurde gezeigt, dass aus der Wahrheit der Aussage (∀x ∈ M : P (x)) ⇒ q)
folgt, dass auch die Aussage (∃x ∈ M : (P (x) ⇒ q)) wahr ist und aus der Wahrheit der
Aussage (∃x ∈ M : (P (x) ⇒ q)), folgt, dass auch (∀x ∈ M : P (x)) ⇒ q) wahr ist. Somit
haben die Aussagen (∀x ∈ M : P (x)) ⇒ q) und (∃x ∈ M : (P (x) ⇒ q)) immer den gleichen
Wahrheitswert und sind somit logisch gleichwertig. 2

Bemerkung 1.1.21: Ist M = ∅ die leere Menge, so ist eine Aussage der Form (∀x ∈M : ...)
immer wahr und eine Aussage der Form (∃x ∈ M : ...) immer falsch. Dies ist jedoch kein
Widerspruch zu den Rechenregeln in Satz 1.1.20 (vii) und (viii), denn ein Prädikat P : ∅ →
{w, f} ordnet keinem Element x ∈ M einen Wahrheitswert zu. Das heißt die Ausdrücke P (x)
in (vii) und (viii) existieren nicht, und es wird keine Aussage über Elemente x ∈M gemacht.

Aufgabe 5: Beweisen Sie die Rechenregeln (ii)-(vi) und (viii)-(x).

Aufgabe 6: Der Computer meldet: “Nicht alle Ihrer Dateien werden nicht gelöscht.”. Was
passiert mit den Dateien?

Es ist nützlich, die gängigsten sprachlichen Formulierungen zu kennen, die die Erzeugung einer
Aussage aus einem Prädikat mittels des Allquantors oder des Existenzquantors beschreiben.
Da ein mathematischer Text, der vorwiegend aus geklammerten logischen Aussagen bestünde,
sehr unübersichtlich wäre, werden die Aussagen der Form ∀x ∈ M : P (x) oder ∃x ∈ M : P (x)
in mathematischen Definitionen, Sätzen und Beweisen häufig durch die folgenden sprachlichen
Formulierungen ersetzt.

∀x ∈M : P (x)

• Für alle x ∈M gilt P (x).
• Für jedes Element x ∈M gilt P (x).
• Für ein beliebiges Element x ∈M gilt P (x).
• Sei x ∈M (beliebig). Dann gilt P (x).
• Ist x ∈M , dann/so gilt P (x).
• Wenn x ∈M , dann folgt P (x).
• Jedes Element von M erfüllt P .
• Alle Elemente von M erfüllen P .

∃x ∈M : P (x)

• Es gibt (mindestens) ein x ∈M mit P (x).
• Es existiert (mindestens) ein x ∈M mit P (x).
• Die Menge M hat ein Element x, das P erfüllt.
• Ein Element von M erfüllt P .
• Für ein geeignetes Element x ∈M gilt P (x).
• Man kann ein x ∈M wählen, so dass P (x) gilt.

Aufgabe 7: Sei M die Menge aller Menschen und N die Menge aller geordneten Paare von
Menschen. Wir betrachten das logische Prädikat P : N → {w, f}, das den Wert P (a, b) = w
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annimmt, wenn der Mensch a den Menschen b liebt, und den Wert f , wenn das nicht der Fall
ist. Übersetzen Sie die folgenden Aussagen in Alltagssprache:

(a) ∀a ∈M : ∃b ∈M : P (a, b),
(b) ∀a ∈M : ∃b ∈M : P (b, a),
(c) ∃a ∈M : ∀b ∈M : P (a, b),
(d) ∃a ∈M : ∀b ∈M : P (b, a),
(e) ∀a ∈M : (∃b ∈M : P (a, b)) ∧ (∃c ∈M : P (c, a)),
(f) ∀a ∈M : ∃b ∈M : P (a, b) ∧ P (b, a),
(g) ∀a ∈M : (∃b ∈M : P (a, b)) ∨ (∃c ∈M : P (c, a)),
(h) ∀a ∈M : ∃b ∈M : P (a, b) ∨ P (b, a),
(i) 6 ∃a ∈M : ∀b ∈M : P (b, a),
(j) 6 ∃a ∈M : 6 ∃b ∈M : P (b, a),
(k) 6 ∃a ∈M : ∃b ∈M : P (b, a) ∧ P (b, a),
(l) ∀a ∈M : ∃!b ∈M : P (a, b) ∧ P (b, a),
(m) ∃a ∈M : 6 ∃b ∈M : P (b, a),
(n) ∃!a ∈M : ∀b ∈M : P (a, b) ∨ P (b, a),
(o) ∀a ∈M : ∀b ∈M : P (a, b)⇒ P (b, a).

1.2 Beweistechniken

Ein großer Teil der Mathematikvorlesungen ist dem Beweisen gewidmet. Anders als in der Schule
werden im Mathematikstudium mathematische Aussagen immer bewiesen. Dazu reicht es nicht,
einige Spezialfälle oder Beispiele zu untersuchen und festzustellen, dass diese Aussagen in diesen
Fällen wahr sind. Dies macht es zwar plausibel, dass die Aussage gelten könnte, erlaubt es aber
nicht, das zwingend zu folgern, da es ja immer möglich ist, dass man ein Gegenbeispiel übersehen
oder vergessen hat. Beweisen besteht also nicht aus dem Betrachten von Beispielen, auch wenn
das oft eine nützliche Aufwärmübung ist, sondern daraus, die zu beweisenden Aussagen logisch
zwingend auf andere Aussagen zurückzuführen, deren Wahrheit bekannt ist. Damit ein Beweis
gelingt, ist es wichtig, klar, präzise und logisch stimmig zu argumentieren. Dabei ist es hilfreich,
die folgenden Grundtechniken zu kennen.

Ein konstruktiver Beweis zeigt, dass ein Objekt mit bestimmten Eigenschaften existiert,
indem entweder ein solches Objekt direkt angegeben wird oder eine Konstruktionsvorschrift,
die es einem erlaubt, ein solches Objekt zu konstruieren. Ein nicht konstruktiver Beweis
zeigt nur die Existenz eines solchen Objektes, ohne aber ein solches Objekt oder eine Konstruk-
tionsvorschrift dafür anzugeben. Beispiele von konstruktiven Beweisen sind die folgenden.

Lemma 1.2.1: Gegeben ist ein Polynom p = x2 − 2px + q mit rationalen Koeffizienten p, q,
so dass p2 − q > 0 gilt. Dann hat dieses Polynom zwei verschiedene reelle Nullstellen.

Beweis:
Da p2 − q > 0 ist

√
p2 − q definiert und

√
p2 − q > 0. Also sind y+ = p +

√
p2 − q und

y− = p−
√
p2 − q zwei verschiedene reelle Zahlen. Außerdem gilt

y2
± − 2py± + q = (p±

√
p2 − q)2 − 2p(p±

√
p2 − q) + q

= p2 + p2 − q ± 2p
√
p2 − q ∓ 2p

√
p2 − q − 2p2 + q = 0.

Also sind y+ und y− zwei verschiedene reelle Nullstellen von p. 2
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Lemma 1.2.2: Das Quadrat einer geraden ganzen Zahl ist gerade.

Beweis:
Sei n eine gerade ganze Zahl. Da n gerade ist, gibt es eine ganze Zahl k mit n = 2 · k. Daraus
folgt n2 = (2 · k)2 = 4 · k2 und somit ist n2 = 2 · (2 · k2), wobei 2 · k2 ganz ist, da k und 2 ganz
sind. Also ist n2 gerade. 2

Die Beweise von Lemma 1.2.1 und Lemma 1.2.2 sind konstruktiv, da im Beweis von Lemma
1.2.1 die zwei verschiedenen Nullstellen explizit konstruiert werden und im Beweis von Lemma
1.2.2 eine ganze Zahl s mit n = 2 · s explizit angegeben wird, nämlich s = 2 · k2. Ein Beispiel
für einen nicht-konstruktiven Beweis ist der folgende.

Lemma 1.2.3: Das Polynom p = x5−x4 +2x3 +x−1 hat eine Nullstelle im offenen Intervall
(−1, 1).

Beweis:
Es gilt p(1) = 1− 1 + 2 + 1− 1 = 2 und p(−1) = −1− 1− 2− 1− 1 = −6. Da also p(1) > 0
ist und p(−1) < 0 und Polynome stetig sind, muss es nach dem Mittelwertsatz eine Nullstelle
im Intervall (-1,1) geben. 2

Dieser Beweis ist nicht-konstruktiv, da er weder eine Nullstelle explizit angibt noch eine Vor-
schrift bereitstellt, die es einem erlaubt, eine solche Nullstelle zu konstruieren. Man kann sogar
beweisen, dass es für Polynome vom Grad ≥ 5 mit rationalen Koeffizienten eine solche Vor-
schrift nicht gibt, d. h. es ist prinzipiell unmöglich, eine Formel anzugeben, die die Nullstellen
eines beliebigen Polynoms von Grad ≥ 5 mit rationalen Koeffizienten durch seine Koeffizienten
ausdrückt.

Während ein konstruktiver Beweis also den Vorteil hat, dass er mehr Information enthält - er
zeigt nicht nur, dass das gesuchte Objekt existiert sondern auch noch wie es konkret aussieht -
sind nicht-konstruktive Beweise allgemeiner. Sie lassen sich auch in solchen Situationen führen,
in denen es unmöglich oder sehr aufwändig wäre, das gesuchte Objekt explizit zu konstruieren.

Der indirekte Beweis oder Widerspruchsbeweis einer Aussage B wird geführt, indem man
zunächst annimmt, die Aussage B sei falsch. Dies führt man dann zu einem Widerspruch,
d. h. man folgert mit Hilfe der Aussagenlogik, dass dann auch eine weitere Aussage A falsch
sein müsste, von der aber bekannt ist, dass sie wahr ist. Somit muss die ursprüngliche Annahme
falsch und die Aussage B wahr sein. Formal gesprochen zeigt man also, dass ¬B ⇒ ¬A, was
logisch gleichwertig ist zu der Aussage A⇒ B. Ist A wahr, so muss dann auch B wahr sein.

Beim indirekten Beweisen ist es daher essentiell, dass man mit Aussagenlogik, insbesondere der
Verneinung von Aussagen, souverän umgehen kann. Ausserdem muss man stets überprüfen, ob
die Aussage, zu der ein Widerspruch erzeugt wird, tatsächlich wahr ist. Wir betrachten nun
einige Beispiele indirekter Beweise. Dabei setzen wir die Wahrheit der Aussagen voraus, dass
sich jede rationale Zahl als gekürzter Bruch beschreiben lässt und dass sich jede natürliche
Zahl außer der 1 in Primfaktoren zerlegen lässt. Diese werden im Laufe der Grundvorlesungen
bewiesen.

Satz 1.2.4:
√

2 ist irrational: es gibt keine rationale Zahl q mit q2 = 2.
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Beweis:
Angenommen es gibt eine rationale Zahl q mit q2 = 2. Dann können wir q als gekürzten
Bruch ausdrücken q = a/b mit teilerfremden ganzen Zahlen a, b. Aus q2 = 2 folgt dann
a2 = 2b2. Also teilt 2 das Produkt a2 = a · a, und da 2 eine Primzahl ist, muss sie einen
der Faktoren im Produkt teilen. Also ist a gerade, und es gibt eine ganze Zahl c mit
a = 2c. Einsetzen in die Gleichung a2 = 2b2 ergibt dann b2 = 2c2. Also teilt 2 das Produkt
b2 = b · b, b ist gerade und es gibt eine ganze Zahl d mit b = 2d. Dies ist ein Widerspruch
zur Annahme, dass der Bruch q = a/b gekürzt ist, denn wenn a = 2c und b = 2d mit gan-
zen Zahlen c, d, so ist a/b nicht gekürzt. Also kann es keine rationale Zahl q mit q2 = 2 geben. 2

Satz 1.2.5 (Satz von Euklid): Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Beweis:
Angenommen es gibt nur n Primzahlen p1,..., pn ∈ N. Dann betrachten wir die Zahl
m = p1 · ... · pn + 1. Offensichtlich ist m > 1. Da sich jede natürliche Zahl außer der 1 als
Produkt von Primfaktoren schreiben lässt, muss es also mindestens eine Primzahl geben, die
m teilt. Dies kann aber nicht gelten, da Teilen von m durch jede Primzahl p1, ..., pn den Rest
1 ergibt. Also ergibt sich ein Widerspruch zur Existenz der Primfaktorzerlegung, und es muss
unendlich viele Primzahlen geben. 2

Aufgabe 8: Beweisen Sie mit einem indirekten Beweis, dass das Quadrat einer ungeraden
Zahl ungerade ist.

Ein weiteres wichtiges Beweisverfahren ist die vollständige Induktion. Diese kommt oft dann
zur Anwendung, wenn eine Aussage der Form (x ∈ N : P (x)) für ein Prädikat P : N→ {w, f}
bewiesen werden soll. Beispiele solcher Aussagen sind oft Formeln oder Ungleichungen, deren
Gültigkeit für alle natürlichen Zahlen (oder eine unendliche Teilmenge M davon) bewiesen
werden soll. Dabei geht man wie folgt vor. Man zeigt zunächst, dass die Aussage für die kleinste
natürliche Zahl in der Menge M wahr ist. Dies bezeichnet man als den Induktionsanfang.
Danach zeigt man, dass aus P (n) = w für eine Zahl n ∈ M folgt, dass auch P (m) = w für die
nächstgrößere Zahl m ∈ M , also dass die Induktionsbehauptung wahr ist. Dies nennt man
den Induktionsschritt. Er beweist die Wahrheit der Aussage für alle m ∈M .

Lemma 1.2.6: Für alle natürlichen Zahlen n gilt

1 + 2 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
.

Beweis:
Beweis mit vollständiger Induktion.
1. Induktionsanfang: Die Aussage gilt für n = 1, denn 1 = (1 · 2)/2.
2. Induktionsschritt: Angenommen die Aussage gilt für die natürliche Zahl n. Dann ergibt sich
für die Zahl n+ 1

1 + 2 + ...+ n+ n+ 1 = (1 + 2 + ...+ n) + (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ n+ 1

=
n(n+ 1) + 2(n+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Also gilt dann die Aussage auch für die natürliche Zahl n + 1. Damit folgt, dass die Aussage
für alle n ∈ N wahr ist. 2
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Lemma 1.2.7: Für alle natürlichen Zahlen n gilt

n∑
k=0

k(k + 1) = 0 · 1 + 1 · 2 + 2 · 3 + ...+ n(n+ 1) = 1
3
n(n+ 1)(n+ 2)

Beweis:
Beweis mit vollständiger Induktion.
1. Induktionsanfang: Die Aussage gilt für n = 1, denn

∑1
k=0 k(k+1) = 0·1+1·2 = 2 = 1

3
·1·2·3.

2. Induktionsschritt: Angenommen die Aussage gilt für die natürliche Zahl n. Dann ergibt sich
für die Zahl n+ 1

n+1∑
k=0

k(k + 1) = 1 · 2 + ...+ n(n+ 1) + (n+ 1)(n+ 2) =
n∑
k=0

k(k + 1) + (n+ 1)(n+ 2)

= 1
3
n(n+ 1)(n+ 2) + (n+ 1)(n+ 2) = 1

3
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

Also gilt die Aussage auch für n+ 1 und somit für alle n ∈ N. 2
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2 Algebraische Grundbegriffe

2.1 Mengen und Abbildungen

Neben der Logik ist die zweite Säule der Mathematik die Mengenlehre. Die Mengenlehre befasst
sich mit Mengen, die man sich als eine Art Behälter vorstellen kann, die mit gewissen mathe-
matischen Dingen gefüllt werden, den Elementen, die auch selbst wieder Behälter sein können.
Der erste Versuch, dieses Konzept mathematisch zu formulieren war die naive Mengendefinition
von Georg Cantor (1845-1918).

“Definition” 2.1.1 (Cantor): “Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlun-
terschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.”

Diese naive Definition einer Menge ist relativ nichtssagend, unpräzise und hat sich später als
inadäquat herausgestellt. Sie enthält jedoch schon einige wichtige Eigenschaften von Mengen.
Eine Menge besteht aus Elementen - den Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens.
Diese Elemente können eine sehr allgemeine Gestalt annehmen - prinzipiell alles, was wir wahr-
nehmen oder denken können - und können insbesondere auch selbst wieder Mengen sein. Sie
sind bestimmt - es lässt sich eindeutig entscheiden, ob etwas ein Element einer Menge ist oder
nicht. Sie sind wohlunterschieden - es kommt nicht mehrmals das gleiche Element in einer Men-
ge vor - und die Menge (das Ganze) ist durch ihre Elemente eindeutig charakterisiert. Obwohl
dies in der Definition nicht explizit erwähnt wird, enthielt der damalige Mengenbegriff auch
das Konzept der leeren Menge - eine Menge, die keine Elemente enthält. Übertragen wir die
Cantorsche Definition in eine moderne Sprache, so erhalten wir

“Definition” 2.1.2:

1. Eine Menge ist etwas, das Elemente enthalten kann. Ist a ein Element einer Menge
M , so schreibt man a ∈ M . Ist a kein Element der Menge M , so schreibt man a /∈ M .
Für eine endliche Menge M , die genau die Elemente a1, a2, ..., an enthält, schreibt man
M = {a1, a2, ..., an}.

2. Es gibt eine ausgezeichnete Menge, die leere Menge ∅, die keine Elemente enthält.
3. Eine Menge ist durch ihre Elemente M eindeutig bestimmt. Zwei Mengen M,N sind

gleich, genau dann, wenn sie die gleichen Elemente enthalten, also wenn aus a ∈ M
folgt, dass a ∈ N (a ∈M ⇒ a ∈ N) und aus a ∈ N folgt a ∈M (a ∈ N ⇒ a ∈M). Man
schreibt dann M = N und ansonsten M 6= N .

Bemerkung 2.1.3:

1. Oft wird eine analoge Schreibweise M = {a1, a2, ...} für unendliche Mengen benutzt, die
aber eher als Abkürzung bzw. Konstruktionsvorschrift verstanden werden sollte. Man
sollte sie nach Möglichkeit vermeiden, da sie zu Missverständnissen führen kann.

2. Aus der letzten Aussage in der Definition ergibt sich:

• Jedes Element ist nur einmal in einer Menge enthalten:
{a1, a1, a2, ..., an} = {a1, a2, ..., an} und analog für unendliche Mengen. Denn sonst
wäre eine Menge M durch die Angabe ihrer Elemente nicht eindeutig bestimmt;
man müsste dann zusätzlich angeben, wie oft jedes Element in M enthalten ist.
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• Es kommt nicht auf die Reihenfolge der Elemente in einer Menge an:
{a1, a2, a3, ..., an} = {a2, a1, a3, ..., an} = {a3, a1, a2, ..., an} = ... und analog für un-
endliche Mengen. Denn ansonsten müsste man nicht nur die Elemente einer Menge
M angeben, um M festzulegen, sondern auch deren Reihenfolge.

Cantors Mengenbegriff ist auch in der Formulierung aus “Definition” 2.1.2 inadäquat. Sein
Hauptproblem ist die Russelsche Antinomie. Diese beruht auf der (sogenannten) Menge
R aller Mengen, die nicht in sich selbst als Element enthalten sind, R = {x|x /∈ x}, und
der Frage, ob die Menge R sich selbst als Element enthält. Diese Frage führt zu einem logi-
schen Widerspruch, der die Mathematik in ihren Grundfesten erschütterte und die sogenannte
Grundlagenkrise der Mathematik auslöste. Im Laufe der Grundlagenkrise wurde der Cantorsche
Mengenbegriff schließlich durch eine präziseren Mengenbegriff ersetzt - die heute gebräuchliche
Definition der Menge durch die Zermelo-Fraenkel Axiome, inklusive des Auswahlaxioms.

Das Prinzip, mit dem diese Mengendefinition Unklarheiten und Paradoxa vermeidet, ist, dass
eine Menge einfach als etwas definiert wird, was sich durch bestimmte Vorschriften aus anderen
Mengen konstruieren (herstellen) lässt. Dadurch lassen sich alle Mengen letztendlich auf eine
Menge zurückführen, nämlich die leere Menge. Ähnlich wie eine Spielfigur in einem Brettspiel,
die ganz beliebig aussehen kann und letztendlich einfach etwas ist, was sich nach den Spielre-
geln auf bestimmte Weise auf dem Brett bewegen darf, ist eine Menge etwas, das man durch
bestimmte Konstruktionen herstellen kann.

Zu diesem Zeitpunkt fehlt uns der Hintergrund, die Übung im Umgang mit mathematischen
Konzepten und die Zeit, um diese Axiome vollständig und präzise zu erfassen, aber die folgende
Definition kann zumindest einen Eindruck davon vermitteln und andeuten, wie diese die Proble-
me des Cantorschen Mengenbegriffs vermeiden. Um die Definition zu verstehen, ist es sinnvoll,
sich eine Menge als einen Behälter vorzustellen, der entweder leer sein kann, oder gewisse Dinge
enthält, die auch selbst wieder Behälter sein können.

Definition 2.1.4 (Zermelo-Fraenkel Axiome): Eine Menge ist etwas, das Elemente
enthalten kann und durch die folgenden zehn Axiome charakterisiert ist.

1. Bestimmtheitsaxiom: Zwei Mengen M,N sind gleich, wenn a ∈ M ⇒ a ∈ N und
a ∈ N ⇒ a ∈M gilt. Man schreibt dann M = N und ansonsten M 6= N . Eine Menge N
heisst Teilmenge einer Menge M , in Zeichen: N ⊆M , wenn a ∈ N ⇒ a ∈M gilt.

Bild: Ein Behälter ist durch seinen Inhalt eindeutig bestimmt. Zwei Behälter werden als
gleich betrachtet, wenn sie den gleichen Inhalt haben. Insbesondere ist der Inhalt der
Behälter nicht in irgendeiner Weise geordnet und jedes Ding ist maximal einmal in
einem Behälter enthalten.

=
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2. Axiom der leeren Menge: Es gibt eine ausgezeichnete Menge, die leere Menge, die
keine Elemente enthält und mit ∅ bezeichnet wird.

Bild: Es gibt einen leeren Behälter, der keine Dinge enthält.

3. Paarungssaxiom: Zu zwei beliebigen Mengen M,N gibt es eine Menge X, die genau
M und N als Elemente enthält. Man schreibt X = {M,N} falls M 6= N und X = {M},
wenn M = N .

Bild: Man kann zwei Behälter mitsamt ihrem Inhalt in einen weiteren Behälter packen.

Beispiel: durch wiederholte Anwendung des Paarungsaxioms konstruiert man aus der
leeren Menge die Mengen ∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}},...

4. Vereinigungssaxiom: Zu jeder Menge M gibt es eine Menge X, die genau die
Elemente der Elemente von M als Elemente enthält. Man schreibt X = ∪M und statt
∪{A1, A2..., An} auch A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An.

Bild: Man kann alle in einem Behälter enthaltenen Behälter ausleeren und die dabei zum
Vorschein kommenden Dinge in einen neuen Behälter packen.

Beispiel: Für die Menge M = {∅, {∅, {∅}}} gilt ∪M = {∅, {∅}}.
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5. Aussonderungsaxiom: Für jede Menge M und jedes Prädikat P : M → {w, f} gibt
es eine Menge X, die genau die Elemente von M mit P (m) = w enthält. Man schreibt
X = {m ∈M |P (m)} oder X = {m ∈M : P (m)}.

Bild: Man kann einen Behälter öffnen, die Dinge herausnehmen, die eine bestimmte
Eigenschaft haben, und sie in einen neuen Behälter packen.

Beispiel: FürM = {∅, {∅, {∅}}} und das Prädikat P : M → {w, f} mit P (m) = w wenn
m mindestens zwei Elemente hat und P (m) = f sonst, gilt
{m ∈M |P (m)} = {{∅, {∅}}}.

Beispiel: Für M = {∅, {∅, {∅}}} und das Prädikat P : M → {w, f} mit P (m) = w falls
m = ∅ und P (m) = f sonst, gilt {m ∈M |P (m)} = {∅}.

Beispiel: Für P : M → {w, f} mit P (m) = f wenn m ∈ M und P (m) = w sonst ist
{m ∈M |P (m)} = ∅.

Beispiel: Für jedes Element x ∈ M gibt es die Menge {x}, die x als einziges Element
enthält, denn es gilt {x} = {m ∈ M |P (m)} für P : M → {w, f} mit P (m) = w
wenn m = x und P (m) = f sonst.

6. Unendlichkeitsaxiom: Es gibt eine Menge X, so dass ∅ ∈ X und für jedes Element
x ∈ X auch {x} ∈ X gilt.

Bild: Es gibt einen Universalbehälter, der den leeren Behälter enthält und für jedes Ding,
das er enthält, auch den Behälter enthält, der dieses Ding enthält.

Beispiel: Insbesondere enthält X alle Mengen der Form ∅, {∅}, {{∅}}, {{{∅}}},...

...

7. Potenzmengenaxiom: Für jede Menge M gibt es eine Menge Pot(M), die Potenz-
menge von M , deren Elemente genau die Teilmengen von M sind.
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Bild: Man kann einen gegebenen Behälter ausleeren, einen Teil seines Inhalts auswählen
und in einen neuen Behälter füllen - die Teilmenge. Dann kann man einen Behälter
bauen, der alle auf diese Weise gefüllten Behälter enthält.

Beispiel: Es gilt Pot(∅) = {∅}, Pot({∅, {∅}}) = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}.

8. Ersetzungsaxiom: Ist M eine Menge und f eine fest gewählte Konstruktionsvorschrift,
die aus Mengen und deren Elementen durch endliches Verschachteln der Ausdrücke =,
∈, ∧, ∨, ¬, ⇔, ⇒, ∀ und ∃ neue Elemente konstruiert3 und so jedem Element m ∈ M
genau ein Element f(m) irgendeiner Menge zuordnet, dann gibt es eine Menge X, die
genau die Elemente f(m) für m ∈M enthält.

Bild: Kann man jedem Ding in einem gegebenen Behälter durch eine Vorschrift, die
aus “ist gleich”, “ist enthalten in”, “und”, “oder”, “nicht”, “genau dann, wenn”,
“wenn, dann”, “für alle” und “es gibt ein” besteht, eindeutig ein Ding in irgendeinem
anderen oder dem gleichen Behälter zuordnen, dann kann man diese zugeordneten
Dinge aus ihren Behältern herausnehmen und zusammen in einen neuen Behälter
packen.

9. Fundierungsaxiom: In jeder nichtleeren Menge M gibt es ein Element m ∈M , so dass
m und M keine Elemente gemeinsam haben.

3Dieses Konzept der Konstruktionsvorschrift ist etwas schwammig, trifft aber den Kern der wirklichen Defi-
nition. Eine präzisere Formulierung würde eine tiefergehende Beschäftigung mit den Begriffen der Formel und
der Variable voraussetzen, siehe z. B. Kapitel 2 in [Hf].
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Bild: In jedem nicht-leeren Behälter gibt es ein Ding, das keinen gemeinsamen Inhalt
mit dem Behälter hat.

Beispiel: Für M = {∅, {∅}, {{∅}}} ist ∅ ein solches Element, nicht aber {∅} oder {{∅}}.

10. Auswahlaxiom: Ist M eine Menge, so dass alle Elemente von M nicht-leere Mengen
sind und je zwei Elemente von M keine gemeinsamen Elemente haben, dann gibt es eine
Menge X, die genau ein Element aus jedem Element m ∈M enthält.

Bild: Hat man einen Behälter, der nur nicht-leere Behälter enthält, die untereinander
keinerlei Inhalt gemeinsam haben, dann kann man aus jedem dieser nicht-leeren
Behälter genau ein Ding auswählen und diese Dinge in einen neuen Behälter packen.

Beispiel: Die Menge M = {{∅}, {{∅}, {{∅}}}} erfüllt die Bedingungen, und aus ihr
lassen sich mit dem Auswahlaxiom die Mengen {∅, {{∅}}} und {∅, {∅}} konstruieren.

Bemerkung 2.1.5:

1. Die Zermelo-Fraenkel Axiome sind redundant, d. h. einige der Axiome sind unnötig, weil
sie sich aus anderen ableiten lassen. Das Aussonderungsaxiom ist ein Spezialfall des allge-
meineren Ersetzungsaxioms, das Paarungsaxiom folgt aus dem Potenzmengenaxiom und
dem Ersetzungsaxiom, und das Leermengenaxiom folgt aus dem Aussonderungsaxiom
und der Existenz irgendeiner Menge, die z. B. durch das Unendlichkeitsaxiom gesichert
ist. Aus historischen Gründen werden diese Axiome aber trotzdem alle aufgeführt.
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2. Das Unendlichkeitsaxiom wird oft auch in der folgenden Form formuliert: Es gibt eine
Menge X, so dass ∅ ∈ X und für jedes x ∈ X auch {x, {x}} ∈ X gilt. Dieses Axiom ist zu
dem oben angegebenen äquivalent, da man die beiden mit Hilfe des Aussonderungsaxioms
und des Vereinigungsaxioms ineinander umwandeln kann (Übung: wie?).

3. Die Zermelo-Fraenkel-Axiome schließen die Russelsche Antinomie aus. Konkret geschieht
das durch das Fundierungsaxiom und das Paarungsaxiom. Für jede Menge M kann man
mit dem Paarungsaxiom die Menge {M} bilden, die als einziges Element die Menge M
enthält. Nach dem Fundierungsaxiom, muss dann gelten, dass M mit {M} kein Element
gemeinsam hat. Da M ∈ {M} gilt, muss somit M /∈M gelten.
Somit existieren die “Menge aller Mengen” oder die “Menge aller Mengen, die sich selbst
als Element enthalten” nicht, da sie jeweils sich selbst als Element enthalten würden. Die
“Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten” kann es ebenfalls nicht
geben, da keine Menge sich selbst als Element enthalten kann, und somit diese Menge
gleich der “Menge aller Mengen” wäre.

4. Man mag sich fragen, wie sich beispielsweise die Menge der natürlichen Zahlen aus den
Zermelo-Fraenkel Axiomen konstruieren lässt, die doch zunächst nur verschachtelte Aus-
drücke mit leeren Mengen liefern. Dazu genügt es, eine eindeutige Zuordnung einer mittels
der Zermelo-Fraenkel Axiome konstruierbaren Menge Mn zu jeder Zahl n ∈ N0 anzuge-
ben, so dass für alle n,m ∈ N0 gilt: n < m ⇔ Mn ∈ Mm. Eine solche Zuordnung liefert
die von Neumannsche Zahlenreihe, die durch M0 = ∅ und Mn+1 := Mn ∪ {Mn} =
∪{Mn, {Mn}} für alle n ∈ N0 definiert ist. Dies ergibt M0 = ∅, M1 = {∅}, M2 = {∅, {∅}},
M3 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, M4 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}} etc.

Das letzte Beispiel soll einen Eindruck davon vermitteln, wie sich schon bekannte Zahlenbe-
griffe aus den Zermelo-Fraenkel Axiomen ableiten lassen. Der zweite wichtige Schritt ist es, zu
zeigen, wie sich wichtige, zum Teil aus der Schule bekannte Konstruktionen mit Mengen aus
den Zermelo-Fraenkel Axiomen ergeben. Diese Konstruktionen sind essentiell und durch ziehen
die gesamte Mathematik. Sie ermöglichen es uns ausserdem, unseren Vorrat an Beispielen von
Mengen zu erweitern.

• Logik → Teilmengenbegriff: Schon mit Hilfe der Logik können wir Teilmengen einer
MengeM definieren: eine Menge N ⊆M heisst Teilmenge vonM , wenn x ∈ N ⇒ x ∈M .
• Aussonderungsaxiom → Teilmengen aus logischen Prädikaten: Um aus logischen

Prädikaten P : M → {w, f} Teilmengen von M zu konstruieren, benötigen wir das Aus-
sonderungsaxiom. Es stellt stellt sicher, dass für jedes solche Prädikat {m ∈ M |P (m)}
eine Teilmenge von M ist.

• Spezialfall: Aussonderungsaxiom → Mengendifferenz: Für zwei gegebene Mengen
M , N können wir das Prädikat PN : M → {w, f} mit PN(m) = w falls m ∈ N
und PN(m) = f sonst betrachten. Dies liefert die sogenannte Mengendifferenz
M \N = {m ∈M |¬PN(m)}.

• Potenzmengenaxiom → Potenzmenge: Das Potenzmengenaxiom liefert uns die
Potenzmenge einer Menge M , die Menge Pot(M) aller Teilmengen von M .

• Ersetzungsaxiom → Indexmengen: Das Ersetzungsaxiom ermöglicht es uns, Mengen
zu indizieren, d. h. durch Elemente anderer Mengen aufzulisten. Ist I eine beliebige
Menge und wird jedem Element i ∈ I eine im Sinne des Ersetzungsaxioms eindeutig
bestimmte Menge Mi zugeordnet, dann garantiert das Ersetzungsaxiom, dass die Menge
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{Mi|i ∈ I} existiert. Man nennt dann I eine Indexmenge und sagt die Menge I
indiziere die Familie von Mengen (Mi)i∈I .

• Ersetzungsaxiom+Aussonderungsaxiom → Schnittmengen: Für eine durch eine
Indexmenge I 6= ∅ indizierte Familie von Mengen (Mi)i∈I können wir ein beliebiges
Element j ∈ I auswählen und das Prädikat P∩ : Mj → {w, f} mit P∩(m) = w wenn
m ∈Mi ∀i ∈ I und P∩(m) = f sonst betrachten. Die Schnittmenge ∩i∈IMi der Mengen
Mi ist definiert als ∩i∈IMi = {m ∈ Mj|P∩(m)}. Man kann zeigen, dass sie von der Wahl
des Elements j ∈ I nicht abhängt.

• Ersetzungsaxiom + Vereinigungsaxiom→ Vereinigungen von Mengen: Für eine
durch eine Indexmenge I 6= ∅ indizierte Familie von Mengen (Mi)i∈I garantiert uns das
Ersetzungsaxiom die Existenz der Menge {Mi|i ∈ I}. Das Vereinigungsaxiom erlaubt es
uns dann die Vereinigung ∪i∈IMi zu definieren als ∪i∈IMi = ∪{Mi|i ∈ I}.

Mit Hilfe dieser Betrachtung können wir nun die wichtigsten Konstruktionen mit Mengen in
einer handlicheren Definition zusammenfassen, die wir im Folgenden als Ausgangspunkt neh-
men werden. Wir werden die Zermelo-Fraenkel Axiome im Verlauf der Vorlesung kaum noch
benutzen. In der Tat kommt man in der Mathematik erstaunlich weit, ohne je von diesen Axio-
me gehört zu haben. Im Prinzip reicht es aus, zu wissen, dass eine Menge nie Element von sich
selbst sein kann, und die oben genannten grundlegenden Konstruktionen mit Mengen zu be-
herrschen. Trotzdem sind die Zermelo-Fraenkel Axiome wichtig. Sie garantieren nämlich, dass
diese Konstruktionen im Gegensatz zu dem Cantorschen Mengenbegriff nicht sofort wieder zu
neuen Paradoxa und Widersprüchen führen4. Außerdem ist es wichtig zu wissen, dass Mengen
und Konstruktionen mit Mengen nicht einfach aus dem Nichts erscheinen, sondern aus Axiomen
abgeleitet werden.

Definition 2.1.6:

1. Eine Menge N heißt Teilmenge einer MengeM undM Obermenge von N genau dann,
wenn alle Elemente von N auch Elemente von M sind. Man schreibt dann N ⊆M .

N ⊆M ⇔ ((a ∈ N)⇒ (a ∈M)).

2. Die Potenzmenge Pot(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M :

Pot(M) = {B |B ⊆M}.

3. Die Mengendifferenz M \ N zweier Mengen M,N ist die Menge der Elemente, die in
M , aber nicht in N enthalten sind.

M \N = {x | (x ∈M) ∧ (x /∈ N)}.

Ist N ⊆M , dann nennt man M \N auch das Komplement von N in M .

4Allerdings kann die Widerspruchsfreiheit der Zermelo-Fraenkel Axiome nicht bewiesen werden. Das ist
eine Konsequenz des 2. Gödelschen Unvollständigkeitssatzes. Man kann nur für einzelne Paradoxa des naiven
Cantorschen Mengenbegriffs zeigen, dass sie durch die Zermelo-Fraenkel Axiome aufgelöst werden.
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4. Sei I 6= ∅ eine Indexmenge, die eine Familie von Mengen (Mi)i∈I indiziert. Die Schnitt-
menge ∩i∈IMi der Mengen Mi enthält die Elemente, die in allen Mengen Mi mit i ∈ I
enthalten sind:

∩i∈IMi = {x|x ∈Mi ∀i ∈ I}.

Für I = {1, 2, ..., n} schreibt man auch ∩ni=1Mi oder M1 ∩ . . . ∩Mn statt ∩i∈IMi. Sind
M , N zwei Mengen mit M ∩N = ∅, so sagt man M und N seien disjunkt.

5. Sei I eine Indexmenge, die eine Familie von Mengen (Mi)i∈I indiziert. Die Vereinigung
∪i∈IMi der Mengen Mi ist die Menge aller Elemente, die in mindestens einer der Mengen
Mi mit i ∈ I enthalten sind:

∪i∈IMi = {x|∃i ∈ I : x ∈Mi}.

Für I = {1, 2, ..., n} schreibt man auch ∪ni=1Mi oder M1 ∪ . . . ∪Mn statt ∪i∈IMi.

Die Konstruktionen in 3. bis 5. heißen elementare Mengenoperationen.

Bemerkung 2.1.7:

1. Es gilt M = N genau dann, wenn M ⊆ N und N ⊆ M . Denn M = N ist gleichbe-
deutend zu (a ∈ M ⇒ a ∈ N) ∧ (a ∈ N ⇒ a ∈ M). Die Aussage a ∈ M ⇒ a ∈ N
ist gleichbedeutend zu M ⊆ N und die Aussage a ∈ N ⇒ a ∈ M zu N ⊆ M . Diese
Formulierung des Begriffs der Gleichheit von Mengen ist oft sehr nützlich in Beweisen.

2. Ist I = ∅, so ist ∪i∈IMi = {x|∃i ∈ I : x ∈Mi} = ∅, denn es existiert kein i ∈ I = ∅.

Wir machen uns nun mit einigen wichtigen Beispielen von Mengen vertraut und konstruieren
daraus mit Definition 2.1.6 neue Beispiele.

Beispiel 2.1.8:

1. Die Menge N = {1, 2, 3...} der natürlichen Zahlen und die Menge N0 = {0, 1, 2, 3, ...}.
2. Die Menge Z = {...,−2,−1, 0, 1, 2, ...} der ganzen Zahlen. .
3. Die Menge Q = {p

q
: p, q ∈ Z, q 6= 0} der rationalen Zahlen. .

4. Die in der Vorlesung Analysis 1 eingeführte Menge R der reellen Zahlen.

Beispiel 2.1.9:

1. Es gilt ∅ ⊆ N ⊆ N0 ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R.
2. Ist M eine Menge und P : M → {w, f} ein Prädikat, so sind {m ∈ M |P (m)} und
{m ∈M | ¬P (m)} Teilmengen von M .

3. Für M = {1, 2, 3} gilt Pot(M) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.
4. Für die Mengen M = {1, 2, 3} und N = {1, 4, 5} gilt: {1, 2, 3} ∩ {1, 4, 5} = {1},
{1, 2, 3}∪{1, 4, 5} = {1, 2, 3, 4, 5}, {1, 4, 5}\{1, 2, 3} = {4, 5}, {1, 2, 3}\{1, 4, 5} = {2, 3}.

5. Für die leere Menge ∅ gilt Pot(∅) = {∅} sowie ∅ ⊆M , M ∩ ∅ = ∅ ∩M = ∅,
M ∪ ∅ = ∅ ∪M = M , M \ ∅ = M und ∅ \M = ∅ für jede Menge M .
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6. Die Potenzmenge einer endlichen Menge M mit n Elementen hat 2n Elemente. Denn um
eine Teilmenge der Menge M zu bilden, muss für jedes der n Elemente in M separat
entschieden werden, ob es darin enthalten sein soll, und diese Entscheidungen bestimmen
die Teilmenge eindeutig. Deswegen wird die Potenzmenge Pot(M) manchmal auch mit
2M bezeichnet. Eine andere gebräuchliche Bezeichnung ist P(M).

Da man die elementaren Mengenoperationen sehr häufig benutzt, um aus gegebenen Mengen
neue zu konstruieren, hat man es oft mit Ausdrücken zu tun, in denen gewisse Mengenoperatio-
nen verschachtelt werden. Diese möchte man systematisch auflösen und vereinfachen können.
Dazu dienen die folgenden Rechenregeln.

Lemma 2.1.10 (Rechenregeln für Mengenoperationen): Seien A,B,C Mengen. Dann gilt:

1. Kommutativgesetze: A ∪B = B ∪ A und A ∩B = B ∩ A.
2. Distributivgesetze: A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C) und A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C).
3. de Morgansche Regeln: A\(B∪C) = (A\B)∩(A\C) und A\(B∩C) = (A\B)∪(A\C).
4. Komplementsgesetz: Für jede Teilmenge D ⊆ A gilt A \ (A \D) = D.

Beweis:
1. Die Kommutativgesetze ergeben sich direkt aus der Definition von A∩B und A∪B und der
Kommutativität der elementaren Verknüpfungen ∨ und ∧:

A ∪B = {a|(a ∈ A) ∨ (a ∈ B)} = {a|(a ∈ B) ∨ (a ∈ A)} = B ∪ A
A ∩B = {a|(a ∈ A) ∧ (a ∈ B)} = {a|(a ∈ B) ∧ (a ∈ A)} = B ∩ A.

Nach Bemerkung 2.1.7, 1. reicht es zum Beweis der restlichen Aussagen, jeweils zu zeigen, dass
die Menge auf der rechten Seite der Gleichung eine Teilmenge der Menge auf der linken Seite
ist und umgekehrt. Wir führen dies exemplarisch für die erste Aussage in 2. und 3. durch.

2. Ist a ∈ A ∩ (B ∪ C), so gilt per Definition a ∈ A und a ∈ B ∪ C. Ist a ∈ B, so folgt daraus
a ∈ A∩B und somit auch a ∈ (A∩B)∪ (A∩C). Ist a /∈ B, so folgt aus a ∈ B ∪C, dass a ∈ C
gelten muss und somit wegen a ∈ A auch a ∈ A ∩ C. Also gilt auch a ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).
Damit haben wir gezeigt, dass A ∩ (B ∪ C) ⊆ (A ∩B) ∪ (A ∩ C) gilt.

Ist umgekehrt a ∈ (A∩B)∪ (A∩C), dann gilt a ∈ A∩B oder a ∈ A∩C. Ist a ∈ A∩B, so folgt
a ∈ A und a ∈ B und somit auch a ∈ B ∪ C und a ∈ A ∩ (B ∪ C). Ist a /∈ A ∩ B, dann muss
wegen a ∈ (A∩B)∪ (A∩C) gelten a ∈ A∩C und somit a ∈ A und a ∈ C. Letzteres impliziert
auch a ∈ B ∪C und somit gilt auch wieder a ∈ A∩ (B ∪C). Also haben wir gezeigt, dass auch
(A ∩B) ∪ (A ∩ C) ⊆ A ∩ (B ∪ C) gilt, und mit dem vorherigen Absatz folgt die Behauptung.

3. Ist a ∈ A \ (B ∪C), so gilt a ∈ A and a /∈ B ∪C. Aus a /∈ B ∪C folgt a /∈ B und a /∈ C. Da
a ∈ A, folgt aus diesen Aussagen a ∈ A \ B und a ∈ A \ C und somit a ∈ (A \ B) ∩ (A \ C).
Also haben wir gezeigt, dass A \ (B ∪ C) ⊆ (A \B) ∩ (A \ C) .

Ist umgekehrt a ∈ (A \ B) ∩ (A \ C) dann gilt a ∈ A \ B und a ∈ A \ C. Aus der ersten
Aussage folgt a ∈ A und a /∈ B und aus der zweiten a ∈ A und a /∈ C. Aus a /∈ B und a /∈ C
folgt a /∈ B ∪ C. Also folgt aus beiden Aussagen zusammen a ∈ A und a /∈ B ∪ C und somit
a ∈ A \ (B ∪C). Damit haben wir gezeigt, dass auch (A \B)∩ (A \C) ⊆ A \ (B ∪C) gilt, und
mit dem Ergebnis des letzten Absatzes folgt A \ (B ∪ C) = (A \ C) ∩ (A \B)
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Der Beweis der zweite Aussagen in 2. und 3. und der Aussagen in 4. ist eine hilfreiche Übung. 2

Eine weitere sehr wichtige Konstruktion, mit der man aus gegebenen Mengen neue Mengen
konstruieren kann, sind die sogenannten kartesischen Produkte von Mengen. Diese beruhen
auf dem Begriff des geordneten n-Tupels von Elementen aus gegebenen Mengen A1, ..., An.
Mengentheoretisch kann man ein geordnetes n-Tupel (a1, ..., an) mit a1 ∈ A1,..., an ∈ An und
n ∈ N wie folgt definieren:

(a1) = {∅, {a1}} (a1, ..., an) = {(a1, ..., an−1), {an}} ∀n ∈ N, n ≥ 2.

Dies liefert (a1, a2) = {{∅, {a1}}, {a2}}, (a1, a2, a3) = {{{∅, {a1}}, {a2}}, {a3}} etc. und es folgt
die charakteristische Eigenschaft der geordneten n-Tupel:

∀a1, b1 ∈ A1, ...,∀an, bn ∈ An : (a1, ..., an) = (b1, ..., bn)⇔ (a1 = b1) ∧ ... ∧ (an = bn). (1)

Man kann damit ein geordnetes n-Tupel also eine geordnete Liste von Elementen a1 ∈ A1,...,
an ∈ An auffassen. Zwei solche Listen werden als gleich betrachtet genau dann, wenn sie an
allen Stellen die gleichen Einträge enthalten, also wenn (1) gilt. Ein 2-Tupel nennt man auch
ein Paar und ein 3-Tupel ein Tripel. Das kartesische Produkt der Mengen A1, ..., An ist dann
definiert als die Menge aller geordneten n-Tupel (a1, ..., an) mit a1 ∈ A1,..., an ∈ An.

Definition 2.1.11: Das kartesische Produkt oder direkte Produkt von n gegebenen
Mengen A1,..., An ist die Menge der geordneten n-Tupel (a1, ..., an) mit a1 ∈ A1,..., an ∈ An.
Es wird mit A1 × . . .× An bezeichnet und für A1 = ... = An = A auch mit An oder A×n.

A1 × . . .× An := {(a1, ..., an)|a1 ∈ A1, ..., an ∈ An}
An = A×n = A× . . .× A := {(a1, ..., an)|a1, ..., an ∈ A}.

Im Gegensatz zu einer n-elementigen Menge, bei der die Einträge vertauscht werden dürfen,
kommt es bei einem n-Tupel auf die Reihenfolge der Einträge an. So gilt beispielsweise (1, 0) 6=
(0, 1) in Z × Z. Ebenso dürfen in einem Tupel Einträge wiederholt werden, während in einer
Menge jedes Element nur einmal auftritt.

Beispiel 2.1.12:

1. {0, 1, 2} × {x, 1} = {(0, x), (0, 1), (1, x), (1, 1), (2, x), (2, 1)}.
2. Für jede Menge M ist ∅ ×M = M × ∅ = ∅.
3. Die Mengen

Nn = {(a1, ..., an)|a1, ..., an ∈ N} Zn = {(a1, ..., an)|a1, ..., an ∈ Z}
Qn = {(a1, ..., an)|a1, ..., an ∈ Q} Rn = {(a1, ..., an)|a1, ..., an ∈ R}.

Es gilt Nn ⊆ Zn ⊆ Qn ⊆ Rn.

Da man Punkte in der Ebene, im dreidimensionalen Raum oder, allgemeiner, im n-
dimensionalen Raum durch geordnete Paare, Tripel und n-Tupel reeller Zahlen beschreiben
kann, spielt das kartesische Produkt von Mengen eine wichtige Rolle in der Geometrie. Aus-
serdem kann man es benutzen, um Beziehungen zwischen Elementen verschiedener Mengen zu

31



beschreiben, die sogenannten Relationen. SindM und N Mengen, so können wir eine Beziehung
zwischen bestimmten Elementen vonM und von N beschreiben, indem wir einfach die Elemen-
te inM×N angeben, zwischen denen die entsprechende Beziehung besteht. Dies entspricht der
Auswahl einer Teilmenge R ⊆ M × N , nämlich der Teilmenge R der Paare (m,n) ∈ M × N ,
für die m mit n in der entsprechenden Beziehung steht.

Definition 2.1.13: Eine Relation ist ein Tripel (M,N,R) aus zwei Mengen M,N und einer
Teilmenge R ⊆ M × N . Gilt (m,n) ∈ R für zwei Elemente m ∈ M , n ∈ N dann sagt man,
dass m zu n in Relation R steht und schreibt m ∼R n. Gilt N = M so nennt man R auch eine
Relation auf M .

Beispiel 2.1.14:

1. (i) jemanden lieben, (ii) die gleichen Eltern5 haben wie, (iii) mindestens einen Elternteil
gemeinsam haben mit, (iv) eine Schwester sein von sind Relationen auf der Menge M
der Menschen. Die Menge R ⊆ M × M ist die Menge der geordneten Menschenpaa-
re (m1,m2) für die gilt: (i) m1 liebt m2, (ii) m1 hat die gleichen Eltern wie m2, (iii)
m1 hat mindestens einen Elternteil mit m2 gemeinsam, (iv) m1 ist eine Schwester von m2.

2. Der Ausdruck (x1, x2, x3) ∼ (y1, y2, y3) ⇔ x2
1 + x2

2 + x2
3 = y2

1 + y2
2 + y2

3 ist eine Relation
auf der Menge R3, nämlich die Relation den gleichen Abstand vom Ursprung haben.

3. Auf jeder Menge M gibt es die Relation R = {(m,m)|m ∈ M} ⊆ M ×M . Sie lässt sich
äquivalent auch durch den Ausdruck m ∼ n ⇔R m = n beschreiben. Hier steht m also
genau dann in Relation R mit n, wenn m = n.

4. Der Ausdruck x ∼R y ⇔ x < y ist eine Relation auf R mit R = {(a, b)|a, b ∈ R, a < b}.
5. Für jedes n ∈ N ist x ∼R y ⇔ n teilt x−y eine Relation auf der Menge Z. Die zugehörige

Menge R ist gegeben durch: R = {(x, y) ∈ Z × Z : n teilt x − y}. Statt x ∼ y schreibt
man in diesem Fall auch x = y mod n.

6. Ebenso ist für jedes n ∈ N die Menge R = {(x, y) ∈ R2 : (x − y)/n ∈ Z} eine Relation
auf den reellen Zahlen.

7. (a, b) ∼ (c, d)⇔ ad = bc definiert eine Relation auf der Menge {(a, b)|a, b ∈ Z und b 6= 0}.

Sind M und N zwei gegebene Mengen, so bilden die möglichen Relationen (M,N,R) über M
und N eine Menge, nämlich die Potenzmenge Pot(M × N), die alle Teilmengen von M × N
enthält. Eine Relation R über M und N ist ja gerade eine Teilmenge von M × N . Wie aus
den Beispielen hervorgeht, können Relationen auf einer Menge ganz unterschiedlich aussehen.
Manche sind gegenseitig oder symmetrisch, andere einseitig. Im allgemeinen muss also aus der
Tatsache, dass ein Element in Relation zu einem anderen steht, nicht folgen, dass auch das zweite
Element in Relation zum ersten steht. Auch muss ein Element einer Menge nicht unbedingt
zu sich selbst in Relation stehen, und aus der Tatsache, dass zwei Elemente in Relation zu
einem dritten stehen, kann man im allgemeinen nicht schließen, dass das erste zum zweiten
in Relation steht oder umgekehrt. Es gibt jedoch ausgezeichnete Relationen, die sogenannten
Äquivalenzrelationen, die diese drei Bedingungen erfüllen. Diese spielen eine besonders wichtige
Rolle und durchziehen die gesamte Mathematik.

5Hier und im Folgenden wird der Begriff “Eltern” für die genetischen Eltern benutzt. Soziale Elternschaft,
Adoption, Leihmutterschaft und mitochondriale DNA werden hierbei nicht berücksichtigt. Das Gleiche gilt für
die Begriffe “Schwester” und “Bruder”.
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Definition 2.1.15: Sei M eine Menge und R ⊆M ×M eine Relation auf M .
1. Dann nennt man R eine Äquivalenzrelation auf M , wenn R für beliebige Elemente
m,n, p ∈M die folgenden Bedingungen erfüllt:
(i) Reflexivität: m ∼R m.
(ii) Symmetrie: aus n ∼R m folgt m ∼ n.
(iii) Transitivität: aus p ∼R n und n ∼R m folgt p ∼R m.

2. Ist R eine Äquivalenzrelation auf M , dann nennt man für jedes m ∈ M die Menge
[m] := {n ∈ M |n ∼R m} die Äquivalenzklasse von m und ein Element n ∈ [m] einen
Repräsentanten von [m].

3. Die Menge {[m]|m ∈M} der Äquivalenzklassen von Elementen m ∈M heißt Quotien-
tenmenge von M bezüglich der Relation R und wird mit M/R oder M/ ∼R bezeichnet.

Da Äquivalenzrelationen auf einer Menge M Relationen sind, die sich durch ein Prädikat
P : Pot(M×M)→ {w, f} aus der Menge Pot(M×M) aller Relationen aufM auswählen lassen,
bilden die Äquivalenzrelationen auf einer gegebenen Menge M eine Menge (Aussonderungsaxi-
om). Ebenso lassen sich die Äquivalenzklassen durch ein Prädikat P : Pot(M) → {w, f} aus
der Potenzmenge Pot(M) auswählen und bilden somit eine Menge.

Beispiel 2.1.16: Wir untersuchen die Relationen aus Beispiel 2.1.14, 1. darauf, ob sie Äqui-
valenzrelationen auf der Menge der Menschen sind.

(i) Die Relation jemanden lieben ist keine Äquivalenzrelation auf der Menge der Menschen,
denn sie muss weder reflexiv sein (nicht jeder liebt sich selbst) noch symmetrisch (Liebe
wird nicht immer erwidert) noch transitiv (aus a liebt b und b liebt c folgt im allgemeinen
nicht, dass a auch c liebt).

(ii) Die Relation die gleichen Eltern haben wie ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge
der Menschen, denn man hat die gleichen Eltern wie man selbst (reflexiv). Wenn a die
gleichen Eltern hat wie b, dann hat auch b die gleichen Eltern wie a (symmetrisch).
Wenn a die gleichen Eltern hat wie b und b die gleichen Eltern wie c, dann hat auch a
die gleichen Eltern wie c (transitiv). Die Äquivalenzklassen sind die Mengen der Kinder
eines gegebenen Elternpaars.

(iii) Die Relation mindestens einen Elternteil gemeinsam haben mit ist keine Äquivalenzre-
lation auf der Menge der Menschen, denn sie ist zwar reflexiv (jeder hat mit sich selbst
mindestens einen Elternteil gemeinsam) und symmetrisch (hat a mit b mindestens einen
Elternteil gemeinsam, dann hat auch b mit a mindestens einen Elternteil gemeinsam),
aber nicht transitiv. Denn es ist möglich, dass b die gleiche Mutter wie a und den glei-
chen Vater wie c hat, aber a und c weder die gleiche Mutter noch den gleichen Vater haben.
Betrachtet man die Relation mindestens einen Elternteil gemeinsam haben mit nicht auf
der Menge der Menschen, sondern stattdessen auf der Menge von Menschen, deren Eltern
nur mit einem/r Partner/in gemeinsame Kinder haben, ist sie eine Äquivalenzrelation.

(iv) Die Relation eine Schwester sein von ist keine Äquivalenzrelation auf der Menge der
Menschen, denn sie ist zwar transitiv (ist a eine Schwester von b und b eine Schwester von
c, dann ist auch a eine Schwester von c), aber nicht reflexiv (nicht jeder ist seine eigene
Schwester) und nicht symmetrisch (a kann die Schwester ihres Bruders b sein, aber der
Bruder b ist dann keine Schwester von a).
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Beispiel 2.1.17:

1. Die Relation (x1, x2, x3) ∼ (y1, y2, y3) ⇔ x2
1 + x2

2 + x2
3 = y2

1 + y2
2 + y2

3 auf der Menge R3

ist eine Äquivalenzrelation.
Denn es gilt x2

1 + x2
2 + x2

3 = x2
1 + x2

2 + x2
3 für alle (x1, x2, x3) ∈ R3 (reflexiv). Außerdem

folgt aus x2
1 + x2

2 + x2
3 = y2

1 + y2
2 + y2

3 die Gleichung y2
1 + y2

2 + y2
3 = x2

1 + x2
2 + x2

3

(symmetrisch) und aus x2
1 + x2

2 + x2
3 = y2

1 + y2
2 + y2

3 und y2
1 + y2

2 + y2
3 = z2

1 + z2
2 + z2

3

folgt x2
1 + x2

2 + x2
3 = z2

1 + z2
2 + z2

3 (transitiv). Die Äquivalenzklassen sind Sphären (Ku-
geloberflächen) im R3 mit dem Mittelpunkt im Ursprung sowie die Menge, die nur den
Ursprung enthält. Jeder Punkt auf einer Sphäre ist ein Repräsentant der Sphäre. Der ein-
zige Repräsentant der Äquivalenzklasse, die den Ursprung enthält, ist der Ursprung selbst.

2. Für jede Menge M ist R = {(m,m)|m ∈M} ⊆M ×M eine Äquivalenzrelation auf M .
Denn (m,m) ∈ R für alle m ∈ M (reflexiv), (m,n) ∈ R ⇒ m = n ⇒ (n,m) ∈ R (sym-
metrisch) und ((p, n) ∈ R) ∧ ((n,m) ∈ R)⇒ (p = n) ∧ (n = m)⇒ p = m⇒ (p,m) ∈ R
(transitiv). Die Äquivalenzklassen sind die Mengen {m} mit m ∈ M , und die Quotien-
tenmenge ist M/R = {{m}|m ∈M}.

3. Die Relation R = {(x, y) ∈ R× R|x < y} ist keine Äquivalenzrelation auf R.
Sie ist transitiv: ((x, y) ∈ R) ∧ ((y, z) ∈ R) ⇒ (x < y) ∧ (y < z) ⇒ x < z ⇒ (x, z) ∈ R,
aber nicht reflexiv: (x, x) /∈ R, da x 6< x, und nicht symmetrisch: (x, y) ∈ R ⇒ x < y ⇒
y 6< x⇒ (y, x) /∈ R.

Beispiel 2.1.18: Für jedes n ∈ N ist x ∼ y ⇔ n teilt x− y eine Äquivalenzrelation auf Z.

Denn n teilt x − x = 0 (reflexiv). Teilt n die Zahl x − y so teilt n auch y − x = −(x − y)
(symmetrisch). Teilt n sowohl x− y als auch y− z, dann teilt n auch x− z = (x− y) + (y− z)
(transitiv). Die Äquivalenzklassen sind die Mengen [z] = {z+k ·n| k ∈ Z} für z ∈ Z, die auch als
Restklassen bezeichnet werden. Da die möglichen Reste bei Division durch n gerade die Zahlen
0, 1, ..., n− 1 sind gibt es genau n Restklassen, nämlich [0], [1]..., [n− 1]. Die Quotientenmenge
ist die Menge Z/nZ = {[0], [1], ..., [n− 1]}.

Für n = 12 ist die Äquivalenzrelation aus Beispiel 2.1.18 genau das Prinzip, das einer analo-
gen Uhr zugrundeliegt. Wird der Zeiger zu einem willkürlich gewählten Zeitpunkt t0 auf die
Null (12) gesetzt, so zeigt er zu einer Zeit t1 auf die Ziffer 2 genau dann, wenn zwischen t1
und t0 ...,−22,−10, 2, 14, 26, ... Stunden vergangen sind. Die Äquivalenzklassen [0], [1], ..., [11]
entsprechen also den Ziffern 12,1,...,11 auf der Uhr. Die Äquivalenzklasse [z] mit z ∈ {0, ..., 11}
enthält genau die Zeitpunkte, zu denen der Zeiger auf z zeigt, also [z] = {z + 12k|k ∈ Z}. Die
Quotientenmenge ist die Menge der Uhrzeiten, also der möglichen Zeigerstände.

Ein weiteres wichtiges Beispiel von Äquivalenzrelationen, das schon aus der Schule bekannt
ist, ist die Beschreibung von rationalen Zahlen durch Brüche. Dabei sind zwei Brüche a/b und
c/d äquivalent genau dann, wenn sie durch Kürzen oder Erweitern auseinander hervorgehen,
d. h. wenn sie die selbe rationale Zahl beschreiben.

Beispiel 2.1.19: Die Relation (a, b) ∼ (c, d) ⇔ ad = bc ist eine Äquivalenzrelation auf der
Menge M = {(a, b)|a, b ∈ Z, b 6= 0}.

Denn wegen ab = ba gilt (a, b) ∼ (a, b) (Reflexivität). Aus (a, b) ∼ (c, d) folgt ad = bc und
somit auch cb = da, also (c, d) ∼ (a, b) (Symmetrie). Aus (a, b) ∼ (c, d) und (c, d) ∼ (e, f) folgt
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ad = bc und cf = de. Daraus ergibt sich

f(ad− bc) + b(cf − de) = fad− bcf + bcf − bde = fad− bde = d(af − be) = 0.

Da d 6= 0 folgt daraus af = be und somit (a, b) ∼ (e, f) (Transitivität).

Schreibt man a/b statt (a, b), so erkennt man, dass die Äquivalenzklassen dieser Äquivalenzre-
lation gerade die rationalen Zahlen sind. Denn für zwei Brüche a/b und c/d mit a, b, c, d ∈ Z
und b, d 6= 0 folgt aus a/b = c/d durch Multiplizieren mit bd die Identität ad = bc. Umgekehrt
folgt aus ad = bc und b, d 6= 0 durch Division durch bd, dass a/b = c/d gilt.

Also ist für alle (a, b) ∈M die Äquivalenzklasse [(a, b)] die rationale Zahl, die durch den Bruch
a/b und alle daraus durch Erweitern oder Kürzen hervorgehenden Brüche beschrieben wird.
Die Quotientenmenge ist die Menge M/ ∼= Q der rationalen Zahlen. Jeder Bruch a/b, der
eine rationale Zahl q ∈ Q beschreibt, ist ein Repräsentant dieser Zahl. Man kann zeigen, dass
jede Äquivalenzklasse [(a, b)] genau einen gekürzten Bruch enthält, d. h. ein Element (c, d) mit
c, d ∈ Z, d > 0 und c, d teilerfremd (Übung).

Alternativ kann man eine Äquivalenzrelation auf einer MengeM auch als eine Zerlegung vonM
in nicht-leere disjunkte Teilmengen verstehen. Jedes Element von M ist in genau einer Menge
in dieser Zerlegung enthalten, und jede Menge in der Zerlegung enthält mindestens ein Element
von M . Eine solche Zerlegung heißt Partition von M .

Definition 2.1.20: Eine Partition einer Menge M ist eine Teilmenge P ⊆ Pot(M), so dass
∅ /∈ P und jedes Element von M in genau einer Menge in P enthalten ist, d. h. es gilt:

(P1) ∅ /∈ P ,
(P2) M = ∪P ,
(P3) Sind A,B ∈M mit A ∩B 6= ∅, so folgt A = B.

Veranschaulicht man sich Mengen als Behälter, dann kann man sich eine Partition einer Menge
M wie folgt vorstellen: Man leert einen gegebenen Behälter (die Menge M) aus und verteilt
seinen Inhalt auf neue Behälter, so dass keiner dieser neuen Behälter leer bleibt und nichts
übrig bleibt, d. h. alle im Behälter M enthaltenen Dinge in irgendeinem der neuen Behälter
landen. Dann packt man diese neuen Behälter zusammen in einen Behälter (die Menge P ).
Da in dem ursprünglichen Behälter jedes Ding nur einmal vorhanden war und dann in genau
einen Behälter einsortiert wurde, haben zwei verschiedene Behälter in der Menge P keinen
gemeinsamen Inhalt und die Vereinigung ihrer Inhalte ergibt gerade den Inhalt von M .

Wir zeigen nun, dass jede Äquivalenzrelation ∼ auf einer Menge M eine Partition P ⊆ Pot(M)
definiert, und umgekehrt jede Partition von M eine Äquivalenzrelation auf M . Im ersten Fall
enthält die Partition genau die Äquivalenzklassen von ∼, ist also durch die Quotientenmenge
M/ ∼ gegeben. Im zweiten Fall definiert man eine Äquivalenzrelation, indem man zwei Elemente
von M als äquivalent betrachtet, wenn sie in derselben Menge A ∈ P enthalten sind.

Satz 2.1.21: Sei M eine Menge.

1. Ist ∼ eine Äquivalenzrelation auf M , so ist die Quotientenmenge M/ ∼= {[m] |m ∈M}
eine Partition von M .

2. Ist P ⊆ Pot(M) eine Partition von M , so ist m ∼ n ⇔ ∃A ∈ P : m,n ∈ A eine
Äquivalenzrelation auf M mit Quotientenmenge P .
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Beweis:
1⇒ 2: Wegen der Reflexivität von ∼ gilt m ∼ m und m ∈ [m] für alle m ∈M . Also ist [m] 6= ∅
für alle m ∈M (P1) und ∪m∈M [m] = M (P2). Sind m,n ∈M mit [m] ∩ [n] 6= ∅, so gibt es ein
a ∈ [m]∩ [n], also ein a ∈M mit a ∼ m und a ∼ n. Mit der Symmetrie der Äquivalenzrelation
folgt dann m ∼ a, und mit der Transitivität folgt aus m ∼ a und a ∼ n dann m ∼ n. Ist nun
x ∈ [m], so ergibt sich x ∼ m, und wegen m ∼ n folgt mit der Transitivität x ∼ n, also x ∈ [n].
Damit ist gezeigt, dass [m] ⊆ [n] gilt. Wegen der Symmetrie folgt aus m ∼ n aber auch n ∼ m
und damit [n] ⊆ [m] also [n] = [m] (P3). Also ist M/ ∼= {[m] |m ∈M} eine Partition von M .

2⇒1: Sei P ⊆ Pot(M) eine Partition von M und m ∼ n ⇔ ∃A ∈ P : m,n ∈ A die zugehörige
Relation auf M . Diese ist per Definition symmetrisch. Sie ist auch reflexiv, denn zu jedem
m ∈M existiert wegen ∪P = M eine Menge A ∈ P mit m ∈ A, und damit gilt m ∼ m für alle
m ∈ M . Sind m,n, r ∈ M mit m ∼ n und n ∼ r, so gibt es Mengen A,B ∈ P mit m,n ∈ A
und n, r ∈ B. Da n ∈ A ∩ B ist dann A ∩ B 6= ∅, und mit (P3) folgt A = B. Also gibt es eine
Menge A = B ∈ P mit m, r ∈ A, und es folgt m ∼ r. Also ist ∼ auch transitiv und damit eine
Äquivalenzrelation auf M . Zu jedem Element m ∈ M gibt es genau eine Menge A ∈ P mit
m ∈ A, und es folgt [m] = {n ∈ M | ∃B ∈ P : m,n ∈ A} = A. Also ist die Quotientenmenge
gegeben durch M/ ∼= {[m] |m ∈M} = P . 2

Während alle bisher betrachteten Beispiele von Relationen von der Form (M,M,R) waren,
d. h. Relationen auf einer gegebenen Menge M , lernen wir nun eine wichtige Klasse von Bei-
spielen kennen, für die das nicht unbedingt der Fall sein muss, die Abbildungen. Diese sind
Relationen der Form (M,N,R), die eine Zusatzbedingungen erfüllen, nämlich, dass zu jedem
Element m ∈ M genau ein Element n ∈ N mit (m,n) ∈ R existiert. Man ordnet also jedem
Element m ∈ M ein eindeutig bestimmtes Element n ∈ N zu, nämlich das Element n ∈ N
mit (m,n) ∈ R. Die Menge R kann dann als Graph der durch diese Zuordnung bestimmten
Abbildung interpretiert werden.

M N
M N

eine allgemeine Relation R ⊆M ×N eine Abbildung f : M → N .

Definition 2.1.22: Eine Abbildung f von einer MengeM in eine Menge N ist eine Relation
f = (M,N,R), so dass zu jedem m ∈M genau ein n ∈ N mit (m,n) ∈ R existiert.

Man benutzt die folgende Notation und die folgenden Bezeichnungen:

• Statt (m,n) ∈ R schreibt man auch n = f(m) und nennt f(m) den Wert von f in
m ∈M oder das Bild von m unter f .
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• Die Abbildung f = (M,N,R) wird oft auch mit f : M → N , m 7→ f(m) bezeichnet.

• Die Menge M heißt Definitionsbereich, die Menge N Bildbereich oder Wertebe-
reich und die Menge R = {(m, f(m))|m ∈M} Graph der Abbildung f .

• Für eine Teilmenge A ⊆ M heißt die Menge f(A) = {n ∈ N |∃a ∈ A : n = f(a)} ⊆ N
das Bild von A unter der Abbildung f .

• Die Menge f(M) = {f(m) |m ∈ M} ⊆ N wird auch als das Bild der Abbildung f
und mit im(f) bezeichnet.

• Für eine Teilmenge B ⊆ N heißt f−1(B) = {m ∈M |f(m) ∈ B} ⊆M das Urbild von B
unter f .

M N

A f(A)

M N

B
f-1(B)

Bild f(A) einer Menge A ⊆M Urbild f−1(B) einer Menge B ⊆M
unter einer Abbildung f : M → N unter einer Abbildung f : M → N .

Bemerkung 2.1.23:

1. Definitionsbereich und Bildbereich sind ein wesentlicher Teil der Abbildung und dürfen
nicht weggelassen werden. Es ergibt keinen Sinn, von einer Abbildung zu sprechen,
ohne ihren Definitions- und Bildbereich anzugeben! Insbesondere sind zwei Abbildungen
f : M → N und f ′ : M ′ → N ′ gleich genau dann, wenn M = M ′, N = N ′ und
f(m) = f ′(m) für alle m ∈M gilt.

2. Die Definition einer Abbildung sagt aus, dass jedem Element m ∈ M nur ein Element
von N zugeordnet werden darf. Zu einem Element n ∈ N kann es dagegen beliebig viele
Elemente m ∈ M mit f(m) = n geben. Jedes solche Element m nennt man dann ein
Urbild von n.

3. Der Graph einer Abbildung ist eine Verallgemeinerung des schon aus der Schule bekann-
ten Konzepts des Graphens einer Funktion. Für eine Abbildung f : R→ R ist der Graph
der Abbildung f gerade die Menge Γf = {(x, f(x))|x ∈ R}.

4. Für gegebene Mengen M und N bilden die Abbildungen f : M → N eine Menge. Dies
folgt daraus, dass sie sich durch ein logisches Prädikat aus der Potenzmenge Pot(M ×N)
auswählen lassen. (Aussonderungsaxiom).

5. Aus der Definition einer Abbildung folgt, dass es zu jeder Menge N genau eine Abbildung
f : ∅ → N gibt, die sogenannte leere Abbildung. Denn eine Abbildung f : ∅ → N ist
eine Teilmenge R ⊆ ∅×N = ∅, so dass es zu jedem Element m ∈ ∅ genau ein n ∈ N mit
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(m,n) ∈ R gibt. Da ∅ genau eine Teilmenge hat, nämlich ∅, und es keine Elemente m ∈ ∅
gibt, ist R = ∅ ⊆ ∅ = ∅ ×N eine Abbildung.

Beispiel 2.1.24:

1. Für jede Menge M ist idM : M → M , m 7→ m eine Abbildung auf M , die Identitäts-
abbildung auf M .

2. Für jedes Polynom p = a0 +a1x+. . .+anx
n mit Koeffizienten a0, ..., an ∈ R ist fp : R→ R,

x 7→ anx
n + ...+ a1x+ a0 eine Abbildung.

3. Für jedes n ∈ N erhält man eine Abbildung rn : Z → {0, 1, ..., n − 1}, z 7→ rn(z), die
einer ganzen Zahl z den Rest rn(z) von z bei der Division durch n zuordnet.

4. Ein logisches Prädikat auf einer Menge M ist eine Abbildung P : M → {w, f} von der
Menge M in die Menge {w, f} der Wahrheitswerte.

5. Die Dirichlet-Funktion φ : R→ {0, 1} ist die Abbildung definiert durch

φ(x) =

{
1 x ∈ Q

0 x ∈ R \ Q.

6. Eine Abbildung f : M → N heißt konstant auf einer Teilmenge A ⊆ M , wenn
f(a) = f(a′) für alle a, a′ ∈ A. Statt von einer auf M konstanten Abbildung spricht man
auch oft einfach von einer konstanten Abbildung.

7. Eine Abbildung f : N→M , n 7→ f(n) in eine Menge M nennt man auch eine Folge mit
Werten in M und schreibt xn = f(n) und (xn)n∈N statt f : N→M .

8. Die durch M = Q, N = Z und R = {(q, z) ∈ Q × Z|q ≥ z} gegebene Relation ist keine
Abbildung. Denn zu jedem q ∈ Q gibt es unendlich viele ganze Zahlen z ∈ Z mit q ≥ z
und somit (q, z) ∈ R.

9. Für jede Menge M gibt es genau eine Äquivalenzrelation auf M , die gleichzeitig eine
Abbildung ist, nämlich die Äquivalenzrelation m ∼ m′ ⇔ m = m′ aus Beispiel 2.1.17, 2,
die mit der Identitätsabbildung idM : M →M übereinstimmt.
Denn für diese Äquivalenzrelation existiert zu jedem m ∈ M genau ein m′ ∈ M mit
(m,m′) ∈ R, nämlich m′ = m. Ist umgekehrt R ⊆ M ×M eine Abbildung, dann gibt es
zu jedem m ∈ M genau ein m′ ∈ M mit (m,m′) ∈ R. Ist R außerdem eine Äquivalenz-
relation, so gilt für jedes m ∈ M wegen der Reflexivität m ∼ m, d. h. (m,m) ∈ R und
somit m = m′. Also folgt R = {(m,m)|m ∈M}.

Anhand dieser Beispiele sieht man, dass eine Abbildung nicht unbedingt durch eine Rechen-
vorschrift oder Formel definiert werden muss. Auch logische Prädikate, Beschreibungen oder
Fallunterscheidungen wie in Beispiel 2.1.24, 5. können zur Definition einer Abbildung benutzt
werden. Während diese konkreten Beispiele einen Eindruck von der Vielfalt der Abbildungen
vermitteln, wollen wir nun noch einige allgemeine Konstruktionen betrachten, die es uns erlau-
ben, aus gegebenen Abbildungen neue Abbildungen zu konstruieren.

Beispiel 2.1.25:
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1. Ist M eine Menge und A ⊆M eine Teilmenge, so erhält man die Inklusionsabbildung
ιA : A→M , a 7→ a. Diese unterscheidet sich von idM nur durch ihren Definitionsbereich
und von idA nur durch den Bildbereich.

2. Ist f : M → N , m 7→ f(m) eine Abbildung und A ⊆ M eine Teilmenge, dann erhält
man eine neue Abbildung f |A : A → N , a 7→ f(a). Diese heißt Einschränkung oder
Restriktion von f auf A und unterscheidet sich von f nur durch ihren Definitionsbereich.

3. Ist f : M → N , m 7→ f(m) eine Abbildung und B ⊆ N eine Teilmenge mit
f(M) ⊆ B, dann erhält man eine neue Abbildung fB : M → B, m 7→ f(m). Diese heißt
Koeinschränkung von f auf B und unterscheidet sich von f nur durch ihren Bildbereich.

4. Ist ∼ eine Äquivalenzrelation auf einer Menge M , so erhält man eine Abbildung
π : M → M/ ∼, m 7→ [m] von M in die Quotientenmenge M/ ∼, die jedem Element
m ∈M seine Äquivalenzklasse [m] ∈M/ ∼ zuordnet. Sie heißt kanonische Surjektion.

5. Ist ∼ eine Äquivalenzrelation auf M und f : M → N eine Abbildung, die auf den
Äquivalenzklassen von ∼ konstant ist, d. h. m ∼ m′ ⇒ f(m) = f(m′), so erhält man eine
Abbildung f∼ : M/ ∼→ N , [m] 7→ f(m) von der Quotientenmenge nach N .

Die Bedingung, dass f auf den Äquivalenzklassen konstant ist, ist dabei essentiell, denn
sonst wäre die Abbildung nicht wohldefiniert. Ein und derselben Äquivalenzklasse
[m] = [m′], die durch zwei verschiedene Repräsentanten m,m′ ∈ M beschrieben wird,
könnten dann verschiedene Werte, nämlich f(m) ∈ N und f(m′) ∈ N zugeordnet wer-
den. Es muss also gesichert sein, dass f∼ nicht von der Wahl der Repräsentanten abhängt.

6. Ist ∼ die Äquivalenzrelation auf R3 aus Beispiel 2.1.17 mit (x1, x2, x3) ∼ (y1, y2, y3) ⇔
x2

1+x2
2+x2

3 = y2
1 +y2

2 +y2
3 und f : R3 → R, (x1, x2, x3) 7→

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 die Abbildung, die
einem Punkt im R3 seinen Abstand vom Ursprung zuordnet, dann erfüllt f die Bedingung
(x1, x2, x3) ∼ (y1, y2, y3) ⇒ f(x1, x2, x3) = f(y1, y2, y3). Die zugehörige Funktion f∼ :
M/ ∼→ R ordnet einer Sphäre mit dem Mittelpunkt im Ursprung ihren Radius zu und
dem Ursprung den Wert 0.

Wir charakterisieren nun Abbildungen dadurch, wie viele Elementem ∈M sie auf ein gegebenes
Element n ∈ N abbilden. Wie schon festgestellt, kann für eine Abbildung f : M → N ein
gegebenes Element n ∈ N entweder kein, genau ein oder mehrere Urbilder haben. Entsprechend
hat die Gleichung n = f(m) keine, genau eine oder mehrere Lösungen (m,n) ∈M ×N .

Definition 2.1.26: Sei f : M → N eine Abbildung.

1. Die Abbildung f heißt injektiv oder Injektion, wenn jedes Element n ∈ N höchstens
ein Urbild hat:

∀m,m′ ∈M : f(m) = f(m′)⇒ m = m′.

2. Die Abbildung f heißt surjektiv oder Surjektion, wenn jedes Element n ∈ N minde-
stens ein Urbild hat:

∀n ∈ N : ∃m ∈M : n = f(m).

3. Die Abbildung f heißt bijektiv oder Bijektion, wenn jedes Element n ∈ N genau ein
Urbild hat, also genau dann, wenn sie injektiv und surjektiv ist:

∀n ∈ N : ∃!m ∈M : n = f(m),
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4. Sind M und N zwei Mengen, so dass eine Bijektion f : M → N existiert, sagt man M
und N stehen zueinander oder sind in Bijektion.

M N M N M N

eine injektive Abbildung eine surjektive Abbildung eine bijektive Abbildung
f : M → N f : M → N f : M → N

Beispiel 2.1.27:
1. Für jede Menge M ist die Identitätsabbildung idM : M →M bijektiv.
2. Für jede Teilmenge A ⊆M ist die Inklusionsabbildung ιA : A→M injektiv.
3. Für jede Abbildung f : M → N ist die Koeinschränkung f : M → f(M) surjektiv.
4. Ist ∼ eine Äquivalenzrelation auf M , so ist die kanonische Surjektion π : M → M/ ∼,
m 7→ [m] surjektiv. Deswegen heißt sie kanonische Surjektion.

5. Für alle m ∈ N stehen die Mengen Z und mZ = {mz|z ∈ Z} zueinander in Bijektion.
Eine Bijektion ist gegeben durch f : Z→ mZ, z 7→ mz.

Bemerkung 2.1.28:

1. Ist M eine endliche Menge, so gilt für alle Abbildungen f : M →M :
f injektiv ⇔ f surjektiv ⇔ f bijektiv.
Denn f ist injektiv genau dann, wenn die Teilmenge f(M) ⊆M genau so viele Elemente
wie M hat, was genau dann, der Fall ist, wenn f(M) = M gilt, also f surjektiv ist.

2. Ist M eine unendliche Menge, so gibt es Abbildungen f : M → M , die injektiv, aber
nicht surjektiv und Abbildungen g : M →M , die surjektiv, aber nicht injektiv sind.
Ein Beispiel sind die Abbildungen f : N → N, n 7→ n + 1 und g : N → N mit g(1) = 1
und g(n) = n− 1 für n ≥ 2.

3. Sind M , N endliche Mengen und ist f : M → N eine Bijektion, dann haben M und N
gleich viele Elemente.
Denn aus der Injektivität von f folgt, dass N mindestens so viele Elemente wie M haben
muss, und aus der Surjektivität, dass N höchstens so viele Elemente wie M haben kann.

Mengen, die zueinander in Bijektion stehen, können alleine mit mengentheoretischen Mitteln
nicht unterschieden werden. So muss man beispielsweise in Beispiel 2.1.27, 5. Teilbarkeitsaus-
sagen oder andere Strukturen auf Z benutzen, um die beiden Mengen zu unterscheiden. Aus
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diesem Grund betrachtet man solche Mengen als mengentheoretisch gleich. Es ist dabei irrele-
vant, wie die einzelnen Elemente in den Mengen heißen oder welche Eigenschaften sie zusätzlich
zu ihrer Rolle als Elemente gewisser Mengen besitzen. Dies bedeutet insbesondere, dass man
endliche Mengen nur anhand der Anzahl ihrer Elemente unterscheidet.

Wir werden nun Abbildungen zu neuen Abbildungen zusammensetzen oder verketten. Die Ver-
kettung reeller Funktionen ist schon aus der Schule bekannt. Hier erinnern wir aber noch einmal
daran, dass Definitions- und Bildbereich ein essentieller Teil der Abbildungen sind. Zwei Ab-
bildungen können nur dann verkettet werden, wenn der Definitionsbereich der einen mit dem
Bildbereich der anderen übereinstimmt.

Definition 2.1.29: Seien f : M → N und g : N → P Abbildungen. Dann ist dieVerkettung
oder Komposition von f und g die Abbildung g ◦ f : M → P , x 7→ g(f(x)).

Es ist eine hilfreiche Übung, die Verkettung zweier Abbildungen als Relation auszudrücken und
zu beweisen, dass man so tatsächlich eine Abbildung im Sinn von Definition 2.1.22 erhält.

M N Pf g

M P
gof

Abbildungen f : M → N , g : N → P und Verkettung g ◦ f : M → P

Satz 2.1.30 (Satz über Verkettungen):
1. Für jede Abbildung f : M → N gilt idN ◦ f = f ◦ idM = f .

2. Die Verkettung von Abbildungen ist assoziativ:
für beliebige Abbildungen f : M → N , g : N → P und h : P → Q gilt (h◦g)◦f = h◦(g◦f).

3. Für beliebige Abbildungen f : M → N und g : N → P gilt:
(i) sind f und g injektiv, dann ist auch g ◦ f injektiv,
(ii) sind f und g surjektiv, dann ist auch g ◦ f surjektiv,
(iii) sind f und g bijektiv, dann ist auch g ◦ f bijektiv.

Beweis:
1. Für alle x ∈ M gilt: (idN ◦ f)(x) = idN(f(x)) = f(x) = f(idM(x)) = (f ◦ idM)(x). Daraus
folgt die Gleichheit der beiden Abbildungen.

2. Für beliebige Abbildungen f : M → N , g : N → P , h : P → Q und alle x ∈M gilt

((h ◦ g) ◦ f)(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((g ◦ f)(x)) = (h ◦ (g ◦ f))(x)
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Daraus folgt die Gleichheit der beiden Abbildungen.

3. (i) Seien f : M → N und g : N → P injektive Abbildungen, und seien x, x′ ∈ M mit
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(f(x′)) = (g ◦ f)(x′). Dann folgt aus der Injektivität von g, dass
f(x) = f(x′) und aus der Injektivität von f , dass x = x′. Also ist g ◦ f : M → P injektiv.

3. (ii) Seien f : M → N und g : N → P surjektive Abbildungen. Dann existiert wegen der
Surjektivität von g zu jedem z ∈ P ein y ∈ N mit g(y) = z. Wegen der Surjektivität von f
existiert dann zu y ∈ N ein x ∈M mit f(x) = y. Daraus folgt (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(y) = z.
Also existiert zu jedem z ∈ P ein x ∈M mit (g ◦ f)(x) = z, und g ◦ f : M → P ist surjektiv.

3.(iii) Sind f und g bijektiv, so sind f und g injektiv und surjektiv. Aus 3.(i) folgt dann, dass
die Abbildung g ◦ f : M → P injektiv ist, und aus 3.(ii), dass sie surjektiv ist. Also ist die
Abbildung g ◦ f : M → P bijektiv. 2

Die Assoziativität einer Verkettung erlaubt es uns, Klammern wegzulassen, wenn mehr als zwei
Abbildungen verkettet werden. Alle möglichen Klammerungen einer Verkettung von Abbildun-
gen liefern die gleiche Abbildung, und deswegen brauchen wir keine Klammern anzugeben. Die
erste Aussage in Satz 2.1.30 erlaubt es uns, beim Verketten von Abbildungen beliebig viele
Identitätsabbildungen “dazwischenzuschalten”, ohne etwas am Ergebnis zu ändern. Der letzte
Teil des Satzes sagt uns, dass die Eigenschaften Injektivität, Surjektivität und Bijektivität unter
der Verkettung von Abbildungen erhalten bleiben.

Der Begriff der Verkettung von Abbildungen liefert außerdem eine alternative Beschreibung der
Eigenschaften Bijektivität, Injektivität und Surjektivität. Wir können die Injektivität, Surjek-
tivität und Bijektivität einer Abbildung f : M → N nämlich auch durch die Existenz gewisser
Abbildungen g : N →M charakterisieren, die sich auf verschiedene Weise zu den Identitätsab-
bildungen idM oder idN verketten.

Satz 2.1.31: Sei M 6= ∅ und f : M → N eine Abbildung. Dann gilt:

1. Die Abbildung f ist surjektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g : N → M mit
f ◦ g = idN gibt. Die Abbildung g heißt dann ein Rechtsinverses von f .

2. Die Abbildung f ist injektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g : N → M mit
g ◦ f = idM gibt. Die Abbildung g heißt dann ein Linksinverses von f .

3. Die Abbildung f ist bijektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g : N → M mit
f ◦ g = idN und g ◦ f = idM gibt. Die Abbildung g ist dann eindeutig bestimmt und
heißt die zu f inverse Abbildung oder die Umkehrabbildung von f . Man schreibt
dann g = f−1 : N →M .

Beweis:
1. ⇒: Sei f : M → N surjektiv. Dann können wir zu jedem Element y ∈ N ein Urbild
xy ∈ M mit f(xy) = y wählen und eine Abbildung g : N → M , y 7→ xy definieren. Es folgt
(f ◦ g)(y) = f(xy) = y für alle y ∈ N und somit f ◦ g = idN .

⇐: Seien f : M → N und g : N → M Abbildungen mit f ◦ g = idN . Dann gilt (f ◦ g)(y) =
f(g(y)) = y für alle y ∈ N . Also existiert zu jedem y ∈ N ein Element x ∈ M mit f(x) = y,
nämlich x = g(y), und somit ist f surjektiv.
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2. ⇒: Sei f : M → N injektiv. Für y ∈ N gilt entweder f−1({y}) = ∅ oder es existiert genau
ein xy ∈ M mit f(xy) = y. Sind nämlich x, x′ ∈ M mit f(x) = f(x′) = y, so folgt aus der
Injektivität von f , dass x = x′ gilt. Wir definieren eine Abbildung g : N →M durch

g(y) =

{
xy mit f(xy) = y falls f−1({y}) 6= ∅
z ∈M falls f−1({y}) = ∅,

wobei z ∈ M ein beliebiges Element von M ist. Daraus folgt (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = x für alle
x ∈M und damit g ◦ f = idM .

⇐: Seien f : M → N und g : N → M Abbildungen mit g ◦ f = idM . Dann folgt für alle
x, x′ ∈M aus f(x) = f(x′) auch x = idM(x) = (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(f(x′)) = (g ◦ f)(x′) =
idM(x′) = x′. Somit ist f injektiv.

3.⇒: Ist f bijektiv, so ist f injektiv und surjektiv. Nach 1. existiert dann eine Abbildung
g : N →M mit f ◦ g = idN und nach 2. eine Abbildung g′ : N →M mit g′ ◦ f = idM . Um die
Existenz von g zu beweisen, ist noch zu zeigen, dass g = g′ gilt. Dazu berechnen wir

g′ = g′ ◦ idN = g′ ◦ (f ◦ g) = (g′ ◦ f) ◦ g = idM ◦ g = g,

wobei im ersten und fünften Schritt Satz 2.1.30, 1. und im dritten Schritt die Assoziativität der
Verkettung benutzt wurde. Die Eindeutigkeit der Abbildung g ergibt sich dann ganz ähnlich.
Sind g, g′ : N →M Abbildungen mit g ◦ f = g′ ◦ f = idM und f ◦ g = f ◦ g′ = idN , so folgt aus
dem letzten Schritt bereits g = g′.

⇐: Sind f : M → N und g : N → M Abbildungen mit f ◦ g = idN und g ◦ f = idM , dann
folgt aus 1., dass f surjektiv ist und aus 2., dass f injektiv ist. Also ist f bijektiv. 2

2.2 Gruppen

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns zunächst mit Verknüpfungen - Abbildungen, mit denen
wir aus zwei gegebenen Elementen einer Menge ein neues Element bilden können. Anschließend
lernen wir den wichtigen Begriff der Gruppe kennen - eine Menge mit einer Verknüpfung, die
bestimmte zusätzliche Bedingungen erfüllt. Gruppen spielen eine sehr wichtige Rolle in der
Mathematik und auch in der Physik, da sie Symmetrien beschreiben.

Definition 2.2.1: Sei M eine Menge. Eine Verknüpfung auf M ist eine Abbildung
◦ : M ×M → M , (a, b) 7→ a ◦ b, die jedem geordneten Paar (a, b) von Elementen a, b ∈ M ein
Element a ◦ b ∈M zuordnet.

1. Eine Verknüpfung ◦ : M × M → M heißt assoziativ, wenn für alle a, b, c ∈ M gilt:
a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c.

2. Eine Verknüpfung ◦ : M ×M → M heißt kommutativ, wenn für alle a, b ∈ M gilt:
a ◦ b = b ◦ a.
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Beispiel 2.2.2:
1. Die Addition und die Multiplikation sind kommutative und assoziative Verknüpfungen

auf den Mengen N, N0, Z, Q, R.

2. Sei X eine Menge und Abb(X,X) die Menge der Abbildungen f : X → X. Dann ist die
Verkettung von Abbildungen ◦ : Abb(X,X) × Abb(X,X) → Abb(X,X), (g, f) 7→ g ◦ f
mit (g ◦ f)(x) = g(f(x)) eine Verknüpfung auf Abb(X,X), die nach Satz 2.1.30, 2.
assoziativ ist. HatX mehr als zwei Elemente, so ist sie nicht kommutativ (Beweis: Übung).

3. Sei X eine Menge. Dann sind ◦ : Pot(X) × Pot(X) → Pot(X), (U, V ) 7→ U ∩ V und
◦ : Pot(X) × Pot(X) → Pot(X), (U, V ) 7→ U ∪ V zwei verschiedene Verknüpfungen auf
Pot(X). Diese sind nach Definition 2.1.6 assoziativ und nach Lemma 2.1.10 kommutativ.

4. Die Verknüpfung ◦ : N × N → N, (m,n) 7→ 2n+m ist kommutativ, aber nicht assoziativ.
Denn es gilt m ◦ n = 2n+m = n ◦m für alle n,m ∈ N, aber für m = n = 1 und p = 2

(m◦n)◦p = 2n+m◦p = 22n+m+p = 222+2 = 26, m◦(n◦p) = m◦2n+p = 2m+2n+p

= 21+23

= 29.

Bemerkung 2.2.3:
1. Man muss eine Verknüpfung nicht unbedingt mit dem Symbol “◦” bezeichnen. Oft werden

stattdessen auch die Symbole “∗”, “•”, “?”, “·” benutzt. Kommutative Verknüpfungen
bezeichnet man oft auch mit “+”.

2. Mit vollständiger Induktion kann man beweisen, dass für eine assoziative Verknüpfung ◦
auf einer Menge M alle möglichen Klammerungen eines Ausdrucks a1 ◦ a2 ◦ . . . ◦ an das
gleiche Element von M liefern. Aus diesen Gründen darf man die Klammern weglassen
und stattdessen a1 ◦ ... ◦ an schreiben.

3. Eine Verknüpfung ◦ auf einer Menge M besteht immer aus zwei Dingen: einer Verknüp-
fungsvorschrift, die angibt, wie man aus zwei gegebenen Elementen a, b ∈M das Element
a ◦ b berechnet, und der Menge M selbst. Dieselbe Vorschrift kann wie Beispiel 2.2.2 1.
Verknüpfungen auf verschiedenen Mengen liefern. Umgekehrt kann es auf einer Menge M
wie in Beispiel 2.2.2, 3. verschiedene Verknüpfungen geben.

Offensichtlich gibt es in manchen der Mengen in Beispiel 2.2.2 Elemente, die sich bezüglich
der Verknüpfung neutral verhalten, d. h. die Elemente, mit denen sie verknüpft werden, nicht
ändern. So gilt beispielsweise für die Verknüpfung + : R×R→ R die Identität r+0 = 0+r = r
für alle r ∈ R und für die Verknüpfung ◦ : Pot(X) × Pot(X) → Pot(X), (U, V ) 7→ U ∩ V
die Identität X ◦ U = U ◦ X = U für alle U ∈ Pot(X). Solche Elemente bezeichnet man als
neutrale Elemente. Im ersten Fall gibt es außerdem zu jedem r ∈ R ein Element s ∈ R mit
r + s = s+ r = 0, nämlich s = −r. Solche Elemente bezeichnet man als Inverse.

Definition 2.2.4: Sei ◦ : M ×M →M eine assoziative Verknüpfung auf M .

1. Ein Element e ∈ M heißt neutrales Element für die Verknüpfung ◦, wenn für alle
a ∈M gilt e ◦ a = a = a ◦ e.

2. Existiert ein neutrales Element e ∈ M , dann heißt ein Element a′ ∈ M Inverses eines
Elements a ∈M , wenn a′ ◦ a = e = a ◦ a′. In diesem Fall nennt man a invertierbar.

44



Offensichtlich existieren für manche der Verknüpfungen in Beispiel 2.2.2 neutrale Elemente oder
Inverse und für andere nicht. Allerdings gibt es in keinem der betrachteten Beispiele mehr als
ein neutrales Element oder mehr als ein Inverses zu einem gegebenen Element der Menge. Dass
dies nicht an der Auswahl der Beispiele liegt, sondern ein allgemeine Aussage ist, zeigt das
folgende Lemma.

Lemma 2.2.5: Sei ◦ : M ×M → M eine assoziative Verknüpfung auf M . Dann existiert
höchstens ein neutrales Element e ∈ M und zu jedem a ∈ M höchstens ein Inverses. Dieses
wird mit a−1 bezeichnet.

Beweis:
Sind e ∈M und e′ ∈M zwei neutrale Elemente, so gilt nach Definition 2.2.4, 1.

e
e′ neutral

= e ◦ e′ e neutral
= e′.

Sei e ∈M das neutrale Element und a′, a′′ ∈M zwei Inverse zu a ∈M . Dann gilt

a′
e neutral

= a′ ◦ e a◦a
′′=e

= a′ ◦ (a ◦ a′′) assoz.
= (a′ ◦ a) ◦ a′′ a

′◦a=e
= e ◦ a′′ e neutral

= a′′.
2

Mit Hilfe der Konzepte eines neutralen Elements und eines Inversen können wir nun den Begriff
der Gruppe, des Monoids und der Halbgruppe formulieren.

Definition 2.2.6: Sei M eine Menge und ◦ : M ×M → M eine Verknüpfung. Dann nennt
man (M, ◦) eine Gruppe, wenn die folgenden drei Bedingungen erfüllt sind:

(G1) Assoziativität: für alle a, b, c ∈M gilt a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c.
(G2) Neutrales Element: es gibt ein Element e ∈M mit a ◦ e = a = e ◦ a für alle a ∈M .
(G3) Inverse: zu jedem Element a ∈M gibt es ein Element a−1 ∈M mit a◦a−1 = e = a−1◦a.

Gilt nur (G1), so nennt man (M, ◦) eine Halbgruppe. Gelten (G1) und (G2), so nennt man
(M, ◦) ein Monoid. Eine Gruppe (M, ◦) mit einer kommutativen Verknüpfung ◦ nennt man
auch eine abelsche Gruppe6. Die Anzahl der Elemente in einer Gruppe (M, ◦) heißt die
Ordnung von (M, ◦).

Bemerkung 2.2.7: Die Verknüpfung einer Gruppe wird auch häufig mit · statt mit ◦ be-
zeichnet und Gruppenmultiplikation genannt. Manchmal lässt man das Verknüpfungszeichen
auch ganz weg und schreibt ab statt a ◦ b oder a · b. Das Einselement wird statt mit e auch oft
mit 1 bezeichnet. In abelschen Gruppen schreibt man oft auch + statt ·, 0 statt e und −a statt
a−1. Diese Notation sollte nur für abelsche Gruppen benutzt werden.

Bemerkung 2.2.8: Man kann in der Definition einer Gruppe die Axiome (G2) und (G3)
durch abgeschwächte Forderungen ersetzen, nämlich

(G2’) Es gibt ein Element e ∈M mit e ◦ a = a für alle a ∈M .
(G3’) Zu jedem Element a ∈M gibt es ein Element a−1 ∈M mit a−1 ◦ a = e.

6Nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829).
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Denn zu a−1 ∈M mit a−1 ◦ a = e existiert nach (G3’) ein a′ ∈M mit a′ ◦ a−1 = e und somit

a ◦ a−1 (G2′)
= e ◦ a ◦ a−1 (G3′)

= a′ ◦ a−1 ◦ a ◦ a−1 (G3′)
= a′ ◦ e ◦ a−1 (G2′)

= a′ ◦ a−1 = e. (2)

Daraus ergibt sich dann auch a · e (G3′)
= a ◦ a−1 ◦ a (2)

= e ◦ a (G2′)
= a. (In einer Gruppe sind

Linksinverse Rechtsinverse und Linksneutrale Rechtsneutrale). Die Forderungen a ◦ e = e und
a ◦ a−1 = e in Definition 2.2.6 sind also unnötig, da sie aus (G2’) und (G3’) folgen. Allerdings
gilt dies nur für Gruppen, nicht aber für Halbgruppen oder Monoide, weswegen man oft die
kompaktere Formulierung in Definition 2.2.6 wählt.

Beispiel 2.2.9:
1. Bezeichnen wir mit + die Addition ganzer, rationaler oder reeller Zahlen, so sind sind die

Mengen (Z,+), (Q,+), (R,+) abelsche Gruppen mit neutralem Element 0 und Inversen
a−1 = −a.

2. Bezeichnen wir mit · die Multiplikation rationaler oder reeller Zahlen, so sind (Q, ·)
und (R, ·) Monoide mit neutralem Element 1. Die Mengen (R \ {0}, ·), (Q \ {0}, ·) sind
abelsche Gruppen mit neutralem Element 1 und Inversem a−1 = 1/a.

3. (N0,+) ist ein Monoid, aber keine Gruppe, denn 0 ist ein neutrales Element, aber kein
Element ausser 0 hat ein Inverses. Ebenso ist (Z, ·) ein Monoid, aber keine Gruppe, denn
1 ist ein neutrales Element, aber nur 1 und −1 haben Inverse.

4. Die Menge (N,+) ist eine Halbgruppe, aber kein Monoid, denn es existiert kein neutrales
Element.

5. Jede ein-elementige Menge M = {m} ist eine Gruppe mit der Verknüpfung
◦ : {m} × {m} → m, (m,m) 7→ m ◦ m = m. Sie besteht nur aus dem neutralen
Element m ∈M . Eine solche Gruppe bezeichnet man auch als eine triviale Gruppe.

6. Sind (G, ◦G) und (H, ◦H) Gruppen so hat auch die Menge G×H die Struktur einer Grup-
pe mit der Verknüpfung ◦ : (G×H)×(G×H)→ G×H, (g, h)◦(g′, h′) = (g◦G g′, h◦H h′)
(Beweis: Übung). Diese Gruppe nennt man das direkte Produkt der Gruppen G und H.

7. Eine endliche Gruppe (G, ◦) kann durch eine Multiplikationstafel beschrieben werden.
Für eine n-elementige Gruppe G = {g1, ..., gn} ist dies eine Tabelle mit n Zeilen und n
Spalten, wo in die ite Zeile und jte Spalte das Produkt gi ◦ gj eingetragen wird. Dabei
wählt man g1 = e.

◦ e g2 g3 . . . gn
e e g2 g3 . . . gn
g2 g2 g2 ◦ g2 g2 ◦ g3 . . . g2 ◦ gn
g3 g3 g3 ◦ g2 g3 ◦ g3 . . . g3 ◦ gn
...

...
...

... . . .
...

gn gn gn ◦ g2 gn ◦ g3 . . . gn ◦ gn

Wie erkennt man an der Multiplikationstafel, ob eine Gruppe abelsch ist?
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Besonders wichtige Beispiele von Gruppen, die wir separat untersuchen werden, sind die soge-
nannten Restklassengruppen (Z/nZ,+) für n ∈ N. Wir fixieren dazu eine natürliche Zahl
n ∈ N und betrachten auf Z die Äquivalenzrelation x ∼ y ⇔ n teilt x − y aus Beispiel 2.1.18.
Die Äquivalenzklassen sind die Mengen [m] = {m + kn|k ∈ Z} für m ∈ Z, die auch als Rest-
klassen bezeichnet werden. Es gibt genau n Restklassen, nämlich [0], [1]..., [n − 1], und die
Quotientenmenge ist gegeben durch Z/nZ = {[m]|m ∈ Z} = {[0], [1], ..., [n− 1]}.

Wir können der Quotientenmenge Z/nZ die Struktur einer abelschen Gruppe geben, indem wir
die Addition aus Z benutzen. Wir definieren also [k] + [m] = [k + m] für alle k,m ∈ Z. Stellt
man sich Z/12Z als eine Uhr mit den n Ziffern [0],...,[11] vor, so entspricht diese Addition dem
Weiterstellen der Zeigers. Steht der Zeiger auf der Ziffer [3], also 3 Uhr, und stellt man ihn
14 Stunden vor, so zeigt er auf [3 + 14] = [17] = [5], also 5 Uhr. Vorstellen um 14 Stunden
ergibt also die gleiche Zeigerstellung wie Vorstellen um 2 Stunden. Stellt man den Zeiger um 5
Stunden zurück, so zeigt er auf [3 + (−5)] = [−2] = [10] Uhr.

Lemma 2.2.10: Für jedes n ∈ N ist + : Z/nZ × Z/nZ → Z/nZ, ([k], [m]) 7→ [k + m]
eine kommutative und assoziative Verknüpfung auf Z/nZ mit neutralem Element [0], und
(Z/nZ,+) ist eine abelsche Gruppe.

Beweis:
1. Zu zeigen ist zunächst, dass + : Z/nZ×Z/nZ→ Z/nZ, ([k], [m]) 7→ [k+m] überhaupt eine
Verknüpfung ist, also insbesondere eine Abbildung. Sie darf einem Paar ([k], [m]) also nicht
mehr als ein Element aus Z/nZ zuordnen. Dazu müssen wir beweisen, dass das zugeordnete
Element [k + m] nicht von der Wahl der Repräsentanten k, m abhängt, was sich aus dem
folgenden Argument ergibt. Ist [k] = [k′], so gilt k ∼ k′ und somit existiert ein a ∈ Z mit
k − k′ = na. Daraus ergibt sich k + m = k′ + m + na und [k + m] = [k′ + m]. Also hängt
+ : Z/nZ×Z/nZ→ Z/nZ ([k], [m]) 7→ [k+m] nicht von der Wahl der Repräsentanten k ab. Da
[k] + [m] = [k+m] = [m+ k] = [m] + [k], kann + : Z/nZ×Z/nZ→ Z/nZ ([k], [m]) 7→ [k+m]
auch nicht von der Wahl des Repräsentanten m abhängen und ordnet jedem Paar ([k], [m])
genau ein Element aus Z/nZ zu.

2. Die Kommutativität und Assoziativität folgen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften
der Verknüpfung + : Z× Z→ Z:

([k] + [l]) + [m] = [k + l] + [m] = [k + l +m] = [k] + [l +m] = k + ([l] + [m])

[k] + [m] = [k +m] = [m+ k] = [m] + [k] ∀k, l,m ∈ Z.

Ebenso zeigt man, dass [0] ein neutrales Element und [−m] das Inverse von [m] ist:

[0] + [m] = [0 +m] = [m] [m] + [−m] = [m+ (−m)] = [m−m] = [0] ∀m ∈ Z.

2

Weitere besonders wichtige Beispiele von Gruppen erhält man, wenn man die bijektiven Ab-
bildungen f : X → X von einer Menge X in sich selbst betrachtet. Die Verkettung solcher
Abbildungen definiert eine Verknüpfung auf der Menge der Abbildungen f : X → X mit der
Identitätsabbildung als neutrales Element. Die Bijektivität garantiert dann die Existenz von
Umkehrabbildungen, die die Inversen bezüglich dieser Verknüpfung sind.
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Beispiel 2.2.11: Sei X eine Menge, Abb(X,X) die Menge der Abbildungen f : X → X und
Bij(X,X) die Menge der bijektiven Abbildungen f : X → X.

1. Dann ist Abb(X,X) mit der Verkettung von Abbildungen ◦ : Abb(X,X)×Abb(X,X)→
Abb(X,X), (g, f) 7→ g ◦ f als Verknüpfung ein Monoid.
Denn nach Beispiel 2.2.2 ist die Verkettung eine assoziative Verknüpfung auf M , und
nach Satz 2.1.30, 1. gilt f ◦ idX = idX ◦ f = f für alle Abbildungen f : X → X. Die
Identitätsabbildung idX : X → X ist also ein neutrales Element.

2. Die Menge Bij(X,X) mit der Verkettung ◦ : Bij(X,X) × Bij(X,X) → Bij(X,X),
(g, f) 7→ g ◦ f als Verknüpfung ist eine Gruppe.
Denn nach Satz 2.1.30 3. (iii) ist die Verkettung zweier bijektiver Abbildungen bijektiv.
Somit ist die Verkettung von Abbildungen auch eine assoziative Verknüpfung auf der
Teilmenge der bijektiven Abbildungen. Da die Identitätsabbildung idX bijektiv ist, exi-
stiert ein neutrales Element. Nach Satz 2.1.31, 3. existiert zu jeder bijektiven Abbildung
f : X → X eine bijektive Umkehrabbildung f−1 : X → X mit f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = idX ,
also ein Inverses.

3. Ist X eine endliche Menge, so nennt man eine bijektive Abbildung f : X → X auch eine
Permutation von X und die Gruppe der bijektiven Abbildungen f : X → X mit der
Verkettung eine Permutationsgruppe. Für X = {1, ..., n} mit n ∈ N spricht man auch
von der symmetrischen Gruppe vom Grad n und bezeichnet sie mit Sn.

Sn := Bij({1, ..., n}, {1, ..., n}) ∀n ∈ N.

Man kann zeigen, dass die symmetrische Gruppe Sn genau n! Elemente enthält (Übung).

Im letzten Beispiel wurde aus einem Monoid eine Gruppe konstruiert, indem die Verknüpfung
auf dem Monoid Abb(X,X) auf die Elemente des Monoids eingeschränkt wurde, die ein Inverses
besitzen - die bijektiven Abbildungen. Dies wirft die Frage auf, ob dies auch ganz allgemein für
Monoide funktioniert, d. h. ob die invertierbaren Elemente eines Monoids immer eine Gruppe
bilden. Um dies zu beweisen, müssen wir uns genauer mit den Eigenschaften von invertierbaren
Elementen in einem Monoid befassen, die auch als Einheiten des Monoids bezeichnet werden.

Lemma 2.2.12: (Einheiten eines Monoids)
Sei (M, ◦) ein Monoid mit neutralem Element e ∈M . Dann gilt:

1. Das neutrale Element e ist invertierbar mit Inversem e−1 = e.
2. Ist a ∈M invertierbar, dann ist auch a−1 invertierbar und (a−1)−1 = a.
3. Sind a ∈M und b ∈M invertierbar, dann ist auch a◦b invertierbar mit (a◦b)−1 = b−1◦a−1.
4. Ist a ∈ M invertierbar, dann gilt für alle b, c ∈ M : a ◦ b = a ◦ c ⇒ b = c und
b ◦ a = c ◦ a⇒ b = c.

Beweis:
Nach Definition 2.2.4, 1. gilt e ◦ e = e, und somit ist e nach Definition 2.2.4, 2. invertierbar
mit Inversem e−1 = e. Das beweist 1. Ist a ∈ M invertierbar mit Inversem a−1 ∈ M , dann gilt
a◦a−1 = e = a−1 ◦a nach Definition 2.2.4, 2. Dies bedeutet nach Definition 2.2.4, 2. aber auch,
dass a−1 invertierbar ist mit Inversem (a−1)−1 = a, und es folgt 2. Sind a, b ∈ M invertierbar,
dann gilt nach Definition 2.2.4, 2. a ◦ a−1 = e = a−1 ◦ a und b ◦ b−1 = e = b−1 ◦ b. Daraus folgt
unter Ausnutzung der Assoziativität

a ◦ b ◦ b−1 ◦ a−1 (G3)
= a ◦ e ◦ a−1 (G2)

= a ◦ a−1 (G3)
= e

(G3)
= b−1 ◦ b (G2)

= b−1 ◦ e ◦ b (G3)
= b−1 ◦ a−1 ◦ a ◦ b.
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Also ist nach Definition 2.2.4, 2. das Element b−1 ◦ a−1 invers zu a ◦ b und a ◦ b invertierbar.
Dies beweist 3. Ist a ∈M invertierbar, dann gilt nach Definition 2.2.4, 2. a−1 ◦ a = a ◦ a−1 = e
und somit folgt unter Ausnutzung der Assoziativität 4.

a ◦ b = a ◦ c ⇒ b
(G2)
= e ◦ b (G3)

= a−1 ◦ a ◦ b = a−1 ◦ a ◦ c (G3)
= e ◦ c (G2)

= c

b ◦ a = c ◦ a ⇒ b
(G2)
= b ◦ e (G3)

= b ◦ a ◦ a−1 = c ◦ a ◦ a−1 (G3)
= c ◦ e (G2)

= c. 2

Korollar 2.2.13: In jedem Monoid (M, ◦) ist die Menge M× = {a ∈M | a invertierbar} mit
der Verknüpfung ◦ : M× ×M× →M× eine Gruppe. Sie heißt Einheitengruppe von (M, ◦).

Beweis:
Sind a, b ∈ M× so ist nach Lemma 2.2.12, 3. auch das Element a ◦ b ∈ M×. Also ist M×

abgeschlossen unter ◦, und ◦ : M× ×M× →M× ist eine Verknüpfung. Nach Lemma 2.2.12, 1.
ist e ∈M×, und somit besitzt M× ein neutrales Element. Per Definition besitzt jedes Element
a ∈M× ein Inverses a−1 ∈M und nach Lemma 2.2.12, 2. gilt a−1 ∈M×. 2

Beispiel 2.2.14:
1. Die Einheitengruppe des Monoids (Z \ {0}, ·) ist ({1,−1}, ·).
2. Die Einheitengruppen der Monoide (Q, ·) und (R, ·) sind (Q \ {0}, ·) und (R \ {0}, ·).
3. Ist (M, ◦) bereits eine Gruppe, so gilt M× = M und man erhält (M×, ◦) = (M, ◦).

Bei der Untersuchung von Mengen wurde der Begriff einer Teilmenge eingeführt. Da Gruppen
Mengen mit einer zusätzlichen Struktur sind - nämlich einer Verknüpfung, die die Gruppenaxio-
me (G1)-(G3) erfüllt - ist man bei der Betrachtung von Gruppen weniger an Teilmengen in-
teressiert, als an Teilmengen, die mit der gegebenen Verknüpfung selbst wieder eine Gruppe
bilden. Dies führt auf den Begriff der Untergruppe.

Definition 2.2.15: Sei (G, ◦) eine Gruppe. Eine Teilmenge H ⊆ G heißt Untergruppe von
(G, ◦), wenn
(i) H abgeschlossen unter der Verknüpfung ◦ ist: a, b ∈ H ⇒ a ◦ b ∈ H.
(ii) H mit der Einschränkung der Verknüpfung ◦ eine Gruppe ist.

Bevor wir Beispiele von Untergruppen betrachten, verschaffen wir uns noch ein leicht hand-
habbares Kriterium, mit dem sich nachrechnen lässt, ob eine gegebene Teilmenge H ⊆ G eine
Untergruppe der Gruppe (G, ◦) ist.

Lemma 2.2.16: Sei (G, ◦) eine Gruppe. Dann ist eine Teilmenge H ⊆ G eine Untergruppe
genau dann, wenn sie die folgenden Bedingungen erfüllt:
(UG1) H 6= ∅,
(UG2) H ist abgeschlossen unter ◦: a, b ∈ H ⇒ a ◦ b ∈ H,
(UG3) H ist abgeschlossen unter der Inversenbildung: a ∈ H ⇒ a−1 ∈ H.

Beweis:
⇐: Ist H ⊆ G eine Teilmenge, die (UG1)-(UG3) erfüllt, so ist H nach (UG2) abgeschlossen
unter ◦. Nach (UG1) existiert ein Element a ∈ H. Nach (UG3) ist dann auch a−1 ∈ H und mit
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(UG2) folgt a ◦ a−1 = e = a ◦ a−1 ∈ H. Also besitzt H ein neutrales Element e ∈ H und jedes
Element a ∈ H hat ein multiplikatives Inverses a−1 ∈ H.

⇒: Sei H ⊆ G eine Untergruppe von G. Dann ist (H, ◦) nach Definition 2.2.15, 2. eine Gruppe
und enthält somit ein neutrales Element. Daraus folgt (UG1) H 6= ∅. Ausserdem ist H dann
nach Definition 2.2.15 1. abgeschlossen unter ◦ und somit gilt (UG2).

Um zu zeigen, dass für jedes Element a ∈ H auch das Inverse a−1 ∈ G in H liegt, zeigt man
zunächst, dass das neutrale Element e′ ∈ H das neutrale Element e ∈ G sein muss. Da e′ ∈ H
das neutrale Element von H ist, gilt e′ ◦ e′ = e′. Daraus folgt e′ ◦ e′ = e′ ◦ e in G, und da e′ in
G invertierbar ist, ergibt sich mit Lemma 2.2.12, 4. e = e′.

Da (H, ◦) eine Gruppe mit neutralem Element e′ = e ∈ H ist, gibt es zu jedem Element a ∈ H
ein Inverses a′ ∈ H mit a ◦ a′ = a′ ◦ a = e′ = e. Daraus folgt aber, dass a′ auch das Inverse von
a in G ist und wegen der Eindeutigkeit der Inversen in G damit a′ = a−1 ∈ H, also (UG3).

2

Beispiel 2.2.17:
1. Für jede Gruppe (G, ◦) sind die Teilmengen G ⊆ G und {e} ⊆ G Untergruppen, denn

sie sind nicht-leer, abgeschlossen unter ◦ und abgeschlossen unter Inversenbildung.
2. Ist (G, ◦) eine Gruppe und sind (H, ◦) ⊆ (G, ◦) und (K, ◦) ⊆ (H, ◦) Untergruppen, so ist

(K, ◦) auch eine Untergruppe von (G, ◦). Denn K ⊆ H ⊆ G ist nicht-leer, abgeschlossen
unter ◦ und abgeschlossen unter Inversenbildung.

3. Die Gruppen (Z,+) ⊆ (Q,+) ⊆ (R,+) und (Q \ {0}, ·) ⊆ (R \ {0}, ·) sind jeweils
Untergruppen.
Es handelt sich offenbar um nicht-leere Teilmengen. Ausserdem sind für beliebige ganze
(rationale) Zahlen x, y auch x+ y und −x ganz (rational) und für beliebige p, q ∈ Q \ {0}
sind auch p · q ∈ Q \ {0} und 1/q ∈ Q \ {0}.

4. Für jede natürliche Zahl n ∈ N ist die Menge nZ = {mn|m ∈ Z} eine Untergruppe der
Gruppe (Z,+).
Denn es gilt nZ 6= ∅. Sind a, b ∈ nZ, so existieren a′, b′ ∈ Z mit a = na′, b = nb′ und
somit gilt a + b = na′ + nb′ = n(a′ + b′) mit a′ + b′ ∈ Z und −a = −na′ = n(−a′) mit
−a′ ∈ Z. Also ist nZ abgeschlossen unter + und Inversenbildung.

Da Gruppen Mengen mit zusätzlicher Struktur sind, kann man natürlich auch Abbildungen
zwischen Gruppen betrachten. Allerdings ist man weniger an allgemeinen Abbildungen inter-
essiert als an strukturerhaltenden Abbildungen, d. h. Abbildungen, die mit der Verknüpfung
kompatibel sind. Kompatibilität bedeutet in diesem Fall, dass man das gleiche Ergebnis erhält,
wenn man zuerst zwei Elemente verknüpft und dann das resultierende Element auf ein anderes
abbildet und wenn man die zwei Elemente zuerst abbildet und dann ihre Bilder verknüpft.

Definition 2.2.18: Seien (G, ·G) und (H, ·H) Gruppen. Eine Abbildung φ : G → H heißt
Gruppenhomomorphismus oder Homomorphismus von Gruppen, falls gilt

φ(a ·G b) = φ(a) ·H φ(b) ∀a, b ∈ G
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Ist die Abbildung φ ausserdem bijektiv, so spricht man von einem Gruppenisomorphismus.
Existiert ein Gruppenisomorphismus φ : G → H, dann nennt man die Gruppen (G, ·G) und
(H, ·H) isomorph und schreibt G ∼= H.

Im Fall (G, ·G) = (H, ·H) spricht man statt einem Gruppenhomomorphismus auch von einem
Gruppenendomorphismus und statt von einem Gruppenisomorphismus auch von einem
Gruppenautomorphismus.

Beispiel 2.2.19:
1. Für jedes g ∈ G ist die Konjugationsabbildung Cg : G → G, h 7→ g · h · g−1 ein

Gruppenautomorphismus. Denn es gilt für alle a, b ∈ G

Cg(a · b) = g · (a · b) · g−1 = g · a · e · b · g−1 = (g · a · g−1) · (g · b · g−1) = Cg(a) · Cg(b)
Cg−1 ◦ Cg(a) = g−1 · (g · a · g−1) · g = a = g · (g−1 · a · g) · g−1 = Cg ◦ Cg−1(a).

Somit ist Cg : G→ G ein Gruppenhomomorphismus mit Umkehrabbildung Cg−1 : G→ G
und damit ein Gruppenisomorphismus.

2. Für jedes m ∈ Z ist die Abbildung µm : Z → Z, z 7→ mz ein Gruppenendomorphismus
von (Z,+). Denn es gilt µm(z) + µm(z′) = mz + mz′ = m(z + z′) = µm(z + z′) für alle
z, z′ ∈ Z. Sie ist nur für m ∈ {1,−1} ein Gruppenautomorphismus, denn ansonsten ist
sie nicht surjektiv.

3. Für jedes n ∈ N ist die kanonische Surjektion π : (Z,+) → (Z/nZ,+), m 7→ [m]
ein Gruppenhomomorphismus, denn π(k + m) = [k + m] = [k] + [m] = π(k) + π(m)
für alle k,m ∈ Z. Sie ist kein Gruppenisomorphismus, denn sie ist nicht injektiv:
π(n) = [n] = [0] = π(0).

4. Für jede Gruppe (G, ·) und jedes g ∈ G ist νg : (Z,+)→ (G, ·), m 7→ gm mit

gm := g · g · · · g︸ ︷︷ ︸
m×

für m > 0, g0 := e, gm := g−1 · g−1 · · · g−1︸ ︷︷ ︸
(−m)×

für m < 0

ein Gruppenhomomorphismus. Denn es gilt νg(n + m) = gn+m = gn · gm = νg(n) · νg(m)
für alle n,m ∈ Z.

5. Für beliebige Gruppen (G, ·G) und (H, ·H) gibt es immer mindestens einen Gruppenho-
momorphismus φ : G→ H, nämlich φ : G→ H, g 7→ eH für alle g ∈ G.

Da jede Gruppe ein ausgezeichnetes Element enthält - das neutrale Element - ist es naheliegend
zu untersuchen, wie sich Gruppenhomomorphismen auf dieses ausgezeichnete Element auswir-
ken. Es ergibt sich also die Frage, worauf ein Gruppenhomomorphismus das neutrale Element
abbildet, und die Frage, welche Eigenschaften das Urbild des neutralen Elements besitzt. Eben-
so stellt sich die Frage, wie sich Gruppenhomomorphismen in Hinblick auf zueinander inverse
Elemente verhalten und was sich über das Bild einer Gruppe unter einem Gruppenhomomor-
phismus aussagen lässt. Die Antwort auf diese Fragen liefert der folgende Satz.

Satz 2.2.20: Seien (G, ·G) und (H, ·H) Gruppen und φ : G→ H ein Gruppenhomomorphis-
mus. Dann gilt:

1. φ bildet das neutrale Element auf das neutrale Element ab: φ(eG) = eH .
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2. φ bildet Inverse auf Inverse ab: φ(g−1) = φ(g)−1 für alle g ∈ G.
3. Der Kern ker(φ) := φ−1(eH) = {g ∈ G|φ(g) = eH} ist eine Untergruppe von (G, ·G).
4. Das Bild φ(G) := {h ∈ H|∃g ∈ G : φ(g) = h} ist eine Untergruppe von (H, ·H).

Beweis:
1. Für das neutrale Element eG ∈ G gilt eH ·H φ(eG) = φ(eG) = φ(eG ·G eG) = φ(eG) ·H φ(eG).
Mit Lemma 2.2.12, 4. folgt daraus φ(eG) = eH .

2. Für alle g ∈ G ergibt sich mit 1.

φ(g−1) ·H φ(g) = φ(g−1 ·G g) = φ(eG) = eH = φ(eG) = φ(g ·G g−1) = φ(g) ·H φ(g−1)

und somit ist φ(g−1) = φ(g)−1 für alle g ∈ G.

3. Nach 1. gilt eG ∈ ker(φ) und somit ker(φ) 6= ∅ (UG1). Sind g, g′ ∈ ker(φ), so gilt φ(g) =
φ(g′) = eH . Daraus φ(g ·G g′) = φ(g) ·H φ(g′) = eH ·H eH = eH , also auch g ·G g′ ∈ ker(φ).
Also ist ker(φ) abgeschlossen unter ·G (UG2). Ebenso gilt für jedes g ∈ ker(φ) nach 2. φ(g−1) =
φ(g)−1 = e−1

H = eH , also auch g−1 ∈ ker(φ). Damit ist ker(φ) auch abgeschlossen unter der
Inversenbildung (UG3) und somit eine Untergruppe von G.

4. Nach 1. ist eH = φ(eG) ∈ φ(G) und somit φ(G) 6= ∅ (UG1). Sind h, h′ ∈ φ(G), so existieren
g, g′ ∈ G mit h = φ(g) und h′ = φ(g′). Daraus folgt h ·H h′ = φ(g) ·H φ(g′) = φ(g ·G g′), also
auch h ·H h′ ∈ φ(G) (UG2). Ebenso folgt aus h = φ(g) auch h−1 = φ(g)−1 = φ(g−1) und somit
h−1 ∈ φ(G) für alle h ∈ φ(G) (UG3). Also ist φ(G) eine Untergruppe von H. 2

Beispiel 2.2.21:
1. Ein Gruppenhomomorphismus φ : G→ H ist injektiv genau dann, wenn ker(φ) = {eG}.

Denn für beliebige g, g′ ∈ G gilt:
φ(g) = φ(g′) ⇔ eH = φ(g) ·H φ(g′)−1 = φ(g ·G g′−1) ⇔ g ·G g′−1 ∈ ker(φ).

2. Für die Gruppenhomomorphismen µn : Z→ Z, k 7→ nk und π : Z→ Z/nZ, k 7→ [k] aus
Beispiel 2.2.19, 2. und 3. ergibt sich ker(π) = nZ = µn(Z), denn es gilt:
k ∈ nZ = µn(Z) ⇔ ∃a ∈ Z : k = na ⇔ π(k) = [k] = [0].

3. Jeder Gruppenendomorphismus von (Z,+) ist von der Form φ = µn : Z → Z, z 7→ n · z
für ein n ∈ Z. Denn ist φ : Z → Z ein Gruppenendomorphismus von (Z,+), so gilt
φ(0) = 0 nach Satz 2.2.20, 1. Für alle k ∈ N erhält man induktiv φ(k) = φ(1 + ...+ 1) =
φ(1) + ...+ φ(1) = k · φ(1) und mit Satz 2.2.20, 2. φ(−k) = −φ(k) = −k · φ(1). Also gilt
φ(k) = φ(1) · k für alle k ∈ Z und somit φ = µn mit n = φ(1) ∈ Z.

Wir widmen uns nun der Frage, wie sich Gruppenhomomorphismen unter Verkettung und In-
versenbildung verhalten. Diese ist unter anderem aus dem folgenden Grund relevant. Ähnlich
wie man Mengen, die zueinander in Bijektion stehen, nicht mit mengentheoretischen Mitteln
unterscheiden kann, so kann man isomorphe Gruppen nicht mit gruppentheoretischen Mitteln
unterscheiden. Sie sind aus gruppentheoretischer Sicht gleich bzw. gehen durch eine bloße Um-
benennung von Elementen auseinander hervor.

Dies suggeriert, dass es sich bei der Isomorphie von Gruppen um eine Äquivalenzrelation7 han-
delt. Um zu zeigen, dass Isomorphie von Gruppen tatsächlich reflexiv, symmetrisch und transitiv

7Achtung: die Gruppen bilden keine Menge! Somit kann es sich also nicht um eine Äquivalenzrelation auf
einer Menge handeln. Man kann aber den Begriff einer Äquivalenzrelation aber auch allgemeiner für andere
mathematische Strukturen, die sogenannten Klassen, definieren.
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ist, benötigt man die Aussagen, dass (i) die Identitätsabbildungen Gruppenisomorphismen sind,
dass (ii) für jeden Gruppenisomorphismus auch die inverse Abbildung ein Gruppenisomorphis-
mus ist und dass (iii) die Verkettung zweier Gruppenisomorphismen ein Gruppenisomorphismus
ist. Diese Aussagen ergeben sich aus aus dem folgenden Satz und der Tatsache, dass die Ver-
kettung bijektiver Abbildungen bijektiv ist.

Satz 2.2.22:
1. Für jede Gruppe (G, ·G) ist die Identitätsabbildung idG : G → G ein Gruppenautomor-

phismus.
2. Sind (G, ·G) und (H, ·H) Gruppen und φ : G → H ein Gruppenisomorphismus, dann ist

auch die Umkehrabbildung φ−1 : H → G ein Gruppenisomorphismus.
3. Sind (G, ·G), (H, ·H) und (K, ·K) Gruppen und φ : G → H, ψ : H → K Grup-

penhomomorphismen, so ist auch die Verkettung ψ ◦ φ : G → K, g 7→ ψ(φ(g)) ein
Gruppenhomomorphismus.

Beweis:
1. Die Abbildung idG ist bijektiv und für alle g, g′ ∈ G gilt idG(g·Gg′) = g·Gg′ = idG(g)·GidG(g′).

2. Da φ : G→ H ein Gruppenhomomorphimus ist, erhält man für alle h, h′ ∈ H

φ−1(h) ·G φ−1(h′) = φ−1(φ(φ−1(h) ·G φ−1(h′))) = φ−1(φ(φ−1(h)) ·H φ(φ−1(h′))) = φ−1(h ·H h′).

3. Da φ : G→ H und ψ : H → K Gruppenhomomorphismen sind, erhält man für alle g, g′ ∈ G

(ψ ◦ φ)(g ·G g′) = ψ(φ(g ·G g′)) = ψ(φ(g) ·H φ(g′)) = ψ(φ(g)) ·K ψ(φ(g′)) = (ψ ◦ φ)(g) ·K (ψ ◦ φ)(g′)

2

Mit Satz 2.2.22 wird es sinnvoll, isomorphe Gruppen als (gruppentheoretisch) äquivalent zu be-
trachten und sie nicht zu unterscheiden. Von diesem Standpunkt aus kennt man alle möglichen
Gruppen, wenn man eine Liste aufstellen kann, so dass jede Gruppe zu genau einer Gruppe
dieser Liste isomorph ist. Die Suche nach einer solchen Liste bezeichnet man als Klassifikations-
problem oder Klassifikation von Gruppen. Während das Klassifikationsproblem für unendliche
Gruppen noch ungelöst ist, ist es für endliche Gruppen seit 2002 im Wesentlichen gelöst. Der
Beweis verteilt sich auf über 500 Publikationen mit insgesamt fast 15 000 Seiten, die von über
100 Mathematikern von 1920 bis 2002 verfasst wurden.

2.3 Ringe und Körper

Offensichtlich verallgemeinert der Begriff der abelschen Gruppe das Konzept der Addition und
liefert für die Gruppen (Z,+), (Q,+) und (R,+) genau die aus der Schule bekannte Additi-
on ganzer, rationaler und reeller Zahlen. Damit ist der intuitive Begriff einer Zahl aber noch
nicht vollständig erfasst, da er zusätzlich zu der Addition auch das Konzept einer Multiplikation
beinhaltet. Im Folgenden werden wir uns daher mit Mengen befassen, die mit zwei Verknüpfun-
gen ausgestattet sind. Darunter eine kommutative, die der Menge die Struktur einer abelschen
Gruppe verleiht und die Addition von ganzen, rationalen oder reellen Zahlen verallgemeinert,
und eine weitere Verknüpfung, die den Begriff der Multiplikation verallgemeinert. Außerdem
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fordert man, dass diese zwei Verknüpfungen im selben Sinn kompatibel sein sollen, wie die
Addition und Multiplikation von ganzen, rationalen und reellen Zahlen, d. h. dass sie ein Dis-
tributivgesetz erfüllen sollen. Dies führt zunächst auf das Konzept eines Rings.

Definition 2.3.1: Eine Menge R zusammen mit zwei Verknüpfungen + : R × R → R,
(a, b) 7→ a+ b und · : R×R→ R, (a, b)→ a · b heißt Ring, wenn gilt:
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,
(R2) (R, ·) ist eine Halbgruppe,
(R3) Distributivgesetz:

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) (b+ c) · a = (b · a) + (c · a) ∀a, b, c ∈ R.

(R,+, ·) heißt Ring mit Eins oder unitaler Ring, wenn zusätzlich gilt:

(UR) (R, ·) ist ein Monoid.

Das neutrale Element der Gruppe (R,+) wird mit 0 bezeichnet, das Inverse von a in (R,+) mit
−a und das neutrale Element von (R, ·) mit 1. Ist die Verknüpfung · kommutativ, so spricht
man von einem kommutativen Ring.

Bemerkung 2.3.2:
1. In Ringen wählt man immer die Konvention Punkt vor Strich:

a · b+ c := (a · b) + c a+ b · c := a+ (b · c) ∀a, b, c ∈ R.

2. Wie auch endlichen Gruppe kann man endliche Ringe durch Multiplikationstafeln be-
schreiben. Dabei benötigt man zwei Multiplikationstafeln, je eine für jede Verknüpfung.

Bevor wir Beispiele von Ringen betrachten, leiten wir zunächst noch einige nützliche Rechen-
regeln her, die in jedem Ring gelten und die aus der Schule bekannten Rechenregeln für ganze,
rationale und reelle Zahlen verallgemeinern.

Lemma 2.3.3: (Rechenregeln für Ringe) In jedem Ring (R,+, ·) gelten die Rechenregeln

0 · a = a · 0 = 0, −(a · b) = (−a) · b = a · (−b), a · b = (−a) · (−b) ∀a, b ∈ R.

Beweis:
Es gilt a·0 = a·(0+0) = a·0+a·0, und mit Lemma 2.2.12, 4. folgt a·0 = 0. Daraus ergibt sich mit
dem Distributivgesetz a·b+(−a)·b = (a+(−a))·b = 0·b = 0 = a·0 = a·((−b)+b) = a·(−b)+a·b.
Also gilt (−a)·b = a·(−b) = −a·b und damit auch a·b = −(−(a·b)) = −((−a)·b) = (−a)·(−b).2

Beispiel 2.3.4:
1. Ist (R,+, ·) ein unitaler Ring mit 1 = 0, so folgt aus den Rechenregeln a = a ·1 = a ·0 = 0

für alle a ∈ R, also R = {0}. Dieser Ring heißt Nullring.
2. (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·) sind kommutative unitale Ringe.
3. (mZ,+, ·) ist ein kommutativer Ring, besitzt aber kein Einselement.
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4. Für jede MengeM 6= ∅ und jeden Ring (R,+, ·) ist die Menge Abb(M,R) der Abbildungen
f : M → R mit den Verknüpfungen +, · : Abb(M,R)× Abb(M,R)→ Abb(M,R)

(f + g)(m) := f(m) + g(m) (f · g)(m) := f(m) · g(m) ∀m ∈M

ein Ring mit der Nullabbildung 0 : M → R, m 7→ 0 als neutrales Element. Der Ring
Abb(M,R) ist kommutativ genau dann, wenn (R,+, ·) kommutativ ist und unital genau
dann, wenn (R,+, ·) unital ist. Das Einselement ist die Abbildung 1 : M → R, m 7→ 1.
Für M = ∅ ist Abb(M,R) der Nullring. (Beweis: Übung).

5. Aus 2. und 4. ergibt sich: Für jede MengeM sind Abb(M,Z), Abb(M,Q) und Abb(M,R)
mit + und · wie in 4. unitale kommutative Ringe.

6. Sind (R,+, ·) und (S,+′, ·′) (unitale) Ringe, so hat auch die Menge R × S die Struktur
eines (unitalen) Rings mit den Verknüpfungen +, · : (R× S)× (R× S)→ R× S

(r, s) + (r′, s′) := (r + r′, s+′ s′) (r, s) · (r′, s′) := (r · r′, s ·′ s′).

Sie heißt direktes Produkt der (unitalen) Ringe (R,+, ·), (S,+′, ·′). (Beweis: Übung).

Ein weiteres Beispiel eines kommutativen unitalen Rings ist der sogenannte Polynomring.
Reelle Polynome werden in der Schule üblicherweise als Polynomabbildungen p : R → R, x 7→
anx

n+...+a1x+a0 mit a0, ..., an ∈ R eingeführt. In der Algebra fasst man ein Polynom allerdings
als eine Abbildung p : N0 → R auf. Der Wert p(k) ∈ R entspricht dabei gerade dem vor dem
Monom xk auftretenden Koeffizienten ak. Da ein Polynom anx

n+ ...+a1x+a0 nur endlich viele
Monome xk mit Koeffizienten ak enthält, muss man fordern, dass p(k) = 0 für fast alle, d. h. alle
bis auf endlich viele k ∈ N0 gilt. Da ein Polynom bzw. eine Polynomabbildung durch seine
Koeffizienten eindeutig festgelegt ist, können die Addition und Multiplikation von Polynomen
auch anhand der Koeffizienten beschrieben werden. Für zwei Polynome p, q : N0 → R definiert
man p+ q : N0 → R und p · q : N0 → R durch

(p+ q)(k) = p(k) + q(k) (p · q)(k) = Σk
j=0 p(j)q(k − j) ∀k ∈ N0, (3)

Schreibt man dann p = Σk∈N0akx
k und q = Σj∈N0bjx

j mit ak := p(k), bj := q(j) so erhält man
die bekannten Formeln für die Addition und Multiplikation von Polynomen

p+ q = Σk∈N0(ak + bk)x
k p · q = Σk∈N0

(
Σk
j=0ajbk−j

)
xk,

wobei sich die zweite Formel mit Hilfe des Distributivgesetzes durch Ausmultiplizieren von
p · q herleiten lässt. Die Formeln in (3) können allgemeiner für Abbildungen f : N0 → R in
einen beliebigen kommutativen unitalen Ring (R,+, ·) betrachtet werden und geben der Menge
solcher Abbildungen mit f(n) = 0 für fast alle n ∈ N0 die Struktur eines kommutativen unitalen
Rings.

Beispiel 2.3.5: Ein Polynom mit Koeffizienten in einem kommutativen unitalen Ring
(R,+, ·) ist eine Abbildung p : N0 → R mit p(n) = 0 für fast alle, d. h. alle bis auf endliche viele
n ∈ N0. Die Menge R[x] der Polynome mit Koeffizienten in R bildet mit den Verknüpfungen

(p+ q)(n) := p(n) + q(n)

(p · q)(n) := Σn
k=0 p(k) · q(n− k) = p(0) · q(n) + p(1) · q(n− 1) + ...+ p(n− 1) · q(1) + p(n) · q(0)

einen kommutativen unitalen Ring. Das Nullpolynom 0 : N0 → R, n 7→ 0 für alle n ∈ N0 ist
das neutrale Element für die Addition und das Polynom 1 : N0 7→ R mit 0 7→ 1 und n 7→ 0 für
alle n ∈ N ist das neutrale Element für die Multiplikation. (Beweis:Übung)
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Weitere wichtige Beispiele kommutativer unitaler Ringe sind die sogenannten Restklassenringe.
Dabei handelt es sich um die Menge Z/nZ für n ∈ N, die durch die Addition und Multiplikation
im Ring (Z,+, ·) mit der Struktur eines kommutativen unitalen Rings versehen wird. Den Ring
Z/nZ kann man sich im Wesentlichen als einen aufgerollten Zahlenstrahl vorstellen. Markiert
man auf einer Linie die Zahlen in Z und rollt diese Linie dann so um einen Kreis auf, dass
genau die Zahlen übereinander liegen, deren Differenz durch n teilbar ist, so erhält man den
Restklassenring Z/nZ. Addition und Multiplikation auf diesem eingerollten Zahlenstrahl werden
dann einfach über die Addition und Multiplikation auf dem Zahlenstrahl definiert, wobei durch
das Aufrollen dann einige Zahlen zusammenfallen.

Lemma 2.3.6: Für jedes n ∈ N ist (Z/nZ,+, ·) mit [k] + [m] := [k+m] und [k] · [m] := [km]
ein kommutativer Ring mit Einselement [1]. Er wird als Restklassenring bezeichnet.

Beweis:
In Lemma 2.2.10 wurde bereits gezeigt, dass (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe ist (R1). Die
Multiplikation · : Z/nZ×Z/nZ→ Z/nZ ist wohldefiniert, denn aus [k] = [k′] für k, k′ ∈ Z folgt
k − k′ ∈ nZ und km − k′m = (k − k′)m ∈ nZ für alle m ∈ Z. Also gilt [km] = [k′m] für alle
m ∈ Z, und die Multiplikation ist wohldefiniert. Dass sie assoziativ (R2) und kommutativ ist,
folgt direkt aus den entsprechenden Eigenschaften der Multiplikation in Z:

([k] · [l]) · [m] = [kl] · [m] = [klm] = [k] · [lm] = [k] · ([l] · [m]), [k] · [l] = [kl] = [lk] = [l] · [k]

Für alle k, l,m ∈ Z. Ebenso ergibt sich das Distributivgesetz (R3)

[k] · ([l] + [m]) = [k] · [l +m] = [k(l +m)] = [kl + km] = [kl] + [km] = [k] · [l] + [k] · [l]

und dass [1] ein Einselement ist: [1] · [m] = [1 ·m] = [m] ∀m ∈ Z. 2

Im Fall von Gruppen folgte auf die Definition der Gruppe die Definition einer Untergruppe als
Teilmenge einer Gruppe, die mit der Einschränkung der Verknüpfung selbst wieder eine Grup-
pe bildet und die Definition eines Gruppenhomomorphismus als Abbildung zwischen Gruppen,
die mit der Verknüpfung kompatibel ist. Dieses Prinzip lässt sich auch auf Ringe übertragen,
so dass man einen Unterring eines Rings als eine Teilmenge des Rings auffassen kann, die mit
den Einschränkungen der zwei Verknüpfungen wieder einen Ring bildet und einen Ringhomo-
morphismus als eine Abbildung zwischen Ringen, die mit beiden Verknüpfungen verträglich
ist.

Allerdings muss man sich dabei entscheiden, ob man nur unitale Ringe betrachten möchte oder
auch Ringe ohne Einselement. Im ersten Fall ist es naheliegend, auch entsprechende Kompa-
tibilitätsbedingungen für das Einselement aufzustellen, also zu fordern, dass das Einselement
im Unterring erhalten ist und von einem Ringhomomorphismus auf ein Einselement abgebildet
wird. Im zweiten Fall ergeben diese Forderungen keinen Sinn.

Definition 2.3.7: Sei (R,+, ·) ein Ring.

1. Eine Teilmenge U ⊆ R heißt Teilring oder Unterring von R, wenn U abgeschlossen
unter den Verknüpfungen + und · ist und mit den Einschränkungen dieser Verknüpfungen
einen Ring bildet, also genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
(UR1) (U,+) ⊆ (R,+) ist eine Untergruppe.
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(UR2) a, b ∈ U ⇒ a · b ∈ U .

2. Ist (R,+, ·) ein unitaler Ring, so heisst U ⊆ R unitaler Unterring oder Unterring
mit Eins, wenn U ein Unterring von R ist und 1U = 1R gilt. Das ist der Fall genau
dann, wenn 1R ∈ U .

Definition 2.3.8: Seien (R,+, ·) und (S,+′, ·′) Ringe.
1. Eine Abbildung φ : R→ S heißt Ringhomomorphismus, wenn gilt

φ(r + r′) = φ(r) +′ φ(r′), φ(r · r′) = φ(r) ·′ φ(r′) ∀r, r′ ∈ R.

2. Sind (R,+, ·) und (S,+′, ·′) unitale Ringe, so heißt φ : R → S unitaler Ringhomo-
morphismus oder Homomorphismus von unitalen Ringen, wenn φ ein Ringhomo-
morphismus ist und φ(1R) = 1S gilt.

3. Ein bijektiver (unitaler) Ringhomomorphismus heißt (unitaler) Ringisomorphismus
oder Isomorphismus von (unitalen) Ringen. Existiert ein (unitaler) Ringisomor-
phismus φ : R→ S so nennt man die (unitalen) Ringe R, S isomorph und schreibt R ∼= S.

4. Ist (R,+, ·) = (S,+′, ·′) so spricht man statt von einem (unitalen) Ringhomomorphismus
auch von einem (unitalen) Ringendomorphismus und statt einem (unitalen) Ringiso-
morphismus auch von einem (unitalen) Ringautomorphismus.

Beispiel 2.3.9:

1. (Z,+, ·) ⊆ (Q,+, ·) ⊆ (R,+, ·) sind unitale Unterringe.

2. (mZ,+, ·) ⊆ (Z,+, ·) ist ein Unterring des unitalen Rings (Z,+, ·), aber für m /∈ {1,−1}
kein unitaler Unterring, denn er besitzt kein Einselement.

3. Die Teilmenge {[0], [3]} ⊆ Z/6Z ist ein Unterring. Sie ist ein unitaler Ring mit Nullelement
[0] und Einselement [3], denn [3] · [3] = [9] = [3], [3] + [3] = [0]. Sie ist aber kein unitaler
Unterring, denn das Einselement [3] stimmt nicht mit dem Einselement von Z/6Z überein.

4. Für jede Menge M und jeden (unitalen) Ring R ist die Menge der Abbildungen
f : M → R mit f(m) = 0 für fast alle m ∈ M ein (unitaler) Unterring des (unitalen)
Rings Abb(M,R) aus Beispiel 2.3.4. 4. (Übung).

5. Ist S ein (unitaler) Unterring eines kommutativen unitalen Rings (R,+, ·), so ist auch
der Polynomring S[x] ein (unitaler) Unterring des kommutativen unitalen Rings R[x].

6. Für jeden kommutativen unitalen Ring (R,+, ·) und jedes Element b ∈ R ist die
Evaluationsabbildung evb : R[x]→ R, p 7→ evb(p), die einem Polynom p : N0 → R mit
p(n) = 0 für fast alle n ∈ N0 das Element evb(p) = Σk∈N0p(k)bk zuordnet, ein unitaler
Ringhomomorphismus. (Beweis: Übung).

7. Für jeden unitalen Ring (R,+, ·) gibt es genau einen unitalen Ringhomomorphismus
φ : Z→ R, der gegeben ist durch

φ(m) = m1R = 1R + ...+ 1R︸ ︷︷ ︸
m×

, φ(−m) = −(m1R) für m ∈ N, φ(0) = 0R.

Denn ein unitaler Ringhomomorphismus φ : Z → R muss φ(1) = 1R und φ(0) = 0R
erfüllen. Daraus folgt φ(m) = φ(1 + ...+ 1) = 1R + ...+ 1R = m1R und φ(−m) = −(m1R)
für alle m ∈ N.
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Wie auch im Fall von Gruppenhomomorphismen, kann man auch im Fall von (unitalen) Ring-
homomorphismen zeigen, das die Identitätsabbildung ein (unitaler) Ringhomomorphismus ist,
die Umkehrabbildung eines (unitalen) Ringisomorphismus ein (unitaler) Ringisomorphismus ist
und die Verkettung zweier (unitaler) Ringhomomorphismen wieder ein (unitaler) Ringhomo-
morphismus ist. Diese Aussagen garantieren wieder, dass die Eigenschaft “isomorph sein zu”
für (unitale) Ringe reflexiv, symmetrisch und transitiv ist8. Dies macht es sinnvoll, isomorphe
(unitale) Ringe als äquivalent zu betrachten und Ringe bis auf Isomorphie zu klassifizieren.

Satz 2.3.10:

1. Für alle (unitalen) Ringe (R,+, ·) ist die Identitätsabbildung idR : R → R ein (unitaler)
Ringisomorphismus.

2. Ist φ : R → S ein (unitaler) Ringisomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung
φ−1 : S → R ein (unitaler) Ringisomorphismus.

3. Sind φ : R → S, ψ : S → T (unitale) Ringhomomorphismen, so ist auch die Verkettung
ψ ◦ φ : R→ T , r 7→ ψ(φ(r)) ein (unitaler) Ringhomomorphismus.

Beweis:
In Satz 2.2.22 wurde bereits gezeigt, dass idR : R → R, φ−1 : S → R Gruppenisomorphismen
und ψ ◦ φ : R → T ein Gruppenhomomorphismus ist. Zu zeigen ist noch die entsprechende
Bedingung für die Multiplikation und im Fall unitaler Ringe die Bedingung für die Einselemente.
Seien also (R,+, ·), (S,+′, ·′) und (T,+′′, ·′′) Ringe.

1. Dann gilt idR(r · r′) = r · r′ = idR(r) · idR(r′) für alle r ∈ R und gegebenenfalls idR(1R) = 1R.

2. Falls Einselemente 1R, 1S existieren folgt aus φ(1R) = 1S auch φ−1(1S) = 1R, und für die
Multiplikation ergibt sich für alle s, s′ ∈ S

φ−1(s) · φ−1(s′) = φ−1(φ(φ−1(s) · φ−1(s′))) = φ−1(φ(φ−1(s)) ·′ φ(φ−1(s′))) = φ−1(s ·′ s′).

3. Falls φ : R → S, ψ : S → T unital sind, so ergibt sich φ(1R) = 1S, ψ(1S) = 1T und damit
auch (ψ ◦ φ)(1R) = ψ(φ(1R)) = ψ(1S) = 1T . Für die Multiplikation gilt für alle r, r′ ∈ R

(ψ ◦ φ)(r · r′) = ψ(φ(r · r′)) = ψ(φ(r) ·′ φ(r′)) = ψ(φ(r)) ·′′ ψ(φ(r′)) = (ψ ◦ φ)(r) ·′′ (ψ ◦ φ)(r′)

2

Das Konzept eines unitalen Rings ist allgemeiner als unser intuitiver Zahlenbegriff, da er nicht
fordert, dass die Multiplikation kommutativ ist und auch keine Forderung bezüglich der Existenz
von multiplikativen Inversen stellt. Fordert man, dass ein unitaler Ring kommutativ ist, 1 6= 0
gilt und jedes Element außer dem Nullelement 0 ein multiplikatives Inverses besitzt, so erhält
man den Begriff eines Körpers.

Definition 2.3.11: Ein Ring (K,+, ·) heißt Körper, wenn (K \ {0}, ·) eine abelsche Gruppe
mit Einselement 1 6= 0 ist.

Man beachte, dass aus der Existenz von neutralen Elementen 0 und 1 für die Addition und Mul-
tiplikation und der Bedingung 0 6= 1 folgt, dass ein Körper immer mindestens zwei Elemente

8Achtung! Auch bei der Isomorphie von (unitalen) Ringen handelt es sich nicht um eine Äquivalenzrelation
auf einer Menge, sondern auf einer Klasse, denn die (unitalen) Ringe bilden keine Menge.
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enthält. Insbesondere ist also der Nullring kein Körper. Bevor wir Bespiele von Körpern be-
trachten, fassen wir alle Bedingungen, die in Definition 2.3.11 stecken, noch einmal zusammen,
um eine übersichtlich Liste der Bedingungen zu erhalten, die ein Körper erfüllen muss.

Bemerkung 2.3.12: Eine Menge K mit zwei Verknüpfungen +, · : K× K→ K ist ein Körper
genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(K1) Assoziativität: (a+ b) + c = a+ (b+ c) und a · (b · c) = (a · b) · c für alle a, b, c ∈ K.
(K2) Kommutativität: a+ b = b+ a und a · b = b · a für alle a, b ∈ K.
(K3) Distributivgesetz: a · (b+ c) = a · b+ a · c für alle a, b, c ∈ K.
(K4) neutrale Elemente: ∃0, 1 ∈ K mit 1 6= 0, so dass a+ 0 = a und a · 1 = a für alle a ∈ K.
(K5) Inverse: Für alle a ∈ K existiert ein Element b ∈ K mit a+ b = 0, und für alle a ∈ K\{0}

existiert ein c ∈ K mit a · c = 1.

Das Inverse eines Elements a ∈ K bezüglich + bezeichnet man mit −a und das Inverse eines
Elements a ∈ K \ {0} bezüglich · mit a−1 oder 1/a. Der Punkt für die Multiplikation wird oft
weggelassen, und statt a · b−1 schreibt man oft a/b.

Körper sind also unitale Ringe, die bestimmte Bedingungen erfüllen, aber keine zusätzliche
Struktur enthalten. Ein Ring ist entweder ein Körper oder nicht. In der Definition eines Körpers
werden keine keine zusätzlichen Verknüpfungen oder ähnliches gefordert. Daher ergibt sich die
Definition eines Teilkörpers und eines Körperhomomorphismus direkt aus den entsprechenden
Definitionen für unitale Ringe.

Definition 2.3.13:
1. Ein Teilkörper eines Körpers (K,+, ·) ist ein unitaler Unterring von (K,+, ·), der selbst

wieder ein Körper ist.
2. Ein Körperhomomorphismus φ : (K,+, ·) → (L,+′, ·′) ist ein Homomorphismus von

unitalen Ringen, ein Körperisomorphismus ein Isomorphismus von unitalen Ringen.

Beispiel 2.3.14:
1. (Q,+, ·) und (R,+, ·) sind Körper, und (Q,+, ·) ist ein Teilkörper von (R,+, ·)
2. (Z,+, ·) ist ein kommutativer unitaler Ring, aber kein Köper, denn nur die Elemente 1

und −1 besitzen ein multiplikatives Inverses.
3. Sei p ∈ N eine Primzahl. Dann ist (Q2,+, ·) mit (r, q) + (r′, q′) := (r + r′, q + q′) und

(r, q) · (r′, q′) := (rr′+ pqq′, rq′+ r′q) für alle r, r′, q, q′ ∈ Q ein Körper. Er wird mit Q(
√
p)

bezeichnet und enthält Q× {0} ∼= (Q,+, ·) als Teilkörper. (Beweis: Übung)

Während alle Körper in Beispiel 2.3.14 unendlich viele Elemente besitzen, gibt es auch Körper
für die dies nicht der Fall ist. Die einfachsten Beispiele endlicher Körper sind die Restklassen-
ringe Z/pZ für Primzahlen p ∈ N, die genau p Elemente besitzen.

Satz 2.3.15: Der Restklassenring (Z/nZ,+, ·) ist ein Körper genau dann, wenn n ∈ N eine
Primzahl ist.
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Beweis:
In Lemma 2.3.6 wurde bereits gezeigt, dass (Z/nZ,+, ·) für n ≥ 2 ein unitaler Ring ist, also
dass die Bedingungen (K1)-(K4) aus Bemerkung 2.3.12 erfüllt sind und (K5) für die Addition.
Ist n = 1, so ist Z/nZ der Nullring und damit kein Körper. Zu zeigen ist also nur noch, dass
für n ≥ 2 jedes Element [m] ∈ Z/nZ \ {[0]} ein multiplikatives Inverses besitzt genau dann,
wenn n ∈ Z eine Primzahl ist.

⇒: Ist n ≥ 2 keine Primzahl, so gibt es natürliche Zahlen a, b ∈ {2, ..., n − 1} mit a · b = n.
Daraus folgt [a] · [b] = [ab] = [n] = [0] und [a], [b] 6= [0]. Besäße [a] ein multiplikatives Inverses
[a]−1 mit [a]−1 · [a] = [1], so würde mit der Assoziativität und Bemerkung 2.3.2, 1. folgen
[b] = [1] · [b] = ([a]−1 · [a]) · [b] = [a]−1 · ([a] · [b]) = [a]−1 · [0] = [0] - ein Widerspruch. Also kann [a]
kein Inverses haben. Damit ist gezeigt, dass (Z/nZ,+, ·) nur dann ein Körper sein kann, wenn
die Zahl n ∈ N eine Primzahl ist.

⇐: Sei nun n eine Primzahl. Zu zeigen ist, dass für m ∈ {1, ..., n− 1} das Element [m] ∈ Z/nZ
ein multiplikatives Inverses besitzt, also dass ein a ∈ Z mit [a] · [m] = [1] existiert. Dazu
betrachten wir die nicht-leere Menge M = {am+ bn|a, b ∈ Z, am+ bn > 0} ⊆ N und definieren
d = minM als die kleinste natürliche Zahl, die in M enthalten ist. Dann gilt 1 ≤ d ≤ n.

Wäre d = am+ bn ≥ 2 so gäbe es c ∈ Z, r ∈ {0, ..., d− 1} mit n = cd+ r (Division mit Rest).
Daraus ergäbe sich: r = n− cd = n− c(am+ bn) = (−ac)m+ (1− b)n mit −ac, 1− b ∈ Z. Da
r ∈ {0, ..., d− 1}, müsste also entweder r = 0 oder r ∈ M gelten. Wegen r < d = minM wäre
aber nur r = 0 möglich. Daraus folgt aber n = cd mit d ≥ 2 und c ∈ Z, und somit wäre n keine
Primzahl - ein Widerspruch.

Also muss d = 1 gelten. Also existieren dann a, b ∈ Z mit am + bn = d = 1, und es folgt
[1] = [am+ bn] = [am] + [bn] = [a] · [m]. Damit ist gezeigt, dass [m] ein multiplikatives Inverses
besitzt. Also ist für jede Primzahl n der Restklassenring (Z/nZ,+, ·) ein Körper. 2

Bemerkung 2.3.16:
1. Ist (R,+, ·) ein kommutativer unitaler Ring, so bezeichnet man ein Element a ∈ R \ {0}

für das ein Element b ∈ R \ {0} mit a · b = 0 existiert als einen Nullteiler von R. Der
erste Teil des Beweises von Satz 2.3.15 zeigt, dass ein Körper keine Nullteiler besitzen
kann, also nullteilerfrei ist.
Einen kommutativen nullteilerfreien unitalen Ring R bezeichnet man auch als Integri-
tätsring oder Integritätsbereich. Wie das Beispiel des Integritätsrings (Z,+, ·) zeigt,
ist zwar jeder Körper ein Integritätsring, aber nicht jeder Integritätsring mit 1 6= 0 ein
Körper. Endliche Integritätsringe mit 1 6= 0 sind jedoch immer Körper (Beweis: Übung)

2. Aus Satz 2.3.15 folgt, dass für jede Primzahl p ∈ N ein Körper mit p Elementen existiert,
nämlich der Körper (Z/pZ,+, ·), der oft auch mit Fp bezeichnet wird. Allgemeiner kann
man zeigen (siehe Vorlesung Körpertheorie), dass es zu jeder Primpotenz n = pd mit
d ∈ N einen Körper Fpd mit pd Elementen gibt, und dass jeder endliche Körper isomorph
zu genau einem dieser Körper Fpd ist.

3. Für einen Integritätsbereich (R,+, ·) definiert man die Charakteristik des Integritäts-
bereichs R als char(R) = min{n ∈ N| n · 1 = 1 + ...+ 1 = 0} wenn ein n ∈ N mit n · 1 = 0
existiert und char(R) = 0 sonst. Es gilt also char(R) = char(Q) = 0 und char(Fp) = p,
denn [0] = [p] = [1+ ...+1] = [1]+ ...+[1] und [m] 6= [0] für m ∈ {1, ..., p−1}. Allgemeiner
gilt, dass ein endlicher Körper Fpd mit d ∈ N immer Charakteristik char(Fpd) = p hat.
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Ein sehr wichtiges Beispiel eines Körpers ist der Körper C der komplexen Zahlen. Eine zentrale
Eigenschaft der komplexen Zahlen, die sie in der Mathematik nützlich macht, ist die Tatsache,
dass polynomiale Gleichungen über dem Körper der komplexen Zahlen immer eine Lösung
besitzen. Daneben spielt der Körper C auch eine wichtige Rolle in der Geometrie - die komplexen
Zahlen werden beispielsweise in der Vorlesung Körpertheorie benutzt um zu beweisen, dass man
einen Winkel im Allgemeinen nicht dritteln kann und die Quadratur des Kreises unmöglich ist.
Zusätzlich dazu haben die komplexen Zahlen eine Vielzahl von Anwendungen in der Physik, in
der Elektrotechnik und den Ingenieurwissenschaften.

Satz 2.3.17: Die Menge R2 mit den Verknüpfungen +, · : R2 × R2 → R2,

(a, b) + (c, d) := (a+ c, b+ d) (a, b) · (c, d) := (ac− bd, ad+ bc) ∀a, b, c, d ∈ R

ist ein Körper. Er wird als der Körper der komplexen Zahlen und mit C bezeichnet. Der
Körper R der reellen Zahlen ist isomorph zu dem Teilkörper R× {0} ⊆ C.

Beweis:
(R2,+) ist das direkte Produkt der abelschen Gruppe (R,+) mit sich selbst und somit eine
abelsche Gruppe mit neutralem Element (0, 0) und Inversen −(a, b) = (−a,−b). Auch die Ver-
knüpfung · ist offensichtlich kommutativ. Dass sie auch assoziativ ist folgt durch Nachrechnen

((a, b) · (c, d)) · (e, f) = (ac− bd, ad+ bc) · (e, f) = (ace− bde− adf − bcf, acf − bdf + ade+ bce)

= (a, b) · (ce− df, cf + de) = (a, b) · ((c, d) · (e, f)),

und ebenso beweist man das Distributivgesetz

(a, b) · ((c, d) + (e, f)) = (a, b) · (c+ e, d+ f) = (ac+ ae− bd− bf, ad+ af + bc+ be)

= (ac− bd, ad+ bc) + (ae− bf, af + bd) = (a, b) · (c, d) + (a, b) · (e, f).

Das Element (1, 0) erfüllt (1, 0) · (a, b) = (1 · a− 0 · b, 1 · b+ 0 · a) = (a, b) für alle a, b ∈ R und
ist somit das neutrale Element für die Multiplikation. Ist (a, b) 6= (0, 0), so gilt a2 + b2 6= 0 und(

a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
· (a, b) =

(
a2 + b2

a2 + b2
,
ab− ab
a2 + b2

)
= (1, 0). (4)

Also besitzt jedes Element (a, b) ∈ C \ {0} ein multiplikatives Inverses, und C ist ein Körper.
Um zu zeigen, dass R isomorph zu R × {0} ⊆ C ist, betrachtet man die bijektive Abbildung
φ : R→ R× {0}, a 7→ (a, 0). Da φ(1) = (1, 0) und für alle a, b ∈ R gilt

φ(a+b) = (a+b, 0) = (a, 0)+(b, 0) = φ(a)+φ(b) φ(a ·b) = (a ·b, 0) = (a, 0) ·(b, 0) = φ(a) ·φ(b),

ist φ(R) = R× {0} ein Teilkörper von C, und φ : R→ R× {0} ist ein Körperisomorphismus. 2

Wie man am Beweis von Satz 2.3.17 sieht, ist die Notation für komplexe Zahlen relativ sperrig
und unübersichtlich. Der Körperisomorphismus φ : R → R × {0}, a 7→ (a, 0) rechtfertigt die
kürzere Schreibweise a für (a, 0). Definiert man zusätzlich i := (0, 1) und lässt das Symbol · in
Produkten weg, so ergibt sich für alle a, b ∈ R

a+ ib = (a, 0) + (0, 1) · (b, 0) = (a, 0) + (0, b) = (a, b)

61



Jede komplexe Zahl lässt sich also schreiben als a + ib mit a, b ∈ R, und es gilt a + ib = c + id
⇔ (a = c) ∧ (b = d). Die Formeln für die Verknüpfungen in Satz 2.3.17 lassen sich dann mit
Hilfe der Identität i2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1 schreiben als

(a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i(b+ d) (5)
(a+ ib)(c+ id) = ac+ i(bc+ ad) + i2bd = (ac− bd) + i(ad+ bc)

Wir fassen diese und noch einige weitere wichtige Bezeichnungen für komplexe Zahlen in einer
Definition zusammen.

Definition 2.3.18: Im Körper C der komplexen Zahlen benutzt man die Bezeichnung x+ iy
für (x, y) und Formel (5) für die Verknüpfungen. Das Element i := (0, 1) mit i2 = −1 heißt
imaginäre Einheit, und eine Zahl der Form iy, y ∈ R heißt imaginär. Für z = x + iy ∈ C
mit x, y ∈ R definiert man

1. den Realteil Re (z) := Re (x+ iy) = x ∈ R,
2. den Imaginärteil Im (z) := Im (x+ iy) = y ∈ R,
3. die zu z komplex konjugierte Zahl z := x+ iy = x− iy ∈ C,
4. den Betrag |z| = |x+ iy| :=

√
x2 + y2 =

√
zz ∈ R,

5. das Argument arg(z) ∈ [0, 2π) von z = x+ iy ∈ C \ {0} als den eindeutigen Winkel mit

cos(arg(z)) =
Re (z)

|z|
=

x√
x2 + y2

sin(arg(z)) =
Im (z)

|z|
=

y√
x2 + y2

.

Die Beziehung zwischen den in Definition 2.3.18 eingeführten Größen und ihre wichtigsten
Eigenschaften ergeben sich aus dem folgenden Lemma, das wir anschließend auch geometrisch
interpretieren werden.

Lemma 2.3.19:
1. Die komplexe Konjugation ist ein Körperisomorphismus ¯ : C→ C, der R fixiert. Es gilt:

z + w = z + w, z · w = z · w, x = x, z = z ∀z, w ∈ C, x ∈ R

2. Für alle z ∈ C gelten die Identitäten

Re (z) = 1
2
(z + z), Im (z) = i

2
(z − z), z · z = |z|2.

Beweis:
1. Sei z = x+ iy und w = u+ iv mit x, y, u, v ∈ R. Dann ergibt sich:

z + w = (x+ u) + i(y + v) = x+ u− i(y + v) = x− iy + u− iv = z + w

z · w = xu− yv + i(xv + yu) = xu− yv − i(xv + yu) = (x− iy)(u− iv) = z · w

x = x z = x+ iy = x− iy = x+ iy = z.

2. Es gilt für z = x+ iy mit x, y ∈ R:
1
2
(z + z) = 1

2
(x+ iy + x− iy) = x i

2
(z − z) = 1

2
i(x− iy − x− iy) = −i2y = y

z · z = (x+ iy)(x− iy) = x2 + y2 = |z|2.

Aus z + w = z + w, z · w = z · w und 1 = 1 folgt, dass die komplexe Konjugation ein
Körperhomomorphismus ist, und aus z̄ = z für alle z ∈ C folgt, dass es sich um einen
Körperisomorphismus handelt. 2
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Beispiel 2.3.20: Wir bestimmen Re (1/z) und Im (1/z) für z = 1 + 2i. Dazu könnten wir
im Prinzip Formel (4) für die multiplikativen Inversen benutzen. Eine einfachere Methode, die
allgemein für Brüche komplexer Zahlen funktioniert, ist das Erweitern des Bruchs mit dem
komplex Konjugierten des Nenners:

1

z
=

1

1 + 2i
=

1− 2i

(1− 2i)(1 + 2i)
=

1− 2i

1− 4i2
=

1− 2i

5
⇒ Re (1/z) = 1

5
, Im (1/z) = −2

5
.

Da es sich bei komplexen Zahlen um Elemente der Menge R2 handelt, können wir sie als Punkte
in der Ebene interpretieren. Dabei entspricht die komplexe Zahl z = x + iy dem Punkt (x, y).
Dieser hat nach dem Satz des Pythagoras vom Ursprung (0, 0) den Abstand |z| =

√
x2 + y2.

Die Gerade durch den Ursprung und (x, y) schließt mit der positiven x-Achse einen Winkel
arg(z) ∈ [0, 2π) mit cos(arg(z)) = x/

√
x2 + y2 und sin(arg(z)) = y/

√
x2 + y2 ein. Die komplexe

Zahl z = x − iy hat den selben Abstand vom Ursprung wie z = x + iy und schließt mit der
positiven x-Achse den Winkel arg(z) = − arg(z) ein. Die komplexe Konjugation entspricht also
der Spiegelung an der x-Achse.

x

z=x+iyiy

-iy z=x-iy-

arg(z)

|z|

Argument und Betrag einer komplexen Zahl z = x+ iy und komplexe Konjugation.

Mit dieser geometrischen Beschreibung der komplexen Zahlen können wir auch ihrer Addition
und Multiplikation eine geometrische Bedeutung geben. Aus der Formel (a + ib) + (c + id) =
(a + c) + i(b + d) wird deutlich, dass die Addition komplexer Zahlen der Konstruktion eines
Parallelogramms entspricht. Betrachtet man das von den Punkten (0, 0), (a, b) und (c, d) auf-
gespannte Parallelogramm, so ist dessen vierter Eckpunkt gerade der Punkt (a+ c, b+ d), der
der Summe der komplexen Zahlen z = a+ ib und w = c+ id entspricht (Parallelogrammregel).
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z

w

z+w

c

id
ib

aa+c

i(b+d)

Addition zweier komplexer Zahlen z = a+ ib, w = c+ id.

Um die geometrische Bedeutung der Multiplikation komplexer Zahlen zu verstehen, betrachten
wir zwei komplexe Zahlen z = |z|(cos arg(z)+i sin arg(z)) und w = |w|(cos arg(w)+i sin arg(w)).
Dann ergibt sich mit Hilfe der Additionsformeln für Sinus und Kosinus für das Produkt z · w

z · w = |z|(cos arg(z) + i sin arg(z)) · |w|(cos arg(w) + i sin arg(w))

= |z||w|(cos arg(z) cos arg(w)− sin arg(z) sin arg(w) + i(sin arg(z) cos arg(w) + sin arg(w) cos arg(z)))

= |z||w|(cos(arg(z) + arg(w)) + i sin(arg(z) + arg(w))).

Also gilt |z · w| = |z| · |w| und arg(z · w) = arg(z) + arg(w). Das Produkt komplexer Zahlen
multipliziert also deren Abstände vom Ursprung und addiert die zugehörigen Winkel mit der
positiven x-Achse. Definiert man

ea+ib := ea(cos b+ i sin b) ∀a, b ∈ R,

so erhält man die an die reelle Exponentialfunktion erinnernde Formel9

ea+ib · ec+id = eaec(cos b+ i sin b)(cos d+ i sin d) = ea+cei(b+d) = e(a+ib)+(c+id) ∀a, b, c, d ∈ R.

z
w

zw

ΦΨ

Φ+Ψ

r rss

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen z = reiφ und w = seiψ

9Dies ist kein Zufall. Wie auch in R kann man die Exponentialfunktion exp : C → C als eine Potenzreihe
exp(z) = Σ∞

k=0z
k/k! definieren. Diese konvergiert für alle z ∈ C und liefert genau diese Formel.
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Korollar 2.3.21:

1. Jede komplexe Zahl z ∈ C \ {0} lässt sich eindeutig schreiben als

z = reiφ = r(cosφ+ i sinφ) mit r = |z| ∈ R+, φ = arg(z) ∈ [0, 2π).

Dies bezeichnet man als die Polardarstellung von z, während die Darstellung z = x+iy
mit x, y ∈ R als kartesische Darstellung von z bezeichnet wird.

2. Für z = reiφ und w = seiψ mit r, s ∈ R und φ, ψ ∈ R gilt z · w = rsei(φ+ψ).
3. Es gilt die de Moivresche Formel

(cosφ+ i sinφ)n = einφ = cos(nφ) + i sin(nφ) ∀n ∈ Z, φ ∈ [0, 2π)

Beispiel 2.3.22: Wir bestimmen die Polardarstellung der komplexen Zahl z = 1− i und die
kartesische Darstellung der komplexen Zahl w = 3eiπ/3.

Für z = 1− i gilt |z| =
√

12 + (−1)2 =
√

2 und damit auch

1/
√

2 = Re(z)/|z| = cos(arg(z)) = −Im(z)/|z| = − sin(arg(z)) ⇒ arg(z) = 7π/4.

Daraus folgt z =
√

2e7πi/4. Für w ergibt sich aus den Identitäten cos(π/3) = 1/2 und sin(π/3) =√
3/2 die kartesische Darstellung w = 3(cos(π/3) + i sin(π/3)) = 3

2
(1 +

√
3i).

Eine wichtige Motivation für die Betrachtung der komplexen Zahlen ist der Fundamentalsatz
der Algebra, dessen Beweis allerdings Methoden benötigt, die uns noch nicht zur Verfügung
stehen und in der Vorlesung Analysis oder Funktionentheorie erfolgt. Er besagt, dass jedes
nicht-konstante Polynom mit Koeffizienten in C über C vollständig in Linearfaktoren zerfällt.

Satz 2.3.23 (Fundamentalsatz der Algebra):
Jedes nicht-konstante Polynom mit Koeffizienten in C hat eine Nullstelle in C und zerfällt
deshalb über C in Linearfaktoren: zu p = anx

n + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0 mit an, ..., a0 ∈ C,

an 6= 0 und n ∈ N existieren z1, ..., zn ∈ C mit p = an(x− z1) · (x− z2) · · · (x− zn). Die Zahlen
z1, ..., zn ∈ C sind genau die Nullstellen von p in C.

Offensichtlich gilt diese Aussage nicht für reelle Zahlen, denn das Polynom x2 +1 lässt sich nicht
als Produkt (x− r1)(x− r2) mit r1, r2 ∈ R schreiben. Denn sonst wären r1, r2 reelle Nullstellen,
die das Polynom x2 +1 wegen x2 +1 > 0 für alle x ∈ R aber nicht besitzt. Über C zerfällt dieses
Polynom jedoch in Linearfaktoren, denn es gilt (x+ i)(x− i) = x2− i2 = x2− (−1) = x2 + 1. Es
besitzt also genau die komplexen Nullstellen ±i. Als Spezialfall nicht-konstanter Polynome mit
komplexen Koeffizienten lässt sich also insbesondere jedes nicht-konstante Polynom mit reellen
Koeffizienten als Produkt von Linearfaktoren (x − z1) · · · (x − zn) mit zj ∈ C schreiben. Die
folgenden zwei Spezialfälle dieser Aussage sind besonders relevant.

Lemma 2.3.24:
1. Ist p = anx

n + ... + a1x + a0 ein Polynom mit reellen Koeffizienten an, ..., a0 ∈ R, so ist
z ∈ C eine Nullstelle von p genau dann, wenn z ∈ C eine Nullstelle von p ist.

2. Die Nullstellen des Polynoms xn − 1 mit n ∈ N sind genau die komplexen Zahlen
zk = e2πik/n mit k ∈ {0, 1, ..., n− 1}. Man nennt sie die nten Einheitswurzeln.
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Beweis:
1. Ist z ∈ C ist eine Nullstelle von p so gilt anzn + ...+ a1z+ a0 = 0. Da ak ∈ R gilt ak = ak für
alle k ∈ {0, 1, ..., n}. Mit Lemma 2.3.19, 1. folgt, dass auch z eine Nullstelle ist:

0 = 0 = anzn + ...+ a1z + a0 = anz
n + ...+ a1z + a0 = anz

n + ...+ a1z + a0.

Ist umgekehrt z ∈ C eine Nullstelle von p, so folgt daraus, dass z = z eine Nullstelle von p ist.

2. Wir verwenden die Polardarstellung komplexer Zahlen. Eine Zahl z = reiφ ist genau dann
Lösung der Gleichung zn = 1, wenn zn = rneinφ = rn(cos(nφ) + i sin(nφ)) = 1 gilt. Dies ist
genau dann der Fall, wenn |z| = r = 1, cos(nφ) = 1 und sin(nφ) = 0. Aus den letzten zwei
Gleichungen folgt nφ = 2kπ mit k ∈ Z. Also ist jede Lösung der Gleichung zn = 1 von der
Form z = e2kπi/n mit k ∈ Z. Zwei komplexe Zahlen w = eiφ und v = eiψ sind gleich genau dann,
wenn wv−1 = ei(φ−ψ) = cos(φ − ψ) + i sin(φ − ψ) = 1, also genau dann wenn φ − ψ = 2πm
mit m ∈ Z. Also hat die Gleichung zn = 1 genau n verschiedene Lösungen zk = e2πik/n mit
k ∈ {0, 1, ..., n− 1}. 2

Komplexe Nullstellen eine Polynoms p werden allgemein als Wurzeln von p bezeichnet und
auch die Lösungen der Gleichung zn = cmit c ∈ C nennt man oftWurzeln von c. Ein Ausdruck
der Form n

√
c hat aber nur dann einen Sinn, wenn c eine nicht-negative reelle Zahl ist - in diesem

Fall bezeichnet es die eindeutig bestimmte reelle, nicht-negative Lösung der Gleichung xn = c.
Ein Ausdruck der Form n

√
c für c ∈ R und c < 0 oder c ∈ C \ R ist dagegen unsinnig!

Die nten Einheitswurzeln bilden die Ecken eines in den Einheitskreis S1 = {z ∈ C| |z| = 1}
einbeschriebenen regulären n-Ecks, dessen erste Ecke auf der Zahl 1 liegt. Allgemeiner erhält
man für jede komplexe Zahl w mit |w| = 1 eine Lösung der Gleichung zn = w, indem man den
Winkel zwischen w und der positiven x-Achse in n gleiche Teile teilt und den Punkt auf dem
Einheitskreis markiert, der mit der positiven x-Achse den resultierenden Winkel einschließt. Die
n Lösungen sind dann genau die Ecken eines in den Einheitskreis einbeschriebenen regulären
n-Ecks, dessen erste Ecke auf diesem Punkt liegt. (Beweis: Übung).

1-1

i

-i

1

i

-i

w
z1

z2

z3

z4

z5

Die 7ten Einheitswurzeln Die 5 Lösungen der Gleichung z5 = w.

Die nten Einheitswurzeln bilden mit der Multiplikation eine Gruppe - multipliziert man zwei
nte Einheitswurzeln, so erhält man wieder eine nte Einheitswurzel. Wir zeigen nun, dass diese
Gruppe isomorph zur Restklassengruppe Z/nZ ist. Insbesondere können wir dann mit den nten
Einheitswurzeln die Gruppe Z/nZ visualisieren.
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Satz 2.3.25: Für alle n ∈ N ist die Menge Mn = {z ∈ C|zn = 1} der nten Einheitswurzeln
eine Untergruppe der Gruppe (C \ {0}, ·). Die Gruppe (Mn, ·) ist isomorph zu (Z/nZ,+).

Beweis:
Offensichtlich istMn 6= ∅, da 1 ∈Mn (UG1). Sind z, w ∈Mn, so folgt (z ·w)n = zn ·wn = 1·1 = 1
und somit z · w ∈Mn (UG2) und (z−1)n = (zn)−1 = 1−1 = 1, also z−1 ∈Mn (UG3). Damit ist
Mn ⊆ C \ {0} eine Untergruppe von (C \ {0}, ·). Da nach Lemma 2.2.10 und 2.3.24 gilt

Mn =
{
e2πik/n|k ∈ {0, 1, ..., n− 1}

}
Z/nZ = {[k]|k ∈ {0, 1, ..., n− 1}} ,

ist die Abbildung f : Mn → Z/nZ, e2πik/n 7→ [k] bijektiv. Für alle k, l ∈ {0, ..., n− 1} gilt

f(e2πik/n · e2πil/n) = f(e2πi(k+l)/n) = [k + l] = [k] + [l] = f(e2πik/n) + f(e2πil/n).

Also ist f ein Gruppenisomorphismus. 2

Bemerkung 2.3.26: Das sichere Rechnen mit trigonometrischen Funktionen und komplexen
Zahlen wird im gesamten Studium vorausgesetzt. Dazu gehört es auch, dass man die wichtigsten
Werte von Sinus und Kosinus ohne Hilfsmittel jederzeit reproduzieren kann.

Füllen Sie dazu die folgende Tabelle aus prägen Sie sich diese Werte des Sinus und Kosinus ein.
Zeichnen Sie dann die zugehörigen Punkte eiα = cos(α) + i sin(α) in der komplexen Ebene.

α 0 π
4

π
2

3π
4 π 5π

4
3π
2

7π
4 2π π

6
π
3

2π
3

5π
6

7π
6

4π
3

5π
3

11π
6

sin(α)

cos(α)

Sie sollten auch wissen, dass sin(α)2 + cos(α)2 = 1 für alle α ∈ R gilt, und die Additionsformeln
für Sinus und Kosinus kennen:

sin(α± β) = sin(α) cos(β)± cos(α) sin(β) cos(α± β) = cos(α) cos(β)∓ sin(α) sin(β).

Es ist eine hilfreiche Übung, sich daraus entsprechende Additionsformeln für den Tangens und
Kotangens herzuleiten.
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An was man sich erinnern sollte:
Die wichtigsten Begriffe und Definitionen:

• Menge, (Äquivalenz)relation, Äquivalenzklasse, Abbildung,
• Definitionsbereich, Bildbereich, Bild, Urbild, injektiv, surjektiv, bijektiv
• Verknüpfung, kommutativ, assoziativ, neutrales Element, Inverse, Distributivgesetz
• Monoid, Gruppe, abelsche Gruppe, Untergruppe
• Ring, unitaler Ring, Körper, Teilring, Teilkörper
• Homo/iso/endo/automorphismus von Gruppen, (unitalen) Ringen und Körpern

Die wichtigsten Beispiele:

• Gruppen: triviale Gruppe, (Z,+), (Q,+), (R,+), (Q \ {0}, ·), (R \ {0}, ·), (Z/nZ,+),
(Bij(X,X), ◦), Permutationsgruppen, symmetrische Gruppe Sn, Einheitengruppe eines
Monoids
• Ringe: Nullring, (Z,+, ·), Restklassenring (Z/nZ,+, ·), Polynomring R[x], Abb(M,R)
• Körper: (R,+, ·), (Q,+, ·), (C,+, ·), endliche Körper (Z/pZ,+, ·) mit p ∈ N prim
• Homomorphismen von Gruppen, (unitalen) Ringen und Körpern :

Identitätsabbildung, µm : Z→ Z, z 7→ mz für m ∈ N

Die wichtigsten Aussagen:

• Beziehung zwischen Äquivalenzrelationen und Partitionen,
• Kriterien für Injektivität, Surjektivität und Bijektivität von Abbildungen, Verhalten unter

Verkettung
• Kerne und Bilder von Gruppenhomomorphismen sind Untergruppen,
• Die Verkettung von Gruppen oder Ringhomomorphismen ist ein Gruppen bzw. Ringho-

momorphismus,
• Z/nZ ist ein Körper genau dann, wenn n eine Primzahl ist.
• Fundamentalsatz der Algebra.
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3 Vektorräume

Die in Kapitel 2 eingeführten algebraischen Grundbegriffe (Mengen, Abbildungen, Äquivalenz-
relationen, Verknüpfungen, Gruppen, Ringe, Körper,...) sind die Voraussetzung, um über das
eigentliche Thema dieser Vorlesung - Vektorräume und lineare Abbildungen - überhaupt sinnvoll
sprechen zu können. Im Folgenden werden wir sie voraussetzen, benötigen und benutzen, uns
aber ab jetzt auf eine einzige algebraische Struktur, den Vektorraum und die zugehörigen struk-
turerhaltenden Abbildungen, die linearen Abbildungen, konzentrieren. Dabei beschäftigen wir
uns zunächst allgemein mit dem Begriff eines Vektorraums und lernen Beispiele von Vektorräu-
men kennen. Anschliessend werden die Eigenschaften von Vektorräumen und die zugehörigen
strukturerhaltenenden Abbildungen genauer betrachtet.

Vektorräume und lineare Abbildungen sind in der Mathematik, der Physik, in anderen Natur-
wissenschaften und in den Ingenieurwissenschaften allgegenwärtig und eines der mächtigsten
und bestverstandenen mathematischen Werkzeuge. Stellt man bei einem konkreten Problem
fest, dass es sich als eine Frage zu Vektorräumen und linearen Abbildungen formulieren lässt,
hat man es schon fast gelöst.

3.1 Der Begriff des Vektorraums

Definition 3.1.1: Sei K ein Körper. Ein Vektorraum über K oder ein K-Vektorraum ist
eine abelsche Gruppe (V,+) zusammen mit einer Abbildung · : K× V → V , der Skalarmulti-
plikation, so dass die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(V1) Pseudoassoziativität: λ · (µ · v) = (λµ) · v für alle λ, µ ∈ K, v ∈ V ,
(V2) Skalares Distributivgesetz: (λ+ µ) · v = (λ · v) + (µ · v) für alle λ, µ ∈ K, v ∈ V ,
(V3) Vektorielles Distributivgesetz: λ · (v +w) = (λ · v) + (λ ·w) für alle λ ∈ K, v, w ∈ V ,
(V4) Normierung: 1K · v = v für alle v ∈ V .

Die Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren. Die Verknüpfung + wird oft Vektor-
addition genannt. Das neutrale Element von (V,+) wird mit 0V bezeichnet und heißt Null-
vektor. Ein Vektorraum über dem Körper R heißt auch reeller Vektorraum, ein Vektorraum
über dem Körper C komplexer Vektorraum.

Bemerkung 3.1.2: Auch in Vektorräumen gilt die Konvention Punkt vor Strich, und die
Punkte für die Skalarmultiplikation und die Multiplikation in K werden oft weggelassen. Wegen
der Pseudoassoziativität schreibt man für λ, µ ∈ K und v ∈ V ausserdem auch oft λµ v,
ohne Klammern zu setzen. Sowohl das neutrale Element 0V von (V,+) als auch das neutrale
Element 0K von (K,+) werden oft einfach mit 0 bezeichnet.

Lemma 3.1.3 (Rechenregeln für Vektorräume):
Sei V ein K-Vektorraum und u, v, w ∈ V , λ ∈ K beliebig. Dann gilt:

(i) u+ v = u+ w ⇒ v = w.
(ii) 0K · v = 0V und λ · 0V = 0V .
(iii) (−1K) · u = −u.
(iv) λ · v = 0V ⇒ (λ = 0K) ∨ (v = 0V ).
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Beweis:
Da (V,+) eine abelsche Gruppe ist, folgt (i) aus Lemma 2.2.12, 4. Für (ii) berechnet man

0K · v + 0V
(G2)
= 0K · v

(G2)
= (0K + 0K) · v (V2)

= 0K · v + 0K · v
1.⇒ 0K · v = 0V ∀v ∈ V

λ · 0V + 0V
(G2)
= λ · 0V

(G2)
= λ · (0V + 0V )

(V3)
= λ · 0V + λ · 0V

1.⇒ λ · 0V = 0V ∀λ ∈ K.

Ebenso ergibt sich (iii) direkt aus der folgenden Rechnung

(−1K)·u+u
(V4)
= (−1K)·u+1K ·u

(V2)
= (−1K +1K)·u (K5)

= 0K ·u
2.
= 0V

(G3)
= −u+u

1.⇒ −u = (−1K)·u

Zum Beweis von (iv) betrachtet man λ ∈ K und v ∈ V mit λ · v = 0V . Dann gilt entweder
λ = 0K oder λ 6= 0K. Im ersten Fall ist die Aussage wahr. Im zweiten gibt es ein multiplikatives
Inverses λ−1 ∈ K, und es folgt

v
(V4)
= 1K · v

(G3)
= (λ−1λ) · v (V1)

= λ−1 · (λ · v) = λ−1 · 0V
2.
= 0V .

2

Beispiel 3.1.4:
1. Jede einelementige Menge M = {m} ist ein Vektorraum über jedem beliebigen Körper

K mit Vektoraddition + : M × M → M , (m,m) 7→ m und Skalarmultiplikation
· : K × M → M , (λ,m) 7→ m. Dieser Vektorraum besteht nur aus dem Nullvektor
0M = m und heißt Nullvektorraum oder trivialer Vektorraum.

2. Sind (V,+V , ·V ) und (W,+W , ·W ) K-Vektorräume, so hat auch die Menge V × W die
Struktur eines K-Vektorraums mit der Vektoraddition und Skalarmultiplikation

(v, w)+(v′, w′) := (v+V v
′, w+Ww

′), λ·(v, w) := (λ·V v, λ·Ww) ∀v, v′ ∈ V,w,w′ ∈ W,λ ∈ K.

Denn (V ×W,+) ist das direkte Produkt der abelschen Gruppen (V,+V ) und (W,+W )
und somit eine abelsche Gruppe. Die Axiome (V1)-(V4) folgen dann aus den entspre-
chenden Axiomen für (V,+V , ·V ) und (W,+W , ·W ) (Übung). Dieser Vektorraum wird als
das Produkt der Vektorräume (V,+V , ·V ) und (W,+W , ·W ) bezeichnet.

3. Jeder Körper K hat die Struktur eines Vektorraums über sich selbst mit der Körperaddi-
tion und der Körpermultiplikation als Vektoraddition und Skalarmultiplikation.
Denn (K,+) ist eine abelsche Gruppe, (V1) gilt wegen der Assoziativität der Körpermul-
tiplikation, (V2), (V3) wegen des Distributivgesetzes in K und (V4), da 1 das neutrale
Element von (K \ {0}, ·) ist.

4. Ist K ⊆ L ein Teilkörper, so ist L mit der Körperaddition + : L × L → L und der
Einschränkung · : K × L → L der Körpermultiplikation als Skalarmultiplikation ein
Vektorraum über dem Körper K.
Denn da (L,+, ·) ein Körper ist, ist (L,+) eine abelsche Gruppe. Aus der Assoziativität
der Multiplikation in L folgt die Pseudoassoziativität (V1) k · (k′ · l) = k · k′ · l = (k · k′) · l
für alle l ∈ L und k, k′ ∈ K ⊆ L. Aus dem Distributivgesetz (K3) in L folgen das skalare
und vektorielle Distributivgesetz (V2) und (V3): für alle l, l′ ∈ L und k, k′ ∈ K ⊆ L gilt
(k + k′) · l = k · l+ k′ · l und k · (l+ l′) = k · l+ k · l′. Aus der Tatsache, dass 1 = 1L = 1K

das neutrale Element von (L, ·) ist, folgt die Normierung (V4): Für alle l ∈ L gilt 1 · l = l.
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5. Aus 4. folgt: C hat die Struktur eines reellen Vektorraums. R hat die Struktur eines
Q-Vektorraums. Nach 3. sind C und R aber auch jeweils Vektorräume über sich selbst.

Besonders wichtige Beispiele von K-Vektorräumen sind die K-Vektorräume Kn = K × . . . × K
aus Beispiel 3.1.4, 2. für beliebige Körper K. Diese sind einerseits deswegen wichtig, weil sie es
uns erlauben, die Geometrie des zwei- und dreidimensionalen Raums durch die Vektorräume R2

und R3 zu beschreiben. Andererseits werden wir später sehen, dass sich sehr viele Vektorräume
über einem Körper K durch Vektorräume Kn mit n ∈ N beschreiben lassen.

Beispiel 3.1.5: Für jeden Körper K und jedes n ∈ N hat die Menge Kn = K × ... × K die
Struktur eines Vektorraums über K mit der Vektoraddition und Skalarmultiplikation

(a1, ..., an) + (b1, ..., bn) := (a1 + b1, ..., an + bn) λ · (a1, ..., an) := (λa1, ..., λan)

für alle λ, a1, b1, ..., an, bn ∈ K. Der Nullvektor ist gegeben durch (0, ..., 0). (Beweis: Übung)

Es wird sich später als sinnvoll herausstellen, statt mit waagrechten Zahlentupeln (Zeilenvek-
toren) mit senkrechten Zahlentupeln (Spaltenvektoren) zu arbeiten. Dabei handelt es sich
einfach um eine andere Schreibweise für n-Tupel im Kn. Die Vektoraddition und Skalarmulti-
plikation sind dann gegeben durch a1

...
an

+

 b1
...
bn

 =

 a1 + b1
...

an + bn

 λ ·

 a1
...
an

 =

 λa1
...

λan

.
Im Text deuten wir durch die Bezeichnung (a1, ..., an)T an, dass ein Spaltenvektor gemeint ist:

(a1, ..., an)T :=

 a1
...
an


Ein Vektor v = (a1, ..., an)T im Rn wird durch einen Pfeil vom Ursprung (0, ..., 0) ∈ Rn zu dem
Punkt mit Koordinaten (a1, ..., an) beschrieben. Die Vektoraddition im Rn entspricht geome-
trisch dem Aneinanderhängen von Pfeilen (Parallelogrammregel) und die Skalarmultiplikation
dem Strecken (λ > 1) bzw. Stauchen (0 ≤ λ < 1) von Pfeilen oder einer Kombination von
Strecken oder Stauchen mit einer Punktspiegelung am Ursprung (λ < 0).

x1

x2

x3

v

w
v+w

x1

x2

x3

v

-v

2v

Die Vektoraddition im R3 Die Skalarmultiplikation im R3
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Im Prinzip könnten wir ein geordnetes n-Tupel (a1, ..., an)T ∈ Kn von Zahlen a1, ..., an ∈ K auch
als eine Abbildung f : {1, ..., n} → K, k 7→ ak auffassen, d. h. die geordneten n-Tupel von Zahlen
in K stehen in Bijektion mit solchen Abbildungen. Die Vektoraddition und Skalarmultiplikation
im Vektorraum Kn entspricht dann gerade der punktweisen Addition und der punktweisen
Multiplikation mit Elementen in K. Für f : {1, ..., n} → K, k 7→ ak und g : {1, ..., n} → K,
k 7→ bk erhält man so nämlich (f+g)(k) = f(k)+g(k) = ak+bk und (λ·f)(k) = λ·f(k) = λak für
alle k ∈ {1, ..., n}. Diese Definition lässt sich auf Abbildungen f : M → K und auf Abbildungen
f : M → V für beliebige Mengen M und K-Vektorräume V verallgemeinern.

Lemma 3.1.6: Für jede Menge M und jeden K-Vektorraum (V,+V , ·V ) hat die Menge
Abb(M,V ) der Abbildungen f : M → V die Struktur eines K-Vektorraums mit der Vek-
toraddition und Skalarmultiplikation

(f + g)(m) := f(m) +V g(m) (λ · f)(m) := λ ·V f(m) ∀m ∈M.

Beweis:
Ist M = ∅, so existiert genau eine Abbildung f : ∅ → V , nämlich die leere Abbildung, und es
gilt Abb(M,V ) = {0}. Sei also jetzt M 6= ∅. In Beispiel 2.3.4, 4. wurde bereits gezeigt, dass für
jede abelsche Gruppe (V,+V ) und jede Menge M auch (Abb(M,V ),+) mit der punktweisen
Addition eine abelsche Gruppe ist. Seien nun f, g ∈ Abb(M,V ) und λ, µ ∈ K beliebig. Dann
folgt aus der Pseudoassoziativität in V

(λ · (µ · f))(m) = λ ·V ((µ · f)(m)) = λ ·V (µ ·V f(m)) = (λµ) ·V f(m) = ((λµ) · f)(m)

für alle m ∈M , also λ · (µ · f) = (λµ) · f (V1). Aus dem skalaren Distributivgesetz für V folgt

((λ+ µ) · f)(m) = (λ+ µ) ·V f(m) = λ ·V f(m) +V µ ·V f(m) = (λ · f + µ · f)(m)

für alle m ∈M und damit (λ+µ) ·f = λ ·f+µ ·f (V2). Ebenso ergibt sich aus dem vektoriellen
Distributivgesetz für V für alle m ∈M

(λ · (f+g))(m)=λ ·V (f+g)(m)=λ ·V (f(m)+V g(m)) = λ ·V f(m)+V λ ·V g(m)=(λ · f+λ · g)(m),

also (λ+ µ) · f = λ · f + µ · f (V3). Aus der Normierung von V erhält man für alle m ∈M die
Identität (1 · f)(m) = 1 ·V f(m) = f(m) und somit 1 · f = f (V4). 2

Als Spezialfälle dieses Beispiels ergeben sich viele weitere nützliche Beispiele von Vektorräumen.

Beispiel 3.1.7:

1. Für jede Menge M ist die Menge Abb(M,K) mit der Vektoraddition und Skalarmultipli-
kation aus Beispiel 3.1.6 ein K-Vektorraum.

2. Die Abbildungen f : R → R bilden mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplika-
tion den reellen Vektorraum Abb(R,R).

3. Für jeden K-Vektorraum V ist die Menge der Folgen (vn)n∈N0 mit Werten in V ein K-
Vektorraum mit Vektoraddition und Skalarmultiplikation

(vn)n∈N0 + (wn)n∈N0 = (vn + wn)n∈N0 λ · (xn)n∈N0 = (λxn)n∈N0 .

Denn eine Folge (vn)n∈N0 mit Werten in V ist nichts anderes als eine Abbildung
f : N0 → V , n 7→ vn, und die angegebene Vektoraddition und Skalarmultiplikation sind
gerade die aus aus Beispiel 3.1.6. Also handelt es sich um den Vektorraum Abb(N0, V ).
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4. Für V = K erhält man aus 3. , dass die K-wertigen Folgen mit der Vektoraddition und
Skalarmultiplikation aus 3. den K-Vektorraum Abb(N0,K) bilden. Für reelle Folgen erhält
man den R-Vektorraum Abb(N0,R), für rationale Folgen den Q-Vektorraum Abb(N0,Q).

Bei der Betrachtung von Gruppen und Ringen folgten auf die Definition und die ersten Beispiele
der Begriff einer Untergruppe bzw. eines Unterrings. Dabei handelte es sich um Teilmengen der
Gruppe bzw. des Rings, die mit der Einschränkungen der Verknüpfung(en) der Gruppe bzw. des
Rings wieder eine Gruppe oder einen Ring bilden. Im Fall eines Vektorraums definiert man
analog den Begriff des Untervektorraums. Dabei werden die Einschränkung der Vektoraddition
und der Skalarmultiplikation betrachtet.

Definition 3.1.8: Eine Teilmenge U ⊆ V eines K-Vektorraums V heißt Untervektorraum
von V oder (linearer) Unterraum von V wenn sie abgeschlossen unter Vektoraddition und
Skalarmultiplikation ist und mit den Einschränkungen der Verknüpfung + : V × V → V und
der Abbildung · : K× V → V einen K-Vektorraum bildet.

Aus der Definition geht hervor, dass ein Untervektorraum eines K-Vektorraums V immer ein
Vektorraum über dem Körper K ist. Bevor wir Beispiele von Untervektorräumen betrachten,
verschaffen wir uns zunächst noch Kriterien, mit denen sich direkt nachrechnen lässt, ob es
sich bei einer gegebenen Teilmenge M ⊆ V eines K-Vektorraums V um einen Untervektor-
raum handelt. Diese ähneln den Kriterien für Gruppen und Ringe, nur dass entsprechend die
Vektoraddition und die Skalarmultiplikation des Vektorraums auftreten.

Lemma 3.1.9: Eine Teilmenge U ⊆ V ist genau dann ein Untervektorraum eines K-
Vektorraums V , wenn:
(UV1) 0 ∈ U ,
(UV2) u, v ∈ U ⇒ u+ v ∈ U ,
(UV3) u ∈ U , λ ∈ K ⇒ λ · u ∈ U .

Beweis:
⇒: Ist U ⊆ V ein Untervektorraum von V , so ist U abgeschlossen unter der Skalarmultiplika-
tion, also λu ∈ U für alle u ∈ U , λ ∈ K (UV3). Ausserdem ist (U,+) eine Untergruppe der
abelschen Gruppe (V,+) und somit gilt u+ v ∈ U für alle u, v ∈ U nach Lemma 2.2.16 (UV2)
und 0V ∈ U nach Definition 2.2.15 (UV1).

⇐: Ist U ⊆ V eine Teilmenge, die (UV1) und (UV2) erfüllt, so ist (U,+) ein kommutatives
Monoid. Nach (UV3) ist aber für jedes u ∈ U auch (−1) · u ∈ U und nach Lemma 3.1.3 gilt
(−1) · u = −u. Also ist (U,+) eine Untergruppe von (V,+) und damit eine abelsche Gruppe.
(UV3) garantiert, dass die Einschränkung der Skalarmultiplikation auf U eine Abbildung
· : K× U → U definiert, und die Axiome (V1)-(V4) für U folgen dann aus den entsprechenden
Axiomen für V . 2

Beispiel 3.1.10:
1. Für jeden K-Vektorraum V sind {0V } ⊆ V und V ⊆ V Untervektorräume.

2. Für jeden K-Vektorraum V und v ∈ V ist Kv = {αv|α ∈ K} ⊆ V ein Untervektorraum.
Denn es gilt 0V = 0K · v ∈ Kv (UV1). Aus u,w ∈ Kv folgt, dass α, β ∈ K existieren mit
u = αv, w = βv. Daraus ergibt sich u + w = αv + βv = (α + β)v ∈ Kv (UV2). Ebenso
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erhält man λu = (λα)v ∈ Kv für alle λ ∈ K (UV3).
Für v = 0 ist Kv = {0}. Für v 6= 0 bezeichnet man den Untervektorraum Kv als
Gerade. Im reellen Vektorraum R3 gilt nämlich für v = (x, y, z)T ∈ R3 nach Beispiel
3.1.5 Rv = {(αx, αy, αz)T ∈ R2|α ∈ R}. Dies ist eine Gerade durch den Ursprung.

3. Sei K ein Körper als Vektorraum über sich selbst. Dann sind die einzigen Untervektor-
räume von K der Nullvektorraum {0} und K selbst.
Denn enthält ein Untervektorraum U ⊆ K ein Element v ∈ K \ {0}, so besitzt v ein mul-
tiplikatives Inverses v−1 und jedes Element w ∈ K lässt sich schreiben als w = (wv−1) · v
mit wv−1 ∈ K, liegt also dann nach (UV3) in U .

4. Für jeden Körper K bilden die Polynomabbildungen p : K → K, x 7→ Σn
k=0akx

k mit
n ∈ N0, ak ∈ K ein Untervektorraum des K-Vektorraums Abb(K,K).
Denn die Nullabbildung 0 : K→ K, x 7→ 0 ist ein Polynomabbildung (UV1). Die Summe
p+ q : K→ K zweier Polynomabbildungen p, q : K→ K ist eine Polynomabbildung (UV2)
und für alle Polynomabbildungen p : K → K und λ ∈ K ist die Abbildung λp : K → K
eine Polynomabbildung (UV3).

5. Für jeden Körper K sind die Polynome mit Koeffizienten in K ein Untervektorraum des
K-Vektorraums der K-wertigen Folgen.
Denn eine Folge ist eine Abbildung f : N0 → K und ein Polynom eine Abbildung p :
N0 → K mit p(k) = 0 für fast alle k ∈ N0. Die Nullabbildung 0 : N0 → K, k 7→ 0 ist ein
Polynom (UV1). Sind p, q : N0 → K Polynome, so sind auch p + q : N0 → K (UV2) und
λp : N0 → K (UV3) Polynome, denn aus p(k) = 0 und q(k) = 0 für fast alle k ∈ N0 folgt
p(k) + q(k) = 0 für fast alle k ∈ N0 und λp(k) = 0 für fast alle k ∈ N0 und alle λ ∈ K.

Im Fall von Gruppen wurde in einer Übungsaufgabe gezeigt, dass der Schnitt zweier Untergrup-
pen einer gegebenen Gruppe G immer eine Untergruppe ist. Ein ähnliches Argument zeigt, dass
der Schnitt von Untervektorräumen immer ein Untervektorraum ist.

Satz 3.1.11: Sei I eine Indexmenge und (Ui)i∈I eine Familie von Untervektorräumen eines
K-Vektorraums V . Dann ist auch die Menge ∩i∈IUi ein Untervektorraum von V .

Beweis:
Nach (UV1) ist 0V ∈ Ui für alle i ∈ I und somit auch 0V ∈ ∩i∈IUi. Sind u, v ∈ ∩i∈IUi, so gilt
u, v ∈ Ui für alle i ∈ I. Mit (UV2) folgt u+ v ∈ Ui für alle i ∈ I und somit u+ v ∈ ∩i∈IUi. Mit
(UV3) folgt λu ∈ Ui für alle λ ∈ K und i ∈ I und somit λu ∈ ∩i∈IUi. 2

Die Vereinigung U1 ∪ U2 von Untervektorräumen U1, U2 ⊆ V eines K-Vektorraums V ist im
allgemeinen kein Untervektorraum von V . Dies ist nur dann der Fall, wenn U1 ⊆ U2 oder
U2 ⊆ U1 gilt (Übung). Man kann aber aus einer Vereinigung U1 ∪ U2 einen Unterraum von V
konstruieren, indem man zu U1 ∪ U2 alle Vektoren der Form u1 + u2 mit u1 ∈ U1, u2 ∈ U2

hinzufügt. Dies ist ein Spezialfall einer allgemeineren Konstruktion, nämlich des sogenannten
Spanns oder der lineare Hülle einer Teilmenge M ⊆ V .
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Definition 3.1.12: Sei V ein K-Vektorraum und n ∈ N.

1. Eine Linearkombination von Vektoren v1, ..., vn ∈ V ist ein Vektor der Form

Σn
k=1λkvk := λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn mit λ1, ..., λn ∈ K.

2. Für eine Teilmenge M ⊆ V definiert man den Spann oder die lineare Hülle von M als

spanK(M) = {Σn
k=1λkvk|n ∈ N, v1, ..., vn ∈M,λ1, ..., λn ∈ K} fürM 6= ∅,

spanK(∅) = {0}.

Man beachte, dass in Definition 3.1.12 nicht gefordert wird, dass die Vektoren v1, ..., vn ∈ V
paarweise verschieden sind und auch keine Einschränkungen an die natürliche Zahl n ∈ N
auferlegt werden. In einer Linearkombination können also beliebig viele Vektoren auftreten,
aber immer nur endlich viele.

Der Spann einer TeilmengeM ⊆ V enthält genau die Elemente von V , die sich als Linearkombi-
nationen von endlich vielen Vektoren ausM schreiben lassen. Insbesondere gilt für v1, ..., vn ∈ V
immer spanK({v1, ..., vn}) = {Σn

k=0λkvk|λ1, ..., λn ∈ K}. Denn jede Linearkombination endlich
vieler Vektoren aus {v1, ..., vn} lässt sich durch hinzufügen der darin nicht auftretenden Vekto-
ren vi mit Koeffizient 0 auch als eine Linearkombination Σn

k=0λkvk schreiben.

Wir werden nun zeigen, dass der Spann einer Teilmenge M ⊆ V immer ein Untervektorraum
von V ist. Dieser enthält offensichtlich die Menge M ⊆ V , denn für alle m ∈ M ist 1 ·m eine
Linearkombination von m und damit in spanK(M) enthalten. Der Spann besitzt aber eine be-
sondere Eigenschaft, die ihn von anderen Untervektorräumen U ⊆ V mitM ⊆ U unterscheidet.
Er ist der kleinste Untervektorraum von V , der M enthält, d. h. jeder Untervektorraum von V ,
derM als Teilmenge enthält, enthält auch spanK(M) als Teilmenge. Dies ist gleichbedeutend zu
der Aussage, dass spanK(M) der Schnitt aller Untervektorräume von V ist, dieM als Teilmenge
enthalten.

Satz 3.1.13: Sei V ein K-Vektorraum und M ⊆ V eine beliebige Teilmenge. Dann gilt:

1. Die Teilmenge spanK(M) ⊆ V ist ein Untervektorraum von V .
2. Ist U ⊆ V ein Untervektorraum von V mit M ⊆ U , so folgt spanK(M) ⊆ U .
3. Der Untervektorraum spanK(M) ist der Schnitt aller Untervektorräume, die M enthalten

spanK(M) =
⋂

U⊆V Untervektorraum
M⊆U

U.

Beweis:
1. Es gilt spanK(∅) = {0}, und somit ist spanK(∅) ein Untervektorraum von V . Sei also
jetzt M 6= ∅. Dann existiert ein v ∈ M und somit gilt 0V = 0 · v ∈ spanK(M), denn
0 · v ist eine Linearkombination von v (UV1). Sind u,w ∈ spanK(M), so existieren Vektoren
u1, ..., un, w1, ..., wm ∈ M und α1, ..., αn, β1, ..., βm ∈ K mit u = Σn

k=1αkvk und w = Σm
j=1βjwj.

Dann ist auch u+v = Σn
k=1αkuk+Σm

j=1βjwj eine Linearkombination endlich vieler Vektoren aus
M und somit u+w ∈ spanK(M) (UV2). Ebenso ist λu = Σn

k=1(λαk)uk eine Linearkombination
endlich vieler Vektoren aus M und damit λu ∈ spanK(M) für alle λ ∈ K (UV3).

2. Ist U ⊆ V ein Untervektorraum von V mit M ⊆ U , so ist U mit der Einschränkung der
Vektoraddition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum mit M ⊆ U und somit ist nach 1.
spanK(M) ein Untervektorraum von U .
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3. Nach 1. ist spanK(M) ein Untervektorraum von V , und es gilt M ⊆ spanK(M), denn 1 ·m =
m ∈ spanK(M) für alle m ∈ M . Also ist der Untervektorraum spanK(M) am Schnitt der
Unterräume U ⊆ V mit M ⊆ U beteiligt und daher

spanK(M) ⊇
⋂

U⊆V Untervektorraum
M⊆U

U.

Andererseits gilt für jeden Untervektorraum U ⊆ V mit M ⊆ U nach 2. auch spanK(M) ⊆ U
und somit

spanK(M) ⊆
⋂

U⊆V Untervektorraum
M⊆U

U.

2

Satz 3.1.13 erlaubt es uns also, aus jeder Teilmenge M ⊆ V eines K-Vektorraums V einen
minimalen Untervektorraum spanK(M) ⊆ V zu erzeugen, der M als Teilmenge enthält. Ins-
besondere können wir Untervektorräume U ⊆ V durch eine Menge M mit U = spanK(M)
charakterisieren. Man nennt dann M ein Erzeugendensystem von U .

Definition 3.1.14: Sei V ein K-Vektorraum. Gilt U = spanK(M) für einen Untervektorraum
U ⊆ V und eine Teilmenge M ⊆ V , so sagt man, dass M den Untervektorraum U erzeugt
und bezeichnet M als ein Erzeugendensystem von U .

Beispiel 3.1.15:

1. In jedem K-Vektorraum V gilt Kv = spanK({v}) für alle v ∈ V , spanK({0}) = {0} und
spanK(V ) = V .

2. Im reellen Vektorraum R3 ist spanK({v}) = Kv für v ∈ R3 \ {0} die Gerade durch den
Punkt v und den Ursprung. Für v, w ∈ R3 \ {0} mit v /∈ Rw ist spanK({v, w}) die Ebene
durch die Punkte v, w und den Ursprung.

3. Im Vektorraum der reellen Polynomabbildungen gilt für p : R → R, x 7→ x2 + 1 und
q : R→ R, x 7→ x2 + x

spanK({p, q}) = {f : R→ R, x 7→ (α + β)x2 + βx+ α| α, β ∈ R}.
4. In jedem Körper K als Vektorraum über sich selbst, gilt spanK({1}) = K, denn jedes

Element k ∈ K lässt sich als Linearkombination k = k · 1 schreiben.
5. Im komplexen Vektorraum C gilt nach 4. spanC({1}) = C. Im reellen Vektorraum C gilt

spanR({1}) = R ⊆ C.

3.2 Basis und Dimension

Ein gegebener Untervektorraum U ⊆ V eines K-Vektorraums V kann sich als Spann vieler ver-
schiedener Teilmengen M ⊆ V ergeben. Denn fügt man zu einem Erzeugendensystem M von
U weitere Elemente von U hinzu, so bleibt M ein Erzeugendensystem von U . So gilt z. B. für
die Mengen M = {e1, e2} ⊆ R3 und N = R2 × {0} jeweils spanR(M) = N = spanR(N). Die
Menge M erzeugt den Untervektorraum N = R2×{0} ⊆ R3 aber offensichtlich auf viel effizien-
tere Weise als N selbst, da sie nur zwei Vektoren enthält, während N unendlich viele Vektoren
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enthält, die sich alle als Linearkombinationen der Vektoren e1 und e2 schreiben lassen. Das
Konzept, das erfasst, ob eine gegebene Teilmenge M ⊆ V eines K-Vektorraums V den Unter-
vektorraum spanK(M) effizient erzeugt oder ob sie überflüssige Vektoren enthält, die sich als
Linearkombinationen anderer Vektoren aus M schreiben lassen, ist die lineare Unabhängigkeit.

Definition 3.2.1: Sei V ein Vektorraum über K.
1. Ein n-Tupel von Vektoren (v1, ..., vn) ∈ V ×n heißt linear unabhängig, falls gilt:

Σn
j=1λjvj = λ1v1 + ...+ λnvn = 0 mit λ1, ..., λn ∈ K ⇒ λ1 = . . . = λn = 0.

Ansonsten heißt es linear abhängig.

2. Eine Teilmenge M ⊆ V heißt linear unabhängig, falls für jedes n ∈ N und paarwei-
se verschiedene Vektoren v1, ..., vn ∈ M das n-Tupel (v1, ..., vn) linear unabhängig ist.
Ansonsten heißt sie linear abhängig.

Offensichtlich spielt die Reihenfolge der Vektoren (v1, ..., vn) in dem n-Tupel keine Rolle für
die lineare Unabhängigkeit des n-Tupels, denn die Vektoraddition ist kommutativ. Der Grund
warum man dennoch Tupel von Vektoren aus V und nicht nur Teilmengen von V auf lineare
Unabhängigkeit untersucht, ist, dass in einem n-Tupel Vektoren mehrfach auftreten können,
während dies in einer Teilmenge von V nicht der Fall ist. In diesem Fall ist das n-Tupel immer
linear abhängig, die Menge der in dem n-Tupel enthaltenen Vektoren aber nicht unbedingt.

Beispiel 3.2.2:

1. In jedem K-Vektorraum V ist ∅ ⊆ V linear unabhängig, denn die leere Menge enthält
keine Vektoren.

2. In jedem K-Vektorraum V ist jedes n-Tupel von Vektoren aus V , das den Nullvektor
0 ∈ V enthält, und jede Teilmenge M ⊆ V mit 0 ∈ M linear abhängig, denn es gilt
0 = 1 · 0 mit 1 6= 0. Eine einelementige Teilmenge M = {v} ist linear abhängig genau
dann, wenn v = 0. Denn für v 6= 0 folgt aus λv = 0 mit Lemma 3.1.3, 4. λ = 0.

3. In jedem K-Vektorraum V und für beliebige Vektoren v ∈ V ist (v, v) linear abhängig,
denn 1 · v + (−1)v = v − v = 0 nach Lemma 3.1.3. Die Menge {v, v} = {v} ist jedoch
nach 2. linear unabhängig für v 6= 0. Für paarweise verschiedene Vektoren v1, ..., vn ∈ V
ist (v1, ..., vn) linear unabhängig genau dann, wenn {v1, ..., vn} linear unabhängig ist.

4. Sei V = Kn. Dann ist das n-Tupel (e1, ..., en) ∈ V ×n mit

e1 =



1
0
0
...
0
0


, e2 =



0
1
0
...
0
0


, . . . , en =



0
0
0
...
0
1
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linear unabhängig, denn eine Linearkombination dieser Elemente ist von der Form

Σn
j=1λjej = λ1 ·



1
0
0
...
0
0


+ λ2 ·



0
1
0
...
0
0


+ . . .+ λn



0
0
0
...
0
1


=



λ1

λ2

λ3
...

λn−1

λn


.

Damit folgt aus Σn
j=1λjej = 0 = (0, ..., 0)T dann λ1 = . . . = λn = 0.

5. Im R3 ist das Tripel (u, v, w) mit

u =

 1
2
0

 , v =

 0
1
−1

 , w =

 2
2
2


linear abhängig, denn es gilt

2 · u− 2 · v − w =

 2
4
0

−
 0

2
−2

−
 2

2
2

 =

 2− 0− 2
4− 2− 2
0 + 2− 2

 =

 0
0
0

 .

6. Im R3 ist das Tripel (u, v, w) mit

u =

 1
2
0

 , v =

 0
1
−1

 , w =

 1
2
2


linear unabhängig, denn es gilt

αu+ βv + γw =

 α
2α
0

+

 0
β
−β

+

 γ
2γ
2γ

 =

 α + γ
2α + β + 2γ

2γ − β


Aus αu+βv+γw = 0 = (0, 0, 0)T folgt daher α+γ = 0, 2(α+γ)+β = 0 und 2γ−β = 0.
Die ersten zwei Gleichungen ergeben α = −γ und β = 0, und Einsetzen in die letzte
ergibt dann α = β = γ = 0.

Wir verschaffen uns nun noch einfach handhabbare Kriterien, mit denen sich untersuchen lässt,
ob eine Teilmenge M ⊆ V eine K-Vektorraums V linear unabhängig ist. Das folgende Lemma
zeigt, dass es zum Beweis der linearen Abhängigkeit einer Menge M ⊆ V ausreicht, zu zeigen,
dass ein Vektor in M existiert, der sich als Linearkombination der anderen schreiben lässt, dass
M eine linear abhängige Teilmenge besitzt oder dass sich ein Vektor aus V auf verschiedene
Weise als Linearkombination von Vektoren aus M schreiben lässt.

Lemma 3.2.3: Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge M ⊆ V ist genau dann linear
unabhängig, wenn eine der folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:
(i) Für jeden Vektor v ∈M ist v /∈ spanK(M \ {v}).
(ii) Alle Teilmengen N ⊆M sind linear unabhängig.
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(iii) Jeder Vektor v ∈ spanK(M) lässt sich eindeutig als Linearkombination von Vektoren in
M schreiben.

Beweis:
(i) Ist M ⊆ V linear abhängig, so existieren paarweise verschiedene Vektoren v1, ..., vn ∈ M
und λ1, ..., λn ∈ K mit λi 6= 0 für ein i ∈ {1, ..., n}, so dass Σn

j=1λjvj = 0. Daraus folgt

vi =− λ−1
i (λ1v1 + ...λi−1vi−1 + λi+1vi+1 + ...+ λnvn) ∈ spanK(M \ {vi}).

Also folgt aus v /∈ spanK(M \ {v}) für alle v ∈ V , dass M linear unabhängig ist.

Gibt es einen Vektor v ∈ M mit v ∈ spanK(M \ {v}), so existieren paarweise verschiedene
Vektoren v1, ..., vn ∈M \{v} und λ1, ..., λn ∈ K mit v = Σn

j=1λjvj. Also ist 0 = v−Σn
j=1λjvj eine

Linearkombination aus paarweise verschiedenen Vektoren ausM , in der nicht alle Koeffizienten
verschwinden, und M ist linear abhängig.

(ii) Sind alle Teilmengen N ⊆ M linear unabhängig, so ist auch M ⊆ M linear unabhängig.
Ist eine Teilmenge N ⊆ M linear abhängig, so existieren paarweise verschiedene Vektoren
v1, ..., vn ∈ N und λ1, ..., λn ∈ K mit (λ1, ..., λn) 6= (0, ..., 0) und Σn

j=1λjvj = 0. Wegen N ⊆ M
gilt aber auch v1, ..., vn ∈M und somit ist auch M linear abhängig.

(iii) Jeder Vektor v ∈ spanK(M) lässt sich als Linearkombination v = Σn
j=1λjvj mit v1, ..., vn ∈

M und λ1, ..., λn ∈ K schreiben. Gibt es eine zweite Linearkombination v = Σm
j=1µjv

′
j mit

v′1, ..., v
′
n ∈ M und µ1, ..., µn ∈ K, so können wir entsprechend Nullen in den Koeffizienten

ergänzen und daher annehmen, dass in diesen Linearkombinationen die gleichen Vektoren auf-
treten. Sei also m = n und v1 = v′1,..., vn = v′n. Dann gilt 0 = v − v = Σn

j=1λjvj − Σn
j=1µjvj =

Σn
j=1(λj − µj)vj. Ist M linear unabhängig, so folgt daraus λ1 = µ1, ... , λn = µn, und somit ist

die Darstellung von v als Linearkombination von Vektoren aus M eindeutig.

Lässt sich umgekehrt jeder Vektor aus spanK(M) eindeutig als Linearkombination von Vektoren
aus M schreiben, so gilt das auch für den Nullvektor 0 ∈ spanK(M). Sind also v1, ..., vn ∈ M
paarweise verschieden mit Σn

j=1λjvj = 0 = Σn
j=10 vj, so folgt mit der Eindeutigkeit der

Darstellung als Linearkombination λ1 = . . . = λn = 0. 2

Wir kombinieren nun den Begriff des Erzeugendensystems aus Definition 3.1.14 mit dem Begriff
der linearen Unabhängigkeit aus Definition 3.2.1. Dies führt auf das Konzept der Basis, einer
Teilmenge eines K-Vektorraums V , die V maximal effizient oder sparsam erzeugt.

Definition 3.2.4: Eine Teilmenge eines K-Vektorraums V heißt Basis von V , wenn sie linear
unabhängig ist und V erzeugt.

Beispiel 3.2.5:

1. Jeder Vektorraum ist ein Erzeugendensystem von sich selbst: spanK(V ) = V , aber nie
eine Basis von sich selbst, denn er enthält den Nullvektor und ist somit linear abhängig.

2. Die einzige Basis des Nullvektorraums ist die leere Basis, denn die Teilmenge ∅ ⊆ {0}
ist linear unabhängig und per Definition gilt spanK(∅) = {0}.
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3. Für jeden Körper K ist B = {1} eine Basis von K als Vektorraum über sich selbst. Denn
sie ist wegen 1 6= 0 linear unabhängig und erzeugt K, da λ = λ · 1 für alle λ ∈ K gilt.
Allgemeiner kann man zeigen, dass eine einelementige Teilmenge B′ = {λ} genau dann
eine Basis von K ist, wenn λ 6= 0 gilt. (Übung)

4. Die Menge B = {e1, ..., en} mit

e1 =



1
0
0
...
0
0


, e2 =



0
1
0
...
0
0


, . . . , en =



0
0
0
...
0
1


aus Beispiel 3.2.2, 4. ist eine Basis des K-Vektorraums Kn. Denn sie ist nach Beispiel 3.2.2,
4. linear unabhängig, und jedes Element aus Kn lässt sich als Linearkombination dieser
Vektoren schreiben:

λ1

λ2

λ3
...
λn

 = λ1


1
0
0
...
0

+ λ2


0
1
0
...
0

+ λ3


0
0
1
...
0

+ . . .+ λn


0
0
0
...
1

 = Σn
j=1λjej.

Diese Basis wird als die Standardbasis des Kn bezeichnet.

5. Die Menge M = {1, i} ⊆ C ist eine Basis des reellen Vektorraums C, denn jedes z ∈ C
lässt sich eindeutig als z = x + iy mit x, y ∈ R schreiben. Auch die Menge {1 + i, 1 − i}
ist eine Basis des reellen Vektorraums C (Beweis:Übung).

6. Die Monome fn : N0 → K mit fn(m) = 0 für m 6= n und fn(n) = 1 für n,m ∈ N0 bilden
eine Basis des K-Vektorraums K[x] der Polynome mit Koeffizienten in K.

Die Menge B = {fn|n ∈ N0} erzeugt K[x], da sich jedes Polynom p : N0 → K als
Linearkombination p = Σj∈N0p(j)fj schreiben lässt. Die Bedingung p(j) = 0 für fast alle
j ∈ N0 garantiert dabei, dass diese Linearkombination endlich ist. Ist Σn

j=0λjfj = 0, so
folgt Σn

j=0λjfj(m) = λm = 0 für alle m ∈ N0, und somit ist B auch linear unabhängig.

7. Ist M eine endliche Menge und K ein Körper, so bilden die Abbildungen δm : M → K
mit δm(m′) := 0 für m′ 6= m und δm(m) := 1 eine Basis des K-Vektorraums Abb(M,K).

Denn jede Abbildung f : M → K ist eine Linearkombination f = Σm∈Mf(m)δm. Gilt
Σm∈Mamδm = 0, so folgt Σm∈Mamδm(m′) = am′ = 0 für alle m′ ∈ M , und somit ist
B = {δm| m ∈M} linear unabhängig.

8. Achtung: Ist M unendlich, so bilden die Abbildungen δm : M → K mit δm(m′) := 0 für
m′ 6= m und δm(m) := 1 keine Basis des K-Vektorraums Abb(M,K). (Beweis: Übung).

Wir verschaffen uns jetzt noch zwei alternative Charakterisierungen einer Basis. Die erste zeigt,
dass eine Basis, wie schon angedeutet, tatsächlich ein Erzeugendensystem ist, das so klein wie
möglich gewählt ist. Das bedeutet, dass man keinen Vektor aus einer Basis entfernen kann, ohne
die Eigenschaft, dass sie V erzeugt, zu verlieren. Die zweite zeigt, dass man eine Basis auch als
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eine linear unabhängige Teilmenge sehen kann, die so groß wie möglich gewählt ist. Das bedeu-
tet, dass man zu einer Basis keinen Vektor hinzufügen kann, ohne die lineare Unabhängigkeit
zu verlieren.

Satz 3.2.6: Sei V ein K-Vektorraum und B ⊆ V . Dann sind äquivalent:
(i) B ist eine Basis von V .
(ii) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V , d. h. für kein b ∈ B ist B \ {b} ein

Erzeugendensystem von V .
(iii) B ist eine maximale linear unabhängige Teilmenge von V , d. h. für jedes v ∈ V \ B ist

B ∪ {v} linear abhängig.

Beweis:
(i)⇔ (ii): Zu zeigen ist, dass ein Erzeugendensystem B von V linear unabhängig ist genau dann,
wenn für kein b ∈ B die Menge B \ {b} den Vektorraum V erzeugt. Ist B linear unabhängig,
so folgt mit Lemma 3.2.3 (i), dass für alle b ∈ B gilt b /∈ spanK(B \ {b}), und somit ist für kein
b ∈ B die Menge B \ {b} ein Erzeugendensystem. Ist B dagegen linear abhängig, so existiert
nach Lemma 3.2.3 (i) ein b ∈ B mit b ∈ spanK(B \ {b}). Somit ist dann auch B \ {b} ein
Erzeugendensystem von V .

(i) ⇔ (iii): Zu zeigen ist, dass eine linear unabhängige Teilmenge B ⊆ V genau dann ein
Erzeugendensystem von V ist, wenn für alle v ∈ V \ B die Menge B ∪ {v} linear abhängig
ist. Ist B ⊆ V linear unabhängig mit spanK(B) = V , so lässt sich jeder Vektor v ∈ V \ B als
Linearkombination von Vektoren aus B schreiben, aber auch als Linearkombination v = 1 · v.
Also ist die Darstellung von v als Linearkombination von Vektoren aus B∪{v} nicht eindeutig,
und mit dem Lemma 3.2.3 (iii) folgt, dass B ∪ {v} linear abhängig ist.

Ist B linear unabhängig und B ∪ {v} linear abhängig für alle v ∈ V \ B, so gibt es für
alle Vektoren v ∈ V \ B Vektoren b1, ..., bn ∈ B und Koeffizienten λ, λ1, ..., λk ∈ K mit
λv + Σn

i=1λibi = 0 und (λ, λ1, ..., λn) 6= (0, ..., 0). Da B linear unabhängig ist, muss λ 6= 0
gelten, denn aus λ = 0 folgt Σn

j=1λjbj = 0 und mit der linearen Unabhängigkeit von B auch
λ1 = ... = λn = 0. Also ist v = Σn

j=1(−λ−1λj)bj ∈ spanK(B) und B erzeugt V . 2

Offensichtlich besitzen manche der bisher betrachteten Vektorräume wie beispielsweise der K-
Vektorraum Kn endliche Erzeugendensysteme oder Basen, während dies bei anderen wie dem
K-Vektorraum K[x] nicht der Fall zu sein scheint. Dies ist ein wichtiger Unterschied. Wir wer-
den später zeigen, dass sich jeder K-Vektorraum mit einem endlichen Erzeugendensystem im
Prinzip wie einer der Vektorräume Kn verhält, während die Vektorräume, die kein endliches
Erzeugendensystem besitzen, viel komplizierter sein können.

Definition 3.2.7: Ein K-Vektorraum V heißt endlich erzeugt wenn er ein endliches Erzeu-
gendensystem besitzt, d. h. eine endliche Teilmenge M ⊆ V mit V = spanK(M).

Beispiel 3.2.8:

1. Für jeden Körper K sind der Nullvektorraum {0} über K und die Vektorräume Kn für
n ∈ N endlich erzeugt, denn die endliche Basis ∅ und die Standardbasis {e1, .., en} sind
Erzeugendensysteme.
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2. Ist M eine endliche Menge, so ist für jeden Körper K der Vektorraum Abb(M,K) endlich
erzeugt, denn B = {δm|m ∈ M} mit δm : M → K, δm(m) := 1 und δm(m′) := 0 für alle
m′ 6= m aus Beispiel 3.2.5, 7. erzeugt Abb(M,K).

3. Der Vektorraum K[x] der Polynome p : N0 → K mit p(n) = 0 für fast alle n ∈ N0 ist nicht
endlich erzeugt.
Für jede endliche Teilmenge {p1, ..., pn} ⊆ K[x] gibt es ein m ∈ N mit pi(k) = 0 für alle
i ∈ {1, ..., n} und alle k > m, denn jedes Polynom pi erfüllt pi(k) = 0 für alle bis auf
endlich viele k ∈ N0. Daraus folgt für jedes Polynom q = Σn

i=1λipi mit λ1, ..., λn ∈ K auch
q(k) = 0 für alle k > m und somit spanK({p1, ..., pn}) ⊆ {q ∈ K[x]|q(k) = 0∀k > m}. Also
ist z. B. das Monom fm+1 : N0 → K mit fm+1(m+ 1) = 1 und fm+1(k) = 0 für k 6= m+ 1
nicht in spanK({p1, ..., pn}) 6= K[x] enthalten und damit spanK({p1, ..., pn}) 6= K[x].

Besitzt ein K-Vektorraum V eine endliche Basis, so ist er offensichtlich endlich erzeugt, denn
eine endliche Basis ist insbesondere ein endliches Erzeugendensystem. Um zu zeigen, dass auch
die Umkehrung gilt, d. h. jeder endlich erzeugte K-Vektorraum auch eine endliche Basis besitzt,
müssen wir uns genauer mit der Beziehung zwischen Erzeugendensystemen, linearer Unabhän-
gigkeit und Basen beschäftigen. Zuerst stellen wir fest, dass in einem K-Vektorraum V , der
nicht endlich erzeugt ist, zu jedem n ∈ N ein n-Tupel linear unabhängiger Vektoren existiert.

Lemma 3.2.9: Sei V ein K-Vektorraum, der nicht endlich erzeugt ist. Dann existieren zu
jedem n ∈ N Vektoren v1, ..., vn ∈ V so dass (v1, ..., vn) linear unabhängig ist.

Beweis:
Vollständige Induktion über n.
Induktionsanfang n = 1: Da V nicht endlich erzeugt ist, gilt V 6= {0} und man kann einen
Vektor v ∈ V \ {0} wählen. Dann ist das Tupel (v) linear unabhängig.
Induktionsschritt n → n + 1: Sei gezeigt, dass Vektoren v1, ..., vn ∈ V existieren, so dass
(v1, ..., vn) linear unabhängig ist. Da sonst {v1, ..., vn} ein endliches Erzeugendensystem wäre,
gibt es einen ein Vektor vn+1 ∈ V \ spanK({v1, ..., vn}), . Wäre das (n + 1)-Tupel (v1, ..., vn+1)
linear abhängig, so gäbe es λ1, ..., λn+1 ∈ K mit Σn+1

k=1λkvk = 0 und (λ1, ..., λn+1) 6= (0, ..., 0). Da
aus λn+1 = 0 auch Σn

k=1λkvk = 0 und mit der linearen Unabhängigkeit von (v1, ..., vn) dann
λ1 = ... = λn = λn+1 = 0 folgen würde, müsste λn+1 6= 0 gelten. Daraus ergibt sich aber
vn+1 = −λ−1

n+1Σn
k=1λkvk ∈ spanK({v1, ..., vn}) - ein Widerspruch. Also ist (v1, ..., vn+1) linear

unabhängig. 2

Wir zeigen nun, dass wir in einem beliebigen Vektorraum durch Weglassen von Elementen ei-
nes Erzeugendensystems immer eine Basis konstruieren können. Es gilt sogar noch eine stärkere
Aussage, nämlich, dass zu einer vorgegebenen linear unabhängigen Teilmenge und einem Er-
zeugendensystem, das diese Teilmenge enthält, immer eine Basis existiert, die diese Teilmenge
ebenfalls enthält und selbst Teilmenge des Erzeugendensystems ist.

Für endliche Erzeugendensysteme ist der Beweis dieser Aussage relativ simpel und erfolgt mit
vollständiger Induktion. Im Fall unendlicher Erzeugendensysteme ist die Aussage im Prinzip
ein Postulat. Sie folgt nämlich aus dem Zornschen Lemma, von dem man zeigen kann, dass es
äquivalent zum Auswahlaxiom ist.
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Satz 3.2.10: (Basisauswahlsatz)
Sei V ein K-Vektorraum, E ⊆ V ein Erzeugendensystem von V und M ⊆ E eine linear
unabhängige Teilmenge von V . Dann gibt es eine Basis B von V mit M ⊆ B ⊆ E.

Beweis:
1. Wir beweisen die Aussage für endliche Erzeugendensysteme E durch vollständige Induktion
über die Anzahl n der Elemente in E.
Induktionsanfang n = 0: Erzeugt E = ∅ den Vektorraum V , dann ist V = spanK(∅) = {0}
und E = M = ∅ ist eine Basis.
Induktionsschritt n → n + 1: Sei die Aussage bereits bewiesen für Erzeugendensysteme
mit höchstens n Elementen und sei E = {v1, ..., vn+1} ein Erzeugendensystem von V . Ist E
linear unabhängig, so ist E eine Basis von V mit M ⊆ E. Ist E linear abhängig, so gibt es
eine Linearkombination Σn+1

k=1λkvk = 0 mit (λ1, ..., λn+1) 6= (0, ..., 0). Da M linear unabhängig
ist, muss mindestens ein j ∈ {1, ..., n + 1} mit vj ∈ E \M und λj 6= 0 existieren, da sonst
Σn+1
k=1λkvk ∈ spanK(M) und damit λ1 = ... = λn+1 = 0 folgen würde. Daraus ergibt sich aber

vj = −Σj−1
k=1(λ−1

j λk)vk−Σm
k=j+1(λ−1

j λk)vk ∈ spanK(E \ {vj}) und M ⊆ E \ {vj}. Damit ist auch
E ′ = E \ {vj} ein Erzeugendensystem von V mit M ⊆ E ′. Da E ′ nur n Elemente hat, existiert
nach Induktionsvoraussetzung eine Basis B ⊆ E ′ ⊆ E mit M ⊆ B.

2. Der Beweis für allgemeine Vektorräume und Erzeugendensysteme benutzt das Zornsche
Lemma. Um das Zornsche Lemma zu formulieren, benötigen wir zunächst den Begriff einer
partiell geordneten Menge.

Definition 3.2.11: Eine partielle Ordnung ≤ auf einer Menge X ist eine Relation ≤ auf
X mit den folgenden Eigenschaften:
(PO1) reflexiv: x ≤ x für alle x ∈ X,
(PO2) transitiv: x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z,
(PO3) antisymmetrisch: (x ≤ y) ∧ (y ≤ x)⇒ x = y.

Eine Kette in einer total geordneten Menge X ist eine Teilmenge K ⊆ X, so dass (K,≤) total
geordnet ist, d. h. für alle h, k ∈ K gilt h ≤ k oder k ≤ h. Die Menge X heißt induktiv
geordnet, wenn jede Kette K in X eine obere Schranke besitzt, d. h. es existiert ein m ∈ X
mit k ≤ m für alle k ∈ K.

Lemma 3.2.12: (Zornsches Lemma) Jede nichtleere induktiv geordnete Menge X besitzt
ein maximales Element, d. h. es gibt ein x ∈ X, so dass kein y ∈ X \ {x} mit x ≤ y existiert.

Wir betrachten die Menge X(M,E) = {A ⊆ E|A linear unabhängig, M ⊆ A ⊆ E} ⊆ Pot(M),
die wegen M ∈ X(M,E) nicht leer ist. Dann ist ≤:=⊆ eine partielle Ordnung auf X(M,E),
denn es gilt A ⊆ A (reflexiv), A ⊆ B, B ⊆ C ⇒ A ⊆ C (transitiv) und (A ⊆ B) ∧ (B ⊆ A)⇒
A = B (antisymmetrisch).

Wir zeigen, dass X(M,E) induktiv geordnet ist, indem wir nachweisen, dass für jede Kette
K ⊆ X(M,E) das Element ∪K ∈ X(M,E) eine obere Schranke ist. Da K eine Kette ist,
gilt A ⊆ B oder B ⊆ A für alle A,B ∈ K. Offensichtlich folgt daraus auch A ⊆ ∪K für alle
A ∈ K, und aus M ⊆ A ⊆ E für alle A ∈ K ergibt sich M ⊆ ∪K ⊆ B. Zu zeigen ist noch,
dass ∪K linear unabhängig ist. Seien dazu λ1, ..., λn ∈ K und v1, ..., vn ∈ ∪K mit Σn

j=1λjvj = 0.
Dann existieren A1, ..., An ∈ K mit vi ∈ Ai. Durch Umnummerieren können wir erreichen, dass
A1 ⊆ A2 ⊆ ... ⊆ An gilt. Daraus folgt v1, ..., vn ∈ An, und aus der linearen Unabhängigkeit von
An ergibt sich λ1 = ... = λn = 0. Also ist ∪K linear unabhängig und somit ist ∪K ∈ X(M,E)
eine obere Schranke der Kette K. Damit ist gezeigt, dass X(M,E) induktiv geordnet ist.
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Da X(M,E) nicht leer und induktiv geordnet ist, existiert nach dem Zornschen Lemma ein
maximales Element B ∈ X(M,E). Dieses ist per Definition eine linear unabhängige Teilmenge
von V mit M ⊆ B ⊆ E. Die Maximalität von B bedeutet, dass keine linear unabhängige
Teilmenge C ⊆ V mit M ⊆ B ( C ⊆ E existiert. Daraus folgt, dass für jeden Vektor
e ∈ E \B die Menge B ∪ {e} linear abhängig sein muss. Es existieren also λ, λ1, ..., λn ∈ K mit
(λ, λ1, ..., λn) 6= (0, ..., 0) und b1, .., bn ∈ B so dass λe+ Σn

j=1λjbj = 0. Wegen der linearen Unab-
hängigkeit von B folgt daraus λ 6= 0 und somit e = −Σn

j=1λ
−1λibi ∈ spanK(B). Daraus ergibt

sich E = B∪E\B ⊆ spanK(B) und somit auch V = spanK(E) ⊆ spanK(spanK(B)) = spanK(B).
Also ist B eine Basis von V mit M ⊆ B ⊆ E. 2

Der Basisauswahlsatz garantiert insbesondere, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Denn
man kann für das Erzeugendensystem E in Satz 3.2.10 den Vektorraum V selbst wählen und
für die linear unabhängige Teilmenge M ⊆ E in Satz 3.2.10 die leere Menge. Ebenso kann man
jede linear unabhängige Teilmenge M ⊆ V zu einer Basis B ⊆ V ergänzen, indem man den
Basisauswahlsatz auf E = V anwendet.

Korollar 3.2.13: (Existenz von Basen) Jeder K-Vektorraum V hat eine Basis.

Korollar 3.2.14: (Basisergänzungssatz) Jede linear unabhängige Teilmenge M ⊆ V lässt
sich zu einer Basis von V ergänzen, d. h. es existiert eine Basis B ⊆ V mit M ⊆ B.

Nachdem die Existenz von Basen gesichert ist, stellt sich die Frage nach Ihrer Eindeutigkeit.
Schon aus einfachen Beispielen ergibt sich, dass die Wahl einer Basis nur im Fall des Nullvek-
torraums eindeutig ist und in allen anderen Fällen hochgradig beliebig ist. Wir erfassen nun
das Ausmaß dieser Beliebigkeit für endlich erzeugte Vektorräume. Wir zeigen dazu, dass man
in einem endlich erzeugten K-Vektorraum V aus einer beliebigen Basis B von V eine neue Basis
konstruieren kann, indem man einen Teil der Elemente von B entfernt und durch gleich viele
Elemente einer beliebigen linear unabhängigen Teilmenge M ⊆ V ersetzt. Dies ist die Aussage
des Basisaustauschsatzes, der sich aus dem Basisaustauschlemma ergibt.

Lemma 3.2.15: (Basisaustauschlemma)
Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit Basis B = {v1, ..., vn} und w = Σn

k=1µkvk mit
µ1, ..., µn ∈ K. Dann ist für alle k ∈ {1, ..., n} mit µk 6= 0 auch B′k = {v1, ..., vk−1, w, vk+1, ..., vn}
eine Basis von V .

Beweis:
Wir können durch Umnummerieren der Vektoren v1, ..., vn erreichen, dass k = 1 gilt und daher
o.B.d.A k = 1 annehmen. Zu zeigen ist dann, dass (i) spanK(B′1) = V und dass (ii) B′1 linear
unabhängig ist.

(i) Da B eine Basis ist, existieren zu jedem Vektor v ∈ V eindeutig bestimmte λ1, .., λn ∈ K
mit v = Σn

k=1λkvk. Da µ1 6= 0, gilt v1 = µ−1
1 w − µ−1

1 Σn
k=2µkvk und somit auch

v = λ1v1 + Σn
k=2λkvk = λ1µ

−1
1 w − λ1µ

−1
1 Σn

k=2µkvk + Σn
k=2λkvk = λ1µ

−1
1 w + Σn

k=2(λk − µ−1
1 µk)vk

Also ist v ∈ spanK(B′1) und spanK(B′1) = spanK(B) = V .

(ii) Seien λ1, ..., λn ∈ K mit λ1w + Σn
k=2λkvk = 0. Setzt man in diese Gleichung w = Σn

k=1µkvk
ein, so erhält man

0 = λ1Σn
k=1µkvk + Σn

k=2λkvk = λ1µ1v1 + Σn
k=2(λ1µk + λk)vk
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Wegen der linearen Unabhängigkeit von B folgt daraus µ1λ1 = 0 und λ1µk + λk = 0
für alle k ∈ {2, .., n}. Da nach Voraussetzung µ1 6= 0 gilt, folgt λ1 = 0 und damit auch
λ2 = ... = λn = 0. Somit ist B′1 linear unabhängig. 2

Satz 3.2.16: (Basisaustauschsatz)
Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit Basis B = {v1, ..., vn} und {w1, ..., wm} ⊆ V
linear unabhängig. Dann gilt m ≤ n und es existieren i1, ..., im ∈ {1, ..., n} so dass
B′ = (B \ {vi1 , ..., vim}) ∪ {w1, ..., wm} eine Basis von V ist.

Beweis:
Vollständige Induktion über m.
Induktionsanfang m = 1: Ist m = 1, so ist {w1} ⊆ V linear unabhängig genau dann, wenn
w1 6= 0. Da B = {v1, ..., vn} eine Basis ist, existieren µ1, .., µn ∈ K mit w1 = Σn

k=1µkbk und wegen
w1 6= 0 existiert mindestens ein k ∈ {1, ..., n} mit µk 6= 0. Nach dem Basisaustauschlemma ist
dann auch (B \ {vk}) ∪ {w1} = {v1, ..., vk−1, w1, vk+1, ..., vn} eine Basis von V .

Induktionsschritt m → m + 1: Sei die Aussage bereits bewiesen für alle linear unab-
hängigen Teilmengen mit maximal m Elementen und sei W := {w1, ..., wm+1} ⊆ V eine
linear unabhängige Teilmenge. Dann ist nach Lemma 3.2.3 auch {w1, ..., wm} ⊆ W linear
unabhängig. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also m ≤ n, und es gibt i1, ..., im ∈ {1, ..., n}
so dass B′ = (B \ {vi1 , ..., vim}) ∪ {w1, ..., wm} eine Basis von V ist. Durch Umnummerieren
der Vektoren v1, ..., vn können wir i1 = 1,..., im = m und B′ = {w1, .., wm, vm+1, ..., vn}
erreichen. Da wm+1 ∈ spanK(B′) wäre für n = m auch wm+1 ∈ spanK({w1, ..., wm}) - ein
Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit von W . Also muss m+1 ≤ n gelten. Dann existieren
λ1, ..., λn mit wm+1 = Σm

k=1λkwk + Σn
k=m+1λkvk. Da W linear unabhängig ist, muss λk 6= 0

für mindestens ein k ∈ {m + 1, ..., n} gelten, und durch Umnummerieren der Vektoren
vm+1,...,vn können wir erreichen, dass λm+1 6= 0. Nach dem Austauschlemma ist dann auch
B′′ = (B′ \ {vm+1}) ∪ {wm+1} = (B \ {v1, ..., vm+1}) ∪ {w1, ..., wm+1} eine Basis von V . 2

Korollar 3.2.17: Ist ein K-Vektorraum V endlich erzeugt, so ist jede Basis von V endlich,
und je zwei Basen von V haben gleich viele Elemente. Ist V nicht endlich erzeugt, so sind alle
Basen von V unendlich.

Beweis:
Ist V nicht endlich erzeugt, so kann V keine endliche Basis haben, und somit sind alle Basen
von V unendlich. Ist V endlich erzeugt, so gibt es ein endliches Erzeugendensystem M ⊆ V
und nach dem Basisauswahlsatz eine endliche Teilmenge B ⊆ M , die eine Basis von V ist.
Ist B eine endliche Basis von V mit n ∈ N0 Elementen und B′ eine weitere Basis, so ist jede
endliche Teilmenge {w1, ..., wm} ⊆ B′ linear unabhängig, und mit dem Basisaustauschsatz
folgt m ≤ n. Also ist B′ endlich mit k ≤ n Elementen. Da aber auch B′ eine Basis ist, folgt
mit dem gleichen Argument auch n ≤ k und damit k = n. 2

Mit Korollar 3.2.17 wird es sinnvoll, einen endlich erzeugten K-Vektorraum V durch die Zahl
der Elemente in einer Basis von V zu charakterisieren, da diese Zahl nicht von der ziemlich
beliebigen Wahl der Basis abhängt. Lassen wir für den Wert dieser Zahl auch ∞ zu, so können
wir damit auch nicht endlich erzeugte Vektorräume erfassen.
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Definition 3.2.18: Die Dimension dimK(V ) eines K-Vektorraums V ist definiert durch

dimK(V ) =


0 V = {0}
n falls V eine Basis mit n ∈ N Elementen besitzt
∞ falls V nicht endlich erzeugt ist.

Falls dimK(V ) ∈ N0, nennt man V endlich-dimensional, ansonsten unendlich-dimensional.

Wir werden später zeigen, dass die Dimension endlich-dimensionale Vektorräume über einem
Körper K vollständig beschreibt. Schon hier wird aber deutlich, dass sich damit viele wichtige
Eigenschaften von Vektorräumen erfassen lassen. Aus dem Basisauswahlsatz und Korollar 3.2.17
ergibt sich, dass ein Vektorraum genau dann endlich erzeugt ist, wenn er endliche Dimension
hat. Für endlich dimensionale Vektorräume folgt daraus ausserdem, dass jedes Erzeugenden-
system eines n-dimensionalen Vektorraums mindestens n Elemente besitzen muss. Aus dem
Basisaustauschsatz und Korollar 3.2.17 ergibt sich, dass in einem n-dimensionalen Vektorraum
jedes m-Tupel von Vektoren mit m > n linear abhängig sein muss.

Beispiel 3.2.19:

1. Der K-Vektorraum Kn hat Dimension dimK(Kn) = n für alle n ∈ N, denn die Standard-
basis B = {e1, ..., en} aus Beispiel 3.2.5, 4. enthält n Vektoren.

2. Insbesondere gilt dimK(K) = 1, denn nach Beispiel 3.2.5, 3. ist {1} ist eine Basis von K.
Es folgt dimR(R) = dimQ(Q) = dimC(C) = 1.

3. Es gilt dimR(C) = 2, denn nach Beispiel 3.2.5, 5. ist {1, i} eine Basis von C.
4. Für den Vektorraum K[x] der Polynome mit Koeffizienten in K gilt dimK(K[x]) =∞, denn

nach Beispiel 3.2.8, 3. ist K[x] nicht endlich erzeugt.

Beispiel 3.2.20:
Für jede unendliche Menge M und jeden Körper K gilt dimK(Abb(M,K)) =∞.

Man betrachte für m ∈ M die Abbildungen δm : M → K mit δm(m) = 1 und δm(m′) = 0
für m 6= m′. Sind m1, ...,mn ∈ M paarweise verschieden, so folgt aus Σn

j=1ajδmj = 0 auch
0 = Σn

j=1ajδmj(mk) = ak für alle k ∈ {1, ..., n}, und somit ist {δm1 , ..., δmn} linear unabhängig.
Da M unendlich ist, existieren zu jedem n ∈ N paarweise verschiedene Elemente m1, ..,mn

und daher eine n-elementige linear unabhängige Teilmenge {δm1 , ..., δmn} ⊆ Abb(M,K). Wäre
Abb(M,K) endlich-dimensional, so gäbe es nach dem Basisaustauschsatz aber ein k ∈ N, so
dass alle linear unabhängigen Teilmengen maximal k Elemente enthalten.

Beispiel 3.2.21: Es gilt dimQ(R) =∞.

Man betrachte die Vektoren vi = log(pi), wobei pi ∈ N die ite Primzahl ist. Für alle n ∈ N ist
{v1, ..., vn} ⊆ R linear unabhängig. Denn sind a1, ..., an ∈ Q mit a1v1 + ...+ anvn = 0, so erhält
man durch Multiplizieren mit den kgV der Nenner von a1, ..., an ganze Zahlen b1, ..., bn ∈ Z mit
b1v1 + ...+ bnvn = 0. Es folgt

1 = exp(0) = exp(b1v1 + ...+ bnvn) = exp(b1 log(p1) + ...+ bn log(pn)) = pb11 · · · pbnn ,

und somit b1 = ... = bn = 0. Wäre der Q-Vektorraum R endlich erzeugt, so gäbe es nach dem
Basisaustauschsatz aber ein k ∈ N, so dass alle linear unabhängigen Teilmengen von R maximal
k Elemente enthalten.
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Korollar 3.2.22: Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann ist auch jeder Untervek-
torraum W ⊆ V endlich erzeugt. Es gilt dimK(W ) ≤ dimK(V ) und dimK(W ) = dimK(V ) genau
dann, wenn W = V .

Beweis:
Wäre W nicht endlich erzeugt, so gäbe es nach Lemma 3.2.9 dimK(V ) + 1 linear unabhängige
Vektoren in W - ein Widerspruch zum Basisaustauschsatz. Also ist W endlich erzeugt und
besitzt eine endliche Basis B = {w1, ..., wm}. Da B linear unabhängig ist, folgt mit dem
Basisaustauschsatz m = dimK(W ) ≤ dimK(V ). Ist dimK(W ) = dimK(V ) so muss B auch eine
Basis von V sein, denn sonst gäbe es ein v ∈ V \ {B}, so dass B ∪ {v} linear unabhängig wäre
- ein Widerspruch zum Basisaustauschsatz. 2

Korollar 3.2.23: Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit n = dimK(V ). Dann bildet
jedes linear unabhängige n-Tupel (v1, ..., vn) ∈ V ×n eine Basis {v1, ..., vn} von V .

Beweis:
Die linear unabhängige Menge B = {v1, ..., vn} ist eine Basis des linearen Unterraums spanK(B).
Also gilt dimK(spanK(B)) = dimK(V ) = n, und mit Korollar 3.2.22 folgt spanK(B) = V . 2

3.3 Summen von Untervektorräumen

Wir beschäftigen uns nun noch mit der Frage, wie sich ein gegebener K-Vektorraum V aus
Untervektorräume W1,W2, ...,Wn ⊆ V aufbauen bzw. in solche Untervektorräume zerlegen
lässt. Dabei interessiert uns insbesondere, wie man aus Basen verschiedener Untervektorräume
eine Basis von V gewinnt. Da jedes skalare Vielfache λw eines Vektors w ∈ W mit einem Skalar
λ ∈ K wieder in W enthalten ist, müssen wir dazu keine allgemeinen Linearkombinationen von
Elementen aus verschiedenen Untervektorräumen von V betrachten, sondern können uns auf
die Betrachtung von Summen solcher Vektoren beschränken.

Definition 3.3.1: Sei V ein K-Vektorraum und seien W1,W2, ...,Wn ⊆ V Untervektorräume.
Dann ist die Summe W1 + ...+Wn der Untervektorräume W1, ...,Wn ⊆ V

W1 + ...+Wn = {w1 + ...+ wn|w1 ∈ W1, ..., wn ∈ Wn}.

Lässt sich jedes Element v ∈ W1+...+Wn als Summe v = w1+...+wn mit eindeutig bestimmten
w1 ∈ W1, ... ,wn ∈ Wn schreiben, so spricht man von einer (inneren) direkten Summe und
schreibt W1 ⊕ . . .⊕Wn statt W1 + . . .+Wn.

Wir zeigen jetzt, dass Summen von Untervektorräumen W1, ...,Wn ⊆ V wieder Untervektor-
räume von V sind und dass deren Dimension höchstens so groß ist wie die Summe der Di-
mensionen der beteiligten Unterräume. Dies folgt im Wesentlichen aus der Tatsache, dass eine
Summe W1 + ...+Wn nichts anderes ist als der Spann der Menge W1 ∪ ... ∪Wn.

Satz 3.3.2: Sei V ein K-Vektorraum und W1, ...,Wn ⊆ V Untervektorräume. Dann gilt:
1. W1 + ...+Wn = spanK(W1 ∪ ... ∪Wn) ist ein Untervektorraum von V .
2. dimK(W1 + ... + Wn) ≤ dimK(W1) + . . . + dimK(Wn), wobei ∞ +∞ := ∞, ∞ + n := ∞

und n <∞.
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Beweis:
1. Es gilt per DefinitionW1+...+Wn ⊆ spanK(W1 ∪ ... ∪Wn). Sei nun v ∈ spanK(W1 ∪ ... ∪Wn).
Dann gibt es für i = 1, ..., n Vektoren ui1, ..., u

i
mi
∈ Wi und Skalare λi1, ..., λimi ∈ K mit v =

Σn
i=1(Σmi

j=1λ
i
jv
i
j). Definiert man für i ∈ {1, ..., n} die Vektoren wi = Σm

j=1λ
i
jv
i
j, so gilt wi ∈ Wi

und v = w1 + ... + wn, also v ∈ W1 + ... + Wn. Damit ist gezeigt, dass auch W1 + ... + Wn ⊇
spanK(W1 ∪ ... ∪Wn) und somit W1 + ...+Wn = spanK(W1 ∪ ... ∪Wn) gilt.

2. Gilt dimK(Wi) =∞ für ein i ∈ {1, ..., n}, so ist die Aussage wahr. Sind alle Unterräume Wi

endlich-dimensional, so existieren endliche Basen Bi von Wi mit jeweils dimK(Wi) Elementen.
Dann enthält B = B1 ∪ ... ∪ Bn höchstens dimK(W1) + ... + dimK(Wn) Elemente und ist ein
Erzeugendensystem von W1 + ...+Wn, denn

spanK(B) = spanK(B1 ∪ ... ∪Bn) = spanK(W1 ∪ ... ∪Wn) = W1 + ...+Wn.

Daraus folgt dimK(W1 + ...+Wn) ≤ dimK(W1) + ...+ dimK(Wn). 2

Betrachtet man endlich-dimensionale Vektorräume, so kann man eine genauere Formel herleiten,
die die Dimension einer Summe W1 +W2, zu den Dimensionen der Untervektorräume W1∩W2,
W1 und W2 in Beziehung setzt. Dazu ergänzt man eine Basis des Untervektorraums W1 ∩W2

zu Basen der Untervektorräume W1 und W2 und vereinigt diese zu einer Basis von W1 +W2.

Satz 3.3.3: Sei V ein K-Vektorraum und W1,W2 ⊆ V endlich-dimensionale Untervektorräu-
me. Dann gilt: dimK(W1 +W2) = dimK(W1) + dimK(W2)− dimK(W1 ∩W2).
Beweis:
Da W1 und W2 endlich-dimensionale Unterräume sind, ist auch W1 ∩W2 endlich-dimensional.
Sei B12 = {u1, ..., um} eine Basis von W1 ∩W2. Dann existieren nach dem Basisergänzungssatz
Vektoren v1, ..., vr ∈ W1 \W2, so dass B1 = {u1, ..., um, v1, ..., vr} eine Basis von W1 ist und
Vektoren w1, ..., ws ∈ W2 \W1, so dass B2 = {u1, ..., um, w1, ..., ws} eine Basis von W2 ist. Wir
betrachten nun B = B1 ∪B2 = {u1, ..., um, v1, ..., vr, w1, ..., ws}.

Nach dem Beweis von Satz 3.3.2 ist B ein Erzeugendensystem vonW1+W2. Seien nun λ1, ..., λm,
µ1, ..., µr, ν1, ..., νs ∈ K mit

Σm
j=1λjuj︸ ︷︷ ︸

=:u∈W1∩W2

+ Σr
k=1µkvk︸ ︷︷ ︸
=:v∈W1

+ Σs
l=1νlwl︸ ︷︷ ︸

=:w∈W2

= u+ v + w = 0.

Dann folgt aus u + v ∈ W1 und w ∈ W2, dass u + v = −w ∈ W1 ∩W2. Da B1 eine Basis von
W1 ist, folgt daraus µ1 = ... = µr = 0 und v = 0. Daraus ergibt sich w = −u ∈ W1 ∩W2 und,
da B2 eines Basis von W2 ist, ν1 = ... = νs = 0 und w = 0. Also gilt auch u = 0. Da B12 eine
Basis von W1 ∩W2 ist, folgt λ1 = ... = λm = 0, und somit ist B linear unabhängig.

Damit ist gezeigt, dass B eine Basis von W1 +W2 ist, und es folgt

dimK(W1 +W2) = m+r+s = (m+r)+(m+s)−m = dimK(W1)+dimK(W2)−dimK(W1∩W2).

2

Wir verschaffen uns noch ein leicht überprüfbares Kriterium, mit dem wir feststellen können,
wann eine gegebene Summe W1 +W2 von Untervektorräumen eine direkte Summe ist. Es stellt
sich heraus, dass das genau dann der Fall ist, wenn W1 ∩W2 = {0} gilt.
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Satz 3.3.4: Sei V ein K-Vektorraum und W1,W2 ⊆ V Untervektorräume. Dann gilt
V = W1 ⊕W2 genau dann, wenn V = W1 +W2 und W1 ∩W2 = {0}.

Beweis:
⇒: Ist V = W1 ⊕ W2, so lässt sich jedes v ∈ V eindeutig schreiben als v = w1 + w2 mit
w1 ∈ W1, w2 ∈ W2. Für jedes v ∈ W1 ∩W2, gibt es aber zwei solche Darstellungen, nämlich
v = v + 0 = 0 + v, die gleich sind genau dann, wenn v = 0. Also muss W1 ∩W2 = {0} gelten.

⇐: Ist umgekehrt V = W1 + W2 mit W1 ∩ W2 = {0}, so lässt sich jedes v ∈ V schreiben
als v = w1 + w2 mit wi ∈ Wi. Ist v = w′1 + w′2 eine weitere solche Darstellung, so folgt
w1 − w′1 = w′2 − w2 ∈ W1 ∩W2 = {0}, also v1 = v′1 und v′2 = v2. 2

Beispiel 3.3.5: Wir betrachten V = K3 mit der Standardbasis und die Untervektorräume

W1 = spanK({e1, e2}), W2 = spanK({e3}), W3 = spanK({e2, e3}).

Dann gilt W1 ∩W2 = {0}, W1 ∩W3 = Ke2 und W2 ∩W3 = Ke3. Daraus folgt K3 = W1 ⊕W2 =
w2 ⊕ W3. Ebenso gilt K3 = W1 + W3, aber die Summe W1 + W3 ist nicht direkt. Mit den
Dimensionen dimK(W1) = dimK(W3) = 2, dimK(W2) = dimK(W1 ∩W3) = dimK(W2 ∩W3) = 1
und dimK(W1 ∩W2) = 0 ergibt sich

3 = dimK(K3) = dimK(W1 +W2) = dimK(W1) + dimK(W2)− dimK(W1 ∩W2) = 2 + 1− 0

= dimK(W1 +W3) = dimK(W1) + dimK(W3)− dimK(W1 ∩W3) = 2 + 2− 1

= dimK(W2 +W3) = dimK(W2) + dimK(W3)− dimK(W2 ∩W3) = 2 + 2− 1.
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An was man sich erinnern sollte:
Die wichtigsten Begriffe und Definitionen:

• Vektorraum, Vektor, Untervektorraum, Spann, Erzeugendensystem
• linear (un)abhängig, Basis, Dimension
• Summe und direkte Summe von Untervektorräumen

Die wichtigsten Aussagen:

• Kriterien für lineare Unabhängigkeit, Kriterien für Basen,
• Basisauswahlsatz, Basisaustauschsatz und Basisergänzungssatz,
• Kriterien für die Direktheit von Summen und Dimensionsformeln für Summen,

Die wichtigsten Beispiele:

• Vektorräume: {0}, Kn für K = Q,R,C,Z/pZ, Abbildungen Abb(M,V ) in einen Vektor-
raum V , Folgenraum Abb(N0, V ), Polynomraum K[x], Körper L über Teilkörper K ⊆ L
• Untervektorräume: {0} ⊆ V , V ⊆ V , spanK(M) für Teilmengen M ⊆ V , Geraden,

Ebenen, K[x] ⊆ Abb(N0,K), periodische Folgen, Teilkörper K ⊆ L
• Basen: ∅ ⊆ {0}, Standardbasis des Kn, Monome für K[x], {1} ⊆ K.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

4.1 Lineare Abbildungen

Wir betrachten nun die zu dem Begriff des Vektorraums gehörenden strukturerhaltenden Ab-
bildungen, die K-linearen Abbildungen oder Homomorphismen von K-Vektorräumen. Wie im
Fall einer Gruppe und eines Rings, wo jeweils gefordert wurde, dass die zugehörigen struk-
turerhaltenden Abbildungen (Gruppenhomomorphismen und Ringhomomorphismen) mit den
Verknüpfungen verträglich sind, werden auch im Fall des Vektorraums Verträglichkeitsbedin-
gungen auferlegt, nämlich mit der Vektoraddition und der Skalarmultiplikation.

Die Verträglichkeitsbedingung mit der Vektoraddition ergibt sich dabei aus der Tatsache, dass
(V,+) für jeden Vektorraum (V,+, ·) eine abelsche Gruppe ist. Bezüglich der Skalarmultipli-
kation ist die einzig sinnvolle Forderung, dass es keinen Unterschied machen sollte, ob man
einen Vektor zuerst mit einem Skalar multipliziert und dann abbildet oder zuerst abbildet und
anschliessend mit einem Skalar multipliziert. Dies liefert die folgende Definition.

Definition 4.1.1: Sei K ein Körper und V,W Vektorräume über K. Eine Abbildung φ : V →
W heißt K-lineare Abbildung oder K-Vektorraumhomomorphismus, wenn gilt:

(L1) φ : (V,+V )→ (W,+W ) ist ein Gruppenhomomorphismus:

φ(v1 +V v2) = φ(v1) +W φ(v2) ∀v1, v2 ∈ V.

(L2) φ : V → W ist mit der Skalarmultiplikation verträglich:

φ(λv) = λφ(v) ∀v ∈ V, λ ∈ K.

Für K-lineare Abbildungen φ : V → W benutzt man auch die folgenden Bezeichnungen:

• Monomorphismus von K-Vektorräumen, wenn φ : V → W injektiv ist,
• Epimorphismus von K-Vektorräumen, wenn φ : V → W surjektiv ist,
• Isomorphismus von K-Vektorräumen, wenn φ : V → W bijektiv ist,
• Endomorphismus von K-Vektorräumen, wenn V = W ,
• Automorphismus von K-Vektorräumen, wenn V = W und φ : V → V bijektiv ist.

Existiert ein K-Vektorraumisomorphismus φ : V → W dann nennt man die K-Vektorräume V
und W isomorph und schreibt V ∼= W .

Bemerkung 4.1.2:
1. Da eine lineare Abbildung φ : V → W ein Gruppenhomomorphismus bezüglich der

Vektoraddition ist, bildet sie neutrale Elemente auf neutrale Elemente und Inverse auf
Inverse ab: φ(0V ) = 0W und φ(−v) = −φ(v) für alle v ∈ V .

2. Eine Abbildung φ : V → W zwischen K-Vektorräumen V,W ist genau dann K-linear,
wenn sie Linearkombinationen auf Linearkombinationen abbildet, d. h. für alle n ∈ N,
v1, ..., vn ∈ V und λ1, ..., λn ∈ K gilt φ(Σn

j=1λjvj) = Σn
j=1λjφ(vj).
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Dies zeigt man mit vollständiger Induktion über n. Für n = 1 folgt φ(λ1v1) = λ1φ(v1) aus
(L2). Ist die Aussage wahr für alle Linearkombinationen Σm

j=1λjvj mit m ≤ n, so folgt

φ(Σn+1
j=1λjvj) = φ(λn+1vn+1 + Σn

j=1λjvj)
(L1)
= φ(λn+1vn+1) + φ(Σn

j=1λjvj)

(L2)
= λn+1φ(vn+1) + φ(Σn

j=1λjvj)
IV
= λn+1φ(vn+1) + Σn

j=1λjφ(vj) = Σn+1
j=1λjφ(vj).

3. Aus 2. folgt, dass für jede Teilmenge M ⊆ V gilt φ(spanK(M)) = spanK(φ(M)). Eine
Abbildung φ : V → W ist also genau dann K-linear, wenn sie lineare Hüllen auf lineare
Hüllen abbildet.

Beispiel 4.1.3:
1. Für jeden K-Vektorraum V und festes µ ∈ K ist die Streckung Dµ : V → V , v 7→ µv

eine K-lineare Abbildung. Denn wegen (V1) und (V3) gilt:

Dµ(v + v′) = µ(v + v′) = µv + µv′ = Dµ(v) +Dµ(v′)

Dµ(λv) = µ(λv) = (µλ)v = λ(µv) = λDµ(v) ∀v, v′ ∈ V, λ ∈ K.

Für V = R3, V = R2 oder V = R sieht man, dass es sich dabei um eine Streckung handelt.

2. Die komplexe Konjugation ¯ : C → C ist eine R-lineare Abbildung, denn es gilt
z + w = z + w, λz = λz für alle λ ∈ R und z, w ∈ C. Sie ist aber nicht C-linear.

3. Im R2 ist die Drehung um den Ursprung um einen Winkel β ∈ R gegeben durch

Rβ : R2 7→ R2,

(
x
y

)
7→
(
x cos β − y sin β
y cos β + x sin β

)
Diese Abbildung ist R-linear, denn es gilt

Rβ

((
x
y

)
+

(
x′

y′

))
= Rβ

(
x+ x′

y + y′

)
=

(
(x+ x′) cos β − (y + y′) sin β
(y + y′) cos β + (x+ x′) sin β

)
=

(
x cos β − y sin β
y cos β + x sin β

)
+

(
x′ cos β − y′ sin β
y′ cos β + x′ sin β

)
= Rβ

(
x
y

)
+Rβ

(
x′

y′

)
Rβ

(
λ

(
x
y

))
= Rβ

(
λx
λy

)
=

(
λx cos β − λy sin β
λy cos β + λx sin β

)
= λ

(
x cos β − y sin β
y cos β + x sin β

)
= λRβ

(
x
y

)
.

4. Für jedes n ∈ N sind die Koordinatenprojektionen πi : Kn → Kn, Σn
k=1λkek 7→ λiei

K-lineare Abbildungen, denn es gilt

πi(Σ
n
k=1λkek + Σn

k=1µkek) = πi(Σ
n
k=1(λk + µk)ek) = (λi + µi)ei = πi(Σ

n
k=1λkek) + πi(Σ

n
k=1µkek)

πi(λΣn
k=1λkek) = πi(Σ

n
k=1(λλk)ek + Σn

k=1µkek) = λλiei = λπi(Σ
n
k=1λkek).

5. Die Abbildung d : K[x] → K[x], p 7→ d(p), die einem Polynom p : N0 → K, k 7→ ak
das Polynom d(p) : N0 → K, k 7→ (k + 1)ak+1 zuordnet, ist K-linear. Sie heißt formale
Ableitung von Polynomen. Man berechnet für k ∈ N0 und p, q ∈ K[x]

d(p+ q)(k) = (k + 1)(p+ q)(k + 1) = (k + 1)(p(k + 1) + q(k + 1)) = d(p)(k) + d(q)(k)

d(λp)(k) = (k + 1)(λp)(k + 1) = λ(k + 1)p(k + 1) = λd(p)(k),

und es folgt d(p+ q) = d(p) + d(q) und d(λp) = λd(p) für alle p, q ∈ K[x], λ ∈ K.
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Eine wichtige Eigenschaft von K-linearen Abbildungen zwischen zwei gegebenen K-
Vektorräumen V,W ist, dass die punktweise Summe zweier K-linearer Abbildungen und das
punktweise Produkt einer K-linearen Abbildung mit einem Skalar wieder K-lineare Abbildun-
gen sind. Die Menge der K-linearen Abbildungen zwischen V und W ist also abgeschlossen
unter der punktweisen Addition und punktweisen Multiplikation mit Skalaren und bildet somit
einen Untervektorraum des K-Vektorraums Abb(V,W ).

Satz 4.1.4: Seien V,W Vektorräume über einem Körper K. Dann bilden die K-linearen Ab-
bildungen φ : V → W mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation

(φ+ ψ)(v) = φ(v) + ψ(v) (λφ)(v) = λφ(v) ∀v ∈ V, λ ∈ K

einen Untervektorraum des K-Vektorraums Abb(V,W ). Dieser wird mit HomK(V,W ) und für
V = W auch mit EndK(V ) bezeichnet.

Beweis:
Die Nullabbildung 0 : V → W , v 7→ 0W ist wegen 0W + 0W = 0W und λ0W = 0W für alle λ ∈ K
eine K-lineare Abbildung (UV1). Sind φ, ψ : V → W K-lineare Abbildungen, so gilt

(φ+ ψ)(v + v′) = φ(v + v′) + ψ(v + v′) = φ(v) + φ(v′) + ψ(v) + ψ(v′) = (φ+ ψ)(v) + (φ+ ψ)(v′)

(φ+ ψ)(λv) = φ(λv) + ψ(λv) = λφ(v) + λψ(v) = λ(φ+ ψ)(v) ∀v, v′ ∈ V, λ ∈ K

und somit ist auch φ+ ψ : V → W eine K-lineare Abbildung (UV2). Für alle µ ∈ K gilt

(µφ)(v + v′) = µφ(v + v′) = µ(φ(v) + φ(v′)) = µφ(v) + µφ(v′) = (µφ)(v) + (µφ)(v′)

(µφ)(λv) = µφ(λv) = µλφ(v) = λ(µφ)(v) ∀v, v′ ∈ V, λ ∈ K

und damit ist auch µφ : V → W eine K-lineare Abbildung (UV3). 2

Für Gruppenhomomorphismen und Ringhomomorphismen wurde gezeigt, dass die Identitäts-
abbildung ein Gruppen- oder Ringautomorphismus ist, die Umkehrabbildung eines Gruppen-
oder Ringisomorphismus wieder ein Gruppen- oder Ringisomorphismus ist, und die Verket-
tung zweier Gruppen- oder Ringhomomorphismen wieder ein Gruppen- oder Ringhomomor-
phismus ist. Wir zeigen nun die analogen Aussagen für K-Vektorräume, nämlich dass die Iden-
titätsabbildung ein Automorphismus von K-Vektorräumen ist, für jeden Isomorphismus von
K-Vektorräumen auch die Umkehrabbildung wieder ein Isomorphismus von K-Vektorräumen
ist und die Verkettung zweier Homomorphismen von K-Vektorräumen wieder ein Homomor-
phismus von K-Vektorräumen ist. Dies entspricht wieder der Aussage, dass isomorph sein zu
eine Äquivalenzrelation für Vektorräume10 ist. Die drei Aussagen garantieren, respektive, die
Reflexivität, Symmetrie und Transitivität.

Satz 4.1.5: Sei K ein Körper und U, V,W Vektorräume über K. Dann gilt:
1. Die Identitätsabbildung idV : V → V ist ein K-Vektorraumautomorphismus.
2. Ist ψ : V → W ein K-Vektorraumisomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung
ψ−1 : W → V ein K-Vektorraumisomorphismus.

3. Sind φ : U → V und ψ : V → W K-lineare Abbildungen, so ist auch die Verkettung
ψ ◦ φ : U → W eine K-lineare Abbildung.

10Achtung! Die Vektorräume bilden wie auch die Gruppen oder Ringe keine Menge. Es handelt sich also
wieder um eine Äquivalenzrelation auf einer Klasse.
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Beweis:
In Satz 2.2.22 wurde schon gezeigt, dass idV , ψ−1 und ψ◦φ Gruppenhomomorphismen bezüglich
der Vektoraddition sind. Zu zeigen ist die Verträglichkeit mit der Skalarmultiplikation.

1. Es gilt idV (λv) = λv = λidV (v) für alle v ∈ V , λ ∈ K.

2. Ist ψ : V → W eine bijektive lineare Abbildung so folgt

ψ−1(λw) = ψ−1(λψ(ψ−1(w))) = ψ−1(ψ(λψ−1(w))) = λψ−1(w) ∀w ∈ W,λ ∈ K.

3. Sind φ : U → V und ψ : V → W K-lineare Abbildungen so folgt

(ψ ◦ φ)(λu) = ψ(φ(λu)) = ψ(λφ(u)) = λψ(φ(u)) = λ(ψ ◦ φ)(u) ∀u ∈ U, λ ∈ K.

2

Betrachten wir nun die K-linearen Abbildungen von einem gegebenen K-Vektorraum in sich
selbst, so erhalten wir zwei Verknüpfungen auf EndK(V ), nämlich die Addition und die Verket-
tung von K-linearen Abbildungen φ : V → V . Dies suggeriert, dass die Endomorphismen eines
K-Vektorraums einen Ring bilden. Der folgende Satz zeigt, dass das in der Tat der Fall ist.

Satz 4.1.6: Für jeden K-Vektorraum V bilden die K-linearen Abbildungen φ : V → V
mit der Verkettung und der punktweisen Addition einen unitalen Ring (EndK(V ),+, ◦) den
sogenannten Endomorphismenring von V . Die Einheitengruppe des Monoids (EndK(V ), ◦)
besteht genau aus den K-Vektorraumautomorphismen φ : V → V .

Beweis:
In Satz 4.1.4 wurde bereits gezeigt, dass (EndK(V ),+) eine abelsche Gruppe ist. In Satz 4.1.5
wurde gezeigt, dass die Verkettung von K-linearen Abbildungen wieder K-linear ist und die
Identitätsabbildung eine K-lineare Abbildung ist. Da die Verkettung von Abbildungen auch
assoziativ ist, ist (EndK(V ), ◦) ein Monoid mit neutralem Element idV . Zu zeigen ist noch das
Distributivgesetz. Für alle v ∈ V und φ, ψ, χ ∈ EndK(V ) gilt:

((ψ + φ) ◦ χ)(v) = (ψ + φ)(χ(v)) = ψ(χ(v)) + φ(χ(v)) = (ψ ◦ χ+ φ ◦ χ)(v),

(χ ◦ (ψ + φ))(v) = χ((φ+ ψ)(v)) = χ(φ(v) + ψ(v)) = χ(φ(v)) + χ(ψ(v)) = (χ ◦ φ+ χ ◦ φ)(v),

also (ψ + φ) ◦ χ = ψ ◦ χ + φ ◦ χ und χ ◦ (φ + ψ) = χ ◦ φ + χ ◦ ψ. Damit ist gezeigt, dass
(EndK(V ),+, ◦) ein unitaler Ring ist. Die Einheiten in (EndK(V ), ◦) sind per Definition die
invertierbaren, d. h. die bijektiven linearen Abbildungen. 2

Kombiniert man Satz 4.1.6 mit Satz 4.1.4, so sieht man, dass die Menge EndK(V ) sowohl
die Struktur eines K-Vektorraums als auch die Struktur eines unitalen Rings hat, wobei in
beiden Fällen die Addition durch die punktweise Addition von Endomorphismen gegeben ist,
die Ringmultiplikation durch die Verkettung und die Skalarmultiplikation durch die punktweise
Multiplikation mit Skalaren. Die Skalarmultiplikation ist verträglich mit der Verkettung, denn
es gilt für alle λ ∈ K, φ, ψ ∈ EndK(V ) und v ∈ V

((λψ) ◦ φ)(v) = λψ(φ(v)) = λ(ψ ◦ φ)(v) = ψ(λφ(v)) = (ψ ◦ (λφ))(v),

also (λψ) ◦ φ = ψ ◦ (λφ) = λ(ψ ◦ φ). Eine solche Struktur bezeichnet man als eine K-Algebra.
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Definition 4.1.7: Sei K ein Körper.

1. Ein K-Vektorraum (V,+, ·) zusammen mit einer Verknüpfung ◦ : V × V → V heißt asso-
ziative Algebra über K oder K-Algebra, wenn (V,+, ◦) ein unitaler Ring ist und die Ver-
knüpfung ◦ mit der Skalarmultiplikation · verträglich ist: (λ ·v)◦w = v◦(λ ·w) = λ ·(v◦w)
für alle v, w ∈ V und λ ∈ K.

2. Eine Abbildung φ : A→ B zwischen K-Algebren A und B heißtHomomorphismus von
K-Algebren oder K-Algebrahomomorphismus, wenn sie gleichzeitig eine K-lineare
Abbildung und ein unitaler Ringhomomomorphismus ist.

3. Ist A = B so spricht man auch von einem Endomorphismus von K-Algebren. Ein bi-
jektiver Homomorphismus von K-Algebren heißt auch Isomorphismus von K-Algebren
und für A = B auch Automorphismus von K-Algebren.

Beispiel 4.1.8:

1. Für jeden K-Vektorraum V ist (EndK(V ),+, ·, ◦) eine assoziative K-Algebra.
2. Sind φ : V → W und ψ : W → V zwei K-lineare Abbildungen, so ist

F : EndK(V )→ EndK(W ), χ 7→ φ ◦ χ ◦ ψ

ein Homomorphismen von K-Algebren (Übung).
3. Für jeden Körper K bilden die Polynome mit Koeffizienten in K mit der punktweisen

Addition, Skalarmultiplikation und der Polynommultiplikation die K-Algebra K[x].

Wir untersuchen nun weitere Eigenschaften von K-linearen Abbildungen. Insbesondere interes-
sieren wir uns für ihre Verhalten auf Untervektorräumen, d. h. die Frage, ob sie Untervektorräu-
me auf Untervektorräume abbilden und ob das Urbild jedes Untervektorraums ein Untervek-
torraum ist. Wichtige Spezialfälle sind dabei das Bild und der Kern einer K-linearen Abbildung
φ : V → W , die sich als Bild des Untervektorraums V ⊆ V und als Urbild des Untervek-
torraums {0} ⊆ W ergeben. Ähnlich wie im Fall von Gruppen, wo Kern und das Bild eines
Gruppenhomomorphismus φ : G → H Untergruppen von G und H sind, finden wir hier, dass
Kern und Bild einer K-linearen Abbildung φ : V → W Untervektorräume von V und W sind.

Satz 4.1.9: Seien V,W K-Vektorräume und sei φ : V → W K-linear. Dann gilt:
1. Für jeden Untervektorraum U ⊆ V ist das Bild φ(U) ⊆ W ein Untervektorraum von W .

Insbesondere ist das Bild im(φ) = φ(V ) ein Untervektorraum von W .

2. Für jeden Untervektorraum X ⊆ W ist das Urbild φ−1(X) ⊆ V ein Untervektorraum
von V . Insbesondere ist der Kern ker(φ) = φ−1(0W ) ein Untervektorraum von V .

Beweis:
1. Sei U ⊆ V ein Untervektorraum. Dann gilt nach (UV1) 0V ∈ U und damit auch 0W =
φ(0V ) ∈ φ(U) (UV1). Sind w,w′ ∈ φ(U) so existieren v, v′ ∈ U mit φ(v) = w und φ(v′) = w′.
Daraus folgt w + w′ = φ(v) + φ(v′) = φ(v + v′). Da nach (UV2) auch v + v′ ∈ U gilt, folgt
w + w′ ∈ φ(U) (UV2). Für λ ∈ K folgt λw = λφ(v) = φ(λv). Da nach (UV3) auch λv ∈ U
gilt, folgt λw ∈ φ(U) (UV3). Also ist φ(U) ein Untervektorraum von W . Für U = V folgt, dass
im(φ) = φ(V ) ⊆ W ein Untervektorraum ist.

2. Sei X ⊆ W ein Untervektorraum. Dann gilt 0W = φ(0V ) ∈ X und damit 0V ∈ φ−1(X)
(UV1). Sind v, v′ ∈ φ−1(X) so gilt φ(v + v′) = φ(v) + φ(v′) ∈ X, also auch v + v′ ∈ φ−1(X)
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(UV2). Für λ ∈ K folgt φ(λv) = λφ(v) ∈ X und damit λv ∈ φ−1(X) (UV3). Also ist
φ−1(X) ⊆ V ein Untervektorraum von V . Für X = {0W} folgt, dass ker(φ) = φ−1({0W}) ⊆ V
ein Untervektorraum von V ist. 2

Per Definition ist eine K-lineare Abbildung φ : V → W surjektiv genau dann, wenn im(φ) = W .
Ebenso können wir zeigen, dass sie injektiv ist genau dann, wenn ker(φ) = {0} gilt. Dies folgt
bereits aus Beispiel 2.2.21, wo gezeigt wurde, dass ein Gruppenhomomorphismus injektiv ist
genau dann, wenn sein Kern nur aus dem neutralen Element besteht. Da K-lineare Abbildun-
gen φ : V → W insbesondere Gruppenhomomorphismen bezüglich der Vektoraddition sind,
erhalten wir den folgenden Satz.

Korollar 4.1.10: Eine lineare Abbildung φ : V → W zwischen K-Vektorräumen V,W ist
injektiv genau dann, wenn ker(φ) = {0V } und surjektiv genau dann, wenn im(φ) = W gilt.

Beispiel 4.1.11:

1. Für die Streckung Dµ : V → V , v 7→ µv aus Beispiel 4.1.3,1. gilt ker(Dµ) = {0} und
im(Dµ) = V falls µ ∈ K\{0}, denn dann ist Dµ invertierbar mit Inversem Dµ−1 : V → V .
Für µ = 0 erhält man ker(Dµ) = V und im(Dµ) = {0}.

2. Für die komplexe Konjugation ¯ : C → C, z 7→ z̄ aus Beispiel 4.1.3,2. gilt ker(¯) = {0}
und im(¯) = C, denn sie ist ihr eigenes Inverses und damit bijektiv.

3. Für die Drehung Rβ : R2 7→ R2, xe1 + ye2 7→ (x cos β − y sin β)e1 + (y cos β + x sin β)e2

aus Beispiel 4.1.3,3. gilt ker(Rβ) = {0} und im(Rβ) = R2, denn sie ist invertierbar mit
Inversem R−β : R2 → R2. Aus dem Additionstheorem für Sinus und Kosinus folgt nämlich
Rα ◦Rβ = Rα+β für beliebige α, β ∈ R und damit Rβ ◦R−β = R−β ◦Rβ = R0 = idR2 .

4. Für die Koordinatenprojektionen πi : Kn → Kn, Σn
k=1λkek 7→ λiei aus Beispiel 4.1.3,4. gilt

ker(πi) = spanK({e1, ..., en} \ {ei}) und im(πi) = Kei.

5. Für die formale Ableitung d : K[x] 7→ K[x] aus Beispiel 4.1.3,5. die einem Polynom
p : N0 → K, k 7→ ak das Polynom d(p) : N0 → K, k 7→ (k + 1)ak+1 zuordnet, gilt
ker(d) = {p ∈ K[x]| p(k) = 0 ∀k ∈ N} und im(d) = K[x].

Denn für ein Polynom p : N0 → K, k 7→ ak gilt d(p) = 0 genau dann, wenn ak = 0 für
alle k ≥ 1. Zu jedem Polynom q : N0 → K, k 7→ bk gibt es Polynome r : N0 7→ K mit
d(r) = q. Dies sind die Polynome r : N0 → K mit r(k) = bk−1/k für alle k ∈ N und r(0)
beliebig, denn für sie folgt d(r)(k) = (k + 1)r(k + 1) = (k + 1)bk/(k + 1) = bk = q(k) für
alle k ∈ N0.

Allgemeiner können wir die Injektivität und Surjektivität von linearen Abbildungen durch ihr
Verhalten auf Erzeugendensystemen und auf linear unabhängigen Teilmengen charakterisie-
ren. Dabei ergibt sich, dass injektive Abbildungen die lineare Unabhängigkeit von Teilmengen
erhalten und surjektive Abbildungen die Eigenschaft, ein Erzeugendensystem zu sein.

Satz 4.1.12: Seien V,W K-Vektorräume und φ : V → W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
(i) φ injektiv ⇔ φ(A) ist linear unabhängig für alle linear unabhängigen Teilmengen A ⊆ V .
(ii) φ surjektiv ⇔ φ(A) erzeugt W für alle Erzeugendensysteme A ⊆ V von V .
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(iii) φ bijektiv ⇔ φ(A) ist eine Basis von W für alle Basen A ⊆ V von V .

Beweis:
(i) Ist φ(A) linear unabhängig für alle linear unabhängigen Teilmengen A ⊆ V , so ist {φ(v)} =
φ({v}) linear unabhängig für alle v ∈ V \ {0}, denn {v} ⊆ V ist linear unabhängig für v 6= 0.
Daraus folgt φ(v) 6= 0 für alle v ∈ V \{0}, also ker(φ) = {0} und nach Korollar 4.1.10 ist φ dann
injektiv. Ist umgekehrt φ injektiv und A ⊆ V linear unabhängig, so folgt aus Σn

j=1λjφ(vj) = 0
für v1, .., vn ∈ A, λ1, .., λn ∈ K mit der Linearität von φ auch φ(Σn

j=1λjvj) = 0. Nach Korollar
4.1.10 ist ker(φ) = {0} und somit folgt Σn

j=1λjvj = 0. Aus der linearen Unabhängigkeit von A
folgt dann λ1 = ... = λn = 0, und somit ist auch φ(A) linear unabhängig.

(ii) Nach Bemerkung 4.1.2 gilt φ(spanK(A)) = spanK(φ(A)) für alle Teilmengen A ⊆ V . Ist φ
surjektiv und spanK(A) = V , so folgt spanK(φ(A)) = φ(spanK(A)) = φ(V ) = W und somit
ist für jedes Erzeugendensystem A von V das Bild φ(A) ein Erzeugendensystem von W . Ist
umgekehrt φ(A) ein Erzeugendensystem von W für jedes Erzeugendensystem A von V , so gilt
das auch für A = V , und es folgt W = spanK(φ(V )) = φ(spanK(V )) = φ(V ), also φ surjektiv.

(iii) folgt aus (i) und (ii). 2

Satz 4.1.15 charakterisiert die Injektivität und Surjektivität von linearen Abbildungen durch
ihr Verhalten auf linear unabhängigen Teilmengen, Erzeugendensystemen und Basen. Bis jetzt
haben wir aber in der Betrachtung von linearen Abbildungen den Dimensionsbegriff noch nicht
berücksichtigt. Wir untersuchen daher allgemeiner den Zusammenhang zwischen der Dimension
des Kerns, der Dimension des Bildes einer linearen Abbildung φ : V → W und den Dimensionen
der Vektorräume V und W .

Satz 4.1.13: (Dimensionsformel für lineare Abbildungen)
Seien V,W K-Vektorräume und φ : V → W eine K-lineare Abbildung. Setzt man ∞ + n =
∞+ n =∞+∞ =∞ für alle n ∈ N0, so gilt

dimK(V ) = dimK(ker(φ)) + dimK(im(φ)).

Die Dimension dimK(im(φ)) bezeichnet man als den Rang von φ und mit rg(φ). Die Dimension
des Kerns bezeichnet man auch als den Defekt von φ und mit def(φ).

Beweis:
Ist def(φ) oder rg(φ) unendlich, so gilt dies auch für dimK(V ), und es ist nichts mehr zu
zeigen. Sind n := def(φ) und m := rg(φ) endlich, so reicht es zu zeigen, dass V eine (n + m)-
elementige Basis besitzt. Dazu wählt man eine Basis C des Untervektorraums ker(φ) ⊆ V und
ergänzt sie zu einer Basis B von V . Wegen spanK(φ(B)) = φ(spanK(B)) = φ(V ) ist φ(B) ein
Erzeugendensystem von im(φ). Da φ(v) = 0 für alle v ∈ C, gilt dies auch für φ(B \ C). Die
Menge φ(B \ C) ist außerdem linear unabhängig, denn für λ1, ..., λr ∈ K und u1, ..., ur ∈ B \ C
gilt

0W = Σr
j=1λjφ(uj) = φ(Σr

j=1λjuj) ⇒ Σr
j=1λjuj ∈ ker(φ) = spanK(C).

Da B eine Basis von V ist und u1, ..., ur ∈ B \ C, folgt daraus λ1 = ... = λr = 0. Also ist
φ(B \ C) eine Basis von im(φ). Da m = rg(φ) = dimK(im(φ)) < ∞, ist B \ C endlich mit m
Elementen, und da da n = def(φ) = dimK(ker(φ)) < ∞, ist C endlich mit n Elementen. Also
ist B endlich mit n+m Elementen, und es folgt

dimK(V ) = n+m = dimK(ker(φ)) + dimK(im(φ)) = def(φ) + rg(φ).
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2

Korollar 4.1.14: Seien V,W Vektorräume über K mit dimK(V ) = dimK(W ) < ∞ und
φ : V → W eine K-lineare Abbildung. Dann gilt φ injektiv ⇔ φ surjektiv ⇔ φ bijektiv.

Beweis:
φ injektiv 4.1.10⇔ ker(φ) = {0V }

4.1.13⇔ dimK(V ) = dimK(W ) = dimK(im(φ))
3.2.22⇔ im(φ) = W

4.1.10⇔
φ surjektiv. 2

Die Aussage von Korollar 4.1.14 gilt nicht für unendlich-dimensionale Vektorräume. Denn nach
Beispiel 4.1.11 ist die formale Ableitung d : K[x] → K[x] von Polynomen mit Koeffizienten in
K surjektiv, aber nicht injektiv. Es handelt sich also um eine wesentliche Vereinfachung, die
im endlich-dimensionalen Fall auftritt. Indem wir Korollar 4.1.10 mit der Dimensionsformel
aus Satz 4.1.13 kombinieren, können wir im endlich-dimensionalen Fall auch noch allgemeinere
Aussagen treffen, die aus der Existenz injektiver, surjektiver und bijektiver Abbildungen zwi-
schen zwei Vektorräumen Einschränkungen an deren Dimensionen ableiten. Wir erhalten das
folgende Korollar, dessen Beweis eine Übungsaufgabe ist.

Korollar 4.1.15: Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorräume und φ : V → W eine
K-lineare Abbildung. Dann gilt:
(i) Ist φ injektiv, so folgt dimK(V ) ≤ dimK(W ).
(ii) Ist φ surjektiv, so folgt dimK(V ) ≥ dimK(W ).
(iii) Ist φ bijektiv, so folgt dimK(V ) = dimK(W ).

4.2 Beschreibung durch Basen und Matrizen

Wir werden nun die K-linearen Abbildungen φ : V → W explizit beschreiben, indem wir ihre
Werte auf einer Basis des K-Vektorraums V betrachten und diese als Linearkombinationen
einer Basis des K-Vektorraums W ausdrücken. Das zentrale Ergebnis ist, dass eine K-lineare
Abbildung φ : V → W durch ihre Werte auf einer Basis von V bereits eindeutig festgelegt ist,
und dass man eine lineare Abbildung φ : V → W konstruieren kann, indem man ihre Werte
auf einer Basis von V beliebig vorgibt. Dies ergibt sich aus dem folgenden Satz.

Satz 4.2.1: Seien V,W Vektorräume über einem Körper K, M ⊆ V eine Teilmenge und
f : M → W eine Abbildung. Dann gilt:
(i) IstM ein Erzeugendensystem von V , so gibt es höchstens eine lineare Abbildung φ : V →

W mit φ|M = f .
(ii) Ist M linear unabhängig, so gibt es mindestens eine lineare Abbildung φ : V → W mit

φ|M = f .
(iii) Ist M eine Basis von V , so gibt es genau eine lineare Abbildung φ : V → W mit φ|M = f .

Beweis:
(i) Seien φ, ψ : V → W lineare Abbildungen mit φ|M = ψ|M , d. h. φ(m) = ψ(m) für alle
m ∈ M . Ist M ein Erzeugendensystem von V , so lässt sich jeder Vektor v ∈ V als eine
Linearkombination v = Σn

j=1λjmj mit m1, ...,mn ∈M und λ1, ..., λn ∈ K schreiben. Es folgt

φ(v) = φ(Σn
j=1λjmj) = Σn

j=1λjφ(mj) = Σn
j=1λjf(mj) = Σn

j=1λjψ(mj) = ψ(Σn
j=1λjmj) = ψ(v).
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Also kann es höchstens eine lineare Abbildung φ : V → W mit φ|M = f geben.

(iii) Ist M ⊆ V eine Basis von V , so ist M auch ein Erzeugendensystem von V und nach (i)
existiert maximal eine lineare Abbildung φ : V → W mit φ|M = f . Zu zeigen ist noch, dass
mindestens eine lineare Abbildung φ : V → W mit φ|M = f existiert.

Dazu schreiben wir jeden Vektor v ∈ V eindeutig als Linearkombination v = Σn
j=1λjmj mit

λ1, ..., λn ∈ K und m1, ...,mn ∈ M und definieren eine lineare Abbildung φ : V → W durch
φ(Σn

j=1λjmj) := Σn
j=1λjf(mj) für alle n ∈ N, m1, ...,mn ∈M und λ1, ..., λn ∈ K. Die Eindeutig-

keit der Darstellung eines Vektors v ∈ V als Linearkombination der Basisvektoren garantiert,
dass φ : V → W eine Abbildung ist, also jedem v ∈ V genau einen Vektor in W zuordnet, und
per Definition von φ gilt φ|M = f . Die Abbildung φ ist auch linear, denn für v = Σn

j=1λjmj und
w = Σn

j=1µjmj mit m1, ...,mn ∈M und λ, λ1, ..., λn, µ1, ..., µn ∈ K erhält man

φ(v + w) = φ(Σn
j=1λjmj + Σn

j=1µjmj) = φ(Σn
j=1(λj + µj)mj) = Σn

j=1(λj + µj)f(mj)

= Σn
j=1λjf(mj) + Σn

j=1µjf(mj) = φ(v) + φ(w)

φ(λv) = φ(λΣn
j=1λjmj) = φ(Σn

j=1(λλj)mj) = Σn
j=1λλjf(mj) = λΣn

j=1λjf(mj) = λφ(v).

(ii) Ist M ⊆ V eine linear unabhängige Teilmenge, so existiert nach dem Basisergänzungssatz
eine Basis C von V mit M ⊆ C. Wir definieren eine Abbildung g : C → W , indem wir
g(m) = f(m) für alle m ∈ M und g(c) = 0 für c ∈ C \M setzen. Nach (iii) existiert eine
lineare Abbildung φ : V → W mit φ|C = g, und wegen M ⊆ C folgt daraus φ|M = g|M = f . 2

Korollar 4.2.2: Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorräume, v1, ..., vn ∈ V und
w1, ..., wn ∈ W . Dann gilt:

(i) Ist {v1, ..., vn} ein Erzeugendensystem von V , so gibt es höchstens eine lineare Abbildung
φ : V → W mit φ(vi) = wi für alle i ∈ {1, ..., n}.

(ii) Ist (v1..., vn) linear unabhängig, so gibt es mindestens eine lineare Abbildung φ : V → W
mit φ(vi) = wi für alle i ∈ {1, ..., n}.

(iii) Ist {v1, ..., vn} eine Basis von V , so gibt es genau eine lineare Abbildung φ : V → W mit
φ(vi) = wi für alle i ∈ {1, ..., n}.

Beweis:
Wir definieren eine Abbildung f : {v1, ..., vn} → W durch f(vi) = wi für alle i ∈ {1, ..., n}.
Dann folgt die Aussage aus Satz 4.2.1. 2

In Korollar 4.2.2 kommt es auf die Reihenfolge der Vektoren an, da nicht nur gefordert wird,
dass die Menge {v1, ..., vn} durch die lineare Abbildung φ : V → W auf die Menge {w1, ..., wn}
etc. abgebildet wird, sondern, dass der Vektor v1 auf w1 abgebildet wird, der Vektor v2 auf
w2 etc. Insbesondere benötigt man für die dritte Aussage nicht einfach nur eine Basis von V ,
sondern eine Basis, deren Elemente nummeriert, also geordnet, sind. Deshalb bietet es sich an,
statt mit einer Basis mit einem Tupel von Vektoren zu arbeiten.

Definition 4.2.3: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum der Dimension n. Eine ge-
ordnete Basis von V ist ein n-Tupel (v1, ..., vn) von Vektoren aus V , so dass die Menge
{v1, ..., vn} eine Basis von V ist.
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Korollar 4.2.2 besagt, dass wir eine lineare Abbildung φ : V → W zwischen endlich-
dimensionalen Vektorräumen eindeutig definieren können, indem wir eine geordnete Basis von
V wählen, und jedem der Basisvektoren einen beliebigen Vektor in W zuordnen. Lineare Ab-
bildungen sind also durch ihre Werte auf einer geordneten Basis eindeutig charakterisiert, und
es gibt keine Einschränkungen an die Werte, die sie auf einer solchen Basis annehmen können.

Dies ist offensichtlich eine deutliche Vereinfachung, da man eine lineare Abbildung φ : V → W
nicht mehr durch die Bilder aller Vektoren in V beschreiben muss, sondern sich auf endlich
viele Basisvektoren beschränken kann. Insbesondere kann man mit Korollar 4.2.2 auf einfache
Weise Isomorphismen zwischen endlich-dimensionalen Vektorräumen der gleichen Dimension
konstruieren. Dazu wählt man einfach zwei geordnete Basen und bildet die eine auf die andere
ab. So können wir für jeden n-dimensionalen K-Vektorraum V und jede geordnete Basis von
V einen K-Vektorraumisomorphismus in den Kn konstruieren.

Korollar 4.2.4: Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und (e1, ..., en) die Standard-
basis des Kn. Dann gibt es zu jeder geordneten Basis B = (v1, ..., vn) von V genau eine
lineare Abbildung SB : V → Kn mit SB (vi) = ei. Sie ist ein K-Vektorraumisomorphismus
und ordnet einem Vektor v = Σn

i=1λivi den Spaltenvektor SB (v) = (λ1, ..., λn)T ∈ Kn zu.
Die Einträge des Vektors S(w)B heißenKoordinaten von w bezüglich der geordneten Basis B.

Beweis:
Aus Korollar 4.2.2 folgen die Existenz und Eindeutigkeit von SB : V → Kn. Die Abbildung
ist offensichtlich surjektiv und wegen dimK(V ) = n = dimK(Kn) nach Satz 4.1.13 dann auch
bijektiv. 2

Korollar 4.2.5: Zwei endlich-dimensionale K-Vektorräume sind genau dann isomorph, wenn
sie die gleiche Dimension haben.

Beweis:
Sind V,W endlich-dimensionale K-Vektorräume und φ : V → W ein K-Vektorraumisomor-
phismus, so ergibt sich aus der Dimensionsformel

dimK(V ) = dimK(im(φ)) + dimK(ker(φ)) = dimK(im(φ)) = dimK(W ).

Ist umgekehrt dimK(V ) = dimK(W ) = n, so kann man geordnete Basen A von V und B
von W wählen und erhält mit Korollar 4.2.4 K-Vektorraumisomorphismen SA : V → Kn

und SB : W → Kn. Daraus ergibt sich mit Satz 4.1.5, dass die K-lineare Abbildung
SB
−1 ◦ SA : V → W ein K-Vektorraumisomorphismus ist. 2

Korollar 4.2.5 besagt, umgangssprachlich ausgedrückt, dass endlich-dimensionale Vektorräume
im Gegensatz zu endlichen Gruppen oder Ringen keine Persönlichkeit haben. Während sich
Gruppen oder Ringe mit der gleichen Anzahl von Elementen deutlich unterscheiden können -
z. B. gibt es abelsche und nicht abelsche Gruppen mit der gleichen Anzahl von Elementen -
und nicht notwendigerweise isomorph sind, sind alle n-dimensionalen K-Vektorräume isomorph.
Das bedeutet, dass sie im Wesentlichen durch bloße Umbenennung ihrer Elemente auseinander
hervorgehen. Damit sind auch alle endlich-dimensionalen Vektorräume vollständig klassifiziert,
d. h. man verfügt über eine Liste von endlich-dimensionalen K-Vektorräumen, so dass jeder
endlich-dimensionale K-Vektorraum zu genau einem Vektorraum in dieser Liste isomorph ist.
Diese Liste enthält genau die Vektorräume Kn mit n ∈ N und den Nullvektorraum.
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Indem wir eine geordnete Basis von V wählen, konnten wir so die Beschreibung linearer Ab-
bildungen φ : V → W wesentlich vereinfachen. Eine weitere wesentliche Vereinfachung erhal-
ten wir, wenn wir auch die Werte dieser Abbildung in W durch eine Basis des Vektorraums
W beschreiben. Wir betrachten also endlich-dimensionale K-Vektorräume V und W mit ge-
ordneten Basen A = (v1, ..., vn) und B = (w1, ..., wm). Für eine beliebige lineare Abbildung
φ : V → W existieren dann zu jedem Basisvektor vi eindeutig bestimmte Skalare φ1i, ..., φmi ∈ K
mit φ(vi) = Σm

j=1φjiwj. Durch die Koeffizienten φji ∈ K mit i ∈ {1, ..., n} und j ∈ {1, ...,m} ist
die lineare Abbildung φ : V → W eindeutig bestimmt.

Umgekehrt gibt es zu jeder solchen Sammlung von Koeffizienten nach Korollar 4.2.2 genau
eine K-lineare Abbildung φ : V → W mit φ(vi) = Σm

j=1φjiwj. Also können wir statt mit
K-linearen Abbildungen auch mit Tabellen arbeiten, die die Koeffizienten φji enthalten. Eine
solche Tabelle bezeichnet man als eine Matrix. Möchten wir nicht nur lineare Abbildungen,
sondern auch Bilder von allgemeinen Vektoren in V unter solchen Abbildungen betrachten, so
bietet es sich an, diese wie in Korollar 4.2.4 durch Spaltenvektoren im Kn zu beschreiben.

Definition 4.2.6: Sei K ein Körper.
1. Eine (m× n)-Matrix A mit Einträgen in K ist eine Tabelle mit m Zeilen und n Spalten

A = (aji) =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn


mit aji ∈ K für alle j ∈ {1, ...,m} und i ∈ {1, ..., n}. Die Menge der (m × n)-Matrizen
mit Einträgen in K wird mit Mat(m × n,K) bezeichnet. Den Eintrag in der jten Zeile
und iten Spalte einer Matrix A bezeichnen wir mit aji oder mit Aji.

2. Sind V,W K-Vektorräume mit geordneten Basen B = (v1, ..., vn) und C = (w1, ..., wm)
und φ : V → W eine lineare Abbildung, so nennt man die eindeutig bestimmte Matrix

MC B(φ) = (φji) =


φ11 φ12 . . . φ1n

φ21 φ22 . . . φ2n
...

...
...

φm1 φm2 . . . φmn

 ∈ Mat(m× n,K) mit φ(vi) = Σm
j=1φjiwj

die beschreibende oder darstellende Matrix von φ bezüglich der Basen B und C.

3. Ist V ein K-Vektorraum mit geordneter Basis B = (v1, ..., vn) und v ∈ V , so nennt man
den eindeutig bestimmten Spaltenvektor

S(v)B =

 λ1
...
λn

 ∈ Kn mit v = Σn
j=1λjvj

den beschreibenden oder darstellenden Spaltenvektor von v bezüglich B.

Bemerkung 4.2.7:
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1. Per Definition der darstellenden Matrix und des darstellenden Spaltenvektors enthält
die ite Spalte der darstellenden Matrix MC B(φ) gerade den darstellenden Spaltenvektor
S(φ(vi))C von φ(vi) bezüglich der geordneten Basis C.

2. Wir können den beschreibenden Spaltenvektor S(v)B eines Vektors v ∈ V bezüglich einer
geordneten Basis B = (v1, ..., vn) von V auch interpretieren als die beschreibende Matrix
der linearen Abbildung Lv : K → V , λ 7→ λv bezüglich der geordneten Basen (1) von K
und B von V . Denn aus v = Lv(1) = Σn

j=1λjvj folgt S(v)B = MB (1)(Lv) = (λ1, ..., λn)T .

3. Ebenso kann man den Zeilenvektor (λ1, ..., λn) ∈ Mat(1×n,K) als die darstellende Matrix
der eindeutig bestimmten linearen Abbildung L∗ : V → K mit L∗(vi) = λi bezüglich der
geordneten Basen B von V und (1) von K auffassen. Denn per Definition der darstellenden
Matrix gilt M(1) B(L∗) = (λ1, ..., λn).

Beispiel 4.2.8: Wir betrachten die Drehung um den Winkel β ∈ R aus Beispiel 4.1.3, 3.

Rβ : R2 7→ R2,

(
x
y

)
7→
(
x cos β − y sin β
y cos β + x sin β

)
1. Wir berechnen die darstellende Matrix von R bezüglich der geordneten Basis B = (e1, e2):

Rβ(e1) =

(
1 · cos β − 0 · sin β
0 · cos β + 1 · sin β

)
=

(
cos β
sin β

)
= cos β︸ ︷︷ ︸

R11

e1 + sin β︸︷︷︸
R21

e2

Rβ(e2) =

(
0 · cos β − 1 · sin β
1 · cos β + 0 · sin β

)
=

(
− sin β
cos β

)
= − sin β︸ ︷︷ ︸

R12

e1 + cos β︸ ︷︷ ︸
R22

e2

⇒ MB B(Rβ) =

(
cos β − sin β
sin β cos β

)
2. Wir berechnen die darstellende Matrix von R bezüglich der geordneten Basen
A = (e1 + e2, e1 − e2) und B = (e1, e2):

Rβ(e1 + e2) =

(
1 · cos β − 1 · sin β
1 · cos β + 1 · sin β

)
=

(
cos β − sin β
cos β + sin β

)
= (cos β − sin β)︸ ︷︷ ︸

R11

e1 + (cos β + sin β)︸ ︷︷ ︸
R21

e2

Rβ(e1 − e2) =

(
1 · cos β − (−1) · sin β
(−1) · cos β + 1 · sin β

)
=

(
cos β + sin β
sin β − cos β

)
= (cos β + sin β)︸ ︷︷ ︸

R12

e1 + (sin β − cos β)︸ ︷︷ ︸
R22

e2

⇒ MB A(Rβ) =

(
cos β − sin β cos β + sin β
cos β + sin β sin β − cos β

)
.

Beispiel 4.2.9: Wir betrachten den Vektorraum Pol≤n(R) der reellen Polynomabbildungen
vom Grad ≤ n und die Ableitung

d : Pol≤n(R)→ Pol≤n(R), Σn
k=0akx

k 7→ Σn
k=0kakx

k−1.
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Für die geordnete Basis B = (1, x, ..., xn−1, xn) der Monome gilt dann d(1) = 0 und d(xk) =
kxk−1 für alle k ∈ {1, ..., n}. Also ist die darstellende Matrix der Ableitung bezüglich der
geordneten Basis B gegeben durch

MB B(d) =


0 1 0 . . . 0

0 0 2
. . . ...

...
... . . . . . . 0

0 0 . . . 0 n
0 0 . . . 0 0

 .

Wir untersuchen nun, wie sich die punktweise Addition von linearen Abbildungen, ihre punkt-
weise Multiplikation mit Skalaren in K und ihre Verkettung durch die darstellenden Matrizen
beschreiben lassen. Dazu betrachten wir endlich-dimensionale K-Vektorräume U, V,W mit fest
gewählten geordneten Basen A = (u1, ..., up), B = (v1, ..., vn) und C = (w1, ..., wm) und lineare
Abbildungen φ, ψ : U → V , χ : V → W . Wir berechnen jeweils die darstellende Matrix, indem
wir die Bilder von Basisvektoren als Linearkombinationen von Basisvektoren schreiben und die
Einträge der darstellenden Matrix daraus ablesen.

Betrachtung 4.2.10:

1. Sind φ, ψ : U → V lineare Abbildungen mit φ(ui) = Σn
j=1φjivj und ψ(ui) = Σn

j=1ψjivj,
für alle i ∈ {1, ..., p}, so folgt

(φ+ ψ)(ui) = φ(ui) + ψ(ui) = Σn
j=1φjivj + Σn

j=1ψjivj = Σn
j=1(φji + ψji)vj. (6)

Die Addition von linearen Abbildungen addiert also die Einträge ihrer beschreibenden
Matrizen bezüglich der Basen A und B.

2. Ist φ : U → V eine lineare Abbildung mit φ(ui) = Σn
j=1φjivj für alle i ∈ {1, ..., p} und

λ ∈ K, so folgt

(λφ)(ui) = λφ(ui) = λΣn
j=1φjivj = Σn

j=1(λφji)vj (7)

Die Multiplikation einer linearen Abbildung mit λ ∈ K multipliziert also jeden Eintrag
ihrer beschreibenden Matrix bezüglich der Basen A und B mit λ.

3. Ist φ : U → V eine lineare Abbildung mit φ(ui) = Σn
j=1φjivj für alle i ∈ {1, ..., p} und

u = Σp
i=1λiui ein Vektor in U , so gilt

φ(u) = φ(Σp
i=1λiui) = Σp

i=1λiφ(ui) = Σp
i=1Σn

j=1λiφjivj = Σn
j=1 (Σp

i=1φjiλi) vj (8)

Der beschreibende Spaltenvektor S(φ(u))B hat also als jten Eintrag genau die Summe
Σp
i=1φjiλi. Diese erhält man, indem man jeweils den iten Eintrag in der jten Zeile der

beschreibenden Matrix MA B(φ) mit dem iten Eintrag des beschreibenden Spaltenvektors
S(u)A multipliziert und die so entstehenden Terme addiert.

4. Sind φ : U → V und χ : V → W K-lineare Abbildungen mit φ(ui) = Σn
j=1φjivj und

χ(vj) = Σm
k=1χkjwk für alle i ∈ {1, ..., p} und j ∈ {1, .., n}, so folgt

(χ ◦ φ)(ui) = χ(φ(ui)) = χ(Σn
j=1φjivj) = Σn

j=1φjiχ(vj) = Σn
j=1φji (Σ

m
k=1χkjwj) (9)

= Σn
j=1Σm

k=1φjiχkjwk = Σm
k=1

(
Σn
j=1χkjφji

)
wk.
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Den Eintrag in der kten Zeile und iten Spalte der beschreibenden Matrix MC A(χ ◦ ψ)
erhält man also indem man jeweils den jten Eintrag in der kten Zeile der beschreibenden
Matrix MC B(χ) mit dem jten Eintrag in der iten Spalte der beschreibenden Matrix
MB A(φ) multipliziert und die so entstehenden Terme addiert.

5. Die darstellende Matrix MA A(idU) der Identitätsabbildung idU bezüglich der geordneten
Basis A ist gegeben durch φ(ui) = ui = Σn

j=1δjiuj mit δji = 0 für i 6= j und δii = 1 und
die darstellende Matrix der Nullabbildung durch φ(ui) = 0.

Wir definieren nun die Addition, Skalarmultiplikation und Multiplikation von Matrizen gerade
so, dass dass diese der Addition, Skalarmultiplikation und Verkettung von linearen Abbildungen
entsprechen. Zusätzlich führen wir ein Produkt von Matrizen mit Spaltenvektoren ein, das die
Anwendung einer linearen Abbildung auf einen Vektor beschreibt, sowie die nten Einheitsma-
trizen, die die Identitätsabbildung bezüglich einer geordneten Basis beschreiben.

Definition 4.2.11: Sei K ein Körper.
1. Die Summe einer (m× n)-Matrix A und einer (m× n)-Matrix B ist die (m× n)-Matrix

A+B =

 a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

+

 b11 . . . b1n
...

...
bm1 . . . bmn

 :=

 a11 + b11 . . . a1n + b1n
...

...
am1 + bm1 . . . amn + bmn

 .

2. Das skalare Vielfache einer (m× n)-Matrix A mit λ ∈ K ist die (m× n)-Matrix

λA = λ

 a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

 :=

 λa11 . . . λa1n
...

...
λam1 . . . λamn

 .

3. Das Produkt einer (m × n)-Matrix A mit einem Spaltenvektor v ∈ Kn ist der Spalten-
vektor

A · v =

 a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

 ·
 λ1

...
λn

 :=

 Σn
j=1a1jλj

...
Σn
j=1amjλj

 ∈ Km

4. Das Produkt einer (m×n)-Matrix A mit einer (n× p)-Matrix B ist die (m× p)-Matrix

A ·B =

 a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn

 ·
 b11 . . . b1p

...
...

bn1 . . . bnp

 :=

 Σn
j=1a1jbj1 . . . Σn

j=1a1jbjp
...

...
Σn
j=1amjbj1 . . . Σn

j=1amjbjp

 .

5. Die nte Einheitsmatrix ist die Matrix 1n ∈ Mat(n× n,K) mit

1n = (δji) =


1 0 . . . 0

0 1
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 1

 .

6. Die Nullmatrix ist die Matrix 0m×n ∈ Mat(n× n,K), für die jeder Eintrag Null ist.
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Anhand der Formeln in Definition 4.2.11 sieht man, dass das Produkt einer Matrix mit einem
Spaltenvektor im Kn das gleiche ist, wie das Produkt der Matrix mit der entsprechenden (n×1)-
Matrix. Wir brauchen also nicht zwischen Spaltenvektoren im Kn und (n × 1)-Matrizen zu
unterscheiden. Dies ist eine Konsequenz von Bemerkung 4.2.7, 1.

Da wir die Addition, Skalarmultiplikation und Multiplikation von Matrizen gerade so definiert
hatten, dass sie mit der Addition, Skalarmultiplikation und Verkettung von linearen Abbildun-
gen wird, wenn wir einer linearen Abbildung ihre darstellende Matrix bezüglich fest gewählter
Basen zuordnen, erhalten wir nun den folgenden Satz.

Satz 4.2.12: (Satz über darstellende Matrizen und Vektoren)

Seien U, V,W Vektorräume über K mit geordneten Basen A = (u1, ..., up), B = (v1, ..., vn) und
C = (w1, ..., wm). Dann ist die Abbildung MC B : HomK(V,W )→ Mat(m× n,K), φ 7→ MC B(φ)
bijektiv. Für die darstellenden Matrizen und darstellenden Spaltenvektoren gilt:
(i) S(φ(v))C = MC B(φ) · S(v)B für alle v ∈ V und K-linearen Abbildungen φ : V → W ,
(ii) MC B(φ+ ψ) = MC B(φ) + MC B(ψ) für alle K-linearen Abbildungen φ, ψ : V → W ,
(iii) MC B(λφ) = λ MC B(φ) für alle λ ∈ K und K-linearen Abbildungen φ : V → W ,
(iv) MC A(φ ◦χ) = MC B(φ) · MB A(χ) für alle K-linearen Abbildungen φ : V → W , χ : U → V .
(v) MB B(idV ) = 1n und MC B(0) = 0m×n.

Beweis:
Nach Korollar 4.2.2 existiert zu jeder Matrix N = (nji) ∈ Mat(m × n,K) genau eine lineare
Abbildung φC B(N) : V → W mit φC N(N)(vi) = Σn

j=1njiwj. Diese erfüllt per Definition die
Bedingung MC B( φC B(N)) = N . Also hat MC B die Umkehrabbildung

MC B
−1 = φC B : Mat(m× n,K)→ HomK(V,W ), N 7→ φC B(N) mit φC N(N)(vi) = Σn

j=1njiwj

und ist somit bijektiv. Aus Gleichung (8) und Definition 4.2.6 folgt (i), aus (6) und Definition
4.2.6 folgt (ii), aus (7) folgt (iii) und aus (9) folgt (iv). 2

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und ihren darstellen-
den Matrizen sowie die Multiplikation von Matrizen aus Definition 4.2.11 einem Beispiel.

Beispiel 4.2.13: Wir betrachten die Drehungen im R2 um den Winkel α ∈ R aus Beispiel
4.2.8 mit darstellender Matrix bezüglich der Standardbasis B = (e1, e2)

MB B(Rα) =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

Dann gilt für die Verkettung zweier Drehungen um die Winkel α, β ∈ R

MB B(Rα ◦Rβ) = MB B(Rα) · MB B(Rβ) =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(

cos β − sin β
sin β cos β

)
=

(
cosα cos β − sinα sin β − cos β sinα− cosα sin β
sinα cos β + sin β cosα − sinα sin β + cosα cos β

)
=

(
cos(α + β) − sin(α + β)
sin(α + β) cos(α + β)

)
,

wobei im letzten Schritt die Additionsformeln für Sinus und Kosinus benutzt wurden. Die
Verkettung zweier Drehungen um die Winkel α, β ∈ R entspricht also gerade der Drehung um
die Summe der beiden Winkel.
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Für endlich-dimensionale K-Vektorräume V und W mit geordneten Basen B = (v1, ..., vn) und
C = (w1, ..., wn) können wir nach dem Beweis von Satz 4.2.12 jeder (m × n)-Matrix N mit
Einträgen in K eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung φC B(N) : V → W zuordnen, deren
darstellende Matrix bezüglich der Basen B und C gerade die Matrix N ist. Insbesondere können
wir dabei die K-Vektorräume V = Kn und W = Km mit den Standardbasen B = (e1, ..., en)
und C = (e1, ..., em) betrachten. Die zugehörige lineare Abbildung φC B(N) ist dann gegeben
durch φC B(N)(ei) = Σm

j=1njiej und somit φC B(N)(Σn
i=1λiei) = Σm

j=1(Σn
i=1njiλi), was gerade der

Multiplikation von Spaltenvektoren im Kn mit der Matrix N entspricht. Man erhält also die
lineare Abbildung φC B(N) : Kn → Km, v 7→ N ·v. Indem wir für jede Matrix N ∈ Mat(m×n,K)
diese zugehörige lineare Abbildung betrachten, können wir Begriffe für lineare Abbildungen wie
Bild, Kern und Rang auch für Matrizen definieren.

Definition 4.2.14: Die Standardabbildung für eine Matrix N ∈ Mat(m × n,K) ist die
K-lineare Abbildung φN : Kn → Km, v 7→ N · v, die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit
N als darstellende Matrix bezüglich der Standardbasen. Wir definieren

• den Kern von N als ker(N) := ker(φN),
• das Bild von N als im(N) := im(φN),
• den Rang von N als rg(N) := rg(φN) = dimK(im(φN)).

Bemerkung 4.2.15: Für eine Matrix N = (v1, ..., vn) ∈ Mat(m× n,K) mit Spaltenvektoren
v1, ..., vn ∈ Km gilt

im(N) = spanK({Ne1, ..., Nen}) = spanK({v1, ..., vn})
ker(N) = {x ∈ Kn|N · x = 0}
rg(N) = dimK(im(N)) = dimK(spanK({v1, ..., vn})).

Da ihr Rang damit gleich der maximalen Anzahl linear unabhängiger Spaltenvektoren ist,
spricht man oft auch vom Spaltenrang und schreibt srg(N) := rg(N).

Mit Hilfe von Satz 4.2.12 können wir nun auch alle anderen Aussagen über lineare Abbildun-
gen zwischen endlich-dimensionalen Vektorräumen in Matrizen übersetzen. Dass die Abbildung
MB A : Abb(U, V ) → Mat(n× p,K), φ 7→ MB A(φ) bijektiv ist, bedeutet nämlich insbesondere,

dass zwei lineare Abbildungen φ, φ′ : U → V gleich sind genau dann, wenn ihre darstellenden
Matrizen MB A(φ) und MB A(φ′) bezüglich zweier fest gewählter Basen A, B gleich sind. Aus-
serdem können wir mit dieser bijektiven Abbildung aus den Eigenschaften der Verkettung, der
Addition und der Skalarmultiplikation linearer Abbildungen entsprechende Rechenregeln für
Matrizen ableiten. Diese kann man auch durch direktes Nachrechnen mit Hilfe der Formeln aus
Definition 4.2.11 beweisen, aber der Beweis über die linearen Abbildungen ist aufschlussreicher.

Lemma 4.2.16: (Rechenregeln für Matrizen)
Seien m,n, p, r ∈ N und K ein Körper. Dann gilt für alle Skalare λ, µ ∈ K und Matrizen
M,M ′,M ′′ ∈ Mat(m× n,K), N,N ′ ∈ Mat(n× p,K) und P ∈ Mat(p× r,K):

1. Assoziativität: M · (N · P ) = (M ·N) · P und M + (M ′ +M ′′) = (M +M ′) +M ′′,
2. Kommutativität: M +M ′ = M ′ +M ,
3. Distributivgesetze:

(i) M · (N +N ′) = M ·N +M ·N ′, (ii) (M +M ′) ·N = M ·N +M ′ ·N
(iii) λ(N +N ′) = λN + λN ′, (iv) (λ+ µ)N = λN + µN.
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4. Multiplikation mit Skalaren: λ(M ·N) = (λM) ·N = M · (λN),
5. Neutrale Elemente: 1m ·M = M · 1n = M und 0m×n +M = M + 0m×n = M .

Beweis:
Übung. 2

Betrachten wir endlich-dimensionale K-Vektorräume U, V mit geordneten Basen A = (u1, .., up)
und B = (v1, ..., vn), so können wir die Aussagen aus Satz 4.2.12 und Lemma 4.2.16 auch als
Aussagen über die bijektive Abbildung MB A : HomK(U, V )→ Mat(n×p,K) auffassen, die einer
linearen Abbildung φ : U → V ihre beschreibende Matrix MB A(φ) zuordnet. Damit erhalten
wir dann die folgenden zwei Sätze.

Satz 4.2.17: Seien m,n ∈ N und K ein Körper.
1. Die Menge Mat(m × n,K) mit der Skalarmultiplikation und Addition aus Definition

4.2.11, 1. und 2. ist ein K-Vektorraum der Dimension mn.
2. Die Elementarmatrizen Eji, die in der jten Zeile und iten Spalte den Eintrag 1 und

ansonsten nur 0 enthalten, bilden eine Basis von Mat(m× n,K).
3. Sind V,W K-Vektorräume mit geordneten Basen B = (v1, ...., vn) und C = (w1, ..., wm),

so ist die Abbildung MC B : HomK(V,W ) → Mat(m × n,K), φ 7→ MC B(φ) ein K-Vektor-
raumisomorphismus.

4. Die linearen Abbildungen φ(ji) : V → W mit φ(ji)(vi) = wj und φ(ji)(vk) = 0 für k 6= i
bilden eine Basis von HomK(V,W ). Insbesondere gilt dimK(HomK(V,W )) = mn.

Beweis:
1. und 2.: Dass Mat(m× n,K) mit der Skalarmultiplikation und Addition aus Definition 4.2.11
einen Vektorraum über K ist, folgt aus Lemma 4.2.16. Konkret ergibt sich aus der zweiten
Bedingung in 1., aus 2. und aus der zweiten Bedingung in 5., dass (Mat(m × n,K),+) ei-
ne abelsche Gruppe mit neutralem Element 0m×n ist. Bedingungen 3. (iii) und (iv) sind das
vektorielle und skalare Distributivgesetz, und die Normierungsbedingung 1 · M = M folgt
direkt aus der Definition der skalaren Vielfachen in Definition 4.2.11. Dass die Matrizen Eji
eine Basis von Mat(m × n,K) bilden, ergibt sich aus der Definition der Matrixaddition und
der skalaren Vielfachen in Definition 4.2.11. Da es genau mn solche Matrizen gibt, folgt
dimK(Mat(m× n,K)) = mn.

3. und 4.: Dass MC B : HomK(V,W ) → Mat(m × n,K) linear ist, ergibt sich aus Satz
4.2.12 (ii) und (iii). Da diese Abbildung nach Satz 4.2.12 außerdem bijektiv ist, ist sie ein
K-Vektorraumisomorphismus. Per Definition der darstellenden Matrix gilt MC B(φ(ji)) = Eji.
Mit Korollar 4.1.15 folgt dann, dass die Abbildungen φ(ji) eine Basis von HomK(V,W ) bilden. 2
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Satz 4.2.18: Sei n ∈ N und K ein Körper.
1. Die Menge Mat(n × n,K) bildet mit der Matrixmultiplikation, der Matrixaddition

und der Skalarmultiplikation aus Definition 4.2.11 einen assoziative K-Algebra mit
Einheitselement 1n.

2. Ist V ein K-Vektorraummit einer fest gewählten BasisB = (v1, ..., vn), so ist die Abbildung
MB B : EndK(V )→ Mat(n× n,K), φ 7→ MB B(φ) ein Isomorphismus von K-Algebren.

Beweis:
1. Nach Satz 4.2.17 ist Mat(n × n,K) mit der Matrixaddition und Skalarmultiplikation ein
Vektorraum über K. Zu zeigen ist also noch dass Mat(n × n,K) mit der Matrixaddition und
Matrixmultiplikation ein unitaler Ring mit Einselement 1n ist, und dass die Kompatibilitäts-
bedingung zwischen Matrixmultiplikation und Skalarmultiplikation erfüllt ist.

Dass Mat(n×n,K) mit der Matrixaddition und Matrixmultiplikation aus Definition 4.2.11 einen
einen unitalen Ring mit Einheitselement 1n bildet, ergibt sich aus Lemma 4.2.16. Konkret be-
sagen die zweite Bedingung in Lemma 4.2.16, 1 zusammen mit 2. und der zweiten Bedingung
in 5, dass (Mat(n × n,K),+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0m×n ist (R1).
Bedingungen (i) und (ii) in Lemma 4.2.16, 3. sind die Distributivgesetze (R3). Die erste Be-
dingung in Lemma 4.2.16, 1. und die erste Bedingung in 5. besagen, dass (Mat(n× n,K), ·) ein
Monoid mit neutralem Element 1n ist (UR). Die Kompatibilität von Skalarmultiplikation und
Matrixmultiplikation entspricht Aussage 4. in Lemma 4.2.16.

2. Nach Satz 4.2.12 ist die Abbildung MB B : EndK(V ) → Mat(n × n,K) bijektiv, und nach
Satz 4.2.17 ist sie K-linear. Aus Satz 4.2.12 (ii), (iv) und (v) folgt, dass sie ein unitaler
Ringisomorphismus ist, und damit ein Isomorphismus von K-Algebren. 2

Bemerkung 4.2.19:

1. Die Multiplikation im Ring Mat(n× n,K) ist für n ≥ 2 nicht kommutativ. Beispielsweise
gilt in Mat(2× 2,R)(

0 1
0 0

)
·
(

0 0
1 0

)
=

(
1 0
0 0

) (
0 0
1 0

)
·
(

0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 1

)
.

Die Ringe Mat(n × n,K) für n ≥ 2 und die dazu isomorphen Ringe EndK(V ) für
n-dimensionale K-Vektorräume V sind wichtige Beispiele nicht-kommutativer Ringe.

2. Die Einheitengruppe des Monoids (Mat(n× n,K), ·) wird mit GL(n,K) bezeichnet11. Sie
enthält genau die invertierbaren Matrizen, d. h. die Matrizen A ∈ Mat(n× n,K) für
die eine Matrix A−1 ∈ Mat(n× n,K) mit A · A−1 = A−1 · A = 1n existiert. Existiert eine
solche Matrix A−1 so ist sie eindeutig bestimmt und heißt die zu A inverse Matrix. Es
gelten die üblichem Rechenregeln und Identitäten für Monoide (siehe Lemma 2.2.12).

3. Für jeden n-dimensionalen K-Vektorraum V ist nach Satz 4.2.18 die beschreibende Matrix
MB B(φ) eines Endomorphismus φ : V → V invertierbar genau dann, wenn der Endomor-

phismus φ invertierbar ist. Die Einheitengruppe GL(n,K) des Monoids (Mat(n× n,K), ·)
ist also das Bild der Einheitengruppe (AutK(V ), ◦) des Monoids (EndK(V ), ◦) unter dem
Algebraisomorphismus MB B : EndK(V )→ Mat(n× n,K).

11Die Abkürzung GL steht für deren englische Bezeichnung General Linear Group.
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Satz 4.2.18 erlaubt es einem, statt der Endomorphismenalgebra EndK(V ) eines n-dimensionalen
K-Vektorraums V die dazu isomorphe Algebra Mat(n×n,K) zu betrachten. Man beachte aber,
dass es nicht einen ausgezeichneten Algebraisomorphismus, sondern sehr viele verschiedene
Isomorphismen zwischen den Algebren Mat(n×n,K) und EndK(V ) gibt. Denn jede Wahl einer
geordneten BasisB von V liefert einen Algebraisomorphismus MB B : EndK(V )→ Mat(n×n,K).

4.3 Basiswechsel und Koordinatentransformationen

Die Beschreibung von endlich dimensionalen K-Vektorräumen durch Spaltenvektoren im Kn und
die Beschreibung von linearen Abbildungen durch Matrizen führt offensichtlich zu erheblichen
Vereinfachungen. Anderseits hat sie den Nachteil, dass die so erhaltenen darstellenden Spalten-
vektoren und Matrizen von der sehr beliebigen Wahl der Basen abhängen. Um die Ergebnisse
für verschiedene Basiswahlen vergleichen zu können, müssen wir daher untersuchen, wie sich
ein Wechsel der Basis auf die darstellenden Spaltenvektoren und Matrizen auswirkt. Dies ergibt
sich als Spezialfall vom Satz 4.2.12. Denn aus Satz 4.2.12 (iv) folgt für alle endlich dimensiona-
len K-Vektorräume V,W , alle lineare Abbildungen φ : V → W und alle geordnete Basen A,A′
von V und B,B′ von W

MB′ A′(φ) = MB′ A′(idW◦φ◦idV ) = MB′ B(idW )· MB A′(φ◦idV ) = MB′ B(idW )· MB A(φ)· MA A′(idV ).

Ausserdem ergibt sich für V = W und φ = idV aus Satz 4.2.12 (iv) und (v)

1n = MA′ A′(idV ) = MA′ A′(idV ◦ idV ) = MA′ A(idV ) · MA A′(idV ) ⇒ MA A′(idV ) = MA′ A(idV )−1

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.3.1: (Basistransformationsformel)
Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorräume der Dimensionen n und m mit geordneten
Basen A, A′ und B, B′. Dann sind die Basiswechselmatrizen MA′ A(idV ) und MB′ B(idW )
invertierbar mit Inversen

MA′ A(idV )−1 = MA A′(idV ) MB′ B(idW )−1 = MB B′(idW )

und für jede K-lineare Abbildung φ : V → W gilt:

MB′ A′(φ) = MB′ B(idW ) · MB A(φ) · MA′ A(idV )−1.

Im Spezialfall V = W erhält man für A = B und A′ = B′:

MA′ A′(φ) = MA′ A(idV ) · MA A(φ) · MA′ A(idV )−1.

Der Übersichtlichkeit halber fassen wir die Aussagen von Satz 4.2.12 (i), (iv) und Satz 4.3.1
in einem sogenannten kommutierenden Diagramm von K-Vektorräumen und linearen Ab-
bildungen zusammen. Dabei werden die beteiligten Vektorräume V , W , Kn und Km in einem
Diagramm angeordnet. Die linearen Abbildungen zwischen ihnen werden durch Pfeile beschrie-
ben, die mit den Namen der entsprechenden Abbildung gekennzeichnet werden. Ein solcher
Pfeil zeigt immer vom Definitionsbereich zum Bildbereich der Abbildung, und das Aneinan-
derhängen von Pfeilen entspricht der Verkettung von Abbildungen. Invertierbare Abbildungen
werden oft durch das Anbringen des Symbols ∼ oder ∼= an einem Pfeil hervorgehoben. Sagt
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man, dass ein solches Diagramm kommutiert, so meint man damit, dass alle durch Aneinan-
derhängen entstehenden Wege in diesem Diagramm von einem gegebenen Startpunkt zu einem
gegebenen Zielpunkt die gleiche Abbildung liefern. Die Aussagen von Satz 4.2.12 (i), (iv) und
Satz 4.3.1 können dann durch das folgende kommutierende Diagramm beschrieben werden:

Kn

w 7→ M
A′ A

(idV )·w

��

x 7→ MB A(φ)·x
// Km

y 7→ M
B′ B

(idW )·y

��

V

SA

∼=

``

S
A′

∼=
~~

φ //W

SB

∼=

==

S
B′

∼=
!!

Kn
z 7→ M

B′ A′(φ)·z
// Km

(10)

• Das Kommutieren des oberes Trapezes entspricht der Aussage

S(φ(v))B = MB A(φ) · S(v)A ∀v ∈ V,

• Das Kommutieren des unteren Trapezes entspricht der Aussage

S(φ(v))B′ = MB′ A′(φ) · S(v)A′ ∀v ∈ V,

• Das Kommutieren des linken Dreiecks entspricht der Aussage

S(v)A′ = MA′ A(idV ) · S(v)A ∀v ∈ V,

• Das Kommutieren des rechten Dreiecks entspricht der Aussage

S(w)B′ = MB′ B(idW ) · S(w)B ∀w ∈ W,

• Das Kommutieren des äußeren Rechtecks entspricht der Aussage

MB′ B(idW ) · MB A(φ) = MB′ A′(φ) · MA′ A(idV ).

Aus der Basistransformationsformel und dem zugehörigen kommutierenden Diagramm (10)
wird deutlich, dass sehr viele verschiedene Matrizen dieselbe lineare Abbildung φ : V → W
beschreiben können. Beispielsweise kann man zeigen (Übung), dass jede invertierbare Matrix
N ∈ Mat(n × n,K) die Identitätsabbildung idKn : Kn → Kn bezüglich irgendwelcher Basen A,
A′ ⊆ Kn beschreibt, d. h. es existieren Basen A,A′ von Kn mit N = MA′ A(idKn). Dennoch
beschreibt nicht jede Matrix jede beliebige lineare Abbildung bezüglich irgendwelcher Basen,
denn die beschreibende Matrix der Nullabbildung φ : V → W , v 7→ 0 bezüglich beliebiger
Basen A von V und B von W ist beispielsweise immer eine Nullmatrix.

Wir benötigen also ein Kriterium, das uns sagt, ob zwei gegebene Matrizen bezüglich irgend-
welcher Basen dieselbe Abbildung beschreiben. Dabei müssen wir im Fall der (n×n)-Matrizen
entscheiden, ob wir darstellende Matrizen bezüglich zweier verschiedener Basen oder nur be-
züglich einer Basis zulassen wollen. Die Kriterien, die sich daraus ergeben sind die Äquivalenz
und Ähnlichkeit von Matrizen.
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Definition 4.3.2: Sei K ein Körper.

1. Eine Matrix M ′ ∈ Mat(m× n,K) heißt äquivalent zu einer Matrix M ∈ Mat(m× n,K),
wenn invertierbare Matrizen A ∈ GL(m,K), B ∈ GL(n,K) existieren mitM ′ = A·M ·B−1.

2. Eine Matrix M ′ ∈ Mat(n × n,K) heißt ähnlich oder konjugiert zu einer Matrix M ∈
Mat(n×n,K), wenn eine invertierbare Matrix A ∈ GL(n,K) existiert mitM ′ = A·M ·A−1.

Ist M ′ ähnlich zu M , so ist M ′ offensichtlich auch äquivalent zu M , denn dann kann man für
die Matrix B in Definition 4.3.2, 1. B = A wählen. Umgekehrt folgt aus M ′ äquivalent zu M
aber nicht, dass M ′ ähnlich zu M ist - auch dann nicht wenn M und M ′ (n × n)-Matrizen
sind. Beispielsweise ist jede invertierbare Matrix C ∈ GL(n,K) äquivalent zur Einheitsmatrix,
denn 1n = A · C ·B−1 mit A = 1n, B = C. Die einzige invertierbare Matrix C ∈ GL(n,K), die
ähnlich zur Einheitsmatrix ist, ist aber die Einheitsmatrix selbst, denn aus 1n = A · C · A−1

folgt C = A−1 · 1n · A = 1n.

Satz 4.3.3: Sei K ein Körper und n,m ∈ N.
1. Äquivalenz von Matrizen ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge Mat(m× n,K).
2. Zwei Matrizen N,N ′ ∈ Mat(m × n,K) sind äquivalent genau dann, wenn sie bezüglich

zweier Paare von Basen dieselbe lineare Abbildung beschreiben, d. h. es gibt einen
n-dimensionalen K-Vektorraum V mit geordneten Basen A, A′, einen m-dimensionalen
K-Vektorraum W mit geordneten Basen B, B′ und eine lineare Abbildung φ : V → W
mit N = MB A(φ) und N ′ = MB′ A′(φ)

3. Ähnlichkeit von Matrizen ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge Mat(n× n,K).
4. Zwei Matrizen N,N ′ ∈ Mat(n × n,K) sind ähnlich genau dann, wenn sie bezüglich

zweier Basen denselben Vektorraumendomorphismus beschreiben, d. h. es existiert ein
n-dimensionaler K-Vektorraum V mit geordneten Basen A,A′ und ein Endomorphismus
φ : V → V mit N = MA A(φ) und N ′ = MA′ A′(φ).

Beweis:
1. Äquivalenz von Matrizen ist eine Äquivalenzrelation:

• reflexiv:
Jede Matrix M ∈ Mat(m× n,K) ist äquivalent zu sich selbst, denn es gilt M = 1m ·M · 1n.

• symmetrisch: Ist M ′ äquivalent zu M , so gibt es Matrizen A ∈ GL(m,K), B ∈ GL(n,K)
mit M ′ = A ·M · B−1. Es folgt M = A−1 ·M ′ · B = A−1 ·M ′ · (B−1)−1 mit A−1 ∈ GL(m,K)
und B−1 ∈ GL(n,K), und damit ist auch M äquivalent zu M ′.

• transitiv: Ist M ′′ äquivalent zu M ′ und M ′ äquivalent zu M , dann existieren Matrizen
A,C ∈ GL(m,K) und B,D ∈ GL(n,K) mit M ′′ = A · M ′ · B−1 und M ′ = C · M · D−1.
Daraus folgt M ′′ = A · C ·M ·D−1 · B−1 = (A · C) ·M · (B ·D)−1 mit B ·D ∈ GL(n,K) und
A · C ∈ GL(m,K). Also ist auch M ′′ äquivalent zu M .

2. ⇐: Existieren K-Vektorräume V , W mit geordneten Basen A, A′ und B, B′ und eine lineare
Abbildung φ : V → W mit MB A(φ) = N und MB′ A′(φ) = N ′, so folgt aus Satz 4.3.1

N ′ = MB′ A′(φ) = MB′ B(idW ) · MB A(φ) · MA′ A(idV )−1 = MB′ B(idW ) ·N · MA′ A(idV )−1

mit MB′ B(idW ) ∈ GL(m,K) und MA′ A(idV ) ∈ GL(n,K). Also sind N und N ′ äquivalent.
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⇒: Sind umgekehrt N,N ′ ∈ Mat(m × n,K) äquivalent, so existieren Matrizen C ∈ GL(m,K),
D ∈ GL(n,K) mit N ′ = C · N · D−1. Die darstellende Matrix der K-linearen Abbildung
φN : Kn → Km, v 7→ N · v bezüglich der Standardbasen A = (e1, ..., en) und B = (e1, ..., em) ist
dann gegeben durch MB A(φN) = N .

Wegen der Invertierbarkeit von D und C bilden auch die Spaltenvektoren von D−1 und C−1

Basen des Kn bzw. des Km, denn rg(D) = rg(D−1) = n und rg(C) = rg(C−1) = m. Diese
sind gegeben durch vj = Σn

k=1D
−1
kj ek und wi = Σm

l=1C
−1
ki ek für j ∈ {1, ..., n} und i ∈ {1, ...,m}.

Daraus folgt, dass die Basiswechselmatrizen für den Wechsel von A′ = (v1, ..., vn) zur Basis
A und den Wechsel von B′ = (w1, ..., wn) zu B gegeben sind durch MA A′(idV ) = D−1 und
MB B′(idV ) = C−1. Mit Satz 4.3.1 ergibt sich dann

MB′ A′(φ) = MB B′(idW )−1 · MB A(φ) · MA A′(idV ) = C ·N ·D−1 = N ′.

Die entsprechenden Beweise für Ähnlichkeit in 3. und 4. sind analog (Übung). 2

In Satz 4.3.3 haben wir die Frage, ob zwei gegebene Matrizen N,N ′ dieselbe lineare Abbildung
bezüglich verschiedener Basen beschreiben können, in eine Frage nach der Existenz gewisser
invertierbarer Matrizen umgewandelt, die die Matrizen N und N ′ in Beziehung setzen. Im Fall
der Äquivalenz lässt sich damit schnell klären, welche Matrizen in der gleichen Äquivalenzklasse
liegen. Es zeigt sich, dass zwei Matrizen N,N ′ ∈ Mat(m × n,K) genau dann äquivalent sind,
wenn sie den gleichen Rang haben.

Satz 4.3.4: Jede Matrix N ∈ Mat(m× n,K) ist äquivalent zu genau einer Matrix der Form

Er
m×n =

(
1r 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

)
mit r = rg(N) ∈ {0, ...,min(n,m)},

Zwei Matrizen N,N ′ ∈ Mat(m× n,K) sind also genau dann äquivalent, wenn rg(N) = rg(N ′).
Für jede lineare Abbildung φ : U → V , die bezüglich irgendwelcher Basen durch N beschrieben
wird, gilt rg(φ) = rg(N).

Beweis:
1. Für äquivalente Matrizen N , N ′ gilt rg(N) = rg(N ′):
Dazu betrachten wir die lineare Abbildung φN : Kn → Km, v 7→ N · v. Ist N ′ = A ·N ·B−1 mit
A ∈ Gl(m,K) und B ∈ GL(n,K), so folgt rg(N ′) = rg(φN ′) = rg(φA ◦ φN ◦ φ−1

B ) = rg(φN) =
rg(N), denn wegen der Invertierbarkeit von A und B sind die Abbildungen φA : Kn → Kn,
φB : Km → Km Isomorphismen.

2. Jede Matrix N ∈ Mat(m× n,K) ist äquivalent zu einer Matrix Er
m×n mit r = rg(N):

Wir wählen eine geordnete Basis (vr+1, ..., vn) von ker(φN) ⊆ Kn und ergänzen sie zu einer
geordneten Basis A = (v1, ..., vn) von Kn. Dann ist (φ(v1), ..., φ(vr)) eine Basis von im(φN) ⊆ Km.
Wir ergänzen sie zu einer Basis B = (φ(v1), ..., φ(vr), wr+1, ..., wm) von Km. Die darstellende
Matrix von φN bezüglich der Basen A und B ist dann gegeben durch MB A(φN) = Er

m×n, und
nach Satz 4.3.3 sind N und Er

m×n äquivalent.

3. Ist rg(N) = rg(N ′) = r, so sind N und N ′ nach 2. äquivalent zu Er
m×n und wegen der

Transitivität der Äquivalenzrelation äquivalent dann auch zueinander äquivalent.

4. Ist φ : U → V eine lineare Abbildung und sind A, B geordnete Basen von U , V
mit MB A(φ) = N , so gilt SB ◦ φ = φN ◦ SA nach (10). Da die linearen Abbildungen

112



SB : V → Kn und SA : U → Km aus Korollar 4.2.4 K-Vektorraumisomorphismen sind, folgt
rg(φ) = rg( SB ◦ φ) = rg(φN ◦ SA ) = rg(φN) = rg(N). 2

Satz 4.3.4 besagt insbesondere, dass die Äquivalenzrelation äquivalent sein auf Mat(m× n,K)
genau 1 + min(n,m) Äquivalenzklassen besitzt, nämlich die Äquivalenzklassen der Matrizen
Er
m×n für alle möglichen Werte von r

Mat(m× n,K)/ ∼äqu= {[Er
m×n] | r ∈ {0, 1, ...,min(n,m)}.

Damit reduziert Satz 4.3.4 die Untersuchung der Äquivalenz zweier Matrizen auf die Frage,
ob diese Matrizen den gleichen Rang besitzen. Insbesondere sagt einem dieser Satz auch, dass
alleine die Kenntnis einer beschreibenden Matrix ohne die Information bezüglich welcher Basen
sie eine lineare Abbildung beschreibt, sehr wenig über die zugrundeliegende lineare Abbildung
sagt. Kennt man die Basen nicht, so kann man nämlich aus der beschreibenden Matrix nur die
Dimension des Kerns und Bilds der linearen Abbildung rekonstruieren.

Festzustellen, ob zwei gegebene Matrizen N,N ′ ∈ Mat(n×n,K) ähnlich sind, ist viel schwieriger
als ihre Äquivalenz zu untersuchen. Wir können diese Frage derzeit noch nicht vollständig
klären. Allerdings können wir die linearen Abbildungen identifizieren, deren darstellende Matrix
bezüglich einer Basis von der Form Er

n×n ist und damit auch die Matrizen beschreiben, die
ähnlich zu einer solchen Matrix sind. Dies führt auf den Begriff der Projektionsabbildung.

Definition 4.3.5: Sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung φ : V → V mit φ ◦ φ = φ
heißt Projektionsabbildung oder Projektor oder Idempotent.

Beispiel 4.3.6:
1. Im Kn sind die Koordinatenprojektionen πi : Kn → Kn, Σn

j=1xjej 7→ xiei Projektions-
abbildungen, denn sie sind linear mit πi ◦ πi = πi für i ∈ {1, ..., n}.

2. Im R2 ist für alle α ∈ R die lineare Abbildung φα : R2 → R2, (x, y)T 7→ (x, αx)T eine
Projektionsabbildung, denn sie ist linear und φα ◦ φα = φα. Es handelt sich um die
Projektion auf die Gerade y = αx, wobei parallel zur x2-Richtung projiziert wird.

3. Ist ein K-Vektorraum V eine direkte Summe V = U1 ⊕ U2 zweier Untervektorräume
U1, U2 ⊆ V , so sind φ1, φ2 : V → V mit φ1(u1 + u2) = u1 und φ2(u1 + u2) = u2 für alle
u1 ∈ U1 und u2 ∈ U2 Projektionsabbildungen.

Das letzte Beispiel zeigt, dass eine Zerlegung eines Vektorraums als direkte Summe zweier
Untervektorräume Projektionsabbildungen liefert. Umgekehrt liefert eine Projektionsabbildung
φ : V → V immer eine Zerlegung von V als direkte Summe zweier Untervektorräume, nämlich
des Kerns und des Bildes der Projektionsabbildung. Damit können wir im endlich-dimensionalen
Fall eine Basis konstruieren, bezüglich der eine Projektionsabbildung durch eine Matrix Er

n×n
beschrieben wird.

Lemma 4.3.7: Sei V ein K-Vektorraum und φ : V → V eine Projektionsabbildung. Dann
gilt V = ker(φ) ⊕ im(φ). Ist dimK(V ) < ∞, so gibt es eine geordnete Basis A von V mit
MA A(φ) = Er

n×n für r = rg(φ).
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Beweis:
Wir können jeden Vektor v ∈ V schreiben als v = v − φ(v) + φ(v) mit φ(v) ∈ im(φ) und
v − φ(v) ∈ ker(φ), denn es gilt φ(v − φ(v)) = φ(v) − φ(φ(v)) = φ(v) − φ(v) = 0. Also ist
V = ker(φ) + im(φ). Ist v ∈ ker(φ) ∩ im(φ), so existiert ein u ∈ V mit v = φ(u), und es folgt
0 = φ(v) = φ(φ(u)) = φ(u) = v. Also ist ker(φ) ∩ im(φ) = {0} und damit V = ker(φ)⊕ im(φ).

Ist V endlich-dimensional, so können wir eine geordnete Basis (v1, ..., vr) mit r = rg(φ) von
im(φ) und eine geordnete Basis (vr+1, ..., vn) von ker(φ) wählen. Dann ist A = (v1, ..., vn) eine
geordnete Basis von V , und es gilt φ(vi) = vi für i ∈ {1, .., r} und φ(vi) = 0 für i ∈ {r+1, ..., n},
also MA A(φ) = Er

n×n. 2

Mit Hilfe dieses Lemmas können wir nun zeigen, dass die (n×n)-Matrizen, die ähnlich zu einer
Matrix Er

n×n sind, gerade die darstellenden Matrizen von Projektionsabbildungen sind. Daraus
ergibt sich, dass genau die Matrizen N ∈ Mat(n× n,K) ähnlich zu einer Matrix Er

n×n sind, für
die N · N = N gilt. Insbesondere ist damit gezeigt, dass es (n × n)-Matrizen mit Einträgen
in K gibt, die nicht ähnlich zu einer Matrix Er

n×n sind, denn offensichtlich erfüllt nicht jede
(n× n)-Matrix diese Bedingung.

Satz 4.3.8: Für eine Matrix N ∈ Mat(n× n,K) sind äquivalent:
(i) N ist ähnlich zu einer Matrix Er

n×n
(ii) N ·N = N .
(iii) N ist darstellende Matrix einer Projektionsabbildung, d. h. es existiert ein n-dimensionaler

K-Vektorraum V , eine geordnete Basis A = (v1, ..., vn) und eine Projektionsabbildung
φ : V → V mit N = MA A(φ).

Beweis:
(i)⇒(ii): Ist N ∈ Mat(n × n,K) ähnlich zu einer Matrix Er

n×n, so existiert eine Matrix A ∈
GL(n,K) mit N = A · Er

n×n · A−1, und es folgt

N ·N = A · Er
n×n · A−1 · A · Er

n×n · A−1 = A · Er
n×n · Er

n×n · A−1 = A · Er
n×n · A−1 = N.

(ii)⇒(iii): Gilt N · N = N , so ist die lineare Abbildung φN : Kn → Kn, v 7→ N · v eine
Projektionsabbildung, und N ist die darstellende Matrix von φN bezüglich der Standardbasis.

(iii)⇒(i): Ist N darstellende Matrix einer Projektionsabbildung φ : V → V bezüglich einer
Basis A von V , so ist N nach Satz 4.3.3 ähnlich zu der darstellenden Matrix von φ für jede
andere geordnete Basis A′ von V . Nach Lemma 4.3.7 existiert eine Basis von V , bezüglich der
φ durch Er

n×n dargestellt wird, und somit ist N ähnlich zu Er
n×n. 2

4.4 Duale Abbildungen und Transposition

In der Beschreibung von linearen Abbildungen durch Matrizen spielen offensichtlich die Zeilen
und Spalten der Matrix eine unterschiedliche Rolle. Sind A = (v1, ..., vn) und B = (w1, ..., wn)
geordnete Basen von endlich-dimensionalen Vektorräumen V und W und φ : V → W eine
lineare Abbildung, so enthalten die Spalten der beschreibenden Matrix MB A(φ) die Koeffizienten
der Vektoren φ(vi) als Linearkombination von Vektoren in B.
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Andererseits können wir aus einer (m × n)-Matrix N eine (n × m)-Matrix NT konstruieren,
indem wir die Einträge in der iten Spalte von N als Einträge in der ite Zeile von NT wählen.
Die resultierende Matrix NT , deren Spalten dann gerade die Zeilen von N sind, wird als die
Transponierte von N bezeichnet. Während die Matrix N insbesondere eine lineare Abbildung
φN : Kn → Km, v 7→ N · v definiert, erhält man analog für NT eine lineare Abbildung φNT :
Km → Kn, w 7→ NT · w. Allerdings ist nicht offensichtlich, welche lineare Abbildung durch
die Matrix NT beschrieben wird, wenn N die darstellende Matrix einer beliebigen linearen
Abbildung φ : V → W bezüglich beliebiger Basen ist. Um dies zu klären, müssen wir uns
zunächst genauer mit den Eigenschaften der Transposition beschäftigen.

Definition 4.4.1: Sei A = (aji) ∈ Mat(m × n,K). Dann heißt die Matrix AT = (aij) ∈
Mat(n×m,K) die zu A transponierte Matrix.

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

 ⇒ AT =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2
...

... . . . ...
a1n a2n . . . amn

 .

Eine Matrix A = (aji) ∈ Mat(n× n,K) heißt symmetrisch, wenn A = AT , und antisymme-
trisch, wenn AT = −A gilt.

Satz 4.4.2: Sei K ein Körper und m,n, p ∈ N.
1. Die Transposition von Matrizen definiert einen K-Vektorraumisomorphismus

T : Mat(m× n,K)→ Mat(n×m,K), A 7→ AT .

2. Für beliebige Matrizen A in Mat(m× n,K), B ∈ Mat(n× p,K) gilt (A ·B)T = BT · AT .

3. Es gilt 1Tn = 1n und (A−1)T = (AT )−1 für alle A ∈ GL(n,K).

Beweis:
Die Transpositionsabbildung T : Mat(m × n,K) → Mat(n ×m,K) ist K-linear, denn nach den
Rechenregeln für Matrixmultiplikation und Skalarmultiplikation gilt für A,B ∈ Mat(m×n,K),
λ ∈ K und alle i ∈ {1, .., n}, j ∈ {1, ...,m}

(A+B)Tji = (A+B)ij = Aij +Bij = ATji +BT
ji (λA)Tji = (λA)ij = λAij = λATji.

Da per Definition der Transposition (AT )T = A für alle A ∈ Mat(m× n) gilt, ist die Transpo-
sitionsabbildung invertierbar und somit ein Vektorraumisomorphismus. Die Aussage 2. beweist
man durch Nachrechnen. Für A ∈ Mat(m× n,K) und B ∈ Mat(n× p,K) erhält man

(A ·B)Tji = (A ·B)ij = Σn
k=1(A)ik(B)kj = Σn

k=1A
T
kiB

T
jk = (BT · AT )ji,

für alle i ∈ {1, ..., p} und j ∈ {1, ...,m}. Die Aussage 1Tn = 1n ist offensichtlich. Ist A ∈ GL(n,K),
so erhält man damit (A−1)T ·AT = (A ·A−1)T = 1Tn = 1n = (A−1 ·A)T = AT · (A−1)T und mit
der Eindeutigkeit der Inversen (AT )−1 = (A−1)T . 2

Um ein Analogon der Transposition von Matrizen für lineare Abbildungen φ : V → W zwischen
endlich-dimensionalen Vektorräumen zu finden, erinnern wir uns daran, dass der beschreibende
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Spaltenvektor SA (v) ∈ Kn eines Vektors v ∈ V bezüglich einer geordneten Basis A = (v1, ..., vn)
auch als darstellende Matrix MA (1)(Lv) der linearen Abbildung Lv : K→ V , λ 7→ λv bezüglich
der geordneten Basen (1) von K und A von V aufgefasst werden kann. Ebenso kann man einen
Zeilenvektor (λ1, ..., λn) als darstellende Matrix der linearen Abbildung L∗ : V → K, vj 7→ λj
bezüglich der geordneten Basen A und (1) auffassen. Offensichtlich müssen wir also um die
Transposition zu verallgemeinern nicht nur den Vektorraum V sondern auch den Vektorraum
HomK(V,K) der K-linearen Abbildungen von V nach K betrachten.

Definition 4.4.3: Sei V ein Vektorraum über K. Der Dualraum von V ist der Vektorraum
V ∗ := HomK(V,K). Elemente von V ∗ heissen Linearformen.

Bemerkung 4.4.4: Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, so gilt nach Satz 4.2.17
dimK(V ∗) = dimK(K) · dimK(V ) = dimK(V ) und damit sind V und V ∗ isomorph. Nach Satz
4.2.17 bilden dann für jede geordnete Basis B = (v1, ..., vn) von V die linearen Abbildungen
ϑi : V → K mit ϑi(vi) = 1 und ϑj(vi) = 0 für i 6= j eine geordnete Basis B∗ = (ϑ1, ..., ϑn) von
V ∗. Sie heißt die zu B duale Basis.

Die Aussagen von Bemerkung 4.4.4 sind falsch für unendlich-dimensionale K-Vektorräume V .
Dort erhält man zwar ebenfalls für jedes Element b ∈ B einer Basis B von V eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung ϑb : V → K mit ϑb(b) = 1 und ϑb(b′) = 0 für b′ ∈ B \ {b},
aber die Menge M = {ϑb|b ∈ B} ⊆ V ∗ ist keine Basis von V , denn aus der Endlichkeit der
Linearkombinationen ergibt sich spanK(M) = {α ∈ V ∗|α(b) = 0 für fast alle b ∈ B} ( V ∗.

Mit Hilfe des Dualraums können wir nun eine Analogon der Transposition für beliebige lineare
Abbildungen φ : U → V zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorräumen U und V definieren.
Dies ist die sogenannte duale Abbildung φ∗ : V ∗ → U∗, α 7→ α ◦ φ. Da α ∈ V ∗ eine lineare
Abbildung von V nach K und φ : U → V eine lineare Abbildung von U nach V ist, ist nämlich
die Verkettung α ◦ φ eine lineare Abbildung von U nach K, also ein Element von U∗.

Satz 4.4.5: Seien U, V,W Vektorräume über K und φ : U → V , ψ : V → W K-lineare
Abbildungen. Dann gilt:

1. Für jede K-lineare Abbildung φ : U → V ist auch die Abbildung φ∗ : V ∗ → U∗, α 7→ α◦φ
K-linear. Sie heißt die zu φ duale Abbildung.

2. Sind U, V endlich-dimensional mit geordneten Basen A, B und A∗ und B∗ die dazu dualen
Basen, dann gilt für jede lineare Abbildung φ : U → V

MA∗ B∗(φ
∗) = MB A(φ)T .

3. Es gilt id∗V = idV ∗ sowie (ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗ für alle lineare Abbildungen φ : U → V ,
ψ : V → W und (φ−1)∗ = (φ∗)−1 für alle invertierbaren linearen Abbildungen φ : U → V .

Beweis:
Die Linearität von φ∗ ergibt sich durch direktes Nachrechnen. Für alle α, β ∈ V ∗, λ ∈ K gilt

φ∗(α + β) = (α + β) ◦ φ = α ◦ φ+ β ◦ φ = φ∗(α) + φ∗(β), φ∗(λα) = (λα) ◦ φ = λ(α ◦ φ) = λφ∗(α)

und somit ist φ∗ : V ∗ → U∗ linear. Seien nun A = (u1, ..., um) und B = (v1, ..., vn) geordnete
Basen von U und V und A∗ = (ω1, ..., ωm) und B∗ = (ϑ1, ..., ϑn) die dazu dualen Basen. Dann
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ist die beschreibende Matrix einer K-linearen Abbildung φ : U → V mit φ(ui) = Σn
j=1φjivj

gegeben durch MB A(φ)ji = φji. Daraus ergibt sich für alle i ∈ {1, ...,m} und j ∈ {1, ..., n}

φ∗(ϑj)(ui) = ϑj(φ(ui)) = ϑj(Σn
k=1φkivk) = Σn

k=1φkiϑ
j(vk) = φji = Σm

k=1φjkω
k(ui)

und somit φ∗(ϑj) = Σm
k=1φjkω

k. Also erfüllen die beschreibenden Matrizen die Bedingung
MA∗ B∗(φ

∗)ij = φji = MB A(φ)ji und somit MA∗ B∗(φ
∗) = MB A(φ)T . Die Aussagen in 3. folgen

dann mit dieser Identität aus Satz 4.4.2, 2. und 3. 2

Dieser Satz zeigt, dass das Konzept der dualen Abbildung die Transposition von Matrizen ver-
allgemeinert. Denn er besagt, dass die Transponierte der beschreibenden Matrix einer K-linearen
Abbildung bezüglich zweier Basen gerade die beschreibende Matrix der dualen Abbildung be-
züglich der dualen Basen ist.

Da für jede Matrix A ∈ Mat(m×n,K) die Identität (AT )T = A gilt, stellt sich nun die Frage, ob
eine analoge Identität auch für duale Abbildungen existiert. Da die doppelt duale Abbildung
φ∗∗ : U∗∗ → V ∗∗ einer K-linearen Abbildung φ : U → V zunächst keine Abbildung von U
nach V ist, müssen wir dazu zunächst eine Beziehung zwischen den Vektorräumen V ∗∗ = (V ∗)∗

und V und den Vektorräumen U∗∗ = (U∗)∗ und U herstellen und anschließend die linearen
Abbildungen φ : U → V und φ∗∗ : U∗∗ → V ∗∗ vergleichen. Dazu stellen wir fest, dass es für
jeden K-Vektorraum V eine kanonische K-lineare Abbildung kanV : V → V ∗∗ gibt, d. h. eine
Abbildung, deren Definition keine willkürlichen Wahlen wie z. B. die Wahl einer Basis erfordert.
Wir können nämlich einem Vektor v ∈ V die lineare Abbildung fv ∈ V ∗∗ = HomK(V ∗,K) mit
fv(α) = α(v) für alle α ∈ V ∗ zuordnen.

Satz 4.4.6: Zu jedem K-Vektorraum V existiert eine kanonische K-lineare Abbildung
kanV : V → V ∗∗, v 7→ fv mit fv(α) = α(v) für alle α ∈ V ∗, die kanonische Abbildung. Sie
ist injektiv. Ist V endlich-dimensional, so ist sie ein Isomorphismus von K-Vektorräumen.

Beweis:
Für festes v ∈ V ist die Abbildung fv : V ∗ → K, α 7→ α(v) K-linear, denn

fv(α+ β) = (α+ β)(v) = α(v) + β(v) = fv(α) + fv(β) fv(λα) = (λα)(v) = λα(v) = λfv(α)

für alle α, β ∈ V ∗ und λ ∈ K. Also ist fv ∈ HomK(V ∗,K) = V ∗∗ für alle v ∈ V . Wir erhalten
eine Abbildung kanV : V → V ∗∗, v 7→ fv. Auch diese ist K-linear, denn für alle α ∈ V ∗ gilt

fv+w(α) = α(v + w) = α(v) + α(w) = fv(α) + fw(α) fλv(α) = α(λv) = λα(v) = λfv(α)

und somit für alle v, w ∈ V , λ ∈ K

kanV (v + w) = fv+w = fv + fw = kanV (v) + kanV (w), kanV (λv) = fλv = λfv = λkanV (v).

Ist v ∈ V \ {0}, so können wir die linear unabhängige Menge {v} ⊆ V zu einer Basis B
von V ergänzen und mit Satz 4.2.1 eine lineare Abbildung α : V → K durch α(v) = 1 und
α(w) = 0 für w ∈ B \ {v} definieren. Also existiert für alle v ∈ V \ {0} ein Element α ∈ V ∗
mit fv(α) = α(v) = 1, und es folgt fv 6= 0 für alle v ∈ V \ {0}. Damit ist gezeigt, dass
ker(kanV ) = {0} und kanV : V → V ∗∗ injektiv ist. Ist V endlich-dimensional so folgt daraus
mit dimK(V ∗∗) = dimK(V ∗) = dimK(V ), dass kanV : V → V ∗∗ bijektiv ist. 2

Mit Hilfe der kanonischen Abbildungen kanU : U → U∗∗ und kanV : V → V ∗∗ können wir nun
die Vektorräume U∗∗ und V ∗∗ zu U und V in Beziehung setzen und die linearen Abbildungen
φ : U → V und φ∗∗ : U∗∗ → V ∗∗ vergleichen.
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Satz 4.4.7: Seien U, V Vektorräume über K mit Dualräumen U∗, V ∗ und U∗∗, V ∗∗ die Dual-
räume von U∗, V ∗. Dann gilt φ∗∗ ◦ kanU = kanV ◦ φ für alle linearen Abbildungen φ : U → V .
Sind U , V endlich-dimensional mit geordneten Basen A und B, so gilt für alle K-linearen Ab-
bildungen φ : U → V

MB∗∗ A∗∗(φ
∗∗) = MB A(φ).

Beweis:
Für eine lineare Abbildung φ : U → V , u 7→ φ(u) ist die duale Abbildung gegeben durch
φ∗ : V ∗ → U∗, α 7→ α◦φ und die duale Abbildung der dualen Abbildung durch φ∗∗ : U∗∗ → V ∗∗,
g 7→ g ◦ φ∗. Per Definition gilt dann für alle u ∈ U und α ∈ V ∗

(φ∗∗(kanU(u)))(α) = (kanU(u) ◦ φ∗)(α) = kanU(u)(φ∗(α)) = kanU(u)(α ◦ φ) = (α ◦ φ)(u)

= α(φ(u)) = kanV (φ(u))(α).

Daraus folgt φ∗∗(kanU(u)) = kanV (φ(u)) für alle u ∈ U und damit φ∗∗ ◦ kanU = kanV ◦ φ. Ist U
endlich-dimensional, so ist kanU : U → U∗∗ invertierbar, und es folgt φ∗∗ = kanV ◦ φ ◦ kan−1

U .

Ist B = (v1, ..., vn) eine geordnete Basis von V und B∗ = (ϑ1, ..., ϑn) die dazu duale Basis,
dann folgt kanV (vi)(ϑ

i) = ϑi(vi) = 1 und kanV (vj)(ϑ
i) = ϑi(vj) = 0 für i 6= j. Also ist

B∗∗ = (kanV (v1), ..., kanV (vn)) die duale Basis zu B∗. Ebenso ergibt sich für jede geordnete
Basis A = (u1, ..., um) von U auch A∗∗ = (kanU(u1), ..., kanU(um)). Sind U und V endlich-
dimensional mit geordneten Basen A und B und φ : U → V eine K-lineare Abbildung mit
φ(ui) = Σn

j=1φjivj, so erhält man daraus

φ∗∗(kanU(ui)) = (kanV ◦ φ ◦ kan−1
U )(kanU(ui)) = kanV (φ(ui)) = kanV (Σn

j=1φjivj) = Σn
j=1φjikanV (vj).

Mit der Definition der beschreibenden Matrix folgt daraus MB∗∗ A∗∗(φ
∗∗) = MB A(φ). 2

Um unsere Betrachtungen zu Dualräumen und dualen Abbildungen abzuschließen betrachten
wir nun noch den Rang von dualen Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorräumen.
Es zeigt sich, dass für jede K-lineare Abbildung φ : U → V die duale Abbildung φ∗ : V ∗ → U∗

den gleichen Rang wie φ hat. Daraus lassen sich hilfreiche Aussagen über Matrizen ableiten,
die den Rang einer Matrix und ihrer Transponierten in Beziehung setzen.

Korollar 4.4.8: Sind U , V endlich-dimensionale K-Vektorräume und φ : U → V eine
K-lineare Abbildung, so gilt rg(φ) = rg(φ∗).

Beweis:
Sei φ : U → V eine lineare Abbildung und φ∗ : V ∗ → U∗, α 7→ α ◦ φ die dazu duale Abbildung.
Wir wählen eine geordnete Basis (b1, ..., br) von im(φ), ergänzen sie zu einer geordneten
Basis B = (b1, ..., br, br+1, ..., bn) von V und betrachten die dazu duale Basis B∗ = (ϑ1, ..., ϑn)
von V ∗. Dann gilt ker(φ∗) = {α ∈ V ∗|im(φ) ⊆ ker(α)} = spanK({ϑr+1, ..., ϑn}), denn
Σn
j=1λjϑ

j(bi) = λi = 0 für alle i ∈ {1, ..., r} genau dann wenn λ1 = ... = λr = 0. Daraus folgt
mit der Dimensionsformel rg(φ∗) = n− def(φ∗) = n− (n− r) = r = rg(φ). 2

Korollar 4.4.9: Für jede Matrix A ∈ Mat(m× n,K) gilt: rg(A) = rg(AT ).

Beweis:
Die Matrix A ist die beschreibende Matrix der linearen Abbildung φA : Kn → Km, v 7→ A · v
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bezüglich der Standardbasis, und nach Satz 4.4.5 ist AT die beschreibende Matrix der dualen
Abbildung φ∗A : (Km)∗ → (Kn)∗ bezüglich der dazu dualen Basen. Per Definition des Rangs und
nach Korollar 4.4.8 gilt dann rg(A) = rg(φA) = rg(φ∗A) = rg(AT ). 2

Korollar 4.4.10: Für jede Matrix A ∈ Mat(m× n,K) ist die maximale Anzahl zrg(A) linear
unabhängiger Zeilen gleich der maximalen Anzahl srg(A) linear unabhängiger Spalten gleich
dem Rang von A:

zrg(A) = srg(A) = rg(A).

Die maximale Anzahl linear unabhängiger Zeilen in A heißt Zeilenrang von A.

Beweis:
Nach Bemerkung 4.2.15 gilt rg(A) = srg(A). Da die Zeilen von A die Spalten von AT sind und
umgekehrt, folgt mit Korollar 4.4.9 zrg(A) = srg(AT ) = rg(AT ) = rg(A) = srg(A). 2

4.5 Lineare Gleichungssysteme und Gaußscher Algorithmus

Wir betrachten nun eine wichtige Anwendung der Matrixrechnung, nämlich das Lösen von li-
nearen Gleichungssystemen. Diese ist deswegen sehr wichtig, da sehr viele Zusammenhänge in
Naturwissenschaft, Technik und Wirtschaft zumindest näherungsweise durch Systeme linearer
Gleichungen beschrieben werden können. Im Gegensatz zu nicht-linearen Gleichungssystemen,
deren Lösungen sehr schwierig zu finden sind, gibt es für lineare Gleichungssysteme Algorith-
men, also systematische Lösungsverfahren, mit denen sich alle Lösungen konstruieren lassen.

Definition 4.5.1: Sei K ein Körper. Ein lineares Gleichungssystem über K in den Varia-
blen x1, ..., xn ist ein System von Gleichungen der Form

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1 aji, bj ∈ K (11)
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2 ∀j ∈ {1, ...,m}, i ∈ {1, ..., n}

...
...

...
...

...
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

Gilt b1 = . . . = bm = 0, so nennt man das Gleichungssystem homogen, ansonsten inhomo-
gen. Ein n-Tupel (x1, ..., xn)T ∈ Kn, das alle Gleichungen erfüllt, heißt Lösung des linearen
Gleichungssystems. Die Matrizen

A =


a11 a21 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn

 (A, b) =


a11 a21 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
...

...
...

am1 am2 . . . amn bm


heißen Koeffizientenmatrix und erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems.

Offensichtlich können wir ein lineares Gleichungssystem auch als eine einzige vektorwertige
Gleichung betrachten. Interpretiert man die Variablen x1, ..., xn aus Gleichung (11) als die
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Einträge eines n-Tupels x = (x1, ..., xn)T ∈ Kn und die Elemente b1, ..., bm ∈ K als Einträge
eines m-Tupels b = (b1, ..., bm)T ∈ Km , so lässt sich das Gleichungssystem (11) schreiben als

A · x =


a11 a21 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn




x1

x2
...
xn

 =


b1

b2
...
bm

 = b

Indem wir die Eigenschaften von Matrizen und Vektoren ausnutzen, können wir damit Aussagen
über die Lösungen gewinnen.

Satz 4.5.2: Sei K ein Körper, A ∈ Mat(m× n,K) und b ∈ Km.

1. Die Lösungsmenge des homogenen Gleichungssystems Ax = 0 ist der Untervektorraum
L(A, 0) = ker(A) ⊆ Kn der Dimension def(A) = n− rg(A).

2. Ist x ∈ Kn eine Lösung des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b, so ist die Lösungs-
menge des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b

L(A, b) = x+ ker(A) = {x+ z| z ∈ ker(A)} ⊆ Kn.

Beweis:
Nach Definition 4.2.14 und Bemerkung 4.2.15 ist L(A, 0) = {x ∈ Kn|A · x = 0} = ker(A). Dies
ist nach dem Dimensionssatz ein Untervektorraum des Kn der Dimension def(A) = n− rg(A).
Ist x ∈ Kn eine Lösung des inhomogenen Gleichungssystems A · x = b und z ∈ Kn eine Lösung
des homogenen Gleichungssystems A · z = 0, so folgt A · (x+ z) = A · x+A · z = b+ 0 = b und
damit x + z ∈ L(A, b). Also gilt x + ker(A) ⊆ L(A, b). Sind umgekehrt x, x′ ∈ Kn Lösungen
des inhomogenen Gleichungssystems, so ist x − x′ eine Lösung des zugehörigen homogenen
Gleichungssystems, denn A · (x−x′) = A ·x−A ·x′ = b− b = 0. Also gilt für jede Lösung x′ des
inhomogenen Gleichungssystems x′ = x+x′−x ∈ x+ker(A) und somit L(A, b) ⊆ x+ker(A). 2

Die Lösungen eines inhomogenen Gleichungssystems Ax = b bilden für b 6= 0 offensichtlich
keinen Untervektorraum des Kn, denn der Nullvektor ist dann nicht in L(A, b) enthalten. Ande-
rerseits ist die Lösungsmenge eng verwandt mit einem Untervektorraum des Kn, da die Differenz
y − y′ zweier Lösungen y, y′ ∈ L(A, b) immer in dem Untervektorraum L(A, 0) = ker(A) liegt.
Nichtleere Teilmengen eines Vektorraums mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als affine Un-
terräume.

Definition 4.5.3: Sei V ein K-Vektorraum.

1. Ein affiner Unterraum von V ist eine Teilmenge der Form

w + U = {w + u|u ∈ U} ⊆ V

mit einem Untervektorraum U ⊆ V und einem Vektor w ∈ V .

2. Die Dimension des affinen Unterraums A ist dimK(w + U) := dimK(U).

Einen affinen Unterraum der Dimension 1 bezeichnet man auch als affine Gerade, einen affinen
Unterraum der Dimension 2 als affine Ebene und einen affinen Unterraum der Dimension
dimK(V )− 1 für endlich-dimensionale Vektorräume V als affine Hyperebene.
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U

V
w

w+U w+V

U

w+U

w

affine Geraden im R2 eine affine Ebene im R3

Nach dieser Definition können wir die Lösungsmenge jeder Gleichung ak1x1 + . . .+ aknxn = bk
im linearen Gleichungssystem (11), in der nicht alle Koeffizienten ak1, ..., akn verschwinden,
als eine affine Hyperebene im Kn auffassen. Die Lösungsmenge des Gleichungssystems ist die
Schnittmenge der Lösungsmengen der einzelnen Gleichungen und somit ein Schnitt von affinen
Hyperebenen. Man kann zeigen (Übung), dass der Schnitt zweier affiner Unterräume eines K-
Vektorraums V entweder leer oder wieder ein affiner Unterraum von V ist. Dementsprechend ist
die Lösungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems entweder leer oder ein affiner Unterraum
des Kn. Wir leiten nun ein Kriterium her, das angibt, wann ein inhomogenes Gleichungssystem
eine nichtleere Lösungsmenge hat.

Satz 4.5.4: Sei K ein Körper, A ∈ Mat(m × n,K) und b ∈ Km. Dann gilt L(A, b) 6= ∅ genau
dann, wenn rg(A, b) = rg(A).

Beweis:
Das Gleichungssystem Ax = b hat genau dann eine Lösung, wenn b ∈ Km im Bild der
linearen Abbildung φA : Kn → Km, v 7→ A · v liegt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
rg(A, b) = srg(A, b) = dimK(im(φA) ∪ {b}) = dimK(im(φA)) = srg(A) = rg(A) gilt. 2

Offensichtlich ist man nicht nur daran interessiert, Lösungen eines linearen Gleichungssystems
abstrakt zu untersuchen, sondern möchte konkrete Lösungen finden. Gleichungssysteme, für
die dies besonders einfach ist sind die Gleichungssysteme mit Koeffizientenmatrizen in der
sogenannten speziellen Zeilenstufenform.

Definition 4.5.5:
1. Eine Matrix A ∈ Mat(m × n,K) ist in Zeilenstufenform, wenn für alle j ∈ {2, ..,m}

gilt: sind für ein k ∈ {1, ..., n} die ersten (k− 1) Einträge der (j − 1)ten Zeile gleich Null,
so sind auch die ersten k Einträge der jten Zeile gleich Null.

2. Eine Matrix A ist in spezieller Zeilenstufenform, wenn sie in Zeilenstufenform ist und
aus aj1 = ... = aj(k−1) = 0 und ajk 6= 0 folgt ajk = 1.

Die Einträge ajk mit aj1 = ... = aj(k−1) = 0 und ajk 6= 0 heißen Pivots.
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Beispiel 4.5.6: Die folgenden Matrizen sind in spezieller Zeilenstufenform:

(
0 1 7
0 0 1

)  1 4 7
0 0 1
0 0 0




1 4 7
0 1 8
0 0 0
0 0 0




1 4 7
0 1 8
0 0 1
0 0 0


Die folgenden Matrizen sind in Zeilenstufenform, aber nicht in spezieller Zeilenstufenform:

(
1 4 7
0 0 2

)  1 4 7
0 0 8
0 0 0




1 4 7
0 2 8
0 0 0
0 0 0




1 4 7
0 1 8
0 0 2
0 0 0


Die folgenden Matrizen sind nicht in Zeilenstufenform:

(
0 4 7
0 1 1

)  1 4 7
0 0 8
1 4 1




1 4 7
0 1 8
0 1 0
0 0 0




1 4 7
0 1 8
0 0 1
0 0 1


Bemerkung 4.5.7:

1. Ist A ∈ Mat(m×n,K) eine Matrix in Zeilenstufenform, so kann man A durch Vertauschen
von Spalten in eine Matrix in Zeilenstufenform überführen, für die a11 6= 0, a22 6= 0,...,
arr 6= 0 gilt und deren (r+ 1)te bis mte Zeile nur Nullen enthalten. Das entspricht einem
Umnummerieren der Variablen x1, ..., xn im zugehörigen linearen Gleichungssystem.

2x1 + 3x2 + 4x3 + 0x4 = 5 → 2x1 + 4x3 + 3x2 + 0x4 = 5

−x3 − 2x4 = 1 −x3 + 0x2 − 2x4 = 1

Da sich dabei die Anzahl der Stufen nicht ändert, muss die Anzahl der Stufen gleich
rg(A) = zrg(A) = srg(A) = r sein.

2. Ist A von dieser Form, so hat das zugehörige homogene Gleichungssystem die Form

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1rxr + . . .+ a1nxn = 0

a22x2 + . . .+ a1rxr + . . .+ a2nxn = 0

...
arrxr + . . .+ arnxn = 0

0 = 0

...
0 = 0

mit a11, ...., arr ∈ K \ {0}. Die Variablen xr+1, ..., xn heißen dann freie Variable und die
Variablen x1, ..., xr gebundene Variable.

Ist die Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform, so kann man
direkt feststellen, ob eine Lösung existiert und gegebenenfalls eine konkrete Lösung angeben.
Ob eine Lösung existiert, ergibt sich aus dem folgenden Satz, dessen Beweis einen Algorithmus
zum Bestimmen der Lösung liefert.
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Satz 4.5.8: Sei A ∈ Mat(m × n,K) eine Matrix in Zeilenstufenform und b ∈ Km. Dann ist
L(A, b) = ∅ genau dann, wenn es ein j ∈ {1, ...,m} gibt mit aj1 = ... = ajn = 0 und bj 6= 0.

Beweis:
Gibt es ein j ∈ {1, ...,m}mit aj1 = ... = ajn = 0 und bj 6= 0, so enthält das Gleichungssystem die
widersprüchliche Gleichung 0 = bj 6= 0 und hat damit offensichtlich keine Lösung. Andererseits
können wir für jede Matrix A in Zeilenstufenform durch Vertauschen der 1ten bis nten Spalten
erreichen, dass a11 6= 0, a22 6= 0,..., arr 6= 0 mit r = rg(A) gilt und die (r + 1)te bis mte Zeile
nur Nullen enthalten. Dies entspricht dem linearen Gleichungssystem

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1rxr + a1(r+1)xr+1 + . . .+ a1nxn = b1

a21x2 + . . .+ a2rxr + a2(r+1)xr+1 + . . .+ a2nxn = b2

...
arrxr + ar(r+1)xr+1 + . . .+ arnxn = br

0 = br+1

...
0 = bm.

Da dieses Vertauschen von Spalten einer Umnummerierung der Variablen entspricht, ändert
sich die Anzahl der Lösungen dadurch nicht. Ist br+1 = ... = bm = 0, so erhalten wir eine
Lösung, indem wir xr+1 = ... = xn = 0 setzen und das resultierende Gleichungssystem mit r
Gleichungen und r Variablen von unten nach oben lösen. Dabei addieren wir jeweils Vielfache
der (k + 1)ten bis rten Gleichung zur kten Gleichung hinzu, so dass die Variablen xk+1, ..., xr
aus der kten Gleichung verschwinden. Also existiert für br+1 = ... = bm = 0 mindestens eine
Lösung. Da wir nur die ersten n Spalten vertauscht haben, ist die Bedingung br+1 = ... = bm = 0
gleichbedeutend dazu, dass in der ursprünglichen Matrix A ein j ∈ {1, ...,m} existierte mit
aj1 = ... = ajn = 0 und bj 6= 0. 2

Beispiel 4.5.9: Wir finden eine Lösung des Gleichungssystems in spezieller Zeilenstufenform

x1 − 3x2 + 4x3 + x4 = 5 x1 − 3x2 + 4x3 = 5 x1 − 3x2 = 13 x1 = 29
5

x2 − x3 − 2
5
x4 = −2

5
x2 − x3 = −2

5
x2 = −12

5
x2 = −12

5

x3 + 3
2
x4 = −2 x3 = −2 x3 = −2 x3 = −2

x4 = 0 x4 = 0 x4 = 0.

Hier ist r = 3, da drei Stufen vorhanden sind, und somit ist die einzige freie Variable die Variable
x4. Diese kann auf Null gesetzt werden, wenn man nur eine Lösung benötigt. Wir finden nun alle
Lösungen, indem wir die freie Variable nicht entfernen, sondern als freien Parameter behandeln:

x1 − 3x2 + 4x3 + x4 = 5 x1 − 3x2 + 4x3 = 5− λ x1 − 3x2 = 13 + 5λ

x2 − x3 − 2
5
x4 = −2

5
x2 − x3 = −2

5
+ 2

5
λ x2 = −12

5
− 11

10
λ

x3 + 3
2
x4 = −2 x3 = −2− 3

2
λ x3 = −2− 3

2
λ

x4 = λ x4 = λ

x1 = 29
5

+ 17
10
λ

x2 = −12
5
− 11

10
λ

x3 = −2− 3
2
λ

x4 = λ.
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Damit erhalten wir als Lösungsmenge einen affinen Unterraum des R4 der Dimension 1:

L =




17
10
λ+ 29

5

−11
10
λ− 12

5

−3
2
λ− 2

λ

)|λ ∈ R

 =


29
5

−12
5

−2

0

+ R


17
10

−11
10

−3
2

1

 .

Der zugehörige eindimensionale Untervektorraum ist gerade die Lösungsmenge des entsprechen-
den homogenen linearen Gleichungssystems.

Da sich Gleichungssysteme, deren Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform ist, von unten nach
oben leicht lösen lassen, können wir jedes Gleichungssystem lösen, wenn wir es in Zeilenstufen-
form überführen können, ohne dabei seinen Lösungsraum zu verändern. Schon aus der Schule
sind bestimmte Umformungen an Gleichungssystemen bekannt, die sich nicht auf den Lösungs-
raum auswirken, nämlich (i) das Multiplizieren von Gleichungen mit einer Konstante λ ∈ K\{0},
(ii) das Vertauschen zweier Gleichungen und (iii) das Hinzuaddieren eines Vielfachen einer Glei-
chung zu einer anderen. Wir werden nun sehen, dass sich diese Manipulationen an Gleichungssy-
stemen durch die Linksmultiplikation seiner (erweiterten) Koeffizientenmatrix mit bestimmten
invertierbaren Matrizen realisieren lassen.

Definition 4.5.10: Wir definieren für j, k ∈ {1, ...,m}mit j 6= k und λ ∈ K\{0} die folgenden
(m×m)-Matrizen in GL(m,K), die auch als Elementarmatrizen bezeichnet werden12

Mj(λ) = 1m + (λ− 1)Ejj =



1 0 . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . . ...

... . . . 1
. . . ...

... . . . λ
. . . ...

... . . . 1
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . 0 1



Vjk = 1m − Ejj − Ekk + Ekj + Ejk =



1 0 . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . . ...

... . . . 0 . . . 1
...

...
... 1

...
...

... 1 . . . 0
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . 0 1


12Das ist ungünstig, da man diese Bezeichnung auch für die Matrizen Eij benutzt, aber der allgemeine

Sprachgebrauch.
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Ajk(λ) = 1m + λEjk =



1 0 . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . . ...

... . . . 1
. . . λ

...
... . . . 1

. . . ...
... . . . 1

. . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . 0 1



Nach der Definition sind die Einträge der Elementarmatrizen gegeben durch

Mj(λ)li =


1 l = i 6= j

λ l = i = j

0 sonst
(Vjk)li =


1 l = i /∈ {j, k}
1 {l, i} = {j, k}
0 sonst

Ajk(λ)li =


1 i = l

λ l = j, i = k

0 sonst,

und eine einfache Rechnung zeigt, dass die Elementarmatrizen tatsächlich invertierbar sind mit
Inversen Mj(λ)−1 = Mj(λ

−1), V −1
jk = Vjk, Ajk(λ)−1 = Ajk(−λ). Mit Hilfe der Elementarma-

trizen können wir nun die bekannten Umformungen (i)-(iii) an linearen Gleichungssystemen
realisieren, ohne dabei den Lösungsraum zu verändern.

Satz 4.5.11: Sei N ∈ Mat(m× n,K). Dann entspricht

(i) die Linksmultiplikation N 7→Mj(λ) ·N der Multiplikation der jten Zeile von N mit dem
Skalar λ ∈ K \ {0},

(ii) die Linksmultiplikation N 7→ Vjk ·N dem Vertauschen der jten und kten Zeile von N ,

(iii) die Linksmultiplikation N 7→ Ajk(λ)·N dem Hinzuaddieren der mit dem Skalar λ ∈ K\{0}
multiplizierten kten Zeile von N zur jten Zeile von N .

Diese linearen Abbildungen werden als elementare Zeilenumformungen von N bezeichnet.
Ist N = (A, b) und entsteht N ′ = (A′, b′) aus N durch elementare Zeilenumformungen, so
haben die linearen Gleichungssysteme Ax = b und A′x = b′ die gleiche Lösungsmenge.

Beweis:
Die Aussagen (i), (ii), (iii) ergeben sich durch eine direkte Rechnung (Übung). Daraus folgt
insbesondere, dass die Inversen der Elementarmatrizen gegeben sind durchMj(λ)−1 = Mj(λ

−1),
V −1
jk = Vjk und Ajk(λ) = Ajk(−λ), denn die inversen Zeilenumformungen sind, respektive, die

Multiplikation der jten Zeile mit λ−1 ∈ K\{0}, das Vertauschen der jten und kten Zeile und das
Hinzuaddieren der mit −λ multiplizierten kten Zeile zur jten Zeile. Dass sich die Lösungsmenge
eines linearen Gleichungssystems unter den Linksmultiplikation mit den Elementarmatrizen
nicht ändert ergibt sich wie folgt. Wegen

(A, b) ·
(

x
−1

)
=

 a11 . . . a1n b1
...

...
...

am1 . . . amn bm

 ·


x1
...
xn
−1

 =

 Σn
j=1a1jxj − b1

...
Σn
j=1amjxj − bm

 = A · x− b
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gilt x = (x1, ..., xn)T ∈ L(A, b) genau dann, wenn (x1, .., xn,−1)T ∈ ker(A, b). Da die Element-
armatrizen invertierbar sind, ändert sich ker(A, b) unter Linksmultiplikation mit den Element-
armatrizen nicht, denn für M ∈ GL(m,K) und beliebige Matrizen B ∈ Mat(m × p,K) gilt
ker(B) = ker(M ·B):

x ∈ ker(B)⇒ B · x = 0⇒M ·B · x = M · 0 = 0⇒ x ∈ ker(M ·B)

x ∈ ker(M ·B)⇒M ·B · x = 0⇒ B · x = M−1 ·M ·B · x = M−1 · 0 = 0⇒ x ∈ ker(B).

2

Mit Hilfe der Elementarmatrizen und der daraus entstehenden elementaren Zeilenumformungen
können wir nun einen Algorithmus angeben, der eine beliebige Matrix A ∈ Mat(m × n,K) in
spezielle Zeilenstufenform überführt. Dies ist der sogenannte Gauß-Algorithmus.

Satz 4.5.12: (Gauß-Algorithmus für Matrizen)

Sei A ∈ Mat(m× n,K) eine beliebige Matrix. Dann kann A in eine Matrix in spezieller Zeilen-
stufenform überführt werden, indem man die folgenden Schritte durchführt:

1. Man vertauscht Zeilen, so dass in der ersten Zeile der erste Eintrag 6= 0 nicht weiter
rechts steht, als in irgendeiner anderen Zeile.

2. Man multipliziert die erste Zeile und jede andere Zeile, deren erster Eintrag 6= 0 in der
gleichen Spalte steht wie der der ersten Zeile mit einem Element λ ∈ K \ {0}, so dass
dieser Eintrag 1 wird.

3. Man subtrahiert die erste Zeile von diesen anderen Zeilen.

4. Ist die resultierende Matrix noch nicht in spezieller Zeilenstufenform, so wendet man 1.-3.
auf die Matrix A′ an, die durch Entfernen der ersten Zeile aus dieser Matrix entsteht.

Beispiel 4.5.13: 0 0 8 3
2 0 −4 −4
3 6 9 0

 V12−−→

 2 0 −4 −4
0 0 8 3
3 6 9 0

 M1(
1
2

)
−−−−→

 1 0 −2 −2
0 0 8 3
3 6 9 0

 M3(
1
3

)
−−−−→

 1 0 −2 −2
0 0 8 3
1 2 3 0

 A31(−1)−−−−→

 1 0 −2 −2
0 0 8 3
0 2 5 2

 V23−−→

 1 0 −2 −2
0 2 5 2
0 0 8 3

 M2(
1
2

)
−−−−→

 1 0 −2 −2
0 1 5

2
1

0 0 8 3

 M3(
1
8

)
−−−−→

 1 0 −2 −2
0 1 5

2
1

0 0 1 3
8



Indem man den Gauß- Algorithmus aus Satz 4.5.12 auf die erweiterte Koeffizientenmatrix ei-
nes linearen Gleichungssystems anwendet, erhält man dann ein Gleichungssystem in spezieller
Zeilenstufenform, das die gleichen Lösungen besitzt wie das ursprüngliche Gleichungssystem.
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Korollar 4.5.14: (Gauß-Algorithmus für Gleichungssysteme)

Sei A ∈ Mat(m × n,K) und b ∈ Km. Dann kann man die Lösungen des Gleichungssystems
Ax = b finden, indem man die folgenden Schritte durchführt.

1. Man stellt die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) ∈ Mat(m× (n+ 1),K) auf.
2. Man überführt die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) mit dem Algorithmus aus Satz

4.5.12 in spezielle Zeilenstufenform.
3. Man überprüft, ob Lösungen existieren. Dies ist nach Satz 4.5.8 genau dann der Fall,

wenn die in 2. konstruierte Matrix keine Zeile hat, in der alle Einträge außer dem letzten
=0 sind und der letzte 6= 0 ist.

4. Wenn Lösungen existieren, löst man das Gleichungssystem von unten nach oben, wie in
Beispiel 4.5.9.

Beispiel 4.5.15: Wir lösen das lineare Gleichungssystem

x1 − 3x2 + 4x3 + x4 = 5

2x1 + 4x2 − 2x3 − 2x4 = 6

x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = −1.

Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

(A, b) =

 1 −3 4 1 5
2 4 −2 −2 6
1 2 1 2 −1


Wir überführen sie in spezielle Zeilenstufenform 1 −3 4 1 5

2 4 −2 −2 6
1 2 1 2 −1

 M2(
1
2

)
−−−−→

 1 −3 4 1 5
1 2 −1 −1 3
1 2 1 2 −1

 A21(−1)−−−−→

 1 −3 4 1 5
0 5 −5 −2 −2
1 2 1 2 −1


A31(−1)−−−−→

 1 −3 4 1 5
0 5 −5 −2 −2
0 5 −3 1 −6

 M2(
1
5

)
−−−−→

 1 −3 4 1 5
0 1 −1 −2

5
−2

5

0 5 −3 1 −6

 M3(
1
5

)
−−−−→

 1 −3 4 1 5
0 1 −1 −2

5
−2

5

0 1 −3
5

1
5
−6

5

 A32(−1)−−−−→

 1 −3 4 1 5
0 1 −1 −2

5
−2

5

0 0 2
5

3
5
−4

5

 M3(
5
2

)
−−−−→

 1 −3 4 1 5
0 1 −1 −2

5
−2

5

0 0 1 3
2
−2


Das resultierende Gleichungssystem in spezieller Zeilenstufenform ist das aus Beispiel 4.5.9

x1 − 3x2 + 4x3 + x4 = 5

x2 − x3 − 2
5
x4 = −2

5

x3 + 3
2
x4 = −2.

Also ist die Lösungsmenge des Gleichungssystems nach Beispiel 4.5.9

L(A, b) =




17
10
λ+ 29

5

−11
10
λ− 12

5

−3
2
λ− 2

λ

)|λ ∈ R

 =


29
5

−12
5

−2

0

+ R


17
10

−11
10

−3
2

1

 .
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Eine weitere sehr nützliche Anwendung des Gauss-Algorithmus und der elementaren Zeilenum-
formungen ist das Invertieren von Matrizen bzw. die Untersuchung der Frage, ob eine gegebene
Matrix invertierbar ist. Dazu nutzt man aus, dass die Anzahl der Stufen für eine Matrix A
in Zeilenstufenform gerade der Rang von A ist. Also ist eine Matrix A ∈ Mat(n × n,K) in
spezieller Zeilenstufenform genau dann invertierbar, wenn sie n Stufen aufweist oder, anders
ausgedrückt, in der Diagonale keine Nullen sondern nur Einsen stehen. In diesem Fall kann
man die Matrix durch weitere elementare Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix überfüh-
ren, indem man Vielfache der darunter liegenden Zeilen von jeder Zeile abzieht. Wendet man
die entsprechenden Zeilenumformungen auf die Einheitsmatrix an, so erhält man die Inverse
A−1.

Satz 4.5.16: (Invertieren von Matrizen mit dem Gauß-Algorithmus)
Sei A ∈ Mat(n× n,K). Dann kann man mit Hilfe des folgenden Algorithmus herausfinden, ob
A invertierbar ist und in diesem Fall das Inverse von A bestimmen:

1. Man überführt A durch elementare Zeilenumformungen wie in Satz 4.5.12 in eine Matrix
A′ in spezieller Zeilenstufenform und führt jeweils die selben Umformungen an der Matrix
1n durch.

2. Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn A′ in der Diagonale nur Einsen enthält.

3. Ist A invertierbar, so setzt man alle Einträge in der letzten Spalte von A′ außer dem
letzten auf 0, indem man entsprechende Vielfache der letzten Zeile von der 1. bis
(n − 1)ten Zeile abzieht. Die gleichen Zeilenoperationen werden jeweils auf die aus der
Matrix 1n entstandene Matrix angewandt.

4. Man wiederholt den letzten Schritt von rechts nach links für jede Spalte. Dabei zieht
man für die kte Spalte jeweils entsprechende Vielfache der kten Zeile von der (k − 1)ten
bis zur 1. Zeile ab. Die gleichen Zeilenoperationen werden jeweils auf die aus der Matrix
1n entstandene Matrix angewandt.

Der Algorithmus überführt A in die Einheitsmatrix. Die dadurch aus der Einheitsmatrix
entstandene Matrix ist die Inverse von A.

Beweis:
Die Schritte im Algorithmus entsprechen der Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen. Also
liefert der Algorithmus Elementarmatrizen M1, ...,Mk ∈ GL(n,K) mit 1n = Mk · · ·M1 · A.
Daraus folgt Mk · · ·M1 · 1n = Mk · · ·M1 = A−1. 2

Beispiel 4.5.17: Wir untersuchen die Matrix

A =

 0 1 −4
1 2 −1
1 1 2

 .

auf Invertierbarkeit. In diesem Fall liefert der Algorithmus
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A =

 0 1 −4
1 2 −1
1 1 2

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 V12−−→

 1 1 2
1 2 −1
0 1 −4

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 A31(−1)−−−−→

 1 1 2
0 1 −3
0 1 −4

 0 0 1
0 1 −1
1 0 0

 A32(−1)−−−−→

 1 1 2
0 1 −3
0 0 −1

 0 0 1
0 1 −1
1 −1 1

 M3(−1)−−−−→

 1 1 2
0 1 −3
0 0 1

 0 0 1
0 1 −1
−1 1 −1

 A23(3)−−−→

 1 1 2
0 1 0
0 0 1

 0 0 1
−3 4 −4
−1 1 −1

 A13(−2)−−−−→

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 2 −2 3
−3 4 −4
−1 1 −1

 A12(−1)−−−−→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 5 −6 7
−3 4 −4
−1 1 −1

 = A−1

Insbesondere erhalten wir aus dem Gauß-Algorithmus und dem Beweis von Satz 4.5.16 die
Aussage, dass sich jede invertierbare Matrix als Produkt von Elementarmatrizen schreiben
lässt. Man sagt auch, dass die Elementarmatrizen die Gruppe GL(n,K) erzeugen.

Korollar 4.5.18:
Jede invertierbare Matrix A ∈ GL(n,K) ist ein Produkt der Elementarmatrizen M(λ), Vjk und
Ajk(λ) aus Definition 4.5.10.
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An was man sich erinnern sollte:
Die wichtigsten Begriffe und Definitionen:

• K-lineare Abbildung, Mono-/Epi/-Iso/Endo-/Automorphismus von K-Vektorräumen,
• Bild und Kern von linearer Abbildung,
• Rang und Defekt von linearer Abbildung,
• geordnete Basis,
• darstellender Spaltenvektor für Vektoren in endlich-dimensionalen K-Vektorräumen,
• darstellende Matrix einer K-linearen Abbildung zwischen endl.-dim. K-Vektorräumen,
• Matrixaddition, Multiplikation, Multiplikation mit Skalaren,
• Invertierbarkeit von Matrizen, die Gruppe GL(n,K),
• Rang, Kern und Bild einer Matrix, Zeilenrang, Spaltenrang
• Basiswechselmatrizen, Ähnlichkeit und Äquivalenz von Matrizen,
• Projektionsabbildungen
• Transposition von Matrizen, symmetrische und antisymmetrische Matrix
• Dualraum, duale Basis, duale Abbildung, kanonische Abbildung
• (in)homogene lineare Gleichungssysteme, Lösungsraum, affiner Unterraum

Die wichtigsten Aussagen:

• (Ur)Bilder von Untervektorräumen unter K-linearen Abbildungen sind Untervektorräume,
• die K-linearen Abbildungen φ : V → W bilden einen Vektorraum HomK(V,W ),
• die K-linearen Abbildungen φ : V → V bilden einen Ring EndK(V ) und eine K-Algebra,
• Injektivitäts- und Surjektivitätskriterien für lineare Abbildungen,
• Dimensionsformel,
• jeder n-dimensionale K-Vektorraum ist isomorph zum Kn,
• Existenz und Eindeutigkeit von K-lineare Abbildungen mit vorgegebenen Werten auf Ba-

sen, linear unabhängigen Mengen und Erzeugendensystemen.
• Charakterisierung von linearen Abbildungen durch beschreibende Matrizen, Basiswechsel.
• Mat(m× n,K) ∼= HomK(Kn,Km) ist ein K-Vektorraum der Dimension mn,
• Mat(n× n,K) ist ein Ring und eine K-Algebra,
• Äquivalenz und Ähnlichkeit von Matrizen sind Äquivalenzrelationen,
• M,N ∈ Mat(m × n,K) äquivalent ⇔ rg(M) = rg(N) ⇔ M,N beschreiben die gleiche

lineare Abbildung bzgl. zweier Basenpaare.
• M,N ∈ Mat(n× n,K) ähnlich ⇔ M,N beschreiben die gleiche gleiche lineare Abbildung

bzgl. zweier Basen.
• M ∈ Mat(m× n,K) äquivalent zu einer Matrix Er

m×n ⇔ rg(M) = r.
• M ∈ Mat(n × n,K) ähnlich zu einer Matrix Er

n×n ⇔ (rg(M) = r) ∧ (M ·M = M), ⇔
(rg(M) = r) ∧ M beschreibende Matrix einer Projektionsabbildung bzgl. einer Basis,
• Für jede Projektionsabbildung φ : V → V gilt V = ker(φ)⊕ im(φ).
• Rechenregeln für die Transposition von Matrizen
• beschreibende Matrizen der dualen Abbildung
• rg(A) = zrg(A) = srg(A), rg(A) = rg(A)T

• Gauß-Algorithmus zum Lösen von Gleichungssystemen und Invertieren von Matrizen.

Die wichtigsten Beispiele:

• Lineare Abbildungen: Nullabbildung, Identitätsabbildung, Drehung, Spiegelung,
Streckung, Koordinatenprojektionen, (formale) Ableitung von Polynomen, K-lineare Ab-
bildungen mit vorgegebenen Werten auf einer Basis, Projektionsabbildungen.
• Matrizen: Einheitsmatrix, Elementarmatrizen, Matrizen Er

m×n.
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5 Multilineare Abbildungen und Determinanten

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit n-linearen Abbildungen. Dabei handelt es sich um
Abbildungen φ : V × . . . × V → W , (v1, ..., vn) 7→ φ(v1, ..., vn), die ein n-Tupel von Vektoren
(v1, ..., vn) aus einem K-Vektorraum V auf ein Element eines K-VektorraumsW abbilden und in
jedem ihrer Argumente K-linear sind. Besonders wichtige Beispiele von n-linearen Abbildungen
sind die n-Linearformen für W = K, also n-lineare Abbildungen φ : V × . . .× V → K.

Bei der Betrachtung von n-linearen Abbildungen und n-Linearformen ergibt sich automatisch
die Frage, wie sich diese unter Vertauschungen oder, allgemeiner, Permutationen ihrer Argu-
mente verhalten. Besonders einfache und wichtige Beispiele von n-linearen Abbildungen und
n-Linearformen sind die, die ein definiertes Verhalten unter Vertauschungen ihrer Argumente
besitzen, also symmetrisch oder antisymmetrisch unter Vertauschung ihrer Argumente sind.

Symmetrische Multilinearformen werden in späteren Kapiteln bei der Beschreibung von Ab-
ständen und Winkeln im R3 eine besondere Rolle spielen. Antisymmetrische Multilinearformen
treten dagegen bei der Beschreibung von Volumina im Rn auf. Betrachtet man antisymmetri-
sche n-lineare Abbildungen Kn × . . . × Kn → K und fasst das n-Tupel von Vektoren im Kn als
eine (n×n)-Matrix auf, so erhält man eine Mat(n×n,K)→ K, die antisymmetrisch unter dem
Vertauschen von Spalten ist. Diese verschwindet auf Matrizen, deren Zeilen oder Spalten linear
abhängig sind. Fordert man zusätzlich, dass eine solche Abbildung auf der Einheitsmatrix den
Wert 1 annimmt, so ist sie eindeutig bestimmt, und man erhält die sogenannte Determinan-
te. Diese kann auch als eine Zahl aufgefasst werden, die angibt wie sich das Volumen eines
n-dimensionalen Parallelotops im Kn unter einer linearen Abbildung ändert.

Da das Verhalten von n-linearen Abbildungen unter dem Vertauschen bzw. allgemeineren Per-
mutationen der Argumente eine zentrale Rolle spielen wird, ist es sinnvoll sich dazu zunächst
ausführlicher mit den Eigenschaften von Permutationen zu beschäftigen.

5.1 Permutationen

Die Permutationen wurden in Beispiel 2.2.11 als bijektive Abbildungen σ : {1, ..., n} → {1, ..., n}
für n ∈ N eingeführt. Dort wurde bereits gezeigt, dass die Permutationen für festes n ∈ N
mit der Verkettung eine Gruppe bilden, die symmetrische Gruppe Sn. Diese besitzt genau
n! Elemente, da eine Permutation σ ∈ Sn dadurch festgelegt wird, dass man zunächst für
das Bild σ(1) ein Element der Menge {1, ..., n} wählt, dann für σ(2) ein Element der Menge
{1, ..., n} \ {σ(1)}, für σ(3) ein Element aus {1, ..., n} \ {σ(1), σ(2)} etc. Es gilt S1 = {id}.
Die Permutationsgruppe S2 enthält genau zwei Elemente, die Identitätsabbildung und eine
Vertauschung, und ist isomorph zu (Z/2Z,+). Für n ≥ 3 ist die Permutationsgruppe Sn dagegen
keine abelsche Gruppe.

Im Folgenden beschreiben wir Permutationen gelegentlich durch eine Wertetabelle, d. h. ein
n-Tupel der Form σ = (σ(1), ..., σ(n)). Wir können Permutationen σ ∈ Sn auch durch ein
Diagramm darstellen, das aus zwei parallelen horizontalen Linien besteht, die von links nach
rechts mit den Zahlen 1, .., n markiert sind. Für jedes x ∈ {1, .., n} wird ein gerader Pfeil von
dem Punkt x auf der oberen Linie zum Punkt σ(x) ∈ {1, ..., n} auf der unteren Linie gezeich-
net. Die Verkettung von Permutationen entspricht dann dem vertikalen Aneinanderhängen von
Diagrammen mit anschliessender Begradigung der Pfeile.
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Um die Struktur der symmetrischen Gruppe Sn besser zu verstehen, müssen wir uns detaillierter
mit den Eigenschaften der Permutationen befassen. Zunächst stellen wir fest, dass es neben der
Identitätsabbildung weitere Permutationen von einer besonders einfachen Form gibt, die soge-
nannten elementaren Vertauschungen, die zwei benachbarte Zahlen i, j ∈ {1, ..., n} vertauschen
und alle anderen Zahlen k ∈ {1, ..., n} auf sich selbst abbilden. Ebenso interessieren wir uns
dafür, wie Permutationen die Anordnung der Zahlen 1 < 2 < ... < n ändern. Ein Maß für die
durch eine Permutation erzeugte Unordnung ist die Anzahl der Paare (i, j) mit 1 ≤ i < j ≤ n
und σ(j) > σ(i), der sogenannten Fehlstandspaare.

1 2 53 4 6

1 2 53 4 6

μ

1 2 53 4 6

1 2 53 4 6

1 2 53 4 6

1 2 53 4 6

μ

λoμ

λ

Permutation µ = (2, 3, 1, 4, 6, 5) Verkettung λ ◦ µ der Permutationen
µ = (2, 3, 1, 4, 6, 5) und λ = (1, 3, 4, 2, 6, 5)

Definition 5.1.1: Sei n ∈ N.

1. Eine Vertauschung oder Transposition ist eine Permutation σij ∈ Sn mit σij(i) = j,
σij(j) = i und σij(k) = k für alle k ∈ {1, ..., n} \ {i, j} für vorgegebene 1 ≤ i < j ≤ n.

2. Eine Vertauschung σij mit j = i+1 heißt elementare Vertauschung oder elementare
Transposition.

3. Ein Fehlstandspaar einer Permutation σ ∈ Sn ist ein Paar (i, j) mit 1 ≤ i < j ≤ n und
σ(i) > σ(j). Die Anzahl F (σ) der Fehlstandspaare von σ heißt Länge von σ.

4. Das Signum einer Permutation σ ∈ Sn ist sgn(σ) = (−1)F (σ). Gilt sgn(σ) = 1, so nennt
man σ gerade, gilt sgn(σ) = −1 so nennt man σ ungerade.

Beispiel 5.1.2:

1. Die Identitätsabbildung id ∈ Sn hat keine Fehlstandspaare und ist somit gerade.

2. Eine Vertauschung σij ∈ Sn mit i < j wird beschrieben durch das n-Tupel

σij = (1, ..., i− 1, j, i+ 1, ..., j − 1, i, j + 1, ..., n).

Es gilt σij ◦ σij = id, und σij hat genau 2(j − i) − 1 Fehlstandspaare, nämlich (i, i + 1),
(i, i + 2),...,(i, j − 1), (i, j), (i + 1, j), (i + 2, j),...,(j − 1, j). Also gilt sgn(σij) = −1 für
alle Vertauschungen σij ∈ Sn.
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3. Die Permutation σ = (n, 1, 2, ..., n − 1) ∈ Sn hat genau n − 1 Fehlstandspaare, nämlich
(1, 2), (1, 3),...,(1, n). Also ist σ gerade genau dann, wenn n ungerade ist. Es gilt σn =
id. Die Permutationen σ, σ2, ..., σn−1, σn werden auch als zyklische Vertauschungen
bezeichnet.

Im Diagramm einer Permutation σ ∈ Sn entspricht jedes Fehlstandspaar einem Kreuzungspunkt
zweier Pfeile. Denn für x, y ∈ {1, ...., n} mit x < y kreuzen sich die Pfeile von x nach σ(x) und
von y nach σ(y) genau dann, wenn σ(x) > σ(y). Also ist die Anzahl der Kreuzungspunkte
gerade die Länge einer Permutation σ. Dabei muss man allerdings in manchen Fällen durch ein
leichtes Deformieren der Pfeile sicherstellen, dass sich in jedem Kreuzungspunkt des Diagramms
nur zwei Pfeile kreuzen.

1 2 53 4 6

1 2 53 4 6

Die Fehlstandspaare der Permutation (2, 5, 1, 4, 6, 3):
(1,3), (2,3), (2,4), (2,6), (4,6), (5,6)

Die elementaren Vertauschungen spielen in der Permutationsgruppe eine besondere Rolle, weil
sich jedes andere Element als Produkt elementarer Vertauschungen schreiben lässt. Man sagt, sie
erzeugen die Permutationsgruppe Sn. Anders als die Darstellung eines Vektors als Linearkombi-
nation von Basisvektoren ist aber die Darstellung von Permutationen als Produkt elementarer
Vertauschungen oft sehr kompliziert und im allgemeinen auch nicht eindeutig.

Satz 5.1.3: Jede Permutation in Sn ist ein Produkt von elementaren Vertauschungen.

Beweis:
Induktion über n.
Induktionsanfang: Für n = 1 gilt S1 = {id}. Die Identitätsabbildung ist ein leeres Produkt
von elementaren Vertauschungen.
Induktionsschritt: Sei bereits gezeigt, dass die Aussage für alle symmetrischen Gruppen Sm
mit m ≤ n gilt und sei σ ∈ Sn+1. Ist σ(n+ 1) = n+ 1, so erhält man eine Permutation σ′ ∈ Sn,
indem man σ′(i) := σ(i) für alle i ∈ {1, ..., n} setzt. Nach Induktionsannahme lässt sich σ′ ∈ Sn
als Produkt von elementaren Vertauschungen σi(i+1) mit i ∈ {1, ..., n− 1} schreiben, und somit
gilt das auch für σ. Ist σ(n+ 1) = i 6= n+ 1, so betrachten wir die Permutation

σ′′ = σn(n+1) ◦ σ(n−1)n ◦ . . . ◦ σ(i+1)(i+2) ◦ σi(i+1) ◦ σ.

Für diese gilt σ′′(n + 1) = n + 1, und somit ist σ′′ nach 1. ein Produkt elementarer Vertau-
schungen. Da σ = σi(i+1) ◦ σ(i+1)(i+2) . . . ◦ σ(n−1)n ◦ σn(n+1) ◦ σ′′, gilt das auch für σ. 2
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Verkettet man eine Permutation τ ∈ Sn mit einer elementaren Vertauschung σ ∈ Sn, so än-
dert sich die Anzahl der Fehlstandspaare um eins, da σ entweder ein neues Fehlstandspaar
erzeugt oder ein Fehlstandspaar vernichtet. Daraus folgt sgn(σ ◦ τ) = −sgn(τ). Also muss für
eine Permutation τ , die sich als Verkettung von n elementaren Vertauschungen schreiben lässt
sgn(τ) = (−1)n gelten. Da die Darstellung einer Permutation als Verkettung elementarer Ver-
tauschungen aber im allgemeinen nicht leicht zu finden ist, ist dies keine sehr nützliche Methode,
um das Signum einer Permutation zu berechnen. Eine brauchbare Formel für das Signum liefert
der folgende Satz.
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Satz 5.1.4:
1. Für beliebige Permutationen σ, τ ∈ Sn gilt: sgn(σ ◦ τ) = sgn(σ) · sgn(τ).

2. Ist σ ∈ Sn ein Produkt von k ∈ N0 Vertauschungen, so gilt sgn(σ) = (−1)k.

3. Für jede Permutation σ ∈ Sn gilt:

sgn(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)

j − i
=

Π1≤i<j≤n σ(j)− σ(i)

Π1≤i<j≤n j − i
. (12)

Beweis:
1. Ist σ ∈ Sn ein Produkt von k elementaren Vertauschungen, so gilt sgn(σ) = (−1)k, denn
Verketten mit einer elementaren Vertauschung ändert die Zahl der Fehlstandspaare einer Per-
mutation um eins. Ist τ ∈ Sn ein Produkt von l elementaren Vertauschungen, so ist σ ◦ τ ein
Produkt von k + l elementaren Vertauschungen und somit gilt

sgn(σ ◦ τ) = (−1)k+l = (−1)k · (−1)l = sgn(σ) · sgn(τ).

2. Nach Beispiel 5.1.2 gilt sgn(σij) = −1 für jede Vertauschung σij ∈ Sn. Ist σ ∈ Sn ein Produkt
von k Vertauschungen, so ergibt sich daraus mit 1. sgn(σ) = (−1)k.

3. Da σ ∈ Sn eine bijektive Abbildung σ : {1, ..., n} → {1, ..., n} ist, tritt im Zähler des letzten
Terms in (12) jeder Faktor j − i mit 1 ≤ i < j ≤ n genau einmal auf, entweder mit negativem
oder mit positivem Vorzeichen. Die Terme j − i im Nenner sind natürliche Zahlen, der Term
σ(j) − σ(i) ist in N, wenn (i, j) kein Fehlstandspaar von σ ist, und in −N, wenn (i, j) ein
Fehlstandspaar von σ ist. Daraus ergibt sich

Π1≤i<j≤n σ(j)− σ(i)

Π1≤i<j≤n j − i
= (−1)F (σ) Π1≤i<j≤n j − i

Π1≤i<j≤n j − i
= (−1)F (σ) = sgn(σ).

2

Beispiel 5.1.5: Für die Permutationen σ = (4, 1, 3, 2) ∈ S4 und τ = (3, 2, 1, 4) ∈ S4 gilt

sgn(σ) =
(2− 4)(2− 1)(2− 3)(3− 4)(3− 1)(1− 4)

(4− 1)(4− 2)(4− 3)(3− 1)(3− 2)(2− 1)
= 1

sgn(τ) =
(4− 3)(4− 2)(4− 1)(1− 3)(1− 2)(2− 3)

(4− 1)(4− 2)(4− 3)(3− 1)(3− 2)(2− 1)
= −1.

Neben einer Rechenmethode zur Bestimmung des Signums liefert Satz 5.1.4 auch eine alge-
braische Charakterisierung des Signums. Die erste Aussage in Satz 5.1.4 besagt nämlich, dass
sgn : Sn → ({1,−1}, ·), σ 7→ sgn(σ) ein Gruppenhomomorphismus ist. Verkettet man diesen
mit dem Gruppenisomorphismus φ : ({1,−1}, ·) → (Z/2Z,+), −1 7→ [1], 1 7→ [0] so erhält
man einen Gruppenhomomorphismus ψ : Sn → Z/2Z. Dieser ordnet einer Permutation σ die
Restklasse [F (σ)] zu. Der Kern dieses Gruppenhomomorphismus, also die Menge aller geraden
Permutationen, ist eine Untergruppe von Sn, die sogenannte alternierende Gruppe An. Man
kann zeigen (Übung), dass die alternierenden Gruppen A1, A2 und A3 abelsche Gruppen sind,
während die alternierenden Gruppen An für n ≥ 4 nicht-abelsch sind.
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Korollar 5.1.6:

1. Für jedes n ∈ N induziert die Signumsabbildung einen Gruppenhomomorphismus
ψ : Sn → Z/2Z, σ 7→ [F (σ)].

2. Für n ≥ 2 ist An = ker(sgn) = {σ ∈ Sn|sgn(σ) = 1} ⊆ Sn eine Untergruppe mit 1
2
n!

Elementen. Sie heißt die alternierende Gruppe vom Grad n.

Beweis:
Um die Anzahl der Elemente von An zu bestimmen, betrachten wir für n ≥ 2 eine Vertau-
schung σ ∈ Sn und die bijektive Abbildung f : Sn → Sn, τ 7→ τ ◦ σ mit f ◦ f = id. Da
nach Satz 5.1.4, 2. sgn(f(τ)) = sgn(τ ◦ σ) = sgn(τ) · sgn(σ) = −sgn(τ) für alle τ ∈ Sn gilt,
ist f(ker(sgn)) = Sn \ ker(sgn) und f(Sn \ ker(sgn)) = ker(sgn). Also müssen ker(sgn) und
Sn \ ker(sgn) gleich viele und damit jeweils 1

2
n! Elemente enthalten. 2

5.2 Multilineare Abbildungen

Nachdem die grundlegenden Eigenschaften der Permutationsgruppen untersucht wurden, be-
schäftigen wir uns nun mit den Eigenschaften multilinearer Abbildungen. Im Gegensatz zu einer
linearen Abbildungen φ : V → W , die jedem Vektor v ∈ V einen Vektor φ(v) ∈ W zuordnet,
ordnet eine n-lineare Abbildung φ : V ×n → W einem n-Tupel (v1, ..., vn) von Vektoren vi ∈ V
einen Vektor in φ(v1, ..., vn) ∈ W zu, und zwar so, dass diese Zuordnung in jedem ihrer n Ar-
gumente linear ist. Solche multilinearen Abbildungen werden später bei der Beschreibung von
Flächeninhalten, Volumina, Winkeln und Abständen im Rn eine wichtige Rolle spielen, treten
aber auch in vielen anderen Zusammenhängen auf.

Definition 5.2.1: Seien V,W Vektorräume über K und n ∈ N. Eine Abbildung φ : V ×n → W
heißt n-linear falls für alle j ∈ {1, ..., n}, v1, ..., vn, v

′
j ∈ V und λ ∈ K gilt

φ(..., vj + v′j, ...) = φ(..., vj, ...) + φ(..., v′j, ...) φ(..., λ vj, ...) = λφ(..., vj, ...).

Für n = 2 spricht man auch von einer bilinearen Abbildung und für n ≥ 2 von einer multi-
linearen Abbildung. Ist W = K, so nennt man eine n-lineare Abbildung auch n-Linearform,
eine bilineare Abbildung Bilinearform und eine multilineare Abbildung Multilinearform.

Bei der Betrachtung von multilinearen Abbildungen stellt sich sofort die Frage, wie sich ihr
Wert ändert, wenn man Argumente vertauscht oder permutiert. Ein besonders einfaches Ver-
halten unter dem Vertauschen von Argumenten zeigen die sogenannten symmetrischen und
alternierenden multilineare Abbildungen.

Definition 5.2.2: Seien V,W Vektorräume über K und n ∈ N. Eine n-lineare Abbildung
φ : V ×n → W heißt symmetrisch, wenn gilt

φ(..., vi, ..., vj, ...) = φ(..., vj, ..., vi, ...) ∀1 ≤ i < j ≤ n

alternierend, wenn aus vi = vj für zwei Indizes 1 ≤ i < j ≤ n folgt, dass φ(v1, ..., vn) = 0.
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Die Ausdrücke mit ... in Definition 5.2.1 und Definition 5.2.2 sind so zu verstehen, dass alle
anderen Einträge in den Summanden und auf den zwei Seiten des Gleichheitszeichens gleich
sind. Stehen Summen oder skalare Vielfache in allen Argumenten, so löst man diese schrittweise
auf. So erhält man beispielsweise für eine bilineare Abbildung φ : V ×2 → W für u, u′v, v′ ∈ V
und µ, µ′, λ, λ′ ∈ K

φ(µu+ µ′u′, λv + λ′v′) =φ(µu, λv + λ′v′) + φ(µ′u′, λv + λ′v′)

=φ(µu, λv) + φ(µu, λ′v′) + φ(µ′u′, λv) + φ(µ′u′, λ′v′)

=µφ(u, λv) + µφ(u, λ′v′) + µ′φ(u′, λv) + µ′φ(u′, λ′v′)

=µλφ(u, v) + µλ′φ(u, v′) + µ′λφ(u′, v) + µ′λ′φ(u′, v′).

Beispiel 5.2.3:
1. Ist n = 1, so ist jede n-lineare Abbildung φ : V ×n → W symmetrisch und alternierend.

2. Für beliebiges n ∈ N ist die Nullabbildung 0 : V ×n → W , (v1, ..., vn) 7→ 0 eine
symmetrische und alternierende n-lineare Abbildung.

3. Die Abbildung φ : K×n → K, (λ1, ..., λn) 7→ λ1 · · ·λn ist eine symmetrische n-lineare
Abbildung, denn es gilt das Distributivgesetz, und die Multiplikation im Körper K ist
kommutativ.

4. Für beliebige n,m ∈ N ist die Abbildung φ : Mat(m × m,K)×n → Mat(m × m,K),
(A1, ..., An) 7→ A1 · · ·An eine n-lineare Abbildung, denn die Matrixmultiplikation erfüllt
das Distributivgesetz und ist mit der Skalarmultiplikation kompatibel. Für n ≥ 2 ist
diese weder symmetrisch noch alternierend.

5. Der Matrixkommutator

[ , ] : Mat(m×m,K)×Mat(m×m,K)→ Mat(m×m,K), (A,B) 7→ [A,B] := A·B−B ·A

ist eine alternierende bilineare Abbildung.
6. Das euklidische Skalarprodukt

〈 , 〉 : Kn × Kn → K, (u, v) 7→ 〈u, v〉 := Σn
i=1uivi

ist eine symmetrische bilineare Abbildung.
7. Das Vektorprodukt

∧ : K3 × K3 → K3, (v, w) 7→ v ∧ w mit

 v1

v2

v3

 ∧
 w1

w2

w3

 =

 v2w3 − w2v3

v3w1 − v1w3

v1w2 − w1v2


ist eine alternierende bilineare Abbildung.

8. Das Spatprodukt

φ : K3 × K3 × K3 → K, (u, v, w) 7→ 〈u, v ∧ w〉

ist eine alternierende Multilinearform.

Betrachtet man Definition 5.2.2 so stellt sich die Frage, warum nicht einfach gefordert wurde,
dass eine alternierende multilineare Abbildung analog zu einer symmetrischen die Bedingung
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φ(..., vi, ..., vj, ...) = −φ(..., vj, ..., vi, ...) erfüllt bzw. ob diese Bedingung zu der aus Definition
5.2.2 äquivalent ist. Letzteres ist der Fall, solange für den zugrundeliegenden Körper K gilt
char(K) 6= 2, also 1 + 1 6= 0. Ist aber char(K) = 2, so gilt φ(..., vi, ..., vj, ...) = −φ(..., vj, ..., vi, ...)
oder, dazu äquivalent, φ(v1, ..., vn)+φ(v1, ..., vn) = 0 für jede n-lineare Abbildung φ : V ×n → W .
Die Bedingung mit dem Minuszeichen ist also schwächer als die Bedingung in Definition 5.2.2.

Lemma 5.2.4: Sei K ein Körper der Charakteristik char(K) 6= 2 und φ : V ×n → W eine
n-lineare Abbildung. Dann sind äquivalent:
(i) Die Abbildung φ ist alternierend.
(ii) φ(..., vi, ..., vj, ...) = −φ(..., vj, ..., vi, ...) für alle 1 ≤ i < j ≤ n.
(iii) φ(..., vi, ..., vj +λvi, ...)=φ(..., vi+λvj, ..., vj, ...)=φ(..., vi, ..., vj, ...) ∀λ ∈ K, 1 ≤ i < j ≤ n.

Ist char(K) = 2, so gilt (i)⇔(iii) und (i)⇒(ii).

Beweis:
(i) ⇒ (ii): Sei φ alternierend und 1 ≤ i < j ≤ n. Dann folgt aus der Multilinearität von φ

0
(i)
= φ(..., vi + vj, ..., vi + vj, ...) = φ(..., vi, .., vi + vj, ...) + φ(..., vj, ..., vi + vj, ...)

= φ(..., vi, ..., vj, ...) + φ(..., vi, ..., vi, ...) + φ(..., vj, ..., vj, ...) + φ(..., vi, ..., vi, ...)

(i)
= φ(v1, ..., vi, ..., vj, ..., vn) + φ(v1, ..., vj, ..., vi, ..., vn).

(ii)⇒(i): Ist φ(..., vk, ..., vl, ...) = −φ(..., vl, ...vk, ...) für alle 1 ≤ k < l ≤ n und ist vi = vj für
zwei Indizes i, j mit 1 ≤ i < j ≤ n, so folgt

φ(..., vi, ..., vj, ...)
char(K)6=2

= 1
2
φ(..., vi, ..., vj, ...) + 1

2
φ(..., vj, ..., vi, ...)

(ii)
= 1

2
φ(..., vi, ..., vj, ...)− 1

2
φ(..., vi, ..., vj, ...) = 0.

(i) ⇒ (iii): Wegen der n-Linearität von φ gilt für alle mit 1 ≤ i < j ≤ n und λ ∈ K

φ(..., vi, ..., vj + λvi, ...) = φ(..., vi, ..., vj, ...) + λφ(..., vi, ..., vi, ...)

(i)
= φ(..., vi, ..., vj, ...)

(i)
= φ(..., vi, ..., vj, ...) + λφ(..., vj, ..., vj, ...) = φ(..., vi + λvj, ..., vj, ...).

(iii) ⇒(i): Ist vi = vj für zwei Indizes i, j mit mit 1 ≤ i < j ≤ n, so folgt aus (iii)

φ(..., vi, ..., vj, ...) = φ(..., vi, ..., 0 + 1vi, ...)
(iii)
= φ(..., vi, ..., 0, ...) = 0 · φ(..., vi, ..., 0, ...) = 0.

2

Mit Hilfe von Lemma 5.2.4 lässt sich nun leicht klären, wie sie eine symmetrische bzw. alter-
nierende n-lineare Abbildung unter beliebigen Permutationen ihrer Argumente verhält. Dazu
nutzt man aus, dass sich jede Permutation σ ∈ Sn als Produkt von Vertauschungen schreiben
lässt und betrachtet die durch Anwendung von Vertauschungen erzeugten Vorzeichenwechsel.

Lemma 5.2.5: Sei K ein Körper, V,W Vektorräume über K und φ : V ×n → W eine n-lineare
Abbildung. Dann gilt:

1. φ symmetrisch ⇒ φ(vσ(v1), ..., vσ(n)) = φ(v1, ..., vn) für alle σ ∈ Sn und v1, ..., vn ∈ V .
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2. φ alternierend⇒ φ(vσ(v1), ..., vσ(n)) = sgn(σ)φ(v1, ..., vn) für alle σ ∈ Sn und v1, ..., vn ∈ V .

Beweis:
Ist σ ∈ Sn eine Vertauschung, so gilt nach Definition 5.2.2 φ(vσ(1), ..., vσ(n)) = φ(v1, ..., vn) für
symmetrische und nach Lemma 5.2.4 und Beispiel 5.1.2 φ(vσ(1), ..., vσ(n)) = −φ(v1, ..., vn) =
sgn(σ)φ(v1, ..., vn) für alternierende φ. Da sich jede Permutation τ ∈ Sn nach Satz 5.1.3 als
Produkt von Vertauschungen schreiben lässt, folgt mit Satz 5.1.4 φ(vτ(1), ..., vτ(n)) = φ(v1, ..., vn)
für symmetrische und φ(vτ(1), ..., vτ(n)) = sgn(τ)φ(v1, ..., vn) für alternierende φ. 2

Wie klären nun noch die algebraischen Strukturen auf der Menge der (alternierenden oder
symmetrischen) n-linearen Abbildungen. Zunächst stellen wir fest, dass die Abbildungen
V × . . . × V → W für beliebige K-Vektorräume V , W mit der punktweisen Addition und
Skalarmultiplikation einen Vektorraum über K bilden. Dies gilt nach Beispiel 3.1.7 für die Ab-
bildungen von einer beliebigen Menge M in einen beliebigen K-Vektorraum. Die n-linearen
Abbildungen V × . . .×V → W bilden einen Untervektorraum dieses Vektorraums. Da die sym-
metrischen und alternierenden n-linearen Abbildungen über Bedingungen definiert sind, die
von der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation Gebrauch machen, gilt dies ebenfalls
für die Mengen der symmetrischen bzw. alternierenden n-linearen Abbildungen. Ebenso sieht
man für char(K) 6= 2 und n ≥ 2 leicht, dass die Nullabbildung die einzige n-lineare Abbildung
ist, die gleichzeitig symmetrisch und alternierend ist.

Lemma 5.2.6: Sei K ein Körper und V,W Vektorräume über K. Dann gilt für alle n ∈ N:
1. Die n-linearen Abbildungen φ : V ×n → W bilden einen Untervektorraum L(V ×n,W ) des

K-Vektorraums Abb(V ×n,W ).
2. Die symmetrischen n-linearen Abbildungen φ : V ×n → W bilden einen Untervektorraum
S(V ×n,W ) des K-Vektorraums L(V ×n,W ).

3. Die alternierenden n-linearen Abbildungen φ : V ×n → W bilden einen Untervektorraum
A(V ×n,W ) des K-Vektorraums L(V ×n,W ).

4. Ist n ≥ 2 und char(K) 6= 2, so ist A(V ×n,W ) ∩ S(V ×n,W ) = {0}.

Beweis:
1.-3. ergeben sich durch direktes Nachrechnen der Untervektorraumbedingungen (UV1)-(UV3)
(Übung). Ist n ≥ 2 und φ : V ×n → W eine symmetrische und alternierende n-lineare Abbildung,
so ergibt sich für alle 1 ≤ i < j ≤ n

φ(v1, ..., vj, ..., vi, ..., vn) = φ(v1, ..., vi, ..., vj, ..., vn) = −φ(v1, ..., vi, ..., vj, ..., vn)
char(K)6=2

= 0.

2

Ähnlich wie bei linearen Abbildungen kann man auch bei n-linearen Abbildungen die Linearität
ausnutzen, um sie durch ihre Werte auf Basen zu charakterisieren. Der einzige Unterschied ist,
dass bei einer n-linearen Abbildung φ : V ×n → W nun in jedes Argument von φ Basisvektoren
eingesetzt werden müssen, d. h. dass man die Werte von φ auf n-Tupeln von Basisvektoren
statt auf einzelnen Basisvektoren betrachten muss. So wie die Werte einer linearen Abbildung
auf jedem Basisvektor beliebig vorgegeben werden können, können die Werte einer n-linearen
Abbildung auf einem n-Tupel von Basisvektoren beliebig vorgegeben werden.
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Fordert man zusätzlich, dass die betrachteten n-linearen Abbildungen symmetrisch oder al-
ternierend sind, so sind diese immer noch durch ihre Werte auf n-Tupeln von Basisvektoren
eindeutig bestimmt, aber diese Werte können nicht mehr beliebig vorgegeben werden, da sie das
richtige Verhalten unter Permutationen der Argumente aufweisen müssen. Beliebig vorgegeben
werden können dann nur noch ihre Werte auf n-Tupeln von Basisvektoren mit aufsteigenden
bzw. streng aufsteigenden Indizes.

Satz 5.2.7: Sei K ein Körper, V,W Vektorräume über K und B = (b1, ..., bm) eine geordnete
Basis von V . Dann gilt:

1. Zu gegebenen Vektoren wj1...jn ∈ W für 1 ≤ j1, ..., jn ≤ m, existiert genau eine n-lineare
Abbildung φ : V ×n → W mit φ(bj1 , ..., bjn) = wj1...jn für alle 1 ≤ j1, ..., jn ≤ m.

2. Zu gegebenen Vektoren wj1...jn ∈ W für 1 ≤ j1 ≤ j2 ≤ ... ≤ jn ≤ m existiert genau
eine symmetrische n-lineare Abbildung φ : V ×n → W mit φ(bj1 , ..., bjn) = wj1...jn für alle
1 ≤ j1 ≤ ... ≤ jn ≤ m.

3. Zu gegebenen Vektoren wj1...jn ∈ W für 1 < j1 < j2 < ... < jn ≤ m existiert genau
eine alternierende n-lineare Abbildung φ : V ×n → W mit φ(bj1 , ..., bjn) = wj1...jn für alle
1 ≤ j1 < ... < jn ≤ m.

Beweis:
1. Jede n-lineare Abbildung φ : V ×n→ W ist durch die Werte φ(bi1 , ..., bin) mit 1 ≤ i1, ..., in ≤ m
eindeutig bestimmt, denn zu jedem n-Tupel (v1, ..., vn) von Vektoren aus V existieren Koeffizi-
enten λij ∈ K, so dass vi = Σm

j=1λjibj. Aus der Multilinearität von φ folgt dann

φ(v1, ..., vn) = φ(Σm
j1=1λj11bj1 , ...,Σ

m
jn=1λjnnbjn) = Σn

j1=1 · · ·Σn
jn=1λj11 · · ·λjnn φ(bj1 , ..., bjn). (13)

Umgekehrt kann man zu vorgegebenen Vektoren wj1...jn ∈ W für 1 ≤ j1, ..., jn ≤ m wie im
Fall der linearen Abbildungen eine n-lineare Abbildung φ : V ×n → W definieren, indem man
φ(bj1 , ..., bjn) := wj1...jn für alle 1 ≤ j1, ..., jn ≤ m setzt und sie für ein n-Tupel von Vektoren
vi = Σm

j=1λjibj durch (13) definiert.

2. Eine symmetrische bilineare Abbildung ist nach 1. durch ihre Werte auf n-Tupeln (bj1 , ..., bjn)
mit 1 ≤ j1, ..., jn ≤ m bereits vollständig bestimmt. Da ausserdem nach Lemma 5.2.5
φ(bσ(j1), ..., bσ(jn)) = φ(bj1 , ..., bjn) für alle σ ∈ Sn gelten muss und jedes n-Tupel (j1, ..., jn) ∈
{1, ...,m}×n durch eine Permutation σ ∈ Sn in genau ein n-Tupel (i1, ..., in) mit 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤
in ≤ m überführt werden kann, ist φ durch die Werte φ(bj1 , ..., bjn) mit 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ jn ≤ m
eindeutig bestimmt, und diese können beliebig vorgegeben werden.

3. Eine alternierende bilineare Abbildung ist nach 1. durch ihre Werte auf n-Tupeln (bj1 , ..., bjn)
mit 1 ≤ j1, ..., jn ≤ m vollständig bestimmt. Gilt ji = jk für zwei Indizes i, k mit 1 ≤ i 6= k ≤ m
so ist φ(bj1 , ..., bjn) = 0. Also ist φ durch die Werte φ(bj1 , ..., bjn) mit 1 ≤ j1, ..., jn ≤ m und
j1, ..., jm paarweise verschieden bereits eindeutig bestimmt. Nach Lemma 5.2.5 muss außerdem
φ(bσ(j1), ..., bσ(jn)) = sgn(σ)φ(bj1 , ..., bjn) für jede Permutation σ ∈ Sn gelten. Da jedes n-Tupel
(j1, ..., jn) ∈ {1, ...,m}×n mit paarweise verschieden j1, ..., jn durch Permutationen σ ∈ Sn in
genau ein n-Tupel (i1, ..., in) mit 1 ≤ i1 < . . . < in ≤ m überführt werden kann, ist φ durch die
Werte φ(bj1 , ..., bjn) mit 1 ≤ j1 < . . . < jn ≤ m eindeutig bestimmt, und diese können beliebig
vorgegeben werden. 2

Beispiel 5.2.8: Für V = R3 ist jede bilineare Abbildung φ : V ×V → W durch die Werte auf
den Paaren (e1, e1), (e2, e2), (e3, e3), (e1, e2), (e2, e1), (e1, e3), (e3, e1), (e2, e3), (e3, e2) vollständig
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bestimmt und diese können beliebig vorgegeben werden. Ist φ symmetrisch, so können nur
die Werte auf den Paaren (e1, e1), (e2, e2), (e3, e3), (e1, e2), (e1, e3), (e2, e3) beliebig vorgegeben
werden, da aus der Symmetrie φ(e2, e1) = φ(e1, e2), φ(e3, e1) = φ(e1, e3) und φ(e3, e2) = φ(e2, e3)
folgt. Ist φ alternierend, so können nur die Werte auf den Paaren (e1, e2), (e1, e3), (e2, e3) beliebig
vorgegeben werden, da aus der der Tatsache, dass φ alternierend ist, folgt φ(e2, e1) = −φ(e1, e2),
φ(e3, e1) = −φ(e1, e3) und φ(e3, e2) = −φ(e2, e3) sowie φ(e1, e1) = φ(e2, e2) = φ(e3, e3) = 0.

Insbesondere erhält man aus Satz 5.2.7 Aussagen über die Dimension des Vektorraums der
n-Linearformen V × . . . × V → K für endlich-dimensionale K-Vektorräume V und über die
Dimension der Unterräume der alternierenden und symmetrischen n-Linearformen.

Korollar 5.2.9:
Sei K ein Körper und V ein n-dimensionaler Vektorraum über K. Dann gilt für alle p ∈ N:

dimK L(V ×p,K) = np

dimK A(V ×p,K) =

(
n
p

)
=

n!

p!(n− p)!

dimK S(V ×p,K) =

(
n+ p− 1

p

)
=

(n+ p− 1)!

p!(n− 1)!

Insbesondere ergibt sich für p = 2:
dimK L(V ×2,K) = n2 dimK A(V ×2,K) = 1

2
n(n− 1) dimK S(V ×2,K) = 1

2
n(n+ 1).

Beweis:
Wir wählen eine geordnete Basis B = (v1, ..., vn) von V . Dann bilden nach Satz 5.2.7 die
p-Linearformen φj1...jp : V ×p → K mit φj1...jp(vj1 , ..., vjp) = 1 und φj1...jp(vk1 , ..., vkp) = 0 für
(k1, ..., kp) 6= (j1, ..., jp) eine Basis von L(V ×p,K). Also ist die Dimension von L(V ×p,K) gleich
der Anzahl der p-Tupel (j1, ..., jp) mit j1, ..., jp ∈ {1, ..., n}, also np, da man jeden Eintrag des
p-Tupels (j1, ..., jp) unabhängig aus {1, ..., n} wählen kann.

Ebenso bilden nach Satz 5.2.7 die alternierenden p-Linearformen ψj1...jp mit ψ(vk1 , ..., vkp) =
sgn(σ) falls ki = σ(ji) für ein σ ∈ Sp und ψ(vk1 , ..., vkp) = 0 sonst eine Basis von A(V ×p,K).
Die Dimension von A(V ×p,K) ist also gleich der Anzahl der geordneten p-Tupel (j1, ..., jp) ∈
{1, ..., n}×p mit 1 ≤ j1 < . . . < jp ≤ n. Dies ist wiederum gleich der Anzahl der Möglich-
keiten p verschiedene Zahlen j1, ..., jp aus der Menge {1, ..., n} zu wählen, also p Elemente
ohne Zurücklegen aus einer n-elementigen Menge zu wählen. Diese ist durch den angegebenen
Binomialkoeffizienten gegeben.

Analog bilden nach Satz 5.2.7 für 1 ≤ j1 ≤ j2 ≤ ... ≤ jp ≤ n die symmetrischen p-Linearformen
χj1...jp mit χ(vk1 , ..., vkp) = 1 falls ki = σ(ji) für ein σ ∈ Sp und χ(vk1 , ..., vkp) = 0 sonst eine
Basis von S(V ×p,K). Die Dimension von S(V ×p,K) ist also gleich der Anzahl der geordneten
Tupel (j1, ..., jp) ∈ {1, ..., n}×p mit 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ jp ≤ n, also die Anzahl der Möglichkeiten
p Elemente aus einer n-elementigen Menge mit Zurücklegen auszuwählen. Diese ist ebenfalls
wieder durch einen Binomialkoeffizienten gegeben. Für p = 2 ergeben sich dann entsprechend
die Ausdrücke im Korollar. 2

Insbesondere ergibt sich aus Korollar 5.2.9, dass die Dimension dimK S(V ×2,K) = 1
2
n(n + 1)

des Vektorraums der symmetrischen Bilinearformen auf V gleich der Dimension des Vektor-
raums der symmetrischen (n × n)-Matrizen mit Einträgen in K ist. Ebenso ist die Dimension
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dimK A(V ×2,K) = 1
2
n(n − 1) des Vektorraums der alternierenden Bilinearformen auf V gleich

der Dimension des Vektorraums der alternierenden (n× n)-Matrizen mit Einträgen in K. Dies
ist kein Zufall, denn jede jede Billinearform φ : V ×2 → K ist durch ihre Werte auf den Vektoren
einer geordneten Basis B = (v1, ..., vn) von V eindeutig bestimmt. Trägt man diese Werte in eine
Matrix M(φ) ∈ Mat(m×m,K) ein, indem man M(φ)ij = φ(vi, vj) setzt, so ist φ symmetrisch
genau dann, wenn M symmetrisch ist und φ ist alternierend genau dann, wenn M antisym-
metrisch ist. Die Matrix M wird als die beschreibende Matrix der Bilinearform φ bezüglich der
geordneten Basis B bezeichnet.

Eine weitere interessante Konsequenz aus Korollar 5.2.9 ist, dass für p > n die Nullform
die einzige alternierende p-Linearform auf einen n-dimensionalen Vektorraum V ist, und al-
le alternierenden n-Linearformen auf V skalare Vielfache voneinander sind. Denn es gilt
dimK A(V ×n,K) = 0 für p > n und dimK A(V ×n,K) = 1. Betrachtet man alternierende n-
Linearformen auf dem Vektorraum V = Kn und wählt man den Skalar so, dass eine n-Linearform
auf der Standardbasis den Wert 1 annimmt, so erhält man die sogenannte Volumenform.

Korollar 5.2.10: Für jeden Körper K und jedes n ∈ N gibt es genau eine alternierende
n-lineare Abbildung voln : (Kn)×n → K mit voln(e1, ..., en) = 1. Sie heißt Volumenform.

Beweis:
Nach Satz 5.2.7 ist eine alternierende n-lineare Abbildung φ : (Kn)×n → K durch ihren Wert auf
dem n-Tupel (e1, e2, ..., en) eindeutig bestimmt, und φ(e1, ..., en) ∈ K kann beliebig vorgegeben
werden. Also existiert genau eine alternierende n-lineare Abbildung voln : (Kn)×n → K mit
φ(e1, ..., en) = 1. 2

Die Bezeichnung Volumenform erklärt sich daraus, dass die Volumenform voln einen verall-
gemeinerten Volumenbegriff auf dem Rn definiert. Offensichtlich sollte das Volumen eines n-
dimensionalen Polyeders, der von Vektoren v1, .., vn ∈ Rn aufgespannt wird, sich linear in jedem
Vektor reskalieren und sich unter Scherungen nicht ändern. Dies ergibt sich aus der Multili-
nearität der Volumenform. Ebenso ist es naheliegend, das Volumen des von der Standardbasis
aufgespannten n-dimensionalen Einheitswürfels auf 1 zu setzen, und dass das n-dimensionale
Volumen eines niedrig dimensionaleren Polyeders null sein sollte. Ersteres wird durch die Nor-
mierungsbedingung voln(e1, ..., en) = 1 und letzteres durch die Antisymmetrie der Volumenform
garantiert. Für n = 2 und n = 3 lässt sich ausserdem direkt nachrechnen, dass |vol2(x, y)| und
|vol3(u, v, w)| den Flächeninhalt des von den Vektoren x, y ∈ R2 aufgespannten Parallelogramms
und des von den Vektoren u, v, w ∈ R3 aufgespannten Spats angeben.

v

w
w2

v2+w2

v2

w1 v1 v1+w1

v
w

u

von v, w ∈ R2 aufgespanntes Parallelogramm von u, v, w ∈ R3 aufgespannter Spat
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Lemma 5.2.11:

1. Für beliebige Vektoren v, w ∈ R2 ist |vol2(v, w)| der Flächeninhalt des von v und w
aufgespannten Parallelogramms.

2. Für beliebige Vektoren u, v, w ∈ R3 ist |vol3(u, v, w)| der Flächeninhalt des von u, v und
w aufgespannten Spats oder Parallelepipeds.

Beweis:
1. Seien v = v1e1 + v2e2, w = w1e1 + w2e2 ∈ R2. Dann gilt wegen der Bilinearität und der
Antisymmetrie der Volumenform

|vol2(v, w)| = |v1w1vol2(e1, e1) + v1w2vol2(e1, e2) + v2w1vol2(e2, e1) + v2w2vol2(e2, e2)|
= |v1w2 − v2w1|.

Aus der Skizze ergibt sich der Flächeninhalt des Parallelogramms zu

F = |(v1 + v2) · (w1 + w2)− 2 · 1
2
v1v2 − 2 · 1

2
w1w2 − 2 · w1v2| = |v1w2 − w1v2|.

2. Seien u = u1e1 + u2e2 + u3e3, v = v1e1 + v2e2 + v3e3 und w = w1e1 +w2e2 +w3e3 ∈ R3. Dann
folgt aus der Multilinearität der Volumenform und der Tatsache, dass diese alternierend ist

|vol3(u, v, w)| = |u1v2w3vol3(e1, e2, e3) + u1v3w2vol3(e1, e3, e2) + u2v1w3vol3(e2, e1, e3)

+ u2v3w2vol3(e2, e3, e1) + u3v1w2vol3(e3, e1, e2) + u3v2w1vol3(e3, e2, e1)|
= |u1(v2w3 − v3w2) + u2(v3w1 − w3v1) + u3(v1w2 − v2w1)| = |〈u, v ∧ w〉|.

Dies entspricht gerade dem Spatprodukt aus Beispiel 5.2.3. Um das Volumen des von
u, v, w ∈ R3 aufgespannten Spats zu berechnen, betrachten wir zunächst den Fall
v, w ∈ spanR({e1, e2}). Dann gilt |vol3(u, v, w)| = |u3(v1w2 − v2w1)|. Der Ausdruck
F = |v1w2 − v2w3| ist nach 1. gerade der Flächeninhalt des von v = v1e1 + v2e2

und w = w1e1 + w2e2 aufgespannten Parallelogramms, also dem Flächeninhalt der
Grundfläche des Spats. Da h = |u3| gerade die Höhe dieses Spats ist, ist sein Volumen
V = h · F = |vol3(u, v, w)| = |u3(v1w2 − v2w1)|.
Zum Beweis des allgemeinen Falls überlegt man sich, dass man die Ebene spanR({v, w})
durch eine Drehung in der x2x3-Ebene und eine Drehung in der x1x3-Ebene in die Ebene
spanR({e1, e2}) überführen kann. Wir werden später zeigen, dass sich die Volumenform un-
ter einer solchen Drehung nicht ändert, und damit folgt die Aussage für den allgemeinen Fall. 2

Da in Lemma 5.2.11 nur der Betrag der Volumenform auftritt, ergibt sich die Frage, ob auch
ihr Vorzeichen eine geometrische Bedeutung besitzt. Dazu muss zunächst geklärt werden, dass
die Volumenform auf einer geordneten Basis des Rn nie den Wert Null annimmt. Generell ist
es naheliegend, dass das n-dimensionale Volumen genau dann verschwinden sollte, wenn die
Vektoren in einer (n − 1)-dimensionalen Hyperbene des Rn enthalten sind, also genau dann,
wenn sie linear abhängig sind.

Lemma 5.2.12: Für jedes n-Tupel von Vektoren (v1, ..., vn) mit v1, ..., vn ∈ Kn gilt
voln(v1, ..., vn) = 0 genau dann, wenn (v1, ..., vn) linear abhängig ist.

Beweis:
Ist (v1, ..., vn) linear abhängig, so lässt sich der Vektor vn als Linearkombination vn = Σn−1

i=1 λivi
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mit λi ∈ K der anderen Vektoren ausdrücken. Aus der Multilinearität von voln und der Tatsache,
dass voln alternierend ist, ergibt sich dann

voln(v1, ..., vn) = voln(v1, ..., vn−1,Σ
n−1
i=1 λivi) = Σn−1

i=1 λivoln(v1, ...., vn−1, vi) = 0.

Sei jetzt (v1, ..., vn) linear unabhängig. Nach Lemma 5.2.4 ändert sich die Volumenform nicht,
wenn man Vielfache eines Vektors vi zu einem anderen Vektor vj hinzuaddiert und ändert sich
nur um ein Vorzeichen, wenn man Argumente vertauscht. Fasst man die Vektoren v1, ..., vn als
Spalten einer Matrix M ∈ Mat(n × n,K) aus, so entspricht dieses Hinzuaddieren und Vertau-
schen von Vektoren gerade dem Hinzuaddieren eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen
und dem Vertauschen von Spalten. Nach Satz 4.5.16 (Gauß-Algorithmus zum Invertieren von
Matrizen) lässt sich jede invertierbare Matrix durch Hinzuaddieren von Vielfachen von Spalten
zu anderen Spalten und Vertauschen von Spalten auf Diagonalgestalt bringen13, und in der
Diagonale stehen dann nur Einträge 6= 0. Ist das n-Tupel (v1, ..., vn) linear unabhängig, so ist
die zugehörige Matrix invertierbar. Der Gauß-Algorithmus liefert dann ein n-Tupel (v′1, ..., v

′
n)

mit v′i = λiei, λi ∈ K \ {0} und voln(v1, ..., vn) = ±voln(v′1, ..., v
′
n). Daraus ergibt sich

voln(v1, ..., vn) = ±voln(λ1e1, ..., λnen) = ±λ1 · · ·λn voln(e1, ..., en) = ±λ1 · · ·λn 6= 0.

2

Insbesondere gilt nach Lemma 5.2.12 für jede geordnete Basis B = (b1, ..., bn) des Rn entweder
voln(B) := voln(b1, ..., bn) > 0 oder voln(B) < 0. Dies definiert eine Äquivalenzrelation auf
der Menge (Rn)n der geordneten Basen des Rn, wobei zwei geordnete Basen B und C als
äquivalent betrachtet werden, wenn voln(B) und voln(C) das gleiche Vorzeichen haben. Eine
Äquivalenzklasse orientierter Basen des Rn bezeichnet man als eine Orientierung auf dem Rn.

Definition 5.2.13:

1. Eine geordnete Basis B = (b1, ..., bn) des Rn heißt positiv orientiert, wenn
voln(b1, ..., bn) > 0 und negativ orientiert wenn voln(b1, ..., bn) < 0.

2. Eine Orientierung auf dem Rn ist eine Äquivalenzklasse orientierter Basen, wobei zwei
Basen äquivalent sind, wenn sie beide positiv oder beide negativ orientiert sind.

Beispiel 5.2.14:

1. Die Standardbasis des Rn ist per Definition der Volumenform positiv orientiert.
2. Entsteht eine Basis B′ = (bσ(1), ..., bσ(n)) aus einer Basis B = (b1, ..., bn) durch eine Per-

mutation σ ∈ Sn der Vektoren in B, so haben B und B′ die gleiche Orientierung genau
dann, wenn sgn(σ) = 1. Denn nach Lemma 5.2.5 gilt

voln(B′) = voln(bσ(1), ..., bσ(n)) = sgn(σ)voln(b1, ..., bn) = sgn(σ)voln(B).

3. Für Basen im R2 und R3 gilt die Rechte-Hand-Regel:
Ist B = (b1, b2) eine geordnete Basis des R2 und zeigt der Daumen der rechten Hand
in Richtung von b1 und der Zeigefinger in Richtung von b2, so ist B positiv (negativ)
orientiert genau dann, wenn der Mittelfinger nach oben (unten) zeigt.

13Im Gauß-Algorithmus in Satz 4.5.16 wurden Vielfache von Zeilen zu anderen Zeilen hinzuaddiert und
Zeilen vertauscht. Dies funktioniert aber analog mit Spalten, da man statt einer Matrix auch ihre Transponierte
betrachten kann, wobei Zeilen durch Spalten ersetzt werden und umgekehrt.
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Ist B = (b1, b2, b3) eine geordnete Basis des R3, zeigt der Daumen der rechten Hand in
Richtung des Basisvektors b1 und der Zeigefinger in Richtung des Basisvektors b2 dann
ist B positiv (negativ) orientiert genau dann, wenn der Mittelfinger in Richtung des
Basisvektors b3 (−b3) zeigt.

5.3 Determinanten

Die Betrachtungen zur Volumenform und zur Orientierung legen es nahe, das Verhalten von
Volumenformen unter der Anwendung einer linearen Abbildung auf jedes Argument systema-
tisch zu untersuchen. So kann man beispielsweise ein Tripel von Vektoren u, v, w ∈ R3 als das
Bild der Standardbasis unter einer linearen Abbildung φ : R3 → R3 auffassen . Der von u, v, w
aufgespannte Spat ist dann das Bild des Einheitswürfels, also des von e1, e2, e3 ∈ R3 aufge-
spannten Spats. Ebenso könnte man aus einer Formel, die angibt, wie sich die Volumenform
voln unter Anwendung einer linearen Abbildung φ auf die Argumente ändert direkt ablesen,
ob das Bild einer geordneten Basis unter einer invertierbaren linearen Abbildung φ : Rn → Rn

positiv oder negativ orientiert ist.

Während sich Multilinearformen allgemein unter linearen Abbildungen ziemlich kompliziert
transformieren können, ist das Transformationsverhalten einer alternierenden n-Linearform auf
einem n-dimensionalen Vektorraum V wesentlich einfacher. Wendet man eine lineare Abbildung
φ : V → V auf jedes Argument der n-Linearform an, so wird die n-Linearform nämlich einfach
mit einem Faktor multipliziert. Da alle n-Linearformen auf V skalare Vielfache voneinander
sind, ist dieser Faktor für jede n-Linearform gleich, hängt aber natürlich von der Abbildung φ
ab. Dies führt auf das Konzept der Determinante.

Satz 5.3.1: Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n ∈ N und φ : V → V eine lineare
Abbildung. Dann gibt es genau eine Zahl λφ ∈ K, so dass für alle alternierenden n-Linearformen
ω : V ×n → K und alle Vektoren v1, ..., vn ∈ V gilt

ω(φ(v1), ..., φ(vn)) = λφ ω(v1, ..., vn).

Beweis:
Für jede alternierende n-Linearform ω : V ×n → K und jede lineare Abbildung φ : V → V
ist auch die Abbildung φ∗ω : V ×n → K, (v1, ..., vn) 7→ ω(φ(v1), ..., φ(vn)) wieder n-linear und
alternierend, denn es gilt für alle v, w ∈ V , µ ∈ K

φ∗ω(..., v + w, ...) = ω(..., φ(v + w), ...) = ω(..., φ(v) + φ(w), ...) = ω(..., φ(v), ...) + ω(..., φ(w), ...)

= φ∗ω(..., v, ...) + φ∗ω(..., w, ...)

φ∗ω(..., µ v, ...) = ω(..., φ(µ v), ...) = ω(..., µ φ(v), ...) = µω(..., φ(v), ...) = µφ∗ω(..., v, ...)

φ∗ω(..., v, ..., v, ....) = ω(..., φ(v), ..., φ(v), ...) = 0.

Nach Korollar 5.2.9 ist aber der K-Vektorraum A(V ×n,K) der alternierenden n-Linearformen
auf V eindimensional. Ist ω ∈ A(V ×n,K) \ {0}, muss also ein Skalar λφ ∈ K mit φ∗ω = λφ ω
existieren. Ebenso gibt es zu jeder anderen Linearform ω′ ∈ A(V ×n,K) einen Skalar µ ∈ K
mit ω′ = µω, und daraus folgt φ∗ω′ = φ∗(µω) = µφ∗ω = µλφω = λφω

′ für alle ω′ ∈ A(V ×n,K). 2
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Definition 5.3.2: Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum der Dimension n ∈ N.

1. Die Determinante einer K-linearen Abbildung φ : V → V ist die eindeutig bestimmte
Zahl det(φ) = λφ ∈ K mit φ∗ω = λφ ω aus Satz 5.3.1.

2. Die Determinante einer quadratischen Matrix M ∈ Mat(n× n,K) ist die Determinante
det(M) = det(φM) der zugehörigen linearen Abbildung φM : Kn → Kn, v 7→M · v.

Bemerkung 5.3.3:

1. Kennt man die Bilder der Basisvektoren einer geordneten Basis von V unter einem En-
domorphismus φ : V → V als Linearkombination der Basisvektoren, so lässt sich die
Determinante direkt berechnen. Ist beispielsweise V ein zweidimensionaler Vektorraum
mit Basis (v1, v2) und φ(v1) = av1 + cv2, φ(v2) = bv1 + dv2 so erhält man für jede alter-
nierende Bilinearform ω auf V

φ∗ω(v1, v2) = ω(φ(v1), φ(v2)) = ω(av1 + cv2, bv1 + dv2)

= ω(av1, bv1) + ω(av1, dv2) + ω(cv2, bv1) + ω(cv2, dv2) = adω(v1, v2) + bcω(v2, v1)

= (ad− bc)ω(v1, v2) ⇒ det(φ) = ad− bc.

2. Der Betrag der Determinante gibt an, wie sich Volumina unter linearen Abbildungen
φ : Rn → Rn ändern. Das Bild des Einheitswürfels unter φ ist das von den Vektoren
φ(e1), ..., φ(en) aufgespannte n-dimensionale Parallelotop. Aus der Definition der Deter-
minante ergibt sich mit ω = voln und durch Einsetzen der Vektoren in der Standardbasis
dann sein Volumen als | det(φ)| = | det(φ) voln(e1, ..., en)| = |voln(φ(e1), ..., φ(en))|. Das
Vorzeichen der Determinante gibt an, ob φ die Orientierung einer Basis umkehrt.

3. Für 1 ≤ i < j ≤ n ist die Drehung in der xixj-Ebene im Rn um einen Winkel θ ∈ R

Rθ
ij : Rn → Rn, Rθ

ij(ek) =


ei cos θ + ej sin θ k = i

ej cos θ − ei sin θ k = j

ek k /∈ {i, j}
.

Aus der Multilinearität der Volumenform ergibt sich

det(Rθ
ij) = voln(Rθ

ij(e1), ..., Rθ
ij(en)) = voln(..., ei cos θ + sin θej, ..., ej cos θ − ei sin θ, ...)

= cos2 θ voln(..., ei, ..., ej, ...) + cos θ sin θ voln(..., ej, ..., ej, ...)

− cos θ sin θ voln(..., ei, ..., ei, ...)− sin2 θ voln(..., ej, ...ei, ...)

= (cos2 θ + sin2 θ)voln(e1, ..., en) = 1.

Drehungen erhalten also Volumina und die Orientierung.

4. Die Spiegelung an der Koordinaten-Hyperebene senkrecht zur xj-Achse ist die lineare Ab-
bildung Sj : Rn → Rn mit Sj(ej) = −ej und Sj(ek) = ek für k 6= j. Mit der Multilinearität
der Volumenform folgt

det(Sj) = voln(Sj(e1), ..., Sj(en)) = voln(e1, ..., ej−1,−ei, ej+1, ..., en) = −vol(e1, ..., en) = −1.

Spiegelungen erhalten also Volumina und kehren die Orientierung um.

146



Wir wollen uns nun detaillierter mit den Eigenschaften der Determinante beschäftigen. Offen-
sichtliche Fragen, die sich aus der Definition der Determinante ergeben sind, wie sich die Deter-
minante unter der Addition, skalaren Multiplikation und Verkettung von linearen Abbildungen
verhält. Insbesondere erwartet man anschaulich, dass ein n-dimensionales Volumen unter ei-
ner Streckung mit einem Skalar λ ∈ R mit einem Faktor |λ|n ∈ R multipliziert werden sollte
und dass sich die Änderung eines Volumens unter der Verkettung zweier linearer Abbildun-
gen als Produkt der Volumenänderungen der einzelnen Abbildungen ergibt. Diese Erwartungen
bestätigt der folgende Satz. Das Verhalten der Determinante unter der punktweisen Addition
von linearen Abbildungen ist dagegen kompliziert. Insbesondere gilt für lineare Abbildungen
φ, ψ : V → V im allgemeinen det(φ+ ψ) 6= det(φ) + det(ψ)(!).

Satz 5.3.4: (Eigenschaften der Determinante)
Sei K ein Körper und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) det(µφ) = µn det(φ) für alle K-linearen Abbildungen φ : V → V und µ ∈ K.
(ii) det(φ ◦ ψ) = det(φ) · det(ψ) für alle K-linearen Abbildungen φ, ψ : V → V .
(iii) det(idV ) = 1.
(iv) det(φ−1) = det(φ)−1 für alle invertierbaren linearen Abbildungen φ : V → V .

Aussage (ii) bezeichnet man als den Determinantenmultiplikationssatz.

Beweis:
Aus der Definition der Determinante in Satz 5.3.1 und der n-Linearität folgt

det(µφ)ω(v1, ..., vn) = ω(µφ(v1), ..., µφ(vn)) = µnω(φ(v1), ..., φ(vn)) = µn det(φ)ω(v1, ..., vn)

det(φ ◦ ψ)ω(v1, ..., vn) = ω(φ(ψ(v1)), ..., φ(ψ(vn))) = det(φ)ω(ψ(v1), ..., ψ(vn))

= det(φ) · det(ψ)ω(v1, ..., vn)

det(idV )ω(v1, ..., vn) = ω(idV (v1), ..., idV (vn)) = ω(v1, ..., vn)

für alle ω ∈ A(V ×n,K) und v1, ..., vn ∈ V . Da A(V ×n,K) eindimensional ist, gibt es ein
ω ∈ A(V ×n,K) und Vektoren v1, ..., vn ∈ V mit ω(v1, ..., vn) 6= 0 und daraus folgen (i)-(iii).
Für alle invertierbaren linearen Abbildungen φ : V → V ergibt sich dann aus (ii) und (iii)
1 = det(idV ) = det(φ ◦ φ−1) = det(φ) · det(φ−1). 2

Aus den Eigenschaften der Determinanten linearer Abbildungen und der Definition der Determi-
nante einer MatrixM ∈ Mat(n×n,K) als Determinante der linearen Abbildung φM : Kn → Kn,
v 7→M · v ergeben sich nun direkt analoge Aussagen über die Determinanten von Matrizen.

Satz 5.3.5: (Eigenschaften der Determinante)
Sei K ein Körper und n ∈ N. Dann gilt:

(i) det(µM) = µn det(M) für alle M ∈ Mat(n× n,K) und µ ∈ K.
(ii) det(M ·N) = det(M) · det(N) für alle M,N ∈ Mat(n× n,K).
(iii) det(1n) = 1.
(iv) det(M−1) = det(M)−1 für alle M ∈ GL(n,K).
(v) Ähnliche Matrizen haben die gleiche Determinante.

Aussage (ii) bezeichnet man als den Determinantenmultiplikationssatz.
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Beweis:
Die Determinante einer MatrixM ∈ Mat(n×n,K) ist definiert als die Determinante der linearen
Abbildung φM : Kn → Kn, v 7→M · v. Diese erfüllt die Bedingungen

φµM = µφM : v 7→ µM · v, φM ·N = φM ◦ φN : v 7→M ·N · v, φ1n = idKn : v 7→ v

für alle µ ∈ K und M,N ∈ Mat(n×n,K) sowie φA−1 = φ−1
A : v 7→ A−1 · v für alle A ∈ GL(n,K).

Mit Satz 5.3.4 folgen dann Aussagen (i)-(iv):

(i) det(µM) = det(φµM) = det(µφM) = µn det(φM) = µn det(M)

(ii) det(M ·N) = det(φM ·N) = det(φM ◦ φN) = det(φM) · det(φN) = det(M) · det(N)

(iii) det(1n) = det(φidKn
) = 1

(iv) det(A−1) = det(φA−1) = det(φ−1
A ) = det(φA)−1 = det(A)−1.

Sind M,N ∈ Mat(n×n,K) ähnlich, so existiert eine Matrix S ∈ GL(n,K) mit M = S ·N ·S−1,
und mit (ii) und (iv) folgt det(M) = det(S ·N · S−1) = det(S) · det(N) · det(S−1) = det(N). 2

Mit der Determinante haben wir also eine weitere Struktur, mit der wir zeigen können, dass zwei
Matrizen nicht ähnlich sind, da ähnliche Matrizen die gleiche Determinante haben müssen. Die
Umkehrung gilt allerdings nicht, denn es gibt Matrizen die nicht ähnlich sind, aber dennoch die
gleiche Determinante haben (Übung). Eine weitere wichtige Konsequenz aus Satz 5.3.5 ist, dass
die Determinante einer darstellenden Matrix einer linearen Abbildung φ : V → V bezüglich
jeder beliebigen Basis B immer gleich der Determinante von φ ist.

Korollar 5.3.6: Sei K ein Körper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V
eine lineare Abbildung. Dann gilt für jede geordnete Basis B von V

det( MB B(φ)) = det(φ).

Beweis:
Wir betrachten das kommutierende Diagramm aus Satz 4.2.12 (i), (iv), Satz 4.3.1 und (10)

Kn
v 7→ MB B(φ)·v

// Kn

V

SB ∼=

OO

φ
// V,

SB ∼=

OO

wobei MB B(φ) die beschreibende Matrix von φ bezüglich B aus Definition 4.2.6 bezeichnet
und SB : V → Kn, Σn

i=1λibi 7→ (λ1, ..., λn)T mit n = dimK(V ) den Vektorraumisomorphismus
aus Korollar 4.2.4 und Definition 4.2.6. In Formeln ausgedrückt bedeutet das kommutierende
Diagramm φ = SB

−1 ◦ φ MB B(φ) ◦ SB , und mit der Definition der Determinante und Satz 5.3.4
folgt daraus

det(φ) = det( SB
−1 ◦ φ MB B(φ) ◦ SB ) = det( SB

−1) · det(φ MB B(φ)) · det( SB )

= det( SB )−1 · det( MB B(φ)) · det( SB ) = det( MB B(φ)).
2

Korollar 5.3.6 erlaubt es einem, die Determinante eines Vektorraumendomorphismus φ : V → V
zu berechnen, indem man eine beliebige Basis von V wählt und die Determinante der darstel-
lenden Matrix MB B(φ) berechnet. Das wird sich als sehr nützlich erweisen, wenn wir effiziente
Berechnungsverfahren für die Determinanten von Matrizen hergeleitet haben.
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Eine weitere wichtige Konsequenz aus Satz 5.3.1 und Satz 5.3.4 ist, dass wir durch die Determi-
nante das Verhalten von Automorphismen des Rn bezüglich der Orientierung charakterisieren
können. Es ergibt sich aus dem Vorzeichen der Determinante.

Korollar 5.3.7: Sei φ : Rn → Rn ein Automorphismus. Dann gilt:

1. Ist det(φ) > 0 (< 0), so bildet φ positiv orientierten Basen auf positiv (negativ)
orientierte Basen ab und negativ orientierte auf negativ (positiv) orientierte. Im er-
sten Fall nennt man φ orientierungserhaltend, im zweiten orientierungsumkehrend.

2. Die orientierungserhaltenden Automorphismen φ : Rn → Rn bilden mit der Verkettung
eine Untergruppe Aut+

R (V ) der Gruppe AutR(V ).
3. Die Matrizen M ∈ GL(n,R) mit det(M) > 0 bilden eine Untergruppe GL(n,R)+ der

Gruppe GL(n,R).

Beweis:
Per Definition der Determinante gilt für jede geordnete Basis B = (v1, ..., vn) des Rn und jede
lineare Abbildung φ : Rn → Rn die Gleichung voln(φ(v1), ..., φ(vn)) = det(φ)voln(v1, ..., vn). Ist
φ : Rn → Rn invertierbar, so ist auch φ(B) = (φ(v1), ..., φ(vn)) eine Basis des Rn und nach
Lemma 5.2.12 gilt voln(v1, ..., vn) 6= 0, voln(φ(v1), ..., φ(vn)) 6= 0. Also muss haben die beiden
Terme das gleiche Vorzeichen genau dann, wenn det(φ) > 0 und verschiedene Vorzeichen genau
dann, wenn det(φ) < 0 gilt. Die zweite Aussage folgt aus dem Determinantenmultiplikations-
satz. Für φ, ψ : Rn → Rn gilt nämlich det(φ ◦ ψ) = det(φ) · det(ψ). Dieses Produkt ist immer
positiv, wenn beide Faktoren positiv sind. Der Beweis der dritten Aussage ist analog. 2

Beispiel 5.3.8:

1. Die R-lineare Abbildung φ : Rn → Rn, v 7→ −v ist orientierungserhaltend genau dann,
wenn n gerade ist. Denn aus der Multilinearität der Volumenform folgt

det(φ) = voln(φ(e1), ..., φ(en)) = voln(−e1, ...,−en) = (−1)nvoln(e1, .., en) = (−1)n.

2. Drehungen in der xixj-Ebene sind sind orientierungserhaltend. Denn nach dem Beweis
von Lemma 5.2.11 und Bemerkung 5.3.3 gilt det(Rθ

xixj
) = 1.

3. Jede Spiegelung an einer Koordinaten-Hyperbene des Rn ist orientierungsumkehrend.
Denn nach Bemerkung 5.3.3 gilt für die Spiegelung Sj : Rn → Rn an der Koordinaten-
hyperebene senkrecht zu xj die Formel det(Sj) = −1.

Nachdem wir die wichtigsten Eigenschaften der Determinanten geklärt haben, leiten wir nun ei-
ne konkrete Formel her, mit der sich Determinanten berechnen lassen. Diese liefert insbesondere
einfache Merkregeln für die Determinanten von (2× 2)- und (3× 3)-Matrizen.

Satz 5.3.9: (Leibnizsche Formel)
Sei K ein Körper und n ∈ N. Dann gilt für jede Matrix A = (a1, ..., an) ∈ Mat(n× n,K)

det(A) = voln(a1, ..., an) = Σσ∈Snsgn(σ)Aσ(1)1 · · ·Aσ(n)n.

Beweis:
Nach Satz 5.3.1 gilt für die lineare Abbildung φA : Kn → Kn, v 7→ A · v

det(A) = det(φA) = voln(Ae1, ..., Aen) = voln(a1, ..., an),
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denn wir können die alternierende n-Linearform ω = voln in Satz 5.3.1 betrachten und vi = ei
setzen. Die Spaltenvektoren der Matrix A sind gegeben durch ai = Σn

j=1Ajiej, und aus der
n-Linearität der Volumenform folgt dann

det(A) = voln(Σn
j1=1Aj11ej1 , ...,Σ

n
jn=1Ajnnejn) = Σn

j1=1 · · ·Σn
jn=1Aj11 · · ·Ajnn voln(ej1 , ..., ejn).

Da die Volumenform alternierend ist, gilt voln(ej1 , ...., ejn) = 0 wenn zwei oder mehr der Indi-
zes j1, ..., jn gleich sind. Es tragen also nur Summanden mit paarweise verschiedenen Indizes
j1, ..., jn zur Summe bei. Die Indizes j1, ..., jn sind genau dann paarweise verschieden, wenn es
eine Permutation σ ∈ Sn gibt mit jk = σ(k) für alle 1 ≤ k ≤ n. Nach Lemma 5.2.5 gilt dann

voln(ej1 , ..., ejn) = voln(eσ(1), ..., eσ(n)) = sgn(σ) voln(e1, ..., en) = sgn(σ).

Wir können also die Summen über die Indizes j1, ..., jn in der Formel für die Determinante
durch eine Summe über alle Permutationen σ ∈ Sn ersetzen, jk = σ(k) für alle 1 ≤ k ≤ n und
voln(ej1 , ..., ejn) = sgn(σ) setzen. So erhalten wir

det(A) = Σn
j1=1 · · ·Σn

jn=1Aj11 · · ·Ajnn voln(ej1 , ..., ejn) = Σσ∈Snsgn(σ)Aσ(1)1 · · ·Aσ(n)n.

2
Beispiel 5.3.10:

1. Für (2× 2)-Matrizen mit Einträgen in K berechnet sich die Determinante nach der Regel
Hauptdiagonale minus Gegendiagonale:

det

(
a11 a12

a21 a22

)
= a11a22 − a21a12.

Denn S2 = {(1, 2), (2, 1)}, und mit der Leibnizschen Formel erhält man

det(A) = sgn(1, 2)a11a22 + sgn(2, 1)a21a12 = a11a22 − a21a12.

2. Für (3× 3)-Matrizen mit Einträgen in K gilt die Regel von Sarrus

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

a11

a21

a31

a12 a13

a22

a32 a33

a23

a11

a21

a31

a12 a13

a22

a32 a33

a23

Denn S3 = {(1, 2, 3), (2, 1, 3), (3, 1, 2), (1, 3, 2), (2, 3, 1), (3, 1, 2)} und das Signum dieser
Permutationen ist gegeben durch sgn(1, 2, 3) = sgn(2, 3, 1) = sgn(3, 1, 2) = 1 und
sgn(2, 1, 3) = sgn(3, 2, 1) = sgn(1, 3, 2) = −1. Daraus ergibt sich

det(A) = sgn(1, 2, 3)a11a22a33 + sgn(2, 1, 3)a21a12a33 + sgn(3, 2, 1)a31a22a13

+ sgn(1, 3, 2)a11a32a23 + sgn(2, 3, 1)a21a32a13 + sgn(3, 1, 2)a31a12a23

= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a21a12a33 − a31a22a13 − a11a32a23

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.
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Die Merkregeln für Determinanten aus diesen Beispielen sollte man auswendig lernen, da einem
dies langfristig viel Rechenarbeit spart. Für (n × n)-Matrizen mit n > 3 ergeben sich jedoch
keine brauchbaren Verallgemeinerungen der Regel von Sarrus. Die Berechnung der Determi-
nante mit der Leibnizschen Formel st jedoch ebenfalls ziemlich aufwändig. Da die Gruppe Sn
genau n! Elemente enthält, wächst der Rechenaufwand exponentiell - für n = 4 erhält man
4! = 24, für n = 5 bereits 5! = 120 und für n = 6 schon 6! = 720 Summanden. Um ein
effizienteres Berechnungsverfahren für Determinanten größerer Matrizen zu finden, müssen wir
uns also genauer mit den Eigenschaften der Determinante befassen. Der folgende Satz liefert
Rechenregeln, die eine effiziente Berechnung von Determinanten ermöglichen.

Satz 5.3.11: (Rechenregeln für Determinanten)
Sei K ein Körper und n ∈ N. Dann gilt für die Determinante det : Mat(n× n,K)→ K:

1. Multilinearität: Die Determinante ist linear in jeder Zeile und Spalte der Matrix.
2. Verschwindende Zeilen/Spalten:

Ist eine Spalte oder Zeile von A ∈ Mat(n× n,K) gleich 0, so ist det(A) = 0.
3. Vertauschen von Zeilen/Spalten: Entsteht B ∈ Mat(n×n,K) aus A ∈ Mat(n×n,K)

durch Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten, so ist det(B) = − det(A).
4. Addieren von Vielfachen von Zeilen/Spalten: Entsteht B ∈ Mat(n × n,K) aus
A ∈ Mat(n × n,K) durch Hinzuaddieren eines Vielfachen einer Spalte (Zeile) von A zu
einer anderen Spalte (Zeile) von A, so ist det(B) = det(A).

5. Dreiecksmatrizen: Ist A ∈ Mat(n × n,K) eine obere Dreiecksmatrix, d. h. eine
Matrix mit Aji = 0 für alle j > i, oder eine untere Dreiecksmatrix, d. h. eine Matrix
mit Aji = 0 für alle j < i, so gilt det(A) = A11 · A22 · · ·Ann.

6. Blockmatrizen: Ist A ∈ Mat(n× n,K) eine Matrix in Blockform

A =

(
B C

0q×p D

)
mit B ∈ Mat(p×p,K), C ∈ Mat(p×q,K), D ∈ Mat(q×q,K), n = p+q,

so gilt det(A) = det(B) · det(D).
7. Transponierte: Für alle A ∈ Mat(n× n,K) gilt det(A) = det(AT ).
8. Rang: Für alle A ∈ Mat(n× n,K) gilt: det(A) 6= 0 ⇔ rg(A) = n ⇔ A invertierbar.

Beweis:
Aussagen 1.-4. für die Spalten ergeben sich direkt aus der Formel det(A) = voln(a1, ..., an) für
A = (a1, ..., an) und den Aussagen über alternierende n-Linearformen in Lemma 5.2.4.

5. Ist A eine obere Dreiecksmatrix, so ist Aji = 0 für j > i, und somit Aσ(1)1 · · ·Aσ(n)n = 0, wenn
σ ∈ Sn eine Permutation mit σ(i) > i für ein i ∈ {1, ..., n} ist. Also tragen nur Permutationen
σ ∈ Sn mit σ(i) ≤ i für alle i ∈ {1, ..., n} zur Summe in der Determinante bei. Die einzige
solche Permutation ist aber σ = id, denn aus σ(i) ≤ i für alle i ∈ {1, ..., n} folgt σ(1) = 1,
σ(2) = 2 und dann induktiv σ(i) = i für alle i ∈ {1, ..., n}. Also gilt

det(A) = Σσ∈Snsgn(σ)Aσ(1)1 · · ·Aσ(n)n = A11 · · ·Ann.

6. Ist A eine Blockmatrix, so gilt Aji = 0 für i ∈ {1, .., p} und j ∈ {p + 1, ..., n}. Daraus
folgt Aσ(1)1 · · ·Aσ(n)n = 0 für alle σ ∈ Sn mit σ(i) > p für ein i ∈ {1, ..., p}. Also tragen nur
die Permutationen σ ∈ Sn mit σ({1, ..., p}) = {1, ..., p} zur Determinante bei. Für jede solche
Permutation gilt aber auch σ({p + 1, ..., n}) = {p + 1, ..., n}. Also existieren Permutationen
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π ∈ Sp und τ ∈ Sq mit σ(i) = π(i) für i ∈ {1, ..., p} und σ(i) = τ(i−p)+p für i ∈ {p+1, ..., n}.
Umgekehrt liefert jedes solche Paar von Permutationen π ∈ Sp, τ ∈ Sq eine Permutation σ ∈ Sn
mit σ({1, .., p}) = {1, ..., p} und σ({p + 1, ..., n}) = {p + 1, ..., n}. Da für die Fehlstandspaare
gilt F (σ) = F (π) + F (τ), folgt sgn(σ) = (−1)F (π)+F (τ) = sgn(π) · sgn(τ) und

det(A) = Σσ∈Snsgn(σ)Aσ(1)1 · · ·Aσ(n)n

= Σπ∈Sp,τ∈Sqsgn(π) · sgn(τ)Aπ(1)1 · · ·Aπ(p)pA(τ(1)+p)(p+1) · · ·A(τ(q)+p)n

= Σπ∈Sp,τ∈Sqsgn(π) · sgn(τ)Bπ(1)1 · · ·Bπ(p)pDτ(1)1 · · ·Dτ(q)q

=
(
Σπ∈Sp,τ∈Sqsgn(π)Bπ(1)1 · · ·Bπ(p)p

) (
Στ∈Sqsgn(τ)Dτ(1)1 · · ·Dτ(q)q

)
= det(B) · det(D).

7. Für alle σ ∈ Sn und A ∈ Mat(n× n,K) gilt Aσ−1(1)1 · · ·Aσ−1(n)n = A1σ(1) · · ·Anσ(n), denn zu
jedem i ∈ {1, ..., n} existiert genau ein j ∈ {1, ..., n} mit σ(j) = i und damit Aiσ(i) = Aσ−1(j)j.
Also treten auf der rechten und linken Seite des Gleichheitszeichens die gleichen Faktoren auf.
Da 1 = sgn(id) = sgn(σ ◦ σ−1) = sgn(σ) · sgn(σ−1) folgt sgn(σ) = sgn(σ−1), und damit

det(AT ) = Σσ∈Snsgn(σ)A1σ(1) · · ·Anσ(n) = Σσ∈Snsgn(σ−1)Aσ−1(1)1 · · ·Aσ−1(n)n = det(A).

Daraus folgen insbesondere Aussagen 1.-4. für die Zeilen von A, denn die Zeilen von A ent-
sprechen den Spalten von AT , und Aussage 5 für die unteren Dreiecksmatrizen, denn A ist eine
obere Dreiecksmatrix genau dann, wenn AT eine untere Dreiecksmatrix ist.

8. Die letzte Aussage folgt aus Lemma 5.2.12, der Formel det(A) = voln(a1, .., an), der Tatsache,
dass rg(A) = zrg(A) = n genau dann, wenn die Spalten von A linear unabhängig sind. 2

Kombinieren wir Aussagen 2.-4. und 8. aus diesem Satz, so sehen wir, dass der Gauß-
Algorithmus ein effizientes Verfahren zur Berechnung von Determinanten liefert. Denn durch
Hinzuaddieren von Vielfachen von Zeilen zu anderen Zeilen und Vertauschen von Zeilen lässt
sich jede Matrix A ∈ Mat(n × n,K) in eine Matrix A′ in Zeilenstufenform überführen, wobei
die Anzahl der Stufen in A′ gleich dem Rang von A ist. Hat A′ weniger als n Stufen, so gilt
det(A′) = 0. Hat A′ genau n Stufen, so ist A′ eine obere Dreiecksmatrix und ihre Determinante
ergibt sich als Produkt der Einträge in der Diagonalen. Die Determinante von A stimmt bis
auf ein Vorzeichen mit der Determinante von A′ überein, da das Hinzuaddieren von Vielfachen
einer Zeile zu einer anderen die Determinante nicht ändert und das Vertauschen zweier Zeilen
sie mit −1 multipliziert. Bringt man also die Matrix A mit dem Gauß-Algorithmus in Zeilen-
stufenform und multipliziert man bei jedem Vertauschen von Zeilen mit -1, so erhält man die
Determinante von A.

Beispiel 5.3.12: (Berechnung der Determinante mit dem Gauß-Verfahren)

Wir berechnen die Determinante einer Matrix, indem wir sie durch Vertauschen von Zeilen und
Addieren von Vielfachen von Zeilen zu anderen Zeilen in eine obere Dreiecksmatrix umwandeln:

det


0 1 −1 2
2 4 2 1
0 0 1 3
1 −1 2 1

 Z1↔Z4
= − det


1 −1 2 1
2 4 2 1
0 0 1 3
0 1 −1 2

 Z2→Z2−2·Z1
= − det


1 −1 2 1
0 6 −2 −1
0 0 1 3
0 1 −1 2
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Z2↔Z3
= det


1 −1 2 1
0 1 −1 2
0 0 1 3
0 6 −2 −1

 Z47→Z4−6·Z2
= det


1 −1 2 1
0 1 −1 2
0 0 1 3
0 0 4 −13


Z47→Z4−4·Z3

= det


1 −1 2 1
0 1 −1 2
0 0 1 3
0 0 0 −25

 = −25.

Oft ist es auch geschickt, eine Kombination mehrerer Aussagen aus Satz 5.3.11 zur Berech-
nung der Determinanten zu benutzen, also etwa durch Vertauschen von Zeilen oder Addieren
von Vielfachen von Zeilen zu anderen Zeilen und Transponieren in Blockform zu bringen und
Aussage 7. anzuwenden.

Beispiel 5.3.13: (Berechnung einer Determinante mit der Blockform)

Wir berechnen die Determinante einer Matrix, indem wir sie durch Vertauschen von Zeilen,
Addieren von Vielfachen von Zeilen zu anderen Zeilen und Transponieren in eine Blockmatrix
umwandeln:

det


1 −1 2 0
−2 3 −1 1
−5 4 1 0
2 7 1 −1

 Z27→Z2+Z4
= det


11 −9 0 0
0 10 0 0
−5 4 1 0
2 7 1 −1

 T
= det


11 0 −5 2
−9 10 4 7
0 0 1 1
0 0 0 −1


6.
= det

(
11 0
−9 10

)
· det

(
1 1
0 −1

)
= (11 · 10 + 9 · 0) · (−1 · 1− 0 · 1) = 110 · (−1) = −110.

Ein weiteres nützliches Verfahren liefert der sogenannte Satz von Laplace, der die Determinante
einer (n× n)-Matrix A auf die Determinanten der (n− 1)× (n− 1)-Matrizen zurückführt, die
durch Entfernen einer Zeile und Spalte aus A entstehen. Er ist besonders dann nützlich, wenn
eine Zeile oder Spalte von A viele Nullen enthält.

Satz 5.3.14: (Entwicklungssatz von Laplace)
Sei K ein Körper und n ∈ N. Dann gilt für A = (aji) ∈ Mat(n× n,K) und alle i, j ∈ {1, ..., n}

det(A) = Σn
k=1(−1)i+kaki det(Astrki ) (Entwicklung nach der iten Spalte)

det(A) = Σn
k=1(−1)j+kajk det(Astrjk ) (Entwicklung nach der jten Zeile),

wobei Astrji die (j, i)te-Streichmatrix bezeichnet, die aus A durch Entfernen der iten Spalte
und jten Zeile entsteht:

Astrji =



a11 . . . a1(i−1) a1(i+1) . . . a1n
...

...
...

...
a(j−1)1 . . . a(j−1)(i−1) a(j−1)(i+1) . . . a(j−1)n

a(j+1)1 . . . a(j+1)(i−1) a(j+1)(i+1) . . . a(j+1)n
...

...
...

...
an1 . . . an(i−1) an(i+1) . . . ann


∈ Mat((n− 1)× (n− 1),K).

Die Determinanten der Streichmatrizen bezeichnet man als Minoren.
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Beweis:
Wir beweisen zunächst die Formel für die Entwicklung nach der iten Spalte. Sei A =
(a1, ..., an) ∈ Mat(n × n,K) mit Spaltenvektoren ai = Σn

k=1akiek. Dann gilt wegen der Mul-
tilinearität und Antisymmetrie der Determinante in den Spaltenvektoren

det(A) = det(a1, ...,Σ
n
j=1ajiej, ...an) = Σn

k=1aki det(a1, ..., ek, ..., an)

= Σn
k=1(−1)i−1aki det(ek, a1, ..., ai−1, ai+1, ..., an)

= Σn
k=1(−1)i+k−2aki det

(
1 ∗
0 Astrki

)
= Σn

k=1(−1)i+kaki det(Astrki )

wobei beim Übergang zur zweiten Zeile die Permutation τ = (2, 3, ..., i, 1, i + 1, ..., n) mit
sgn(τ) = i − 1 auf die Spalten der Matrix und im Übergang zur 3. Zeile die Permutation
σ = (2, 3, ..., k, 1, k + 1, ..., n) mit sgn(σ) = k− 1 auf die Spalten der Matrix angewandt wurde.
Die Formel für die Entwicklung nach der jten Zeile ergibt sich durch Transposition

det(A) = det(AT ) = Σn
k=1(−1)k+j(AT )kj det((AT )strkj ) = Σn

k=1(−1)k+jajk det((Astrjk )T )

=Σn
k=1(−1)k+jajk det(Astrjk ).

2Beispiel 5.3.15:

1. Enthält eine Spalte/Zeile einer (n×n)-Matrix A nur einen Eintrag aki 6= 0, dann gilt nach
dem Entwicklungssatz von Laplace det(A) = (−1)i+kaki det(Astrki ). Beispielsweise erhält
man aus dem Entwicklungssatz von Laplace:

det

 0 −1 1
1 0 0
0 2 1

 = − det

(
−1 1

2 1

)
= −(−1− 2) = 3.

2. Allgemein ist es sinnvoll, bei der Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes nach
der Zeile oder Spalte mit der niedrigsten Anzahl von Einträgen 6= 0 zu entwickeln, da
jeder solche Eintrag einen Summanden liefert. So ergibt sich durch Entwicklung nach der
1. Spalte

det

 1 3 1
2 2 1
0 −1 1

 = det

(
2 1
−1 1

)
− 2 · det

(
3 1
−1 1

)
= 2 + 1− 2 · (3 + 1) = −5.

Eine weitere interessante Anwendung der Streichmatrizen ist die sogenannte adjungierte Matrix,
die für invertierbare Matrizen in engem Zusammenhang mit der inversen Matrix steht. Sie liefert
eine Formel für die inverse Matrix, die diese durch die Determinanten der Streichmatrizen
ausdrückt, die sogenannte Cramersche Regel.

Definition 5.3.16: Die adjungierte Matrix einer Matrix A ∈ Mat(n×n,K) ist die Matrix
ad(A) mit Einträgen ad(A)ji = (−1)i+j det(Astrji ). Diese bezeichnet man auch als Kofaktoren.

Satz 5.3.17: (Cramersche Regel)
Für jede Matrix A ∈ Mat(n×n,K) gilt A · ad(A)T = ad(A)T ·A = det(A) 1n. Für invertierbare
Matrizen ergibt sich daraus A−1 = det(A)−1 ad(A)T .
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Beweis:
Wir berechnen zunächst die Einträge auf der Diagonalen der Matrix A · ad(A)T

(A · ad(A)T )ii = Σn
k=1aikad(A)ik = Σn

k=1(−1)k+iaik det(Astrik )
5.3.14
= det(A).

Um zu zeigen, dass die anderen Einträge von A·ad(A)T verschwinden, betrachten wir die Matrix
B = (bji), die aus A entsteht, indem wir die jte Zeile von A durch die ite Zeile von A ersetzen,
ohne die anderen Zeilen zu verändern. Dann gilt offensichtlich det(B) = 0, da B zwei gleiche
Zeilen hat, bjk = aik und Bstr

jk = Astrjk für alle k ∈ {1, ..., n}, da hier die einzige Zeile, in der sich
A und B unterscheiden, gestrichen wird. Damit erhalten wir

(A · ad(A)T )ij = Σn
k=1aikad(A)jk = Σn

k=1(−1)k+jaik det(Astrjk ) = Σn
k=1(−1)k+jbjk det(Bstr

jk )

= (B · ad(B)T )jj = det(B) = 0.

Damit ist gezeigt, dass A·ad(A)T = det(A)1n gilt. Der Beweis der Formel ad(A)T ·A = det(A) 1n
ergibt sich daraus durch Transposition. Ist A ∈ GL(n,K), so hat det(A) ein multiplikatives
Inverses, und es ergibt sich A−1 = det(A)−1ad(A)T . 2

Die Cramersche Regel liefert kein besonders schnelles oder effizientes Verfahren zur Berechnung
der Inversen einer Matrix, da es sehr aufwändig ist, die Minoren zu berechnen. Im Allgemeinen
führt das Gauß-Verfahren hier schneller zum Ziel. Die Cramersche Regel ist aber konzeptionell
wichtig, weil sie einerseits eine explizite Formel für die inverse Matrix angibt und nicht nur
einen Algorithmus zu ihrer Berechnung, und andererseits zeigt, dass sich das Berechnen der
inversen Matrix auf Determinanten zurückführen lässt.

Da es auch bei Lösen eines eindeutig bestimmten inhomogenen Gleichungssysteme A ·x = b mit
einer Matrix A ∈ GL(n,K) und b ∈ Kn nur darum geht, das Inverse von A zu bestimmen, lässt
sich die Cramersche Regel insbesondere auf solche inhomogenen Gleichungssysteme anwenden
und liefert dann eine Lösungsformel für inhomogene Gleichungssysteme.

Satz 5.3.18: (Cramersche Regel für lineare Gleichungssysteme)

Sei K ein Körper, n ∈ N und a1, ..., an, b ∈ Kn. Ist A = (a1, ..., an) ∈ GL(n,K), so ist die
eindeutige Lösung des inhomogenen linearen Gleichungssystems Ax = b gegeben durch

x =
1

det(A)

 det(b, a2, ..., an)
...

det(a1, ..., an−1, b)


Beweis:
Ist x = Σn

j=1xjej ∈ Kn die eindeutige Lösung des Gleichungssystems Ax = b, so gilt

b = Σn
k=1bkek = Σn

k=1Σn
j=1akjxjek = Σn

j=1xjaj.

Daraus ergibt sich für die Matrizen Ai = (a1, ...., ai−1, b, ai+1, ..., an) ∈ Mat(n× n,K)

det(Ai) = det(a1, ..., ai−1,Σ
n
j=1xjaj, ai+1, ..., an) = Σn

j=1xj det(a1, ..., ai−1, aj, ai+1, ..., an)

= xi det(A),

denn da für j 6= i die Matrix (a1, ..., ai−1, aj, ai+1, ..., an) zwei gleiche Zeilen hat, verschwin-
det für j 6= i ihre Determinante. Da A ∈ GL(n,K) ist det(A) 6= 0, und es ergibt sich
xi = det(A)−1 det(Ai) für alle i ∈ {1, ..., n}. 2
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An was man sich erinnern sollte:

Die wichtigsten Begriffe und Definitionen:

• Permutation, Transposition, elementare Transposition,
• Fehlstandspaar, Signum, gerade und ungerade Permutation, alternierende Gruppe
• multilineare Abbildung, Multilinearform, alternierend, symmetrisch,
• Volumenform, Volumen, Orientierung, orientierungserhaltend, orientierungsumkehrend,
• Determinante von Endomorphismus, Determinante von Matrix,
• adjungierte Matrix, Streichmatrix, Minoren

Die wichtigsten Aussagen:

• Jede Permutation ist ein Produkt von elementaren Vertauschungen.
• Das Signum ist ein Gruppenhomomorphismus.
• Die multilinearen Abbildungen φ : V ×n → W bilden einen Untervektorraum
L(V ×n,W ) ⊆ Abb(V ×n,W ).
• Die alternierenden und die symmetrischen multilinearen Abbildungen bilden

Untervektorräume A(V ×n,W ) ⊆ L(V ×n,W ) und S(V ×n,W ) ⊆ L(V ×n,W )
• Dimensionen von L(V ×n,K), A(V ×n,K), S(V ×n,K).
• Für einen n-dimensionalen K-Vektorraum V ist A(V ×n,K) eindimensional.
• Existenz und Eindeutigkeit der Volumenform auf dem Kn.
• voln(v1, ..., vn) = 0 genau dann, wenn (v1, ..., vn) linear abhängig.
• Berechnung der Determinante eines Endomorphismus mit der beschreibenden Matrix.
• Eigenschaften der Determinante, Rechenregeln für Determinanten.
• Berechnung der Determinante mit dem Gauß-Verfahren.
• Hauptdiagonale minus Gegendiagonale, Regel von Sarrus.
• Leibnizsche Formel, Laplacescher Entwicklungssatz, Cramersche Regel(n).

Die wichtigsten Beispiele:

• multilineare Abbildungen: euklidisches Skalarprodukt, Vektorprodukt, Volumenform.
• Permutationen: (elementare) Transpositionen, zyklische Vertauschungen.
• Determinanten Spiegelungen und Drehungen, (n × n)-Matrizen vom Rang < n, obere

Dreiecksmatrizen, Blockmatrizen.
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6 Eigenwerte und Eigenvektoren

6.1 Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenräume

Mit der Determinante haben wir ein wichtiges Werkzeug gewonnen, um die Frage der Ähnlich-
keit von Matrizen zu untersuchen. Ziel ist es letztendlich, eine sogenannte Normalform zu finden,
d. h. eine Liste von Matrizen aus Mat(n× n,K), so dass jede Matrix aus Mat(n× n,K) ähnlich
zu genau einer Matrix aus dieser Liste ist. Das analoge Problem für die Äquivalenz von Matri-
zen wurde bereits in Satz 4.3.4 gelöst, wo gezeigt wurde, dass jede Matrix A ∈ Mat(m× n,K)
äquivalent zu einer Matrix der Form Er

m×n mit r = rg(A) ist. Das Problem der Ähnlichkeit
ist deutlich schwerer, und wir werden es auch nicht in voller Allgemeinheit lösen können. Für
Matrizen mit Einträgen in den Körpern C und R ist dies jedoch möglich.

Ein wichtiger Schritt dahin sind die sogenannten Eigenvektoren und Eigenwerte. Die Eigen-
vektoren eines Endomorphismus φ : V → V sind die Vektoren v ∈ V \ {0}, die von φ auf
skalare Vielfache φ(v) = λv von sich selbst abgebildet werden. Die zugehörigen Skalare λ ∈ K
nennt man Eigenwerte. Geometrisch bedeutet dies, dass der Endomorphismus die Gerade Kv
auf sich selbst abbildet, sie dabei aber strecken oder stauchen kann. Das Ziel ist es nun, einen
gegebenen Endomorphismus φ : V → V so weit wie möglich durch diese Fixgeraden Kv und die
zugehörigen Streckungsfaktoren λ ∈ K zu beschreiben. Dies wird uns einerseits bei der Lösung
des Ähnlichkeitsproblems weiterhelfen, besitzt andererseits aber auch eine klare geometrische
Bedeutung, die uns dabei hilft, Endomorphismen zu visualisieren und zu unterscheiden.

Definition 6.1.1: Sei V ein Vektorraum über K und φ : V → V eine lineare Abbildung. Eine
Zahl λ ∈ K heißt Eigenwert von φ, wenn es einen Vektor v ∈ V \ {0} gibt mit φ(v) = λv. Den
Vektor v ∈ V \ {0} bezeichnet man dann als Eigenvektor von φ zum Eigenwert λ und

E(φ, λ) = ker(φ− λidV ) = {v ∈ V |φ(v) = λv} ⊆ V

als den Eigenraum zum Eigenwert λ. Die Dimension des Eigenraums E(φ, λ) heißt geome-
trische Vielfachheit des Eigenwerts λ und wird mit g(φ, λ) bezeichnet

g(φ, λ) = dimK E(φ, λ) = def(φ− λidV ).

Bemerkung 6.1.2:

1. Nach Definition 6.1.1 kann zwar 0 ∈ K ein Eigenwert von φ sein, aber der Nullvektor
0 ∈ V ist nie ein Eigenvektor von φ.

2. Da E(φ, λ) = ker(φ− λidV ) gilt, ist der Eigenraum E(λ, φ) ein Untervektorraum von V .
Der Nullvektor 0 ∈ V ist daher in jedem Eigenraum E(φ, λ) von φ enthalten.

3. Für einen Skalar λ ∈ K sind äquivalent:
(i) λ ist ein Eigenwert von φ,
(ii) Die Gleichung (φ− λidV )(v) = 0 hat eine nichttriviale Lösung v ∈ V \ {0},
(iii) ker(φ− λidV ) 6= {0}.

4. Für einen Vektor v ∈ V sind äquivalent:
(i) v ist ein Eigenvektor von φ,
(ii) v 6= 0 und v ist eine Lösung der Gleichung (φ− λidV )(v) = 0,
(iii) v ∈ ker(φ− λidV ) \ {0}.
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Beispiel 6.1.3:

1. Der Skalar α ∈ K ist der einzige Eigenwert der Streckung φα : V → V , v 7→ αv, und
jeder Vektor v ∈ V \ {0} ist ein Eigenvektor von φα zum Eigenwert α. Insbesondere
besitzt die Identitätsabbildung idV : V → V als einzigen Eigenwert 1, und jeder Vektor
v ∈ V \ {0} ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.

2. Ist φ : V → V ein Projektor, so sind 0 und 1 die einzig möglichen Eigenwerte von φ.
Denn es gilt φ ◦ φ = φ, und daraus folgt für jeden Eigenvektor v ∈ V zum Eigenwert λ
die Gleichung (φ ◦ φ)(v) = φ(λv) = λ2v = φ(v) = λv. Daraus ergibt sich λ(λ − 1)v = 0
und wegen v 6= 0 dann λ ∈ {0, 1}.

3. Ist φ : V → V eine Involution, d. h. es gilt φ ◦ φ = idV , so sind 1 und -1 die einzig
möglichen Eigenwerte von φ.
Denn für jeden Eigenvektor v ∈ V zum Eigenwert λ gilt (φ ◦ φ)(v) = φ(λv) = λ2v =
idV (v) = v und somit 0 = λ2 − 1 = (λ+ 1)(λ− 1).

4. Insbesondere sind die einzig möglichen Eigenwerte einer Spiegelung an einer Geraden im
R2 oder an einer Ebene im R3 die Werte 1 und -1. Denn eine Spiegelung ist eine Involution.

5. Ist φ : V → V ein nilpotenter Endomorphismus, d. h. es existiert eine natürliche
Zahl n ∈ N mit φn = φ ◦ . . . ◦ φ = 0, so ist 0 der einzig mögliche Eigenwert von φ.
Denn für einen Eigenvektor v ∈ V zum Eigenwert λ gilt 0 = φn(v) = φn−1(λv) = . . . =
λn−1φ(v) = λnv. Da v 6= 0 folgt daraus λn = 0 und, da K ein Körper ist, λ = 0.

Anhand der Beispiele in Beispiel 6.1.3 sieht man, dass die Eigenwerte viel über die geometrischen
und algebraischen Eigenschaften von Endomorphismen aussagen. Leider lassen sie sich aber
nicht für alle Endomorphismen so einfach berechnen wie in diesen Beispielen. Deswegen ist
es oft sinnvoll, eine günstige Basis zu wählen und mit beschreibenden Matrizen zu arbeiten.
Das Prinzip zur Definition von Eigenwerten, Eigenvektoren und geometrischen Vielfachheiten
für Matrizen ist das gleiche wie bei der Definition ihres Kerns, Bilds, Defekts und Rangs.
Man betrachtet dabei für A ∈ Mat(n × n,K) einfach den Endomorphismus φA : Kn → Kn,
v 7→ A · v und definiert Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenräume von A als die Eigenwerte,
Eigenvektoren und Eigenräume von φA.

Definition 6.1.4: Die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenräume einer quadratischen
Matrix A ∈ Mat(n×n,K) sind die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenräume des zugehörigen
Endomorphismus φA : Kn → Kn, v 7→ A · v.

Möchte man die Eigenvektoren einer Matrix A ∈ Mat(n × n,K) zu einem gegebenen λ ∈
K explizit bestimmen, so entspricht dies der Bestimmung des Lösungsraums des homogenen
Gleichungssystems (A−λ1n) ·v = 0, also der Bestimmung des Kerns ker(A−λ1n). Möchte man
aber nur wissen, ob λ ∈ K ein Eigenwert ist oder nicht, reicht es, den Rang von def(A − λ1n)
zu untersuchen. Damit reduziert sich diese Frage auf die Berechnung der Determinante. Da
für jeden Endomorphismus φ : V → V die Determinante von φ mit der Determinante seiner
beschreibenden Matrix bezüglich einer beliebigen Basis von V übereinstimmt, ist es dabei
gleichgültig, ob man Determinanten von Endomorphismen oder von Matrizen betrachtet.

Lemma 6.1.5: Sei K ein Körper und V ein n-dimensionaler Vektorraum über K.
1. Ein Skalar λ ∈ K ist genau dann ein Eigenwert eines Endomorphismus φ : V → V , wenn

det(φ− λidV ) = 0 gilt.
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2. Ein Skalar λ ∈ K ist genau dann ein Eigenwert einer Matrix A ∈ Mat(n × n,K), wenn
det(A− λ1n) = 0 gilt.

3. Die Eigenwerte von φ sind genau die Eigenwerte der darstellenden Matrix MB B(φ) be-
züglich jeder geordneten Basis B von V .

Die Gleichung det(φ − λidV ) = 0 bzw. det(A − λ1n) = 0 bezeichnet man als die charakteri-
stische Gleichung von φ bzw. von A.

Beweis:
1. Nach Bemerkung 6.1.2, 3. (iii) ist λ ∈ K genau dann ein Eigenwert von φ : V → V , wenn
ker(φ−λ1n) 6= {0} gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn rg(φ−λ1n) = n−def(φ−λ1n) < n
gilt, was nach Satz 5.3.4 und Lemma 5.2.12 äquivalent ist zu det(φ− λidV ) = 0.

2. Daraus folgt für jede Matrix A ∈ Mat(n × n,K), dass λ ∈ K ein Eigenwert von A ist genau
dann, wenn det(A− λ1n) = det(φA−λ1n) = det(φA − λidKn) = 0 gilt.

3. Nach Korollar 5.3.6 gilt für jede geordnete Basis B von V

det(φ− λidV ) = det( MB B(φ− λidV )) = det( MB B(φ)− λ1n).

Da nach 1. λ ∈ K genau dann ein Eigenwert von φ ist, wenn det(φ − λidV ) = 0 gilt und ge-
nau dann ein Eigenwert von MB B(φ), wenn det( MB B(φ)−λ1n) = 0 ist, folgt die Behauptung. 2

Korollar 6.1.6: Ähnliche Matrizen haben die gleichen Eigenwerte mit den gleichen geome-
trischen Vielfachheiten.

Beweis:
Sind A,B ∈ Mat(n× n,K) ähnlich, so existiert eine Matrix S ∈ GL(n,K) mit A = S ·B · S−1,
und es folgt det(A−λ1n) = det(S ·B ·S−1−λ1n) = det(S ·(B−λ1n)·S−1) = det(B−λ1n). Also
haben A und B nach Lemma 6.1.5 die gleichen Eigenwerte. Ebenso ergibt sich für die geometri-
schen Vielfachheiten g(A, λ) = def(A−λ1n) = def(S ·(B−λ1n)·S−1) = def(B−λ1n) = g(B, λ).
2

Mit Hilfe dieser Aussagen können wir nun auch für kompliziertere lineare Abbildungen als die
in Beispiel 6.1.3 die Eigenwerte und Eigenvektoren eines Endomorphismus φ : V → V explizit
bestimmen. Dazu wählt man zunächst eine geordnete Basis B von V , berechnet dann die
darstellende Matrix MB B(φ) des Endomorphismus bezüglich dieser Basis und bestimmt dann
mit der charakteristischen Gleichung deren Eigenwerte. Zur Berechnung der Eigenvektoren löst
man dann das lineare Gleichungssystem MB B(φ) · v = λv.

Beispiel 6.1.7: Die Drehung im R2 um einen Winkel α ∈ R

Rα : R2 → R2,

(
x
y

)
7→
(
x cosα− y sinα
x sinα + y cosα

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(
x
y

)
hat nur für α ∈ πZ reelle Eigenwerte und Eigenvektoren. Denn die quadratische Gleichung

0 = det

(
cosα− λ − sinα

sinα cosα− λ

)
= (cos(α)− λ)2 + sin(α)2

= cos(α)2 + sin(α)2 + λ2 − 2λ cos(α) = λ2 − 2λ cos(α) + 1
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hat nur für cos(α)2 − 1 ≥ 0 eine reelle Lösung. Also hat Rα genau dann reelle Eigenwerte λ,
wenn | cos(α)| = 1 gilt, d. h. wenn α ∈ πZ. Für α = nπ mit n gerade ist Rα = idR2 , und Rα

besitzt den Eigenwert 1. Für α = nπ mit n ungerade ist Rα = −idR2 und Rα besitzt den reellen
Eigenwert -1. In beiden Fällen gilt E(Rα, λ) = R2.

Betrachten wir die zugehörige C-lineare Abbildung

R′α : C2 → C2,

(
z
w

)
7→
(
z cosα− w sinα
z sinα + w cosα

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(
z
w

)
so sind die Eigenwerte die komplexen Lösungen der Gleichung λ2 − 2λ cos(α) + 1 = 0

λ± = cos(α)±
√

cos(α)2 − 1 = cos(α)± i
√

1− cos(α)2 = cos(α)± i sin(α) = e±iα,

die genau für α ∈ πZ zu einer einzigen reellen Lösung zusammenfallen. Die zugehörigen Eigen-
vektoren ergeben sich aus den Gleichungen

R′α

(
z
w

)
=

(
z cosα− w sinα
z sinα + w cosα

)
= (cosα± i sinα)

(
z
w

)
⇔ − w sinα = ±iz sinα und z sinα = ±iw sinα ⇔ w = ∓iz.

Also gilt für α /∈ πZ:

E(R′α, e
iα) = C(e1 − ie2) E(R′α, e

−iα) = C(e1 + ie2) ⇒ C2 = E(R′α, e
iα)⊕ E(R′α, e

−iα).

Beispiel 6.1.8: Wir bestimmen die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

A =

(
1 1
0 1

)
∈ Mat(2× 2,K).

Die charakteristische Gleichung ergibt

det(A− λ12) = det

(
1− λ 1

0 1− λ

)
= (1− λ)2 = 0 ⇔ λ = 1.

Also besitzt A nur den Eigenwert λ = 1. Für die Eigenvektoren ergibt sich(
1 1
0 1

)(
x
y

)
=

(
x+ y
y

)
=

(
x
y

)
⇔ y = 0.

Also gilt E(A, 1) = Ke1. Der Vektorraum K2 lässt sich also nicht als direkte Summe von Eigen-
räumen der Matrix A schreiben.

Die betrachteten Beispiele zeigen, dass eine gegebene Matrix oder ein gegebener Endomor-
phismus keine Eigenwerte oder Eigenvektoren besitzen muss. Aus Beispiel 6.1.7 ergibt sich
insbesondere, dass die Existenz von Eigenwerten von dem betrachteten Körper abhängt. Ist
nämlich K ⊆ L ein Teilkörper (z. B. K = R, L = C oder K = Q, L = R), so kann man eine
Matrix A ∈ Mat(n× n,K) auch als eine Matrix in Mat(n× n,L) auffassen und die Eigenwerte
und Eigenvektoren sowohl in K als auch in L bestimmen. Jeder Eigenwert λ ∈ K ist auch ein
Eigenwert in L und jeder Eigenvektor v ∈ Kn zum Eigenwert λ ∈ K ist auch ein Eigenvektor in
Ln zum Eigenwert λ. Beispiel 6.1.7 zeigt aber, dass die Umkehrung nicht gilt.
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Ebenso lassen sich keine globalen Aussagen darüber machen, wie viele Eigenvektoren es zu
einem gegebenen Eigenwert λ gibt, außer dass der zugehörige Eigenraum mindestens eindi-
mensional sein muss. Eine besonders schöne Situation ist sicherlich die, in der der zugehörige
Vektorraum eine Basis aus Eigenvektoren besitzt. Beispiel 6.1.8 zeigt jedoch, dass das nicht
immer der Fall ist, selbst wenn Eigenwerte existieren. Über jedem Körper gibt es also Vektor-
räume V und Endomorphismen φ : V → V , die zwar Eigenwerte besitzen, aber zu denen keine
Basis von V aus Eigenvektoren von φ existiert.

6.2 Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit

Wir wollen uns nun systematisch mit der Frage beschäftigen, unter welchen Bedingungen zu
einem gegebenen Endomorphismus φ : V → V eine Basis B = (v1, ..., vn) aus Eigenvektoren
von φ existiert. Dies ist offensichtlich äquivalent zu der Forderung, dass die darstellende Matrix
MB B(φ) eine Diagonalmatrix ist. Denn beide Bedingungen bedeuten, dass Skalare λ1, ..., λn ∈ K

existieren mit φ(vi) = λivi für alle i ∈ {1, ..., n}.

Da nach Beispiel 6.1.8 allerdings über jedem Körper Vektorräume V und Endomorphismen φ :
V → V existieren, für die keine solche Basis existiert, untersuchen wir auch noch eine schwächere
Bedingung, nämlich die, dass eine Basis B = (v1, ..., vn) existiert, so dass die darstellende Matrix
MB B(φ) eine obere Dreiecksmatrix ist wie in Beispiel 6.1.8.

Definition 6.2.1:

1. Ein Endomorphismus φ ∈ EndK(V ) eines K-Vektorraums V heißt diagonalisierbar,
wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von φ besitzt.

2. Eine Matrix A ∈ Mat(n × n,K) heißt diagonalisierbar, wenn sie ähnlich ist zu einer
Diagonalmatrix, d. h. zu einer Matrix B = (bij) ∈ Mat(n× n,K) mit bij = 0 für i 6= j.

3. Ein Endomorphismus φ ∈ EndK(V ) eines K-Vektorraums V heißt trigonalisierbar,
wenn V eine geordnete Basis B besitzt, so dass MB B(φ) eine obere Dreiecksmatrix ist.

4. Eine Matrix A ∈ Mat(n × n,K) heißt trigonalisierbar wenn sie ähnlich ist zu einer
oberen Dreiecksmatrix.

Definition 6.2.1 legt nahe, dass es einen Zusammenhang zwischen der Diagonalisierbarkeit oder
Trigonalisierbarkeit eines Endomorphismus φ : V → V und der Diagonalisierbarkeit oder Trigo-
nalisierbarkeit seiner beschreibenden Matrizen MB B(φ) bezüglich beliebiger geordneter Basen
B von V geben sollte. Dies ist in der Tat der Fall. Somit kann man bei der Untersuchung
der Diagonalisierbarkeit oder Trigonalisierbarkeit von Endomorphismen endlich-dimensionaler
Vektorräume entweder mit den Endomorphismen arbeiten oder ihre darstellenden Matrizen
betrachten.

Satz 6.2.2: Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und φ ∈ EndK(V ). Dann gilt:

1. Ist φ diagonalisierbar (trigonalisierbar), so ist auch die beschreibende Matrix MB B(φ)
bezüglich jeder geordneten Basis B von V diagonalisierbar (trigonalisierbar).

2. Existiert eine geordnete Basis B von V , so dass die beschreibende Matrix MB B(φ)
diagonalisierbar (trigonalisierbar) ist, so ist auch φ diagonalisierbar (trigonalisierbar).
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Beweis:
1. Ist φ diagonalisierbar (trigonalisierbar), so existiert eine geordnete Basis C von V , so dass
die beschreibende Matrix MC C(φ) eine Diagonalmatrix (obere Dreiecksmatrix) ist. Ist B eine
beliebige geordnete Basis von V , so sind die beschreibenden Matrizen MB B(φ) und MC C(φ)
nach Satz 4.3.3 ähnlich und damit ist MB B(φ) diagonalisierbar (trigonalisierbar).

2. Existiert umgekehrt eine geordnete Basis B = (v1, ..., vn) von V , so dass die beschreibende
Matrix MB B(φ) diagonalisierbar (trigonalisierbar) ist, so gibt es eine Diagonalmatrix (obere
Dreiecksmatrix) D ∈ Mat(n×n,K) und eine invertierbare Matrix S ∈ GL(n,K) mit MB B(φ) =
S ·D · S−1. Da S ∈ GL(n,K), ist auch C = (w1, ..., wn) mit wi = Σn

j=1sjivj eine Basis von V ,
und die Basiswechselmatrix ist MB C(idV ) = S. Daraus folgt

MC C(φ) = MB C(idV )−1 · MB B(φ) · MB C(idV ) = S−1 · MB B(φ) · S = D.

Die darstellende Matrix von φ bezüglich C ist also die Diagonalmatrix (obere Dreiecksmatrix)
D und damit ist φ diagonalisierbar (trigonalisierbar). 2

Bemerkung 6.2.3:

1. Diagonalisierbarkeit impliziert Trigonalisierbarkeit, aber die Umkehrung gilt nicht (siehe
Beispiel 6.1.8).

2. Jeder trigonalisierbare Endomorphismus φ : V → V besitzt mindestens einen Eigenwert.
Denn ist B = (v1, ..., vn) eine Basis, so dass die darstellende Matrix MB B(φ) eine obere
Dreiecksmatrix ist, so folgt φ(v1) ∈ Kv1 und somit φ(v1) = λv1 für ein λ ∈ K.

3. Ist A = (aji) ∈ Mat(n× n,K) eine obere Dreiecksmatrix, so ist jeder Diagonaleintrag aii
von A ein Eigenwert von A. Denn die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ist nach
Satz 5.3.11, 5. das Produkt der Diagonaleinträge, und die Matrix A− aii1n hat eine Null
in der Diagonalen.

Beispiel 6.2.4:

1. Jede Streckung φ : V → V , v 7→ αv mit α ∈ K ist diagonalisierbar, denn jeder Vektor
v ∈ V \ {0} ist ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert α. Insbesondere gilt das für die
Identitätsabbildung idV : V → V .

2. Die Drehung Rα : R2 → R2 ist nach Beispiel 6.1.7 ist nur für α ∈ πZ diagonalisierbar,
denn ansonsten hat sie keine Eigenwerte, aber jede trigonalisierbare Matrix muss
nach Bemerkung 6.2.3 mindestens einen Eigenwert besitzen. Die zugehörige Abbildung
R′α : C2 → C2 ist für beliebige α ∈ R diagonalisierbar.

3. Der Endomorphismus φ : K2 → K2 aus Beispiel 6.1.8 ist nicht diagonalisierbar, denn er
hat er nur den Eigenwert λ = 1 und E(φ, λ) = Ke1 6= K2. Also gibt es keine Basis des K2

aus Eigenvektoren von φ.
4. Ist φ ∈ EndK(V ) nilpotent und φ 6= 0, dann ist φ nicht diagonalisierbar.

Denn nach Beispiel 6.1.3, 5. ist 0 der einzige Eigenwert von φ. Gäbe es eine Basis B von
V aus Eigenvektoren von φ, so würde gelten ker(φ − 0idV ) = ker(φ) = spanK(B) = V
und somit φ = 0.
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5. Ist φ ∈ EndK(V ) diagonalisierbar, so sind auch die linearen Abbildungen λφ, φ + λidV ,
φn für alle λ ∈ K und n ∈ N diagonalisierbar, und falls φ invertierbar ist, auch φ−1.
Denn ist v ∈ V \{0} ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert µ, so ist v auch ein Eigenvektor
von λφ zum Eigenwert λµ, von φ+λidV zum Eigenwert λ+µ und von φn zum Eigenwert
µn. Ist φ invertierbar, so ist µ 6= 0 und v ist ein Eigenvektor von φ−1 zum Eigenwert µ−1.

6. Jeder Projektor φ : V → V in einem n-dimensionalen K-Vektorraum V ist diagonalisier-
bar. Denn nach Satz 4.3.8 ist φ genau dann ein Projektor, wenn seine darstellende Matrix
bezüglich jeder geordneten Basis B von V ähnlich zu einer Matrix der Form Er

n×n mit
r = rg(φ) ist. Diese ist offensichtlich eine Diagonalmatrix.

Das letzte Beispiel wirft die Frage auf, ob sich diagonalisierbare Endomorphismen in Zusam-
menhang mit Projektoren bringen lassen bzw. durch Projektoren beschrieben werden können.
Offensichtlich ist die Bedingung, diagonalisierbar zu sein schwächer als die Bedingung, ein
Projektor zu sein. So ist beispielsweise jedes skalare Vielfache λP : V → V eines Projektors
P : V → V nach Beispiel 6.2.4, 5. ebenfalls diagonalisierbar, für λ ∈ K \ {0, 1} und P 6= 0 aber
offensichtlich kein Projektor. Der folgende Satz zeigt, dass diagonalisierbare Endomorphismen
Linearkombinationen von bestimmten Projektoren sind.

Satz 6.2.5: Ein Endomorphismus φ : V → V eines n-dimensionalen K-Vektorraums V ist
diagonalisierbar genau dann, wenn es Skalare λ1, ..., λm ∈ K und Projektoren P1, ..., Pm : V → V
mit PiPj = 0 für i 6= j und P1 + ...+ Pm = idV gibt, so dass φ = λ1P1 + ...+ λmPm.

Beweis:
⇒: Ist φ : V → V diagonalisierbar, so besitzt V eine geordnete Basis B = (v1, ..., vn) aus
Eigenvektoren von φ. Also gilt V = Kv1 ⊕ ... ⊕ Kvn, und es gibt Skalare λ1, .., λn ∈ K mit
φ(vi) = λivi für i ∈ {1, ..., n}. Dann sind die linearen Abbildungen Pi : V → V , Σn

j=1µjvj 7→ µivi
Projektoren mit im(Pi) = Kvi. Ausserdem gilt PiPj(Σn

k=1µkvk) = Pi(µjvj) = 0 für alle für alle
µ1, ..., µn ∈ K falls i 6= j und damit PiPj = 0 für i 6= j. Ebenso ergibt sich für alle µ1, ..., µn ∈ K

(P1 + ...+ Pn)(Σn
k=1µkvk) = µ1v1 + ...+ µnvn = Σn

k=1µkvk ⇒ P1 + ...+ Pn = idV

φ(Σn
i=1µivi) = Σn

i=1µiλivi = Σn
j=1λjPj(Σ

n
i=1µivi) ⇒ φ = Σn

j=1λjPj.

⇐: Seien nun P1, .., Pm : V → V Projektoren mit PiPj = 0 für i 6= j und P1 + ... + Pm = idV .
Dann folgt aus PiPj = 0 für i 6= j, dass im(Pj) ⊆ ker(Pi) und im(Pi) ∩ im(Pj) = {0} für alle
i 6= j. Da P1 + ... + Pm = idV , gilt V = im(P1) + ... + im(Pm) und da im(Pi) ∩ im(Pj) = {0}
für alle i 6= j, ist diese Summe direkt. Also folgt V = im(P1) ⊕ ... ⊕ im(Pm). Für beliebige
Basen Bi vom im(Pi) ist B = B1 ∪ ... ∪ Bm dann eine Basis von V . Ist nun φ = Σm

i=1λiPi mit
λ1, ..., λm ∈ K, so ergibt sich φ(v) = Σm

i=1λiPi(v) = λjPj(v) = λjv für jeden Vektor v ∈ im(Pj).
Also ist jeder Vektor in im(Pj) \ {0} ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert λj und es existiert
eine Basis von V aus Eigenvektoren von φ. 2

Sind im Beweis von Satz 6.2.5 in der Darstellung des Endomorphismus φ : V → V als Line-
arkombination φ = Σn

i=1λiPi von Projektoren Pi : V → V die Koeffizienten λi ∈ K paarweise
verschieden, so ist offensichtlich das Bild des Projektors Pj gerade der Eigenraum von φ zum
Eigenwert λj. Dies kann man immer erreichen, indem man gegebenenfalls zwei oder mehr Pro-
jektoren in dieser Linearkombination zu einem neuen Projektor zusammenfasst. Die Summe der
Eigenräume zu verschiedenen Eigenwerten ist damit direkt. Es zeigt sich, dass dies für jeden
Endomorphismus φ : V → V eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V gilt. Eigenräume
zu verschiedenen Eigenwerten schneiden sich also nur im Nullvektor.
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Satz 6.2.6: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V ein Endomor-
phismus mit paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm ∈ K. Dann ist die Summe der
zugehörigen Eigenräume direkt:

E(φ, λ1) + . . .+ E(φ, λm) = E(φ, λ1)⊕ . . .⊕ E(φ, λm).

Insbesondere gilt: Sind v1, ..., vm Eigenvektoren zu λ1, ..., λm, so ist das m-Tupel (v1, ..., vm)
linear unabhängig.

Beweis:
Ist v ∈ E(φ, λi) ∩ E(φ, λj) mit i 6= j, so folgt 0 = φ(v) − φ(v) = λiv − λjv = (λi − λj)v,
und wegen λi 6= λj für i 6= j impliziert das v = 0. Also ist E(φ, λi) ∩ E(φ, λj) = {0} für alle
i 6= j und die Summe der Untervektorräume E(φ, λi) ist direkt. Ist für i ∈ {1, ...,m} der Vek-
tor vi ein Eigenvektor zu λi ∈ K, so ist vi ∈ E(φ, λi)\{0}, und (v1, .., vm) ist linear unabhängig. 2

Insbesondere ergibt sich aus diesem Satz, dass ein Endomorphismus φ : V → V eines n-
dimensionalen K-Vektorraums V maximal n verschiedene Eigenwerte besitzen kann. Denn jeder
Eigenraum E(φ, λi) ist mindestens eindimensional. Die Dimension einer direkten Summe von
Untervektorräumen ist die Summe der Dimensionen der Untervektorräume, und diese ist ma-
ximal so groß wie die Dimension von V . Besitzt V genau n verschiedene Eigenwerte, so treten
in dieser direkten Summe genau n eindimensionale Summanden auf, die sich zu V summieren.

Korollar 6.2.7: Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und φ ∈ EndK(V ). Dann kann φ
maximal n verschiedene Eigenwerte besitzen. Besitzt φ genau n verschiedene Eigenwerte, so ist
φ diagonalisierbar.

Beweis:
Nach Satz 6.2.6 ist jedesm-Tupel von Eigenvektoren (v1, ..., vm) zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten λ1, ...., λm von φ linear unabhängig. Da dimK(V ) = n kann ein linear unabhängiges
Tupel von Vektoren aus V maximal n Vektoren enthalten und somit gilt m ≤ n. Sind λ1, ..., λn
paarweise verschiedenen Eigenwerte von φ und v1, ...vn ∈ V \ {0} zugehörige Eigenvektoren,
so ist nach Satz 6.2.6 das n-Tupel (v1, ..., vn) von Eigenvektoren linear unabhängig und damit
eine geordnete Basis von V . 2

Beispiel 6.2.8: Für alle α, β, γ ∈ Q ist die Matrix

A =

 1 α β
0 −1 γ
0 0 2

 ∈ Mat(3× 3,Q)

diagonalisierbar. Denn da A eine obere Dreiecksmatrix ist, ist jeder Diagonaleintrag ein Eigen-
wert vonA. Also hatA drei verschiedene Eigenwerte und ist nach Korollar 6.2.7 diagonalisierbar.

Natürlich können auch Endomorphismen φ : V → V eines n-dimensionalen Vektorraums,
die weniger als n Eigenwerte besitzen, diagonalisierbar sein. Dies gilt beispielsweise für die
Identitätsabbildung idV : V → V , die als einzigen Eigenwert λ = 1 besitzt. Um zu überprüfen,
ob ein gegebener Endomorphismus φ : V → V mit weniger als n Eigenwerten diagonalisierbar
ist, müssen wir untersuchen, ob die direkte Summe E(φ, λ1)⊕ ...⊕E(φ, λm) der Eigenräume aus
Satz 6.2.6 den ganzen Vektorraum V ausschöpft, also ob sich die Dimensionen der Eigenräume
zu verschiedenen Eigenwerte zu n = dimK(V ) summieren.
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Satz 6.2.9: (Diagonalisierbarkeitskriterium)
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und φ ∈ EndK(V ) ein Endomorphismus mit paarweise
verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm ∈ K. Dann ist φ genau dann diagonalisierbar, wenn für
die geometrischen Vielfachheiten g(φ, λi) = dimK E(φ, λi) gilt:

g(φ, λ1) + ...+ g(φ, λm) = n.

Beweis:
Nach Satz 6.2.6 ist die Summe der Eigenräume E(φ, λi) zu verschiedenen Eigenwerten direkt.
Summieren sich die geometrischen Vielfachheiten g(φ, λi) = dimK E(φ, λi) zu n, so folgt

dimK(V ) = n = dimK E(φ, λ1) + ...+ dimK E(φ, λm) = dimK(E(φ, λ1)⊕ ...⊕ E(φ, λm)). (14)

und damit E(φ, λ1)⊕ ...⊕E(φ, λm) = V . Ist Bi eine Basis von E(φ, λi), so ist B = B1∪ ...∪Bm

eine Basis von V aus Eigenvektoren von φ und somit ist φ diagonalisierbar. Ist umgekehrt
φ diagonalisierbar, so besitzt V eine Basis aus Eigenvektoren von φ. Die Eigenvektoren aus
dieser Basis zum Eigenwert λi sind dann in E(φ, λi) enthalten und linear unabhängig. Also
gilt n = |B| ≤ Σm

i=1 dimK E(φ, λi) = Σm
i=1g(φ, λi) ≤ n. 2

Beispiel 6.2.10: Wir untersuchen, für welche Werte von α, β, γ ∈ Q die Matrix

A =

 1 α β
0 1 γ
0 0 2

 ∈ Mat(3× 3,Q)

diagonalisierbar ist. Die Eigenwerte von A sind die Diagonaleinträge, also 1 und 2. Für jeden
Eigenwert λ ist die geometrische Vielfachheit g(A, λ) = dimQE(A, λ) der Defekt der Matrix
Aλ := A− λ · 13. Man berechnet

A1 := A− 13 =

 0 α β
0 0 γ
0 0 1

 A2 := A− 2 · 13 =

 −1 α β
0 −1 γ
0 0 0

 .

Die Matrix A2 ist bereits in Zeilenstufenform und weist zwei Stufen auf, unabhängig vom Wert
von α, β, γ ∈ Q. Also gilt g(A, 2) = def(A2) = 3 − rg(A2) = 3 − 2 = 1. Für α 6= 0 kann die
Matrix A1 in Zeilenstufenform gebracht werden, indem man ein Vielfaches der dritten Zeile
von der zweiten Zeile abzieht und die zweite und dritte Zeile vertauscht. Da dann zwei Stufen
auftreten, ergibt sich g(A, 1) = def(A1) = 3− rg(A1) = 3− 2 = 1.

Ist α = 0 so kann man A1 durch Subtrahieren von Vielfachen der dritten Zeile von den ersten
beiden Zeilen und Vertauschen der Zeilen in Zeilenstufenform bringen, und es gibt dann nur
eine Stufe. In diesem Fall gilt also g(A, 1) = def(A1) = 3 − rg(A1) = 3 − 1 = 2. Die Matrix
A ist nach Satz 6.2.9 genau dann diagonalisierbar, wenn g(A, 2) + g(A, 1) = 3 gilt, also genau
dann, wenn α = 0.

6.3 Trigonalisierbarkeit und die Hauptraumzerlegung

Nachdem wir geklärt haben, unter welchen Bedingungen ein Endomorphismus oder eine Matrix
A ∈ Mat(n × n,K) diagonalisierbar ist, wenden wir uns der Frage der Trigonalisierbarkeit
zu. Offensichtlich brauchen wir dabei nur Endomorphismen und Matrizen zu betrachten, die
mindestens einen Eigenwert besitzen, denn nach Bemerkung 6.2.3 muss jeder trigonalisierbare
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Endomorphismus und jede trigonalisierbare Matrix mindestens einen Eigenwert besitzen. Der
kritischste Fall sind sicher Endomorphismen und Matrizen, die nur einen einzigen Eigenwert
besitzen. Deswegen werden wir diesen Fall zuerst betrachten.

Lemma 6.3.1: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V ein Endomor-
phismus mit einem einzigen Eigenwert λ ∈ K. Dann ist φ trigonalisierbar genau dann, wenn
φλ := φ− λidV : V → V nilpotent ist, d. h. wenn ein k ∈ N mit φkλ = 0 existiert.

Beweis:
1. Zunächst überlegt man sich, dass die darstellende Matrix MB B(φ) des Endomorphismus φ
bezüglich einer geordneten Basis B = (v1, ..., vn) genau dann eine obere Dreiecksmatrix ist,
wenn φ(vj) ∈ spanK{v1, ..., vj} für alle j ∈ {1, ..., n} gilt. Denn der Eintrag in der jten Spalte
von MB B(φ) sind gerade die Koeffizienten in der Darstellung von φ(vj) als Linearkombination
der Vektoren vi. Diese verschwinden für alle i > j genau dann, wenn φ(vj) ∈ spanK{v1, ..., vj} .

2. ⇒: Ist φ trigonalisierbar, so existiert eine geordnete Basis B = (v1, ..., vn) von V so dass
MB B(φ) eine obere Dreiecksmatrix ist. Nach Bemerkung 6.2.3 ist dann jeder Diagonalein-

trag von MB B(φ) ein Eigenwert von φ und damit gleich λ. Also gilt φ(vk) = λvk + wk mit
wk ∈ spanK{v1, ..., vk−1} und φλ(vk) = φ(vk) − λvk = wk ∈ spanK{v1, ..., vk−1}. Daraus ergibt
sich φλ(spanK{v1, ..., vk}) ⊆ spanK{v1, ..., vk−1} für alle k ∈ {1, ..., n} und schließlich induktiv
φmλ (vk) ∈ spanK∅ = {0} für alle m ≥ k. Also gilt φnλ(vk) = 0 für alle k ∈ {1, .., n} und damit
φnλ = 0.

3.⇐: Ist umgekehrt φλ nilpotent, so gibt es ein j ∈ N mit φjλ = 0. Sei m := min{j ∈ N|φjλ = 0},
Vk := ker(φkλ) für k ∈ {1, ...,m} und V0 := {0}. Dann gilt Vk−1 ⊆ Vk, denn aus v ∈ Vk−1 =
ker(φk−1

λ ) folgt φkλ(v) = φλ(φ
k−1
λ (v)) = φλ(0) = 0, also v ∈ Vk. Ebenso ergibt sich φλ(Vk) ⊆ Vk−1

für alle k ∈ {1, ...,m}, denn aus v ∈ Vk = ker(φkλ) folgt φkλ(v) = φk−1
λ (φλ(v)) = 0, also

φλ(v) ∈ Vk−1. Wir erhalten also eine aufsteigende Kette von Kernen, die durch φλ ineinander
abgebildet werden:

φλ←− φλ←− φλ←− ...
φλ←−

V0 = {0} ⊆ V1 = ker(φλ) ⊆ V2 = ker(φ2
λ) ⊆ ... ⊆ Vm = ker(φmλ ) = V.

Wir wählen nun eine geordnete Basis B1 = (b1
1, ..., b

1
n1

) von V1, ergänzen sie zu einer geordneten
Basis B2 = (b1

1, ..., b
1
n1
, b2

1, ..., b
2
n2

) von V2 und induktiv zu Basen Bk = (b1
1, ..., b

1
n1
, ..., bk1, ..., b

k
nk

)
von Vk. Dann ist Bm = (b1

1, ..., b
1
n1
, ..., bk1, ..., b

m
nm) eine geordnete Basis von V . Aus φλ(Vk) ⊆ Vk−1

ergibt sich φλ(bkj ) ∈ spanK{b1
1, ..., b

k−1
nk−1
} für alle k ∈ {1, ...,m}, j ∈ {1, ..., nk}. Also ist MB B(φλ)

eine obere Dreiecksmatrix und damit auch MB B(φ) = MB B(φλ + λidV ) = MB B(φλ) + λ1n. 2

Bemerkung 6.3.2: Insbesondere folgt aus dem Beweis von Lemma 6.3.1, dass ein Endomor-
phismus φ : V → V genau dann nilpotent ist, wenn es eine geordnete Basis B von V gibt, so
dass MB B(φ) eine echte obere Dreiecksmatrix ist, d. h. eine Matrix M mit Mij = 0 für alle
i ≥ j. Ebenso ergibt sich dass eine Matrix A ∈ Mat(n×n,K) genau dann nilpotent ist, also ein
n ∈ N mit An = 0 existiert, wenn sie ähnlich zu einer echten oberen Dreiecksmatrix ist.

Beispiel 6.3.3: Der Endomorphismus

φ : R3 → R3,

 x
y
z

 7→
 1 1 0

0 1 1
0 0 1

 ·
 x

y
z
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ist offensichtlich trigonalisierbar, denn seine darstellende Matrix bezüglich der Standardbasis
ist bereits eine obere Dreiecksmatrix. Da 1 der einzige Eigenwert von φ ist, betrachten wir den
Endomorphismus

φ1 = φ− idR3 : R3 → R3,

 x
y
z

 7→
 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 ·
 x

y
z

 .

Dieser ist nilpotent, denn es gilt 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ·
 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 ·
 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ·
 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Vergleicht man die Aussage in Lemma 6.3.1 mit der entsprechenden Aussage für Diagona-
lisierbarkeit, erkennt man die Beziehung zwischen beiden Konzepten: Ein Endomorphismus
φ : V → V mit einem einzigen Eigenwert λ ist nämlich nach Satz 6.2.9 genau dann diagona-
lisierbar, wenn φ = λidV gilt, während er nach Lemma 6.3.1 genau dann trigonalisierbar ist,
wenn es einen nilpotenten Endomorphismus ψ : V → V mit φ = λidV + ψ gibt. Diagonali-
sierbarkeit entspricht also gerade dem Spezialfall, dass der nilpotente Endomorphismus ψ die
Nullabbildung ist. Die Trigonalisierbarkeitsbedingung, also die Nilpotenz des Endomorphismus
ψ = φ−λidV , ist äquivalent zu der Aussage, dass ein k ∈ N existiert mit V = ker((φ−λidV )k).
Die Diagonalisierbarkeitsbedingung φ−λidV = 0 entspricht dann gerade dem Spezialfall k = 1,
also der Bedingung V = ker(φ− λidV ).

Nun möchten wir das Trigonalisierbarkeitskriterium aus Lemma 6.3.1 verallgemeinern auf En-
domorphismen φ : V → V mit mehreren Eigenwerten. Im Fall der Diagonalisierbarkeit wurde
beim Übergang von Endomorphismen mit einem einzigen Eigenwert zu Endomorphismen mit
mehreren Eigenwerten die Bedingung V = ker(φ − λidV ) für einen einzigen Eigenwert ersetzt
durch die Bedingung V = E(φ, λ1) ⊕ ... ⊕ E(φ, λm) = ker(φ − λ1idV ) ⊕ ... ⊕ ker(φ − λmidV )
aus Satz 6.2.9. Deswegen ist es im Fall der Trigonalisierbarkeit naheliegend, zu versuchen den
Vektorraum V in die Kerne von Endomorphismen (φ− λiidV )ki : V → V für die verschiedenen
Eigenwerte λi von φ zu zerlegen. Da die Exponenten ki ∈ N für verschiedene Eigenwerte nicht
bekannt sind und auch verschieden sein können, können wir diese nicht fest vorgeben, sondern
müssen die Kerne von (φ− λiidV )k für alle k ∈ N betrachten.

Definition 6.3.4: Sei V ein K-Vektorraum, φ : V → V ein Endomorphismus und λ ein
Eigenwert von φ. Der Hauptraum zum Eigenwert λ ∈ K ist die Menge

H(φ, λ) = {v ∈ V : ∃k ∈ N0 : (φ− λidV )k(v) = 0} = ∪k∈N ker(φ− λidV )k.

Anders als im Fall des Eigenraums E(φ, λ) der als Kern der linearen Abbildung φ − λidV au-
tomatisch ein Untervektorraum von V ist, ist dies für den Hauptraum H(φ, λ) zunächst nicht
gesichert, denn die Vereinigung von Untervektorräumen ist nicht notwendigerweise ein Unter-
vektorraum. Ebenso müssen wir nachprüfen, dass die Einschränkung von φ − λidV auf den
Hauptraum H(φ, λ) eine nilpotente Abbildung φ − λidV |H(φ,λ) : H(φ, λ) → H(φ, λ) definiert,
während die entsprechende Aussage φ − λidV |E(φ,λ) = 0 für den Eigenraum offensichtlich ist.
Dazu müssen wir uns systematisch mit den Kernen und Bildern von Potenzen eines Endomor-
phismus beschäftigen und beweisen zuerst das sogenannte Fitting-Lemma.

167



Satz 6.3.5: (Fitting-Lemma)
Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über K und φ : V → V ein Endomorphismus. Dann gibt
es eine eindeutig bestimmte Zahl 0 ≤ f ≤ n, den Fitting-Index von φ, mit

ker(φf+1) = ker(φf ) 6= ker(φk) im(φf+1) = im(φf ) 6= im(φk) ∀k ∈ {0, ..., f − 1}.

Für die Untervektorräume U := ker(φf ) und W := im(φf ) gilt:
(i) Für jeden Endomorphismus ψ : V → V mit ψ ◦ φ = φ ◦ ψ ist ψ(U) ⊆ U und ψ(W ) ⊆ W .
(ii) Insbesondere: φ(U) ⊆ U und φ(W ) ⊆ W .
(iii) Der Endomorphismus φ|W : W → W ist ein Isomorphismus.
(iv) Der Endomorphismus φ|U : U → U ist nilpotent mit f = min{k ∈ N0| (φ|U)k = 0}.
(v) Die Summe von U und W ist direkt und spannt ganz V auf: U ⊕W = V .

Beweis:
Es gilt: v ∈ ker(φk)⇒ φk(v) = 0⇒ φk+1(v) = φ(φk(v)) = φ(0) = 0⇒ v ∈ ker(φk+1)

v ∈ im(φk)⇒ ∃u ∈ V : v = φk(u)⇒ v = φk−1(φ(u))⇒ v ∈ im(φk−1).

Also bilden die Kerne von Potenzen des Endomorphismus φ eine aufsteigende Kette von Un-
tervektorräumen {0} ⊆ ker(φ) ⊆ ker(φ2) ⊆ .... und die Bilder eine absteigende Kette von
Untervektorräumen V ⊇ im(φ) ⊇ im(φ2) ⊇ .... Da V endlich-dimensional ist, muss es k, l ∈ N0

mit 0 ≤ k, l ≤ n geben, so dass ker(φk) = ker(φk+1) und im(φl) = im(φl+1). Denn ansonsten
wäre dimK ker(φn+1) ≥ dimK ker(φn) + 1 ≥ ... ≥ dimK ker(φ) + n ≥ n + 1 > dimK V und
dimK im(φ) ≥ dimK im(φ2) + 1 ≥ ... ≥ dimK im(φn+1) + n > dimK V - ein Widerspruch zur
Tatsache, dass im(φ) ⊆ V und ker(φ) ⊆ V Untervektorräume sind.

Sei nun f = min{k ∈ N0| ker(φk) = ker(φk+1)} ≤ n undm = min{l ∈ N0| im(φl) = im(φl+1)} ≤
n. Dann folgt mit der Dimensionsformel

dimKim(φf+1) = dimK V − dimK ker(φf+1) = dimK V − dimK ker(φf ) = dimKim(φf )

dimK ker(φm+1) = dimK V − dimK im(φm+1) = dimK V − dimK im(φm) = dimK ker(φm).

Aus der ersten Identität folgt per Definition von f und m, dass f ≥ m und aus der zweiten
m ≥ f , also m = f . Das beweist die Existenz und Eindeutigkeit des Fitting-Index. Zum Beweis
von (i) überlegt man sich dass aus φ ◦ ψ = ψ ◦ φ induktiv auch φk ◦ ψ = ψ ◦ φk für alle k ∈ N
folgt. Daraus ergibt sich

v ∈ U = ker(φf )⇒ φf (v) = 0⇒ φf (ψ(v)) = ψ(φf (v)) = ψ(0) = 0⇒ ψ(v) ∈ ker(φf ) = U

v ∈ W = im(φf )⇒ ∃u ∈ V : v = φf (u)⇒ ψ(v) = ψ(φf (u)) = φf (ψ(u))⇒ ψ(v) ∈ im(φf ) = W,

also ψ(U) ⊆ U und ψ(W ) ⊆ W . Aussage (ii) ist ein Spezialfall von (i), nämlich der Fall
ψ = φ. Aussage (iii) ergibt sich dann direkt aus (ii). Denn da φ(W ) = φ(im(φf )) = im(φf+1) =
im(φf ) = W , ist φ|W : W → W surjektiv und, da W endlich-dimensional ist, damit auch ein
Isomorphismus. Die Aussage φf (u) = 0 für alle u ∈ U in (iv) gilt per Definition von U . Gäbe es
ein l < f mit φl(u) = 0 für alle u ∈ U , so ergäbe sich U = ker(φf ) ⊆ ker(φl) ⊆ ... ⊆ ker(φf−1),
also ker(φf ) = ker(φf−1), ein Widerspruch zur Definition des Fitting-Index, und damit folgt
(iv). Zum Beweis von (v) zeigen wir zunächst, dass U ∩ W = {0} gilt. Ist v ∈ U ∩ W , so
folgt mit (iv) φf (v) = 0. Da aber φ|W : W → W nach (iii) ein Isomorphismus ist, ist auch
(φ|W )f : W → W ein Isomorphismus und aus φf (v) = 0 und v ∈ W folgt v = 0. Also ist
U ∩W = {0}, und die Summe U +W = U ⊕W direkt. Mit der Dimensionsformel folgt dann

dimK(V ) = dimK(ker(φf ))+dimK(im(φf )) = dimK(U)+dimK(W ) = dimK(U⊕W ) ⇒ U⊕W = V.

2
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Beispiel 6.3.6: Für den Endomorphismus

φ : R3 → R3,

 x
y
z

 7→
 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 ·
 x

y
z

 =

 y
z
0


aus Beispiel 6.3.3 gilt

φ2 :

 x
y
z

 7→
 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 ·
 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 x
y
z

 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ·
 x

y
z

 =

 z
0
0


φ3 :

 x
y
z

 7→
 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 ·
 0 0 1

0 0 0
0 0 0

 x
y
z

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ·
 x

y
z

 =

 0
0
0

 .

Daraus ergibt sich: {0} ⊆ ker(φ) = Ke1 ⊆ ker(φ2) = spanK{e1, e2} ⊆ ker(φ3) = R3

R3 ⊇ im(φ) = spanK{e1, e2} ⊇ im(φ2) = Ke1 ⊇ im(φ3) = {0}.

Also ist sein Fitting-Index f = 3. Man sieht, dass für k ∈ {1, 2} immer im(φk)∩ ker(φk) 6= {0}
und im(φk) + ker(φk) 6= R3 gilt. Erst für k = f = 3 erhält man im(φ3) ∩ ker(φ3) = {0} und
im(φ3) + ker(φ3) = R3.

Indem wir das Fitting-Lemma nun auf die Endomorphismen φλ = φ − λidV : V → V anwen-
den, die in Definition 6.3.4 der Haupträume auftreten, können wir wichtige Eigenschaften der
Haupträume herleiten. Insbesondere können wir die Haupträume damit als Kerne von Endomor-
phismen charakterisieren und so zeigen, dass sie tatsächlich Untervektorräume von V bilden.
Zusätzlich ergibt sich ähnlich wie bei Projektoren eine Zerlegung von V als direkte Summe des
Kerns und des Bilds eines Endomorphismus14. Da diese Unterräume invariant sind, können wir
dann den Endomorphismus in seine Einschränkungen auf diese Unterräume zerlegen.

Korollar 6.3.7: (Eigenschaften des Hauptraums)
Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über K und φ ∈ EndK(V ). Für µ ∈ K setzen wir φµ :=
φ− µ idV : V → V . Dann gilt für jeden Eigenwert λ von φ

{0} ( E(φ, λ) ⊆ H(φ, λ) = ker(φfλλ ) ⊆ V,

wobei 0 ≤ fλ ≤ n den Fitting-Index von φλ bezeichnet. Außerdem gilt:

(i) Für alle ψ ∈ EndK(V ) mit φ◦ψ = ψ◦φ ist ψ(H(φ, λ)) ⊆ H(φ, λ) und ψ(im(φfλ)) ⊆ im(φfλ).
(ii) Insbesondere: φµ(H(φ, λ)) ⊆ H(φ, λ) und φµ(im(φfλλ )) ⊆ im(φfλλ ) für alle µ ∈ K.
(iii) Der Endomorphismus φλ|H(φ,λ) : H(φ, λ)→ H(φ, λ) ist nilpotent mit Fitting-Index fλ.
(iv) Der Endomorphismus φλ|im(φ

fλ
λ )

: im(φfλλ )→ im(φfλλ ) ist ein Isomorphismus.
(v) V = H(φ, λ)⊕ im(φfλλ ).
14Achtung: das bedeutet nicht, dass der Endomorphismus ein Projektor sein muss. Dass ψ : V → V ein

Projektor ist, ist eine hinreichende, aber keine notwendige Bedingung für eine Zerlegung V = ker(ψ) ⊕ im(ψ).
Auch für jeden Endomorphismus ψ = χ ◦ P : V → V , der sich als Verkettung eines Projektors P : V → V und
eines Endomorphismus χ : V → V mit χ(im(P )) = im(P ) schreiben lässt, ergibt sich eine solche Zerlegung.
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Beweis:
Dass H(φ, λ) = ker(φfλλ ) ergibt sich direkt aus der Definition des Fitting-Index in Satz 6.3.5
und der Definition des Hauptraums. Denn für alle k ≥ fλ gilt ker(φkλ) = ker(φfλλ ) und für
k < fλ gilt ker(φkλ) ( ker(φfλλ ). Also folgt H(φ, λ) = ∪k∈N0 ker(φkλ) = ker(φfλλ ). Als Kern des
Endomorphismus φfλλ ist H(φ, λ) ⊆ V ein Untervektorraum, und per Definition des Eigenraums
gilt {0} 6= E(φ, λ) = ker(φλ) ⊆ ker(φfλλ ) = H(φ, λ). Die übrigen Aussagen ergeben sich durch
Anwendung von Satz 6.3.5 auf den Endomorphismus φλ und die Endomorphismen φµ. 2

Mit Hilfe von Korollar 6.3.7 können wir nun eine Verallgemeinerung von Satz 6.2.6 für Haupträu-
me beweisen, nämlich dass die Summe der Haupträume zu verschiedenen Eigenwerten direkt ist.
Damit können wir dann später den allgemeinen Fall auf die Situation in Lemma 6.3.1 zurück-
führen und ein Gegenstück des Diagonalisierbarkeitskriteriums in Satz 6.2.9 für die Trigonali-
sierbarkeit herleiten. Zusätzlich erhalten wir hier aber noch ein stärkeres Resultat, nämlich ein
φ-invariantes Komplement der direkten Summe der Haupträume. Damit werden wir später auch
für nicht trigonalisierbare Endomorphismen φ : V → V zumindest eine Basis angeben können,
bezüglich der die darstellende Matrix eine Blockdiagonalmatrix ist mit einem trigonalisierbaren
Block und einem Block ohne Eigenwerte.

Satz 6.3.8: (Hauptraumzerlegung)
Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und φ : V → V ein Endomorphismus mit
paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm ∈ K. Dann ist

V = H(φ, λ1)⊕ ...⊕H(φ, λm)⊕W

mit einem φ-invarianten Unterraum W ⊆ V . Sind f1, .., fm die Fitting-Indizes der Endomor-
phismen φλi = φ− λi idV : V → V , so gilt

W = im(φf1

λ1
◦ ... ◦ φfmλn ) = ∩mi=1im(φfiλi) H(φ, λ1)⊕ ...⊕H(φ, λm) = ker(φf1

λ1
◦ ... ◦ φfmλn ).

Beweis:
1. Zu zeigen ist zunächst, dassH(φ, λi)∩H(φ, λj) = {0} für i 6= j gilt. Sei v ∈ H(φ, λi)∩H(φ, λj)
mit v 6= 0. Dann gibt es per Definition des Hauptraums H(φ, λi) ein l ∈ N0 mit φlλi(v) = 0,
und wegen v 6= 0 ist kv := min{l ∈ N|φlλi(v) = 0} ≥ 1. Der Vektor w := φkv−1

λi
(v) ist dann

ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert λi, denn w 6= 0 und φλi(w) = φkvλi (v) = 0. Es folgt
φλj(w) = (λi − λj)w und induktiv φkλj(w) = (λi − λj)kw für alle k ∈ N. Nach Korollar 6.3.7,
2. gilt φkλi(H(φ, λj)) ⊆ H(φ, λj) für alle k ∈ N, denn φλi ◦ φλj = φλj ◦ φλi . Also ist wegen
v ∈ H(φ, λj) auch w = φkv−1

λi
(v) ∈ H(φ, λj) und somit φfjλj(w) = (λi − λj)

fjw = 0. Wegen
w 6= 0 folgt daraus λi = λj. Also ist H(φ, λi) ∩H(φ, λj) = {0} für i 6= j, und die Summe der
Haupträume zu verschiedenen Eigenwerten ist direkt:

H(φ, λ1) + ...+H(φ, λm) = H(φ, λ1)⊕ ...⊕H(φ, λm)

2. Da nach Korollar 6.3.7, 5. V = H(φ, λi)⊕ im(φfiλi) und nach 1. H(φ, λi)∩H(φ, λj) = {0} für
i 6= j gilt, ist H(φ, λj) ⊆ im(φfiλi) für alle i, j ∈ {1, ...,m} mit i 6= j. Damit ergibt sich

V = H(φ, λ1)⊕ im(φf1

λ1
) = H(φ, λ1)⊕H(φ, λ2)⊕ im(φf1

λ1
) ∩ im(φf2

λ2
)

= H(φ, λ1)⊕H(φ, λ2)⊕H(φ, λ3)⊕ im(φf1

λ1
) ∩ im(φf2

λ2
) ∩ im(φf3

λ3
) = ...

= H(φ, λ1)⊕ ...⊕H(φ, λm)⊕ ∩mi=1im(φfiλi).
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Da φλi ◦φλj = φλj ◦φλi für alle i, j ∈ {1, ...,m} und φ
fi
λi
|
im(φ

fi
λi

)
: im(φfiλi)→ im(φfiλi) nach Korollar

6.3.7, 4. ein Isomorphismus ist erhalten wir

W = ∩mi=1im(φfiλi) = im(φf1

λ1
◦ ... ◦ φfmλn ) H(φ, λ1)⊕ ...⊕H(φ, λm) = ker(φf1

λ1
◦ ... ◦ φfmλn ).

Die Invarianz von W ergibt sich aus Korollar 6.3.7, 2. denn aus φ(im(φfiλi)) ⊆ im(φfiλi) folgt
φ(W ) = φ(∩mi=1im(φfiλi)) ⊆ ∩

m
i=1φ(im(φfiλi)) ⊆ ∩

m
i=1im(φfiλi) = W . 2

Ebenso wie Kerne, Bilder, Eigenwerte und Eigenvektoren können wir auch den Hauptraum
und den Fitting-Index einer Matrix A ∈ Mat(n × n,K) definieren als den Hauptraum und
den Fitting-Index des zugehörigen Endomorphismus φA : Kn → Kn, v 7→ A · v. Hierbei ergibt
sich dann wieder ein direkter Zusammenhang zwischen dem Hauptraum eines Endomorphismus
φ : V → V und dem Hauptraum seiner beschreibenden Matrix MB B(φ) − λ1n und zwischen
den Dimensionen der Kernen von (φ− λidV )k und ( MB B(φ)− λ1n)k für alle k ∈ N.

Definition 6.3.9: Der Hauptraum einer Matrix A ∈ Mat(n × n,K) zu einem Eigenwert
λ von A und der Fitting-Index von A sind der Hauptraum H(A, λ) = H(φA, λ) und der
Fitting-Index des zugehörigen Endomorphismus φA : Kn → Kn, v 7→ A · v.

Korollar 6.3.10: Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit einer geordneten Basis B
und φ : V → V ein Endomorphismus.

1. Dann haben φ und MB B(φ) die gleichen Eigenwerte, und für alle Eigenwerte λ und
k ∈ N gilt def(φ − λidV )k = def( MB B(φ) − λ1n)k. Insbesondere haben φ − λidV und
MB B(φ)− λ1n den gleichen Fitting-Index.

2. Sind M,N ∈ Mat(n × n,K) ähnlich, so haben sie die gleichen Eigenwerte und für alle
Eigenwerte λ und k ∈ N gilt def(M−λ1n)k = def(N−λ1n)k. Insbesondere habenM−λ1n
und N − λ1n die gleichen Fitting-Indizes.

Beweis:
Die Aussage über die Eigenwerte wurde bereits in Lemma 6.1.5 und Korollar 6.1.6 bewiesen.
Sei SB : V → Kn der Isomorphismus aus Korollar 4.2.4. Dann gilt MB B(φ) · SB (v) = SB ◦φ(v)
für alle v ∈ V . Daraus folgt auch ( MB B(φ)− λ1n) · SB (v) = SB ◦ (φ− λidV )(v) und induktiv
( MB B(φ) − λ1n)k · SB (v) = SB ◦ (φ − λidV )k(v) für alle k ∈ N, λ ∈ K und v ∈ V . Da
SB : V → Kn ein Isomorphismus ist, ergibt sich SB (ker(φ − λidV )k) = ker( MB B(φ) − λ1n)k,

und daraus folgt def(φ − λidV )k = def( MB B(φ) − λ1n)k für alle k ∈ N, λ ∈ K. Das beweist
1. Sind nun M,N ∈ Mat(n × n,K) ähnlich, so gibt es einen Endomorphismus φ : V → V
und geordnete Basen B,C von V mit M = MB B(φ) und N = MC C(φ). Also haben nach
1. M und N die gleichen Eigenwerte wie φ und für alle Eigenwerte λ und k ∈ N gilt
def(M − λ1n)k = def(φ− λidV )k = def(N − λ1n)k. 2

Beispiel 6.3.11: Wir bestimmen die Hauptraumzerlegung der Matrix

A =


2 1 0 1
0 1 0 1
0 0 1 2
0 0 0 1

 .
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Da A eine obere Dreiecksmatrix ist, sind ihre Eigenwerte gerade die Diagonaleinträge, also
λ1 = 1 und λ2 = 2. Für die Matrix A1 := A− λ114 = A− 14 gilt

A1 =


1 1 0 1
0 0 0 1
0 0 0 2
0 0 0 0

 ⇒ def(A1) = 2

A2
1 =


1 1 0 1
0 0 0 1
0 0 0 2
0 0 0 0

 ·


1 1 0 1
0 0 0 1
0 0 0 2
0 0 0 0

 =


1 1 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ⇒ def(A2
1) = 3

A3
1 =


1 1 0 1
0 0 0 1
0 0 0 2
0 0 0 0

 ·


1 1 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 =


1 1 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ⇒ def(A3
1) = 3.

Also folgt H(A, 1) = ker(A2
1) = spanK{e1 − e2, e3, 2e1 − e4} und im(A2

1) = Ke1. Ebenso ergibt
sich für die Matrix A2 = A− λ214 = A− 214

A2 =


0 1 0 1
0 −1 0 1
0 0 −1 2
0 0 0 −1

 ⇒ def(A2) = 1

A2
2 =


0 1 0 1
0 −1 0 1
0 0 −1 2
0 0 0 −1

 ·


0 1 0 1
0 −1 0 1
0 0 −1 2
0 0 0 −1

 =


0 −1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 −4
0 0 0 1

 ⇒ def(A2
2) = 1.

Damit gilt

H(A, 2) = E(A, 2) = ker(A2) = Ke1 = im(A2
1)

im(A2) = spanK{e1 − e2,−e3, e1 + e2 + 2e3 − e4} = spanK{e1 − e2, e3, 2e1 − e4} = H(A, 1),

und es folgt H(A, 1)⊕H(A, 2) = R4.

Korollar 6.3.10 liefert einen echten Mehrwert gegenüber der Aussage, dass ähnliche Matrizen
die gleiche Spuren und Determinanten haben und ihre Eigenwerte sowie die Dimensionen der
zugehörigen Eigenräume übereinstimmen. Es gibt nämlich Matrizen, die die gleichen Spuren,
Determinanten, Eigenwerte, Eigenraumdimensionen und sogar die gleichen Hauptraumdimen-
sionen haben, deren Fitting-Indizes sich aber trotzdem unterscheiden.

Beispiel 6.3.12: Sei K ein Körper und λ ∈ K. Die Matrizen

A =


λ 1 0 0
0 λ 1 0
0 0 λ 0
0 0 0 λ

 B =


λ 1 0 0
0 λ 0 0
0 0 λ 1
0 0 0 λ
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sind nicht ähnlich. Denn für die Matrix Aλ = A− λ14 gilt

Aλ =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 defAλ = g(A, λ) = 2

A2
λ =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ·


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 =


0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 defA2
λ = 3

A3
λ =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ·


0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 defA3
λ = dimK H(A, λ) = 4.

Für die Matrix Bλ = B − λ14 ergibt sich aber

Bλ =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 defBλ = g(B, λ) = 2

B2
λ =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ·


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 defB2
λ = dimK H(B, λ) = 4.

Also ist 3 = defA2
λ 6= defB2

λ = 4, und damit sind A und B nach Korollar 6.3.10 nicht ähn-
lich, obwohl sie die gleichen Eigenwerte, Eigenraumdimensionen und Hauptraumdimensionen
besitzen.

Wir werden später in Korollar 8.1.7 zeigen, dass zwei trigonalisierbare Matrizen A,B ∈ Mat(n×
n,K) genau dann ähnlich sind, wenn sie die gleichen Eigenwerte besitzen und für jeden Eigenwert
λ und alle k ∈ N gilt def(A− λ1n)k = def(B − λ1n)k, also dass die notwendigen Bedingungen
für die Ähnlichkeit von Matrizen aus Korollar 6.3.10 auch hinreichend sind.

Dazu müssen wir uns zunächst genauer mit der Frage der Trigonalisierbarkeit und der
Hauptraumzerlegung befassen. Mit Hilfe von Satz 6.3.8 können wir beweisen, dass ein En-
domorphismus φ : V → V genau dann trigonalisierbar ist, wenn die Summe seiner Hauptraum-
dimensionen gleich der Dimension von V ist. Um zu zeigen, dass φ trigonalisierbar ist, wenn die
Summe seiner Hauptraumdimensionen die Dimension von V ist, machen wir Gebrauch von der
Hauptraumzerlegung, die impliziert, dass V in diesem Fall die direkte Summe seiner Haupträu-
me ist. Der Rest des Beweises ist analog zum Beweis von Satz 6.2.9 bis darauf, dass wir mit
Lemma 6.3.1 zeigen, dass die Einschränkung von φ auf jeden Hauptraum H(φ, λi) trigona-
lisierbar ist anstatt zu folgern, dass die Einschränkung von φ auf jeden Eigenraum E(φ, λi)
diagonalisierbar ist.

Die umgekehrte Aussage, nämlich dass für jeden trigonalisierbaren Endomorphismus φ : V → V
die Summe der Hauptraumdimensionen gleich der Dimension von V ist, ergibt sich ebenfalls
aus der Hauptraumzerlegung in Satz 6.3.8. Dies geschieht mit Hilfe der nilpotenten Endomor-
phismen φnλj = (φ − λjidV )n : V → V die für hinreichend großes n ∈ N den Hauptraum
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H(φ, λj) annullieren. Aus der Trigonalisierbarkeit von φ folgt nämlich, dass ein Produkt sol-
cher Endomorphismen für die verschiedenen Eigenwerte λj jeden Vektor einer Basis von V auf
den Nullvektor abbildet. Damit muss V dann direkte Summe seiner Haupträume sein.

Satz 6.3.13: (Trigonalisierbarkeitskriterium)
Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über K und φ : V → V ein Endomorphismus mit
paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm ∈ K. Dann ist φ genau dann trigonalisierbar,
wenn für die Dimensionen h(φ, λ) = dimK H(φ, λ) der Haupträume gilt

h(φ, λ1) + ...+ h(φ, λm) = n. (15)

Beweis:
⇐: Wir benutzen die Notation φµ := φ− µidV : V → V für alle µ ∈ K.
Erfüllen die Dimensionen der Haupträume die Bedingung (15), so folgt mit Satz 6.3.8

n = dimK V = dimK H(φ, λ1) + ...+ dimK H(φ, λm) = dimK(H(φ, λ1)⊕ ...⊕H(φ, λm)) ≤ n

und somit H(φ, λ1)⊕ ...⊕H(φ, λm) = V . Wegen φ ◦ φλi = φλi ◦ φ gilt φ(H(φ, λi)) ⊆ H(φ, λi)
nach Korollar 6.3.7, 2. Also erhält man durch Einschränken von φ auf den Hauptraum H(φ, λi)
einen Endomorphismus φ|H(φ,λi) : H(φ, λi)→ H(φ, λi).

Da E(φ, λi) ⊆ H(φ, λi) und H(φ, λi) ∩ H(φ, λj) = {0} für i 6= j nach Satz 6.3.8, besitzt
φ|H(φ,λi) genau einen Eigenwert, nämlich den Eigenwert λi. Nach Korollar 6.3.7, 3. ist der
Endomorphismus φ|H(φ,λi) − λiidH(φ,λi) nilpotent. Also ist φ|H(φ,λi) : H(φ, λi) → H(φ, λi) nach
Lemma 6.3.1 trigonalisierbar für alle Eigenwerte λi von φ.

Damit gibt es für alle i ∈ {1, ...,m} eine geordnete Basis Bi = (bi1, ..., b
i
hi

) von H(φ, λi), so
dass Mi := MBi Bi

(φ|H(φ,λi)) eine obere Dreiecksmatrix ist. Da die Summe der Haupträume
zu verschiedenen Eigenwerten direkt und gleich V ist, erhält man so eine geordnete Basis
B = (b1

1, ..., b
1
h1
, ..., bm1 , ..., b

m
hm

) von V , so dass die darstellende Matrix von φ bezüglich B eine
obere Dreiecksmatrix ist:

MB B(φ) =


M1 0n1×n2 . . . 0n1×nm

0n2×n1 M2
. . . ...

... . . . . . . 0nm−1×nm
0nm×n1 . . . 0nm×nm−1 Mm

 .

⇒: Ist φ trigonalisierbar, so existiert eine Basis B von V , für die die darstellende Matrix MB B(φ)
eine obere Dreiecksmatrix ist. In der Diagonalen stehen dann nach Bemerkung 6.2.3, 3. die
Eigenwerte von φ und jeder Eigenwert tritt dort mindestens einmal auf. Durch eine Permutation
der Basisvektoren können wir erreichen, dass die Eigenwerte von φ in der Diagonalen aufsteigend
geordnet sind, d. h. dass in der Diagonale zunächst h1 mal der Eigenwert λ1 auftritt, dann h2

mal der Eigenwert λ2 und zuletzt hm mal der Eigenwert λm.

Ist die geordnete Basis B gegeben durch B = (b1
1, ..., b

1
h1
, ..., bm1 , ..., b

m
hm

), so folgt aus der Tatsa-
che, dass MB B(φ) eine obere Dreiecksmatrix ist, φ(bij) = λib

i
j +wij mit wij ∈ spanK{b1

1, ..., b
i
j−1}.

Daraus ergibt sich

φλi(b
i
j) ∈ spanK{b1

1, ..., b
i
j−1} ⇒ φh1

λ1
◦ ... ◦ φhmλm(bij) = 0 ∀i ∈ {1, ...,m}, j ∈ {1, .., hi}.

Also folgt mit Satz 6.3.8 V = ker(φh1
λ1
◦ ... ◦ φhmλm) = H(φ, λ1) ⊕ ... ⊕ H(φ, λm) und somit

dimK V = dimK H(φ, λ1) + ...+ dimK H(φ, λm) = h(φ, λ1) + ...+ h(φ, λm). 2
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Satz 6.3.8 über die Hauptraumzerlegung liefert noch allgemeinere Aussagen als das Trigona-
lisierbarkeitskriterium in Satz 6.3.13. Die Tatsache, dass die Haupträume H(φ, λi) und der
Vektorraum W in Satz 6.3.8 invariant unter φ sind, erlaubt es uns nämlich, die beschreibende
Matrix von φ in zwei Blöcke zu zerlegen, einen trigonalisierbaren Block für die Einschränkung
von φ auf den Unterraum H(φ, λ1) ⊕ ... ⊕ H(φ, λn) und einen Block ohne Eigenwerte für die
Einschränkung von φ auf den Unterraum W .

Korollar 6.3.14: Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und φ : V → V ein
Endomorphismus. Dann existiert eine geordnete Basis B von V , so dass die darstellende Matrix
von φ bezüglich B gegeben ist durch

MB B(φ) =

(
M 0n×p

0p×n A

)
mit einer oberen Dreiecksmatrix M ∈ Mat(n× n,K) und einer Matrix A ∈ Mat(p× p,K) ohne
Eigenwerte in K.

Beweis:
Hat φ paarweise verschiedene Eigenwerte λ1, .., λm so gilt V = H(φ, λ1) ⊕ ... ⊕H(φ, λm) ⊕W
nach Satz 6.3.8, und die Untervektorräume H := H(φ, λ1) ⊕ ... ⊕ H(φ, λm) und W sind φ-
invariant. Daher enthält man durch Einschränken von φ Endomorphismen φ|H : H → H und
φ|W : W → W . Der Endomorphismus φ|H : H → H ist nach Satz 6.3.13 trigonalisierbar. Also
existiert eine geordnete Basis C von H, so dass M := MC C(φ|H) eine obere Dreiecksmatrix ist.
Da E(φ, λi) ⊆ H(φ, λi) ⊆ H für alle Eigenwerte λi von φ, hat φ|W : W → W keine Eigenwerte
und somit gilt das auch für die darstellende Matrix A := MD D(φ|W ) bezüglich einer beliebigen
geordneten Basis D von W . Da V = H ⊕W ist B = (C,D) eine geordnete Basis von V mit

MB B(φ) =

(
MC C(φ|H) 0n×p

0p×n MD D(φ|W )

)
=

(
M 0n×p

0p×n A

)
.

2

Insbesondere ergibt sich aus dem Satz 6.3.8 bis Korollar 6.3.14, dass jeder Endomorphismus
eines endlich-dimensionalen Vektorraums über C und jede Matrix A ∈ Mat(n × n,C) trigona-
lisierbar ist. Denn der Endomorphismus φ|W : W → W im Satz über die Hauptraumzerlegung
und die Matrix A in Korollar 6.3.14 besitzen keine Eigenwerte in K. Da die charakteristische
Gleichung det(A − λidV ) = 0 eine polynomiale Gleichung in λ ist, folgt aber aus dem Funda-
mentalsatz der Algebra, dass sie für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,C) eine Lösung λ ∈ C besitzt.
Also kann in diesem Fall die Matrix A aus Korollar 6.3.14 nicht auftreten, und in Satz 6.3.8
muss W = {0} gelten. Damit ist ein Endomorphismus φ : V → V eines endlich-dimensionalen
komplexen Vektorraums V immer trigonalisierbar.

Satz 6.3.15: Jeder Endomorphismus φ : V → V eines endlich-dimensionalen C-Vektorraums
V und jede Matrix M ∈ Mat(n× n,C) ist trigonalisierbar.

Ist K 6= C, so können wir mit Satz 6.3.8 und Satz 6.3.13 die Frage der Trigonalisierbarkeit
einer Matrix M ∈ Mat(n × n,K) ebenfalls vollständig klären. Wir bestimmen dazu zunächst
ihre Eigenwerte λ1, ..., λm und betrachten für jeden Eigenwert die Matrix Mλi = M − λi1n.
Mit Hilfe des Gauß-Verfahrens können wir die Dimensionen der Kerne ker(Mλi) bestimmen.
Summieren sich diese zu n, so ist M diagonalisierbar. Wenn nicht, müssen wir höhere Potenzen
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Mk
λi

betrachten und wieder mit dem Gauß-Verfahren die Dimensionen der Kerne bestimmen.
Ab einem bestimmten Exponenten, dem Fitting-Index fi vonMλi , ändern sich diese nicht mehr.
Dann gilt dimK ker(M fi

λi
) = dimK H(M,λi). Addieren sich diese Dimensionen zu n, so ist die

Matrix trigonalisierbar. Wenn nicht, kann man sie in eine trigonalisierbare Matrix und eine
Matrix ohne Eigenwerte zerlegen, wie in Korollar 6.3.14.

Satz 6.3.8 und 6.3.13 erlauben es uns außerdem, jeden trigonalisierbaren Endomorphismus
φ : V → V in einen diagonalisierbaren Anteil φD : V → V und einen nilpotenten Anteil φN :
V → V zu zerlegen, so dass φD und φN kommutieren. Der diagonalisierbare Anteil φD entspricht
dabei den Diagonaleinträgen der oberen Dreiecksmatrix Matrix M im Beweis von Satz 6.3.13,
und der nilpotente Anteil φN ist durch die Matrix gegeben, bei der die Diagonaleinträge von
M durch 0 ersetzt werden. Dies ist die sogenannte Jordan-Zerlegung.

Satz 6.3.16: (Jordan-Zerlegung)
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V ein trigonalisierbarer Endomor-
phismus. Dann gibt es eindeutig bestimmte Endomorphismen φN , φD : V → V mit φ = φN+φD,
so dass φD diagonalisierbar ist, φN nilpotent und φD ◦ φN = φN ◦ φD.

Der Endomorphismus φD heißt diagonalisierbare Jordan-Komponente von φ und der En-
domorphismus φN nilpotente Jordan-Komponente von φ.

Beweis:
1. Existenz: Ist φ trigonalisierbar mit paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm, so gilt
V = H(φ, λ1) ⊕ ... ⊕ H(φ, λm) nach Satz 6.3.8 und 6.3.13. Also lässt sich jeder Vektor v ∈ V
eindeutig als Summe v = v1 + ...+ vm mit vi ∈ H(φ, λi) schreiben. Wir definieren

φD(u) := λiu, φN(u) := φ(u)− λiu ∀u ∈ H(φ, λi).

Dies liefert Endomorphismen φD, φN : V → V mit φD|H(φ,λi) = λi idH(φ,λi) und φ = φD + φN .
Da φ(H(φ, λi)) ⊆ H(φ, λi), folgt auch φN(H(φ, λi)) ⊆ H(φ, λi) und man erhält

φD◦φN(u) = φD◦φ(u)−λ2
iu = λiφ(u)−λ2

iu = λiφN(u) = φN(λiu) = φN ◦φD(u) ∀u ∈ H(φ, λi)

und damit φD ◦ φN = φN ◦ φD. Der Endomorphismus φD ist diagonalisierbar, denn V =
H(φ, λ1) ⊕ ... ⊕ H(φ, λm) und φD|H(φ,λi) ist diagonal. Der Endomorphismus φN ist nilpotent,
denn nach Korollar 6.3.7 sind alle Endomorphismen φN |H(φ,λi) = φ−λiidV |H(φ,λi) nilpotent. Ist
fi der Fitting-Index von φ − λiidV |H(φ,λi), so gilt dann φkN = 0 für k ≥ max{f1, ..., fm}. Dies
beweist die Existenz der Zerlegung.

2. Eindeutigkeit: Sei φ trigonalisierbar mit paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm
und φ = ψD + ψN , so dass ψD diagonalisierbar ist, ψN nilpotent und ψN ◦ ψD = ψD ◦ ψN .
Sind µ1, ..., µr die paarweise verschiedenen Eigenwerte von ψD, so gilt wegen der Dia-
gonalisierbarkeit H(ψD, µi) = E(ψD, µi) und V = E(ψD, µ1) ⊕ ... ⊕ E(ψD, µr). Da
ψN ◦ ψD = ψD ◦ ψN ist ψN(E(ψD, µi)) ⊆ E(ψD, µi) nach Korollar 6.3.7, und man erhält
nilpotente Endomorphismen ψN |E(ψD,µi) : E(ψD, µi) → E(ψD, µi). Also gibt es einen Vektor
v ∈ ker(ψN) ∩ E(ψD, µi) mit v 6= 0. Dieser ist ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert µi, denn
φ(v) = ψD(v) +ψN(v) = ψD(v) = µiv. Also ist jeder Eigenwert von ψD auch ein Eigenwert von
φ und somit {µ1, ..., µr} ⊆ {λ1, ..., λm}. Da φN |E(ψD,λ) = φ − µi idV |E(ψD,µi) nilpotent ist, folgt
E(ψD, µi) ⊆ H(φ, µi) und damit V = E(ψD, µ1)⊕...⊕E(ψD, µr) ⊆ H(φ, µ1)⊕...⊕H(φ, µr) ⊆ V .
Also gilt E(ψD, µi) = H(φ, µi) und {λ1, ..., λm} = {µ1, ..., µr}. Daraus ergibt sich dann
ψD|H(φ,λi) = ψD|E(ψD,λi) = λi idH(φ,λi) und somit ψD = φD und ψN = φ−ψD = φ−φD = φN . 2
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Um die Jordan-Zerlegung eines Endomorphismus oder einer Matrix zu bestimmen, muss man
nach dem Beweis von Satz 6.3.16 im allgemeinen eine Basis des Hauptraums zu jedem Ei-
genwert bestimmen. Dies ist äquivalent dazu, eine Matrix durch Konjugation mit einer inver-
tierbaren Matrix in eine Blockdiagonalmatrix zu überführen, die aus Blöcken von trigonali-
sierbaren Matrizen besteht, die jeweils nur einen einzigen Eigenwert besitzen. Ist eine Matrix
A ∈ Mat(n × n,K) bereits eine Blockdiagonalmatrix von dieser Form, so ist die Bestimmung
der Jordan-Zerlegung einfach. Indem man von den Blöcken die mit den zugehörigen Eigenwer-
ten multiplizierte Einheitsmatrix subtrahiert, erhält man den nilpotenten Anteil der Jordan-
Zerlegung. Den Diagonalanteil erhält man, indem man die mit den Eigenwerten multiplizierten
Einheitsmatrizen für die einzelnen Blöcke in eine Diagonalmatrix kombiniert.

Beispiel 6.3.17: Für den Endomorphismus

φ : R4 → R4,


x1

x2

x3

x4

 7→


0 1 0 0
−1 2 0 0
0 0 5 −1
0 0 1 3

 ·


x1

x2

x3

x4

 =


m11 m12 0 0
m21 m22 0 0

0 0 l11 l12

0 0 l21 l22

 ·


x1

x2

x3

x4


sind die Endomorphismen φD, φN : R3 → R3 gegeben durch

φD :


x1

x2

x3

x4

 7→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

 ·


x1

x2

x3

x4

 , φN :


x1

x2

x3

x4

 7→

−1 1 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 1 −1

 ·


x1

x2

x3

x4

 .

Denn eine kurze Rechnung zeigt, dass die (2 × 2)-Matrizen M = (mij) und L = (lij) jeweils
nur einen einzigen Eigenwert besitzen, nämlich λM = 1 und λL = 4. Ebenso zeigt man durch
Nachrechnen, dass die Matrizen M1 = M − 12 und L4 = L − 4 · 12 jeweils nilpotent mit
Fitting-Index 2 sind. Daraus folgt H(φ, 1) = spanR{e1, e2} und H(φ, 4) = spanR{e3, e4}. Der
diagonalisierbare Endomorphismus ergibt sich dann, indem man den Eigenwert λM = 1 in die
ersten zwei und den Eigenwert λL = 4 in die letzten zwei Diagonaleinträge einer Diagonalmatrix
einfügt. Der Endomorphismus φN ergibt sich, indem man φD von φ subtrahiert.

6.4 Anwendungen

Bevor wir in den nächsten Kapiteln die Untersuchung der Trigonalisierbarkeit und Diagona-
lisierbarkeit verfeinern und verbessern, betrachten wir noch einige Anwendungen der Diago-
nalisierung und Trigonalisierung von Matrizen. Wir haben bereits gesehen, dass das Diagona-
lisieren und Trigonalisieren von Matrizen hilfreich ist, wenn es darum geht, die Ähnlichkeit
von Matrizen zu untersuchen. Außerdem ergeben sich dadurch wichtige Anwendungen in al-
len Situationen, in denen man Polynome von Matrizen berechnen muss, d. h. Ausdrücke der
Form p(A) = anA

n + an−1A
n−1 + ... + a1A + a01n für A ∈ Mat(n × n,K) und ein Polynom

p = Σk∈N0akx
k ∈ K[x]. Solche Ausdrücke treten beispielsweise bei induktiv definierter Zahlen-

folgen auf. Dort liefern sie eine geschlossene, d. h. nicht induktive, Formel für die Folgenglieder
und ermöglichen es einem, Grenzwerte zu bestimmen. Die Berechnungen kann man für diago-
nalisierbare oder trigonalisierbare Matrizen mit Hilfe des folgenden Lemmas stark vereinfachen.

Lemma 6.4.1: Sei K ein Körper und p = Σn
k=0akx

k ∈ K[x] ein Polynom.
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1. Ist A ∈ Mat(n× n,K) diagonalisierbar mit A = S ·D · S−1 für eine Matrix S ∈ GL(n,K)
und eine Diagonalmatrix D = (dij) ∈ Mat(n× n,K), so ist

p(A) = Σn
k=0akA

k = S ·


p(d11) 0 . . . 0

0 p(d22)
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 p(dnn)

 · S−1

2. Ist A ∈ Mat(n× n,K) trigonalisierbar mit A = S ·D · S−1 für eine Matrix S ∈ GL(n,K)
und eine obere Dreiecksmatrix D ∈ Mat(n× n,K), so ist

p(A) = Σn
k=0akA

k = S ·


p(d11) ∗ ∗ ∗

0 p(d22) ∗ ∗
... . . . . . . ∗
0 . . . 0 p(dnn)

 · S−1

Beweis:
Ist A = S ·D · S−1 mit S ∈ GL(n,K) und einer beliebigen Matrix D ∈ Mat(n× n,K), so ergibt
sich induktiv Ak = (S · D · S−1) · (S · D · S−1) · · · (S · D · S−1) = S · Dk · S−1 für alle k ∈ N.
Also folgt p(A) = S · p(D) · S−1 für alle Polynome p ∈ K[x]. Die Aussage ergibt sich dann aus
den Identitäten 

d11 0 . . . 0

0 d22
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 dnn


k

=


dk11 0 . . . 0

0 dk22
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 dknn




d11 ∗ ∗ ∗
0 d22 ∗ ∗
... . . . . . . ∗
0 . . . 0 dnn


k

=


dk11 ∗ ∗ ∗
0 dk22 ∗ ∗
... . . . . . . ∗
0 . . . 0 dknn


für Diagonalmatrizen und obere Dreiecksmatrizen, die man per Induktion über k ∈ N beweist. 2

Beispiel 6.4.2: Die Pell-Folge ist die reelle Folge (pn)n∈N0 , die durch p0 = 0, p1 = 1 und die
Rekursionsrelation

pn = 2pn−1 + pn−2 für n ≥ 2

definiert ist. Die Rekursionsrelation kann auch als Matrixgleichung formuliert werden(
pn
pn−1

)
= M ·

(
pn−1

pn−2

)
=

(
2 1
1 0

)
·
(
pn−1

pn−2

)
.

Daraus ergibt sich für das nte und (n− 1)te Folgenglied(
pn
pn−1

)
= Mn−1 ·

(
p1

p0

)
=

(
2 1
1 0

)n−1

·
(

1
0

)
.

Zur Berechnung der Folgenglieder zeigt man zunächst, dass M diagonalisierbar ist. Die charak-
teristische Gleichung ergibt

0 = det

(
2− λ 1

1 −λ

)
= λ(λ− 2)− 1 = λ2 − 2λ− 1.
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Man erhält zwei verschiedene Eigenwerte λ± = 1±
√

2, und somit ist M diagonalisierbar. Die
Eigenvektoren ergeben sich aus der Gleichung(

2 1
1 0

)(
x
y

)
=

(
2x+ y
x

)
= λ±

(
x
y

)
,

die erfüllt ist genau dann, wenn x = λ±y und 2x + y = λ±x oder, dazu äquivalent, x = λ±y
und (λ2

± − 2λ± − 1)y = 0. Daraus folgt

E(M,λ±) = R

(
λ±
1

)
für λ± = 1±

√
2.

Ist B die Standardbasis und C = (v+, v−) eine Basis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten λ±
von M , so ist die darstellende Matrix des Endomorphismus φM : R2 → R2, v 7→M · v bezüglich
B gerade die Matrix M = MB B(φM), die Matrix MC C(φM) ist diagonal und es gilt

M = MB B(φM) = MB C(idKk+1) · MC C(φM) · MB C(idKk+1)−1.

Die Spaltenvektoren der Basiswechselmatrix S := MB C(idKk+1) sind gerade die Koeffizienten
der Eigenvektoren in ihrer Darstellung als Linearkombination von Vektoren der Standardbasis.
Daraus ergibt sich(

2 1
1 0

)
= S ·

(
1 +
√

2 0

0 1−
√

2

)
· S−1 mit S =

(
1 +
√

2 1−
√

2
1 1

)
.

Mit Lemma 6.4.1 und der Formel für die Inverse einer 2× 2-Matrix erhält man für n ≥ 2(
pn
pn−1

)
= S ·

(
1 +
√

2 0

0 1−
√

2

)n−1

· S−1

(
p1

p0

)
=

1

2
√

2

(
1 +
√

2 1−
√

2
1 1

)(
(1 +

√
2)n−1 0

0 (1−
√

2)n−1

)(
1
√

2− 1

−1 1 +
√

2

)(
1
0

)
=

1

2
√

2

(
(1 +

√
2)n (1−

√
2)n

(1 +
√

2)n−1 (1−
√

2)n−1

)
·
(

1
−1

)
=

1

2
√

2

(
(1 +

√
2)n − (1−

√
2)n

(1 +
√

2)n−1 − (1−
√

2)n−1

)
und somit ist die nte Pell-Zahl für n ≥ 2 gegeben durch die Formel:

pn =
(1 +

√
2)n − (1−

√
2)n

2
√

2
n ≥ 2.

Mit Hilfe dieser Formel kann man zeigen, dass die Folge (qn)n∈N0 der Quotienten qn = pn+1/pn
aufeinanderfolgender Pell-Zahlen gegen einen Grenzwert q = limn→∞ qn konvergiert. Eine Me-
thode, den Grenzwert zu bestimmen, ergibt sich aus der Rekursionsbedingung

1 =
pn+1

pn+1

= 2
pn
pn+1

+
pn−1

pn+1

= 2
pn
pn+1

+
pn−1

pn
· pn
pn+1

=
2

qn
+

1

qn · qn−1

⇒ 1 = 2 lim
n→∞

2

qn
+ lim

n→∞

1

qn · qn−1

=
2

q
+

1

q2
⇒ q2 − 2q − 1 = 0.

Also ist der Grenzwert q = limn→∞ qn der Quotientenfolge eine Lösung der charakteristischen
Gleichung von M und damit ein Eigenwert. Da pn > 0 für alle n ∈ N folgt auch qn > 0 für alle
n ∈ N und somit q = limn→∞ qn ≥ 0. Also gilt q = 1 +

√
2.
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Unter Ausnutzung der Jordan-Zerlegung und von Lemma 6.4.1 können wir nicht nur Polynome
von Matrizen sondern auch Potenzreihen von trigonalisierbaren Matrizen über R oder C effizient
berechnen, sofern diese konvergieren. Dies ist beispielsweise dann der Fall, wenn die relevante
Potenzreihe auf ganz R oder C konvergiert. Interessant ist hier vor allem die Exponentialreihe
für Matrizen mit Einträgen aus C. Denn nach Satz 6.3.15 ist jede Matrix mit Einträgen aus
C und damit auch jede reelle Matrix über C trigonalisierbar, und die Berechnungen verein-
fachen sich dadurch deutlich. Um die Exponentialreihe zu definieren, benötigen wir zunächst
Konvergenzbegriffe für komplexe Folgen und Reihen und Folgen oder Reihen von komplexen
Matrizen.

Definition 6.4.3:

1. Eine Folge (zn)n∈N0 mit zn ∈ C heißt konvergent mit Grenzwert z ∈ C, wenn die reellen
Folgen (Re(zn))n∈N0 und (Im(zn))n∈N0 gegen Re(z) und Im(z) konvergieren.

2. Eine Reihe Σ∞k=0zk mit zk ∈ C heißt konvergent, wenn die Folge der Partialsummen
(Σn

k=0zk)n∈N konvergiert, und absolut konvergent, wenn die Reihe Σ∞k=0|zn| konvergiert.

Wie bei reellen Reihen folgt aus absoluter Konvergenz einer komplexen Reihe ihre Konvergenz,
und absolut konvergente Reihen in C dürfen beliebig umgeordnet werden. Auch die Cauchy-
sche Produktformel behält ihre Gültigkeit. Damit ergibt sich beispielsweise

exp(a+ ib) =
∞∑
n=0

(a+ ib)n

n!
=
∞∑
n=0

n∑
k=0

ak(ib)n−k

k!(n− k)!
=

(
∞∑
k=0

ak

k!

)
·

(
∞∑
j=0

(ib)j

j!

)
= ea

(
∞∑
j=0

ijbj

j!

)

= ea · eib = ea

(
∞∑
k=0

(−1)kb2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)kb2k+1

(2k + 1)!

)
= ea(cos b+ i sin b)

für alle a, b ∈ R. Dies rechtfertigt nachträglich die Schreibweise aus Korollar 2.3.21. Für Folgen
und Reihen von Matrizen definieren wir nun die Konvergenz komponentenweise, also indem wir
die einzelnen Einträge der Matrizen betrachten. Die absolute Konvergenz einer Reihe definieren
wir über das Maximum des Betrags der einzelnen Einträge. Damit lassen sich dann analog
Folgen und Reihen von Matrizen definieren und auf Konvergenz untersuchen.

Definition 6.4.4: Sei K = R oder K = C und n,m ∈ N.

1. Eine Folge (Mk)k∈N0 von Matrizen Mk ∈ Mat(n × m,K) heißt konvergent mit
Grenzwert M ∈ Mat(n × m,K), wenn für alle i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ...,m} gilt
limk→∞(Mk)ij = Mij.

2. Eine Reihe Σ∞r=0Mr von MatrizenMr ∈ Mat(n×m,K) heißt konvergent, wenn die Folge
der Partialsummen (Σk

r=0Mr)k∈N0 konvergiert und absolut konvergent, wenn die reelle
Reihe Σ∞r=0mr mit mr = max{|(Mr)ij| | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} konvergiert.

Auch hier folgt aus der absoluten Konvergenz einer Reihe ihre Konvergenz, und absolut konver-
gente Reihen dürfen beliebig umgeordnet werden. Mit Hilfe dieser Definition können wir nun
insbesondere Potenzreihen für quadratische Matrizen definieren, sofern die zugehörige Potenz-
reihe in R oder C absolut konvergiert. Denn die absolute Konvergenz einer Potenzreihe Σ∞k=0akx

k

auf ganz C impliziert die absolute Konvergenz der zugehörigen Potenzreihe in Mat(n× n,C).
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Damit können wir insbesondere das Exponential von Matrizen bilden, denn die Exponential-
reihe exp(x) = Σ∞k=0x

k/k! konvergiert absolut auf ganz R, also auch auf ganz C und damit auch
für alle Matrizen in Mat(n × n,C). Da jede Matrix in Mat(n × n,C) in einen diagonalisierba-
ren und einen nilpotenten Anteil zerlegt werden kann, die kommutieren, vereinfacht sich die
Berechnung deutlich. Das Exponential des diagonalisierbaren Anteils ergibt sich direkt aus den
Exponentialen der Eigenwerte. Für den nilpotenten Anteil bricht die Exponentialreihe ab und
reduziert sich auf eine endliche Summe.

Satz 6.4.5: Die Exponentialreihe exp(A) = Σ∞k=0A
k/k! konvergiert absolut für alle A ∈

Mat(n× n,C), und es gilt:

1. Ist B = S · A · S−1 mit S ∈ GL(n,C), so folgt exp(B) = S · exp(A) · S−1

2. Ist A ·B = B · A, so folgt exp(A+B) = exp(A) · exp(B).
3. Für jede Diagonalmatrix D = (dij) ∈ Mat(n× n,C) gilt exp(D)ij = exp(dii)δij.
4. Ist N ∈ Mat(n,C) nilpotent mit Fitting-Index f , so folgt exp(N) = Σf−1

k=0N
k/k!.

Beweis:
1. Ist B = S · A · S−1, so folgt mit Lemma 6.4.1

exp(B) = lim
n→∞

n∑
k=0

(S · A · S)k

k!
= S ·

(
lim
n→∞

n∑
k=0

Ak

k!

)
· S−1 = S · exp(A) · S−1.

2. Ist A · B = B · A, so folgt induktiv Bl · Ak = Ak · Bl für alle k, l ∈ N. Mit vollständiger
Induktion zeigt man dann, dass die binomische Formel auch für Matrizen A,B ∈ Mat(n×n,C)
gilt, sofern diese die Bedingung A ·B = B · A erfüllen (Übung)

(A+B)n = Σn
k=0

(
n
k

)
AkBn−k ∀n ∈ N0.

Mit dem Cauchy-Produkt für Reihen erhält man dann

exp(A+B) = lim
n→∞

n∑
k=0

(A+B)k

k!
= lim

n→∞

n∑
k=0

k∑
j=0

(
k
j

)
AjBk−j

k!
= lim

n→∞

n∑
j=0

n−j∑
l=0

AjBl

j!l!

=

(
lim
n→∞

n∑
j=0

Aj

j!

)
·

(
lim
m→∞

m∑
l=0

Bl

l!

)
= exp(A) · exp(B).

3. Ist D diagonal, so folgt mit Lemma 6.4.1

exp(D)ij = lim
n→∞

(
n∑
k=0

Dk

k!

)
ij

= δij lim
n→∞

n∑
k=0

dkii
k!

= δij exp(dii).

4. Ist N nilpotent mit Fitting-Index f , so ist Nk = 0 für alle k ≥ f und damit folgt

exp(N) = lim
n→∞

n∑
k=0

Nk

k!
= lim

n→∞

f−1∑
k=0

Nk

k!
=

f−1∑
k=0

Nk

k!
.

2
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Beispiel 6.4.6: Wir betrachten die Matrix

A =


λ 1 0 0

0 λ
. . . 0

... . . . . . . 1
0 . . . 0 λ

 =


λ 0 . . . 0

0 λ
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 λ


︸ ︷︷ ︸

=:D

+


0 1 0 0

0 0
. . . 0

... . . . . . . 1
0 . . . 0 0


︸ ︷︷ ︸

=:N

∈ Mat(n× n,C)

Man zeigt leicht, dass D ·N = N ·D und N nilpotent ist mit Fitting-Index n. Daraus folgt mit
Satz 6.4.5 für alle t ∈ R

exp(tA) =


etλ 0 0 . . . 0

0 etλ 0
. . . ...

0 0 etλ
. . . 0

... . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 0 etλ

·


1 t t2

2
. . . tn−1

(n−1)!

0 1
. . . . . . ...

0 0
. . . t t2

2... . . . . . . 1 t
0 . . . 0 0 1

 = eλt


1 t t2

2
. . . tn−1

(n−1)!

0 1
. . . . . . ...

0 0
. . . t t2

2... . . . . . . 1 t
0 . . . 0 0 1


Eine wichtige Anwendung des Matrixexponentials ergibt sich im Kontext von Differentialglei-
chungssystemen mit konstanten Koeffizienten. Hier lassen sich mit Mitteln der linearen Algebra
leicht Lösungen konstruieren, indem man das Differentialgleichungssystem durch eine Matrix
beschreibt und diese dann exponenziert.

Beispiel 6.4.7: Sei K = R oder K = C. Ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten und Anfangswerten v1, ..., vn ∈ K ist ein
Gleichungssystem der Form

f ′1 =a11f1 + a12f2 + . . .+ a1nfn (16)
f ′2 =a21f1 + a22f2 + . . .+ a2nfn

...
f ′n =an1f1 + an2f2 + . . .+ annfn

f1(0) = v1 (17)
f2(0) = v2

...
fn(0) = vn,

wobei f ′i die erste Ableitung einer differenzierbaren Funktion fi : R→ K bezeichnet und aij ∈ K.

Eine Lösung des Differentialgleichungssystems ist ein n-Tupel differenzierbarer Funktionen
fi : R→ K, das die Gleichungen (16) erfüllt. Eine Lösung zum Anfangswert v ∈ Kn ist eine
Lösung von (16), die auch (17) erfüllt. Das Differentialgleichungssystem und die Anfangsbedin-
gungen lassen sich auch als vektorwertige Gleichungen schreiben: f ′1

...
f ′n

 =

 a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

 ·
 f1

...
fn

 (18)

 f1(0)
...

fn(0)

 =

 v1
...
vn

 (19)

mit einer zu bestimmenden differenzierbaren Funktion f = (f1, .., fn)T : R → Kn. Man kann
zeigen, dass das Differentialgleichungssystem
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f ′ = A · f (20) f(0) = v (21)

zu jeder Matrix A ∈ Mat(n×n,K) und jedem Vektor v ∈ Kn genau eine Lösung f : R→ Kn hat,
die (20) und (21) erfüllt. Diese kann man mit Hilfe des Exponentials von Matrizen bestimmen.
Für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,K) und t ∈ R ergibt sich nämlich

d

dt
exp(tA) =

d

dt

∞∑
k=0

tkAk

k!
=
∞∑
k=1

tk−1Ak

(k − 1)!
= A ·

∞∑
k=0

tkAk

k!
= A · exp(tA) = exp(tA) · A

und somit ist f = (f1, .., fn)T : R→ Kn mit f1(t)
...

fn(t)

 := exp(tA) ·

 v1
...
vn


eine Lösung, denn es gilt für alle t ∈ R f ′1(t)

...
f ′n(t)

 =
d

dt
exp(tA) ·

 v1
...
vn

 = A · exp(tA) ·

 v1
...
vn

 = A ·

 f1(t)
...

fn(t)


 f1(0)

...
fn(0)

 = exp(0) ·

 v1
...
vn

 =

 v1
...
vn

 .

Besonders einfach wird die Lösung des Differentialgleichungssystems offensichtlich, wenn die
Matrix A eine Diagonalmatrix ist. In diesem Fall erhält man n separate Differentialgleichungen,
die jeweils die Lösung fi(t) = eaiitvi besitzen. Man spricht von einem entkoppelten System. Ist
A diagonalisierbar, so kann man das Differentialgleichungssystem durch Konjugation mit einer
invertierbaren Matrix S in ein solches entkoppeltes System überführen. Die Lösungen sind dann
wieder bestimmte Linearkombinationen von Exponentialfunktionen. Ist A trigonalisierbar, aber
nicht diagonalisierbar, so haben die Lösungen eine kompliziertere Gestalt.

Beispiel 6.4.8: Das Differentialgleichungssystem mit Anfangswerten

f ′1 =λf1 + f2 f1(0) =v1

f ′2 =λf2 + f3 f2(0) =v2

...
...

f ′n−1 =λfn−1 + fn−2 fn−1(0) =vn−1

f ′n =λfn fn(0) =vn

mit λ, v1, ..., vn ∈ C wird durch die Matrixgleichung
f ′1
f ′2
...

f ′n−1

f ′n

 =


λ 1 0 . . . 0

0 λ 1
. . . ...

0 0
. . . . . . 0

...
... . . . λ 1

0 0 . . . 0 λ

 ·


f1

f2
...

fn−1

fn




f1(0)
f2(0)
...

fn−1(0)
fn(0)

 =


v1

v2
...

vn−1

vn
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beschrieben und hat damit nach Beispiel 6.4.7 und Beispiel 6.4.6 die eindeutige Lösung
f1(t)
f2(t)
...

fn−1(t)
fn(t)

=eλt


1 t t2

2
. . . tn−1

(n−1)!

0 1
. . . . . . ...

0 0
. . . t t2

2... . . . . . . 1 t
0 . . . 0 0 1

 ·


v1

v2
...

vn−1

vn

=


eλt(v1 + tv2 + t2

2
v2 + ...+ tn−1

(n−1)!
vn)

eλt(v2 + tv3 + t2

2
v2 + ...+ tn−2

(n−2)!
vn)

...
eλt(vn−1 + tvn)
eλtvn

 .
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An was man sich erinnern sollte:

Die wichtigsten Begriffe und Definitionen:

• Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum, Hauptraum von Matrix/Endomorphismus,
• diagonalisierbar, trigonalisierbar für Matrix/Endomorphismus,
• Fitting-Index, nilpotent für Matrix/Endomorphismus,
• Jordan-Zerlegung, Jordan-Komponenten,
• rekursive Folge, Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten.

Die wichtigsten Aussagen:

• Summe der Eigenräume ist direkt, Diagonalisierbarkeitskriterium,
• Fitting-Lemma, Eigenschaften der Haupträume,
• Summe der Haupträume ist direkt, Hauptraumzerlegung, Trigonalisierbarkeitskriterium,
• Jordan-Zerlegung,
• Berechnung von Polynomen und Exponentialen von Matrizen mit der Jordan-Zerlegung,
• Anwendung auf rekursive Folgen,
• Lösen von Differentialgleichungssystemen mit konstanten Koeffizienten.

Die wichtigsten Beispiele:

• Eigenvektoren und Eigenwerte: Streckung, Projektor, Involution, Spiegelung,
Drehung, nilpotenter Endomorphismus, Eigenwerte von Dreiecksmatrizen,
• Diagonalisierbarkeit: Endomorphismen mit dimK(V ) verschiedenen Eigenwerten,

Linearkombinationen Σm
i=1αiPi von Projektoren mit Pi ◦ Pj = 0 für i 6= j,

• Trigonalisierbarkeit: diagonalisierbare Endomorphismen, nilpotente Endomorphismen,
• Jordan-Zerlegung: obere Dreiecksmatrix.
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7 Charakteristisches Polynom und Minimalpolynom

7.1 Polynome

Im letzten Kapitel haben wir ein Verfahren kennengelernt, mit dem wir die Dimensionen der
Haupträume eines Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums bestimmen und
den Endomorphismus auf Trigonalisierbarkeit untersuchen können. Dieses Verfahren ist jedoch
sehr aufwändig. Um einen schnelleres und weniger rechenintensives Verfahren zur Untersuchung
der Trigonalisierbarkeit zu bekommen, müssen wir uns genauer mit der charakteristischen Glei-
chung det(B − λ1n) befassen, die eine polynomiale Gleichung in λ ist. Mit Hilfe der Polynome
werden wir dann ein effizienteres Trigonalisierbarkeitskriterium erhalten. Ebenso können wir
mit Hilfe von Polynomen verstehen, wann genau eine Matrix A ohne Eigenwerte wie in Ko-
rollar 6.3.14 bzw. der Untervektorraum W aus Satz 6.3.8 auftaucht. Dies hat mit der Frage
zu tun, ob gewisse Polynome Nullstellen im betrachteten Körper K besitzen. Wir müssen uns
daher zunächst allgemein mit Polynomen und ihren Nullstellen befassen.

Polynome wurden in Beispiel 2.3.5 abstrakt als Abbildungen p : N0 → R mit Werten in einem
kommutativen unitalen Ring R definiert, die die Bedingung p(n) = 0 für alle bis auf endlich viele
n ∈ N0 erfüllen. Mit der Multiplikation und Addition aus Beispiel 2.3.5 bilden diese dann eben-
falls einen kommutativen unitalen Ring R[x]. Um ein sinnvolles Konzept eines Polynomgrads
zu erhalten, muss man sich auf nullteilerfreie Ringe R beschränken, da ansonsten nichttriviale
Polynome existieren, deren Produkt das Nullpolynom ist.

Ist R nicht nur ein kommutativer nullteilerfreier Ring sondern ein Körper, so bilden die Polyno-
me mit Werten in R nach Beispiel 3.1.10 nicht nur einen Ring, sondern auch einen Vektorraum
über R, der ein Unterraum des Vektorraums der Folgen mit Werten in R ist. In diesem Fall
bilden die Polynome eine kommutative Algebra. Wir fassen die wesentlichen Begriffe und Re-
sultate zu Polynomen noch einmal zusammen.

Definition 7.1.1: Sei K ein Körper.

1. Ein Polynom mit Werten in K ist eine Abbildung p : N0 → K mit p(n) = 0 für fast alle
n ∈ N0. Die Menge der Polynome mit Werten in K wird mit K[x] bezeichnet.

2. Das Monom vom Grad k ∈ N0 ist das Polynom xk : N0 → K, n 7→ δkn. Für k ∈ {0, 1}
schreibt man auch x := x1, 1 := x0.

3. Für p 6= 0 heißt deg(p) = max{n ∈ N0|p(n) 6= 0} der Grad von p und l(p) = p(deg(p))
der Leitkoeffizient von p. Ist l(p) = 1, so nennt man das Polynom p normiert. Für das
Nullpolynom 0 ∈ K[x] setzt man deg(0) = −∞.

Satz 7.1.2: Sei K ein Körper.

1. Die Menge K[x] der Polynome bildet mit den Verknüpfungen +, · : K[x] × K[x] → K[x]
und der skalaren Multiplikation ·K : K× K[x]→ K[x]

(p · q)(n) := Σn
k=0 p(k)q(n− k) (p+ q)(n) := p(n) + q(n) (λ ·K p)(n) := λp(n)

für p, q ∈ K[x], λ ∈ K und n ∈ N0 eine kommutative K-Algebra mit Einselement x0 = 1.
2. Die Monome bilden eine Basis von K[x]. Für jedes p ∈ K[x] gilt p = Σn∈N0p(n)xn.
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3. Für alle p, q ∈ K[x] gilt deg(p·q) = deg(p)+deg(q) und deg(p+q) ≤ max{deg(p), deg(q)}15.
Insbesondere ist K[x] nullteilerfrei.

Beweis:
In Beispiel 2.3.5 wurde bereits gezeigt, dass die Polynome mit Koeffizienten in K einen
kommutativen Ring mit Einselement 1 = x0 bilden. In Beispiel 3.1.10 wurde gezeigt, dass
sie einen Vektorraum über K bilden. Die Verträglichkeit der Multiplikation von Polynomen
mit der skalaren Multiplikation folgt sofort aus der Definition. Also ist für jeden Körper
(K[x],+, ·, ·K) eine kommutative K-Algebra mit Einselement 1. Ebenso wurde in einer Übung
bereits gezeigt, dass die Monome eine Basis von K[x] bilden und sich demnach jedes Polynom
als Linearkombination p = Σn∈N0p(n)xn schreiben lässt. Die Formeln für den Grad ergeben
sich direkt aus dessen Definition und der Nullteilerfreiheit von K. 2

Bemerkung 7.1.3: Schreibt man die Polynome in K[x] als Linearkombination der Monome
p = Σk∈N0akx

k mit ak ∈ K, so ergeben sich für die Algebra K[x] die vertrauten Rechenregeln(
Σj∈N0ajx

j
)
·
(
Σk∈N0bkx

k
)

= Σn∈N0(Σn
k=0akbn−k)x

n(
Σj∈N0ajx

j
)

+
(
Σk∈N0bkx

k
)

= Σn∈N0(an + bn)xn

λ (Σn∈N0anx
n) = Σn∈N0(λan)xn.

Die Polynome in Definition 7.1.2 haben zunächst nichts mit dem aus der Schule bekannten
Konzept der Polynomabbildung zu tun, sondern sind abstrakt, durch ihre Koeffizienten defi-
niert, die wir als Folge p : N0 → K interpretieren, in der alle bis auf endlich viele Folgenglieder
verschwinden. Tatsächlich kann man aber aus Polynomen Polynomabbildungen konstruieren,
indem man sie auf Elementen λ ∈ K auswertet. Dieses Auswerten von Polynomen funktioniert in
einem viel allgemeineren Kontext, nämlich für jede assoziative Algebra A mit Eins über K, und
liefert einen Algebrahomomorphismus K[x]→ A. Man spricht von der universellen Eigenschaft
der Polynomalgebra.

Satz 7.1.4: (Universelle Eigenschaft der Polynomalgebra)
Zu jeder assoziativen K-Algebra A mit Eins und jedem Element a ∈ A existiert genau ein
Homomorphismus von K-Algebren eva : K[x] → A mit eva(x) = a. Für p ∈ K[x] schreiben wir
p(a) := eva(p).

Beweis:
Sei φ : K[x] → A ein Homomorphismus von K-Algebren. Da φ K-linear ist, ist φ durch seine
Werte auf den Monomen xk bereits eindeutig bestimmt, denn diese bilden eine Basis des
K-Vektorraums K[x]. Da φ außerdem ein Ringhomomorphismus ist, gilt φ(x · x) = φ(x) · φ(x),
und induktiv folgt φ(xk) = φ(x)k für alle k ∈ N. Da φ ein Homomorphismus von unitalen
Ringen ist φ(1) = 1A. Also ist jeder unitale Ringhomomorphismus φ : K[x]→ A durch φ(x) = a
bereits eindeutig bestimmt. Umgekehrt lässt sich zu jedem a ∈ A ein Homomorphismus
eva : K[x] → A von K-Algebren konstruieren, indem man einem Polynom p = Σk∈N0bkx

k das
Element eva(p) = Σk∈N0bka

k mit a0 := 1A zuordnet. Dieser erfüllt offensichtlich die Bedingun-
gen eva(1) = 1A, eva(p · q) = eva(p) · eva(q), eva(λp) = λeva(p) und eva(p+ q) = eva(p)+eva(q)
für alle p, q ∈ K[x] und λ ∈ K und ist somit ein Homomorphismus von K-Algebren. 2

15Dabei setzt man −∞ · n = n · −∞ = −∞ · −∞ := −∞ für alle n ∈ N.
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Beispiel 7.1.5:

1. Ist A = Mat(n×n,K), so ist für jede MatrixM ∈ Mat(n×n,K) die Evaluationsabbildung
gegeben durch evM : K[x]→ Mat(n× n,K), Σj∈N0anx

n 7→ Σn∈N0anM
n.

2. Ist V ein K-Vektorraum und A = EndK(V ), so ordnet die Evaluationsabbildung
evφ : K[x] → EndK(V ) für einen Endomorphismus φ ∈ EndK(V ) einem Polynom
p = Σj∈N0ajx

j den Endomorphismus p(φ) = evφ(p) = Σj∈N0ajφ
j zu.

3. Wählt man A = K[x] und q = Σl∈N0blx
l ∈ K[x], so ordnet die Evaluationsabbildung

evq : K[x] → K[x], p 7→ p(q) einem Polynom p = Σk∈N0akx
k ∈ K[x] das Polynom

p(q) = Σk∈N0ak(Σl∈N0blx
l)k zu, das durch Einsetzen von q in p entsteht.

4. Für A = K ordnet die Evaluationsabbildung evλ : K[x] → K, p 7→ p(λ) einem Polynom
p ∈ K[x] seine Auswertung an der Stelle λ ∈ K zu. Die Abbildung fp : K → K, λ 7→ p(λ)
ist dann die zugehörige Polynomabbildung zu p.

Die Abbildung f : K[x] → Pol(K), p 7→ fp, die einem Polynom p ∈ K[x] die zugehörige
Polynomabbildung fp : K→ K in Pol(K) ⊆ Abb(K,K) zuordnet, ist ein Homomorphismus
von K-Algebren. Dieser ist injektiv genau dann, wenn K unendlich ist. (Beweis:Übung).

Die Tatsache, dass der Homomorphismus von K-Algebren f : K[x]→ Pol(K) für endliche Körper
nicht injektiv ist, ist der Grund, warum man zwischen Polynomen und Polynomabbildungen
unterscheiden muss. So sind beispielsweise die Polynome x und x2 in Z/2Z[x] offensichtlich
verschieden. Für die zugehörigen Polynomabbildungen fx, fx2 : Z/2Z→ Z/2Z gilt aber

fx([0]) = [0] = [0] · [0] = fx2([0]) fx([1]) = [1] = [1] · [1] = fx2([1]).

Also sind diese Abbildungen gleich. Die Aussage, die sicherstellt, dass in unendlichen Körpern
solche Probleme nicht auftreten ist die, dass ein Polynom vom Grad n maximal n Nullstellen
hat, denn daraus folgt ker(f) = {0}. Um dies zu präzisieren und beweisen, müssen wir zunächst
definieren, was eine Nullstelle ist und uns dann mit dem Abspalten von Nullstellen befassen.
Dies lässt sich mit Hilfe der Auswertungsabbildung abstrakt für allgemeine Polynome beweisen.

Definition 7.1.6: Eine Nullstelle oder Wurzel eines Polynoms p ∈ K[x] ist ein Element
λ ∈ K mit p(λ) = evλ(p) = 0.

Satz 7.1.7: Ist λ ∈ K eine Nullstelle von p ∈ K[x], so existiert ein eindeutig bestimmtes
Polynom q ∈ K[x] vom Grad deg(q) = deg(p) − 1 mit p = (x − λ) · q. Insbesondere kann ein
Polynom vom Grad n ∈ N0 maximal n Nullstellen besitzen.

Beweis:
Mit der binomischen Formel ergibt sich für alle n ∈ N0

xn = (x− λ+ λ)n =
n∑
k=0

(
n
k

)
λn−k(x− λ)k =

n∑
k=0

n!λn−k(x− λ)k

k!(n− k)!
.

Für p = Σm
n=0anx

n ergibt sich daraus durch Einsetzen

p =
m∑
n=0

anx
n =

m∑
n=0

an

(
n∑
k=0

n!λn−k(x− λ)k

k!(n− k)!

)
(∗)
=

m∑
k=0

(
m∑
n=k

anλ
n−kn!

k!(n− k)!

)
(x− λ)k =

m∑
k=0

bk(x− λ)k,
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wobei in (∗) eine Umordnung der Summe vorgenommen wurde. Ist p(λ) = 0, so ergibt sich
daraus 0 = Σm

k=0bk(λ− λ)k = b0 · 1 = Σm
n=0anλ

n, und man erhält

p =
m∑
k=1

bk(x− λ)k = (x− λ) ·
m∑
k=1

bk(x− λ)k−1 = (x− λ) · q mit deg(q) = deg(p)− 1.

Dass ein Polynom p vom Grad n höchstens n verschiedene Nullstellen besitzt, ergibt sich dann
durch vollständige Induktion über den Polynomgrad:
n = 0: Ist p ∈ K[x] mit n = deg(p) = 0, so ist p konstant, p 6= 0 und besitzt damit keine
Nullstellen.
n− 1→ n : Sei die Aussage bewiesen für alle Polynome q ∈ K[x] vom Grad deg(q) ≤ n− 1 und
sei p ∈ K[x] ein Polynom vom Grad deg(p) = n. Ist λ ∈ K eine Nullstelle von p, so existiert
ein eindeutig bestimmtes Polynom q ∈ K[x] mit deg(q) = n − 1 und p = (x − λ) · q. Nach
Induktionsvoraussetzung hat q höchstens n− 1 Nullstellen. Da x− λ 6= 0 für alle x ∈ K \ {λ}
hat p damit höchstens n Nullstellen. 2

Insbesondere kann man von einem Polynom p ∈ K[x] eine gegebene Nullstelle λ von p so oft
abspalten, dass ein Polynom q zurückbleibt, dass keine Nullstelle in K mehr besitzt. Dies führt
auf das Konzept der Vielfachheit einer Nullstelle.

Korollar 7.1.8: Sei p ∈ K[x] ein Polynom und λ ∈ K eine Nullstelle von p. Dann existieren
eindeutig bestimmte k ∈ N und q ∈ K[x] mit q(λ) 6= 0, deg(q) = deg(p)−k und p = (x−λ)k · q.
Die Zahl k heißt Vielfachheit der Nullstelle λ.

Beweis:
Ist λ ∈ K eine Nullstelle von q0 := p, so gibt es nach Satz 7.1.7 ein eindeutig bestimmtes
Polynom q1 ∈ K[x] mit deg(q1) = deg(q0)−1 und q0 = (x−λ)q1. Ist q1(λ) 6= 0, so ist die Aussage
bewiesen. Ansonsten gibt es nach Satz 7.1.7 ein eindeutig bestimmtes Polynom q2 ∈ K[x]
mit deg(q2) = deg(q1) − 1 und q1 = (x − λ)q2. Iterativ konstruiert man Polynome qj ∈ K[x]
mit qj = (x − λ)qj−1 und deg(qj) = deg(qj−1) − 1 = deg(p) − j. Nach spätestens k = deg(p)
Schritten bricht das Verfahren ab, und man erhält ein Polynom qk mit p = (x − λ)k · qk,
qk(λ) 6= 0 und deg(qk) = deg(p)− k. 2

Indem man Korollar 7.1.8 nacheinander auf die verschiedenen Nullstellen λi ∈ K eines Polynoms
p ∈ K[x] anwendet, erhält man eine Faktorisierung von p in ein Polynom q ohne Nullstellen in
K und Faktoren (x− λi)ki für die verschiedenen Nullstellen λi von p.

Korollar 7.1.9: Sei p ∈ K[x] ein Polynom mit paarweise verschiedenen Nullstellen λ1, ..., λm ∈
K und k1, ..., km ∈ N ihre Vielfachheiten. Dann gibt es ein Polynom q ∈ K[x] vom Grad deg(q) =
deg(p)− k1− ...− km ohne Nullstellen in K mit p = (x− λ1)k1 · · · (x− λm)km · q. Ist deg(q) = 0
so sagt man, p zerfalle in Linearfaktoren.

Ob ein gegebenes Polynom p ∈ K[x] über K in Linearfaktoren zerfällt, hängt offensichtlich davon
ab, ob es Nullstellen in K besitzt und ob sich die Vielfachheiten dieser Nullstellen zu seinem
Grad addieren. Körper in denen jedes nicht-konstante Polynom in Linearfaktoren zerfällt, die
sogenannten algebraisch abgeschlossenen Körper haben besonders angenehme algebraische Ei-
genschaften. Äquivalent lässt sich die Bedingung, dass jedes Polynom p ∈ K[x] in Linearfaktoren
zerfällt, auch formulieren als die Forderung, dass jedes Polynom p ∈ K[x] vom Grad deg(p) > 0
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eine Nullstelle in K besitzt. Denn die erste Bedingung impliziert offensichtlich die zweite. Ist
umgekehrt die zweite Bedingung erfüllt, so kann man so lange Nullstellen abspalten, bis nur
noch ein Polynom vom Grad 0 übrig bleibt.

Definition 7.1.10: Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom
p ∈ K[x] vom Grad deg(p) > 0 eine Nullstelle in K besitzt oder, dazu äquivalent, in Linearfak-
toren zerfällt.

Beispiel 7.1.11:

1. Der Körper C ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra algebraisch abgeschlossen.
2. Die Körper R und Q sind nicht algebraisch abgeschlossen, denn das Polynom
x2 + 1 ∈ Q[x] ⊆ R[x] zerfällt über Q und R nicht in Linearfaktoren.

3. Die endlichen Körper Z/pZ sind nicht algebraisch abgeschlossen.
4. Man kann zeigen (siehe Vorlesung Körpertheorie), dass zu jedem Körper K ein algebraisch

abgeschlossener Körper L existiert, der K als Teilkörper enthält. Da jedes Polynom p ∈
K[x] auch in L[x] enthalten ist, zerfällt es dann über L in Linearfaktoren.

Obwohl R nicht algebraisch abgeschlossen ist, zerfallen reelle Polynome dennoch weitgehend,
und zwar in lineare oder quadratische Faktoren. Dies liegt daran, dass diese über C in Line-
arfaktoren zerfallen. Man kann dann zeigen, dass für jede Nullstelle µ ∈ C \ R von p auch
die komplex konjugierte Zahl µ̄ ∈ C \ R eine Nullstelle ist. Die entsprechenden Linearfaktoren
kombinieren sich dann zu einem quadratischen Polynom in R[x].

Lemma 7.1.12: Jedes Polynom p ∈ R[x] zerfällt in lineare und quadratische Faktoren:

p = a(x− λ1)k1 · · · (x− λm)km(x2 − 2Re (µ1)x+ |µ1|2)l1 · · · (x2 − 2Re (µr)x+ |µr|2)lr

wobei a ∈ R, λ1, ..., λm ∈ R die reellen Nullstellen von p mit Vielfachheiten k1, ..., km sind und
µ1, ..., µr, µ̄1, ..., µ̄r die Nullstellen in C \ R mit Vielfachheiten l1, ..., lr.

Beweis:
Ist p ∈ R[x] mit paarweise verschiedenen Nullstellen λ1, ..., λm und Vielfachheiten k1, ..., km,
so gibt es nach Korollar 7.1.9 ein Polynom q = Σk∈N0ak x

k ∈ R[x] ohne Nullstellen in R mit
p = (x − λ1)k1 · · · (x − λm)km · q. Da q ∈ R[x] ⊆ C[x], zerfällt q über C in Linearfaktoren. Ist
µ ∈ C \ R eine Nullstelle von q, so ist auch µ ∈ C \ R eine Nullstelle, denn

Σk∈N0ak µ
k = q(µ) = 0 = q(µ) = Σk∈N0ak µ

k = Σk∈N0ak µ
k ak∈R

= Σk∈N0ak µ
k = q(µ).

Also ist q von der Form

q = (x− µ)(x− µ̄) · r = (x2 − (µ+ µ̄)x+ µµ̄) · r = (x2 − 2Re(µ)x+ |µ|2) · r mit r ∈ R[x].

Da q über C in Linearfaktoren zerfällt, folgt mit Korollar 7.1.9 die Behauptung. 2

Neben dem Abspalten von Nullstellen hat man im Polynomring auch ein Konzept von Division
mit Rest, die Polynomdivision. Dies funktioniert ähnlich wie die Division mit Rest in Z. Die
zugrundeliegende Struktur, die uns diese Division ermöglicht, ist der Polynomgrad, der bei der
Division von Polynomen eine ähnliche Rolle spielt wie der Betrag einer ganzen Zahl bei der
Division mit Rest in Z.
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Satz 7.1.13: (Polynomdivision)
Zu zwei Polynomen p, q ∈ K[x] mit q 6= 0 existieren eindeutig bestimmte Polynome r, s ∈ K[x]
mit p = s · q + r und deg(r) < deg(q). Das Polynom r heißt Rest des Polynoms p bei der
Division durch q. Ist r = 0, so nennt man q einen Teiler von p und p ein Vielfaches von q.

Beweis:
Eindeutigkeit: Gilt p = s · q+ r = s′ · q+ r′ mit s, s′, r, r′ ∈ K[x] und deg(r), deg(r′) < deg(q),
so folgt (s− s′) · q = r − r′. Ist s− s′ 6= 0 ergibt sich daraus

max{deg(r), deg(r′)} ≥ deg(r − r′) = deg((s− s′) · q) = deg(q) + deg(s− s′) ≥ deg(q)

ein Widerspruch zur Annahme. Also muss s−s′ = 0 gelten, und das impliziert r−r′ = 0 ·q = 0.

Existenz: Induktion über den Polynomgrad.
n = −∞: Ist deg(p) = −∞, so ist p = 0 und es gilt 0 = p = 0 · q+ 0 für beliebige q ∈ K[x]\{0}.
n = 0: Ist deg(p) = deg(q) = 0, so folgt p = λ · q + 0 für ein λ ∈ K. Für 0 = deg(p) < deg(q)
ergibt sich p = 0 · q + p.
n − 1 → n: Sei die Aussage nun bewiesen für alle Polynome p ∈ K[x] mit deg(p) ≤ n − 1 und
beliebige Polynome q ∈ K[x] \ {0}. Sei p = Σn

k=0akx
k mit an 6= 0 und q = Σm

j=0bjx
j mit bm 6= 0.

Ist n = deg(p) < m = deg(q), so ist p = 0 · q + p mit deg(p) < deg(q) und wir können s = 0
und r = p wählen. Ist n ≥ m so betrachten wir das Polynom p′ = p− anb−1

m xn−m · q. Dann gilt
deg(p′) ≤ n − 1 und nach Induktionsvoraussetzung existieren eindeutig bestimmte s, r ∈ K[x]
mit r < deg(q) und p′ = s · q + r. Daraus ergibt sich

p = p′ + anb
−1
m xn−m · q = s · q + r + anb

−1
m xn−m · q = (s+ anb

−1
m xn−m) · q + r = s′ · q + r

mit s′ = s+ anb
−1
m xn−m, r ∈ K[x] und deg(r) < q. 2

Der Beweis von Satz 7.1.13 liefert nicht nur eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage für die
Polynomdivision, sondern auch einen Algorithmus zum Bestimmung der Polynome r, s ∈ K[x]
mit p = s cot q + r und deg(r) < deg(q).

1. Start: Man setzt p0 = p.
2. Schritt 1: Man prüft ob deg(p0) < deg(q). Ist das der Fall, so bricht der Algorithmus ab,

und man erhält p0 = 0 · q + p0. Ist deg(p0) ≥ q setzt man

p1 := p0 − l(p0)l(q)−1xdeg(p0)−deg(q) · q

wobei l(p0) und l(q) die Leitkoeffizienten von p0 und q bezeichnen.
3. Schritt k: Man wendet Schritt 1. auf das Polynom pk−1 an. Ist deg(pk−1) < deg(q), so

bricht der Algorithmus ab und pk−1 = 0 · q + pk−1. Ist deg(pk−1) ≥ q setzt man

pk := pk−1 − l(pk−1)l(q)−1xdeg(pk−1)−deg(q) · q.

Dies liefert eine Folge p = p0, p1, ..., pn von Polynomen mit deg(p0) > deg(p1) > ... > deg(pn)
und deg(pn) < deg(q). Es folgt

p = s · q + r mit r = pn, q · s = p0 − p1 + p1 − p2 + ...+ pn−1 − pn = p0 − pn.
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Beispiel 7.1.14: Wir betrachten die reellen Polynome

p = 24x5 − 24x4 + 16x3 + 8x− 32 q = 2x3 − x2 + 1.

Dann liefert der Algorithmus:

p0 = p = 24x5 − 24x4 + 16x3 + 8x− 32

p1 = p0 − 12x2 · q = 24x5 − 24x4 + 16x3 + 8x− 32− 24x5 + 12x4 − 12x2

= −12x4 + 16x3 − 12x2 + 8x− 32

p2 = p1 + 6x · q = −12x4 + 16x3 − 12x2 + 8x− 32 + 12x4 − 6x3 + 6x

= 10x3 − 12x2 + 14x− 32

p3 = p2 − 5 · q = 10x3 − 12x2 + 14x− 32− 10x3 + 5x2 − 5

= −7x2 + 14x− 37

⇒ r = p3 = −7x2 + 14x− 37

s = (p0 − p1 + p1 − p2 + p2 − p3)/q = (p0 − p3)/q = 12x2 − 6x+ 5.

Also erhält man p = (12x2 − 6x+ 5) · q − 7x2 + 14x− 37.

Bemerkung 7.1.15:

1. Die Konzepte von Teilern und Vielfachen lassen sich in jedem kommutativen Ring
definieren. Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so heißt ein Element b ∈ R \ {0}
Teiler eines Elements a ∈ R und a heißt Vielfaches von b, wenn es ein Element s ∈ R
mit a = s · b gibt.

2. Das Konzept der Division mit Rest, lässt sich allgemeiner für jeden euklidischen Ring
definieren. Ein euklidischer Ring ist ein Integritätsbereich, d. h. ein kommutativer null-
teilerfreier Ring R, zusammen mit einer Abbildung deg : R \{0} → N0, so dass es für alle
a ∈ R, b ∈ R\{0} Elemente r, s ∈ R gibt mit a = s ·b+r und r = 0 oder deg(r) < deg(b).
Wichtige Beispiele sind der Ring Z mit deg : Z \ {0} → N, z 7→ |z|, der Polynomring
K[x] mit dem Polynomgrad sowie die Gaußschen Zahlen Z(i) = {a + ib|a, b ∈ Z} mit
deg : Z(i) \ {0} → N, deg(a+ ib) = a2 + b2.

Eine abstraktere Sichtweise von Vielfachen und Teilern in einem kommutativen Ring R mit
Eins, die sich mit kleinen Änderungen auch auf nicht-kommutative Ringe verallgemeinern lässt,
bietet das Konzept des Ideals. Durch Ideale erfasst man nicht nur die Menge der Vielfachen
eines einzelnen Elements r ∈ R sondern auch Vielfache von Produkten und Summen mehrerer
Elementen. Dabei handelt es sich um Teilmengen I ⊆ R, die durch Eigenschaften charakterisiert
werden, die denen der Menge der Vielfachen einer ganzen Zahl ähneln. Man fordert, dass ein
Ideal abgeschlossen unter der Summenbildung ist, und dass das Produkt eines Elements im
Ideal mit einem beliebigen Ringelement wieder im Ideal liegt, ähnlich wie die Summe von zwei
Vielfachen einer ganzen Zahl m ein Vielfaches von m ist, und das Produkt eines Vielfachen von
m mit einer beliebigen ganzen Zahl z ein Vielfaches vom m ist.

Definition 7.1.16: Sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge I ⊆ R heißt Ideal, wenn
(I,+) eine Untergruppe von (R,+) ist und r · i ∈ I für alle r ∈ R, i ∈ I gilt.
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Beispiel 7.1.17:

1. In jedem kommutativen Ring R sind die Teilmengen {0} ⊆ R und R ⊆ R Ideale.

2. Für jede Familie (Ij)j∈J von Idealen Ij ⊆ R ist auch ∩j∈JIj ein Ideal in R.
Denn der Schnitt ∩j∈JIj von Untergruppen (Ij,+) ⊆ (R,+) ist eine Untergruppe von
(R,+). Aus i ∈ ∩j∈JIj und folgt i ∈ Ij für alle j ∈ J . Da Ij ein Ideal ist, gilt r · i ∈ Ij
für alle r ∈ R, j ∈ J und damit auch r · i ∈ ∩j∈JIj für alle r ∈ R.

3. Für jede Teilmenge M ⊆ R ist die Menge (M) = ∩M⊆I,I⊆R IdealI ein Ideal in R. Es heißt
das von M erzeugte Ideal und ist das kleinste Ideal, das M enthält: für jedes Ideal
I ⊆ R mit M ⊆ I folgt (M) ⊆ I. (Übung).

4. Ist M = {r} für ein Element r ∈ R so schreibt man (r) := ({r}). In diesem Fall gilt
(r) = {s · r|s ∈ R}.
Denn da (r) ⊆ R ein Ideal mit r ∈ (r) ist, folgt s · r ∈ (r) für alle s ∈ R und somit
I = {s · r|s ∈ R} ⊆ (r). Andererseits ist I ⊆ R ein Ideal mit r = 1 · r ∈ I. Aus a, b ∈ I
folgt nämlich, dass es c, d ∈ R mit a = c · r und b = d · r gibt, und somit ist auch
a + b = c · r + d · r = (c + d) · r ∈ I und a · s = (cs) · r ∈ I für alle s ∈ R. Also nimmt I
am Schnitt der Ideale in der Definition von (r) teil und somit gilt (r) ⊆ I.

5. Ist R ein kommutativer Ring und φ : R → S ein Ringhomomorphismus, so ist
ker(φ) = φ−1({0}) ⊆ R ein Ideal.
Denn für alle p, q ∈ ker(φ) gilt φ(p + q) = φ(p) + φ(q) = 0 + 0 = 0, also p + q ∈ ker(φ),
φ(−p) = −φ(p) = 0 und damit −p ∈ ker(φ) und 0 ∈ ker(φ). Damit ist (ker(φ),+)
eine Untergruppe von (R,+). Für alle Elemente r ∈ R und p ∈ ker(φ) folgt ausserdem
φ(r · p) = φ(r) · φ(p) = φ(r) · 0 = 0 und damit r · p ∈ ker(φ). Also ist ker(φ) ein Ideal.

Aus den betrachteten Beispielen ergibt sich, dass die Ideale der Form (r) = {s · r|s ∈ R},
die von einem einzigen Element r ∈ R erzeugt werden, besonders einfach zu handhaben sind.
Sie enthalten nämlich genau die Vielfachen des Elements r ∈ R. Für ein Ideal, das von einer
beliebigen Teilmenge M ⊆ R erzeugt wird, ist es oft schwieriger zu sehen, welche Elemente
genau darin enthalten sind. Besonders einfach sind daher Ideale in kommutativen Ringe R, in
denen jedes Ideal I ⊆ R von der Form I = (r) für ein r ∈ R ist.

Definition 7.1.18: Sei R 6= {0} ein kommutativer nullteilerfreier Ring. Ein Ideal I ⊆ R
heißt Hauptideal, wenn es ein Element r ∈ R mit I = (r) gibt. Einen Ring, in dem alle Ideale
Hauptideale sind, bezeichnet man als Hauptidealring.

Beispiel 7.1.19:

1. Der Ring (Z,+, ·) ist ein Hauptidealring.
Denn ist I ⊆ Z ein Ideal, so gilt entweder I = {0} = (0) oder {z ∈ I|z > 0} 6= ∅. Im
zweiten Fall setzt man d = min{z ∈ I|z > 0}. Dann gilt (d) ⊆ I nach Beispiel 7.1.17, 3.
Zu jedem Element z ∈ I gibt es ganze Zahlen r, s ∈ Z mit z = s · d + r und 0 ≤ r < d.
Da z, d ∈ I und I ein Ideal ist, ist auch s · d ∈ I und r = z − s · d ∈ I. Nun ist aber d
das kleinste positive Element aus I und 0 ≤ r < d. Also muss r = 0 gelten, und es folgt
z = s · d ∈ (d). Also gilt auch I ⊆ (d) und damit I = (d).

2. Auf ähnliche Weise kann man zeigen, dass jeder euklidische Ring ein Hauptidealring ist.
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3. Der Ring Z[x] der Polynome mit Koeffizienten in Z ist kein Hauptidealring. Denn das von
der Menge M = {2, x} erzeugte Ideal I = (M) ist kein Hauptideal (Übung).

Bemerkung 7.1.20: Ist R 6= 0 ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins, so ist das
Element r ∈ Rmit I = (r) in Definition 7.1.18 ist eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten.

Denn ist r′ = r · s mit r, s ∈ R so folgt (r′) = {r′ · t|t ∈ R} = {r · s · t|t ∈ R} ⊆ (r). Ist
s ∈ R× eine Einheit, so folgt daraus aber auch r = s−1 · r′ und damit (r) ⊆ (r′), was (r) = (r′)
impliziert. Umgekehrt folgt aus (r) = (r′) für r, r′ ∈ R \ {0}, dass es s, t ∈ R mit r′ = s · r und
r = t · r′ gibt. Daraus folgt (1 − s · t) · r = 0. Da r 6= 0 und R nullteilerfrei ist, folgt daraus
s · t = 1 und damit sind s, t ∈ R Einheiten.

Wir zeigen nun, dass für jeden Körper K der Polynomring K[x] ein Hauptidealring ist. Der
Beweis ist ähnlich wie der aus Beispiel 7.1.19, 1. für den Ring Z, nur dass der Polynomgrad die
Rolle des Betrags einer Zahl z ∈ Z in Beispiel 7.1.19, 1. übernimmt. Das Element p mit I = (p)
ist also nicht mehr die kleinste positive ganze Zahl, die in I enthalten ist, sondern ein Polynom
minimalen Grades, das in I enthalten ist.

Man kann nicht nur zeigen, dass es zu jedem Ideal I ⊆ K[x] ein Polynom p ∈ K[x] mit I =
(p) gibt, sondern dass für I 6= {0} sogar ein normiertes Polynom p mit dieser Eigenschaft
existiert. Das ergibt sich aus Bemerkung 7.1.20, denn die Einheiten im Polynomring K[x] sind
die Polynome von Grad 0, also die konstanten Polynome 6= 0. Indem man ein Polynom p ∈
K[x]\{0}mit einer solchen Konstante multipliziert, kann man es normieren. Da das ein Polynom
p ∈ K[x] mit I = (p) eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten ist, existiert dann genau
ein normiertes Polynom p ∈ K[x] \ {0} mit I = (p).

Satz 7.1.21: Für jeden Körper K ist der Polynomring K[x] ein Hauptidealring. Jedes Ideal
{0} 6= I ⊆ R enthält genau ein normiertes Polynom q ∈ K[x] von minimalem Grad, und es gilt
I = (q).

Beweis:
Zu zeigen ist, dass zu jedem Ideal I ⊆ K[x] ein Polynom q ∈ K[x] mit I = (q) existiert. Ist
I = {0}, so gilt I = (0), und das Nullpolynom 0 ∈ K[x] ist das gesuchte Polynom. Ist I 6= {0},
so ist M = {n ∈ N0|∃q ∈ I mit deg(q) = n} 6= ∅. Also gibt es ein k ∈ N0 mit k = minM und
ein normiertes Polynom q ∈ I mit deg(q) = k. Sei (q) ⊆ K[x] das davon erzeugte Ideal. Dann
gilt offensichtlich (q) = {r · q|r ∈ K[x]} ⊆ I, denn aus q ∈ I folgt r · q ∈ I für alle r ∈ K[x].

Wir zeigen, dass auch I ⊆ (q) und damit I = (q) gilt. Zu jedem Polynom p ∈ I gibt es nach
Satz 7.1.13 eindeutig bestimmte Polynome s, r ∈ K[x] mit p = s · q + r und deg(r) < deg(q).
Da I ⊆ K[x] ein Ideal ist und p, q ∈ I folgt, dass auch r = p− s · q ∈ I gilt. Da deg(r) < deg(q)
und deg(q) = min{deg(t)|t ∈ I, t 6= 0}, muss deg(r) = −∞ und damit r = 0 gelten. Also ist
p = s · q ∈ (q) und I ⊆ (q). 2

7.2 Das charakteristische Polynom

Wir werden nun Polynome benutzen, um Fragen der Diagonalisierbarkeit und der Trigonalisier-
barkeit effizienter zu untersuchen. Der entscheidende Punkt dabei ist, dass die charakteristische
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Gleichung det(A−λ1) = 0 eine polynomiale Gleichung in λ ist. Sie ordnet also jeder Matrix und
damit auch jedem Endomorphismus ein Polynom zu, das sogenannte charakteristische Polynom.
Die Eigenschaften dieses Polynoms, wie die Anzahl seiner Nullstellen, deren Vielfachheiten und
die Frage, ob das Polynom in Linearfaktoren zerfällt, liefern wichtige Informationen über die
zugrundeliegende Matrix bzw. den zugrundeliegenden Endomorphismus. So lassen sich daraus
die Dimensionen der Haupträume ablesen und entscheiden, ob eine Matrix oder ein Endomor-
phismus trigonalisierbar ist.

Um das charakteristische Polynom zu definieren, ordnen wir jeder Matrix A ∈ Mat(n × n,K)
die Matrix A − x1n ∈ Mat(n × n,K[x]) mit Einträgen im Polynomring zu und berechnen ihre
Determinante det(A−x1n) ∈ Mat(n×n,K[x]). Dabei nutzt man aus, dass man alle Matrixver-
knüpfungen wie Addition, Matrixmultiplikation, Multiplikation mit Skalaren völlig analog auch
für Matrizen mit Einträgen in einem kommutativen Ring mit Eins wie K[x] definieren kann.
Das gleiche gilt für die Transposition und Determinante, da in ihr nach der Leibnizsche Formel
nur Summen von Produkten von Einträgen der Matrix auftreten.

Da die Determinante eine Linearkombination von Produkten der Einträge der Matrix ist, ist
dann auch pA = det(A− x1n) ein Polynom in K[x], das sogenannte charakteristische Polynom
von A. Die Nullstellen von pA sind genau die Elemente λ ∈ K mit pA(λ) = det(A − λ1n) = 0,
also die Eigenwerte der Matrix A. Sind zwei Matrizen A,B ∈ Mat(n× n,K) ähnlich, so gibt es
eine Matrix S ∈ GL(n,K) mit A = S ·B · S−1, und es folgt

pA = det(A− x1n)=det(S ·B · S−1 − x1n)=det(S · (B − x1n) · S−1)=det(B − x1n) = pB.

Ähnliche Matrizen haben also das gleiche charakteristische Polynom. Das bedeutet, dass wir
auch jedem Endomorphismus φ : V → V eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V ein
charakteristisches Polynom pφ zuordnen können, indem wir eine geordnete Basis B von V
wählen und pφ = det( MB B(φ) − x1n) setzten. Da die darstellenden Matrizen von φ bezüglich
verschiedener Basen ähnlich sind, hängt dieses Polynom dann nämlich nicht von der Wahl der
Basis ab. Ebenso ergibt sich aus der Definition des Eigenwerts, dass dann die Nullstellen von
pφ gerade die Eigenwerte von φ sind.

Definition 7.2.1: Sei K ein Körper und V ein n-dimensionaler Vektorraum über K.

1. Das charakteristische Polynom einer Matrix A ∈ Mat(n × n,K) ist das Polynom
pA = det(A− x1n) ∈ K[x].

2. Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus φ : V → V ist das Polynom
pφ = det( MB B(φ)− x1n), wobei B eine beliebige geordnete Basis von V ist.

3. Die Vielfachheit einer Nullstelle λ ∈ K von pA oder pφ heißt algebraische Vielfachheit
des Eigenwerts λ und wird mit a(A, λ) oder a(φ, λ) bezeichnet.

Rein rechnerisch besteht kein Unterschied zwischen der Berechnung der Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms und dem Lösen der charakteristischen Gleichung. Wir erhalten die
schon vorher bekannten Ausdrücke, die jetzt aber abstrakt als ein Polynom aufgefasst werden.
Der Vorteil dabei ist, dass in diesem Polynom nicht nur Informationen über einen einzelnen
Eigenwert sondern über alle Eigenwerte und Haupträume enthalten sind.
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Beispiel 7.2.2:

1. Für eine (2× 2)-Matrix A = (aji) ∈ Mat(2× 2,K) ergibt sich

pA = det

(
a11 − x a12

a21 a22 − x

)
= (a11 − x)(a22 − x)− a12a21

= x2 − (a11 + a22)x+ a11a22 − a12a21 = x2 − Tr(A)x+ det(A).

2. Ist A ∈ Mat(n× n,K) eine obere Dreiecksmatrix, so gilt

pA = det(A−x1n) = det


a11 − x ∗ ∗ ∗

0 a22 − x ∗ ∗
... . . . . . . ∗
0 . . . 0 ann − x

 = (a11−x)·(a22−x) · · · (ann−x).

3. Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V ein nilpotenter Endomorphismus,
so gibt es nach Lemma 6.3.1 eine geordnete Basis B von V , so dass MB B(φ) eine obere
Dreiecksmatrix ist, die in der Diagonale nur Nullen enthält. Es folgt

pφ = det( MB B(φ)− x1n) = det


−x ∗ ∗ ∗
0 −x . . . ∗
... . . . . . . ∗
0 . . . 0 −x

 = (−1)nxn

In diesem Fall hat das charakteristische Polynom also nur eine einzige Nullstelle λ = 0
und deren algebraische Vielfachheit ist a(φ, 0) = n.

Das charakteristische Polynom pA einer Matrix A ∈ Mat(n×n,K) oder eines Endomorphismus
φ : V → V eines n-dimensionalen Vektorraums V ist immer ein Polynom vom Grad n. Dass
es effizient Informationen über die zugrundeliegende Matrix oder den zugrundeliegenden En-
domorphismus transportiert, sieht man unter anderem daran, dass es sowohl die Determinante
als auch die Spur in seinen Koeffizienten enthält. Das zeigt insbesondere, dass mit Hilfe des
charakteristischen Polynoms stärkere Aussagen darüber möglich sind, ob zwei Matrizen ähnlich
sind oder nicht als mit Spur oder Determinante alleine.

Satz 7.2.3: (Eigenschaften des charakteristischen Polynoms)
Das charakteristische Polynom einer Matrix A ∈ Mat(n× n,K) ist gegeben durch

pA = (−1)nxn + (−1)n−1Tr(A)xn−1 + an−2x
n−2 + ...+ a1x+ det(A)

wobei a1, ...., an−2 ∈ K, det(A) die Determinante und Tr(A) = Σn
j=1Ajj die Spur von A ist.

Beweis:
Mit der Leibnizschen Formel erhält man

pA = det(A− x1n) = Σσ∈Snsgn(σ)(A− x1n)σ(1)1 · · · (A− x1n)σ(n)n.
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Der konstante Term von pA ergibt sich, indem man x = 0 setzt, zu det(A − 0 · 1n) = det(A).
Da (A − x1n)ji = Aji − δjix, trägt nur σ = id zu den Koeffizienten von xn und xn−1 bei, und
der Beitrag ist gegeben durch

(A− x1n)11 · · · (A− x1n)nn = (A11 − x) · · · (Ann − x)

= (−1)nxn + (−1)n−1(Σn
j=1Ajj) · xn−1 + ... = (−1)nxn + (−1)n−1Tr(A)xn−1 + ...

Einsetzen in die Leibnizsche Formel ergibt dann die Behauptung. 2

Das Ziel ist es nun, mit Hilfe des charakteristischen Polynoms unsere Kriterien für Diago-
nalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit aus Satz 6.2.9 und Satz 6.3.13 zu vereinfachen und
leichter handhabbar zu machen. Dazu betrachten wir die Vielfachheiten der Nullstellen des
charakteristischen Polynoms. Es wird sich herausstellen, dass diese gerade die Dimensionen der
zugehörigen Haupträume sind. Um das zu sehen, müssen wir uns zunächst mit der Beziehung
zwischen den Vielfachheiten dieser Nullstellen, also den algebraischen Vielfachheiten, und den
Dimensionen der zugehörigen Eigenräume, also den geometrischen Vielfachheiten, befassen.

Satz 7.2.4: Sei K ein Körper und V ein n-dimensionaler Vektorraum über K. Dann ist für
jeden Eigenwert λ ∈ K einer Matrix A ∈ Mat(n×n,K) oder eines Endomorphismus φ : V → V
die geometrische Vielfachheit kleiner gleich der algebraischen Vielfachheit:

1 ≤ g(A, λ) ≤ a(A, λ) ≤ n 1 ≤ g(φ, λ) ≤ a(φ, λ) ≤ n.

Beweis:
Ist λ ∈ K ein Eigenwert eines Endomorphismus φ : V → V , so ist nach Definition 6.1.1 die
geometrische Vielfachheit g(φ, λ) = dimK E(φ, λ), wobei E(φ, λ) der Eigenraum von φ zum
Eigenwert λ ist. Wir wählen eine geordnete Basis (v1, ..., vk) mit k = g(φ, λ) von E(φ, λ)
und ergänzen sie zu einer geordneten Basis B = (v1, ..., vk, vk+1, ..., vn) von V . Dann ist die
beschreibende Matrix MB B(φ) eine Blockmatrix

MB B(φ) =

(
λ1k C

0m×k D

)
mit C ∈ Mat(k ×m,K), D ∈ Mat(m×m,K),

und mit der Formel für die Determinante von Blockmatrizen ergibt sich

pφ = det( MB B(φ)− x1k+m) = det

(
(λ− x)1k C

0m×k D − x1m

)
= det((λ− x)1k) · det(D − x1m)

= (λ− x)k · pD.

Also ist λ ∈ K eine Nullstelle von pφ der algebraischen Vielfachheit a(φ, λ) ≥ k = g(φ, λ). Die
entsprechende Aussage für Matrizen ergibt sich aus der Betrachtung des Endomorphismus
φA : Kn → Kn, v 7→ A · v. 2

Mit Hilfe der algebraischen Vielfachheiten können wir nun unser Diagonalisierbarkeitskriterium
aus Satz 6.2.9 effizienter formulieren. Die Bedingung, dass V die direkte Summe der Eigenräume
zu den verschiedenen Eigenwerten ist, übersetzt sich dann in die Bedingung, dass das charak-
teristische Polynom in Linearfaktoren zerfällt und für jeden Eigenwert die geometrische gleich
der algebraischen Vielfachheit ist.
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Satz 7.2.5: (Diagonalisierbarkeitskriterium)
Sei K ein Körper und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus φ ∈ EndK(V )
ist genau dann diagonalisierbar, wenn sein charakteristisches Polynom pφ in Linearfaktoren
zerfällt und a(φ, λ) = g(φ, λ) für jeden Eigenwert λ von φ.

Beweis:
⇐: Zerfällt pφ in Linearfaktoren, so gilt

pφ = (−1)n(x− λ1)n1 · · · (x− λm)nm mit n1 + ...+ nm = n,

wobei λ1, ..., λm die verschiedenen Eigenwerte von φ und ni = a(φ, λi) deren algebraische Viel-
fachheiten sind. Ist a(φ, λi) = g(φ, λi) für alle i ∈ {1, ...,m}, so folgt n = n1 + ... + nm =
g(φ, λ1) + ...+ g(φ, λm), und nach Satz 6.2.9 ist φ dann diagonalisierbar.

⇒: Ist φ diagonalisierbar mit paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm ∈ K so folgt mit
Satz 6.2.6 und Satz 6.2.9, dass V = E(φ, λ1) ⊕ ... ⊕ E(φ, λm). Ist Bi = (bi1, ..., b

i
ni

) mit ni =
g(φ, λi) = dimK E(φ, λi) eine Basis des Eigenraums E(φ, λi) so ist B = (b1

1, ..., b
1
n1
, ..., bm1 , ..., b

m
nm)

eine Basis von V mit φ(bik) = λib
i
k für alle k ∈ {1, ..., ni}. Daraus ergibt sich mit der Formel für

die Determinante von Blockdiagonalmatrizen

pφ = det( MB B(φ)− x1n) = det


(λ1 − x)1n1 0 . . . 0

0 (λ2 − x)1n2

. . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . 0 (λm − x)1nm


= det((λ1 − x)1n1) · · · det((λm − x)1nm) = (−1)n(x− λ1)n1 · · · (x− λm)nm .

Also gilt a(φ, λi) = ni = g(φ, λi) für alle i ∈ {1, ..,m}. 2

Ist K ein algebraisch abgeschlossener Körper, so zerfällt per Definition jedes Polynom aus K[x]
in Linearfaktoren, also auch das charakteristische Polynom jedes Endomorphismus φ : V → V
eines endlich-dimensionalen Vektorraums V über K. Damit reduziert sich das Kriterium aus
Satz 7.2.5 auf die Übereinstimmung von algebraischen und geometrischen Vielfachheiten.

Das charakteristische Polynom liefert uns auch ein Trigonalisierbarkeitskriterium, das in der
Handhabung deutlich einfacher und weniger aufwändig ist als das aus Satz 6.3.13. Das Krite-
rium aus Satz 6.3.13 besagt nämlich, dass ein Endomorphismus φ : V → V eines endlich-
dimensionalen K-Vektorraums V genau dann trigonalisierbar ist, wenn sich die Dimensio-
nen der Haupträume zu den verschiedenen Eigenwerten von φ zur Dimension von V addie-
ren. Um Trigonalisierbarkeit zu untersuchen, mussten wir die Dimensionen der Haupträume
H(φ, λ) = ∪k∈N0 ker(φ − λidV )k bisher explizit berechnen. Mit dem folgenden Satz können
wir nun die Frage ob φ trigonalisierbar ist, einfach anhand des charakteristischen Polynoms
beantworten, das ohnehin berechnet werden muss, um die Eigenwerte von φ zu bestimmen.

Satz 7.2.6: (Trigonalisierbarkeitskriterium)
Sei K ein Körper, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V ein Endomorphismus mit
paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm ∈ K. Dann ist das charakteristische Polynom
von φ gegeben durch

pφ = (−1)n(x− λ1)h1 · · · (x− λm)hm · rφ hi = dimK H(φ, λi)

wobei rφ ∈ K[x] ein Polynom ohne Nullstellen in K ist. Insbesondere ist φ trigonalisierbar genau
dann, wenn pφ in Linearfaktoren zerfällt, und dann gilt rφ = 1.
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Beweis:
Nach Satz 6.3.8 gilt V = U⊕W mit U = H(φ, λ1)⊕...⊕H(φ, λm), so dass der Endomorphismus
φ|W : W → W keine Eigenwerte hat, und der Endomorphismus φ|U : U → U trigonalisierbar
ist mit Eigenwerten λ1, ..., λm und Hauptraumdimensionen hi = dimK(φ, λi) = dimK H(φ|U , λi).
Ist also B = (b1, ..., bs) eine Basis von U , so dass MD D(φ) eine obere Dreiecksmatrix ist und
C = (c1, ..., cq) eine Basis von W , so ist D = (b1, ..., bs, c1, ..., cq) eine geordnete Basis von V mit

M := MD D(φ) =

(
MB B(φ|U) 0s×q

0q×s MC C(φ|W )

)
=

(
T 0s×q

0q×s A

)
,

wobei T ∈ Mat(s× s,K) eine obere Dreiecksmatrix ist und A ∈ Mat(q× q,K) eine Matrix ohne
Eigenwerte in K. Daraus ergibt sich für das charakteristische Polynom

pφ = pM = det(M − x1n) =

(
T − x1s 0s×q

0q×s A− x1q

)
= det(T − x1s) · det(A− x1q) = pT · pA.

Da A keine Eigenwerte in K hat, hat pA ∈ K[x] keine Nullstellen in K. Da T = (tij) eine obere
Dreiecksmatrix ist, gilt das auch für T−x1s, und damit ist das charakteristische Polynom pT das
Produkt der Diagonaleinträge von T−x1s. Nach Satz 6.3.13 stehen in der Diagonale von T genau
die Eigenwerte λ1, ..., λm, wobei der Eigenwert λi genau hi = dimK H(φ|U , λi) = dimK H(φ, λi)
mal auftritt. Also folgt

pT = (−1)s(x− t11)(x− t22) · · · (x− tpp) = (−1)p(x− λ1)h1 · · · (x− λm)hm

pφ = pM = pT · pA = (−1)n(x− λ1)h1 · · · (x− λm)hm · rφ

wobei rφ = (−1)q · pA ein Polynom ohne Eigenwerte in K vom Grad deg(rφ) = q = dimK W
ist. Nach Satz 6.3.13 ist φ genau dann trigonalisierbar, wenn deg(pT ) = s = h1 + ... + hm = n
gilt. Da deg(pφ) = n ist dies genau dann der Fall, wenn rφ = 1, also genau dann, wenn pφ in
Linearfaktoren zerfällt. 2

Anhand des Trigonalisierbarkeitskriteriums aus Satz 7.2.6 sieht man, dass Trigonalisierbarkeit
vorwiegend eine Frage des zugrundeliegenden Körpers ist. Insbesondere ergibt sich für einen
algebraisch abgeschlossenen Körper K aus Satz 7.2.6, dass jedes Polynom aus K[x] über K in
Linearfaktoren zerfällt und damit jeder Endomorphismus trigonalisierbar ist.

Korollar 7.2.7: Ist K algebraisch abgeschlossen (z. B. K = C), so ist jeder Endomorphismus
φ : V → V eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V trigonalisierbar.

Eine weitere nützliche Aussage über trigonalisierbare Matrizen, die sich direkt aus dem charak-
teristischen Polynom ergibt, ist eine Formel, die die Spur und Determinante einer trigonalisier-
baren Matrix durch die Eigenwerte und deren algebraische Vielfachheiten ausdrückt.

Korollar 7.2.8: Ist A ∈ Mat(n × n,K) trigonalisierbar mit paarweise verschiedenen Eigen-
werten λ1, ..., λm und algebraischen Vielfachheiten h1, ..., hm, so ist Tr(A) = h1λ1 + ...+ hmλm
und det(A) = λh1

1 · · ·λhmn .

Beweis:
Nach Satz 7.2.3 gilt für das charakteristische Polynom pA einer Matrix A ∈ Mat(n× n,K)

pA = (−1)nxn + (−1)n−1Tr (A)xn−1 + an−2x
n−2 + ...+ a1x+ det(A).
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Ist A trigonalisierbar, so gilt

pA = (−1)n(x−λ1)h1 · · · (x−λm)hm = (−1)nxn+(−1)n−1(h1λ1+...+hmλm)xn−1+...+λh1
1 · · ·λhmm ,

wobei λ1, ..., λm die verschiedenen Eigenwerte von A und h1, ..., hm deren algebraische Viel-
fachheiten bezeichnen. Aus einem Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung. 2

Insgesamt erhält man mit Satz 7.2.5 bis Korollar 7.2.7, ein effizientes Verfahren zur Untersu-
chung der Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit einer Matrix A ∈ Mat(n×n,K), das in
Abbildung 1 in einem Flussdiagramm dargestellt ist. Dabei kann man nun darauf verzichten, die
Dimensionen der Haupträume explizit zu bestimmen. Sie sind ergeben sich aus der Vielfachheit
der entsprechenden Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

1. Ist K algebraisch abgeschlossen (z. B. K = C), so ist A immer trigonalisierbar. Man geht
zu Schritt 3.

2. Ist K nicht algebraisch abgeschlossen, so untersucht man, ob das charakteristische
Polynom pA = det(A− x1n) über K in Linearfaktoren zerfällt. Wenn nein, so ist A nicht
trigonalisierbar und auch nicht diagonalisierbar. Das Verfahren bricht ab.

3. Zerfällt pA über K in Linearfaktoren, so ist A trigonalisierbar. Zur Untersuchung der
Diagonalisierbarkeit bestimmt man die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
pA und deren Vielfachheiten a(A, λ). Ist a(A, λ) = 1 für alle Nullstellen λ, so ist A
diagonalisierbar.

4. Ansonsten bestimmt man mit dem Gauß-Verfahren die Defekte der Matrizen A − λ1n
für jede Nullstelle λ von pA mit a(λ, 1) > 1. Gilt def(A − λ1n) = a(A, λ) für all diese
Nullstellen, so ist A diagonalisierbar. Ansonsten nicht.

Beispiel 7.2.9: Wir untersuchen die Matrix

A =


1 −1 7 2
1 1 2 5
0 0 2 1
0 0 −1 4

 ∈ Mat(4× 4,R)

auf Trigonalisierbarkeit über R und bestimmen die Dimensionen ihrer Haupträume. Da A eine
Blockmatrix ist, erhält man

pA = det


1− x −1 7 2

1 1− x 2 5
0 0 2− x 1
0 0 −1 4− x

 = det

(
1− x −1

1 1− x

)
· det

(
2− x 1
−1 4− x

)

= ((1− x)2 + 1) · ((2− x)(4− x) + 1) = (x2 − 2x+ 2)(x− 3)2.

Da das Polynom x2− 2x+ 2 keine Nullstellen in R hat, ist A nicht trigonalisierbar. Der einzige
Eigenwert ist λ = 3, und es gilt dimR H(A, 3) = a(A, 3) = 2 < 4.

Aus der Beschreibung der Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit mit Hilfe der charak-
teristischen Polynome gewinnt man außerdem Einsichten in die Rolle der zugrundeliegenden
Körper und kann klären, welche Aspekte körperabhängig sind und welche nicht. Die Frage, ob
A ∈ Mat(K× K, n) trigonalisierbar ist, also ob die Haupträume von A den ganzen Vektorraum
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Matrix A ∈ Mat(n× n,K)

K = C ?

charakteristisches
Polynom berechnen
pA = det(A− x1n)

Zerfällt pA
über K?

nicht trigonalisierbar

trigonalisierbar

trigonalisierbar

charakteristisches
Polynom berechnen
pA = det(A− x1n)

Haben alle Eigenwerte
algebraische Vielfachheit 1?

geometrische Vielfachheiten bestimmen
g(A, λ) = n− rg(A− λ1n)

z. B. mit Gauß

geometrische=algebraische
Vielfachheiten

für alle Eigenwerte?
nicht diagonalisierbardiagonalisierbar

Nein

Nein

Ja

NeinJa

Ja

Nein

Ja

Abbildung 1: Untersuchung der Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit.
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Kn aufspannen hängt nur davon ab, ob das charakteristische Polynom pA über K in Linearfak-
toren zerfällt. Dies ist also im Wesentlichen eine Frage des Körpers. Insbesondere existiert zu
jedem Körper K ein algebraisch abgeschlossener Körper L mit K ⊆ L, über dem sich jede Matrix
mit Einträgen aus K trigonalisieren lässt. Jeder Hauptraum entspricht dabei einer Nullstelle,
und seine Dimension ist ihre algebraische Vielfachheit. Letztere hängt nicht vom Körper ab,
sobald gesichert ist, dass eine Nullstelle existiert.

Die geometrischen Vielfachheiten der Nullstellen, also die Dimensionen der Eigenräume wer-
den durch das charakteristische Polynom dagegen nicht erfasst. So hat beispielsweise in jedem
Körper die Nullmatrix 0n×n das gleiche charakteristische Polynom wie jede nilpotente Matrix
A ∈ Mat(n× n,K), nämlich (−1)nxn. Die Dimensionen der Eigenräume von A zum Eigenwert
0 können aber offensichtlich jeden Wert von 0 bis n annehmen.

7.3 Der Satz von Cayley-Hamilton und das Minimalpolynom

In diesem Abschnitt entwickeln wir eine weitergehende Beschreibung von Endomorphismen
φ : V → V endlich-dimensionaler Vektorräume mit Hilfe von Polynomen, die es uns erlauben
wird, auch den Fitting-Index fλ des Endomorphismus φ−λidV für jeden Eigenwert λ von φ aus
einem Polynom abzulesen. Daraus können wir dann ein mit Polynomen formuliertes Diagona-
lisierbarkeitskriterium entwickeln. Nach Satz 7.2.5 ist ein trigonalisierbarer Endomorphismus
φ : V → V nämlich genau dann diagonalisierbar, wenn für jeden Eigenwert λ die geometrische
Vielfachheit g(φ, λ) = dimK E(φ, λ) = dimK ker(φ − λidV ) mit der algebraischen Vielfachheit
a(φ, λ) = dimK H(φ, λ) = dimK ker(φ − λidV )fλ übereinstimmt. Dies ist genau dann der Fall,
wenn fλ = 1 gilt.

Die grundlegende Idee ist es, für jeden Endomorphismus φ : V → V die Menge Iφ der Polynome
p ∈ K[x] mit p(φ) = 0 zu betrachten, also den Kern der Evaluationsabbildung evφ : K[x] →
EndK(V ), p 7→ p(φ). Schon aus Dimensionsgründen muss Iφ für einen n-dimensionalen K-
Vektorraum V mehr nur das Nullpolynom enthalten. Denn es gilt dimK EndK(V ) = n2 und
somit ist die (n2 + 1)-elementige Menge {φ0, φ, ..., φn

2} ⊆ EndK(V ) linear abhängig. Also gibt
es eine Linearkombination Σn2

k=0akφ
k = 0, in der nicht alle Koeffizienten verschwinden, und das

Polynom p = Σn2

k=0akx
k ist in Iφ enthalten. Um mit Hilfe von Polynome in Iφ die Eigenschaften

des zugrundeliegenden Endomorphismus φ zu beschreiben, müssen wir uns zunächst mit den
Eigenschaften der Menge Iφ befassen. Der zentrale Punkt ist, dass sie ein Ideal in K[x] ist.

Satz 7.3.1: Sei K ein Körper, n ∈ N und V ein n-dimensionaler Vektorraum über K. Dann
gilt für jeden Endomorphismus φ : V → V und jede Matrix A ∈ Mat(n× n,K)

1. Die Teilmengen Iφ = ker(evφ) und IA = ker(evA) sind Ideale in K[x].
2. Es gibt eindeutig bestimmte normierte Polynome qφ ∈ Iφ und qA ∈ IA minimalen Grades

in Iφ und IA. Für diese gilt Iφ = (qφ) und IA = (qA).
3. Für jede geordnete Basis B von V gilt Iφ = IM und qφ = qM mit M := MB B(φ) .
4. Sind A1, A2 ∈ Mat(n× n,K) ähnlich, so gilt IA1 = IA2 und qA1 = qA2 .

Das Polynom qφ bzw. qA bezeichnet man als das Minimalpolynom von φ bzw. von A.

Beweis:
Wir beweisen 1. und 2. für Endomorphismen φ : V → V . Die entsprechenden Aussagen für
Matrizen folgen aus Betrachtung der Endomorphismen φA : Kn → Kn, v 7→ A · v.
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Nach Satz 7.1.4 ist die Evaluationsabbildung evφ : K[x] → EndK(V ), p 7→ p(φ) ein Homomor-
phismus von K-Algebren und damit insbesondere ein unitaler Ringhomomorphismus. Also ist
nach Beispiel 7.1.17 ihr Kern Iφ = ker(evφ) = {p ∈ K[x]| p(φ) = 0} ein Ideal in K[x]. Nach
Satz 7.1.21 enthält Iφ ein eindeutiges normiertes Polynom qφ minimalen Grades, und es gilt
Iφ = (qφ).

3. Nach Satz 4.2.18 ist die Abbildung MB B : EndK(V )→ Mat(n× n,K), φ 7→ MB B(φ) für jede
geordnete Basis B von V ein Isomorphismus von K-Algebren. Daraus folgt

p( MB B(φ)) = MB B(p(φ))

für jedes Polynom p ∈ K[x]. Also folgt aus p(φ) = 0 auch p( MB B(φ)) = MB B(p(φ)) = 0 und
wegen der Injektivität von MB B aus p( MB B(φ)) = MB B(p(φ)) = 0 auch p(φ) = 0. Damit ist
p ∈ ker(evφ) genau dann, wenn p ∈ ker(evM) und somit Iφ = IM für M = MB B(φ) . Da qφ und
qM durch die Ideale Iφ und IM eindeutig bestimmt sind, folgt qφ = qM .

4. Sind A1, A2 ∈ Mat(n × n,K) ähnlich, so gibt es einen Endomorphismus φ : V → V und
geordnete Basen B1, B2 von V mit Ai = MBi Bi

(φ). Daraus folgt mit 3. qA1 = qφ = qA2 . 2

Beispiel 7.3.2:

1. Ist dimK(V ) > 0, so gilt deg(qφ) ≥ 1 für alle Endomorphismen φ : V → V . Denn das
Nullpolynom ist nicht normiert, und das einzige normierte Polynom von Grad 0 ist das
konstante Polynom x0 = 1. Für V 6= 0 gilt aber x0(φ) = idV 6= 0.

2. Ist dimK(V ) > 0 und φ = α idV eine Streckung, so ist qφ = x−α, denn x−α ist normiert,
φ− α idV = 0 und deg(x− α) = 1.

3. Ist dimK(V ) > 0 und φ : V → V eine Involution, so gilt φ2 = idV . Daraus folgt t(φ) = 0
für das Polynom t = x2− 1 = (x− 1)(x+ 1). Ist φ = ±idV , so gilt nach 2. qφ = x∓ 1. Ist
φ 6= ±idV , so folgt qφ = x2 − 1.

4. Ist dimK(V ) > 0 und φ : V → V ein Projektor, so ist φ2 = φ und damit t(φ) = 0 für
t = x2 − x = x(x − 1). Ist φ = 0, so folgt qφ = x, und ist φ = idV , so folgt qφ = x − 1.
Ansonsten ist qφ = x(x− 1).

Die betrachteten Beispiele zeigen, dass man das Minimalpolynom von φ : V → V bestimmen
kann, indem man irgendein nichttriviales Polynom p ∈ K[x] mit p(φ) = 0 findet, und dann
alle Teiler q von p daraufhin untersucht, ob auch für sie q(φ) = 0 gilt. Für einen beliebigen
Endomorphismus φ : V → V ist es aber zunächst nicht offensichtlich, ein Polynom p mit
p(φ) = 0 zu finden. Dies erledigt der Satz von Cayley-Hamilton.

Satz 7.3.3: (Satz von Cayley-Hamilton)
Sei K ein Körper, n ∈ N und V ein n-dimensionaler Vektorraum über K. Dann gilt für jeden
Endomorphismus φ : V → V und jede Matrix A ∈ Mat(n× n,K)

evφ(pφ) = pφ(φ) = 0 und evA(pA) = pA(A) = 0.

Also ist das das Minimalpolynom qφ ein Teiler des charakteristischen Polynoms pφ und das
Minimalpolynom qA ein Teiler des charakteristischen Polynoms qA.
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Beweis:
1. Sei zunächst φ : V → V trigonalisierbar mit paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm.
Das charakteristische Polynom pφ ist dann nach Satz 7.2.6 gegeben durch

pφ = (−1)n(x− λ1)h1 · · · (x− λm)hm mit hi = dimK H(φ, λi).

Nach Satz 6.3.8 gilt gilt V = ker(φf1

λ1
◦...◦φfmλm), wobei fi der Fitting-Index des Endomorphismus

φλi = φ− λi idV : V → V ist. Also ergibt sich

φf1

λ1
◦ ... ◦ φfmλm = (φ− λ1)f1 ◦ ... ◦ (φ− λm)fm = 0 ⇒ tφ = (x− λ1)f1 · · · (x− λm)fm ∈ Iφ.

Da nach dem Fitting-Lemma und Korollar 6.3.7 für die Fitting-Indizes gilt 1 ≤ fi ≤ hi, ist das
charakteristische Polynom pφ = (−1)n(x− λ1)h1−f1 · · · (x− λm)hm−fm · tφ ein Vielfaches von tφ
und somit ebenfalls im Ideal Iφ enthalten. Also gilt pφ(φ) = 0. Die Aussage für trigonalisierbare
Matrizen A ∈ Mat(n×n,K) ergibt sich dann aus der Betrachtung von φA : Kn → Kn, v 7→ A ·v.

2. Sei nun φ : V → V ein beliebiger Endomorphismus und M := MC C(φ) seine beschreibende
Matrix bezüglich einer beliebigen geordneten Basis C von V . Dann gibt es einen Körper L, so
dass K ⊆ L ein Teilkörper ist und pM ∈ K[x] ⊆ L[x] über L in Linearfaktoren zerfällt. Damit
ist M nach Satz 7.2.6 trigonalisierbar über L, d. h. es gibt eine Matrix S ∈ GL(n,L), so dass
N = S ·M · S−1 ∈ Mat(n × n,L) eine obere Dreiecksmatrix ist. Da N,M ∈ Mat(n × n,L)
ähnlich sind und M eine darstellende Matrix von φ ist gilt pM = pN = pφ, und es folgt

0 = pN(N) = pM(N) = pM(S ·M · S−1) = S · pM(M) · S−1 ⇒ pM(M) = 0⇒ pM ∈ IM .

Da nach Satz 7.3.1, 3. Iφ = IM gilt, ist pφ = pM ∈ Iφ und somit pφ(φ) = 0. 2

Der Satz von Cayley-Hamilton liefert als Kandidaten für das Minimalpolynom eines Endomor-
phismus φ : V → V alle Teiler seines charakteristischen Polynoms pφ. Wie Beispiel 7.3.2 zeigt,
ist dabei aber zunächst nicht offensichtlich, welche Teiler des Polynoms pφ in Frage kommen.
Außerdem wünscht man sich eine anschauliche Interpretation des Minimalpolynoms, das es mit
bekannten Konzepten wie den Haupträumen, Eigenräumen und Fitting-Indizes in Verbindung
bringt. Dies liefert der folgende Satz.

Satz 7.3.4: Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V ein Endomorphismus
mit paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm ∈ K. Dann ist

qφ = (x− λ1)f1 · · · (x− λm)fm · sφ

wobei fi den Fitting-Index von φλi = φ−λi idV : V → V bezeichnet und sφ ∈ K[x] ein Polynom
ohne Nullstellen in K ist.

Beweis:
Nach Satz 6.3.8 gilt V = U ⊕W , wobei U = H(φ, λ1) ⊕ ... ⊕H(φ, λM) = ker(φf1

λ1
◦ ... ◦ φfmλm),

φ|U : U → U ein trigonalisierbarer Endomorphismus und φ|W : W → W ein Endomorphismus
ohne Eigenwerte in K ist. Nach Satz 7.2.6 gilt

pφ = pφ|U · pφ|W = (−1)h1+...+hm(x− λ1)h1 · · · (x− λm)hm · pφ|W

Da das Minimalpolynom qφ per Definition jedes Polynom t ∈ K[x] mit t(φ) = 0 teilt, aber kein
Polynom t ∈ K[x] mit t(φ) 6= 0, reicht es zu zeigen, dass für die Polynome

t = nφ · pφ|W = (x− λ1)f1 · · · (x− λm)fm · pφ|W und ti = t/(x− λi) ∀i ∈ {1, ...,m}
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gilt t(φ) = 0 und ti(φ) 6= 0. Denn dann folgt qφ = (x − λ1)f1 · · · (x − λm)fm · sφ, wobei sφ ein
Teiler von pφ|W ist und damit ebenfalls keine Nullstellen in K hat.

Nun gilt nφ(φ)(u) = 0 für alle u ∈ U , denn U = ker(φf1

λ1
◦ ... ◦ φfmλm) = ker(nφ(φ)). Nach dem

Satz von Cayley-Hamilton ist außerdem pφ|W (φ)(w) = pφ|W (φ|W )(w) = 0 für alle w ∈ W . Da
V = U ⊕W , lässt sich jeder Vektor v ∈ V eindeutig schreiben als v = u + w mit u ∈ U und
w ∈ W , und es folgt

t(φ)(v) = t(φ)(u)+t(φ)(w) = pφ|W (φ)(nφ(φ)(u))+nφ(φ)(pφ|W (φ)(w)) = pφ|W (φ)(0)+nφ(φ)(0) = 0,

also t(φ) = 0. Um zu zeigen, dass ti(φ) 6= 0 gilt, nutzen wir aus, dass es per Definition des
Fitting-Index fi einen Vektor v ∈ V mit φfiλi(v) = 0 und φfi−1

λi
(v) 6= 0 gibt. Dann ist der Vektor

v′ := φ
fi−1

λi
(v) ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert λi, und es folgt

ti(φ)(v) = φf1

λ1
◦ ... ◦ φfi−1

λi−1
◦ φfi+1

λi+1
◦ ... ◦ φfmλm ◦ pφ|W (φ)(v′)

= (λi − λ1)f1 · · · (λi − λi−1)fi−1(λi − λi+1)fi+1 · · · (λi − λm)fmpφ|W (λi) v
′.

Da v′ 6= 0, λi 6= λj für i 6= j und pφ|W keine Nullstellen in K hat, ist ti(φ)(v′) 6= 0 und damit
auch ti(φ) 6= 0. 2

Mit Hilfe von Satz 7.3.4 können wir nun auch die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus φ :
V → V durch die Eigenschaften eines Polynoms charakterisieren, nämlich des Minimalpolynoms
qφ. Es stellt sich heraus, dass φ genau dann diagonalisierbar ist, wenn das Minimalpolynom qφ
in Linearfaktoren zerfällt und jede Nullstelle von qφ Vielfachheit 1 hat.

Korollar 7.3.5: Sei K ein Körper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V
ein Endomorphismus mit paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm. Sei qφ das Minimal-
polynom von φ und fi der Fitting-Index von φλi = φ− λi idV : V → V . Dann gilt:

1. φ ist trigonalisierbar genau dann, wenn qφ = (x− λ1)f1 · · · (x− λm)fm .
2. φ ist diagonalisierbar genau dann, wenn qφ = (x− λ1) · · · (x− λm).

Beweis:
1. Ist φ trigonalisierbar, so zerfällt nach Satz 7.2.6 das charakteristische Polynom pφ in Linear-
faktoren und damit auch sein Teiler qφ. Mit Satz 7.3.4 folgt qφ = (x− λ1)f1 · · · (x− λm)fm . Ist
umgekehrt qφ = (x− λ1)f1 · · · (x− λm)fm , so ist qφ(φ) = φf1

λ1
◦ ... ◦ φfmλm = 0. Mit Satz 6.3.8 folgt

V = ker(φf1

λ1
◦ ... ◦ φfmλm) = H(φ, λ1)⊕ ...⊕H(φ, λm), und somit ist φ trigonalisierbar.

2. Ein Endomorphismus φ ist nach Satz 7.2.5 genau dann diagonalisierbar, wenn er trigonali-
sierbar ist und für alle Eigenwerte λi gilt

def(φ− λiidV ) = dimK E(φ, λi) = g(φ, λi) = a(φ, λi) = dimK H(φ, λi) = def((φ− λiidV )fi).

Ersteres ist nach 1. genau dann der Fall, wenn qφ = (x − λ1)f1 · · · (x − λm)fm gilt, und die
zweite Bedingung ist äquivalent zu fi = 1 für alle i ∈ {1, ...,m}. 2

Beispiel 7.3.6: Für die Matrix

A =


1 2 0 1
0 1 1 −1
0 0 −1 4
0 0 1 −1
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ist das charakteristische Polynom gegeben durch

pA = det


1− x 2 0 1

0 1− x 1 −1
0 0 −1− x 4
0 0 1 −1− x

 = det

(
1− x 2

0 1− x

)
· det

(
−1− x 4

1 −1− x

)

= (1− x)2((1 + x)2 − 4) = (x− 1)2(x2 + 2x− 3) = (x− 1)3(x+ 3).

Also sind die Eigenwerte 1 und −3, und es gilt dimK H(φ, 1) = 3, dimK H(A,−3) =
dimK E(A,−3) = 1. Also kommen für das Minimalpolynom qA die Polynome (x − 1)(x − 3),
(x − 1)2(x − 3) und (x − 1)3(x − 3) in Frage. Zur Bestimmung von qA berechnet man den
Fitting-Index von A1 = A− 14. Dabei ergibt sich

A1 =


0 2 0 1
0 0 1 −1
0 0 −2 4
0 0 1 −2

 ⇒ def(A1) = 1

A2
1 =


0 2 0 1
0 0 1 −1
0 0 −2 4
0 0 1 −2

 ·


0 2 0 1
0 0 1 −1
0 0 −2 4
0 0 1 −2

 =


0 0 3 −4
0 0 −3 6
0 0 8 −16
0 0 −4 8

 ⇒ def(A2
1) = 2

A3
1 =


0 0 3 −4
0 0 −3 6
0 0 8 −16
0 0 −4 8

 ·


0 2 0 1
0 0 1 −1
0 0 −2 4
0 0 1 −2

 =


0 0 −10 20
0 0 12 −24
0 0 −32 64
) 0 16 −32

 ⇒ def(A3
1) = 3

Also ist der Fitting-Index von A1 gleich 3, und es folgt qA = (x− 1)3(x+ 3).
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An was man sich erinnern sollte:

Die wichtigsten Begriffe und Definitionen:

• Polynom, Monom, Polynomgrad, Leitkoeffizient, normiert
• Evaluationsabbildung, Nullstelle, Vielfachheit
• zerfallen in Linearfaktoren, algebraisch abgeschlossen,
• Polynomdivision, Rest, Teiler, Vielfaches,
• Ideal, von M ⊆ K[x] erzeugtes Ideal, Hauptideal, Hauptidealring
• charakteristisches Polynom, algebraische Vielfachheit
• Minimalpolynom

Die wichtigsten Aussagen:

• über C zerfällt jedes Polynom in Linearfaktoren
• Abspalten von Nullstellen, Polynomdivision
• K[x] ist ein Hauptidealring
• Diagonalisierbarkeitskriterium, Trigonalisierbarkeitskriterium
• Satz von Cayley-Hamilton
• Berechnung des Minimalpolynoms
• Untersuchung der Trigonalisierbarkeit und Diagonalisierbarkeit mit dem Minimalpolynom

Die wichtigsten Beispiele:

• Zerfallen in Linearfaktoren: x2 + 1, x2 − 2
• Trigonalisierbarkeit: Trigonalisierbarkeit über C
• Minimalpolynom: Streckung, Projektor, Involution, nilpotente Endomorphismen
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8 Die Jordan-Normalform

8.1 Jordanketten und Jordanbasen

Nachdem wir die Probleme der Trigonalisierbarkeit und Diagonalisierbarkeit weitgehend ge-
klärt haben und sie mit Hilfe des charakteristischen Polynoms und des Minimalpolynoms leicht
untersuchen können, wenden wir uns nun wieder der Frage der Klassifikation von Matrizen und
dem Problem der Ähnlichkeit zu. Gesucht ist eine leicht handhabbare Bedingung, so dass zwei
Matrizen genau dann ähnlich sind, wenn diese Bedingung erfüllt ist, oder, dazu äquivalent, eine
Liste von Matrizen in Mat(n× n,K), so dass jede Matrix A ∈ Mat(n× n,K) ähnlich zu genau
einer Matrix in der Liste ist.

Dazu reicht es nicht aus, die Matrizen durch Konjugation in obere Dreiecksmatrizen zu überfüh-
ren. Denn es gibt obere Dreiecksmatrizen, die ähnlich sind obwohl sie nicht durch Permutationen
von Basisvektoren auseinander hervorgehen, wie beispielsweise die Matrizen λ 1 0

0 λ 1
0 0 λ

 =

 1 0 0
0 1 1
0 0 1

 ·
 λ 1 1

0 λ 1
0 0 λ

 ·
 1 0 0

0 1 1
0 0 1

−1

.

für beliebige Körper K und λ ∈ K. Wir kennen zwar einige notwendige Bedingungen für die
Ähnlichkeit zweier oberer Dreiecksmatrizen, wissen aber nicht, ob diese hinreichend sind und
können es der Matrix auch nicht unbedingt ansehen, ob diese Bedingungen erfüllt sind.

So müssen zwei ähnliche obere Dreiecksmatrizen A,B ∈ Mat(n × n,K) sicherlich bis auf Per-
mutationen die gleichen Diagonaleinträge haben, und jeder Diagonaleintrag muss in beiden
gleich oft auftreten. Dies ergibt sich aus der Aussage, dass ähnliche Matrizen das gleiche cha-
rakteristische Polynom haben. Diese Bedingung ist leicht überprüfbar, aber nicht hinreichend,
da sie beispielsweise für zwei nilpotente Matrizen immer erfüllt ist, obwohl diese nicht ähnlich
sein müssen. Ebenso wissen wir aus den Betrachtungen zum Minimalpolynom, dass zu jedem
Diagonaleintrag λ von A und B die Fitting-Indizes von A − λ1n und B − λ1n gleich sein
müssen und aus Korollar 6.3.10, dass für alle Diagonaleinträge λ und k ∈ N die Bedingung
def(A − λ1n)k = def(B − λ1n)k erfüllt sein muss. Diese zwei Bedingungen lassen sich jedoch
im allgemeinen nicht direkt ohne längere Berechnungen verifizieren.

Um sicherzustellen, dass jede trigonalisierbare Matrix ähnlich zu genau einer Matrix in der
Liste ist, müssen wir also eine strengere Bedingung auferlegen und mehr fordern als nur obere
Dreiecksgestalt. Dazu wählen wir eine an die Struktur der Haupträume angepasste Basis. Be-
reits in Lemma 6.3.1 wurde gezeigt, dass der Hauptraum H(φ, λ) für jeden Eigenwert λ eines
Endomorphismus φ : V → V eine aufsteigende Kette von Kernen der Form

φλ←− φλ←− φλ←− ...
φλ←− φλ←−

{0} = ker(φ0
λ) ⊆ ker(φλ) ⊆ ker(φ2

λ) ⊆ ... ⊆ ker(φf−1
λ ) ⊆ ker(φfλ) = H(φ, λ)

enthält, wobei f den Fitting-Index von φλ = φ− λidV bezeichnet. Da φλ(ker(φkλ)) ⊆ ker(φk−1
λ )

für alle k ∈ {1, ..., f} gilt, ist es naheliegend, für jeden Vektor vk ∈ ker(φkλ) in der Basis
auch seine Bilder φλ(vk) ∈ ker(φk−1

λ ), φ2
λ(vk) ∈ ker(φk−2

λ ),..., φk−1
λ (vk) ∈ ker(φλ) in die Basis

aufzunehmen, um zu erreichen, dass die darstellende Matrix eine besonders einfache Gestalt
bekommt. Das führt auf das Konzept der Jordankette und Jordanbasis.
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Definition 8.1.1: Sei K ein Körper, V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und
φ : V → V ein Endomorphismus.

1. Eine Jordankette der Länge m ∈ N zum Eigenwert λ von φ ist ein m-Tupel (v1, ..., vm)
von Vektoren vi ∈ V \ {0} mit φ(vi) = λvi + vi−1 für i ∈ {2, ...,m} und φ(v1) = λv1.

2. Eine Jordanbasis für φ ist eine Basis B = (v1
1, ..., v

1
m1
, v2

1, ..., v
2
m2
, ..., vk1 , ..., v

k
mk

) von V ,
so dass (vj1, ..., v

j
mj

) eine Jordankette ist für alle j ∈ {1, ..., k}.

Die Idee ist es nun, für einen trigonalisierbaren Endomorphismus φ : V → V eine Jordanbasis
zu konstruieren. Dazu muss zunächst gezeigt werden, dass jede Jordankette von φ linear unab-
hängig ist. Da man außerdem in dem meisten Fällen verschiedene Jordanketten in eine Basis
kombinieren möchte, muss auch untersucht werden, unter welchen Bedingungen zwei verschiede-
ne Jordanketten von φ linear unabhängig sind. Für Jordanketten zu verschiedenen Eigenwerten
folgt die lineare Unabhängigkeit direkt aus der Tatsache, dass eine Jordankette zum Eigen-
wert λ im Hauptraum H(φ, λ) enthalten ist und H(φ, λ) ∩ H(φ, µ) = {0} für λ 6= µ gilt. Für
verschiedene Jordanketten zum selben Eigenwert λ ist dies jedoch zunächst nicht offensichtlich.

Lemma 8.1.2: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V ein Endomor-
phismus. Dann gilt für jeden Eigenwert λ von φ:

1. Jede Jordan-Kette (v1, ..., vm) zum Eigenwert λ ist linear unabhängig.
2. Sind (v1

1, ..., v
1
m1

), ..., (vk1 , ..., v
k
mk

) Jordanketten zum Eigenwert λ so dass (v1
1, ..., v

k
1) linear

unabhängig ist, so ist auch (v1
1, ..., v

1
m1
, v2

1, ..., v
2
m2
, ..., vk1 , ..., v

k
mk

) linear unabhängig.

Beweis:
1. Ist (v1, ..., vm) eine Jordankette zum Eigenwert λ von φ so folgt für φλ := φ− λidV induktiv
φjλ(vk) = φλ(vk−j+1) = vk−j für 1 ≤ j < k und φj(vk) = φj−k+1(v1) = 0 für alle j ≥ k. Die erste
Aussage ergibt sich dann mit Induktion über m:
m = 1: Eine Jordan-Kette (v1) ist linear unabhängig, da per Definition v1 6= 0 gilt.
m−1→ m : Sei die Aussage bewiesen für alle Jordanketten der Länge≤ m−1 und sei (v1, ..., vm)
eine Jordankette zum Eigenwert λ der Länge m. Sind µ1, ..., µm ∈ K mit Σm

k=1µkvk = 0, so folgt

0 = φλ(Σ
m
k=1µkvk) = Σm

k=1µkφλ(vk) = Σm
k=2µkvk−1 = Σm−1

j=1 µk+1vk.

Da auch (v1, ..., vm−1) eine Jordankette zum Eigenwert λ ist, ist diese nach Induktionsvoraus-
setzung linear unabhängig, und es folgt µ2 = ... = µm = 0. Also gilt Σm

k=1µkvk = µ1v1 = 0, und
mit v1 6= 0 folgt µ1 = ... = µm = 0. Also ist auch (v1, ..., vm) linear unabhängig.

2. Ist C := (v1
1, ..., v

1
m1
, v2

1, ..., v
2
m2
, ..., vk1 , ..., v

k
mk

) linear abhängig, so gibt es µij ∈ K, die nicht alle
verschwinden, mit Σk

j=1Σ
mj
i=1µijv

j
i = 0. Also existiert n = max{i ∈ N|∃j ∈ {1, ..., k} : µij 6= 0}

und N = {j ∈ {1, ..., k}|mj ≥ n, µnj 6= 0} 6= ∅. Da φsλ(vjr) = vjr−s für s < r und φsλ(vjr) = 0 für
s ≥ r nach 1., folgt dann

0 = φn−1
λ (Σk

j=1Σ
mj
i=1µijv

j
i ) = Σk

j=1Σ
mj
i=1µijφ

n−1
λ (vji ) = Σk

j=1Σ
mj
i=nµijv

j
i−n+1 = Σj∈Nµnjv

j
1,

wobei φ0 = idV und im letzten Schritt benutzt wurde, dass µij = 0 für alle i > n. Da nach
Voraussetzung (v1

1, ..., v
k
1) linear unabhängig ist, folgt µnj = 0 für alle j ∈ N , ein Widerspruch

zur Definition von n und N . Also ist C linear unabhängig. 2
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Da Jordanketten und Jordanbasen der Struktur der Haupträume H(φ, λ), also der aufsteigen-
den Kette von Kernen {0} ( ker(φλ) ( ... ( ker(φfλ) = H(φ, λ), angepasst sind, nimmt die
darstellende Matrix des Endomorphismus φ : V → V bezüglich einer Jordanbasis eine besonders
einfache Form an. Dies führt auf den Begriff des Jordanblocks und auf die Jordan-Normalform.

Definition 8.1.3: Sei K ein Körper.

1. Ein Jordanblock oder Jordan-Kästchen der Länge m ∈ N ist eine Matrix der Form

Jm(λ) =


λ 1 0 . . . 0

0 λ 1
. . . ...

... . . . . . . . . . 0

... . . . 0 λ 1
0 . . . . . . 0 λ

 ∈ Mat(m×m,K).

2. Eine Matrix M ∈ Mat(n× n,K) ist in Jordan-Normalform, wenn

M =


Jm1(λ1) 0 . . . 0

0 Jm2(λ2)
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 Jmk(λk)


mit Jordanblöcken Jmi(λi) ∈ Mat(mi ×mi,K) und m1 + ...+mk = n ist.

Lemma 8.1.4: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V ein Endomor-
phismus. Dann gilt für jeden Eigenwert λ von φ:

1. Ist A = (v1, ..., vm) eine Jordankette für φ zum Eigenwert λ, so ist U := spanK(A) ein
φ-invarianter Unterraum, und die darstellende Matrix von φ|U : U → U bezüglich A ist
ein Jordanblock:

MA A(φ|U) = Jm(λ) =


λ 1 0 . . . 0

0 λ 1
. . . ...

... . . . . . . . . . 0

... . . . 0 λ 1
0 . . . . . . 0 λ

 .

2. Ist B = (v1
1, ..., v

1
m1
, v2

1, ..., v
2
m2
, ..., vk1 , ..., v

k
mk

) eine Jordanbasis für φ, so ist die darstellende
Matrix von φ bezüglich B in Jordan-Normalform

MB B(φ) =


Jm1(λ1) 0 . . . 0

0 Jm2(λ2)
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 Jmk(λk)


wobei λj der Eigenwert für die Jordankette (vj1, ..., v

j
mj

) ist.
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Beweis:
1. Per Definition gilt für eine Jordankette A = (v1, ..., vm) zum Eigenwert λ

φ(vi) = λvi + vi−1 für i ∈ {2, ..,m} φ(v1) = λv1

Daraus folgt insbesondere φ(U) ⊆ U für U := spanK(A). Also ist die Einschränkung von φ
auf U ein Endomorphismus φ|U : U → U . Da nach Lemma 8.1.2 jede Jordankette linear
unabhängig ist, ist A eine Basis von U , und die darstellende Matrix von φ|U ist gegeben durch
MA A(φ|U) = Jm(λ).

2. Ist B = (v1
1, ..., v

1
m1
, ..., v2

1, ..., v
2
m2
, ..., vk1 , ..., v

k
mk

) eine Jordanbasis für φ mit Jordanketten
Ai = (vi1, ..., v

i
mi

) zum Eigenwert λi, so ist nach 1. jeder Unterraum Ui := spanK(Ai) invariant
unter φ und die darstellende Matrix von φ|Ui : Ui → Ui bezüglich Ai ist der Jordanblock
Mi := MAi Ai

(φ|Ui) = Jmi(λi). 2

Wir werden nun zeigen, dass zu jedem trigonalisierbaren Endomorphismus φ : V → V eines
endlich-dimensionalen K-Vektorraums V eine Jordanbasis B von V existiert. Die beschreibende
Matrix von φ bezüglich B ist dann in Jordan-Normalform.

Satz 8.1.5: (Existenz der Jordan-Normalform)
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V ein trigonalisierbarer Endomor-
phismus. Dann gibt es eine Jordanbasis B für φ, und die darstellende Matrix von φ bezüglich
B hat die Form

MB B(φ) =


Jm1(λ1) 0 . . . 0

0 Jm2(λ2)
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 Jmk(λk)

 ,

wobei λ1, ..., λk ∈ K nicht notwendigerweise verschiedene Eigenwerte von φ sind, Jni(λi) Jor-
danblöcke und m1 + ...+mk = dimK(V ) gilt.

Diese Matrix heißt Jordan-Normalform von φ. Eine Jordan-Normalform einer Matrix
A ∈ Mat(n×n,K) ist eine Jordan-Normalform des Endomorphismus φA : Kn → Kn, v 7→ A·v.

Beweis:
Es reicht zu beweisen, dass jeder trigonalisierbare Endomorphismus φ : V → V eine Jordanbasis
besitzt. Die Aussage über die darstellende Matrix von φ folgt dann aus Lemma 8.1.4

1. Wir beweisen die Existenz einer Jordanbasis zunächst für den Fall, dass der trigonalisierbare
Endomorphismus φ : V → V nur einen einzigen Eigenwert λ besitzt. In diesem Fall ist φ nach
Lemma 6.3.1 trigonalisierbar genau dann, wenn φλ := φ − λidV : V → V nilpotent ist. Aus
der Definition der Jordanketten ergibt sich, dass jede Jordankette von φλ zum Eigenwert 0 eine
Jordankette von φ zum Eigenwert λ ist und umgekehrt. Also ist eine geordnete Basis B genau
dann eine Jordanbasis von φ, wenn sie eine Jordanbasis von φλ ist. Damit reicht es, den Fall
λ = 0 zu betrachten und zu zeigen, dass jeder nilpotente Endomorphismus φ : V → V eine
Jordanbasis besitzt. Der Beweis erfolgt durch Induktion über den Fitting-Index f von φ.

f = 1 : Ist f = 1, so gilt wegen der Nilpotenz von φ und per Definition des Fitting-Index
ker(φ) = V , und jeder Vektor v ∈ V ist ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert 0. Also ist jede
Basis von V eine Jordanbasis für φ, die nur Jordanketten der Länge 1 enthält.

211



f − 1→ f : Sei die Aussage bewiesen für alle K-Vektorräume V und nilpotenten Endomorphis-
men φ : V → V mit Fitting-Index ≤ f − 1. Sei φ : V → V ein nilpotenter Endomorphismus
mit Fitting-Index f . Dann gilt wegen der Nilpotenz von φ und per Definition des Fitting-Index
V = ker(φf ).

Wir betrachten den Untervektorraum im(φ) ⊆ V . Offensichtlich gilt φ(im(φ)) ⊆ im(φ). Ist
v ∈ im(φ), so gibt es einen Vektor u ∈ V mit v = φ(u), und es folgt φf−1(v) = φf (u) = 0.
Damit ist im(φ) ⊆ ker(φf−1) und φ|im(φ) : im(φ)→ im(φ) ist nilpotent mit Fitting-Index≤ f−1.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert also eine Jordanbasis B = (v1

1, .., v
1
f1
, ..., vk1 , ..., v

k
fk

) von
im(φ) für φ|im(φ).

Per Definition des Bilds gibt es zu jedem Vektor vjfj ∈ im(φ) \ {0} einen Vektor vjfj+1 ∈ V \ {0}
mit φ(vjfj+1) = vjfj . Also ist (vj1, ..., v

j
fj+1) eine Jordankette für φ für alle j ∈ {1, ..., k}. Da B

eine Basis von im(φ) ist, ist das k-Tupel (v1
1, ..., v

k
1) linear unabhängig, und per Definition der

Jordankette gilt außerdem vj1 ∈ ker(φ) für alle j ∈ {1, ..., k}.

3. Wir ergänzen (v1
1, ..., v

k
1) zu einer Basis (v1

1, ..., v
k
1 , v

k+1
1 , ..., vk+r

1 ) von ker(φ). Dann sind
(vk+1

1 ),...(vk+r
1 ) Jordanketten der Länge 1 für φ. Da (v1

1, ..., v
k
1 , v

k+1
1 , ..., vk+r

1 ) linear unabhängig
ist, ist nach Lemma 8.1.2 also auch C = (v1

1, .., v
1
f1+1, ..., v

k
1 , ..., v

k
fk+1, v

k+1
1 , ..., vk+r

1 ) linear unab-
hängig. Da B = (v1

1, .., v
1
m1
, ..., vk1 , ..., v

k
mk

) eine Basis von im(φ) ist, gilt rg(φ) = f1 + ... + fk,
und da (v1

1, ..., v
k
1 , v

k+1
1 , ..., vk+r

1 ) eine Basis von ker(φ) ist, gilt def(φ) = k + r. Daraus ergibt
sich n = dimK V = rg(φ) + def(φ) = f1 + ...+ fk + k+ r. Da C aus Jordanketten besteht, linear
unabhängig ist und f1 + ... + fk + k + r Vektoren enthält, ist C also eine Jordanbasis von V .
Das zeigt die Existenz für Endomorphismen φ : V → V mit einem einzigen Eigenwert λ.

vjf ← V f \ V f−1

vjf−1

vjf−2

...

vj2

vj1

vkf−1 ← V f−1 \ V f−2

vkf−2

...

vk2

vk1

. . . ← V f−2 \ V f−3

. . .

. . .

. . .

vl2 ← V 2 \ V 1

vl1 vk+1
1 , ..., vk+r

1 ← V 1

φ

φ

φ

φ

φ

φ

φ

φ

φ

φ

φ

φ φ

• grüne Kästchen: die Basisvektoren aus der Jordanbasis B von im(φ) aus Schritt 1.
• weiße Kästchen: die hinzugefügten Vektoren vjmj+1 mit φ(vjmj+1) = vjmj aus Schritt 2.
• rotes Kästchen: die hinzugefügten Vektoren in ker(φ) aus Schritt 3.

2. Ist φ trigonalisierbar mit paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, ..., λm, so ist
V = H(φ, λ1) ⊕ ... ⊕ H(φ, λm) nach Satz 6.3.8 und 6.3.13. Nach Korollar 6.3.7 gilt für alle
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Eigenwerte φ(H(φ, λi)) ⊆ H(φ, λi), und die Endomorphismen φ|H(φ,λi) : H(φ, λi) → H(φ, λi)
besitzen jeweils nur einen einzigen Eigenwert, nämlich λi. Nach 1. existieren damit Jor-
danbasen Bi = (bi1, ..., b

i
ni

) von H(φ, λi) und wegen V = H(φ, λ1) ⊕ ... ⊕ H(φ, λm) ist
B = (b1

1, ..., b
1
n1
, ..., bm1 , ..., b

m
nm) dann eine Jordanbasis von V . 2

Da eine Permutation der Jordanketten in einer Jordanbasis wieder eine Jordanbasis liefert und
einer Permutation der Jordanblöcke in der darstellenden Matrix entspricht, kann die Jordan-
Normalform höchstens eindeutig bis auf Permutation der Jordanblöcke sein. Um zu zeigen, dass
sie tatsächlich in diesem Sinn eindeutig ist, reicht es, zu zeigen, dass die Anzahl der Jordanblöcke
Jk(λ) durch den Endomorphismus φ : V → V eindeutig bestimmt ist.

Satz 8.1.6: (Eindeutigkeit der Jordan-Normalform)
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, φ : V → V ein trigonalisierbarer Endomorphis-
mus und B eine Jordanbasis für φ. Dann ist die Anzahl n(k, λ) der Jordanketten der Länge k
in B zum Eigenwert λ gegeben durch

n(k, λ) = 2def(φkλ)− def(φk+1
λ )− def(φk−1

λ ) mit φλ := φ− λidV .

Insbesondere ist die Jordan-Normalform von φ eindeutig bis auf Permutation der Jordanblöcke.

Beweis:
SeiB eine Jordanbasis für φ. Da jede Jordankette der Länge k inB zum Eigenwert λ von φ einem
Jordanblock Jk(λ) in der Jordan-Normalform von φ entspricht, ist die Jordan-Normalform durch
die Anzahl n(k, λ) der Jordanketten der Länge k ∈ N zum Eigenwert λ eindeutig bestimmt.
Diese ergibt sich aus den Defekten def(φkλ). Denn jede Jordankette der Länge m < k zum
Eigenwert λ liefert m Vektoren in ker(φkλ) und jede Jordankette der Länge m ≥ k liefert k
Vektoren in ker(φkλ). Daraus folgt

def(φkλ) = k · Σf
m=k+1n(m,λ) + Σk

m=1m · n(m,λ),

und damit

2 def(φkλ)− def(φk+1
λ )− def(φk−1

λ )

= 2kΣf
m=k+1n(m,λ)− (k + 1)Σf

m=k+2n(m,λ)− (k − 1)Σf
m=kn(m,λ)

+ 2Σk
m=1m · n(m,λ)− Σk+1

m=1m · n(m,λ)− Σk−1
m=1m · n(m,λ)

= k(2Σf
m=k+1n(m,λ)− Σf

m=k+2n(m,λ)− Σf
m=kn(m,λ))− Σf

m=k+2n(m,λ) + Σf
m=kn(m,λ)

+ 2kn(k, λ)− (k + 1)n(k + 1, λ)− kn(k, λ)

= k(2n(k + 1, λ)− n(k, λ)− n(k + 1, λ)) + n(k, λ) + n(k + 1, λ)

+ kn(k, λ)− (k + 1)n(k + 1, λ)

= k(n(k + 1, λ)− n(k, λ)) + (k + 1)n(k, λ)− kn(k + 1, λ) = n(k, λ).

2

Insbesondere ergibt sich daraus, dass in den Jordan-Normalformen zweier ähnlicher trigonali-
sierbarer Matrizen M,N ∈ Mat(n×n,K) jeweils die gleiche Anzahl von Jordanblöcke Jk(λ) für
alle k ∈ N und λ ∈ K auftreten müssen. Denn nach Korollar 6.3.10 haben zwei ähnliche trigona-
lisierbare Matrizen M,N ∈ Mat(n× n,K) die selben Eigenwerte und für alle Eigenwerte λ und
k ∈ N gilt def(M − λ1n)k = def(n− λ1n)k. Dies bedeutet, dass die Jordan-Normalformen von
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M und N bis auf Permutationen von Jordan-Blöcken übereinstimmen. Umgekehrt sind zwei
Matrizen M,N , deren Jordan-Normalformen bis auf Permutationen übereinstimmen ähnlich,
da deren Jordan-Normalformen ähnlich sind und Ähnlichkeit eine Äquivalenzrelation ist.

Korollar 8.1.7: Zwei trigonalisierbare Matrizen M,N ∈ Mat(n × n,K) sind ähnlich genau
dann, wenn in ihrer Jordan-Normalform jeweils die gleiche Anzahl an Jordanblöcken Jk(λ) für
k ∈ N und λ ∈ K auftreten. Dies ist der Fall genau dann, wenn sie die gleichen Eigenwerte
besitzen und für jeden Eigenwert λ und alle k ∈ N gilt def(M − λ1n)k = def(N − λ1n)k.

Ist der betrachtete Körper algebraisch abgeschlossen, wie beispielsweise K = C, so ist die Vor-
aussetzung der Trigonalisierbarkeit immer erfüllt, und man erhält die folgende vereinfachte
Version dieses Korollars.

Korollar 8.1.8: Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper (z. B. K = C). Zwei Matrizen
M,N ∈ Mat(n × n,K) sind ähnlich genau dann, wenn in ihrer Jordan-Normalform jeweils die
gleiche Anzahl an Jordanblöcken Jk(λ) für k ∈ N und λ ∈ K auftreten. Dies ist der Fall genau
dann, wenn sie die gleichen Eigenwerte besitzen und für jeden Eigenwert λ und alle k ∈ N gilt
def(M − λ1n)k = def(N − λ1n)k.

Im Fall K = R kann man auch für nicht trigonalisierbare Matrizen eine Normalform konstru-
ieren (siehe Aufgabe 181). Dies liegt daran, dass das charakteristische Polynom einer reellen
Matrix oder eines Endomorphismus reeller Vektorräume nach Lemma 7.1.12 in lineare und
quadratische Faktoren zerfällt, wobei letztere jeweils eine Nullstelle λ ∈ C \ R mit der komplex
konjugierten Nullstelle λ ∈ C \ R kombinieren. Durch geschickte Basiswahl kann man dann
erreichen, dass die beschreibende Matrix eines Endomorphismus eine Blockform annimmt, die
der Jordan-Normalform ähnelt. Für die Körper Q oder Z/pZ ist dies jedoch nicht möglich, da im
charakteristischen Polynom Polynome beliebig hohen Grades auftreten können, die sich nicht
in Polynome kleineren Grades faktorisieren lassen.

8.2 Berechnung der Jordan-Normalform

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Berechnung der Jordan-Normalform einer Matrix
A ∈ Mat(n × n,K). Der wichtigste Grundsatz ist, dass man nur die Dinge berechnet, die
wirklich erforderlich sind, da die Konstruktion der Jordanbasen für n ≥ 5 relativ aufwändig
ist. Die Berechnung der Jordan-Normalform erfordert lediglich die viel einfachere Berechnung
der Defekte von (A − λ1n)k für 1 ≤ k ≤ a(g, λ), wobei a(g, λ) die algebraische Vielfachheit
des Eigenwerts λ von A ist. Auch diese kann in vielen Fällen entfallen, beispielsweise, wenn
a(g, λ) = 1 gilt. Das allgemeine Verfahren ist das Folgende:

1. Bestimmung des charakteristischen Polynoms pA:
Man berechnet das charakteristische Polynom pA = det(A − x1n). Zerfällt pA nicht
in Linearfaktoren, so ist A nicht trigonalisierbar und hat damit auch keine Jordan-
Normalform. Das Verfahren bricht ab.

Ansonsten hat A eine Jordan-Normalform. Die Nullstellen λ ∈ K von pA sind die
Eigenwerte von A, und ihre Vielfachheiten die Hauptraumdimensionen h(A, λ) = a(A, λ).
Hat jede Nullstelle Vielfachheit a(A, λ) = 1, so ist die Jordan-Normalform von A eine
Diagonalmatrix, in deren Diagonale jeder Eigenwert λ jeweils einmal auftritt.
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2. Bestimmung der Defekte def(Akλ):
Für jeden Eigenwert λ ∈ K von A mit a(A, λ) > 1 berechnet man Aλ := A−λ1n und dann
g(A, λ) = def(Aλ), z. B. mit dem Gauß-Verfahren. Für die Eigenwerte λ mit a(A, λ) = 1
gilt g(A, λ) = a(A, λ) = 1. Ist die Summe der geometrischen Vielfachheiten gleich n, so
ist A diagonalisierbar, und die Jordan-Normalform von A ist eine Diagonalmatrix, in
deren Diagonale der Eigenwert λ jeweils g(A, λ) mal auftritt.

Ist die Summe der geometrischen Vielfachheiten < n, so berechnet man für die Eigen-
werte λ mit a(A, λ) > g(A, λ) beginnend bei k = 2 die kten Potenzen Akλ und bestimmt
jeweils deren Defekte def(Akλ), z. B. mit dem Gauß-Verfahren. Man stoppt, wenn zwei
aufeinanderfolgende Potenzen den gleichen Defekt haben, was spätestens bei k = g(A, λ)
der Fall ist. Der Fitting-Index von Aλ ist dann fλ = min{k ∈ N|def(Akλ) = def(Ak+1

λ )}.
Für die Eigenwerte λ mit a(A, λ) = g(a, λ) ist der Fitting-Index immer 1.

3. Bestimmung der Anzahl der Jordanketten:
Für jeden Eigenwert λ von A ist die Anzahl n(k, λ) der Jordanblöcke Jk(λ) der Länge k
gegeben durch n(k, λ) = 2def(Akλ)− def(Ak+1

λ )− def(Ak−1
λ ). Diese Anzahl berechnet man

aus den im letzten Schritt bestimmten Defekten. Die Länge der längsten Jordankette zu
λ ist also der Fitting-Index fλ. Damit ist die Jordan-Normalform bestimmt.

4. Konstruktion der Jordanketten:
Ist auch eine Jordanbasis oder eine Matrix S ∈ GL(n,K) gesucht, so dass S−1 · A · S
Jordan-Normalform hat, muss man die Jordanketten explizit bestimmen.
(a) Dazu bestimmt sucht man für jeden Eigenwert λ von φ zunächst kλ = n(fλ, λ)

Vektoren v1
fλ
, ..., vkλfλ in ker(Afλλ ) so dass ker(Afλ−1

λ ) ∩ spanK{v1
fλ
, ..., vkλfλ} = {0} gilt.

Man setzt vji := Afλ−iλ (vjfλ) und erhält kλ Jordanketten (v1
1, ..., v

1
fλ

),..., (vkλ1 , ..., vkλfλ )
der Länge fλ.

(b) Treten auch Jordanketten kleinerer Länge auf, sucht man beginnend beim maxi-
malen k ∈ {1, ..., fλ − 1} mit n(k, λ) 6= 0 jeweils n(k, λ) Vektoren w1

k, ..., w
n(k,λ)
k in

ker(Akλ), so dass der Schnitt von spanK{w1
k, ..., w

n(k,λ)
k } mit dem Spann aller vorher

konstruierten Vektoren und dem Unterraum ker(Ak−1
λ ) Null ist. Dann konstruiert

man durch Anwendung von Aλ jeweils Vektoren wji = Ak−iλ (wjk) und erhält so die
Jordanketten (w1

1, ..., w
1
k),..., (w

n(k,λ)
1 , ..., w

n(k,λ)
k ) der Länge k.

(c) Wurde dies für alle k mit n(k, λ) 6= 0 und Eigenwerte λ von A durchgeführt, so bilden
die zugehörigen Jordanketten eine Jordanbasis von A. Die Matrix S ∈ GL(n,K), die
als Spaltenvektoren die Vektoren der Jordanbasis enthält , ist dann eine invertierbare
Matrix, so dass S−1 · A · S Jordan-Normalform hat.

Beispiel 8.2.9: Wir zeigen, dass die Matrix

A =


4 1 1 1 1
−1 2 1 1 −1

0 0 3 0 0
0 0 0 3 1
0 0 0 0 3

 ∈ Mat(5× 5,R)

trigonalisierbar ist, bestimmen ihre Jordan-Normalform und eine Matrix S ∈ GL(n,R), so dass
S−1 · A · S Jordan-Normalform hat.
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1. Bestimmung charakteristischen Polynoms pA:
Mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz (Entwicklung nach der 1. Spalte) erhält man die
charakteristische Gleichung

det(A− λ15) = det


4− λ 1 1 1 1
−1 2− λ 1 1 −1

0 0 3− λ 0 0
0 0 0 3− λ 1
0 0 0 0 3− λ



= (4− λ) det


2− λ 1 1 −1

0 3− λ 0 0
0 0 3− λ 1
0 0 0 3− λ

+ det


1 1 1 1
0 3− λ 0 0
0 0 3− λ 1
0 0 0 3− λ


= (4− λ)(2− λ)(3− λ)3 + (3− λ)3 = (3− λ)3(λ2 − 6λ+ 9) = (3− λ)5

Also besitzt die Matrix A nur einen einzigen Eigenwert in R, nämlich λ = 3. Da das
charakteristische Polynom pA über R zerfällt, ist A trigonalisierbar.

2. Bestimmung der Defekte def(Akλ):
Für A3 := A− 315 ergibt sich

A3 =


1 1 1 1 1
−1 −1 1 1 −1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


⇒ def(A3) = 2.

A2
3 =


1 1 1 1 1
−1 −1 1 1 −1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 ·


1 1 1 1 1
−1 −1 1 1 −1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 =


0 0 2 2 1
0 0 −2 −2 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


⇒ def(A2

3) = 3.

A3
3 =


1 1 1 1 1
−1 −1 1 1 −1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 ·


0 0 2 2 1
0 0 −2 −2 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 =


0 0 0 0 2
0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


⇒ def(A3

3) = 4.

A4
3 =


1 1 1 1 1
−1 −1 1 1 −1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 ·


0 0 0 0 2
0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


⇒ def(A4

3) = 5.

Also ist der Fitting-Index von A3 gleich 4.
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3. Bestimmung der Anzahl der Jordanketten:
Die Anzahl n(k, 3) der Jordanketten der Länge k zum Eigenwert 3 ist gegeben durch

n(4, 3) = 2defA4
3 − defA5

3 − defA3
3 = 10− 5− 4 = 1

n(3, 3) = 2defA3
3 − defA4

3 − defA2
3 = 8− 5− 3 = 0

n(2, 3) = 2defA2
3 − defA3

3 − defA3 = 6− 4− 2 = 0

n(1, 3) = 2defA3 − defA2
3 = 4− 3 = 1.

Also gibt es eine Jordankette der Länge 4 und eine Jordankette der Länge 1. Die Jordan-
Normalform von A enthält also einen Jordanblock der Länge 4 und einen Jordanblock der
Länge 1 zum Eigenwert 3 und ist (bis auf Permutation der Jordanblöcke) gegeben durch

J =


3 1 0 0 0
0 3 1 0 0
0 0 3 1 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 3


4. Konstruktion der Jordanketten:

Man berechnet zunächst die Kerne ker(A3), ker(A2
3), ker(A3

3), ker(A4
3):

ker(A3) = spanK{e1 − e2, e3 − e4} ker(A2
3) = spanK{e1, e2, e3 − e4}

ker(A3
3) = spanK{e1, e2, e3, e4} ker(A4

3) = R5.

Zum Auffinden der längsten Jordankette wählt man einen Vektor v in ker(A4
3) = R5, der

nicht in ker(A3
3) enthalten ist, also z. B. v = e5 und berechnet

A3 · e5 = e1 − e2 + e4 A2
3 · e5 = e1 + e2 A3

3 · e5 = 2(e1 − e2)

Also ist K4 = (2(e1 − e2), e1 + e2, e1 − e2 + e4, e5) eine Jordankette der Länge 4. Zur
Konstruktion der Jordankette der Länge 1 benötigt man einen Vektor w ∈ ker(A3) \
spanKK4. Also kann man z. B. w = e3−e4 wählen. Damit ist (e3−e4) ist eine Jordankette
zum Eigenwert 3 der Länge 1. Also ist

B = (2(e1 − e2), e1 + e2, e1 − e2 + e4, e5, e3 − e4)

eine Jordanbasis von A, so dass die beschreibende Matrix bezüglichB die oben angegebene
Jordan-Normalform J hat. Eine Matrix S ∈ GL(5,R) mit S−1 · A · S = J ist

S = (2(e1 − e2), e1 + e2, e1 − e2 + e4, e5, e3 − e4) =


2 1 1 0 0
−2 1 −1 0 0

0 0 0 0 1
0 0 1 0 −1
0 0 0 1 0


Für Matrizen mit n ≤ 4 sind alle möglichen Jordan-Normalformen in der Tabelle in Abbildung
2 dargestellt. In diesen Fällen ergeben sich auch oft aus Dimensionsbetrachtungen wesentliche
Vereinfachungen in der Berechnung der Jordan-Normalform.
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n = 2 n = 3 n = 4

λ1

f1 = 1

(
λ1 0
0 λ1

)  λ1 0 0
0 λ1 0
0 0 λ1




λ1 0 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ1 0
0 0 0 λ1


λ1

f1 = 2

(
λ1 1
0 λ1

)  λ1 1 0
0 λ1 0
0 0 λ1




λ1 1 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ1 0
0 0 0 λ1

 ,


λ1 1 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ1 1
0 0 0 λ1


λ1

f1 = 3
-

 λ1 1 0
0 λ1 1
0 0 λ1




λ1 1 0 0
0 λ1 1 0
0 0 λ1 0
0 0 0 λ1


λ1

f1 = 4
- -


λ1 1 0 0
0 λ1 1 0
0 0 λ1 1
0 0 0 λ1


λ1, λ2

f1 = f2 = 1
h1 = 1

(
λ1 0
0 λ2

)  λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ2




λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ2


λ1, λ2

f1 = 1, f2 = 2
h1 = 1

-

 λ1 0 0
0 λ2 1
0 0 λ2




λ1 0 0 0
0 λ2 1 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ2


λ1, λ2

f1 = 1, f2 = 3
h1 = 1

- -


λ1 0 0 0
0 λ2 1 0
0 0 λ2 1
0 0 0 λ2


λ1, λ2

f1 = f2 = 1
h1 = 2

-

 λ1 0 0
0 λ1 0
0 0 λ2




λ1 0 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ2


λ1, λ2

f1 = 2, f2 = 1
h1 = 2

-

 λ1 1 0
0 λ1 0
0 0 λ2




λ1 1 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ2


λ1, λ2

f1 = f2 = 2
h1 = 2

- -


λ1 1 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ2 1
0 0 0 λ2


λ1, λ2, λ3

f1 = f2 = f3 = 1
h1 = h2 = 1

-

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3




λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ3


λ1, λ2, λ3

f1 = f2 = 1, f3 = 2
h1 = h2 = 1

- -


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 1
0 0 0 λ3


λ1, λ2, λ3, λ4

fi = 1
hi = 1

- -


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4
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An was man sich erinnern sollte:

Die wichtigsten Begriffe und Definitionen:

• Jordankette, Jordanbasis,
• Jordanblock, Jordan-Normalform

Die wichtigsten Aussagen:

• Jordanketten sind linear unabhängig,
• Anzahl der Jordanketten der Länge n,
• Existenz der Jordan-Normalform,
• Eindeutigkeit der Jordan-Normalform,
• Jordan-Normalform und Ähnlichkeit von Matrizen,
• Berechnung der Jordan-Normalform.

Die wichtigsten Beispiele:

• diagonalisierbare Endomorphismen
• nilpotente Endomorphismen

219



9 Bilinearformen und Sesquilinearformen

9.1 Bilinearformen, Sesquilinearformen und Skalarprodukte

Während wir bisher die Eigenschaften von Vektorräumen und linearen Abbildungen untersucht
haben, betrachten wir jetzt Vektorräume, die mit zusätzlicher Struktur ausgestattet sind, näm-
lich mit Bilinearformen oder Sesquilinearformen, und die zugehörigen linearen Abbildungen,
die mit dieser Struktur verträglich sind. Bilinearformen wurden bereits in Kapitel 5.2 einge-
führt. Sesquilinearformen unterscheiden sich von Bilinearformen nur dadurch, dass sie in einem
der beiden Argumente nicht ganz linear sind, sondern nur bis auf komplexe Konjugation.

Bi- und Sesquilinearformen werden einerseits dazu benötigt, reelle und komplexe Vektorräume
mit einem Begriff von Längen und Winkeln auszustatten, also um geometrische Größen auf
Vektorräumen zu beschreiben. Andererseits können wir damit später auch geometrische Kur-
ven wie Kreise, Ellipsen und Hyperbeln und bestimmte Flächen im dreidimensionalen Raum
wie Ellipsoide und Hyperboloide erfassen. Neben diesen geometrischen Anwendungen spielen
Bilinearformen und Sesquilinearformen auch im Kontext der Analysis und Funktionalanalysis
eine wichtige Rolle. Darüber hinaus besitzen sie viele wichtige Anwendungen in der Physik,
etwa in der klassischen Mechanik (symplektische Formen), der speziellen Relativitätstheorie
(Minkowski-Metrik) und in der Quantenmechanik (Hilbertraum).

Definition 9.1.1:

1. Sei K ein Körper und V ein Vektorraum über K. Eine Bilinearform β auf V ist eine
Abbildung β : V × V → K, so dass für alle v, v′, w, w′ ∈ V und α ∈ K gilt:

β(v + v′, w) = β(v, w) + β(v′, w)

β(v, w + w′) = β(v, w) + β(v, w′)

β(αv, w) = β(v, αw) = αβ(v, w)

2. Sei K = C oder K = R und V ein Vektorraum über K . Eine Sesquilinearform β auf V
ist eine Abbildung β : V × V → K, so dass für alle v, v′, w, w′ ∈ V und α ∈ K gilt

β(v + v′, w) = β(v, w) + β(v′, w)

β(v, w + w′) = β(v, w) + β(v, w′)

β(αv, w) = β(v, αw) = αβ(v, w),

wobei ¯: C→ C, x+ iy 7→ x− iy die komplexe Konjugation bezeichnet.

Bilinearformen und Sesquilinearformen unterscheiden sich also einerseits durch ihre Allgemein-
heit - erstere sind über allen Körpern definiert, letztere nur über C und R - andererseits dadurch,
dass beim Herausziehen eines Skalaren aus dem ersten Argument einer Sesquilinearform der Ska-
lar komplex konjugiert wird16. Eine Bilinearform auf einen reellen Vektorraum V werden wir
im Folgenden immer auch als eine Sesquilinearform auf V interpretieren, wobei die komplexe
Konjugation auf R die Identitätsabbildung ist. Dies ermöglicht uns im Folgenden eine kom-
paktere Notation mit weniger Fallunterscheidungen. Eine Bilinearform auf einem komplexen

16Achtung: hier gibt es in der Literatur unterschiedliche Konventionen. Viele Lehrbücher bzw. Skripten ver-
tauschen die Rolle der beiden Argumente gegenüber der hier gewählten Konvention und fordern Linearität im
ersten Argument statt im zweiten.
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Vektorraum W ist dagegen etwas völlig anderes als eine Sesquilinearform auf W . Besonders
wichtige Beispiele von Bi-oder Sesquilinearformen sind Bi-oder Sesquilinearformen, die eine
oder mehrere der folgenden Eigenschaften besitzen. Diese sind viel einfacher zu handhaben als
der allgemeine Fall.

Definition 9.1.2: Sei V ein Vektorraum über K.

1. Eine Sesquilinearform β auf V heißt:
• hermitesch, wenn β(w, v) = β(v, w) für alle v, w ∈ V ,
• antihermitesch, wenn β(w, v) = −β(v, w) für alle v, w ∈ V .

2. Eine Bilinearform β auf V heißt:
• symmetrisch, wenn β(w, v) = β(v, w) für alle v, w ∈ V ,
• antisymmetrisch, wenn β(w, v) = −β(v, w) für alle v, w ∈ V ,
• alternierend, wenn β(v, v) = 0 für alle v ∈ V .

3. Eine Bilinearform oder Sesquilinearform β auf V heißt:
• nicht ausgeartet, wenn β(v, w) = 0 ∀ v ∈ V ⇒ w = 0.

Wie bereits in Kapitel 5 diskutiert, stimmen der Begriff der antisymmetrischen und alternie-
renden Bilinearform für Körper der Charakteristik char(K) 6= 2 überein, unterscheiden sich
aber für char(K) = 2. Ebenso geht aus der Definition hervor, dass eine Sesquilinearform auf
einem reellen Vektorraum genau dann (anti)hermitesch ist, wenn sie (anti)symmetrisch ist.
Für komplexe Vektorräume unterscheiden sich (anti)hermitesche Sesquilinearformen und (an-
ti)symmetrische Bilinearformen dagegen erheblich, und antisymmetrische Sesquilinearformen
auf komplexen Vektorräumen werden deswegen nicht eingeführt, weil das einzige Beispiel die
Nullabbildung ist (Beweis: Übung).

Beispiel 9.1.3:

1. Für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,K) ist βA : Kn × Kn → K mit

βA(v, w) = vT · A · w = Σn
i,j=1viwjAij

eine Bilinearform auf dem Kn. Die Bilinearform βA ist (anti)symmetrisch genau dann,
wenn A (anti)symmetrisch ist und nicht ausgeartet genau dann, wenn rg(A) = n. (Übung)

2. Für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,C) ist β′A : Cn × Cn → C mit

β′A(v, w) = vT · A · w = Σn
i,j=1viwjAij

eine Sesquilinearform auf dem Cn. Sie ist (anti)hermitesch genau dann, wenn A
T

= A

(AT = −A) und nicht ausgeartet genau dann, wenn rg(A) = n. (Übung)

3. Für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,K) definiert

βA(M,N) := Tr (MT · A ·N) = Σn
i,j,k=1AkjMkiNji

eine Bilinearform auf Mat(n× n,K), und für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,C) definiert

β′A(M,N) := Tr (M
T · A ·N) = Σn

i,j,k=1AkjMkiNji

eine Sesquilinearform auf Mat(n × n,C). βA ist (anti)symmetrisch genau dann, wenn
AT = A ( AT = −A) und β′A ist (anti)hermitesch genau dann, wenn AT = A (AT = −A).
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4. Für jede stetige Abbildung f : [0, 1]→ R definiert

βf (g, h) :=

∫ 1

0

f(x)g(x)h(x) dx

eine symmetrische Bilinearform auf dem reellen Vektorraum C([0, 1],R) der stetigen Ab-
bildungen von [0, 1] nach R und

β′f (g, h) :=

∫ 1

0

f(x)g(x)h(x) dx

eine hermitesche Sesquilinearform auf dem komplexen Vektorraum C([0, 1],C) der
stetigen Abbildungen von R nach C.

5. Für jede Bi- oder Sesquilinearform β auf einem K-Vektorraum V und jeden Untervek-
torraum U ⊆ V ist die Einschränkung β|U : U × U → K, (u, v) 7→ β(u, v) eine Bi-
oder Sesquilinearform auf U . Diese kann ausgeartet sein, auch wenn β nicht ausgeartet ist.

6. Die symmetrische Bilinearform β : K2 × K2 → K mit β(v, w) = v1w1 − v2w2 ist nicht
ausgeartet, denn aus β(e1, v) = β(e2, v) = 0 folgt v = 0. Ihre Einschränkungen auf die
Untervektorräume U± = K(e1 ± e2) sind aber ausgeartet, denn es gilt

β(λ(e1 ± e2), µ(e1 ± e2)) = λ · µ− (±λ) · (±µ) = 0 ∀λ, µ ∈ K ⇒ β|U± = 0.

7. Die Einschränkung einer alternierenden Bilinearform β auf einen eindimensionalen Un-
tervektorraum U ⊆ V ist immer ausgeartet. Denn es gilt U = Ku für ein u ∈ U und
β(u, u) = 0.

Unter den Sesquilinearformen nehmen die Skalarprodukte auf reellen oder komplexen Vektor-
räumen eine besondere Rolle ein. Für reelle Vektorräume liefern diese einen Begriff von Längen
und Winkeln. Für komplexe Vektorräume haben sie keine unmittelbare geometrische Inter-
pretation, besitzen aber viele wichtige Anwendungen, beispielsweise in der Quantenmechanik.
Die Eigenschaften des Skalarprodukts sind dort essentiell, um eine sinnvolle Beschreibung von
Messwahrscheinlichkeiten zu erhalten.

Definition 9.1.4: Sei K = R oder K = C, V ein K-Vektorraum und β : V × V → K eine
Sesquilinearform auf V . Dann heißt β:
• positiv semidefinit, wenn β(v, v) ≥ 0 für alle v ∈ V ,
• negativ semidefinit, wenn β(v, v) ≤ 0 für alle v ∈ V ,
• positiv definit, wenn β(v, v) > 0 für alle v ∈ V \ {0},
• negativ definit, wenn β(v, v) < 0 für alle v ∈ V \ {0},
• Skalarprodukt, wenn β positiv definit und hermitesch ist.

Einen K-Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt bezeichnet man als einen eukli-
dischen Vektorraum für K = R oder als einen unitären Vektorraum für K = C. Das
Skalarprodukt wird oft mit 〈 , 〉 statt mit β bezeichnet.

Bemerkung 9.1.5:

1. Der Begriff des Skalarprodukts benötigt die Anordenbarkeit des Körpers R. Man kann
zeigen, dass ein Körper der Charakteristik char(K) 6= 0 nie anordenbar sein kann. Damit
gibt es keine Skalarprodukte für Vektorräume über endlichen Körpern.
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2. Skalarprodukte sind nicht ausgeartet, denn für alle Vektoren w ∈ V \ {0} gilt 〈w,w〉 > 0.
Also folgt aus 〈v, w〉 = 0 für alle v ∈ V immer w = 0.

3. Ist 〈 , 〉 ein Skalarprodukt auf V , so ist für jeden Untervektorraum U ⊆ V die Einschrän-
kung 〈 , 〉|U ein Skalarprodukt auf U . Insbesondere ist 〈 , 〉|U also nicht ausgeartet für alle
Untervektorräume U ⊆ V .

Beispiel 9.1.6:

1. Das Standardskalarprodukt auf dem reellen Vektorraum Rn ist die Bilinearform aus
Beispiel 9.1.3, 1. für A = 1n

〈x, y〉 = xT · y = Σn
i=1xi yi.

2. Das Standardskalarprodukt auf dem komplexen Vektorraum Cn ist die Sesquilinear-
form aus Beispiel 9.1.3, 2. für A = 1n

〈x, y〉 = xT · y = Σn
i=1xi yi.

3. Ein Skalarprodukt auf dem reellen Vektorraum Mat(n× n,R) ist gegeben durch

〈M,N〉R = Tr (MT ·N) = Σn
i,j=1MijNij

und ein Skalarprodukt auf dem komplexen Vektorraum Mat(n× n,C) durch

〈M,N〉C = Tr (M
T ·N) = Σn

i,j=1MijNij.

Die entspricht der Bilinearform und der Sesquilinearform aus Beispiel 9.1.3, 3. für A = 1n.

4. Die Bilinearform aus Beispiel 9.1.3, 4. für f = 1

β(g, h) =

∫ 1

0

g(x)h(x) dx

ist ein Skalarprodukt auf C([0, 1],R). Denn für jede stetige Abbildung g : [0, 1] → R mit
g 6= 0 gilt β(g, g) =

∫ 1

0
g(x)2 dx > 0. Analog zeigt man, dass die Sesquilinearform

β(g, h) =

∫ 1

0

g(x)h(x) dx

aus Beispiel 9.1.3, 4. ein Skalarprodukt auf C([0, 1],C) ist.

5. Die hermitesche Sesquilinearform β : C(R,C)× C(R,C)→ C mit

β(g, h) =

∫ 1

0

g(x)h(x) dx

ist kein Skalarprodukt auf C(R,C). Sie ist zwar positiv semidefinit, aber nicht positiv
definit. Denn für die stetige Abbildung g : R→ C mit g(x) = 0 für x ≤ 2 und g(x) = x−2

für x ≥ 2 gilt β(g, g) =
∫ 1

0
|g(x)|2 dx =

∫ 1

0
0 dx = 0.

6. Die Minkowski-Metrik auf dem Rn

η(x, y) = −x1y1 + Σn
i=2 xi yi

ist eine symmetrische Bilinearform auf dem Rn. Sie ist nicht ausgeartet, aber nicht positiv
semidefinit, denn es gilt η(e1, e1) = −1 < 0.
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7. Eine Bilinearform β 6= 0 auf einem komplexen Vektorraum V ist nie positiv semidefinit.
Denn ist β(v, v) > 0 für einen Vektor v ∈ V , so folgt β(iv, iv) = i2β(v, v) = −β(v, v) < 0.

Da Skalarprodukte positiv definit sind, statten sie den zugrundeliegenden Vektorraummit einem
Längenbegriff aus. Die Länge eines Vektors ergibt sich dabei als Wurzel aus dem Skalarprodukt
des Vektors mit sich selbst. Offensichtlich ist die positive Semidefinitheit notwendig, damit diese
Wurzel überhaupt definiert ist. Die positive Definitheit sorgt dann dafür, dass der Nullvektor
der einzige Vektor der Länge Null ist.

Definition 9.1.7: Sei V mit 〈 , 〉 ein euklidischer oder unitärer Vektorraum.

1. Die Länge eines Vektors v ∈ V ist ||v|| :=
√
〈v, v〉 ∈ R≥0.

2. Ein Vektor v ∈ V heißt normiert wenn ||v|| = 1.
3. Zwei Vektoren v, w ∈ V heißen orthogonal, wenn 〈v, w〉 = 0.

Eine Zuordnung einer nicht-negativen Zahl zu jedem Vektor eines euklidischen Vektorraums
definiert nicht notwendigerweise einen vernünftigen Längenbegriff. Dass die Länge ||v|| eines
Vektors v ∈ V tatsächlich als eine geometrische Länge interpretiert werden kann und Ortho-
gonalität von Vektoren tatsächlich etwas mit dem geometrischen Orthogonalitätsbegriff zu tun
hat, ergibt sich aus dem folgenden Satz.

Satz 9.1.8: Sei V mit 〈 , 〉 ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Dann gilt:

1. Satz des Pythagoras:
〈v, w〉 = 0 ⇒ ||v + w||2 = ||v||2 + ||w||2,

2. Cauchy-Schwartz-Ungleichung:
|〈v, w〉| ≤ ||v|| · ||w|| und |〈v, w〉| = ||v|| · ||w|| ⇔ v, w linear abhängig,

3. Dreiecksungleichung:
||v + w|| ≤ ||v||+ ||w|| und ||v + w|| = ||v||+ ||w|| ⇔ v, w linear abhängig.

Beweis:
1. Ist 〈v, w〉 = 〈w, v〉 = 0, so ergibt sich aus der Definition der Länge der Satz des Pythagoras

||v + w||2 = 〈v + w, v + w〉 = 〈v, v〉+ 〈w,w〉+ 〈v, w〉+ 〈w, v〉 = ||v||2 + ||w||2.

2. Aus der positiven Definitheit folgt für alle λ ∈ K und v, w ∈ V

0 ≤〈v−λw, v−λw〉=〈v, v〉−λ〈v, w〉−λ〈w, v〉+|λ|2〈w,w〉 = ||v||2−λ〈v, w〉−λ〈v, w〉+ |λ|2||w||2.

Ist 〈v, w〉 = 0, so ist die Cauchy-Schwartzsche Ungleichung offensichtlich erfüllt. Ansonsten
betrachtet man für µ ∈ R

λ =
〈v, w〉µ
|〈v, w〉|

⇒ 0 ≤ 〈v − λw, v − λw〉 = ||v||2−2µ|〈v, w〉|+µ2||w||2. (22)

Da es sich dabei um ein quadratisches Polynom in µ handelt, kann diese Bedingung nur dann er-
füllt sein, wenn dieses Polynom maximal eine Nullstelle in R hat. Also muss seine Diskriminante
≤ 0 sein, und es folgt die Cauchy-Schwartzsche Ungleichung

|〈v, w〉|2

||w||4
− ||v||

2

||w||2
≤ 0 ⇒ |〈v, w〉| ≤ ||v|| · ||w||.
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Gilt |〈v, w〉| = ||v|| · ||w||, so ist entweder ||w|| = 0 oder das Polynom in (22) hat die Nullstelle
µ = ||v||/||w||, was v = 〈v, w〉w/||w||2 impliziert. In beiden Fällen sind v, w linear abhängig.

3. Die Dreiecksungleichung ergibt sich direkt aus der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung:

||v + w||2 =〈v + w, v + w〉 = 〈v, v〉+ 〈w,w〉+ 〈v, w〉+ 〈w, v〉 = ||v||2 + ||w||2 + 〈v, w〉+ 〈v, w〉

=||v||2 + ||w||2 + 2Re 〈v, w〉
2.

≤ ||v||2 + ||w||2 + 2||v|| · ||w|| = (||v||+ ||w||)2. 2

Die Cauchy-Schwartzsche Ungleichung ermöglicht es uns, Winkel zwischen Vektoren eines
euklidischen oder unitären Vektorraums zu definieren. Insbesondere folgt aus der Cauchy-
Schwartzschen Ungleichung in Satz 9.1.8 nämlich, dass

−1 ≤ Re 〈v, w〉
||v|| · ||w||

≤ 1

für alle Vektoren v, w ∈ V \ {0} gilt und jeder Wert in [−1, 1] wird für gewisse Vektoren
v, w ∈ V \ {0} angenommen wird. Daher können wir diesen Ausdruck als den Kosinus eines
Winkels interpretieren, und dieser Winkel ist eindeutig bestimmt, wenn wir ihn in [0, π] wählen.

Definition 9.1.9: Sei V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Der Winkel θ ∈ [0, π]
zwischen zwei Vektoren v, w ∈ V \ {0} ist definiert durch

cos θ =
Re 〈v, w〉
||v|| · ||w||

.

Beispiel 9.1.10: Für das Standardskalarprodukt auf dem R2

〈v, w〉 = v1w1 + v2w2

ergibt sich für die Länge eines Vektors v = (v1, v2)T aus Definition 9.1.7 der bekannte Ausdruck

||v|| =
√
v2

1 + v2
2.

Sind v = (v1, v2)T und w = (w1, w2)T zwei Vektoren in R2 \ {0}, so sind die Winkel α und β,
die v und w mit der positiven x-Achse einschließen, gegeben durch

cosα =
v1

||v||
sinα =

v2

||v||
cos β =

w1

||w||
sin β =

w2

||w||
.

Der Winkel zwischen v und w ist dann ±(β − α), und mit der Additionsformel erhält man

cos(β − α) = cos(α− β) = cos β cosα + sin β sinα =
v1w1 + v2w2

||v|| · ||w||
=

〈v, w〉
||v|| · ||w||

.

Das Beispiel zeigt, dass der Längenbegriff aus Definition 9.1.7 mit dem geometrischen Län-
genbegriff im R2 übereinstimmt und der Winkel aus Definition 9.1.9 tatsächlich den Winkel
zwischen zwei Vektoren im R2 angibt. Insbesondere sind zwei Vektoren v, w ∈ R2 \{0} orthogo-
nal im Sinn von Definition 9.1.7 genau dann, wenn sie orthogonal im geometrischen Sinn sind.
In diesem Fall hat das von den Vektoren v, w und v+w gebildete Dreieck einen rechten Winkel
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zwischen v und w. Da die Quadrate seiner Seitenlängen ||v||2, ||w||2 und ||v +w||2 sind, ist die
Aussage in Satz 9.1.8, 1. dann gerade der Satz des Pythagoras in seiner herkömmlichen Form.
Für komplexe oder unendlich-dimensionale reelle Vektorräume V erhält man keine direkte geo-
metrische Interpretation von Längen und Winkeln. Aber auch in diesen Fällen liefert die Länge
aus Definition 9.1.7 eine Norm auf V .

Satz 9.1.11: Sei V mit 〈 , 〉 ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Dann ist || || : V → R,
v 7→

√
〈v, v〉 eine Norm auf V und V somit ein normierter Vektorraum, d. h. es gilt:

(N1) positive Definitheit: ||v|| ≥ 0 für alle v ∈ V und ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0,
(N2) Homogenität: ||λv|| = |λ| ||v|| für alle v ∈ V , λ ∈ K,
(N3) Dreiecksungleichung: ||v + w|| ≤ ||v||+ ||w|| für alle v, w ∈ V .

Außerdem gilt die Polarisierungsidentität

K = R : 〈v, w〉 = 1
2
||v + w||2 − 1

2
||v||2 − 1

2
||w||2

K = C : 〈v, w〉 = 1
4
||v + w||2 − 1

4
||v − w||2 − i

4
||v + iw||2 + i

4
||v − iw||2.

Beweis:
Dass für jedes Skalarprodukt 〈 , 〉 auf V die Abbildung || || : V → R, v 7→

√
〈v, v〉 eine Norm

auf v ist, ergibt sich direkt aus den Eigenschaften des Skalarprodukts. Die positive Defini-
theit der Norm folgt aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts, die Homogenität aus
der Sesquilinearität des Skalarprodukts und die Dreiecksungleichung gilt nach Satz 9.1.8. Die
Polarisierungsidentität ergibt sich durch Nachrechnen. Für K = R erhält man

||v + w||2 − ||v||2 − ||w||2 = 〈v + w, v + w〉 − 〈v, v〉 − 〈w,w〉
=||v||2 + 〈w, v〉+ 〈v, w〉+ ||w||2 − ||v||2 − ||w||2 = 〈v, w〉+ 〈w, v〉 = 2〈v, w〉,

und für K = C ergibt sich

||v + w||2 − ||v − w||2 − i||v + iw||2 + i||v − iw||2

= 〈v + w, v + w〉 − 〈v − w, v − w〉 − i〈v + iw, v + iw〉+ i〈v − iw, v − iw〉
= ||v||2 + 〈w, v〉+ 〈v, w〉+ ||w||2 − (||v||2 − 〈w, v〉 − 〈v, w〉+ ||w||2)

− i(||v||2 − i〈w, v〉+ i〈v, w〉 − ||w||2) + i(||v||2 + i〈w, v〉 − i〈v, w〉 − ||w||2)

= 2〈v, w〉+ 2〈v, w〉 − 2〈v, w〉+ 2〈v, w〉 = 4Re 〈v, w〉+ 4iIm 〈v, w〉 = 4〈v, w〉. 2

Ein Skalarprodukt auf einem reellen oder komplexen Vektorraum V liefert also eine Norm auf
V , aber nicht alle Normen auf V entstehen aus Skalarprodukten. Ob eine gegebene Norm || ||
auf V durch ein Skalarprodukt induziert wird, lässt sich mit Hilfe der Polarisierungsidentität
testen. Die rechte Seite der Polarisierungsidentität ist nämlich für jede beliebige Norm definiert.
So erhält man für jede Norm auf V eine Abbildung 〈 , 〉 : V × V → R und kann überprüfen,
ob es sich dabei um ein Skalarprodukt handelt.

Die Axiome (N1)-(N3) für eine Norm auf einem Vektorraum V kann man als die Mindestan-
forderungen an einen Längenbegriff sehen, der mit der Vektorraumstruktur, also insbesondere
der Skalarmultiplikation kompatibel ist. Eine Länge eines Vektors sollte sicherlich eine nicht-
negative reelle Zahl sein und Null genau dann, wenn es sich um den Nullvektor handelt (N1).
Reskalieren eines Vektors mit einem Skalar λ ∈ K sollte einem Reskalieren der Länge mit
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|λ| ∈ R≥0 entsprechen (N2), und die Länge der Summe zweier Vektoren sollte maximal so groß
sein, wie die Summe ihrer Längen (N3).

Insbesondere liefert ein solcher Längenbegriff einen Abstandsbegriff auf dem Vektorraum V ,
wobei der Abstand zweier Punkte x, y ∈ V als ||x − y|| definiert ist. Zu den Mindestanforde-
rungen an einen Abstandsbegriff auf einer Menge M gehört sicherlich, dass der Abstand zweier
Elemente x, y ∈M eine nicht-negative reelle Zahl ist, und Null genau dann, wenn die Elemente
gleich sind. Der Abstand eines Elements x ∈ M von einem Element y ∈ M sollte außerdem
gleich dem Abstand des Elements y von x sein. Der Abstand eines Elements x ∈M von z ∈M
sollte maximal so groß werden wie die Summe der Abstände von x ∈ M zu y ∈ M und von
y ∈M zu z ∈M . Dies sind genau die Axiome für einen metrischen Raum.

Bemerkung 9.1.12: Ist V mit || || ein normierter Vektorraum, so ist V mit der Abstands-
funktion d : V ×V → R, (x, y) 7→ ||x−y|| ein metrischer Raum, d. h. die Abstandsfunktion
erfüllt die Bedingungen:

(M1) Positive Definitheit: d(x, y) ≥ 0 für alle x, y ∈M und d(x, y) = 0⇔ x = y.
(M2) Symmetrie: d(x, y) = d(y, x) für alle x, y ∈M ,
(M3) Dreiecksungleichung: d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) für alle x, y, z ∈M .

Ein metrischer Raum ist also eine Menge mit einem Abstandsbegriff. Ein normierter Vektorraum
ist ein Vektorraum mit einem Abstandsbegriff bzw. Längenbegriff, der mit der Vektorraumstruk-
tur kompatibel ist. Ein Skalarprodukt liefert einen solchen Längenbegriff und zusätzlich noch
einen Begriff von Winkel.

Ist β eine beliebige symmetrische Bilinearform auf einem K-Vektorraum V , so kann man ähnlich
wie in der Definition der Norm zu einem Skalarprodukt eine Abbildung Qβ : V × V → K mit
v 7→ β(v, v) definieren. Die Wurzel aus Q(β, β) zu ziehen, ergibt allerdings nur über R oder
C Sinn und auch dort nur dann, wenn β positiv semidefinit ist. Stattdessen erhält man für
char(K) 6= 2 eine sogenannte quadratische Form.

Bemerkung 9.1.13: Sei K ein Körper der Charakteristik char(K) 6= 2 und V ein Vektorraum
über K. Eine Abbildung Q : V → K heißt quadratische Form, wenn gilt:

(Q1) Q(λv) = λ2Q(v) für alle v ∈ V , λ ∈ K,
(Q2) Die Abbildung βQ : V × V → K mit βQ(v, w) = 1

2
Q(v+w)− 1

2
Q(v)− 1

2
Q(w) ist bilinear.

Ist β eine symmetrische Bilinearform auf V , so ist Qβ : V → K, v 7→ β(v, v) eine quadratische
Form. Umgekehrt ist für jede quadratische Form Q : V → K die Abbildung βQ : V × V → K
eine symmetrische Bilinearform auf V .

Wie schon bei allen vorher eingeführten mathematischen Strukturen betrachten wir nun die
zugehörigen strukturerhaltenden Abbildungen, also Abbildungen, die mit den mathematischen
Strukturen verträglich sind. Da es hier um Vektorräume geht, die mit zusätzlicher Struktur
ausgestattet sind, sollte man sicher fordern, dass diese strukturerhaltenden Abbildungen ver-
träglich mit der Vektorraumstruktur sind, also lineare Abbildungen. Zusätzlich benötigen wir
eine Verträglichkeitsbedingung mit den zugehörigen Bi-oder Sesquilinearformen. Sind V und
W Vektorräume über K, φ : V → W eine K-lineare Abbildung und β, γ zwei Bi-oder Sesquiline-
arformen auf V und W , so sollte es keinen Unterschied machen, ob wir zwei Vektoren v, v′ ∈ V

227



in β einsetzen oder sie zunächst mit φ in den Vektorraum W transportieren und ihre Bilder
dann in γ einsetzen.

Definition 9.1.14: Seien V,W Vektorräume über K und β und γ Bi- oder Sesquilinearformen
auf V und W . Eine K-lineare Abbildung φ : V → W heißt verträglich mit β und γ, wenn

γ(φ(v), φ(v′)) = β(v, v′) ∀v, v′ ∈ V.

Ist V = W und β = γ, so heißt ein mit β verträglicher Endomorphismus von V auch β-unitär.
Sind β und γ Skalarprodukte, so nennt man eine mit β und γ verträgliche K-lineare Abbildung
auch einen Homomorphismus von unitären oder euklidischen Vektorräumen.

Bemerkung 9.1.15:

1. Ist β nicht ausgeartet, so ist jede mit β und γ verträgliche lineare Abbildung
φ : V → W injektiv. Denn ist φ verträglich mit β, γ und ist v ∈ ker(φ), so folgt
β(v′, v) = γ(φ(v′), φ(v)) = γ(φ(v′), 0) = 0 für alle v′ ∈ V , also v = 0.

2. Ist V endlich-dimensional und β nicht ausgeartet, so ist jeder β-unitäre Endomorphis-
mus φ : V → V bijektiv. Denn nach 1. ist φ injektiv und wegen dimK V <∞ auch bijektiv.

3. Jeder Homomorphismus von unitären oder euklidischen Vektorräumen ist injektiv und
jeder β-unitäre Endomorphismus eines endlich-dimensionalen unitären oder euklidischen
Vektorraums ist bijektiv, denn Skalarprodukte sind nicht ausgeartet.

Insbesondere können wir für einen gegebenen Vektorraum V , der mit einer Bi- oder Sesquiline-
arform β ausgestattet ist, die Automorphismen von V betrachten, die verträglich mit β sind.
Es zeigt sich, dass diese eine Untergruppe der Automorphismengruppe bilden.

Satz 9.1.16: Sei V ein K-Vektorraum und β eine Bilinearform oder Sesquilinearform auf V .

1. Die β-unitären Automorphismen von V bilden eine Untergruppe U(V, β) ⊆ (AutK(V ), ◦),
die unitäre Gruppe von (V, β).

2. Für eine symmetrische Bilinearform β heißt sie auch die orthogonale Gruppe O(V, β)
und für eine antisymmetrische Bilinearform β die symplektische Gruppe Sp(V, β).

3. Ist V endlich-dimensional, so bilden die β-unitären Endomorphismen φ : V → V mit
det(φ) = 1 eine Untergruppe der Gruppe U(V, β), die mit SU(V, β) bzw. für Bilinearfor-
men mit SO(V, β) bezeichnet wird.

Beweis:
Offensichtlich gilt β(idV (v), idV (w)) = β(v, w) für alle v, w ∈ V und idV ∈ AutK(V ), also
idV ∈ U(V, β) (UG1). Aus φ, ψ ∈ U(V, β) folgt β(φ(ψ(v)), φ(ψ(w))) = β(ψ(v), ψ(w)) = β(v, w)
für alle v, w ∈ V und φ ◦ ψ ∈ AutK(V ), also φ ◦ ψ ∈ U(V, β) (UG2). Analog folgt β(v, w) =
β(φ(φ−1(v)), φ(φ−1(w))) = β(φ−1(v), φ−1(w)) für alle v, w ∈ V und φ−1 ∈ AutK(V ), also φ−1 ∈
U(V, β) (UG3). Also ist U(V, β) ⊆ AutK(V ) eine Untergruppe.

Dass im endlich-dimensionalen Fall die β-unitären Endomorphismen mit det(φ) = 1 eine
Untergruppe von U(V, β) bilden, folgt direkt aus den Eigenschaften der Determinante.
Denn es gilt det(idV ) = 1, also idV ∈ SU(V, β) (UG1). Ist det(φ) = det(ψ) = 1, so folgt
det(ψ ◦ φ) = det(ψ) · det(φ) = 1, also ψ ◦ φ ∈ SU(V, β) für alle φ, ψ ∈ SU(V, β) (UG2) und
det(φ−1) = det(φ)−1 = 1, also φ−1 ∈ SU(V, β) für alle φ ∈ SU(V, β) (UG3). 2
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Beispiel 9.1.17: Wir betrachten den reellen Vektorraum Rn mit dem Standardskalarprodukt.

1. Die Spiegelung Sj : Rn → Rn an der Hyperbene senkrecht zur xj-Achse ist unitär bezüg-
lich 〈 , 〉. Denn aus Sj(ej) = −ej und Sj(ek) = ek für alle k 6= j folgt 〈S(ei), S(ek)〉 = δik
für alle i, k ∈ {1, ..., n}.

2. Die Drehung Dα : Rn → Rn um den Winkel α in der xixj-Ebene für i < j ist unitär
bezüglich 〈 , 〉, denn

Dα(ei) = cos(α)ei + sin(α)ej, Dα(ej) = cos(α)ej − sin(α)ei, Dα(ek) = ek ∀k /∈ {i, j}.

Daraus ergibt sich 〈Dα(ek), Dα(el)〉 = 〈ek, el〉 = δkl für alle k, l /∈ {i, j} und

〈Dα(ei), Dα(ei)〉 = 〈cos(α)ei + sin(α)ej, cos(α)ei + sin(α)ej〉
= cos(α)2〈ei, ei〉+ 2 sin(α) cos(α)〈ei, ej〉+ sin(α)2〈ej, ej〉
= cos(α)2 + sin(α)2 = 1

〈Dα(ej), Dα(ej)〉 = 〈cos(α)ej − sin(α)ej, cos(α)ej − sin(α)ei〉
= cos(α)2〈ej, ej〉 − 2 sin(α) cos(α)〈ei, ej〉+ sin(α)2〈ei, ei〉
= cos(α)2 + sin(α)2 = 1

〈Dα(ei), Dα(ej)〉 = 〈cos(α)ei + sin(α)ej, cos(α)ej − sin(α)ei〉
= cos(α)2〈ei, ej〉+ sin(α) cos(α)(〈ej, ej〉 − 〈ei, ei〉)− sin(α)2〈ei, ej〉 = 0

〈Dα(ej), Dα(ek)〉 = 〈Dα(ei), Dα(ek)〉 = 0

Allgemein ist eine lineare Abbildung φ : Rn → Rn genau dann unitär bezüglich des Standardska-
larprodukts, wenn sie alle Längen und Winkel erhält. Denn diese sind durch die Skalarprodukte
〈v, w〉 von Vektoren v, w ∈ V gegeben, und umgekehrt lässt sich jedes Skalarprodukt durch
Längen und Winkel ausdrücken. Für unitäre Vektorräume erhält man keine so offensichtliche
geometrische Interpretation von unitären Abbildungen. Doch auch die unitären Abbildungen
für das Standardskalarprodukt auf dem Cn lassen sich leicht mit Matrizen charakterisieren.

Beispiel 9.1.18:

1. Wir betrachten den komplexen Vektorraum Cn mit den Standardskalarprodukt. Dann ist
eine lineare Abbildung φ : Cn → Cn unitär bezüglich des Standardskalarprodukts genau
dann, wenn für alle i, j ∈ {1, ..., n} gilt: 〈φ(ei), φ(ej)〉 = 〈ei, ej〉 = δij.
Denn für eine unitäre Abbildung muss diese Bedingung erfüllt sein, und umgekehrt folgt
aus dieser Bedingung für alle Vektoren x, y ∈ Cn

〈φ(x), φ(y)〉 = 〈φ(Σn
i=1xiei), φ(Σn

j=1yjej)〉 = 〈Σn
i=1xiφ(ei),Σ

n
j=1yjφ(ej)〉

= Σn
i,j=1xi yj 〈φ(ei), φ(ej)〉 = Σn

i,j=1xi yjδij = Σn
i=1xi yi = 〈x, y〉.

Da jede lineare Abbildung φ : Cn → Cn von der Form φU : Cn → Cn, v 7→ U · v mit
einer Matrix U ∈ Mat(n× n,C) ist, lässt sich dies auch als eine Bedingung an Matrizen
formulieren:

δij = 〈U · ei, U · ej〉 = 〈Σn
k=1Ukiek,Σ

n
l=1Uljel〉 = Σn

k,l=1UkiUljδkl = Σn
k=1UkiUkj = (U

T ·U)ij.

Setzt man U † := U
T , so ist die Abbildung φU : Cn → Cn, v 7→ U · v also unitär bezüglich

des Standardskalarprodukts genau dann, wenn U † · U = 1n gilt.
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2. Eine analoge Rechnung, bei der die komplexe Konjugation durch die Identitätsabbildung
idR : R→ R ersetzt wird, lässt sich für das Standardskalarprodukt auf dem Rn durchfüh-
ren. In diesem Fall ist die lineare Abbildung φU : Rn → Rn, v 7→ U ·v mit U ∈ Mat(n×n,R)
unitär bezüglich des Standardskalarprodukts genau dann, wenn UT · U = 1n gilt.

Da die Standardskalarprodukte auf Rn und Cn besonders wichtige Beispiele von Skalarpro-
dukten sind, sind auch die zugehörigen unitären Gruppen besonders wichtig. Diese lassen sich
nach Beispiel 9.1.18 als Gruppen von Matrizen realisieren, die jeweils eine eigene Bezeichnung
erhalten.

Definition 9.1.19:

1. Für eine Matrix U ∈ Mat(n × n,C) heißt die Matrix U † := U
T die zu U hermitesch

konjugierte Matrix.
2. Eine Matrix U ∈ Mat(n × n,C) heißt unitär, wenn U † · U = 1n gilt. Die Gruppe der

unitären (n× n)-Matrizen wird mit U(n,C) oder U(n) bezeichnet.
3. Eine Matrix O ∈ Mat(n × n,R) heißt orthogonal, wenn OT · O = 1n gilt. Die Gruppe

der orthogonalen reellen (n× n)-Matrizen wird mit O(n,R) oder O(n) bezeichnet.
4. Die Untergruppen der unitären bzw. der orthogonalen (n×n)-Matrizen mit Determinante

eins werden mit SU(n,C) oder SU(n) bzw. mit SO(n,R) oder SO(n) bezeichnet17.

Beispiel 9.1.20: Wir bestimmen die Gruppe O(2,R). Für eine reelle 2× 2-Matrix A gilt

A =

(
a b
c d

)
⇒ AT · A =

(
a c
b d

)
·
(
a b
c d

)
=

(
a2 + c2 ab+ cd
ab+ cd b2 + d2

)
.

Also ist A orthogonal genau dann, wenn a2 + c2 = b2 + d2 = 1, ab + cd = 0. Dies ist der Fall
genau dann, wenn a = cos(φ), c = sin(φ), b = cos(ψ), c = sin(ψ) für zwei Winkel φ, ψ ∈ [0, 2π)
gilt und 0 = ab + cd = cos(φ) cos(ψ) + sin(φ) cos(ψ) = cos(φ− ψ). Aus der letzten Bedingung
folgt φ − ψ = (2n+1)π

2
mit n ∈ N0. Daraus ergibt sich cos(ψ) = − sin(φ), sin(ψ) = cos(φ) oder

cos(ψ) = sin(φ), sin(ψ) = − cos(φ) und damit

A =

(
cos(φ) ∓ sin(φ)
sin(φ) ± cos(φ)

)
=

(
cos(φ) − sin(φ)
sin(φ) cos(φ)

)
·
(

1 0
0 ±1

)
Jede orthogonale 2×2-Matrix ist also entweder eine Drehung um einen Winkel φ ∈ [0, 2π) oder
eine Verkettung einer Drehung mit einer Spiegelung an der x1-Achse. Die Drehungen sind genau
die Matrizen in M ∈ O(2,R) mit det(M) = 1. Sie bilden die Untergruppe SO(2,R) ⊆ O(2,R).

9.2 Orthogonalität

Im Fall einer allgemeinen Bi- oder Sesquilinearform erhält man auch für K = C oder K = R we-
der einen Begriff von Länge noch einen Begriff von Winkel. Denn es kann Vektoren v ∈ V \ {0}
mit 〈v, v〉 ≤ 0 geben und Vektoren v, w ∈ V \ {0} mit |〈v, w〉|2 > 〈v, v〉〈w,w〉. Man erhält

17Die Buchstaben U und O stehen dabei für die englischen Bezeichnungen unitary und orthogonal, der Buch-
stabe S charakterisiert die Matrizen mit Determinante Eins und steht für die englische Bezeichnung special.
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aber dennoch ein Konzept von Orthogonalität, da die Bedingung β(v, w) = 0 für Bilinearfor-
men β über beliebigen Körpern K und jede Sesquilinearform β formuliert werden kann. Der
resultierende Orthogonalitätsbegriff stimmt aber nicht mehr unbedingt mit der geometrischen
Anschauung überein. Trotzdem ist er ein nützliches Konzept.

Definition 9.2.1: Sei V ein K-Vektorraum und β eine Bi- oder Sesquilinearform auf V . Ein
Vektor v ∈ V heißt orthogonal zu einem Vektor w ∈ V bezüglich β, wenn β(v, w) = 0 gilt.
Der Orthogonalraum oder das orthogonale Komplement einer Teilmenge M ⊆ V ist

M⊥ = {v ∈ V | β(m, v) = 0 ∀m ∈M}.

Satz 9.2.2: (Eigenschaften des orthogonalen Komplements)
Sei V ein K-Vektorraum und β eine Bilinearform oder Sesquilinearform auf V . Dann gilt:

1. Für alle Teilmengen M ⊆ V ist M⊥ = spanK(M)⊥ ein Untervektorraum von V .
2. Ist β orthosymmetrisch, d. h. β(v, w) = 0⇔ β(w, v) = 0, so gilt M ⊆ (M⊥)⊥.
3. Für jeden Untervektorraum U ⊆ V gilt: β|U nicht ausgeartet ⇔ U ∩ U⊥ = {0}.

Insbesondere: β nicht ausgeartet ⇔ V ⊥ = {0}.
4. Ist U ⊆ V endlich-dimensional und β|U nicht ausgeartet, so gilt V = U ⊕ U⊥.
5. Ist β ein Skalarprodukt, so gilt V = U⊕U⊥ und (U⊥)⊥ = U für alle endlich-dimensionalen

Untervektorräume U ⊆ V .

Beweis:
1. Da M ⊆ spanK(M) folgt aus v ∈ spanK(M)⊥ auch v ∈M⊥. Ist umgekehrt v ∈M⊥, so folgt
β(Σn

j=1λjmj, v) = Σn
j=1λjβ(mj, v) = 0 für alle n ∈ N, m1, ...,mn ∈ M und λ1, ..., λn ∈ K, also

v ∈ spanK(M)⊥. Damit ist M⊥ = spank(M)⊥. Sind v, w ∈ M⊥, so ergibt sich für alle m ∈ M
β(m, v + w) = β(m, v) + β(m,w) = 0, also v + w ∈ M⊥ und β(m,λv) = λβ(m, v) = 0 für alle
λ ∈ K, also λv ∈M⊥. Damit ist M⊥ ⊆ V ein Untervektorraum.

2. und 3. folgen direkt aus der Definition. Ist nämlich m ∈ M und β orthosymmetrisch, so
folgt β(m, v) = β(v,m) = 0 für alle v ∈ M⊥ und damit m ∈ (M⊥)⊥. Ausserdem gilt für jeden
Untervektorraum U ⊆ V per Definition U ∩ U⊥ = {u ∈ U | β(v, u) = 0 ∀v ∈ U}.

4. Da β|U nicht ausgeartet ist, folgt U ∩U⊥ = {0} mit 3. Zu zeigen ist, dass U +U⊥ = V . Wir
betrachten die lineare Abbildung φ : V → V , v 7→ Σn

i=1β(ui, v)ui für eine Basis (u1, ..., un) von
U . Dann gilt ker(φ) = {u1, ..., un}⊥ = U⊥ wegen der linearen Unabhängigkeit von (u1, ..., un).
Da φ(U) ⊆ U und U ∩ U⊥ = {0}, ist φ|U : U → U injektiv und, da U endlich-dimensional ist,
bijektiv. Also ist im(φ) = φ(V ) = φ(U) = U . Es folgt V = U ⊕ U⊥.

5. Ist β ein Skalarprodukt, so ist β orthosymmetrisch und β|W nicht ausgeartet für alle
Unterräume W ⊆ V nach Bemerkung 9.1.5. Ist U ⊆ V ein endlich-dimensionaler Unterraum,
so folgt V = U ⊕ U⊥ mit 4. und U ⊆ (U⊥)⊥ mit 2. Also ist (U⊥)⊥ = U ⊕ (U⊥ ∩ (U⊥)⊥), aber
da auch β|U⊥ nicht ausgeartet ist, folgt mit 3. U⊥ ∩ (U⊥)⊥ = {0} und damit (U⊥)⊥ = U . 2

Beispiel 9.2.3:

1. Im Rn mit dem Standardskalarprodukt 〈x, y〉 = Σn
i=1xi yi gilt für alle k ∈ {1, ..., n}

{ek}⊥ = (Kek)
⊥ = {x ∈ Rn| 〈ek, x〉 = x1 = 0} = spanK{e1, ..., ek−1, ek+1, ...en}.
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Das orthogonale Komplement der xk-Achse ist also die von den xj-Achsen mit j 6= k
aufgespannte Hyperebene. Umgekehrt ist nach Satz 9.2.2, 5. das orthogonale Komplement
dieser Hyperbene die xk-Achse.

2. Ist β eine alternierende Bi-oder Sesquilinearform, so gilt Kv ⊆ (Kv)⊥ für alle v ∈ V .
Jeder Vektor v ∈ V ist also orthogonal zu sich selbst.

3. Der Entartungsraum Vdeg = {v ∈ V |β(w, v) = 0 ∀w ∈ V } einer Bi-oder Sesquilinearform
β auf V ist für alle Teilmengen M ⊆ V im Orthogonalraum M⊥ enthalten.

4. Wir betrachten für n ≥ 2 den Rn mit der Minkowski-Metrik η(x, y) = −x1y1 + Σn
i=2xi yi.

Dann sind die orthogonalen Komplemente der Geraden g = Ke1, h = K(e1 + e2) und
k = Ke2 gegeben durch

g⊥ = spanR{e2, ..., en}, h⊥ = spanR{e1 + e2, e3, ..., en}, k⊥ = spanR{e1, e3, ..., en}.

Eine besonders einfache Situation ist sicher die, in der man wie beim Standardskalarprodukt auf
dem Rn und Cn eine Basis zur Verfügung hat, die aus paarweise senkrechten normierten Vektoren
besteht. Dies führte beispielsweise bei der Bestimmung der unitären Gruppe zu wesentlichen
Vereinfachungen. Es stellt sich zunächst die Frage, ob in jedem unitären oder euklidischen
Vektorraum eine solche Basis existiert, und ob sich eventuell auch für allgemeinere symmetrische
Bilinearformen bzw. hermitesche Sesquilinearformen solche oder ähnliche Basen finden lassen.

Definition 9.2.4: Sei V ein K-Vektorraum und β eine Bilinearform oder Sesquilinearform
auf V . Ein m-Tupel von Vektoren (v1, ..., vm) mit vi ∈ V heißt

• Orthogonalsystem, wenn vi 6= 0 und β(vi, vj) = 0 für alle i, j ∈ {1, ...,m} mit i 6= j,
• Orthonormalsystem, wenn β(vi, vj) = 0 und β(vi, vi) = 1 für i, j ∈ {1, ...,m}, i 6= j,
• Orthogonalbasis, wenn es ein Orthogonalsystem und eine Basis von V ist,
• Orthonormalbasis, wenn ein Orthonormalsystem und eine Basis von V ist.

Beispiel 9.2.5:

1. Die Standardbasis B = (e1, ..., en) ist eine Orthonormalbasis für das Standardskalarpro-
dukt auf dem Rn und dem Cn.

2. Die Standardbasis B = (e1, ..., en) des Rn ist eine Orthogonalbasis für die Minkowski-
Metrik η(x, y) = −x1y1 + Σn

i=2xi yi, aber keine Orthonormalbasis, denn η(e1, e1) = −1.
3. Ist β 6= 0 alternierend, so kann es keine Orthogonalbasis zu β geben. Denn gäbe es eine

Orthogonalbasis B = (v1, ..., vn), so wäre β(vi, vj) = 0 für i 6= j und β(vi, vi) = 0 für alle
i ∈ {1, ..., n}, da β alternierend ist. Daraus würde β = 0 folgen.

Die Beispiele zeigen, dass es zu Bi- oder Sesquilinearformen auf endlich-dimensionalen Vek-
torräumen nicht unbedingt eine Orthogonal- oder Orthonormalbasis geben muss. Wir konzen-
trieren uns jetzt auf den Fall der Skalarprodukte und zeigen, dass zumindest hier im endlich-
dimensionalen Fall immer eine Orthonormalbasis existiert. Als ersten Schritt zeigen wir dazu,
dass Orthogonalsysteme für Skalarprodukte immer linear unabhängig sind.
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Lemma 9.2.6: Sei V mit 〈 , 〉 ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Dann gilt:

1. Jedes Orthogonalsystem (v1, ..., vm) ist linear unabhängig.
2. Ist dimK(V ) = n ∈ N, so ist jedes n-elementige Orthogonalsystem (Orthonormalsystem)

eine Orthogonalbasis (Orthonormalbasis) von V .

Beweis:
Die zweite Aussage folgt aus der ersten, da in einem Vektorraum V der Dimension dimK(V ) = n
jede n-elementige linear unabhängige Teilmenge eine Basis ist. Sei (v1, ..., vm) ein Orthogonal-
system und Σm

i=1λivi = 0 mit λi ∈ K. Dann gilt

0 = 〈0, 0〉 = 〈Σm
i=1λivi,Σ

m
j=1λjvj〉 = Σm

i,j=1λi λj 〈vi, vj〉 = Σn
i=1λi λi〈vi, vi〉 = Σm

i=1|λi|2〈vi, vi〉.

Da |λi|2 > 0 für alle λi ∈ K \ {0} und wegen vi 6= 0 auch 〈vi, vi〉 > 0 für alle i ∈ {1, ...,m}, folgt
λ1 = ... = λm = 0. Also ist (v1, ..., vm) linear unabhängig. 2

Die Aussagen aus diesem Lemma sind im allgemeinen falsch für Bi- oder Sesquilinearformen,
die keine Skalarprodukte sind. Es ist nämlich die positive Definitheit des Skalarprodukts, die
im Beweis von Lemma 9.2.6 die lineare Unabhängigkeit des Orthogonalsystems sicherstellt. So
ist beispielsweise (e1 + e2, e1 + e2) ein Orthogonalsystem bezüglich der Minkowski-Metrik auf
dem R2, aber offensichtlich nicht linear unabhängig.

Da ein Orthogonalsystem in einem unitären oder euklidischen Vektorraum linear unabhängige
Teilmengen dieses Vektorraums liefert, hat man sicherlich ein Interesse daran, Orthogonalsyste-
me zu konstruieren. Dies lässt sich effizient mit einem Algorithmus erledigen, dem sogenannten
Gram-Schmidt-Verfahren. Dieses Verfahren konstruiert aus beliebigen linear unabhängigen m-
Tupeln von Vektoren eines unitären oder euklidischen Vektorraums ein Orthonormalsystem,
das den selben Untervektorraum aufspannt, wie das betrachtete m-Tupel.

Satz 9.2.7: (Gram-Schmidt-Verfahren)
Sei V mit 〈 , 〉 ein euklidischer oder unitärer Vektorraum und (v1, ..., vm) ein linear unabhängiges
m-Tupel von Vektoren aus V . Dann liefert der folgende Algorithmus eine Orthonormalbasis
B = (b1, ..., bm) des Untervektorraums U = spanK{v1, ..., vm}:

u1 := v1 b1 =
u1

||u1||

u2 := v2 − 〈b1, v2〉 b1 = v2 −
〈u1, v2〉
〈u1, u1〉

u1 b2 =
u2

||u2||
...

...

uk := vk −
k−1∑
j=1

〈bj, vk〉 bj = vk −
k−1∑
j=1

〈uj, vk〉
〈uj, uj〉

uj bk =
uk
||uk||

...
...

um := vm −
m−1∑
j=1

〈bj, vm〉 bj = vm −
m−1∑
j=1

〈uj, vm〉
〈uj, uj〉

uj bm =
um
||um||

.

Beweis:
Induktion über m.
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m = 1: Dann gilt v1 6= 0 wegen (v1) linear unabhängig, und man setzt b1 := v1/||v1||. Offen-
sichtlich ist (b1) dann eine Orthonormalbasis von Kv1 = Kb1.
m−1→ m: Sei gezeigt, dass das Verfahren für alle linear unabhängigen k-Tupel (v1, ..., vk) mit
k ≤ m − 1 ein Orthonormalsystem (b1, ..., bk) mit spanK{b1, ..., bk} = spanK{v1, ..., vk} liefert.
Sei (v1, ..., vm) linear unabhängig. Dann ist auch (v1, ..., vm−1) linear unabhängig und nach
Induktionsvoraussetzung ist (b1, ..., bm−1) ein Orthonormalsystem mit spanK{b1, ..., bm−1} =
spanK{v1, ..., vm−1}. Sei nun um := vm − Σm−1

i=1 〈bj, vm〉bj. Dann ist um 6= 0, denn ansonsten
wäre vm ∈ spanK{b1, ..., bm−1} = spanK{v1, ..., vm−1}, ein Widerspruch zur linearen Unab-
hängigkeit von (v1, ..., vm). Also können wir bm = um/||um|| setzen und erhalten ||bm|| =
||um||/||um|| = 1. Da alle Vektoren bj als Linearkombinationen der Vektoren vj gegeben
sind, gilt spanK{b1, .., bm} ⊆ spanK{v1, ..., vm}. Andererseits ist vm = um + Σm−1

j=1 〈bj, vm〉bj ∈
spanK{b1, ..., bm} und damit auch spanK{v1, ..., vm} = spanK{b1, ..., bm}. Ausserdem gilt

||um||〈bj, bm〉 = 〈bj, um〉 = 〈bj, vm − Σm−1
k=1 〈bk, vm〉bk〉 = 〈bj, vm〉 − Σm−1

k=1 〈bk, vm〉〈bj, bk〉
= 〈bj, vm〉 − Σm−1

k=1 〈bk, vm〉δjk = 〈bj, vm〉 − 〈bj, vm〉 = 0 ∀j ∈ {1, ...,m− 1}.

Da (b1, ..., bm−1) bereits ein Orthonormalsystem ist und ||bm|| = 1, ist damit auch (b1, ..., bm)
ein Orthonormalsystem. 2

Korollar 9.2.8: Jeder endlich-dimensionale Untervektorraum eines euklidischen oder unitär-
en Vektorraums besitzt eine Orthonormalbasis. Insbesondere besitzt jeder endlich-dimensionale
euklidische oder unitäre Vektorraum eine Orthonormalbasis.

Beispiel 9.2.9: Wir betrachten C4 mit dem Standardskalarprodukt und das linear unabhän-
gige Tripel (v1, v2, v3) mit

v1 =


i
i
0
0

 v2 =


1
0
i
0

 v3 =


0
1
1
i

 .

Mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren erhält man:

u1 := v1 ⇒ ||u1||2 = 2 ⇒ b1 = 1√
2
u1

u2 := v2 −
〈u1, v2〉
||u1||2

=


1
0
i
0

+ i
2


i
i
0
0

 = 1
2


1
−1
2i
0


⇒ ||u2||2 = 3

2
⇒ b2 =

√
2
3
u2

u3 := v3 −
〈u1, v3〉
||u1||2

− 〈u2, v3〉
||u2||2

=


0
1
1
i

+ i
2


i
i
0
0

+ 1+2i
6


1
−1
2i
0

 = 1
3


i− 1
1− i
1 + i

3i


⇒ ||u3||2 = 5

3
⇒ b3 =

√
3
5
u3

⇒ b1 =
1√
2


i
i
0
0

 b2 =
1√
6


1
−1
2i
0

 b3 =
1√
15


i− 1
1− i
1 + i

3i

 .
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Da jede geordnete Basis B = (v1, ..., vn) eines n-dimensionalen K-Vektorraums V einen Vektor-
raumisomorphismus SB : V → Kn, Σn

i=1λivi 7→ (λ1, ..., λn)T definiert, stellt sich die Frage, wie
sich die Tatsache, dass B nicht nur eine geordnete Basis sondern eine Orthonormalbasis ist, auf
diesen Isomorphismus auswirkt. Wir werden sehen, dass dies zwei konkrete Vereinfachungen mit
sich bringt. Die erste ist, dass die Koeffizienten λi durch Skalarprodukte λi = 〈vi, v〉 gegeben
sind. Die zweite ist, dass der Isomorphismus SB : V → Kn in diesem Fall nicht nur ein Iso-
morphismus von Vektorräumen ist, sondern ein Isomorphismus von unitären oder euklidischen
Räumen wird, wenn man Cn oder Rn mit dem Standardskalarprodukt ausstattet.

Satz 9.2.10: Sei K = C oder K = R, V mit 〈 , 〉 ein n-dimensionaler unitärer oder euklidischer
Vektorraum und B = (v1, ..., vn) eine Orthonormalbasis von V . Dann gilt für alle v ∈ V

v = Σn
j=1〈vj, v〉 vj.

Versieht man Kn mit dem Standardskalarprodukt, so ist SB : V → Kn, v 7→ (〈v1, v〉, ..., 〈vn, v〉)T
ein Isomorphismus von unitären oder euklidischen Räumen.

Beweis:
Jeder Vektor v ∈ V lässt sich eindeutig als Linearkombination v = Σn

i=1λivi der Vektoren vi
darstellen, und es folgt

Σn
j=1〈vj, v〉 vj = Σn

j=1〈vj,Σn
i=1λivi〉 vj = Σn

i,j=1λi〈vj, vi〉 vj = Σn
i,j=1λiδji vj = Σn

i=1λi vi = v.

Sind v = Σn
i=1λivi und w = Σn

j=1µjvj Vektoren in V , so gilt SB (v) = (λ1, ..., λn)T und SB (w) =
(µ1, ..., µn)T , und man erhält

〈v, w〉 = 〈Σn
i=1λivi,Σ

n
j=1µjwj〉 = Σn

i,j=1λiµj〈vi, vj〉 = Σn
i,j=1λiµjδij = (λ1, ..., λn) · (µ1, ..., µn)T .

2

Nach Satz 9.2.10 ist also insbesondere für jede Orthonormalbasis B = (v1, ...., vn) von V die
Identitätsabbildung auf V gegeben durch idV : V → V , v 7→ Σn

i=1〈vi, v〉 vi. Wählt man nun statt
einer Orthonormalbasis ein Orthonormalsystem BU = (u1, ..., um) in V , d. h. eine Orthogonal-
basis des Untervektorraums U = spanK{u1, ..., um}, so stimmt die entsprechende Abbildung für
dieses Orthonormalsystem BU offensichtlich nicht mehr mit der Identitätsabbildung überein.
Stattdessen erhält man eine Projektionsabbildung mit Bild U , deren Kern senkrecht auf U
steht, die sogenannte Orthogonalprojektion auf U .

Satz 9.2.11: Sei V mit 〈 , 〉 ein euklidischer oder unitärer Vektorraum, U ⊆ V ein m-
dimensionaler Untervektorraum und (u1, ..., um) eine Orthonormalbasis von U . Dann ist

PU : V → V, v 7→ Σm
j=1〈uj, v〉uj

ein Projektor mit im(PU) = U und ker(PU) = U⊥, die Orthogonalprojektion auf U . Für alle
v ∈ V ist PU(v) der Vektor in U mit dem kleinsten Abstand von v:

||v − PU(v)|| ≤ ||v − u|| ∀u ∈ U und ||v − PU(v)|| = ||v − u|| ⇔ u = PU(v).
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Beweis:
PU : V → V ist offensichtlich linear, und für alle i ∈ {1, ...,m} gilt PU(ui) = Σm

j=1〈uj, ui〉uj = ui
wegen der Orthonormalität von (u1, ..., um). Daraus folgt im(PU) = U und für alle v ∈ V

PU(PU(v)) = PU(Σm
j=1〈uj, v〉uj) = Σm

j=1〈uj, v〉PU(uj) = Σm
j=1〈uj, v〉uj = PU(v).

Also ist V ein Projektor. Wegen der linearen Unabhängigkeit von (u1, ..., um) ist PU(v) = 0
genau dann, wenn 〈uj, v〉 = 0 für alle j ∈ {1, ...,m}, also genau dann, wenn v ∈ U⊥ =
{u1, ..., um}⊥. Damit ist ker(PU) = U⊥.

Da v − PU(v) ∈ ker(PU) = U⊥ für alle v ∈ V , sind für alle v ∈ V und u ∈ U die Vektoren
PU(v)− u ∈ U und v − PU(v) ∈ U⊥ orthogonal. Mit dem Satz des Pythagoras folgt

||v − u||2 = ||v − PU(v) + PU(v)− u||2 = ||v − PU(v)||2 + ||PU(v)− u||2 ≥ ||v − PU(v)||2

und ||v − u||2 = ||v − PU(v)||2 genau dann, wenn ||PU(v)− u||2 = 0, also u = PU(v). 2

x1

x3

x2 x2

x3

x1

(a) orthogonale Projektion auf spanR{e1, e2} (b) nicht-orthogonale Projektion auf spanR{e1, e2}
PU : x1e1 + x2e2 + x3 7→ x1e1 + x2e2 P ′ : x1e1 + x2e2 + x3 7→ x1e1 + (x2 − x3)e2

Beispiel 9.2.12: Wir betrachten den R3 mit dem Standardskalarprodukt.

1. Die Orthogonalprojektion auf die x1x2-Ebene U = spanR{e1, e2} ist nach Satz 9.2.11

PU : R3 → R3, x = x1e1 + x2e2 + x3e3 7→ 〈e1, x〉e1 + 〈e2, x〉e2 = x1e1 + x2e2

Dabei handelt es sich um den Projektor, der einen Punkt x ∈ R3 parallel zur x3-Achse in
die x1x2-Ebene projiziert. Es gilt ker(PU) = Re3 = {e1, e2}⊥ = im(PU)⊥. Der Punkt in U
mit dem minimalen Abstand von x ist PU(x) = x1e1+x2e2, denn es gilt für u = u1e1+u2e2

||x− u||2 = (x1 − u1)2 + (x2 − u2)2 + x2
3 ≥ x2

3 = ||x− PU(x)||2

2. Die lineare Abbildung

P ′ : R3 → R3, x = x1e1 + x2e2 + x3e3 7→ x1e1 + (x2 − x3)e2

erfüllt P ′ ◦ P ′ = P ′ und ist damit auch ein Projektor mit im(P ′) = spanK{e1, e2} = U .
Er projiziert einen Punkt x ∈ R3 entlang der Geraden K(e2 + e3) in die x1x2-Ebene.
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Allerdings ist er nicht orthogonal, denn ker(P ′) = R(e2 + e3) 6= U⊥. Der Bildpunkt
P ′(x) = x1e1 +(x2−x3)e2 des Punktes x ∈ R3 ist nicht der Punkt in U mit dem kleinsten
Abstand von x, denn es gilt

||x− P ′(x)|| = ||x3(e2 + e3)|| =
√

2|x3| > |x3| = ||x3e3|| = ||x− PU(x)||.

Allgemein erlaubt es einem eine Basiswahl in einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum V
den Vektorraum V durch den Kn und seine Endomorphismen durch Matrizen zu beschreiben.
Im Fall eines euklidischen oder unitären Vektorraums V kann man analog durch Wahl einer
Orthonormalbasis den Vektorraum V durch den euklidischen Vektorraum Rn oder den unitären
Vektorraum Cn mit dem Standardskalarprodukt beschreiben. Insbesondere erhält man so eine
einfache und anschauliche Charakterisierung der unitären Endomorphismen, also der Endo-
morphismen, die mit dem Skalarprodukt auf V verträglich sind und eine Charakterisierung von
unitären Matrizen.

Satz 9.2.13: Sei V mit 〈 , 〉 ein n-dimensionaler unitärer oder euklidischer Vektorraum. Dann
ist ein Endomorphismus φ : V → V genau dann unitär bezüglich 〈 , 〉, wenn er Orthonormal-
basen auf Orthonormalbasen abbildet.

Beweis:
Sei φ : V → V ein Endomorphismus. Ist φ unitär, so folgt für jede Orthonormalbasis (v1, ..., vn)
〈φ(vi), φ(vj)〉 = 〈vi, vj〉 = δij und damit ist auch (φ(v1), ..., φ(vn)) eine Orthonormalbasis. Gilt
umgekehrt 〈φ(vi), φ(vj)〉 = 〈vi, vj〉 = δij für eine Orthonormalbasis (v1, ..., vn), so folgt für alle
Vektoren v = Σn

i=1λivi und w = Σn
j=1µjvj

〈φ(v), φ(w)〉 = 〈φ(Σn
i=1λivi), φ(Σn

j=1µjvj)〉 = 〈Σn
i=1λiφ(vi),Σ

n
j=1µjφ(vj)〉 = Σn

i,j=1λiµj〈φ(vi), φ(vj)〉
= Σn

i=1λiµi = Σn
i,j=1λiµj〈vi, vj〉 = 〈Σn

i=1λivi,Σ
n
j=1µjvj〉 = 〈v, w〉,

und damit ist φ unitär bezüglich 〈 , 〉. 2

Satz 9.2.14: (Charakterisierung unitärer Matrizen)
Sei K = C oder K = R. Eine Matrix U ∈ Mat(n × n,K) ist genau dann unitär (orthogonal),
wenn eine der folgenden äquivalenten Bedingungen gilt:

(i) Der Endomorphismus φU : Kn → Kn, v 7→ U · v ist unitär (orthogonal) bezüglich des
Standardskalarprodukts 〈 , 〉 auf dem Kn.

(ii) Die Spaltenvektoren von U bilden eine Orthonormalbasis.
(iii) Die Zeilenvektoren von U bilden eine Orthonormalbasis.

Beweis:
Wir beweisen die Aussagen für K = C. Der Beweis für K = R ist analog und ergibt sich durch
Weglassen der komplexen Konjugation. Dass Aussage (i) äquivalent zur Unitarität von U ist,
wurde bereits in Beispiel 9.1.18 bewiesen. Zum Beweis von (ii) berechnet man für eine Matrix
U = (u1, ..., un) ∈ Mat(n× n,C) mit Spaltenvektoren u1, ..., un ∈ Cn

U † · U =

 uT1
...
uTn

 · (u1, ..., un) =

 uT1 · u1 . . . uT1 · un
...

...
uT1 · u1 . . . uT1 · un

 =

 〈u1, u1〉 . . . 〈u1, un〉
...

...
〈un, u1〉 . . . 〈un, un〉

 ,
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wobei 〈 , 〉 das Standardskalarprodukt auf dem Cn bezeichnet. Also gilt U † · U = 1n genau
dann, wenn 〈ui, uj〉 = δij für alle i, j ∈ {1, ..., n} ist, also genau dann, wenn (u1, ..., un) eine
Orthonormalbasis des Cn mit dem Standardskalarprodukt 〈 , 〉 ist. Zum Beweis von (iii) benutzt
man, dass die Zeilenvektoren von U die Spaltenvektoren von UT sind und

U unitär⇔ U † · U = 1n ⇔ U · U † = 1n ⇔ U · UT = 1n ⇔ (UT )† · UT = 1n ⇔ UT unitär.

2

Als eine weitere Anwendung von Orthonormalbasen und Orthonormalsystemen betrachten wir
nun eine nützliche Zerlegung von Matrizen, die sogenannte QR-Zerlegung. Diese spielt eine
zentrale Rolle beim Lösen von linearen Gleichungssystemen.

Satz 9.2.15: (QR-Zerlegung) Sei K = R oder K = C.

1. Ist A ∈ Mat(n×m,K) eine Matrix vom Rangm, so gibt es eine Matrix Q ∈ Mat(n×m,K),
deren Spalten ein Orthonormalsystem bezüglich des Standardskalarprodukts bilden, und
eine obere Dreiecksmatrix R ∈ Mat(m ×m,K) mit positiven Diagonaleinträgen, so dass
A = Q ·R. Dies bezeichnet man als die QR-Zerlegung von A.

2. Zu jeder Matrix A ∈ GL(m,K) gibt es eine unitäre Matrix Q ∈ U(m,K) und eine obere
Dreiecksmatrix R ∈ Mat(m×m,K) mit positiven Diagonaleinträgen, so dass A = Q ·R.

Beweis:
Die zweite Aussage folgt aus der ersten, denn eine Matrix A ∈ Mat(m×m,K) ist invertierbar
genau dann, wenn rg(A) = m und Q ∈ Mat(m×m,K) ist nach Satz 9.2.14 unitär genau dann,
wenn die Spalten von Q ein Orthonormalsystem bilden.

Zum Beweis der ersten Aussage benutzt man das Gram-Schmidt Verfahren. Da rg(A) = m,
sind die Spaltenvektoren a1, ..., am ∈ Kn von A linear unabhängig. Das Gram-Schmidt-
Verfahren für das Standardskalarprodukt im Kn liefert eine Orthonormalbasis (b1, ..., bm) von
U = spanK{a1, ..., am} mit

uj = aj −
j−1∑
k=1

〈uk, aj〉
〈uk, uk〉

uk = aj −
j−1∑
k=1

〈bk, aj〉 bk bj =
uj
||uj||

.

Wir definieren Q = (b1, ..., bm) und

R =


||u1|| 〈b1, a2〉 . . . 〈b1, am〉

0 ||u2|| . . . 〈b2, am〉
... . . . . . . ...
0 . . . 0 ||um||

 .

Dann gilt Qik = (bk)i, und da R eine obere Dreiecksmatrix ist, erhält man

(Q ·R)ij = Σm
k=1QikRkj = Σj

k=1QikRkj = Σj−1
k=1(bk)i〈bk, aj〉+ (bj)i||uj|| =

(
Σj−1
k=1〈bk, aj〉bk + ||uj|| bj

)
i

=
(
Σj−1
k=1〈bk, aj〉bk + uj

)
i

= (aj)i ⇒ Q ·R = A. 2
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Die QR-Zerlegung einer invertierbaren Matrix A ∈ GL(m,K) ermöglicht es einem, das inhomo-
gene lineare Gleichungssystem A · x = b mit b ∈ Km effizient zu lösen. Denn ist A = Q · R mit
einer unitären Matrix Q ∈ U(m,K) und einer oberen Dreiecksmatrix R, so gilt Q−1 = Q† und
man erhält das äquivalente Gleichungssystem R · x = Q† · b, dass sich leicht lösen lässt, da R
eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beispiel 9.2.16: Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

x1 + 2ix2 + (2 + i)x3 = i

−x1 − 2ix2 − (2− i)x3 = 1

ix1 + x2 − ix3 = 1.

Das Gleichungssystem ist gegeben durch A · x = b mit

A =

 1 2i 2 + i
−1 −2i −2 + i

i 1 −i

 b =

 i
1
1

 .

Anwendung des Gram-Schmidt Verfahrens auf die Spaltenvektoren von A liefert

u1 =

 1
−1

i

 b1 = 1√
3

 1
−1
i


⇒ 〈b1, a2〉 = i

√
3, 〈b1, a3〉 =

√
3

u2 =

 2i
−2i

1

− i

 1
−1

i

 =

 i
−i

2

 b2 = 1√
6

 i
−i

2


⇒ 〈b2, a3〉 = −i

√
6

u3 =

 2 + i
−2 + i
−i

−
 1
−1

i

+ i

 i
−i

2

 =

 i
i
0

 b3 = 1√
2

 i
i
0

 .

Daraus ergibt sich die QR-Zerlegung

Q =

 1/
√

3 i/
√

6 i/
√

2

−1/
√

3 −i/
√

6 i/
√

2

i/
√

3 2/
√

6 0

 R =

 √3 i
√

3
√

3

0
√

6 −i
√

6

0 0
√

2

 .

Zu lösen ist nun das lineare Gleichungssystem √3 i
√

3
√

3

0
√

6 −i
√

6

0 0
√

2

 ·
 x1

x2

x3

 =

 1/
√

3 −1/
√

3 −i/
√

3

−i/
√

6 i/
√

6 2/
√

6

−i/
√

2 −i/
√

2 0

 ·
 i

1
1

 =

 −1/
√

3

(3 + i)/
√

6

(1− i)/
√

2

 ,

aus dem sich x3 = (1 − i)/2, x2 − ix3 = (3 + i)/6, x1 + ix2 + x3 = −1/3 ergibt und damit die
eindeutige Lösung

x =

−
1+3i

6

3+2i
3

1−i
2
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9.3 Beschreibung durch Matrizen

Wir werden jetzt die Untersuchung von Orthogonalbasen und unitären Gruppen auf allgemeine
Bi- oder Sesquilinearformen β erweitern, die nicht unbedingt Skalarprodukte sein müssen. Das
Ziel ist es, zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen an β eine Orthogonalbasis zu β
existiert oder zumindest eine Basis, deren Vektoren sich in Bezug auf β besonders einfach
verhalten. Dazu müssen wir Bi- und Sesquilinearformen systematisch durch ihre Werte auf
Basen beschreiben und untersuchen, wie sich Basiswechsel auf diese Beschreibung auswirken.

Wie sich bereits in den betrachteten Beispielen und in Kapitel 5.2 gezeigt hat, ist eine Bi-
bzw. Sesquilinearform β auf einem K-Vektorraum V eindeutig durch ihre Werte auf einer Basis
von V bestimmt. Das bedeutet, dass sie im Fall endlich-dimensionaler Vektorräume V durch eine
Matrix beschreiben können, die als Einträge die Werte β(vi, vj) für eine geordnete Basis B =
(v1, ..., vn) von V enthält. Man beachte, dass das etwas völlig anderes ist, als die beschreibende
Matrix einer linearen Abbildung. Die einzige Gemeinsamkeit ist, dass es sich in beiden Fällen
anbietet, die mathematische Struktur, also die Bi- oder Sesquilinearform β oder eine lineare
Abbildung φ : V → V durch eine Tabelle mit n Spalten und Zeilen, also eine quadratische
Matrix, zu beschreiben. Die Bedeutung der Tabelle ist jedoch eine völlig andere.

Definition 9.3.1: Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, β eine Bilinearform oder Ses-
quilinearform auf V . Die beschreibende Matrix von β bezüglich einer geordneten Basis
B = (b1, .., bn) von V ist die Matrix βB B ∈ Mat(n× n,K) mit

βB B
ij := β(bi, bj) ∀i, j ∈ {1, ..., n}.

Beispiel 9.3.2:
1. Für die Sesquilinearform β auf dem Cn aus Beispiel 9.1.3, 2. mit β(x, y) = x† · A · y ist

die beschreibende Matrix bezüglich der Standardbasis B = (e1, ..., en) gerade die Matrix
βB B = A, denn es gilt β(ei, ej) = e†i · A · ej = Aij.

2. Insbesondere erhält man für die beschreibende Matrix der Standardskalarprodukte auf
Rn und Cn bezüglich der Standardbasis βB B = 1n.

3. Wir betrachten den Vektorraum Pol≤n(R,R) der Polynomabbildungen p : R → R vom
Grad ≤ n und die symmetrische Bilinearform

β(p, q) =

∫ 1

0

p(x)q(x) dx.

Dann ist die beschreibende Matrix von β bezüglich der Basis (1, x, ..., xn) gegeben durch

β(xk, xl) =

∫ 1

0

xk · xl dx =

∫ 1

0

xk+l dx = 1
k+l+1

(1k+l+1 − 0k+l+1) = 1
k+l+1

⇒ βB B =

 1 . . . 1
n+1

...
...

1
n+1

. . . 1
2n+1

 .

Die Nützlichkeit der beschreibenden Matrix einer Bi- oder Sesquilinearform β liegt darin, dass
sie alle Information über β enthält und sich die Werte β(v, w) für beliebige Vektoren v, w ∈ V
leicht aus der beschreibenden Matrix berechnen lassen. Dies reduziert die Betrachtung von Bi-
oder Sesquilinearform β auf endlich-dimensionalen Vektorräumen im Wesentlichen auf die Bi-
bzw. Sesquilinearformen in Beispiel 9.1.3, 1. und 2.
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Satz 9.3.3: Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und B = (b1, ..., bn) eine Basis von V .
1. Jede Bi- oder Sesquilinearform β auf V ist durch ihre beschreibende Matrix bezüglich B

eindeutig bestimmt. Es gilt für alle v, w ∈ V :

β(v, w) =

{
SB (v)T · βB B · SB (w) β bilinear
SB (v)† · βB B · SB (w) β sesquilinear

(23)

mit dem Isomorphismus SB : V → Kn, Σn
j=1λjbj 7→ (λ1, ..., λn)T aus Korollar 4.2.4.

2. Zu jeder Matrix A ∈ Mat(n× n,K) existiert eine Bi- oder Sesquilinearform β auf V mit
βB B = A.

3. Für jede Bi- oder Sesquilinearform β auf V gilt:
• β hermitesch ⇔ ( βB B)† = βB B,
• β antihermitesch ⇔ ( βB B)† = − βB B

• β symmetrisch ⇔ ( βB B)T = βB B

• β antisymmetrisch ⇔ ( βB B)T = − βB B

• β nicht ausgeartet ⇔ rg( βB B) = n.

Beweis:
1. und 2: Die Eindeutigkeit folgt aus den angegebenen Formeln. Sind v = Σn

i=1λibi und w =
Σn
j=1µjbj, so ergibt sich für eine Sesquilinearform β auf V

β(v, w) = β(Σn
i=1λibi,Σ

n
j=1µjbj) = Σn

i,j=1λiµj β(bi, bj) = Σn
i,j=1λiµj βB B

in

= (λ1, ..., λn) · βB B · (µ1, ...µn)T = SB (v)† · βB B · SB (w).

Der Beweis für Bilinearformen ist analog und folgt durchWeglassen der komplexen Konjugation.
Umgekehrt definiert man für A ∈ Mat(n× n,K) eine Abbildung β : V × V → K durch

β(v, w) =

{
SB (v)T · A · SB (w) β bilinear
SB (v)† · A · SB (w) β sesquilinear,

und die gleiche Rechnung zeigt, dass β eine Bi- bzw. Sesquilinearform ist.

3. Aus 1. ergibt sich, dass eine Sesquilinearform β (anti)hermitesch ist genau dann, wenn
β(bj, bi) = ±β(bi, bj) für alle i, j ∈ {1, ..., n}. Dies ist der Fall genau dann, wenn

( βB B)†ij = ( βB B)ji = β(bj, bi) = ±β(bi, bj) = ±( βB B)ij.

Der Beweis für (anti)symmetrische Bilinearformen ist analog und ergibt sich durch Entfernen
der komplexen Konjugation. In beiden Fällen folgt aus 1. , dass β nicht ausgeartet ist, genau
dann wenn ker( βB B) = {0}, also genau dann, wenn rg( βB B) = n gilt. 2

Möchte man Bi- oder Sesquilinearformen mit Hilfe von Basen beschreiben, so ergibt sich natür-
lich die Frage, wie sich die beschreibende Matrix einer Bi- oder Sesquilinearform unter einem
Basiswechsel verhält. Anders als im Fall der beschreibenden Matrix einer linearen Abbildung
ergibt sich hier jedoch keine Konjugation mit der Basiswechselmatrix. Statt der Inversen treten
Transponierte oder hermitesch Konjugierte auf.

Satz 9.3.4: (Transformationsformel)
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, B = (b1, ..., bn), C = (c1, ..., cn) Basen von V und β
eine Bilinearform oder Sesquilinearform auf V . Dann gilt:

βB B =

{
MC B(idV )T · βC C · MC B(idV ) β bilinear
MC B(idV )† · βC C · MC B(idV ) β sesquilinear.
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Beweis:
Seien B = (b1, ..., bn) und C = (c1, ..., cn) Basen von V mit bi = Σn

j=1Mjicj. Dann ist
MC B(idV ) = M = (Mji), und für jede Sesquilinearform β auf V erhält man

βB B
ij = β(bi, bj) = β(Σn

k=1Mkick,Σ
n
l=1Mljcl) = Σn

k,l=1MkiMlj β(ck, cl)

= ( MC B(idK)† · βC C · MC B(idK))ij ∀i, j ∈ {1, ..., n}.

Der Beweis für Bilinearformen ergibt sich durch Entfernen der komplexen Konjugation. 2

Mit Hilfe der beschreibenden Matrix einer Bi-oder Sesquilinearform β auf V lässt sich insbe-
sondere deren unitäre Gruppe U(V, β) beschreiben. Die Bedingung, dass ein Automorphismus
φ : V → V unitär ist, übersetzt sich dabei in eine Bedingung an seine beschreibende Matrix.

Satz 9.3.5: (Beschreibung der unitären Gruppe mit Matrizen)
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, φ : V → V ein Endomorphismus und β eine Bi- oder
Sesquilinearform auf V . Dann gilt für jede geordnete Basis B von V :

φ ∈ U(V, β) ⇔

{
MB B(φ)† · βB B · MB B(φ) = βB B β sesquilinear,
MB B(φ)T · βB B · MB B(φ) = βB B β bilinear.

Beweis:
Wir beweisen die Aussage für Sesquilinearformen. Die Beweise für Bilinearformen sind analog
und ergeben sich durch Entfernen der komplexen Konjugation. Sei dazu B = (b1, ..., bn) eine
geordnete Basis von V und φ : V → V ein Endomorphismus mit φ(bi) = Σn

j=1φjibj. Dann ist
MB B(φ) = (φji), und es folgt

β(φ(bi), φ(bj)) = β(Σn
k=1φkibk,Σ

n
l=1φljbl) = Σn

k,l=1φki φlj β(bk, bl) = ( MB B(φ)† · βB B · MB B(φ))ij.

Ist φ ∈ U(β, V ), so ist β(φ(bi), φ(bj)) = β(bi, bj) und damit MB B(φ)† · βB B · MB B(φ) = βB B.
Ist umgekehrt φ : V → V ein Endomorphismus mit MB B(φ)† · βB B · MB B(φ) = βB B, so folgt
mit Satz 9.3.3 und der Linearität von φ, dass β(φ(v), φ(w)) = β(v, w) für alle v, w ∈ V und
somit φ ∈ U(V, β). 2

Beispiel 9.3.6: Wir betrachten die Minkowski-Metrik η(x, y) = −x1y1+Σn
i=2xiyi auf dem Rn.

Dann ist die darstellende Matrix bezüglich der Standardbasis B = (e1, ..., en) gegeben durch

ηB B =


−1 0 . . . 0

0 1
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 1

 .

Jeder Endomorphismus φ : Rn → Rn ist von der Form φ : v 7→ M · v, wobei M = MB B(φ) die
beschreibende Matrix von φ bezüglich der Standardbasis bezeichnet. Man erhält
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MT · ηB B ·M =


m11 m21 . . . mn1

m12 m22 . . . mn2
...

...
...

m1n m2n . . . mnn

 ·

−1 0 . . . 0

0 1
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 1

 ·


m11 m12 . . . m1n

m21 m22 . . . m2n
...

...
...

mn1 mn2 . . . mnn



=


η(m1,m1) η(m1,m2) . . . η(m1,mn)
η(m2,m1) η(m2,m2) . . . η(m2,mn)

...
...

...
η(mn,m1) η(mn,m2) . . . η(mn,mn)

 .

wobei m1, ...,mn ∈ Rn die Spaltenvektoren von M bezeichnen. Also ist nach Satz 9.3.5 ein
Endomorphismus φ : V → V genau dann unitär bezüglich η, wenn die Spaltenvektoren seiner
darstellenden Matrix bezüglich der Standardbasis eine Orthogonalbasis mit 1 = −η(m1,m1) =
η(m2,m2) = ... = η(mn,mn) bilden.

Satz 9.3.5 reduziert die Bestimmung der unitäre Gruppe U(V, β) für jede Bi- oder Sesquiline-
arform auf einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum V auf eine Rechnung mit Matrizen wie
in Beispiel 9.3.6. Die Komplexität dieser Berechnung hängt stark davon ab, wie kompliziert die
beschreibende Matrix von β bezüglich der gewählten Basis ist. Gesucht ist also eine Basis, so
dass die beschreibende Matrix von β eine möglichst einfache Form annimmt.

Ein weiterer wichtiger Grund, eine Basis zu suchen, bezüglich der die beschreibende Matrix
einer Bi- oder Sesquilinearform möglichst einfach ist, ist die Klassifikation von Bi- oder Sesqui-
linearformen. Ähnlich wie im Fall der beschreibenden Matrizen von Endomorphismen möchte
man eine Liste von beschreibenden Matrizen von Bi- oder Sesquilinearformen finden, so dass
nach einer geschickten Basiswahl jede Bi- oder Sesquilinearform durch genau eine Matrix aus
dieser Liste gegeben ist. Damit hätte man dann eine vollständige Liste aller Bi- oder Sesqui-
linearformen auf endlich-dimensionalen Vektorräumen. Die in einer solchen Liste enthaltenen
Matrizen nennt man dann Normalformen.

Besonders einfache beschreibende Matrizen von Bi- oder Sesquilinearformen sind sicher Diago-
nalmatrizen. Die Basen, für die die beschreibende Matrix eine solche Form annimmt, sind genau
die Orthogonalbasen. Allerdings zeigt Beispiel 9.2.5 dass, nicht jede Bi- oder Sesquilinearform
eine Orthogonalbasis besitzen muss. Insbesondere existiert für alternierende Bilinearformen β
nur im Fall β = 0 eine Orthogonalbasis. Für hermitesche Sesquilinearformen oder symmetrische
Bilinearformen können wir jedoch zeigen, dass immer eine Orthogonalbasis existiert. Im Fall
einer alternierenden Bi- oder Sesquilinearform kann man zwar keine Orthogonalbasis finden
aber dennoch eine Basis, für die die beschreibende Matrix eine besonders einfache Form hat.

Satz 9.3.7: (Normalformen)
Sei K ein Körper und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

1. Ist char(K) 6= 2, so existiert für jede symmetrische Bilinearform β auf V eine Orthogonal-
basis, d. h. eine geordnete Basis B von V mit

βB B =

 β11 0 0

0
. . . 0

0 0 βnn

 .
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Ist K algebraisch abgeschlossen (z. B. K = C), so kann man βii ∈ {0, 1} fordern.

2. Ist K = C und β eine eine hermitesche Sesquilinearform oder K = R und β eine sym-
metrische Bilinearform, so gibt es eine Orthogonalbasis B von V und p, q ∈ N0 mit
p+ q ∈ {0, 1, ..., n}, so dass

βB B =

 1p 0 0
0 −1q 0
0 0 0

 .

3. Ist β eine alternierende Bilinearform auf V , so gibt es eine geordnete Basis B von V und
ein r ∈ N0 mit 2r ≤ n und

βB B =

 0 1r 0
−1r 0 0

0 0 0

 .

Beweis:
Ist β = 0, so ist nichts zu zeigen. Ist β 6= 0, so beweisen wir die Aussage per Induktion über
n = dimK(V ).

n = 1: Dann gilt V = Ku mit u ∈ V und β(u, u) 6= 0.
• Ist K algebraisch abgeschlossen und β eine symmetrische Bilinearform, so gibt es ein λ ∈ K\{0}
mit λ2 = β(u, u) 6= 0, denn die Gleichung λ2−β(u, u) = 0 hat eine Lösung in K. Für v := λ−1u
folgt dann β(v, v) = λ−2β(u, u) = 1.
• Ist K = R und β eine symmetrische Bilinearform auf V , so gibt es ein λ ∈ R mit λ2 =
|β(u, u)| > 0. Für v = λ−1u folgt dann β(v, v) = λ−2β(u, u) ∈ {±1}.
• Ist K = C und β eine hermitesche Sesquilinearform, so gilt β(u, u) = β(u, u) ∈ R, und es gibt
ein λ ∈ C mit |λ|2 = |β(u, u)| > 0. Für v = λ−1u folgt β(v, v) = |λ|−2β(u, u) ∈ {±1}.
• Ist β alternierend, so folgt β = 0.

(n − 1) → n : Seien 1, 2 und 3. bewiesen für alle K-Vektorräume der Dimension ≤ n − 1 und
sei V ein K-Vektorraum der Dimension n.

• 1. und 2. : Sei β 6= 0 eine symmetrische Bilinearform oder eine hermitesche Sesquilinear-
form auf V . Dann gibt es Vektoren x, y ∈ V mit β(x, y) 6= 0. Da char(K) 6= 2 gelten die
Polarisierungsidentitäten

β(x, y) = 1
2
β(x+ y, x+ y)− 1

2
β(x, x)− 1

2
β(y, y),

β(x, y) = 1
4
β(x+ y, x+ y)− 1

4
β(x− y, x− y)− i

4
β(x+ iy, x+ iy) + i

4
β(x− iy, x− iy)

Wäre β(v, v) = 0 für alle v ∈ V , so wäre die rechte und damit auch die linke Seite dieser
Gleichungen für alle x, y ∈ V gleich Null, ein Widerspruch zu β(x, y) 6= 0. Also gibt es einen
Vektor v ∈ V mit β(v, v) 6= 0. Wie im Fall n = 1 können wir v ∈ V so wählen, dass β(v, v) =
1, falls β eine symmetrische Bilinearform und K algebraisch abgeschlossen ist, und so, dass
β(v, v) ∈ {±1} falls K = R und β eine symmetrische Bilinearform oder K = C und β eine
hermitesche Sesquilinearform ist.

Da wegen β(v, v) 6= 0 die Einschränkung β|Kv nicht ausgeartet ist, gilt V = Kv⊕(Kv)⊥ nach Satz
9.2.2, 4. Da (Kv)⊥ ein Untervektorraum der Dimension n− 1 ist, existiert eine Orthogonalbasis
C = (b2, ..., bn) von (Kv)⊥, die die Bedingungen in 1. und 2. erfüllt. Damit ist B = (v, b2, ..., bn)
eine Orthogonalbasis von V , so dass die darstellende Matrix MB B(φ) die angegebene Form hat.

• 3. Sei nun β 6= 0 eine alternierende Bilinearform auf V . Dann gilt n ≥ 2, und es gibt x, y ∈ V
mit λ = β(x, y) 6= 0. Setzt man b1 = x und c1 = λ−1y, so folgt β(b1, c1) = −β(c1, b1) = 1
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und β(b1, b1) = β(c1, c1) = 0. Also ist für U = spanK{b1, c1} die alternierende Bilinearform
β|U nicht ausgeartet, und mit Satz 9.2.2, 4. folgt wieder V = U ⊕ U⊥. Da U⊥ ein Unter-
vektorraum der Dimension n − 2 ist, gibt es eine Basis C = (b2, ...br, c2, ..., cr, d1, ..., dk) mit
k = n − 2r von U⊥, die die Bedingungen in 3. erfüllt. Damit hat die darstellende Matrix von
β bezüglich der geordneten Basis B = (b1, ..., br, c1, ..., cr, d1, ..., dk) die in 3. angegebene Form. 2

Am Beweis von Satz 9.3.7 sieht man, dass die Normierbarkeit von Vektoren in einer Orthogo-
nalbasis vom zugrundeliegenden Körper abhängt. Sie entspricht nämlich dem Auffinden einer
Lösung λ der quadratischen Gleichung λ2 = c für eine Konstante c ∈ K. Eine solche Gleichung
besitzt in C immer mindestens eine Lösung, in R besitzt sie eine Lösung wenn c > 0 und in
den Körpern Z/pZ muss keine Lösung existieren. So hat beispielsweise in Z/3Z die Gleichung
λ2 = [2] keine Lösung.

Außerdem wird im Beweis von Satz 9.3.7 deutlich, welche Vereinfachungen sich im Fall eines
Skalarprodukts ergeben bzw. warum das Gram-Schmidt-Verfahren für allgemeine hermitesche
Sesquilinearformen oder symmetrische Bilinearformen β nicht analog funktioniert. In diesem
Fall kann nämlich eine linear unabhängige Teilmenge von V Vektoren v ∈ V mit β(v, v) = 0
enthalten. Ein wesentlicher Teil des Induktionsschritts im Beweis von satz 9.3.7 besteht daraus,
mit der Polarisierungsidentität zu zeigen, dass man immer einen Vektor v ∈ V mit β(v, v) 6= 0
finden kann. Dieser Beweisteil erübrigt sich im Fall eines Skalarprodukts, da dann β(v, v) 6= 0
für alle v ∈ V \ {0} gilt.

Satz 9.3.7 zeigt, dass zu jeder symmetrischen Bilinearform oder hermiteschen Sesquilinearform
auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum V eine Orthogonalbasis existiert. Die beschreibenden
Matrizen bezüglich dieser Orthogonalbasis können sich dann nur noch durch die Anzahl der
Einträge 1, -1 und 0 in der Diagonalen unterscheiden. Ebenso unterscheiden sich die Normal-
formen für alternierende Bilinearformen nur durch die Grösse der Blöcke 1r. Nun stellt sich
die Frage, ob die Anzahl der Einträge 0,1,-1 bzw. die Größe der Blöcke 1r durch die Bi- oder
Sesquilinearform eindeutig festgelegt ist, oder ob sich eventuell durch geschickte Basiswahlen
noch weitere Vereinfachungen erzielen lassen. Für den symmetrischen und hermiteschen Fall ist
dies die Aussage des Trägheitssatzes von Sylvester. Wir formulieren in hier etwas allgemeineren
Version und behandeln darin auch die alternierenden Bilinearformen.

Satz 9.3.8: (Trägheitssatz von Sylvester)

1. Sei K = R oder K = C. Dann hängen die Zahlen p, q ∈ N0 in Satz 9.3.7, 2. nicht von der
Wahl der Basis ab. Das Paar (p, q) heißt Signatur von β und p−q Trägheitsindex von β.

2. Die Zahl der Diagonaleinträge βii 6= 0 in Satz 9.3.7, 1. und die Zahl r ∈ N0 in Satz 9.3.7,
3. hängen nicht von der Wahl der Basis ab.

Beweis:
In Satz 9.3.7, 2. gilt rg( βB B) = p+ q. Nach Satz 9.3.4 gilt βB B = MC B(idV )T,† · βC C · MC B(idV )
für jede geordnete Basis C von V . Da Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix den Rang
einer Matrix nicht ändert und MC B(idV ), MC B(idV )T und MC B(idV )† invertierbar sind, folgt
rg( βC C) = p+ q. Analog ergibt sich in Satz 9.3.7, 1. , dass die Anzahl der Diagonaleinträge mit
βii 6= 0 gleich rg( βB B) ist, und in 3. , dass rg( βB B) = 2r gilt. Damit hängen auch diese Zahlen
nicht von der Wahl der Basis ab.

Die Zahl p ∈ N0 in Satz 9.3.7, 2. ist die maximale Dimension eines Untervektorraums U+ ⊆ V ,
so dass β|U+ positiv definit ist. Analog ergibt sich, dass die Zahl q ∈ N0 in Satz 9.3.7, 2. die
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maximale Dimension eines Untervektorraums U− ⊆ V ist, so dass β|U− negativ definit ist, und
n = p − q die maximale Dimension eines Untervektorraums U0 ⊆ V , so dass β|U0 = 0 ist.
Damit hängen diese Zahlen nicht von der Wahl der Basis ab. 2

Korollar 9.3.9: Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K.

1. Ist K = R oder K = C, so ist jede hermitesche Sesquilinearform auf V durch die
maximalen Dimensionen von Untervektorräumen U0, U+, U− ⊆ V mit β|U+ positiv definit
(−β)|U− positiv definit und β|U0 = 0 bis auf Basiswahlen eindeutig bestimmt.

2. Ist K = C, so ist jede symmetrische Bilinearform auf V durch die maximale Dimension
eines Untervektorraums U0 ⊆ V mit β|U0 = 0 bis auf Basiswahlen eindeutig bestimmt.

3. Für beliebige Körper K ist eine alternierende Bi- oder Sesquilinearform auf V durch die
maximale Dimension eines Untervektorraums U0 ⊆ V mit β|U0 = 0 bis auf Basiswahlen
eindeutig bestimmt.
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An was man sich erinnern sollte:

Die wichtigsten Begriffe und Definitionen:

• Bilinearform, Sesquilinearform,
• (anti)hermitesch, (anti)symmetrisch, alternierend, ausgeartet,
• positiv (semi)definit, Skalarprodukt, Norm, normiert, Metrik, quadratische Form,
• Länge von Vektor, Winkel zwischen Vektoren,
• Verträglichkeit mit Bi- oder Sesquilinearformen,
• unitäre Gruppe bezüglich einer Bi- oder Sesquilinearform,
• orthogonale Gruppe, symplektische Gruppe,
• hermitesch konjugierte Matrix, unitäre Matrix, orthogonale Matrix,
• orthogonal, Orthogonalraum, orthogonales Komplement,
• Orthogonalsystem, Orthonormalsystem, Orthogonalbasis, Orthonormalbasis
• Gram-Schmidt-Verfahren, Orthogonalprojektion,
• QR-Zerlegung,
• beschreibende Matrix von Bi- oder Sesquilinearform.

Die wichtigsten Aussagen:

• Pythagoras, Cauchy-Schwartz-Ungleichung, Dreiecksungleichung,
• Polarisierungsidentität,
• Eigenschaften des Orthogonalraums,
• Orthogonalsysteme sind linear unabhängig,
• Orthonormalbasen und Orthogonalprojektionen aus dem Gram-Schmidt-Verfahren,
• Charakterisierung unitärer Matrizen durch Orthonormalbasen,
• Lösen von linearen Gleichungssystemen mit der QR-Zerlegung,
• Transformationsformel für Bi - oder Sesquilinearformen,
• Beschreibung der unitären Gruppe von Bi - oder Sesquilinearformen mit Matrizen,
• Normalformen von Bi- oder Sesquilinearformen,
• Trägheitssatz von Sylvester.

Die wichtigsten Beispiele:

• Standardskalarprodukt auf Rn und Cn,
• Minkowski-Metrik,
• Skalarprodukt auf Mat(n× n,K),
• Bi- und Sesquilinearformen aus Matrizen,
• Die Gruppen U(n), SU(n), O(n), SO(n)
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10 Normale Endomorphismen

10.1 Die adjungierte Abbildung

In diesem Abschnitt betrachten wir Bi- bzw. Sesquilinearformen unter einem anderen Gesichts-
punkt, nämlich als Strukturen, die eine Beziehung zwischen einem Vektorraum und seinem
Dualraum herstellen. Der Dualraum V ∗ eines K-Vektorraums V wurde in Kapitel 4.4 definiert
als der Vektorraum der Linearformen auf V , also der Vektorraum der linearen Abbildungen
α : V → K mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation. Da der Dualraum V ∗ eines
endlich-dimensionalen K-Vektorraums V nach Bemerkung 4.4.4 die gleiche Dimension hat wie
V , sind V und V ∗ in diesem Fall isomorph. Allerdings sind sie nicht kanonisch isomorph. Das
bedeutet, dass man Strukturen wählen muss, um einen Isomorphismus φ : V → V ∗ zu erhalten,
und auf diese Weise viele unterschiedliche Isomorphismen φ : V → V ∗ entstehen.

Wir werden nun sehen, dass eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf V eine mögliche Struktur
ist, die einen solchen Isomorphismus zwischen dem Vektorraum V und seinem Dualraum V ∗

definiert. Ist nämlich β : V × V → K eine nicht ausgeartete Bilinearform, so erhält man zu
jedem Vektor v ∈ V eine Linearform v[ : V → K, w 7→ β(v, w), und man kann kann zeigen, dass
jedes Element von V ∗ auf diese Weise realisiert werden kann. Im Fall einer Sesquilinearform
funktioniert das analog, aber die Zuordnung v → v[ ist keine lineare Abbildung mehr sondern
nur noch linear bis auf komplexe Konjugation.

Satz 10.1.1: (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz)
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und β eine nicht ausgeartete orthosymmetrische Bi-
oder Sesquilinearform auf V . Dann gilt:

1. Zu jeder Linearform α : V → K gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor α] ∈ V mit
α(w) = β(α], w) für alle w ∈ V .

2. Für eine Bilinearform β definiert dies eine bijektive lineare Abbildung ] : V ∗ → V , α 7→ α].
3. Für eine Sesquilinearform β definiert dies eine bijektive semilineare Abbildung
] : V ∗ → V , α 7→ α], d. h. es gilt: ](α + α′) = ](α) + ](α′) und ](λα) = λ](α) für
alle α, α′ ∈ V ∗, λ ∈ K.

Beweis:
Wegen der Bilinearität von β ist für jeden Vektor v ∈ V die Abbildung v[ : V → K, w 7→ β(v, w)
eine Linearform auf V , denn es gilt für alle x, y ∈ V und λ ∈ K

v[(x+y) = β(v, x+y) = β(v, x)+β(v, y) = v[(x)+v[(y) v[(λx) = β(v, λx) = λβ(v, x) = λv[(x).

Wir erhalten also eine Abbildung [ : V → V ∗, v 7→ v[. Da β nicht ausgeartet und orthosymme-
trisch ist, erfüllt diese

[−1({0}) = {v ∈ V |v[ = 0} = {v ∈ V |β(v, w) = 0∀w ∈ V } = {v ∈ V |β(w, v) = 0 ∀w ∈ V } = {0}.

Ist β bilinear, so ist die Abbildung [ : V → V ∗ linear, denn für alle v, w, x ∈ V und λ ∈ K gilt

(v + w)[(x) = β(v + w, x) = β(v, x) + β(w, x) = (v[ + w[)(x)

(λv)[(x) = β(λv, x) = λβ(v, x) = λv[(x).
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Ist β sesquilinear, so ist [ semilinear, denn für alle v, w, x ∈ V und λ ∈ K gilt

(v + w)[(x) = β(v + w, x) = β(v, x) + β(w, x) = (v[ + w[)(x)

(λv)[(x) = β(λv, x) = λβ(v, x) = λv[(x).

Auch für semilineare Abbildungen φ : V → W zwischen zwei komplexen Vektorräumen V,W
kann man zeigen (Übung), dass ker(φ) = φ−1({0}) ⊆ V und im(φ) = φ(V ) ⊆ W Untervektor-
räume sind und dimK ker(φ) + dimK im(φ) = dimK(V ) gilt. Wegen dimK(V ) = dimK(V ∗) = n
folgt dann mit der Dimensionsformel dimK im([) = n − dimK ker([) = n = dimK V = dimK V

∗.
Damit ist [ bijektiv. Also gibt es zu jeder Linearform α ∈ V ∗ einen Vektor v ∈ V mit
[(v) = v[ = α und somit β(v, w) = v[(w) = α(w) für alle w ∈ V . Bezeichnen wir die inverse
Abbildung mit ] = [−1 : V ∗ → V , α 7→ α], so ist ] linear für jede Bilinearform β und semilinear
für jede Sesquilinearform β, und es folgt die Behauptung. 2

Mit der durch eine Bi- oder Sesquilinearform β auf V definierten Abbildung ] : V ∗ → V kann
man nun insbesondere Endomorphismen φ : V → V mit den zugehörigen dualen Endomor-
phismen φ∗ : V ∗ → V ∗, α 7→ α ◦ φ vergleichen. Dazu konjugieren wir sie mit der Abbildung
] : V ∗ → V und erhalten so einen Endomorphismus φ† : V → V , die sogenannte adjungierte
Abbildung. Dies funktioniert für jede nicht ausgeartete orthosymmetrische Bi- oder Sesquiline-
arform auf V . Allerdings werden wir diese Konstruktion im Folgenden nur für den Fall einer
nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearform oder hermiteschen Sesquilinearform benötigen
und beschränken uns daher auf diesen Fall.

Satz 10.1.2: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und β eine nicht ausgeartete
hermitesche Sesquilinearform oder eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V .
Dann existiert zu jedem Endomorphismus φ : V → V genau eine Abbildung φ† : V → V mit

β(v, φ(w)) = β(φ†(v), w) ∀v, w ∈ V. (24)

Diese ist ein Vektorraumendomorphismus und heißt der zu φ adjungierte Endomorphismus
oder die zu φ adjungierte Abbildung. Es gilt

φ† = ] ◦ φ∗ ◦ ]−1

wobei φ∗ : V ∗ → V ∗, α 7→ α ◦ φ die zu φ duale Abbildung aus Satz 4.4.5 und ] : V ∗ → V ,
α 7→ α] die bijektive (semi)lineare Abbildung aus Satz 10.1.1 bezeichnet.

Beweis:
Die Eindeutigkeit der Adjungierten ergibt sich direkt aus der Tatsache, dass 〈 , 〉 nicht ausgeartet
ist. Denn sind χ, χ′ : V → V zwei Adjungierte von φ, so folgt für alle v, w ∈ V

β(χ(v)− χ′(v), w) = β(χ(v), w)− β(〈χ′(v), w) = β(〈v, φ(w))− β(v, φ(w)) = 0.

Da β nicht ausgeartet ist, folgt χ(v)− χ′(v) = 0 für alle v ∈ V und damit χ = χ′.

Seien nun ] : V ∗ → V , α 7→ α] und [ = ]−1 : V → V ∗, v 7→ v[ mit v[(w) = β(v, w) und
β(α], w) = α(w) die bijektiven (semi)linearen Abbildungen aus dem Satz 10.1.1. Dann ist für
jeden Endomorphismus φ : V → V und alle v ∈ V auch die Abbildung v[ ◦ φ : V → K,
w 7→ β(v, φ(w)) eine Linearform, denn die Verkettung linearer Abbildungen ist linear. Also
erhalten wir Abbildungen φ∗ ◦ [ : V → V ∗, v 7→ v[ ◦ φ und [−1 ◦ φ∗ ◦ [ = ] ◦ φ∗ ◦ ]−1 : V → V .
Es gilt für alle v, w ∈ V

β(]◦φ∗ ◦ ]−1(v), w) = β(]◦φ∗ ◦ [(v), w) = (φ∗([(v))(w) = ([(v)◦φ)(w) = v[(φ(w)) = β(v, φ(w))
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und damit ist ] ◦ φ∗ ◦ ]−1 : V → V der adjungierte Endomorphismus von φ : V → V . Da
φ∗ : V ∗ → V ∗ linear und ] : V ∗ → V und [ = ]−1 : V → V ∗ (semi)linear sind, ist φ† = ]◦φ∗◦]−1

linear. Denn im semilinearen Fall gilt

φ†(λv) = ](φ∗([(λv))) = ](φ∗(λ̄[(v))) = ](λ̄φ∗([(v))) = λ](φ∗([(v))) = λφ†(v) ∀v ∈ V, λ ∈ K.

2

Auch für unendlich-dimensionale K-Vektorräume V definiert man die Adjungierte eines Endo-
morphismus φ ∈ EndK(V ) über die bezüglich einer hermiteschen Sesquilinearform oder symme-
trischen Bilinearform β durch die Gleichung (24). Die Eindeutigkeit folgt dann wie im endlich-
dimensionalen Fall, aber φ muss keine Adjungierte besitzen. Denn der Dualraum V ∗ muss im
unendlich-dimensionalen Fall nicht isomorph zu V sein, und daher kann man die Adjungierte
von φ nicht durch die duale Abbildung φ∗ : V ∗ → V ∗ definieren.

Bevor wir konkrete Beispiele betrachten, untersuchen wir zunächst allgemein die Eigenschaften
der Adjungierten. Offensichtliche Fragen sind, wie sich die Adjungierte unter Addition, skalarer
Multiplikation und Verkettung von Abbildungen verhält. Ebenso interessiert man sich dafür,
was passiert, wenn man Adjungierte von Adjungierten bildet, und was der Zusammenhang zwi-
schen der beschreibenden Matrix einer linearen Abbildung φ : V → V und der beschreibenden
Matrix der Adjungierten φ† : V → V bezüglich einer Basis von V ist.

Satz 10.1.3: Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, β eine nicht ausgeartete hermitesche
Sesquilinearform oder eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V und φ, ψ : V → V
Endomorphismen. Dann gilt für die adjungierten Endomorphismen

(φ+ ψ)† = φ† + ψ† (φ ◦ ψ)† = ψ† ◦ φ† (φ†)† = φ id†V = idV (λφ)† =

{
λφ† β bilinear
λφ† β sesquilinear.

sowie (φ†)−1 = (φ−1)† falls φ invertierbar ist. Für jede geordnete Basis B von V gilt

MB B(φ) =

{
( βB B)−1 · MB B(φ†)T · βB B β bilinear
( βB B)−1 · MB B(φ†)† · βB B β sesquilinear.

Beweis:
Wir beweisen die Aussagen für hermitesche Sesquilinearformen. Der Beweis für symmetrische
Bilinearformen ist analog und ergibt sich durch Weglassen der komplexen Konjugation.

1. Die erste Aussage folgt direkt aus der definierenden Gleichung (24) und der Eindeutigkeit
der Adjungierten. Für alle Endomorphismen φ, ψ : V → V und v, w ∈ V ergibt sich nämlich

β(φ†(v) + ψ†(v), w) = β(φ†(v), w) + β(ψ†(v), w) = β(v, φ(w)) + β(v, ψ(w)) = β(v, φ(w) + ψ(w))

β(ψ†(φ†(v)), w) = β(φ†(v), ψ(w)) = β(v, φ(ψ(w)))

β(idV (v), w) = β(v, w) = β(v, idV (w))

β(φ(v), w) = β(w, φ(v)) = β(φ†(w), v) = β(v, φ†(w))

β(λφ†(v), w) = λβ(φ†(v), w) = λβ(v, φ(w)) = β(v, λ φ(w)) = β(v, λ φ(w)).

Da die Adjungierte durch (24) eindeutig bestimmt ist, beweist dies die erste Aussage. Ist φ
invertierbar, so ergibt sich (φ−1)† ◦ φ† = (φ ◦ φ−1)† = id†V = (φ−1 ◦ φ)† = φ† ◦ (φ−1)† und damit
(φ−1)† = (φ†)−1.
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2. Ist φ : V → V ein Endomorphismus mit Adjungierter φ† : V → V und B = (b1, ..., bn)
eine geordnete Basis von V , so gibt es Koeffizienten φji, φ

†
ji ∈ K mit φ(bi) = Σn

j=1φjibj und
φ†(bi) = Σn

j=1φ
†
jibj für alle i, j ∈ {1, ..., n}. Die beschreibenden Matrizen von φ und φ† sind

dann gegeben durch MB B(φ)ji = φji und MB B(φ†)ji = φ†ji. Einsetzen in Gleichung (24) ergibt

β(φ†(bi), bj) = β(Σn
k=1φ

†
kibk, bj) = Σn

k=1φ
†
ki β(bk, bj) = Σn

k=1φ
†
ki βB B

kj = ( MB B(φ†)† · βB B)ij

β(bi, φ(bj)) = β(bi,Σ
n
k=1φkjbk) = Σn

k=1φkj β(bi, bk) = Σn
k=1φkj βB B

ik = ( βB B · MB B(φ))ij

Da diese beiden Ausdrücke per Definition der Adjungierten für alle i, j ∈ {1, ..., n} über-
einstimmen müssen, ergibt sich MB B(φ†)† · βB B = βB B · MB B(φ). Da β nicht ausgeartet
ist, gilt nach Satz 9.3.3, 3. rg( βB B) = n und somit ist die Matrix βB B invertierbar. Durch
Linksmultiplikation der Gleichung mit ( βB B)−1 folgt die Behauptung. 2

Am Beweis erkennt man, dass die Voraussetzung, dass β hermitesch bzw. symmetrisch ist, nur
für die Aussage (φ†)† = φ benötigt wird. Diese wird im Folgenden aber zu wesentlichen Ver-
einfachungen führen. Besonders offensichtlich wird dies im Fall von euklidischen oder unitären
Vektorräumen, wo sie es einem erlaubt, Kerne und Bilder des adjungierten Endomorphismus als
die orthogonalen Komplemente von Bildern und Kernen des Endomorphismus zu beschreiben.
Anhand dieses Beispiels wird auch deutlich, warum die Bezeichnung † sowohl für den adjun-
gierten Endomorphismus als auch für die hermitesch konjugierte Matrix aus Definition 9.1.19
verwendet wird, und welcher Zusammenhang zwischen den beiden Konzepten besteht.

Satz 10.1.4: Sei V mit 〈 , 〉 ein endlich-dimensionaler unitärer oder euklidischer Vektorraum
und φ : V → V ein Endomorphismus. Dann gilt

ker(φ) = im(φ†)⊥ im(φ†) = ker(φ)⊥ im(φ) = ker(φ†)⊥ ker(φ†) = im(φ)⊥.

Für jede Orthonormalbasis B von V gilt für die beschreibenden Matrizen MB B(φ†) = MB B(φ)†

(unitärer Fall) bzw. MB B(φ†) = MB B(φ)T (euklidischer Fall).

Beweis:
Aus der Definition des orthogonalen Komplements und der Adjungierten folgt

w ∈ im(φ†)⊥ ⇔ 〈φ†(v), w〉 = 〈v, φ(w)〉 = 0 ∀v ∈ V ⇔ φ(w) = 0⇔ w ∈ ker(φ),

also im(φ†)⊥ = ker(φ). Da V endlich-dimensional und 〈 , 〉 ein Skalarprodukt ist, folgt mit Satz
9.2.2, 5. dann auch im(φ†) = (im(φ†)⊥)⊥ = ker(φ)⊥. Die anderen zwei Gleichungen ergeben
sich aus Betrachtung von φ† statt φ und der Identität (φ†)† = φ. Ist B eine Orthonormalbasis,
so gilt 〈 , 〉B B = 1n. Also ist die beschreibende Matrix des adjungierten Endomorphismus nach
Satz 10.1.3 gegeben durch MB B(φ†) = MB B(φ)† für unitäre und durch MB B(φ†) = MB B(φ)T

für euklidische Vektorräume. 2

Da sowohl die Adjungierte einer linearen Abbildung φ : V → V bezüglich einer Bi- oder Ses-
quilinearform β als auch die β-unitären Endomorphismen φ : V → V aus Definition 9.1.14
durch eine Bedingung charakterisiert sind, in der die Bi- oder Sesquilinearform β und Endo-
morphismen φ : V → V auftreten, ist es naheliegend, dass sich das Konzept der Unitarität
auch mit Hilfe der Adjungierten beschreiben lassen sollte. In der Tat findet man, dass unitäre
Endomorphismen genau die Endomorphismen sind, die invers zu ihrer Adjungierten sind. Dies
verallgemeinert den Zusammenhang zwischen unitären Endomorphismen des Rn bzw. Cn und
unitären Matrizen aus Beispiel 9.1.18.
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Satz 10.1.5: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, β eine nicht ausgeartete hermi-
tesche Sesquilinearform oder eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V . Dann ist
ein Endomorphismus φ : V → V β-unitär genau dann, wenn φ invertierbar ist mit φ† = φ−1.

Beweis:
Ein Endomorphismus φ : V → V ist nach Bemerkung 9.1.15 und Satz 9.1.16 genau dann in
U(V, β) enthalten, wenn

β(φ(v), φ(w)) = β((φ†◦φ)(v), w) = β(v, w) ∀v, w ∈ V ⇔ β((φ†◦φ)(v)−v, w) = 0 ∀v, w ∈ V.

Da β nicht ausgeartet ist, ist dies der Fall genau dann, wenn (φ† ◦φ)(v) = v für alle v ∈ V gilt,
also wenn φ† ◦ φ = idV . Da in jeder Gruppe Linksinverse Rechtsinverse sind und umgekehrt,
ist das gleichbedeutend mit φ† = φ−1. 2

10.2 Normale Endomorphismen

In diesem Abschnitt betrachten wir Endomorphismen φ : V → V , die auf bestimmte Weise
mit ihrem adjungierten Endomorphismus φ† : V → V verträglich sind. Da sich der adjungierte
Endomorphismus durch Konjugation der dualen Abbildung φ∗ : V ∗ → V ∗ mit dem Isomorphis-
mus ] : V ∗ → V aus Satz 10.1.1 ergibt, können wir dies auch als eine Kompatibilität zwischen
dem Endomorphismus φ : V → V und dem dualen Endomorphismus φ∗ : V ∗ → V ∗ auffassen.

Zunächst stellt sich dabei die Frage, was eine sinnvolle Verträglichkeitsbedingung zwischen
einem Endomorphismus φ : V → V und dem adjungierten Endomorphismus φ† : V → V
ist. Offensichtlich ist für unitäre Abbildungen die Beziehung zwischen den Endomorphismen
φ : V → V und φ† : V → V besonders einfach, da dort φ† = φ−1 gilt. Analog kann man sicher
auch fordern, dass φ† = φ gelten soll.

In Bezug auf die Eigenräume und Haupträume ist aber eine andere, weniger strenge Bedingung
naheliegend. In Kapitel 6.2 wurde nämlich bereits gezeigt, dass es in Bezug auf die Eigenräume
und Haupträume zweier Endomorphismen φ, ψ : V → V besonders günstig ist, wenn diese
kommutieren, also wenn φ ◦ ψ = ψ ◦ φ gilt. In diesem Fall erhält nämlich ψ alle Haupträume
von φ und umgekehrt. Daher ist es naheliegend neben unitären Endomorphismen, die zu ihrer
Adjungierten invers sind, und Endomorphismen, die gleich ihrer Adjungierten sind, allgemeiner
Endomorphismen zu betrachten, die mit ihrer Adjungierten kommutieren.

Definition 10.2.1: Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, β eine nicht ausgeartete her-
mitesche Sesquilinearform oder eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V .

1. Ein Endomorphismus φ : V → V heißt β-normal, wenn φ† ◦ φ = φ ◦ φ† gilt.
2. Ein Endomorphismus φ : V → V heißt β-selbstadjungiert, wenn φ† = φ gilt.

Im Fall einer Bilinearform β ergibt sich eine weitere Charakterisierung normaler Endomorphis-
men aus der Betrachtung der von β induzierten quadratischen Form Qβ : V → K, v 7→ β(v, v).
Nimmt man diese quadratische Form als Ausgangspunkt, so ist es naheliegend als Kompa-
tibilitätsbedingung zwischen φ und φ† zu fordern, dass Qβ ◦ φ = Qβ ◦ φ† gelten soll, also
β(φ(v), φ(v)) = β(φ†(v), φ†(v)) für alle v ∈ V . Während quadratische Formen nur für Bilinear-
formen definiert sind, ist die zweite Bedingung auch für Sesquilinearformen sinnvoll. In beiden
Fällen erhält man eine alternative Charakterisierung von normalen Abbildungen.
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Lemma 10.2.2: Sei char(K) 6= 2, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und β eine nicht aus-
geartete hermitesche Sesquilinearform oder eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform
auf V . Dann ist ein Endomorphismus φ : V → V β-normal genau dann, wenn

β(φ(v), φ(v)) = β(φ†(v), φ†(v)) ∀v ∈ V.

Beweis:
⇒: Per Definition der Adjungierten gilt für alle v ∈ V

β(φ(v), φ(v)) = β((φ† ◦ φ)(v), v) β(φ†(v), φ†(v)) = β((φ ◦ φ†)(v), v). (25)

Ist φ normal, so folgt daraus β(φ(v), φ(v)) = β(φ†(v), φ†(v)) für alle v ∈ V .

⇐: Mit der Polarisierungsidentität für symmetrische Bilinearformen ergibt sich für alle v, w ∈ V

β((φ ◦ φ†)(v + w), v + w)− β((φ ◦ φ†)(v), v)− β((φ ◦ φ†)(w), w)

= β((φ ◦ φ†)(v), w) + β((φ ◦ φ†)(w), v) = β((φ ◦ φ†)(v), w) + β(w, (φ ◦ φ†)(v)) = 2β((φ ◦ φ†)(v), w)

und eine analoge Formel mit φ†◦φ statt φ◦φ†. Ebenso erhält man mit der Polarisierungsidentität
für hermitesche Sesquilinearformen

β((φ ◦ φ†)(v + w), v + w)− β((φ ◦ φ†)(v − w), v − w)

− iβ((φ ◦ φ†)(v + iw), v + iw) + iβ((φ ◦ φ†)(v − iw), v − iw)

= 2β((φ ◦ φ†)(v), w) + 2β((φ ◦ φ†)(w), v) + 2β((φ ◦ φ†)(v), w)− 2β((φ ◦ φ†)(w), v)

= 2β((φ ◦ φ†)(v), w) + 2β(w, (φ ◦ φ†)(v)) + 2β((φ ◦ φ†)(v), w)− 2β(w, (φ ◦ φ†)(v))

= 2β((φ ◦ φ†)(v), w) + 2β((φ ◦ φ†)(v), w) + 2β((φ ◦ φ†)(v), w)− 2β((φ ◦ φ†)(v), w)

= 4Re β((φ ◦ φ†)(v), w) + 4iIm β((φ ◦ φ†)(v), w) = 4β((φ ◦ φ†)(v), w).

und eine analoge Formel mit φ† ◦ φ statt φ ◦ φ†. Ist nun β(φ(v), φ(v)) = β(φ†(v), φ†(v)) für alle
v ∈ V , so ergibt sich daraus mit (25) und den Polarisierungsformeln

β((φ ◦ φ† − φ† ◦ φ)(v), w) = β((φ ◦ φ†)(v), w)− β((φ† ◦ φ)(v), w) = 0

für alle v, w ∈ V . Da β nicht ausgeartet ist, folgt φ ◦ φ† = φ† ◦ φ. 2

Wichtige Beispiele normaler und selbstadjungierter Endomorphismen liefert das folgende Lem-
ma, das auch die Beziehung zwischen normalen, unitären und selbstadjungierten Endomorphis-
men klärt.

Lemma 10.2.3: Sei und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, β eine nicht ausgeartete
hermitesche Sesquilinearform oder eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V .
Dann gilt für alle Endomorphismen φ, ψ : V → V :

1. φ ◦ φ† und φ† ◦ φ sind selbstadjungiert.
2. Ist φ β-unitär oder β-selbstadjungiert, so ist φ auch β-normal.
3. Ist φ β-normal, so sind auch λφ und φ− λidV β-normal für alle λ ∈ K.
4. Ist φ ist β-normal und ψ β-unitär, so ist ψ ◦ φ ◦ ψ−1 β-normal.
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Beweis:
Wir beweisen die Aussagen für Sesquilinearformen β. Der entsprechende Beweis für Bilinear-
formen ergibt sich durch Weglassen der komplexen Konjugation.
1. Mit den Rechenregeln aus Satz 10.1.3 erhält man (φ ◦ φ†)† = (φ†)† ◦ φ† = φ ◦ φ† und
(φ† ◦ φ)† = φ† ◦ (φ†)† = φ† ◦ φ.

2. Ist φ β-unitär, so gilt φ† = φ−1 nach Satz 10.1.5 und damit φ† ◦ φ = φ ◦ φ† = idV . Ist φ
β-selbstadjungiert, so gilt φ† = φ und damit φ ◦ φ† = φ ◦ φ = φ† ◦ φ.

3. Ist φ β-normal, so ist φ† ◦ φ = φ ◦ φ†, und mit Satz 10.1.3 folgt für alle λ ∈ K

(λφ)† ◦ (λφ) = (λφ†) ◦ (λφ) = |λ|2φ† ◦ φ = |λ|2φ ◦ φ† = (λφ) ◦ (λφ†) = (λφ) ◦ (λφ)†

(φ− λidV )† ◦ (φ− λidV ) = (φ† − λidV ) ◦ (φ− λidV ) = φ† ◦ φ− λφ† − λφ− |λ|2idV

= φ ◦ φ† − λφ† − λφ− |λ|2idV = (φ− λidV ) ◦ (φ† − λidV ) = (φ− λidV ) ◦ (φ− λidV )†.

4. Ist φ β-normal und ψ β-unitär, so folgt mit den Rechenregeln aus Satz 10.1.3

(ψ ◦ φ ◦ ψ−1)† ◦ (ψ ◦ φ ◦ ψ−1) = (ψ−1)† ◦ φ† ◦ ψ† ◦ ψ ◦ φ ◦ ψ−1 = ψ ◦ φ† ◦ φ ◦ ψ−1

=ψ ◦ φ ◦ φ† ◦ ψ−1 = ψ ◦ φ ◦ ψ−1 ◦ (ψ−1)† ◦ φ† ◦ ψ−1 = (ψ ◦ φ ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ φ ◦ ψ−1)†

2

Wir untersuchen nun, wie sich normale bzw. selbstadjungierte Endomorphismen φ : V → V in
einem euklidischen oder unitären Vektorraum durch die beschreibenden Matrix MB B(φ) bezüg-
lich einer Basis B charakterisieren lassen. Dabei ist es besonders günstig, Orthonormalbasen zu
betrachten, da dort die beschreibenden Matrizen βB B eine besonders einfache Form annehmen.

Satz 10.2.4: Sei V ein n-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum und B eine
Orthonormalbasis von V . Dann gilt für jeden Endomorphismus φ : V → V

• φ normal ⇔ MB B(φ)† · MB B(φ) = MB B(φ) · MB B(φ)† (unitärer Fall)
• φ normal ⇔ MB B(φ)T · MB B(φ) = MB B(φ) · MB B(φ)T (euklidischer Fall)
• φ selbstadjungiert ⇔ MB B(φ)† = MB B(φ) (unitärer Fall)
• φ selbstadjungiert ⇔ MB B(φ)T = MB B(φ) (euklidischer Fall).

Beweis:
Wir beweisen die Aussage für unitäre Vektorräume. Der Beweis für den euklidischen Fall ist
analog. Da B eine Orthonormalbasis von V ist, gilt βB B = 1n, und aus Satz 10.1.3 folgt
MB B(φ†) = MB B(φ)†. Da MB B : EndK(V )→ Mat(n×n,C) bijektiv ist, ist φ somit selbstadjun-

giert genau dann, wenn MB B(φ) = MB B(φ†) = MB B(φ)†. Da MB B : EndK(V )→ Mat(n×n,C)
ein Algebraisomorphismus ist, ergibt sich

MB B(φ† ◦ φ) = MB B(φ†) · MB B(φ) = MB B(φ)† · MB B(φ)

MB B(φ ◦ φ†) = MB B(φ) · MB B(φ†) = MB B(φ) · MB B(φ)†,

und durch Gleichsetzen der zwei Gleichungen folgt die Behauptung. 2
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Dieser Satz erlaubt es uns, die Selbstadjungiertheit und Normalität von Endomorphismen
endlich-dimensionaler Vektorräume durch deren beschreibende Matrizen bezüglich Orthonor-
malbasen zu erfassen. Dies reduziert den allgemeinen Fall auf die Betrachtung von Endomor-
phismen der Form φM : Kn → Kn, v 7→ M · v mit M ∈ Mat(n × n,K), wobei Kn = Cn oder
Kn = Rn mit dem Standardskalarprodukt ausgestattet wird. Wir führen daher die folgenden
Begriffe von Normalität, Selbstadjungiertheit und Antiselbstadjungiertheit für Matrizen ein.

Definition 10.2.5:
Eine Matrix M ∈ Mat(n× n,C) heißt

• normal, wenn M † ·M = M ·M †.
• selbstadjungiert oder hermitesch wenn M † = M ,
• antiselbstadjungiert oder antihermitesch wenn M † = −M .

Eine Matrix M ∈ Mat(n× n,R) heißt

• normal, wenn MT ·M = M ·MT ,
• selbstadjungiert oder symmetrisch, wenn MT = M ,
• antiselbstadjungiert oder antisymmetrisch wenn MT = −M .

10.3 Diagonalisierung normaler Endomorphismen

Eine wesentliche Motivation für die Einführung der normalen Endomorphismen im letzten
Abschnitt war es, dass das Kommutieren eines Endomorphismus φ : V → V mit seiner Ad-
jungierten φ† : V → V in Bezug auf die Eigenräume und Haupträume günstig sein sollte, da
jeder mit φ kommutierende Endomorphismus die Eigenräume und Haupträume von φ erhält.
In diesem Abschnitt untersuchen wir nun die Eigenwerte, Eigenräume und Eigenvektoren nor-
maler Abbildungen und leiten Diagonalisierbarkeitsaussagen her. Dabei beschränken wir uns
auf Endomorphismen euklidischer und unitärer Vektorräume, da dies die wichtigsten Fälle sind
und dort weitreichendere Aussagen möglich sind als für den allgemeinen Fall.

Um die Diagonalisierbarkeit normaler Abbildungen zu untersuchen, befassen wir und zunächst
mit ihrem Eigenwerten, Eigenvektoren und Eigenräumen. Hier ergibt sich zunächst eine Bezie-
hung zwischen den Eigenwerten eines normalen Endomorphismus und seiner Adjungierten, aus
der folgt, dass die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten aufeinander senkrecht stehen
und orthogonale Komplemente von Eigenvektoren invariant sind.

Satz 10.3.1: Sei V mit 〈 , 〉 ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum
und φ : V → V ein normaler Endomorphismus. Dann gilt:

1. Ein Vektor v ∈ V ist ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert λ genau dann, wenn v ein
Eigenvektor von φ† zum Eigenwert λ ist.

2. Ist v ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert λ, so ist das orthogonale Komplement
{v}⊥ ⊆ V φ-invariant.

3. Sind v1, v2 ∈ V Eigenvektoren von φ zu verschiedenen Eigenwerten λ1, λ2 von φ, so ist
〈v1, v2〉 = 0.
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Beweis:
1. Ist φ : V → V normal, so ist nach Lemma 10.2.3 auch φ− λidV normal für alle λ ∈ K, und
nach Lemma 10.2.2 gilt dann ||(φ − λidV )(v)||2 = ||(φ − λidV )†(v)||2 = ||(φ† − λidV )(v)||2 für
alle v ∈ V , λ ∈ K. Also ist v ∈ E(φ, λ) genau dann, wenn ||φ(v) − λv||2 = ||φ†(v) − λv||2 = 0
gilt, und dies ist gleichbedeutend zu v ∈ E(φ†, λ).

2. Ist v ∈ V ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert λ, so ist v nach 1. auch ein Eigenvektor von φ†
zum Eigenwert λ. Für w ∈ {v}⊥ folgt daraus 〈v, φ(w)〉 = 〈φ†(v), w〉 = 〈λv, w〉 = λ 〈v, w〉 = 0,
also φ(w) ∈ {v}⊥.

3. Sind v1, v2 ∈ V Eigenvektoren von φ zu verschiedenen Eigenwerten λ1, λ2 ∈ K, so folgt mit 1.
0 = 〈v2, φ(v1)〉 − 〈φ†(v2), v1〉 = 〈v2, λ1v1〉 − 〈λ2v2, v1〉 = (λ1 − λ2)〈v1, v2〉. Da λ1 − λ2 6= 0 gilt,
ergibt sich daraus 〈v1, v2〉 = 0. 2

Die Tatsache, dass für normale Endomorphismen φ : V → V eines endlich-dimensionalen eukli-
dischen oder unitären Vektorraums das orthogonale Komplement jedes Eigenvektors invariant
unter φ ist, ermöglicht es uns im unitären Fall, φ induktiv zu diagonalisieren. Dazu wählen wir
zunächst einen Eigenvektor v von φ und zerlegen den Vektorraum V als V = Kv⊕{v}⊥. Da das
orthogonale Komplement {v}⊥ invariant unter φ ist, erhält man durch Einschränken von φ auf
{v}⊥ einen weiteren normalen Endomorphismus, auf den man das selbe Verfahren anwenden
kann, bis man schließlich den gesamten Vektorraum V zerlegt hat. So erhält man nicht nur eine
Basis von V aus Eigenvektoren, sondern sogar eine Orthonormalbasis.

Satz 10.3.2: (Diagonalisierung normaler Endomorphismen)
Sei V mit 〈 , 〉 ein n-dimensionaler unitärer Vektorraum und φ : V → V ein Endomorphismus.
Dann ist φ genau dann normal, wenn eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von φ existiert.

Beweis:
⇒: Induktion über n.
n = 1: Dann ist φ = λidV , und jeder Vektor v ∈ V mit ||v|| = 1 bildet eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren von φ.
n − 1 → n: Sei die Aussage bewiesen für unitäre Vektorräume der Dimension ≤ n − 1 und
sei V ein unitärer Vektorraum der Dimension n. Da V ein Vektorraum über C ist, hat das
charakteristische Polynom von φ eine Nullstelle λ1 ∈ C, und es existiert ein Eigenvektor u1 ∈ V
zum Eigenwert λ1. Dann ist der Vektor v1 := u1/||u1|| ein normierter Vektor mit φ(v1) = λ1v1.
Nach Satz 9.2.2 gilt V = Kv1⊕{v1}⊥ und nach Satz 10.3.1 2. gilt φ({v1}⊥) ⊆ {v1}⊥. Also kann
man die Einschränkung φ|{v1}⊥ : {v1}⊥ → {v1}⊥ betrachten, und diese ist ebenfalls normal. Da
dimK{v1}⊥ = n − 1, existiert nach Induktionsvoraussetzung eine Orthonormalbasis (v2, ..., vn)
von {v1}⊥ aus Eigenvektoren von φ. Damit ist (v1, ..., vn) eine Orthonormalbasis von V aus
Eigenvektoren von φ.

⇐: Ist C eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von φ, so ist die beschreiben-
de Matrix des Skalarprodukts bezüglich C die Einheitsmatrix, die beschreibende Matrix
MC C(φ) ist diagonal, und aus Satz 10.1.3 folgt MC C(φ†) = MC C(φ)†. Also ist die beschrei-

bende Matrix von φ† ebenfalls diagonal. Da alle diagonalen Matrizen kommutieren, folgt
MC C(φ†◦φ) = MC C(φ†)· MC C(φ) = MC C(φ)· MC C(φ†) = MC C(φ◦φ†) und damit φ†◦φ = φ◦φ†.

2

Indem man nun als Spezialfall den unitären Vektorraum V = Cn mit dem Standardskalarpro-
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dukt und einen Endomorphismus φA : Cn → Cn, v 7→ A · v mit A ∈ Mat(n× n,C) betrachtet,
kann man die Aussagen aus Satz 10.3.2 in Aussagen über die Diagonalisierbarkeit normaler
Matrizen umwandeln. Die Normalität des Endomorphismus φA entspricht dann der Normalität
der Matrix A und die Diagonalisierbarkeit von φA der Diagonalisierbarkeit von A. Die Tatsache,
dass ein normaler Endomorphismus φA nicht nur diagonalisierbar ist, sondern sogar diagona-
lisierbar bezüglich einer Orthonormalbasis wird zu der Aussage, dass die zugehörige Matrix A
diagonalisierbar mittels einer unitären Matrix ist.

Satz 10.3.3: Für eine Matrix A ∈ Mat(n× n,C) sind äquivalent:
(i) A normal: A† · A = A · A†,
(ii) Es gibt eine Orthonormalbasis des Cn aus Eigenvektoren von A,
(iii) A ist diagonalisierbar mittels einer unitären Matrix:

Es gibt eine Matrix U ∈ U(n,C) und eine Diagonalmatrix D mit A = U ·D · U−1.

Beweis:
(i)⇔(ii): Da die Standardbasis eine Orthonormalbasis des Cn ist, ist die Matrix A nach Satz
10.2.4 normal genau dann, wenn der Endomorphismus φA : Cn → Cn, v 7→ A ·v normal ist. Dies
ist nach Satz 10.3.2 äquivalent zur Existenz einer Orthonormalbasis des Cn aus Eigenvektoren
von φA, also zur Existenz einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.

(ii)⇔(iii) Eine Matrix U = (u1, ..., un) mit Spaltenvektoren u1, ..., un ∈ Cn ist nach Satz 9.2.14
unitär genau dann, wenn (u1, ..., un) eine Orthonormalbasis des Cn ist. Ist A = U ·D ·U−1 mit
U ∈ U(n,C) und D diagonal, so folgt A · ui = A · U · ei = U ·D · ei = dii U · ei = diiui für alle
i ∈ {1, ..., n} und somit ist (u1, ..., un) eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A. Ist
umgekehrt (u1, ..., un) eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A mit Aui = λiui so ist
die Matrix U = (u1, ..., un) unitär und für alle i ∈ {1, .., n} gilt A ·U ·ei = A ·ui = λiui = λiU ·ei.
Also folgt A = U ·D · U−1 mit D = (λi δij) diagonal. 2

Insbesondere können wir Satz 10.3.2 und Satz 10.3.3 auf die Spezialfälle unitärer Endomor-
phismen und unitärer Matrizen anwenden, die nach Lemma 10.2.3 normal sind. Indem wir
dann bezüglich einer Orthonormalbasis diagonalisieren, können wir unitäre Endomorphismen
bzw. unitäre Matrizen dann als normale Endomorphismen bzw. Matrizen charakterisieren, de-
ren Eigenwerte auf dem komplexen Einheitskreis S1 = {z ∈ C| |z| = 1} ⊆ C liegen.

Satz 10.3.4: Sei V mit 〈 , 〉 ein endlich-dimensionaler unitärer Vektorraum und φ : V → V
ein Endomorphismus. Dann sind äquivalent:

(i) φ ist unitär.
(ii) φ ist normal, und alle Eigenwerte von φ liegen auf dem Einheitskreis S1.
(iii) V hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von φ und mit Eigenwerten in S1.

Beweis:
(ii) ⇔ (iii) folgt direkt aus Satz 10.3.2.

(i)⇒(ii) Ist φ unitär, so ist φ nach Lemma 10.2.3 auch normal. Ist v ∈ V ein Eigenvektor
von φ zum Eigenwert λ, so folgt 0 = ||v||2 − ||φ(v)||2 = ||v||2 − ||λ v||2 = ||v||2 − |λ|2||v||2 =
(|λ|2 − 1)||v||2, und wegen v 6= 0 ergibt sich |λ| = 1.

(iii)⇒(i): Ist B = (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren mit φ(bi) = λibi
und |λi| = 1 für i ∈ {1, ..., n}, so folgt 〈φ(bi), φ(bj)〉 = 〈λibi, λjbj〉 = λi λj 〈bi, bj〉 = |λi|2 δij = δij.
Also ist auch (φ(b1), ..., φ(bn)) eine Orthonormalbasis von V , und φ ist nach Satz 9.2.13 unitär. 2
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Korollar 10.3.5: Für eine Matrix A ∈ Mat(n× n,C) sind äquivalent:

(i) A ist unitär.
(ii) A ist normal, und alle Eigenwerte von A liegen auf dem Einheitskreis S1.
(iii) A ist diagonalisierbar mittels einer unitären Matrix und mit Eigenwerten in S1.

Beweis:
Da die Standardbasis eine Orthonormalbasis des Cn ist, ist die Matrix A ist nach Satz 10.2.4
normal genau dann, wenn der Endomorphismus φA : Cn → Cn, v 7→ A · v normal ist und nach
Beispiel 9.1.18 unitär genau dann, wenn der Endomorphismus φA unitär ist. Da A und φA die
gleichen Eigenwerte haben, folgt die Behauptung aus Satz 10.3.4 und Satz 10.3.3. 2

Bemerkung 10.3.6: Normale reelle Matrizen und damit auch orthogonale reelle Matrizen
sind nach Satz 10.3.3 und Korollar 10.3.8 immer diagonalisierbar über C, aber nicht notwendi-
gerweise über R. Ein Gegenbeispiel ist die Drehmatrix

D(φ) =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
,

die nach Beispiel 9.1.17 orthogonal, und damit insbesondere normal ist. In Beispiel 6.1.7 wurde
aber gezeigt, dass sie nur dann diagonalisierbar über R ist, wenn φ ∈ πZ. Über C ist sie dagegen
für alle Winkel φ ∈ R diagonalisierbar.

Dass die Resultate von Satz 10.3.2 bis Korollar 10.3.8 für euklidische Vektorräume nicht gelten,
wird auch am Beweis von Satz 10.3.2 deutlich. Dort wird im Induktionsschritt die Existenz
eines Eigenvektors von φ benötigt, die zwar in einem komplexen Vektorraum immer gegeben
ist, nicht aber in einem reellen Vektorraum. Um zu klären, unter welchen Zusatzbedingungen
eine reelle orthogonale Matrix nicht nur diagonalisierbar über C sondern auch diagonalisierbar
über R ist, benutzen wir das folgende Lemma.

Lemma 10.3.7: Eine über C diagonalisierbare reelle Matrix A ∈ Mat(n× n,R) is diagonali-
sierbar über R genau dann, wenn all ihre komplexen Eigenwerte in R enthalten sind

Beweis:
Hat A komplexe Eigenwerte in C \R, so zerfällt das charakteristische Polynom pA über R nicht
in Linearfaktoren und A kann damit nicht diagonalisierbar über R sein. Ist A diagonalisierbar
über C und alle komplexen Eigenwerte von A sind reell, so gibt es eine Matrix S ∈ GL(n,C)
und eine Diagonalmatrix D ∈ Mat(n × n,R) mit A = S · D · S−1. Da das charakteristische
Polynom pA dann auch über R in Linearfaktoren zerfällt, ist A ist trigonalisierbar über R,
d. h. es gibt eine reelle Matrix R ∈ GL(n,R) und eine obere Dreiecksmatrix D′ ∈ Mat(n×n,R)
in Jordan-Normalform mit A = R ·D′ ·R−1. Wegen der Eindeutigkeit der Jordan-Normalform
über C muss dann aber auch D′ eine Diagonalmatrix sein und bis auf Permutation der
Diagonalelemente mit D übereinstimmen. Also ist A diagonalisierbar über R. 2

Mit Lemma 10.3.7 können wir nun die orthogonalen Matrizen A ∈ Mat(n × n,R) charakteri-
sieren, die nicht nur über C, sondern auch über R diagonalisierbar sind. Dies sind nach Lemma
10.3.7 genau die orthogonalen Matrizen, deren Eigenwerte nicht nur auf dem komplexen Ein-
heitskreis, sondern auch auf der reellen Achse liegen. Damit kommen nur noch±1 als Eigenwerte
in Frage.
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Korollar 10.3.8: Für eine Matrix A ∈ Mat(n× n,R) sind äquivalent:

(i) A ist orthogonal, und alle komplexen Eigenwerte von A sind reell.
(ii) A ist normal, und die einzigen komplexen Eigenwerte von A sind ±1.
(iii) A ist diagonalisierbar über R mittels einer orthogonalen Matrix und mit Eigenwerten ±1.

Beweis:
Da S1 ∩ R = {z ∈ R|z2 = 1} = {1,−1} sind die Bedingungen in (i)-(iii) äquivalent zu den
Bedingungen in Korollar 10.3.8 zusammen mit der Bedingung, dass alle komplexen Eigenwerte
von A reell sind. Mit Korollar 10.3.8 und Lemma 10.3.7 folgt dann die Behauptung. 2

Neben den unitären Endomorphismen hatten wir als zweiten wichtigen Spezialfall normaler
Endomorphismen die selbstadjungierten Endomorphismen betrachtet. Die zugehörigen Matri-
zen sind nach Satz 10.2.4 die hermiteschen Matrizen. Indem wir Satz 10.3.2 und Satz 10.3.3
auf diese Spezialfälle anwenden und bezüglich einer Orthonormalbasis diagonalisieren, kön-
nen wir selbstadjungierte Endomorphismen bzw. Matrizen dann als normale Endomorphismen
bzw. Matrizen charakterisieren, deren Eigenwerte reell sind.

Satz 10.3.9: Sei V mit 〈 , 〉 ein endlich-dimensionaler unitärer Vektorraum und φ : V → V
ein Endomorphismus. Dann sind äquivalent:

(i) φ ist selbstadjungiert.
(ii) φ ist normal, und alle Eigenwerte von φ sind reell.
(iii) V hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von φ und mit reellen Eigenwerten.

Beweis:
(ii) ⇔ (iii) folgt direkt aus Satz 10.3.2.
(i)⇒ (ii): Ist φ selbstadjungiert, so ist φ normal nach Lemma 10.2.3, und für jeden Eigenvektor
v ∈ V zum Eigenwert λ ∈ C gilt

0=〈v, φ(v)〉 − 〈φ†(v), v〉=〈v, φ(v)〉 − 〈φ(v), v〉=〈v, λv〉 − 〈λv, v〉=(λ− λ)||v||2.

Da v 6= 0 folgt daraus λ− λ̄ = 0 und somit ist der Eigenwert λ reell.
(iii) ⇒ (i): Ist φ normal und B = (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren
von φ mit φ(bi) = λibi und λi ∈ R, so ergibt sich

〈φ†(bi)− φ(bi), bj〉 = 〈bi, φ(bj)〉 − 〈φ(bi), bj〉 = 〈bi, λjbj〉 − 〈λi bi, bj〉 = (λj − λi) δij = 0

für alle i, j ∈ {1, ..., n}. Da B eine Basis von V ist, folgt φ = φ†. 2

Korollar 10.3.10: Für eine Matrix A ∈ Mat(n× n,C) sind äquivalent:

(i) A ist hermitesch: A = A†.
(ii) A ist normal, und alle Eigenwerte von A sind reell.
(iii) A ist diagonalisierbar mittels einer unitären Matrix und alle Eigenwerte von A sind reell.

Beweis:
Da die Standardbasis eine Orthonormalbasis des Cn ist, ist die Matrix A ist nach Satz 10.2.4
normal genau dann, wenn der Endomorphismus φA : Cn → Cn, v 7→ A · v normal ist und
selbstadjungiert genau dann, wenn der Endomorphismus φA selbstadjungiert ist. Da A und φA
die gleichen Eigenwerte haben, folgt die Behauptung aus Satz 10.3.9 und Satz 10.3.3. 2
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Anders als im Fall unitärer Matrizen überträgt sich im selbstadjungierten Fall das Diagonali-
sierbarkeitsresultat für hermitesche komplexe Matrizen direkt auf reelle symmetrische Matrizen.
Die Bedingung, dass alle Eigenwerte reell sind, impliziert nämlich, dass letztere nicht nur dia-
gonalisierbar über C sondern auch diagonalisierbar über R sind.

Korollar 10.3.11: Für eine Matrix A ∈ Mat(n× n,R) sind äquivalent:

(i) A ist symmetrisch: AT = A.
(ii) A ist normal, und alle komplexen Eigenwerte von A sind reell.
(iii) A ist diagonalisierbar über R mittels einer orthogonalen Matrix.

Beweis:
(i) ⇔ (ii) und (iii) ⇒ (i) folgt direkt aus Korollar 10.3.10.
(i) ⇒ (iii): Da jede symmetrische Matrix A ∈ Mat(n × n,R) auch hermitesch ist, ist sie
nach Korollar 10.3.10 diagonalisierbar über C mittels einer unitären Matrix. Da aus der
Hermitizität folgt, dass alle Eigenwerte von A reell sind, folgt mit Lemma 10.3.7, dass sie auch
diagonalisierbar über R mittels einer orthogonalen Matrix ist. 2

Bemerkung 10.3.12: Komplexe symmetrische Matrizen sind nicht notwendigerweise normal
und damit auch nicht unbedingt diagonalisierbar mittels einer unitären Matrix. Ein Gegenbei-
spiel ist die Matrix

A =

(
i 1
1 0

)
mit AT = A und

A† · A =

(
−i 1
1 0

)
·
(

i 1
1 0

)
=

(
2 −i
i 1

)
6=
(

2 i
−i 1

)
=

(
i 1
1 0

)
·
(
−i 1
1 0

)
= A · A†.

Antisymmetrische reelle Matrizen sind zwar normal, aber im allgemeinen nicht diagonalisierbar
über R. Analog zum Beweis von Satz 10.3.9 kann man nämlich zeigen, dass alle komplexen
Eigenwerte einer antisymmetrischen reellen Matrix auf der imaginären Achse liegen. Daraus
folgt mit der komplexen Diagonalisierbarkeit der Matrix und mit Lemma 10.3.7, dass die einzige
über R diagonalisierbare antisymmetrische Matrix die Nullmatrix ist.

Korollar 10.3.11 können wir insbesondere auf die beschreibende Matrix einer symmetrischen Bi-
linearform β auf einem endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum V anwenden. Denn nach
Satz 9.3.3 ist die beschreibende Matrix einer symmetrischen Bilinearform bezüglich jeder Basis
von V symmetrisch. Damit können wir die quadratischen Formen auf dem V klassifizieren. Denn
nach Bemerkung 9.1.13 definiert jede symmetrische Bilinearform β auf dem V eine quadratische
Form Qβ : V → R, v 7→ β(v, v). Umgekehrt ist nach Bemerkung 9.1.13 für jede quadratische
Form Q auf dem V die Abbildung βQ : V × V → R, (v, w) 7→ 1

2
Q(v + w) − 1

2
Q(v) − 1

2
Q(w)

eine symmetrische Bilinearform auf dem V . Korollar 10.3.11 garantiert dann die Existenz einer
Orthonormalbasis von V , die gleichzeitig eine Orthogonalbasis für β ist.

Korollar 10.3.13: (Hauptachsentransformation)
Sei V mit 〈 , 〉 ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und β eine symmetrische
Bilinearform auf V . Dann gibt es eine Orthonormalbasis B von V , so dass die beschreibende
Matrix βB B von β bezüglich B diagonal ist.
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Beweis:
Nach Korollar 9.2.8 existiert eine Orthonormalbasis C = (c1, ..., cn) von V bezüglich 〈 , 〉, also
eine Basis C, für die die beschreibende Matrix des Skalarprodukts 〈 , 〉 die Einheitsmatrix ist.
Nach Satz 9.3.3 ist die beschreibende Matrix βC C symmetrisch. Also existiert nach Korollar
10.3.11 eine orthogonale Matrix O ∈ O(n,R) mit n = dimR(V ), so dassD = OT · βC C ·O diagonal
ist. Wir setzen bi = Σn

j=1Ojicj. Dann gilt MC B(idV ) = O und MB C(idV ) = MC B(idV )−1 =
MC B(idV )T = OT . Daraus folgt

βB B = MC B(idV )T · βC C · MC B(idV ) = OT · βC C ·O = D

〈 , 〉B B = MC B(idV )T · 〈 , 〉C C · MC B(idV ) = OT · 1n ·O = OT ·O = 1n.

Also ist auch B = (b1, ..., bn) eine Orthonormalbasis von V bezüglich des Skalarprodukts 〈 , 〉,
und die beschreibende Matrix βB B ist diagonal. 2

Der Name Hauptachsentransformation in Korollar 10.3.13 erklärt sich dadurch, dass die Vekto-
ren der darin konstruierten Orthonormalbasis für V = Rn mit dem Standardskalarprodukt 〈 , 〉
die Symmetrieachsen von bestimmten Flächen im Rn beschreiben. Dies sind die sogenannten
quadratischen Hyperflächen oder Quadriken, die durch eine symmetrische Bilinearform oder,
dazu äquivalent, eine quadratische Form auf dem Rn definiert werden.

Definition 10.3.14: Sei Q : Rn → R eine quadratische Form auf dem Rn. Dann heißt

MQ = {x ∈ Rn |Q(x) = 1} ⊆ Rn

die durch Q definierte Quadrik oder quadratische Hyperfläche.

Da jede quadratische Form Q auf dem Rn nach Bemerkung 9.1.13 durch eine symmetrische
Bilinearform β : Rn × Rn → R mit Q(x) = β(x, x) gegeben ist, lässt sich die definierende
Gleichung einer Quadrik auch mit Hilfe der zugehörigen symmetrischen Bilinearform und deren
beschreibender Matrix formulieren

Q(x) = β(x, x) = xT · βB B · x = Σn
i,j=1qijxixj = 1 mit qij = β(ei, ej)

wobei βB B = (qij) die beschreibende Matrix von β bezüglich der Standardbasis B = (e1, ..., en)
bezeichnet. Nach Korollar 10.3.13 gibt es eine Diagonalmatrix D ∈ Mat(n × n,R) und eine
orthogonale Matrix O ∈ O(n,R) mit βB B = O ·D ·OT . Daraus folgt

MQ = {x ∈ Rn|xT · βB B · x = 1} = {x ∈ Rn|xT ·O ·D ·OT · x = 1}
= {x ∈ Rn| (OTx)T ·D · (OTx) = 1} = {Oy ∈ Rn|yT ·D · y = 1},

wobei im letzten Schritt y = OT ·x substituiert wurde und ausgenutzt wurde, dass O ·OT = 1n
gilt. Damit ist MQ das Bild der Quadrik

MD = {x ∈ Rn|xT ·D · x = 1} = {x ∈ Rn|Σn
i=1diix

2
i = 1} (26)

unter der orthogonalen Abbildung φO : Rn → Rn, v 7→ O · v. Bis auf orthogonale Endomor-
phismen des Rn, also lineare Abbildungen, die Längen und Winkel erhalten, sind daher alle
Quadriken im Rn durch Diagonalmatrizen D ∈ Mat(n×n,K) gegeben, und in diesem Fall redu-
ziert sich die definierende Gleichung der Quadrik auf die Gleichung in (26). Damit können wir
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die Quadriken auf dem Rn bis auf orthogonale Endomorphismen klassifizieren, indem wir die
Quadriken aus Gleichung (26) betrachten. Da sich jede Diagonalmatrix D sich durch Streckun-
gen in Richtung der xi-Achsen überführen lässt in eine Diagonalmatrix D mit dii ∈ {0,±1}
kommt es bei dieser Klassifikation im Wesentlichen nur auf das Vorzeichen der Diagonaleinträge
von D an, also auf die Vorzeichen der Eigenwerte der beschreibenden Matrix βB B. Wir führen
diese Klassifikation der Quadriken für die Fälle n = 2 und n = 3 durch.

n = 2: quadratische Kurven

(a) d11 > 0, d22 > 0: Wir setzen a := 1/
√
d11, b = 1/

√
d22 und erhalten die Gleichung einer

Ellipse mit den Halbachsen a, b
x2

1

a2
+
x2

2

b2
= 1.

(b) d11 > 0, d22 < 0: Wir setzen a := 1/
√
d11, b = 1/

√
−d22 und erhalten die Gleichung einer

Hyperbel mit den Asymptoten x2 = ± b
a
· x1

x2
1

a2
− x2

2

b2
= 1.

(c) d11 > 0, d22 = 0: Wir setzen a := 1/
√
d11 und erhalten die Gleichungen zweier zur x2-Achse

paralleler Geraden
x1 = ±a, x2 ∈ R.
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(d) d11 ≤ 0, d22 ≤ 0: Die Gleichung (26) der Quadrik hat keine reelle Lösung.

n = 3: quadratische Flächen

(a) d11 > 0, d22 > 0, d33 > 0: Wir setzen a := 1/
√
d11, b = 1/

√
d22 und c = 1/

√
d33 und

erhalten die Gleichung eines Ellipsoids mit den Halbachsen a, b, c

x2
1

a2
+
x2

2

b2
+
x2

3

c2
= 1.

(b) d11 > 0, d22 > 0, d33 < 0: Wir setzen a := 1/
√
d11, b = 1/

√
d22 und c = 1/

√
−d33 und

erhalten die Gleichung eines einschaligen Hyperboloids

x2
1

a2
+
x2

2

b2
− x2

3

c2
= 1.

(c) d11 > 0, d22 < 0, d33 < 0: Wir setzen a := 1/
√
d11, b = 1/

√
−d22 und c = 1/

√
−d33 und

erhalten die Gleichung eines zweischaligen Hyperboloids

x2
1

a2
− x2

2

b2
− x2

3

c2
= 1.
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(d) d11 > 0, d22 > 0, d33 = 0: Wir setzen a := 1/
√
d11, b = 1/

√
d22 und erhalten die Gleichung

eines elliptischen Zylinders

x2
1

a2
+
x2

2

b2
= 1, x3 ∈ R

(e) d11 > 0, d22 < 0, d33 = 0: Wir setzen a := 1/
√
d11, b = 1/

√
−λ2 und erhalten die Gleichung

eines hyperbolischen Zylinders

x2
1

a2
− x2

2

b2
= 1, x3 ∈ R.

(f) d11 > 0, d22 = d33 = 0: Wir setzen a := 1/
√
d11 und erhalten die Gleichungen zweier

Ebenen parallel zur x2x3-Ebene

x1 = ±a, x2, x3 ∈ R.

(g) d11 ≤ 0, d22 ≤ 0, d33 ≤ 0: Die Gleichung (26) der Quadrik hat keine reelle Lösung.
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Mit dieser Betrachtung haben wir die durch symmetrische 2× 2 und 3× 3-Matrizen definierten
Quadriken vollständig klassifiziert. Um für eine symmetrische Matrix Q ∈ Mat(n × n,R) mit
n ∈ {2, 3} den Typ der zugehörigen Quadrik zu bestimmen, müssen lediglich die Vorzeichen
der Eigenwerte von Q bestimmt werden. Der Typ der Quadrik lässt sich dann aus der folgenden
Tabelle ablesen.

Vorzeichen der Eigenwerte von Q Typ der Quadrik
n = 2 (+,+) Ellipse

(+,−) Hyperbel
(+, 0) 2 parallele Geraden
(−, 0), (0, 0) ∅

n = 3 (+,+,+) Ellipsoid
(+,+,−) einschaliges Hyperboloid
(+,−,−) zweischaliges Hyperboloid
(+,+, 0) elliptischer Zylinder
(+,−, 0) hyperbolischer Zylinder
(+, 0, 0) 2 parallele Ebenen
(0, 0, 0), (−, 0, 0), (−,−, 0), (−,−,−) ∅
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An was man sich erinnern sollte:

Die wichtigsten Begriffe und Definitionen:

• adjungierter Endomorphismus, adjungierte Abbildung
• normaler Endomorphismus, selbstadjungierter Endomorphismus
• normale Matrix
• (anti)selbstadjungierte bzw. (anti)hermitesche, (anti)symmetrische Matrix
• Quadrik, quadratische Hyperfläche, quadratische Fläche, quadratische Kurve
• Ellipse, Hyperbel,
• Ellipsoid, ein- und zweischaliges Hyperboloid, elliptischer und hyperbolischer Zylinder

Die wichtigsten Aussagen:

• Darstellungssatz von Frechét-Riesz
• Eigenschaften der Adjungierten, beschreibende Matrix der Adjungierten,
• Bilder und Kerne von Adjungierten für euklidische und unitäre Vektorräume,
• Charakterisierung von Unitarität, Normalität, Selbstadjungiertheit mit Adjungierter,
• Charakterisierung von normalen und selbstadjungierten Endomorphismen mit Matrizen
• Eigenwerte und Eigenvektoren von normalen Endomorphismen
• Diagonalisierbarkeitsaussagen für normale, unitäre und selbstadjungierte Endomorphis-

men und Matrizen über C und über R
• Hauptachsentransformation
• Klassifikation von Quadriken

Die wichtigsten Beispiele:

• φ† ◦ φ und φ ◦ φ† sind selbstadjungiert
• φ normal ⇒ λφ und φ− λid normal
• φ normal, ψ unitär ⇒ ψ ◦ φ ◦ ψ−1 normal
• beschreibende Matrizen von symmetrischen Bilinearformen
• beschreibende Matrizen von hermiteschen Sesquilinearformen
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11 Konstruktionen mit Vektorräumen

In diesem Kapitel befassen wir uns systematisch damit, aus gegebenen K-Vektorräumen neue
K-Vektorräume konstruieren. Wir lernen diese Konstruktionen zwar im Kontext von Vektor-
räumen kennen, aber es gibt analoge Konstruktionen auch für Mengen, topologische Räume,
(abelsche) Gruppen, (unitale) Ringe, Algebren etc. Diese erhält man, indem man in den Kon-
struktionen für Vektorräume den Begriff des Vektorraums durch Menge, topologischen Raum,
(abelsche) Gruppe, (unitalen) Ring, Algebra etc. ersetzt und den Begriff der linearen Abbildung
durch Abbildung, stetige Abbildung, Gruppenhomomorphismus, (unitalen) Ringhomomorphis-
mus, Algebrahomomorphismus etc. In manchen dieser Fälle muss man auch noch bestimmte
Zusatzvoraussetzungen fordern.

Man kann sich dies wie eine Art Grammatik für mathematische Strukturen vorstellen, die
hier für die Sprache der Vektorräume untersucht wird. Aber natürlich besitzen auch die Spra-
chen der Mengen, topologische Räume, (abelschen) Gruppen, (unitalen) Ringe, Algebren eine
Grammatik, die sowohl Gemeinsamkeiten mit der der Vektorräume aufweist als auch spezifische
Besonderheiten.

Der zentrale Punkt bei diesen Konstruktionen ist es, sie systematisch und übersichtlich zu
formulieren, so dass man sich nicht in einer Fülle von Details verliert, sondern die zugrundelie-
genden Prinzipien klar erkennt. Dabei ist es nützlich, die Konstruktionen für Vektorräume durch
die Eindeutigkeit und Existenz gewisser linearer Abbildungen zu charakterisieren, die sogenann-
ten universellen Eigenschaften dieser Konstruktionen. Dies ist einerseits deswegen sinnvoll, weil
man letztendlich nie isolierte Vektorräume sondern immer auch lineare Abbildungen zwischen
ihnen betrachten will. Andererseits führt dies zu einer übersichtlicheren Beschreibung, bei der
die wesentlichen Eigenschaften der Konstruktionen klar hervortreten und sich leicht auf andere
mathematische Strukturen verallgemeinern lassen.

11.1 Quotientenräume

Die erste Konstruktion, die wir kennenlernen ist der Quotientenraum - das Vektorraumanalogon
der Restklassenringe Z/nZ. Die Grundidee dieser Konstruktion ist analog zur Konstruktion von
Z/nZ, nur dass wir statt des Ideals nZ ⊆ Z einen Untervektorraum U ⊆ V eines K-Vektorraums
V betrachten. Analog zur Konstruktion des Restklassenrings Z/nZ, wo zwei Zahlen z, w ∈ Z
als äquivalent betrachtet wurden, wenn ihre Differenz in nZ liegt, führen wir eine Äquivalenz-
relation ein, bei der zwei Vektoren als äquivalent betrachtet werden, wenn ihre Differenz im
Untervektorraum U liegt. Die Bedingung, dass U ⊆ V ein Untervektorraum ist, garantiert
nicht nur, dass wir so eine Äquivalenzrelation auf V erhalten, sondern auch dass die zugehörige
Quotientenmenge die Struktur eines K-Vektorraums erhält.

Satz 11.1.1: Sei V ein Vektorraum über einem Körper K und U ⊆ V ein Untervektorraum.

1. Die Relation v ∼ w ⇔ v − w ∈ U ist eine Äquivalenzrelation auf V .
2. Die Quotientenmenge V/U = {[v] | v ∈ V } = {v+U |v ∈ V } bildet mit den Verknüpfungen

+ : V/U × V/U → V/U, ([v], [w]) 7→ [v + w] · : K× V/U → V/U, (λ, [v]) 7→ [λv]

einen Vektorraum über K, den Quotientenraum von V bezüglich U .
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Beweis:
1. Reflexivität: da U ein Untervektorraum ist, gilt v − v = 0 ∈ U , also v ∼ v für alle v ∈ V .
Symmetrie: Sind v, w ∈ V mit v ∼ w, so folgt v −w ∈ U . Da U ein Untervektorraum ist, auch
w − v = (−1)(v − w) ∈ U , also w ∼ v.
Transitivität: Sind u, v, w ∈ V mit u ∼ v und v ∼ w, so gilt u − v ∈ U , v − w ∈ U . Da U ein
Untervektorraum ist, folgt u− w = (u− v) + (v − w) ∈ U und damit u ∼ w.
Also ist ∼ eine Äquivalenzrelation auf V .

2. Zu zeigen ist zunächst, dass + und · wohldefiniert sind. Sind v, v′, w, w′ ∈ V mit [v] = [v′]
und [w] = [w′], so gilt v ∼ v′ und w ∼ w′, also v − v′ ∈ U und w − w′ ∈ U . Da U ein
Untervektorraum ist, folgt daraus (v+w)− (v′+w′) = v−v′+w−w′ ∈ U , also v+w ∼ v′+w′

und damit [v] + [w] = [v + w] = [v′ + w′] = [v′] + [w′]. Analog erhält man für alle λ ∈ K auch
λv − λv′ = λ(v − v′) ∈ U und somit λv ∼ λv′ und λ[v] = [λv] = [λv′] = λ[v′]. Also sind die
Vektoraddition + und die Skalarmultiplikation · wohldefiniert.

3. Die Vektorraumaxiome für V/U ergeben sich direkt aus den Vektorraumaxiomen für
V . Zunächst ist (V/U,+) eine abelsche Gruppe, denn [u] + ([v] + [w]) = [u] + [v + w] =
[u + (v + w)] = [(u + v) + w] = [u + v] + [w] = ([u] + [v]) + [w] für alle u, v, w ∈ V
(Assoziativität). Für alle v ∈ V gilt [v] + [0] = [v + 0] = [v] = [0 + v] = [0] + [v] (neutrales
Element) und [v] + [−v] = [v + (−v)] = [0] = [(−v) + v] = [−v] + [v] (additive Inverse) sowie
[v] + [w] = [v + w] = [w + v] = [w] + [v] (Abelizität). Analog folgen die Pseudoassoziativität
λ · (µ · [v]) = λ · [µv] = [λ(µv)] = [(λµ)v] = (λµ) · [v] (VR1), das skalare und vektorielle
Distributivgesetz (λ+µ) · [v] = [(λ+µ) · v] = [λ · v+µ · v] = [λv] + [µv] = λ · [v] +µ · [v] (VR2)
und λ · ([v] + [w]) = λ · [v +w] = [λ(v +w)] = [λv + λw] = [λv] + [λw] = λ · [v] + λ · [w] (VR3)
und die Normierung 1 · [v] = [1 · v] = [v] (VR4) für alle u, v, w ∈ V , λ, µ ∈ K. 2

Per Definition der Äquivalenzrelation in Satz 11.1.1 sind ihre Äquivalenzklassen affine Unter-
räume von V . Der Vektorraum V/U besteht also aus affinen Unterräumen v + U , die addiert
und mir Skalaren multipliziert werden, indem man die zugehörigen Vektoren v addiert und mit
Skalaren multipliziert. Obwohl diese Vektoren nicht eindeutig sind, hängt das Ergebnis nicht
von ihrer Wahl ab. Dies wird in dem folgenden Schaubild visualisiert.

v+U
w+U

U

v+w+U

x+U

λx+U

Addition und Skalarmultiplikation affiner Untervektorräume.
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Im allgemeinen möchte man natürlich nicht nur isolierte Quotientenräume V/U betrachten,
sondern auch lineare Abbildungen in Quotientenräume bzw. aus Quotientenräumen. Erstere
lassen sich durch Verkettung von linearen Abbildungen nach V mit der kanonischen Surjektion
π : V → V/U , v 7→ [v] konstruieren. Um aus einer linearen Abbildungen φ : V → W eine
lineare Abbildung φ̃ : V/U → W zu konstruieren, muss man aber mit Äquivalenzklassen
arbeiten und die Wohldefiniertheit der so definierten Abbildungen beweisen. Um hier nicht
immer wieder die selben Betrachtungen und Beweise durchzuführen, bietet es sich an, die
Existenz und Eindeutigkeit solcher linearer Abbildungen systematisch zu untersuchen. Das
führt auf die sogenannte universelle Eigenschaft des Quotientenraums.

Satz 11.1.2: Sei V ein Vektorraum über K und U ⊆ V ein Untervektorraum. Dann gilt:

1. Die kanonische Surjektion π : V → V/U , v 7→ [v] ist eine surjektive K-lineare Abbildung.
2. Zu jeder K-linearen Abbildung φ : V → W mit U ⊆ ker(φ) existiert genau eine K-lineare

Abbildung φ̃ : V/U → W mit φ̃ ◦ π = φ. Dies bezeichnet man als die universelle
Eigenschaft des Quotientenraums.

V
φ //

π
��

W

V/U.
∃!φ̃

<<

3. Ist ker(φ) = U , so ist φ̃ injektiv.

Beweis:
1. Die Abbildung π : V → V/U , v 7→ [v] ist surjektiv per Definition der Quotientenmenge und
linear per Definition der Vektorraumstruktur auf V/U , denn es gilt für alle v, w ∈ V , λ ∈ K

π(v + w) = [v + w] = [v] + [w] = π(v) + π(w) π(λv) = [λv] = λ · [v] = λπ(v).

2. Eindeutigkeit: Ist φ : V → W eine K-lineare Abbildung und sind φ̃1, φ̃2 : V/U → W zwei
K-lineare Abbildungen mit φ̃1◦π = φ̃2◦π = φ, so folgt (φ̃1− φ̃2)◦π = φ̃1◦π− φ̃2◦π = φ−φ = 0.
Da π : V → V/U surjektiv ist, folgt φ̃1 − φ̃2 = 0.

Existenz: Sei φ : V → W eine K-lineare Abbildung mit U ⊆ ker(φ). Sind v, v′ ∈ V mit v ∼ v′,
so ist v − v′ ∈ U und damit φ(v) − φ(v′) = φ(v − v′) = 0, da U ⊆ ker(φ). Also folgt aus
[v] = [v′] auch φ(v) = φ(v′) und die Abbildung φ̃ : V/U → W , [v] 7→ φ(v) ist wohldefiniert. Sie
ist ausserdem linear, denn es gilt für alle v, w ∈ V und λ ∈ K

φ̃([v] + [w]) = φ̃([v + w]) = φ(v + w) = φ(v) + φ(w) = φ̃([v]) + φ̃([w])

φ̃(λ · [v]) = φ̃([λv]) = φ(λv) = λφ(v) = λφ̃([v]).

3. Ist x ∈ ker(φ̃), so gibt es wegen der Surjektivität von π ein v ∈ V mit x = [v]. Es folgt
0 = φ̃([v]) = (φ̃ ◦ π)(v) = φ(v), also v ∈ ker(φ). Ist ker(φ) = U , so impliziert das x = [v] = [0],
und φ̃ ist injektiv. 2

Bemerkung 11.1.3: Die universelle Eigenschaft des Quotientenraums V/U ist äquivalent
zu der Aussage, dass für jeden K-Vektorraum W die K-Vektorräume HomK(V/U,W ) und
HomU(V,W ) = {f ∈ HomK(V,W ) |U ⊆ ker(f)} isomorph sind. (Beweis: Übung).
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Die universelle Eigenschaft des Quotientenraums bzw. die dazu äquivalente Aussage in Be-
merkung 11.1.3 erlaubt es einem, direkt lineare Abbildungen aus Quotientenräumen in andere
Vektorräume zu konstruieren, ohne umständliche Betrachtungen zu Äquivalenzklassen anstel-
len zu müssen. Um eine lineare Abbildung φ : V/U → W zu konstruieren, reicht es nach Satz
11.1.2 aus, eine lineare Abbildung φ : V → W mit U ⊆ ker(φ) anzugeben. Ein Beispiel dafür ist
der sogenannte Homomorphiesatz, der für jede K-lineare Abbildung φ : V → W eine Beziehung
zwischen dem Quotientenraum V/ ker(φ) und dem Vektorraum im(φ) herstellt.

Korollar 11.1.4: (Homomorphiesatz)
Sei φ : V → W eine K-lineare Abbildung und π : V → V/ ker(φ) die kanonische Surjektion.
Dann ist die K-lineare Abbildung φ̃ : V/ ker(φ) → W mit φ̃ ◦ π = φ injektiv, und ihre Koein-
schränkung φ̃ : V/ ker(φ) → im(φ) ist ein Vektorraumisomorphismus. Die Darstellung von φ
als Verkettung φ = φ̃ ◦ π nennt man die kanonische Faktorisierung von φ.

Beweis:
Nach der universellen Eigenschaft des Quotienten gibt es genau eine lineare Abbildung
φ̃ : V/ ker(φ) → W mit φ̃ ◦ π = φ und diese ist nach Satz 11.1.2, 3. injektiv. Damit ist die
Koeinschränkung φ̃ : V/ ker(φ)→ im(φ) ein Isomorphismus. 2

Der Bezeichnung kanonische Faktorisierung ist dadurch begründet, dass die kanonische Fak-
torisierung für jeden Vektorraumhomomorphismus φ : V → W eine Faktorisierung φ = φ̃ ◦ π
in einen surjektiven Vektorraumhomomorphismus π : V → V/U und einen injektiven Vek-
torraumhomomorphismus φ̃ : V/U → W liefert, die keine zusätzliche Wahl von Strukturen
erfordert und von keinen willkürlichen Wahlen abhängt.

Allgemein ist die universelle Eigenschaft des Quotientenraums nützlich, um Isomorphieaussa-
gen zu beweisen, da man damit direkt Isomorphismen zwischen Quotientenräumen konstruieren
kann, ohne Äquivalenzklassen zu betrachten. Beispiele sind die folgende Beziehung zwischen
Quotientenräumen und direkten Summen und die folgende Isomorphieaussage über Quotien-
tenräume von Quotientenräumen, die es einem erlaubt, Mehrfachquotienten zu “kürzen”.

Beispiel 11.1.5: Ist ein K-Vektorraum V die direkte Summe V = U⊕W von Untervektorräu-
men U,W ⊆ V , so induziert die lineare Abbildung PW : V → W mit PW (w+u) = w für u ∈ U ,
w ∈ W einen Vektorraumisomorphismus P̃W : V/U → W , [w + u] 7→ w. Denn PW ist surjektiv
und ker(PW ) = U . Aus Satz 11.1.2 erhält man dann einen Isomorphismus P̃W : V/U → W .

Beispiel 11.1.6: Sei V ein K-Vektorraum und T ⊆ U ⊆ V Untervektorräume von V . Dann
ist U/T ⊆ V/T ein Untervektorraum und V/U ∼= (V/T )/(U/T ).

Beweis:
Wir betrachten die kanonischen Surjektionen πV/T : V → V/T und πV/U : V → V/U . Dann gilt
U/T = πV/T (U) und damit ist U/T ⊆ V/T ein Untervektorraum als Bild des Untervektorraums
U ⊆ V unter der linearen Abbildung πV/T . Also können wir den Quotienten (V/T )/(U/T )
betrachten und seine kanonische Surjektion π(V/T )/(U/T ) : V/T → (V/T )/(U/T ). Verkettet
man die kanonischen Surjektionen πV/T und π(V/T )/(U/T ), so erhält man eine lineare Abbildung
π(V/T )/(U/T ) ◦ πV/T : V → (V/T )/(U/T ), die als Verkettung zweier surjektiver Abbildungen
wieder surjektiv ist. Es gilt

ker(π(V/T )/(U/T ) ◦ πV/T ) = {v ∈ V |π(V/T )/(U/T ) ◦ πV/T (v) = 0} = {v ∈ V |πV/T (v) ∈ U/T} = U.
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Da ker(πV/U) = U gibt es dann nach Satz 11.1.2 genau einen Vektorraumhomomorphismus
f : V/U → (V/T )/(U/T ) mit f ◦ πV/U = π(V/T )/(U/T ) ◦ πV/T . Dieser ist wegen der Surjektivität
von π(V/T )/(U/T ) ◦ πV/T surjektiv und wegen U = ker(πV/U) = ker(π(V/T )/(U/T ) ◦ πV/T ) nach Satz
11.1.2 auch injektiv, also ein Isomorphismus. 2

Ein weiterer wichtiger Vorteil von universellen Eigenschaften ist, dass durch universelle Ei-
genschaften charakterisierte Strukturen immer eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie sind.
Eindeutigkeit bis auf eindeutige Isomorphie ist eine viel stärkere Form der Eindeutigkeit als
Eindeutigkeit bis auf Isomorphie. Einelementige Vektorräume bzw. Nullvektorräume sind ein-
deutig bis auf eindeutige Isomorphie. Denn sind V = {v} und W = {w} zwei einelementige
Vektorräume über K, so existiert genau ein Vektorraumisomorphismus φ : V → W , v 7→ w.
Daher gibt es bis auf eindeutige Isomorphie nur einen Vektorraum der Dimension 0, den Null-
vektorraum. Der eindeutig bestimmte Isomorphismus entspricht einfach einem Umbenennen
des Elements. Die Eindeutigkeit bis auf eindeutige Isomorphie ist der Grund, warum man
überhaupt von dem Nullvektorraum sprechen kann und nicht von einem Nullvektorraum.

Dagegen sind für n ∈ N die n-dimensionalen Vektorräume über K nur eindeutig bis auf Isomor-
phie. Jeder n-dimensionale K-Vektorraum ist isomorph zu Kn. Es handelt sich aber nicht um
eindeutige Isomorphie, denn es gibt viele verschiedene Isomorphismen zwischen zwei gegebenen
n-dimensionalen K-Vektorräumen. Deswegen sprechen wir nicht von dem, sondern von einem
n-dimensionalen K-Vektorraum.

Der Beweis der Eindeutigkeit bis auf eindeutige Isomorphie funktioniert für alle durch uni-
verselle Eigenschaften charakterisierte Strukturen analog. Sind zwei Strukturen gegeben, die
beide die universelle Eigenschaft besitzen, so benutzt man die universelle Eigenschaft, um eine
lineare Abbildung von der ersten in die zweite und eine lineare Abbildung von der zweiten in
die erste zu konstruieren. Dann verkettet man diese Abbildungen und zeigt mit der universellen
Eigenschaft, dass die resultierenden Abbildungen Identitätsabbildungen sind.

Satz 11.1.7: (Eindeutigkeit des Quotientenraums)
Sei V ein Vektorraum über K und U ⊆ V ein Untervektorraum. Dann ist der Quotient V/U
eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie: Ist Q ein K-Vektorraum und π′ : V → Q eine
surjektive K-lineare Abbildung, so dass zu jeder K-linearen Abbildung φ : V → W mit U ⊆
ker(φ) genau eine K-lineare Abbildung φ̃ : Q → W mit φ̃ ◦ π′ = φ existiert, so gibt es genau
eine K-lineare Abbildung f : V/U → Q mit f ◦ π = π′, und diese ist ein Isomorphismus.

V
π′

��

π

}}
V/U

∼=
∃!f

// Q.

Beweis:
Wir wenden die universelle Eigenschaft von (V/U, π) auf die lineare Abbildung π′ : V → Q mit
ker(π′) = U = ker(π) an. Dies liefert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung π̃′ : V/U → Q
mit π̃′ ◦ π = π′

V
π′

��

π

}}
V/U

∃!π̃′
// Q.
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Wenden wir die universelle Eigenschaft von (Q, π′) auf die lineare Abbildung π : V → V/U mit
ker(π) = U = ker(π′) an, so erhalten wir eine lineare Abbildung π̃ : Q→ V/U mit π̃ ◦ π′ = π

V
π′

��

π

}}
V/U Q.

∃!π̃
oo

Verketten wir π̃′ und π̃, so erhalten wir die lineare Abbildung π̃ ◦ π̃′ : V/U → V/U und die
lineare Abbildung π̃′ ◦ π̃ : Q→ Q mit π̃ ◦ π̃′ ◦ π = π̃ ◦ π′ = π und π̃′ ◦ π̃ ◦ π′ = π̃′ ◦ π = π′

V
π

!!
π′

��

π

}}
V/U

idV/U

55
π̃′ // Q π̃ // V/U

V
π′

""
π
��

π′

}}
Q

idQ

55
π̃ // V/U π̃′ // Q.

Nun sind aber auch die Identitätsabbildungen idV/U : V/U → V/U und idQ : Q → Q lineare
Abbildungen mit idQ ◦ π′ = π′ und idV/U ◦ π = π. Da es nach der universellen Eigenschaft
von (V/U, π) zu der linearen Abbildung φ = π : V → V/U nur eine K-lineare Abbildung
φ̃ : V/U → V/U mit φ̃ ◦ π = π geben kann, folgt π̃ ◦ π̃′ = idV/U . Da es nach der universellen
Eigenschaft von (Q, π′) zu der linearen Abbildung φ = π′ : V → Q nur eine K-lineare Abbildung
φ̃ : Q→ Q mit φ̃ ◦ π′ = π′ geben kann, folgt π̃′ ◦ π̃ = idQ. Also gilt π̃ = π̃′−1 und f = π̃′ ist ein
K-Vektorraumisomorphismus mit f ◦ π = π′.

Ist g : V/U → Q eine weitere K-lineare Abbildung mit g ◦ π = π′, so ist f − g : V/U → Q
eine K-lineare Abbildung mit (f − g) ◦ π = 0. Da aber auch 0 : U/V → Q eine solche K-
lineare Abbildung ist, folgt mit der universellen Eigenschaft von (V/U, π), dass f−g = 0 gilt. 2

11.2 Direkte Summen und Produkte

Wir lernen nun zwei weitere wichtige Konstruktionen für Vektorräume kennen, die es ei-
nem erlauben aus einer durch eine beliebige Indexmenge I indizierten Familie (Vi)i∈I von K-
Vektorräumen Vi zwei neue Vektorräume zu konstruieren, die (äußere) direkte Summe und das
Produkt. Um ein Gefühl für diese Konstruktionen zu bekommen, erinnern wir zunächst an zwei
schon betrachtete Beispiele, die sich später als Spezialfälle der Produkte und direkten Summen
erweisen werden.

In Lemma 3.1.6 wurde gezeigt, dass für jede Menge I und jeden K-Vektorraum V die Menge
Abb(I, V ) der Abbildungen f : I → V mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation
die Struktur eines K-Vektorraums hat. Als Spezialfall dieser Konstruktion kann man insbeson-
dere den Vektorraum Abb(I,K) betrachten. In einer Übung und in Beispiel 3.1.10, 5. wurde
gezeigt, dass die Teilmenge

〈I〉K := {f : I → K|f(i) = 0 für fast alle i ∈ I} ⊆ Abb(M,K)

ein Untervektorraum von Abb(I,K) ist. Wie in Beispiel 3.2.5 kann man zeigen, dass die Abbil-
dungen δi : I → K mit δi(i) = 1 und δi(j) = 0 für alle i 6= j eine Basis von 〈I〉K bilden. Die
Basiselemente δi stehen also in Bijektion mit den Elementen der Menge I. Da dieser Vektorraum
im folgenden eine wichtige Rolle spielen wird, erhält er einen eigenen Namen.
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Definition 11.2.1: Sei I eine Menge und K ein Körper. Der Untervektorraum

〈I〉K = {f : I → K|f(i) = 0 für fast alle i ∈ I} ⊆ Abb(I,K)

heißt der von I frei erzeugte K-Vektorraum. Die Abbildung ι : I → 〈I〉K, i 7→ δi wird als die
Inklusionsabbildung bezeichnet.

Wie der Quotientenraum lässt sich auch der von einer Menge I frei erzeugte K-Vektorraum
〈I〉K durch eine universelle Eigenschaft charakterisieren. In diesem Fall garantiert die universelle
Eigenschaft die eindeutige Fortsetzbarkeit von Abbildungen φ : I → V in einen K-Vektorraum
V zu linearen Abbildungen φ̃ : 〈I〉K → V . Die entsprechenden Aussagen wurden im Prinzip
bereits in Satz 4.2.1 bewiesen und werden hier nur noch einmal leicht umformuliert.

Satz 11.2.2: (universelle Eigenschaft des frei erzeugten Vektorraums)
Sei I eine Menge, K ein Körper, 〈I〉K der von I frei erzeugte K-Vektorraum und ι : I → 〈I〉K,
i 7→ δi die Inklusionsabbildung. Dann gibt es zu jeder Abbildung φ : I → V in einen K-
Vektorraum V genau eine K-lineare Abbildung φ̃ : 〈I〉K → V mit φ̃ ◦ ι = φ.

I
φ //

ι
��

V

〈I〉K
∃!φ̃

==

Dies bezeichnet man als die universelle Eigenschaft des frei erzeugten Vektorraums.

Beweis:
Die Menge B = ι(I) = {δi : I → K|i ∈ I} ist eine Basis von 〈I〉K. Nach Satz 4.2.1 gibt es daher
zu jeder Abbildung φ : B → V genau eine K-lineare Abbildung φ̃ : 〈I〉K → V mit φ̃|B = φ. Die
Bedingung φ̃|B = φ ist gleichbedeutend zu φ̃ ◦ ι = φ. 2

Möchte man die universelle Eigenschaft von frei erzeugten Vektorräumen alleine durch Vek-
torräume und lineare Abbildungen ausdrücken, kann man sie auch wie folgt formulieren: Für
jeden K-Vektorraum V sind die K-Vektorräume Abb(I, V ) der Abbildungen φ : I → V und
HomK(〈I〉K, V ) der K-linearen Abbildungen φ̃ : 〈I〉K → V isomorph.

Wie bei allen Konstruktionen, die durch universelle Eigenschaften charakterisiert sind, be-
stimmt die universelle Eigenschaft den frei erzeugten Vektorraum eindeutig bis auf eindeutige
Isomorphie. Der Beweis ist völlig analog zum Beweis für die Eindeutigkeit des Quotientenraums.

Satz 11.2.3: (Eindeutigkeit des frei erzeugten Vektorraums)
Sei I eine Menge und K ein Körper. Dann ist der durch I frei erzeugte K-Vektorraum eindeutig
bis auf eindeutige Isomorphie:

Ist W ein K-Vektorraum und ι′ : I → W eine Abbildung, so dass zu jeder Abbildung φ : I → V
genau eine K-lineare Abbildung φ̃ : W → V mit φ̃ ◦ ι′ = φ existiert, so gibt es genau eine
K-lineare Abbildung f : 〈I〉K → W mit f ◦ ι = ι′, und diese ist ein Isomorphismus.

I
ι

~~

ι′

��
〈I〉K ∃!f

∼= //W.
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Beweis:
Nach der universellen Eigenschaft des frei erzeugten Vektorraums gibt es zu der Abbildung
φ = ι′ : I → W genau eine K-lineare Abbildung ι̃′ : 〈I〉K → W mit ι̃′ ◦ ι = ι′

I
ι′ //

ι
��

W

〈I〉K.
∃!ι̃′

<<

Ebenso existiert nach Voraussetzung zu der Abbildung φ = ι : I → 〈I〉K genau eine K-lineare
Abbildung ι̃ : W → 〈I〉K mit ι̃ ◦ ι′ = ι

I
ι′ //

ι
��

W

∃!ι̃||
〈I〉K.

Durch Verketten erhält man K-lineare Abbildungen ι̃ ◦ ι̃′ : 〈I〉K → 〈I〉K und ι̃′ ◦ ι̃ : W → W mit
ι̃ ◦ ι̃′ ◦ ι = ι̃ ◦ ι′ = ι und ι̃′ ◦ ι̃ ◦ ι′ = ι̃′ ◦ ι = ι′. Nun sind aber auch id〈I〉K : 〈I〉K → 〈I〉K und
idW : W → W K-lineare Abbildungen mit id〈I〉K ◦ ι = ι und idW ◦ ι′ = ι′.

I
ι

!!
ι′

��

ι

}}
〈I〉K

id〈I〉K

55
ι̃′ //W

ι̃ // 〈I〉K

I
ι′

""
ι
��

ι′

}}
W

idW

55
ι̃ // 〈I〉K ι̃′ //W.

Nach den universellem Eigenschaften von (〈I〉K, ι) und (W, ι′) kann es aber jeweils nur eine
solche K-lineare Abbildung geben. Also folgt ι̃ ◦ ι̃′ = id〈I〉K und ι̃′ ◦ ι̃ = idW und damit ι̃ = ι̃′−1.
Also ist f = ι̃′ : 〈I〉K → W ein K-Vektorraumisomorphismus mit f ◦ ι = ι′. Ist g : 〈I〉K → W
eine K-lineare Abbildung mit g ◦ ι = ι′, so folgt (f − g) ◦ ι = 0 : I → W . Da auch 0 : W → W
eine K-lineare Abbildung mit 0 ◦ ι = 0 ist, folgt aus der universellen Eigenschaft von (〈I〉K, ι)
dann f − g = 0. 2

Auch der Vektorraum Abb(I,K) besitzt eine universelle Eigenschaft, die ähnlich zu der des
frei erzeugten Vektorraum 〈I〉K ist, und ist damit eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie. Dies
werden wir später als Spezialfall einer allgemeineren Konstruktion untersuchen.

Wir verallgemeinern nun den von einer Menge I frei erzeugten Vektorraum 〈I〉K und den Vek-
torraum Abb(I,K), indem wir statt K eine Familie (Vi)i∈I von K-Vektorräumen Vi betrachten
und statt Abbildungen f : I → K Abbildungen mit f(i) ∈ Vi für alle i ∈ I. Um den Wertebe-
reich einer solchen Abbildung definieren zu können, benötigen wir das Konzept der disjunkten
Vereinigung von Mengen.

Ist I eine Indexmenge und (Mi)i∈I eine durch I indizierte Familie von nicht notwendigerweise
verschiedenen Mengen Mi, können wir durch eine einfache Konstruktion erreichen, dass wir die
Mengen Mi als disjunkt behandeln können. Dazu betrachten wir für i ∈ I die Produktmengen
Mi × {i}. Für diese gilt (Mi × {i}) ∩ (Mj × {j}) = ∅ für alle i 6= j, auch wenn Mi ∩Mj 6= ∅.
Durch Hinzufügen des Index i haben wir die MengenMi also durch paarweise disjunkte Mengen
Mi × {i} ersetzt, die in Bijektion mit den Mengen Mi stehen.
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Definition 11.2.4: Sei (Mi)i∈I eine durch I indizierte Familie von Mengen. Dann heißt die
Menge ∪̇i∈IMi = ∪i∈IMi × {i} die disjunkte Vereinigung der Mengen Mi.

Betrachten wir nun eine Familie (Vi)i∈I von K-Vektorräumen Vi, so haben auch die Mengen
Vi × {i} die Struktur von K-Vektorräumen mit Vektoraddition und Skalarmultiplikation

(v, i) + (w, i) = (v + w, i) λ(v, i) = (λv, i) ∀v, w ∈ Vi, λ ∈ K, i ∈ I.

Zwei Abbildungen f : I → ∪̇i∈IVi, i 7→ (fi, i) und g : I → ∪̇i∈IVi, i 7→ (gi, i) können dann
punktweise addiert und mit Skalaren multipliziert werden. Dies liefert Abbildungen

f + g : I → ∪̇i∈IVi, i 7→ (fi + gi, i) λf : I → ∪̇i∈IVi, i 7→ (λfi, i).

Man zeigt leicht durch Nachrechnen der Vektorraumaxiome, dass dies der Menge der Abbil-
dungen f : I → ∪̇i∈IVi, i 7→ (fi, i) die Struktur eines Vektorraums über K verleiht. Ebenso zeigt
man leicht, dass die Abbildungen mit fi = 0 für fast alle i ∈ I einen Untervektorraum dieses
Vektorraums bilden. Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir statt f : I → ∪̇i∈IVi,
i 7→ (fi, i) auch f = (fi)i∈I . Damit erhalten wir die Vektoraddition und Skalarmultiplikation

(fi)i∈I + (gi)i∈I = (fi + gi)i∈I λ (fi)i∈I = (λfi)i∈I . (27)

Damit definieren wir nun die (äußere) direkte Summe und das Produkt von Vektorräumen.

Definition 11.2.5:
Sei (Vi)i∈I eine durch eine Indexmenge I indizierte Familie von K-Vektorräumen.

1. Das Produkt der Vektorräume Vi ist die Menge

Πi∈IVi = {(fi)i∈I | fi ∈ Vi ∀i ∈ I}

mit der Vektoraddition und Skalarmultiplikation (27). Die Abbildungen πj : Πi∈IVi → Vj,
(fi)i∈I 7→ fj für j ∈ I heißen kanonische Projektionen.

2. Die (äußere) direkte Summe der Vektorräume Vi ist die Menge

⊕i∈IVi = {(fi)i∈I | fi ∈ Vi ∀i ∈ I, fi = 0 für fast alle i ∈ I}

mit der Vektoraddition und Skalarmultiplikation (27). Die Abbildungen ιj : Vj → ⊕i∈IVi,
v 7→ (vδij)i∈I heißen kanonische Inklusionen.

Bemerkung 11.2.6:
1. Ist I endlich, so gilt ⊕i∈IVi = Πi∈IVi. Denn jedes Element (fi)i∈I ∈ Πi∈IVi erfüllt die

Bedingung fi = 0 für fast alle i ∈ I.

2. Ist I unendlich und Vi 6= {0} für unendlich viele i ∈ I, so gilt ⊕i∈IVi ( Πi∈IVi. Denn ist
Bi eine Basis von Vi, so bilden die Elemente (biδij)i∈I mit j ∈ I und bi ∈ Bi eine Basis
von ⊕i∈IVi (Übung). Da Linearkombinationen endlich sind, kann aber beispielsweise ein
Element (bi)i∈I ∈ Πi∈V Vi mit bi ∈ Bi für alle i ∈ I nicht als Linearkombination dieser
Elemente dargestellt werden.
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Die Definition von direkten Summen und Produkten von Vektorräumen mit Hilfe von Abbil-
dungen in die disjunkte Vereinigung der zugrundeliegenden Mengen ist relativ kompliziert und
unhandlich, wie sich schon an der Notation zeigt. Insbesondere muss man mit Abbildungen
von Abbildungen arbeiten, wenn man Abbildungen in oder aus direkten Summen oder Pro-
dukten von Vektorräumen betrachten will. Deswegen ist es effizienter, direkte Summen und
Produkte durch eine universelle Eigenschaft zu beschreiben und in Beweisen dann nur noch
diese universelle Eigenschaft zu benutzen.

Satz 11.2.7: (universelle Eigenschaften von Summen und Produkten)
Sei (Vi)i∈I eine durch eine Indexmenge I indizierte Familie von K-Vektorräumen. Dann gilt:

1. Die Projektionsabbildungen πj : Πi∈IVi → Vj sind K-linear. Zu jeder Familie (φi)i∈I von K-
linearen Abbildungen φi : U → Vi gibt es genau eine K-lineare Abbildung φ : U → Πi∈IVi
mit πj ◦ φ = φj für alle j ∈ I.

Vj U
φjoo

∃!φ||
Πi∈IVi.

πj

OO

Dies bezeichnet man als die universelle Eigenschaft des Produkts.

2. Die Inklusionsabbildungen ιj : Vj → ⊕i∈IVi sind K-linear. Zu jeder Familie (ψi)i∈I von K-
linearen Abbildungen ψi : Vi → W gibt es genau eine K-lineare Abbildung ψ : ⊕i∈IVi → W
mit ψ ◦ ιj = φj für alle j ∈ I

Vj

ιj

��

ψj //W

⊕i∈IVi.
∃!ψ

;;

Dies bezeichnet man als die universelle Eigenschaft der direkten Summe.

Beweis:
1. Die K-Linearität der Projektionsabbildungen ergibt sich direkt aus der Definition:

πj((fi)i∈I + (gi)i∈I) = πj((fi + gi)i∈I) = fj + gj = πj((fi)i∈I) + πj((gi)i∈I)

πj(λ(fi)i∈I) = πj((λfi)i∈I) = λfj = λπj((fi)i∈I)

für alle (fi)i∈I , (gi)i∈I ∈ Πi∈IVi, λ ∈ K und j ∈ J . Ist (φi)i∈I eine Familie von K-linearen
Abbildungen φi : U → Vi, so definieren wir φ : U → Πi∈IVi durch φ(u) = (φi(u))i∈I . Dann ist
φ linear, denn es gilt für alle u, u′ ∈ U , λ ∈ K

φ(u+ u′) = (φi(u+ u′))i∈I = (φi(u) + φi(u
′))i∈I = (φi(u))i∈I + (φi(u

′))i∈I = φ(u) + φ(u′)

φ(λu) = (φi(λu))i∈I = (λφi(u))i∈I = λ (φi(u))i∈I = λφ(u).

Direkt aus der Definition ergibt sich außerdem πj ◦φ(u) = πj((φi(u))i∈I) = φj(u) für alle u ∈ U ,
j ∈ I, und damit ist die universelle Eigenschaft bewiesen.

2. Die K-Linearität der Inklusionsabbildungen ergibt sich direkt aus der Definition, denn es gilt

ιj(v + v′) = ((v + v′)δij)i∈I = (vδij + v′δij)i∈I = (vδij)i∈I + (v′δij)i∈I = ιj(v) + ιj(v
′)

ιj(λv) = ((λv)δij)i∈I = λ(vδij)i∈I = λιj(v)
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für alle v, v′ ∈ Vj, λ ∈ K. Ist (ψi)i∈I eine Familie von K-linearen Abbildungen ψi : Vi → W ,
so definieren wir ψ : ⊕i∈IVi → W durch ψ((fi)i∈I) = Σi∈Iψi(fi) für alle i ∈ I. Dann ist ψ
wohldefiniert, denn wegen fi = 0 für fast alle i ∈ I ist die Summe endlich. Außerdem ist ψ
linear, denn es gilt für alle (fi)i∈I , (gi)i∈I ∈ ⊕i∈IVi und λ ∈ K

ψ((fi)i∈I + (gi)i∈I) = ψi((fi + gi)i∈I) = Σi∈Iψi(fi + gi) = ψ((fi)i∈I) + ψ((gi)i∈I)

ψ(λ(fi)i∈I) = ψ((λfi)i∈I) = Σi∈Iλψi(fi) = λψ((fi)i∈I).

Per Definition ist ψ◦ιj(v) = ψ((vδij)i∈I) = ψj(v) für alle v ∈ V , also ψ◦ιj = ψj für alle j ∈ I. 2

Bemerkung 11.2.8: Die universellen Eigenschaften von Produkten und direkten Summen
von K-Vektorräumen lassen sich äquivalent auch wie folgt formulieren:

1. Für jeden K-Vektorraum U ist FU : HomK(U,Πi∈IVi)→ Πi∈IHomK(U, Vi), φ 7→ (πi ◦ φ)i∈I
ein Vektorraumisomorphismus.

2. Für jeden K-VektorraumW istGW : HomK(⊕i∈IVi,W )→Πi∈IHomK(Vi,W ), ψ 7→(ψ◦ιi)i∈I
ein Vektorraumisomorphismus.

Die universellen Eigenschaften von Produkten und direkten Summen sind offensichtlich völlig
analog und gehen auseinander hervor, indem man in den entsprechenden kommutierenden Dia-
grammen die Pfeile umdreht. Wie auch schon im Fall von Quotientenräumen und frei erzeugten
Vektorräumen garantiert die universelle Eigenschaft von Produkten und direkten Summen de-
ren Eindeutigkeit bis auf eindeutige Isomorphie. Der Beweis wird wieder völlig analog zu den
entsprechenden Beweisen für Quotientenräume und frei erzeugte Vektorräume mit der univer-
sellen Eigenschaft geführt.

Satz 11.2.9: (Eindeutigkeit von Summen und Produkten)
Sei K ein Körper und (Vi)i∈I eine durch eine Indexmenge I indizierte Familie von K-
Vektorräumen. Dann sind Πi∈IVi und ⊕i∈IVi eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie:

1. Ist X ein K-Vektorraum und (π′i)i∈I ein Familie von K-linearen Abbildungen π′i : X → Vi,
so dass zu jeder Familie (φi)i∈I von linearen Abbildungen φi : U → Vi genau eine lineare
Abbildung φ̃ : U → X mit π′j ◦ φ̃ = φj für alle j ∈ I existiert, so gibt es genau eine
K-lineare Abbildung f : X → Πi∈IVi mit πj ◦ f = π′j für alle j ∈ I, und diese ist ein
Isomorphismus

Vj

Πi∈IVi

πj
<<

X.
∃!f

∼=oo

π′j
__

2. Ist Y ein K-Vektorraum und (ι′i)i∈I ein Familie von K-linearen Abbildungen ι′i : Vi → Y ,
so dass zu jeder Familie (φi)i∈I von linearen Abbildungen φi : Vi → W genau eine lineare
Abbildung φ̃ : Y → W mit φ̃ ◦ ι′j = φj für alle j ∈ I existiert, so gibt es genau eine
K-lineare Abbildung g : Y → ⊕i∈IVi mit g ◦ ι′j = ιj für alle j ∈ I, und diese ist ein
Isomorphismus

Vj
ιj

||

ι′j

��
⊕i∈IVi Y.

∃!g

∼=oo
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Beweis:
Wir beweisen die Aussage für Produkte. Der Beweis für Summen ist analog (Übung). Zu der
Familie (π′i)i∈I existiert nach der universellen Eigenschaft des Produkts genau eine K-lineare
Abbildung π′ : X → Πi∈IVi mit πj ◦ π′ = π′j für alle j ∈ I

Vj X
π′joo

∃!π′{{
Πi∈IVi.

πj

OO

Umgekehrt ergibt sich aus der universellen Eigenschaft von (X, (π′i)i∈I), dass es zu der Familie
(πi)i∈I genau eine K-lineare Abbildung π : Πi∈IVi → X mit π′j ◦ π = πj gibt.

Vj Πi∈IVi
πjoo

∃!π{{
X.

π′j

OO

Verketten liefert K-lineare Abbildungen π ◦ π′ : X → X und π′ ◦ π : Πi∈IVi → Πi∈IVi mit
π′j ◦π ◦π′ = πj ◦π′ = π′j und πj ◦π′ ◦π = π′j ◦π = πj. Andererseits sind aber auch idX : X → X
und idΠi∈IVi : Πi∈IVi → Πi∈IVi K-lineare Abbildungen mit π′j ◦ idX = π′j und πj ◦ idΠi∈IVi = πj.

Vj

Πi∈IVi

πj
<<

Xπ′oo

π′j

OO

Πi∈IVi
πoo

πj
bb

idΠi∈IVi

jj

Vj

X

π′j
<<

Πi∈IVi
πoo

πj

OO

Xπ′oo

π′j
bb

idX

ii

Aus den universellen Eigenschaften von Πi∈IVi und X folgt daher π ◦ π′ = idX und
π′ ◦ π = idΠi∈IVi . Also gilt π′ = π−1 und f = π′ : X → Πi∈IVi ist ein Isomorphismus mit
πi ◦ f = π′i. Ist g : X → Πi∈IVi eine weitere K-lineare Abbildung mit πi ◦ g = π′i, so folgt
πi◦(f−g) = π′i−π′i = 0 = πi◦0 und mit der universellen Eigenschaft des Produkts folgt f = g. 2

Mit den universellen Eigenschaften von Produkten und direkten Summen können wir nun leicht
Vektorraumisomorphismen konstruieren. Insbesondere können wir so zeigen, dass Produkte und
direkte Summen für die Familie (K)i∈I isomorph zu den K-Vektorräumen Abb(I,K) und 〈I〉K
sind, also tatsächlich diese Vektorräume verallgemeinern.

Satz 11.2.10: Ist Vi = K für alle i ∈ I, so ist Πi∈IK ∼= Abb(I,K) und ⊕i∈IK = 〈I〉K.

Beweis:
1. Wir betrachten X = Abb(I,K) mit den Projektionen π′j : Abb(I,K) → K, f 7→ f(j),
die offensichtlich K-linear sind. Zu zeigen ist, dass (X, (π′i))i∈I die universelle Eigenschaft des
Produkts aus Satz 11.2.9 hat. Ist (φi)i∈I eine Familie von K-linearen Abbildungen φi : U → K,
so erhalten wir eine Abbildung φ : U → Abb(I,K), u 7→ fu, indem wir fu(i) = φi(u) für alle
i ∈ I setzen. Diese ist K-linear, denn für alle u, u′ ∈ U , λ ∈ K und i ∈ I gilt

φ(u+ u′)(i) = fu+u′(i) = φi(u+ u′) = φi(u) + φi(u
′) = fu(i) + fu′(i) = φ(u)(i) + φ(u′)(i)

φ(λu)(i) = fλu(i) = φi(λu) = λφi(u) = λfu(i) = λφ(u)(i).
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Außerdem gilt π′j ◦ φ(u) = πj(fu) = fu(j) = φj(u) für alle u ∈ U und damit π′j ◦ φ = φj für alle
j ∈ J . Ist ψ : U → Abb(I,K), u 7→ gu eine weitere K-lineare Abbildung mit π′j ◦ψ = φj, so folgt
π′j ◦ ψ(u) = gu(j) = φj(u) für alle u ∈ U , j ∈ I und damit ψ = φ. Also besitzt der Vektorraum
Abb(I,K) mit den Projektionsabbildungen π′j die universelle Eigenschaft des Produkts, und
mit Satz 11.2.9 folgt Abb(I,K) ∼= Πi∈N0K.

2. Wir betrachten Y = 〈I〉K mit den Inklusionsabbildungen ι′j : K → 〈I〉K, λ 7→ λδj, die
offensichtlich K-linear sind. Zu zeigen ist, dass (Y, (ι′i))i∈I die universelle Eigenschaft der
direkten Summe aus Satz 11.2.9 besitzt. Ist (ψi)i∈I eine Familie von K-linearen Abbildungen
ψi : K → W , so können wir eine Abbildung ψ : 〈I〉K → W definieren, indem wir ihre Werte
auf der Basis B = {δi : I → K, j 7→ δij | i ∈ I} von 〈I〉K vorgeben. Wir setzen ψ(δi) = ψi(1)
für alle i ∈ I. Dies liefert eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung ψ : 〈I〉K → W mit
ψ ◦ ι′j(λ) = ψ(λδj) = λψ(δj) = λψj(1) = ψj(λ) für alle λ ∈ K, also ψ ◦ ι′ − j = ψj. Also besitzt
der K-Vektorraum 〈I〉K mit den Inklusionsabbildungen ι′i : K→ 〈I〉K die universelle Eigenschaft
der direkten Summe. Mit Satz 11.2.9 folgt 〈I〉K ∼= ⊕i∈IK. 2

Beispiel 11.2.11:
1. Ist I = {1, ..., n} und Vi = K für alle i ∈ I, so ist Πn

i=1K = ⊕ni=1K ∼= Kn.
Die Projektionsabbildungen sind gegeben durch πj : Kn → K, (λ1, ..., λn)T 7→ λj und
die K-lineare Abbildung φ : U → Kn mit πj ◦ φ = φj zu einer Familie von K-linearen
Abbildungen φj : U → K durch φ : U → Kn, u 7→ (φ1(u), ..., φn(u))T .

2. Ist I = N0 und Vi = K für alle i ∈ N0, so ist Πi∈IVi = Π∞n=0K isomorph zum Vektorraum
Abb(N0,K) der Folgen in K und ⊕i∈IVi = ⊕∞i=0K ist isomorph zum K-Vektorraum K[x] der
Polynome mit Koeffizienten in K.

Eine weitere Frage, die wir mit Hilfe der universellen Eigenschaften beantworten können ist die
Frage nach der Beziehung zwischen den (äußeren) direkten Summen aus Definition 11.2.5 zu den
(inneren) direkten Summen aus Definition 3.3.1, also direkten Summen von Untervektorräumen
eines K-Vektorraums V . Ist (Vi)i∈I eine Familie von Untervektorräumen eines K-Vektorraums
V mit Vi ∩Vj = 0 für alle i 6= j, so ist die innere direkte Summe nach Satz 3.3.2 gegeben durch
⊕′i∈IVi = spanK(∪i∈IVi). Mit Hilfe der universellen Eigenschaften kann man nun zeigen, dass
dieser K-Vektorraum isomorph zur (äußeren) direkten Summe aus Definition 11.2.5 ist, was die
Verwendung der gemeinsamen Bezeichnung direkte Summe für diese Vektorräume rechtfertigt.

Satz 11.2.12: Innere direkte Summen und äußere direkte Summen sind isomorph:
Ist V ein K-Vektorraum und (Vi)i∈I eine Familie von Unterräumen Vi ⊆ V mit Vi ∩ Vj = {0}
für i 6= j, so gilt spanK(∪i∈IVi) ∼= ⊕i∈IVi.

Beweis:
Wir betrachten den K-Vektorraum ⊕′i∈IVi = spanK(∪i∈IVi) und die K-linearen Abbildungen
ιi : Vi → ⊕′i∈IVi, v 7→ v. Zu zeigen ist, dass diese die universelle Eigenschaft der direkten
Summe besitzen. Ist (ψi)i∈I eine Familie von K-linearen Abbildungen ψi : Vi → W , so erhalten
wir eine K-lineare Abbildung ψ : ⊕i∈IVi → W mit ψ◦ ιi = ψi, indem wir ψ(Σn

i=1vi) = Σn
i=1ψi(vi)

für alle n ∈ N und vi ∈ Vi setzen. Ist umgekehrt ψ′ : ⊕′i∈IVi → W eine K-lineare Abbildung mit
ψ′ ◦ ιi = ψi, so folgt ψ′(vi) = ψi(v) für alle v ∈ Vi und i ∈ I und damit ψ′ = ψ. Damit besitzt
⊕′i∈IVi mit den Inklusionsabbildungen ιi : Vi → ⊕′i∈IVi die universelle Eigenschaft der direkten
Summe und nach Satz 11.2.9 gilt ⊕′i∈IVi ∼= ⊕i∈IVi. 2
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Eine weitere Konsequenz der universellen Eigenschaften von Produkten und direkten Summen
ist die Tatsache, dass jede Familie (φi)i∈I von K-linearen Abbildungen φi : Vi → Wi K-lineare
Abbildungen zwischen den Summen und Produkten der Vektorräume Vi undWi induziert. Dies
ergibt sich durch Verketten von φi : Vi → Wi mit den Projektions- und Inklusionsabbildungen.

Satz 11.2.13: Seien (Vi)i∈I und (Wi)i∈I Familien von K-Vektorräumen und (φi)i∈I eine Familie
von K-linearen Abbildungen φi : Vi → Wi.

1. Zu den Produkten (Πi∈IVi, (πi)i∈I) und (Πi∈IWi, (π
′
i)i∈I) gibt es genau eine K-lineare

Abbildung Πi∈Iφi : Πi∈IVi → Πi∈IWi mit π′j ◦ (Πi∈Iφi) = φj ◦ πj für alle j ∈ I. Sie heißt
Produkt der K-linearen Abbildungen φi.

2. Zu den Summen (⊕i∈IVi, (ιi)i∈I) und (⊕i∈IWi, (ι
′
i)i∈I) gibt es genau eine K-lineare Abbil-

dung ⊕i∈Iφi : ⊕i∈IVi → Πi∈IWi mit (⊕i∈Iφi)◦ ιj = ι′j ◦φj für alle j ∈ I. Sie heißt direkte
Summe der K-linearen Abbildungen φi.

Für I = {1, ..., n} schreibt man auch φ1 × ...× φn := Πn
i=1φi und (φ1, ..., φn) := ⊕ni=0φi.

Beweis:
Aus den universellen Eigenschaften der Produkte und direkten Summen erhält man die kom-
mutierenden Diagramme

Vj
φj //Wj

Πi∈IVi

πj

OO
φj◦πj

88

∃!Πi∈Iφi
// Πi∈IWi

π′j

OO
Vj

ιj

��

ι′j◦φj

''

φj //Wj

ι′j
��

⊕i∈IVi ∃!⊕i∈Iφi
// ⊕i∈IWi.

Diese definieren das Produkt und die direkte Summe der K-linearen Abbildungen φi. 2

Ebenso lassen sich mit Hilfe der universellen Eigenschaft Isomorphieaussagen für verschiedene
direkte Summen beweisen. Die folgenden Isomorphieaussagen können als Analoga der Eigen-
schaften eines kommutativen Monoids aus Definition 2.2.6 interpretiert werden, wobei die di-
rekte Summe die Rolle der Verknüpfung einnimmt und die Vektorräume die Rolle der Elemente.

Satz 11.2.14: Seien U, V,W Vektorräume über K. Dann gilt:

1. Assoziativität der direkten Summe: (U ⊕ V )⊕W ∼= U ⊕ (V ⊕W ),
2. Kommutativität der direkten Summe: V ⊕W ∼= W ⊕ V ,
3. neutrales Element: V ⊕ {0} = {0} ⊕ V ∼= V

Beweis:
Der Beweis dieser Aussagen ist eine hilfreiche Übung. Wir geben hier nur die Diagramme an,
die die Isomorphismen definieren.

(i) U ⊕ V

∃!g

~~

ιU⊕V // (U ⊕ V )⊕W

U

ι′U
��

ιU

77

V

ιV

OO

ι′V
��

W

ιW

OO

ι′Www
U ⊕ (V ⊕W ) V ⊕W

ι′V⊕Woo

∃!f

>>
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U ⊕ V ιU⊕V //

g

~~

(U ⊕ V )⊕W

U

ι′U
��

ιU

77

W

ιW

OO

ι′Www
U ⊕ (V ⊕W )

∃!f̃

77

V ⊕W
ι′V⊕Woo

f

>>
U ⊕ V

g

~~

ιU⊕V // (U ⊕ V )⊕W

∃!g̃

ww

U

ι′U
��

ιU

77

W

ιW

OO

ι′Www
U ⊕ (V ⊕W ) V ⊕W

ι′V⊕Woo

f

>>

(ii) V ⊕W

∃!f

��

V

ιV
;;

ι′V ##

W

ιW
dd

ι′Wzz
W ⊕ V

V ⊕W

V

ιV
;;

ι′V ##

W

ιW
dd

ι′Wzz
W ⊕ V

∃!g

OO

(iii) V ⊕ {0}

∃!f

��

V

ιV
;;

idV ##

{0}

ι0
dd

0
zz

V

{0} ⊕ V

∃!g

��

{0}

ι0
::

0
$$

V

ιV
cc

idV{{
V. 2

11.3 Tensorprodukte

Wir lernen nun eine weitere wichtige Konstruktion mit Vektorräumen kennen, die durch eine
universelle Eigenschaft charakterisiert ist, nämlich Tensorprodukte von Vektorräumen. Statt
Tensorprodukte konkret zu konstruieren und dann die universelle Eigenschaft nachzuweisen,
gehen wir diesmal umgekehrt vor. Wir definieren Tensorprodukte über eine universelle Ei-
genschaft, die dann auch direkt deren Eindeutigkeit bis auf eindeutige Isomorphie beweist.
Anschließend weisen wir durch eine konkrete Konstruktion nach, dass tatsächlich ein Tensor-
produkt existiert. Letzteres ist essentiell, da die universelle Eigenschaft zwar immer die Ein-
deutigkeit der dadurch definierten Struktur liefert, aber nie deren Existenz.

Die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts setzt bilineare Abbildungen φ : V ×W → X in
einen K-Vektorraum X in Beziehung mit linearen Abbildungen φ̃ : V⊗KW → X, wobei V⊗KW
ein Vektorraum ist, der aus den Vektorräumen V und W konstruiert wird, das Tensorprodukt
von V und W . Das ermöglicht es uns, multilineare Abbildungen durch lineare Abbildungen
zu ersetzen bzw. multilineare Abbildungen als lineare Abbildungen aufzufassen, indem wir die
betrachteten Vektorräume modifizieren.

Definition 11.3.1: Seien V,W Vektorräume über K. Ein Paar (U, τ) aus einem K-Vektorraum
U und einer K-bilinearen Abbildung τ : V ×W → U heißt Tensorprodukt von V und W über
K, wenn zu jeder K-bilinearen Abbildung φ : V ×W → X in einen K-Vektorraum X genau eine
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K-lineare Abbildung φ̃ : U → X mit φ̃ ◦ τ = φ existiert.

V ×W φ //

τ
��

X

U
∃!φ̃

;;

Dies bezeichnet man als die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts.

Da Tensorprodukte über eine universelle Eigenschaft definiert sind, folgt ihre Eindeutigkeit bis
auf eindeutige Isomorphie wieder völlig analog zu der von Quotientenräumen, frei erzeugten
Vektorräumen, Produkten und direkten Summen.

Satz 11.3.2: (Eindeutigkeit von Tensorprodukten)
Tensorprodukte sind eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie: Sind V,W Vektorräume über K
und (U1, τ1) und (U2, τ2) Tensorprodukte von V und W über K, so gibt es genau eine K-lineare
Abbildung f : U1 → U2 mit f ◦ τ1 = τ2, und diese ist ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis:
Da (U1, τ1) ein Tensorprodukt von V und W ist, gibt es zu der K-bilinearen Abbildung τ2 :
V ×W → U2 genau eine K-lineare Abbildung τ̃2 : U1 → U2 mit τ̃2 ◦ τ1 = τ2.

V ×W τ2 //

τ1
��

U2

U1

∃!τ̃2

;;

Da auch (U2, τ2) ein Tensorprodukt von V und W ist, gibt es zu der K-bilinearen Abbildung
τ1 : V ×W → U1 genau eine K-lineare Abbildung τ̃1 : U2 → U1 mit τ̃1 ◦ τ2 = τ1.

V ×W τ1 //

τ2
��

U1

U2

∃!τ̃1

;;

Durch Verketten von τ̃1 und τ̃2 erhält man K-lineare Abbildungen τ̃1 ◦ τ̃2 : U1 → U1 und
τ̃2 ◦ τ̃1 : U2 → U2 mit τ̃1 ◦ τ̃2 ◦ τ1 = τ̃1 ◦ τ2 = τ1 = idU1 ◦ τ1 und τ̃2 ◦ τ̃1 ◦ τ2 = τ̃2 ◦ τ1 = τ2 = idU2 ◦ τ2.

V ×W
τ1

##
τ2
��

τ1

{{
U1

idU1

55
τ̃2 // U2

τ̃1 // U1

V ×W
τ2

$$
τ1
��

τ2

{{
U2

idU2

55
τ̃1 // U1

τ̃2 // U2.

Da (Ui, τi) Tensorprodukte von V und W sind, gibt es aber zu der K-bilinearen Abbildung
φi = τi : V ×W → Ui nur eine K-lineare Abbildung φ̃i : Ui → Ui mit φ̃i ◦ τi = τi, nämlich
φ̃i = idUi . Also gilt τ̃1◦ τ̃2 = idU1 und τ̃2◦ τ̃1 = idU2 , also τ̃1 = τ̃−1

2 . Damit ist f = τ̃2 : U1 → U2 ein
K-Vektorraumisomorphismus. Ist g : U1 → U2 eine weitere K-lineare Abbildung mit g ◦ τ1 = τ2,
so folgt (f−g)◦τ1 = 0 : V ×W → U2, (v, w) 7→ 0. Zu der K-linearen Abbildung 0 : V ×W → U2,
(v, w) 7→ 0 kann es aber nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts (U1, τ1) nur
eine K-lineare Abbildung h : U1 → U2 mit 0 = h ◦ τ1 geben. Da sowohl die Nullabbildung
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0 : U1 → U2 als auch die Abbildung f−g : U1 → U2 solche Abbildungen sind, folgt f−g = 0. 2

Um nun nachzuweisen, dass Tensorprodukte tatsächlich existieren, müssen wir mit Hilfe einer
konkreten Konstruktion zu zwei gegebenen Vektorräumen V und W einen Vektorraum U und
eine K-bilineare Abbildung τ : V ×W → U konstruieren, so dass das Paar (U, τ) die universelle
Eigenschaft des Tensorprodukts besitzt. Dazu betrachten wir zunächst den von V × W frei
erzeugten K-Vektorraum und bilden anschließend einen Quotienten, der es uns erlaubt eine
K-bilineare Abbildung φ : V ×W → X in eine K-lineare Abbildung umzuwandeln.

Satz 11.3.3: (Existenz von Tensorprodukten)
Seien V,W Vektorräume über K und U ⊆ 〈V ×W 〉K der von den Vektoren

δ(v+v′,w) − δ(v,w) − δ(v′,w), δ(v,w+w′) − δ(v,w) − δ(v,w′) (28)
δ(λv,w) − λδ(v,w) δ(v,λw) − λδ(v,w)

für v, v′ ∈ V , w,w′ ∈ W , λ ∈ K aufgespannte Untervektorraum. Dann ist der Quotientenraum
V⊗KW := 〈V ×W 〉K/U mit der kanonischen Surjektion τ : V ×W → V⊗KW , (v, w) 7→ [δ(v,w)]
ein Tensorprodukt von V und W über K. Man schreibt v⊗w = [δ(v,w)] für alle v ∈ V , w ∈ W .

Beweis:
Wir bezeichnen mit ι : V × W → 〈V × W 〉K, (v, w) 7→ δ(v,w) die Inklusionsabbildung aus
Definition 11.2.1 und mit π : 〈V ×W 〉K → 〈V ×W 〉K/U , x 7→ [x] die kanonische Surjektion aus
Satz 11.1.2. Die Abbildung τ = π ◦ ι : V ×W → V⊗KW , (v, w) 7→ [δ(v,w)] ist K-bilinear, denn
per Definition von U gilt für alle v, v′ ∈ V , w ∈ W und λ ∈ K

τ(v + v′, w) = [δ(v+v′,w)] = [δ(v+v′,w) − δ(v,w) − δ(v′,w) + δ(v,w) + δ(v′,w)] = [δ(v,w) + δ(v′,w)]

= [δ(v,w)] + [δ(v′,w)] = τ(v, w) + τ(v′, w)

τ(λv, w) = [δ(λv,w)] = [δ(λv,w) − λδ(v,w) + λδ(v,w)] = [λδ(v,w)] = λ[δ(v,w)] = λτ(v, w).

Eine analoge Rechnung für das zweite Argument zeigt, dass auch τ(v, w+w′) = τ(v, w)+τ(v, w′)
und τ(v, λw) = λτ(w) für alle v ∈ V , w,w′ ∈ W , λ ∈ K gilt.

Zu jeder Abbildung φ : V ×W → X existiert nach der universellen Eigenschaft des frei erzeugten
Vektorraums in Satz 11.2.2 genau eine K-lineare Abbildung φ′ : 〈V ×W 〉K → X mit φ′ ◦ ι = φ,
was gleichbedeutend ist zu φ′(δ(v,w)) = φ(v, w) für alle v ∈ V , w ∈ W . Ist φ : V ×W → X
K-bilinear, so ergibt sich für alle v, v′ ∈ V , λ ∈ K

φ′(δ(v+v′,w) − δ(v,w) − δ(v′,w)) = φ′(δ(v+v′,w))− φ′(δ(v,w))− φ′(δ(v′,w))

= φ(v + v′, w)− φ(v, w)− φ(v′, w) = 0

φ′(δ(λv,w) − λδ(v,w)) = φ′(δ(λv,w))− λφ′(δ(v,w)) = φ(λv, w)− λφ(v, w) = 0.

Eine analoge Rechnung zeigt, dass φ′(δ(v,w+w′)− δ(v,w)− δ(v,w′)) = 0 und φ′(δ(v,λw)−λδ(v,w)) = 0
für alle v ∈ V , w,w′ ∈ W , λ ∈ K gilt. Also ist U ⊆ ker(φ′), und nach der universellen
Eigenschaft des Quotientenraums aus Satz 11.1.7 existiert damit eine eindeutig bestimmte K-
lineare Abbildung φ̃ : V⊗KW → X mit φ̃ ◦ π = φ′. Für die K-lineare Abbildung τ = π ◦ ι folgt
dann φ̃ ◦ τ = φ̃ ◦ π ◦ ι = φ′ ◦ ι = φ. Wir haben also das folgende kommutierende Diagramm
konstruiert:
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V ×W
φ

$$
ι
��

τ

$$

〈V ×W 〉K
π

��

∃!φ′
// X

V⊗KW
∃!φ̃

::

Ist ψ : V⊗KW → X eine weitere K-lineare Abbildung mit ψ ◦ τ = ψ ◦ π ◦ ι = φ, so ist
ψ′ = ψ ◦ π : 〈V ×W 〉K → X eine K-lineare Abbildung mit ψ′ ◦ ι = φ = φ′ ◦ ι, und aus der
universellen Eigenschaft des frei erzeugten Vektorraums folgt ψ ◦ π = ψ′ = φ′ = φ̃ ◦ π. Aus der
universellen Eigenschaft des Quotienten folgt dann ψ = φ̃. Damit ist gezeigt, dass das Paar
(V⊗KW, τ) die universelle Eigenschaft aus Definition 11.3.1 besitzt. 2

Bemerkung 11.3.4: In der Konstruktion des Tensorprodukts V⊗KW = 〈V ×W 〉K/U wan-
deln sich die Elemente in (28), die den Untervektorraum U aufspannen, in Rechenregeln für
das Tensorprodukt um. Für alle v, v′ ∈ V , w,w′ ∈ W und λ ∈ K gilt

(v + v′)⊗w = v⊗w + v′⊗w v⊗(w + w′) = v⊗w + v⊗w′ (λv)⊗w = v⊗(λw) = λ v⊗w.

Bemerkung 11.3.5: Alternativ kann man die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts
V⊗KW folgendermaßen formulieren: Für alle Vektorräume X über K ist die Abbildung

FX : L(V ×W,X)→ HomK(V⊗KW,X), φ 7→ φ̃

ein Isomorphismus von K-Vektorräumen. Insbesondere ist L(V ×W,K) isomorph zum Dualraum
(V⊗KW )∗ = HomK(V⊗KW,K) und der K-Vektorraum L(V ×V,K) der Bilinearformen auf V ist
isomorph zum Dualraum (V⊗V )∗. (Beweis: Übung).

Da nach Satz 11.3.3 die Elemente v⊗w mit v ∈ V und w ∈ W den Vektorraum V⊗KW
erzeugen und nach Satz 4.2.1 jede K-lineare Abbildung φ : V⊗KW → X durch ihre Werte
auf einem Erzeugendensystem von V⊗KW eindeutig bestimmt ist, spezifiziert man eine lineare
Abbildung φ häufig auch durch die Abbildungsvorschrift φ : v⊗w 7→ φ(v⊗w), auch wenn
ein allgemeines Element von V⊗KW nicht von der Form v⊗w ist, sondern nur als endliche
Summe solcher Elemente gegeben ist. Dies garantiert jedoch nicht die Widerspruchsfreiheit
der so angegebenen Abbildungsvorschrift, da die Werte einer linearen Abbildung nur auf einer
Basis, nicht aber auf einem beliebigen Erzeugendensystem frei vorgegeben werden können. Aus
diesem Grund möchte man auch für Tensorprodukte V⊗KW eine Basis angeben können, und
es ist naheliegend, diese aus einer Basis von V und einer Basis von W zu konstruieren.

Satz 11.3.6: Seien V,W Vektorräume über K. Ist BV eine Basis von V und BW eine Basis
von W , so ist BV⊗W = {b⊗c|b ∈ BV , c ∈ BW} eine Basis von V⊗KW . Sind V und W endlich-
dimensional, so folgt

dimK(V⊗KW ) = dimK(V ) · dimK(W ).
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Beweis:
Per Definition ist D = {δ(v,w)|v ∈ V,w ∈ W} eine Basis von 〈V × W 〉K. Da die Abbildung
π : 〈V ×W 〉K → V⊗KW , δ(v,w) 7→ v⊗w surjektiv und K-linear ist, istD′ = {v⊗w|v ∈ V,w ∈ W}
ein Erzeugendensystem von V⊗KW . Da BV und BW Basen von V und W sind, existieren zu
v ∈ V und w ∈ W Skalare λ1, ..., λn, µ1, ..., µm ∈ K und Vektoren b1, ..., bn ∈ BV , c1, ..., cm ∈ BW

mit v = Σn
i=1λibi und w = Σm

j=1µici. Daraus folgt

v⊗w = (Σn
i=1λibi)⊗(Σm

j=1µjcj) = Σn
i=1Σm

j=1λiµj bi⊗cj.

Also lässt sich jeder Vektor in D′ als Linearkombination von Vektoren in BV⊗W darstellen, und
damit ist auch BV⊗W ein Erzeugendensystem von V⊗KW .

Seien nun µij ∈ K, b1, ..., bn ∈ BV und c1, ..., cm ∈ BW mit Σn
i=1Σm

j=1µij bi⊗cj = 0. Dann setzen
wir dj = Σn

i=1µijbi ∈ V und erhalten Σm
j=1dj⊗cj = 0. Daraus folgt Σm

j=1δ(dj ,cj) ∈ U , wobei U den
Untervektorraum aus Satz 11.3.3 bezeichnet. Da das m-Tupel (c1, ..., cm) linear unabhängig ist,
kann das aber nur dann gelten, wenn dj = 0 für alle j ∈ {1, ...,m} gilt. Da auch das n-Tupel
(b1, ..., bn) linear unabhängig ist, folgt daraus µij = 0 für alle i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ...,m} und
somit ist BV⊗W linear unabhängig. Also ist BV⊗W eine Basis von V⊗KW . Die Dimensionsfor-
mel ergibt sich im endlich-dimensionalen Fall durch Abzählen der Basisvektoren. 2

Während wir für die Konstruktion einer Basis die konkrete Realisierung des Tensorprodukts
als Quotient des von der Menge V ×W frei erzeugten Vektorraums benutzt haben, lassen sich
Isomorphieaussagen für Tensorprodukte von Vektorräumen wieder abstrakt und allgemein mit
der universellen Eigenschaft beweisen. Insbesondere erhält man daraus eine Charakterisierung
von Vektorräumen HomK(V,W ) und Endomorphismenräumen EndK(V ) durch Tensorprodukte.

Beispiel 11.3.7: Seien V,W endlich-dimensionale Vektorräume über K. Dann gilt:

V ∗⊗KW ∼= HomK(V,W ) V ∗⊗V ∼= EndK(V ).

Beweis: Die Abbildung φ : V ∗ ×W → HomK(V,W ), (α,w) 7→ φα,w mit φα,w(v) = α(v)w für
alle v ∈ V ist K-bilinear, denn für alle α, β ∈ V ∗, w,w′ ∈ W und v ∈ V gilt

φα+β,w(v) = (α + β)(v)w = α(v)w + β(v)w = φα,w(v) + φβ,w(v) = (φα,w + φβ,w)(v)

φα,w+w′(v) = α(v) (w + w′) = α(v)w + α(v)w′ = φα,w(v) + φα,w′(v) = (φα,w + φα,w′)(v)

(φλα,w)(v) = (λα)(v)w = λα(v)w = (λφα,w)(v) = α(v) (λw) = φα,λw(v).

Also existiert nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts genau eine K-lineare Ab-
bildung φ̃ : V⊗KW → HomK(V,W ) mit φ̃ ◦ τ = φ. Diese ist injektiv, denn

φ̃(α⊗w)(v) = φα,w(v) = α(v)w = 0∀v ∈ V ⇒ (α(v) = 0∀v ∈ V ) ∨ (w = 0)⇒ α⊗w = 0.

Da dimK(V⊗KW ) = dimK(V ) · dimK(W ) = dimK HomK(V,W ) für alle endlich-dimensionalen
K-Vektorräume V,W , ist φ̃ in diesem Fall ein Isomorphismus.
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Eine weitere Möglichkeit, lineare Abbildungen zwischen Tensorprodukten zu konstruieren und
Aussagen über die Isomorphie verschiedener Tensorprodukte beweisen, ist die Benutzung der
Basen aus Satz 11.3.6. Diese erlaubt es uns, lineare Abbildungen durch die Vorgabe ihrer Werte
auf der Basis eindeutig zu definieren. Ähnlich wie in Satz 11.2.14 erhalten wir so Isomorphie-
regeln für Tensorprodukte, die zusammen mit denen für direkte Summen den Axiomen eines
unitalen Rings ähneln. Man kann sie nämlich als Analoga von Assoziativität, Kommutativi-
tät, Existenz von neutralen Elementen und Distributivgesetz auffassen. Dabei ersetzt man die
Ringaddition durch die direkte Summe und die Ringmultiplikation durch das Tensorprodukt.

Satz 11.3.8: (Isomorphieregeln für Tensorprodukte) Seien U, V,W Vektorräume über
einem Körper K. Dann erhält man die folgenden Isomorphismen von K-Vektorräumen:

(i) Assoziativität: aU,V,W : U⊗K(V⊗KW )→ (U⊗KV )⊗KW , u⊗(v⊗w) 7→ (u⊗v)⊗w
(ii) Kommutativität: cV,W : V⊗KW ∼= W⊗KV , v⊗w 7→ w⊗v
(iii) neutrales Element: lV : K⊗KV → V , λ⊗v 7→ λv und rV : V⊗KK→ V , v⊗λ 7→ λv
(iv) Distributivgesetze: lU,V,W : (U⊕V )⊗KW → U⊗KW⊕V⊗KW , (u+v)⊗w 7→ u⊗w+v⊗w

und rU,V,W : U⊗K(V ⊕W )→ U⊗KV ⊕ U⊗KW , u⊗(v + w) 7→ u⊗v + u⊗w.
Beweis:
(i) Für beliebige Basen BU , BV , BW von U, V,W sind nach Satz 11.3.6

BU⊗K(V⊗KW ) = {u⊗(v⊗w) |u ∈ BU , v ∈ BV , w ∈ BW}
B(U⊗KV )⊗KW = {(u⊗v)⊗w) |u ∈ BU , v ∈ BV , w ∈ BW}

Basen von U⊗K(V⊗KW ) und (U⊗KV )⊗KW . Nach Satz 4.2.1 ist eine lineare Abbildung durch
ihre Werte auf einer Basis eindeutig bestimmt, und diese können beliebig vorgegeben wer-
den. So definieren wir K-lineare Abbildungen aU,V,W : U⊗K(V⊗KW ) → (U⊗KV )⊗KW und
a′U,V,W : (U⊗KV )⊗KW → U⊗K(V⊗KW ) durch die Bedingungen aU,V,W (u⊗(v⊗w)) = (u⊗v)⊗w
und a′U,V,W ((u⊗v)⊗w) = u⊗(v⊗w) für alle u ∈ BU , v ∈ BV , w ∈ BW . Mit den Rechenregeln
in Bemerkung 11.3.4 lässt sich leicht nachrechnen, dass die resultierenden Abbildungen diese
Bedingungen dann für alle u ∈ U , v ∈ V und w ∈ W erfüllen, insbesondere also nicht von der
Wahl der Basen abhängen. Ebenso folgt daraus a′U,V,W = a−1

U,V,W , und somit ist aU,V,W ist ein
Isomorphismus.

(ii) Analog zu (i) definiert man die lineare Abbildung cV⊗W und ihre Inverse durch ihre Werte
auf den Basen BV⊗W = {v⊗w|v ∈ BV , w ∈ BW} und BW⊗V = {w⊗v|v ∈ BV , w ∈ BW}.
Setzt man cV,W (v⊗w) = w⊗v und c′V,W (w⊗v) = v⊗w für v ∈ BV , w ∈ BW , so erhält man mit
Rechenregeln in Bemerkung 11.3.4 die angegebene Abbildung cV,W und cV,W ◦ c′W,V = idW⊗KV

sowie c′V,W ◦ cW,V = idV⊗KW . Dies zeigt, dass cV,W ein Isomorphismus von K-Vektorräumen ist.

(iii) Analog zu (i) und (ii) können wir die linearen Abbildungen lV , rV und ihre Inversen
durch ihre Werte auf Basen definieren. Setzt man lV (1⊗v) = v = rV (v⊗1), l′V (v) = 1⊗v und
r′V (v) = v⊗1 für alle v ∈ BV , so erhält man mit den Rechenregeln für Tensorprodukte die
angegeben Isomorphismen lV und rV sowie ihre Inversen.

(iv) Der Beweis von (iv) ist analog zu (i)-(iii), nur dass man für lU,V,W die Werte auf den Basen

B(U⊕V )⊗KW = {(u+ v)⊗w |u ∈ BU , v ∈ BV , w ∈ BW}
BU⊗KW⊕V⊗KW = {u⊗w + v⊗w |u ∈ BU , v ∈ BV , w ∈ BW}

vorgibt. Aus Bemerkung 11.3.4 ergibt sich dann der angegebenen Isomorphismus und sein
Inverses. Der Beweis für rU,V,W ist analog. 2
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11.4 Die Tensoralgebra

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit multiplen Tensorprodukten von Vektorräumen und
zeigen, dass sich unter Verwendung von multiplen Tensorprodukten und direkten Summen von
Vektorräumen aus jedem K-Vektorraum V eine Algebra konstruieren lässt, die Tensoralgebra
von V . Diese besitzt eine wichtige universelle Eigenschaft, die es uns erlaubt, sie als Verallge-
meinerung der Polynomalgebra K[x] zu interpretieren.

Wir beginnen mit der Definition multipler Tensorprodukte. Diese definieren wir induktiv, wobei
wir uns für eine Klammerung entscheiden müssen. Auf die genau Wahl kommt es nach Lemma
11.3.8 nicht an, da alle Wahlen isomorphe Ergebnisse liefern. Die Definition von mehrfachen
Tensorprodukte erfordert aber eine Klammerung.

Definition 11.4.9: Sei n ∈ N, V1, .., Vn Vektorräume über K und vi ∈ V für i ∈ {1, ..., n}.
Dann definiert man

V1⊗K...⊗KVn := (V1⊗K...⊗KVn−1)⊗KVn v1⊗...⊗vn := (v1⊗...⊗vn−1)⊗vn.

Das n-fache Tensorprodukt eines K-Vektorraums V mit sich selbst bezeichnet man auch mit
V ⊗n := V⊗K...⊗KV , und man setzt V ⊗0 := K und V ⊗1 := V .

Aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts in Definition 11.3.1 lassen sich nun induk-
tiv entsprechende universelle Eigenschaften für n-fache Tensorprodukte herleiten. Diese sind
völlig analog zu der universellen Eigenschaft in Definition 11.3.1. Es werden lediglich die bili-
nearen Abbildungen in Definition 11.3.1 durch n-lineare Abbildungen ersetzt.

Satz 11.4.10: (universelle Eigenschaft von multiplen Tensorprodukten)
Seien V1, ..., Vn Vektorräume über K. Dann ist die Abbildung

τ : V1 × ....× Vn → V1⊗K...⊗KVn, (v1, ..., vn) 7→ v1⊗...⊗vn

n-linear, und zu jeder n-linearen Abbildung φ : V1 × ... × Vn → W in einen K-Vektorraum W
existiert genau eine lineare Abbildung φ̃ : V1⊗K...⊗KVn → W mit φ̃ ◦ τ = φ.

V1 × ...× Vn
φ //

τ

��

W

V1⊗K...⊗KVn
∃!φ̃

88

Beweis:
Induktion über n.
n = 2: Für n = 2 ist die Aussage die universelle Eigenschaft aus Definition 11.3.1.

n− 1→ n: Seien die Aussagen für Tensorprodukte von ≤ n− 1 Vektorräumen bewiesen. Nach
Induktionsvoraussetzung ist dann die Abbildung

τn−1 : V1 × ...× Vn−1 → V1⊗K...⊗KVn−1, (v1, ..., vn) 7→ v1⊗...⊗vn

(n− 1)-linear. Per Definition des Tensorprodukts ist die Abbildung

τ ′ : V1⊗K...⊗KVn−1 × Vn → V1⊗K...⊗KVn, (x, vn)→ x⊗vn
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bilinear. Also ist die Abbildung τ = τ ′ ◦ (τn−1 × idVn) : V1 × ... × Vn → V1⊗K...⊗KVn,
(v1, ..., vn) → v1⊗...⊗vn linear in jedem der ersten (n − 1) Argumente als Verkettung zwei-
er linearer Abbildungen und linear im letzten Argument, da τ ′ linear im zweiten Argument ist.
Damit ist τ eine n-lineare Abbildung.

Ist φ : V1× ...× Vn → W n-linear, so ist φvn : V1× ...× Vn−1 → W , (v1, ..., vn−1) 7→ φ(v1, ..., vn)
eine (n − 1)-lineare Abbildung für alle vn ∈ V . Nach Induktionsvoraussetzung existiert genau
eine lineare Abbildung φ̃vn : V1⊗K...⊗KVn−1 → W mit φ̃vn ◦ τn−1 = φvn . Dann ist die Abbildung
φ′ : V1⊗K...⊗KVn−1 × Vn → W , (x, vn) 7→ φ̃vn(x) bilinear. Also existiert nach der universellen
Eigenschaft des Tensorprodukts genau eine lineare Abbildung φ̃ : V1⊗K...⊗KVn → W mit
φ̃ ◦ τ ′ = φ′. Daraus folgt φ̃ ◦ τ = φ̃ ◦ τ ′ ◦ (τn−1 × idVn) = φ′ ◦ (τn−1 × idVn) = φ. Also ist
φ̃ : V1 × ...× Vn → W die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit φ̃ ◦ τ = φ. 2

Wir betrachten nun die direkte Summe ⊕∞n=0V
⊗n der K-Vektorräume V ⊗n. Da V ⊗n ∩ V ⊗m = ∅

für m 6= n gilt, können wir die Elemente (xn)n∈N0 ∈ ⊕∞n=0V
n mit xn ∈ V ⊗n und xn = 0 für

fast alle n ∈ N0 auch ohne Verwechslungsgefahr mit Σ∞n=0xn bezeichnen. Mit dieser Notation
erhält man insbesondere (xδin)n∈N0 = x für alle x ∈ V ⊗n. Dadurch vereinfacht sich die Notation
erheblich, und wir können zeigen, dass das “Aneinanderhängen” von Elementen v1⊗...⊗vn eine
Algebrastruktur auf der direkten Summe T (V ) = ⊕∞n=0V

⊗n definiert.

Satz 11.4.11: Sei V ein K-Vektorraum und T (V ) = ⊕∞n=0V
⊗n. Dann gibt es genau eine

K-bilineare Abbildung · : T (V )× T (V )→ T (V ) mit

(v1⊗...⊗vn) · (vn+1⊗...⊗vn+m) = v1⊗...⊗vn+m

1K · (v1⊗...⊗vn) = (v1⊗...⊗vn) · 1K = v1⊗...⊗vn
1K · 1K = 1K

für alle n,m ∈ N und v1, ..., vn+m ∈ V . Der K-Vektorraum T (V ) mit dieser Abbildung · ist eine
eine assoziative Algebra mit Eins über K und heißt die Tensoralgebra von V . Die Abbildung
ιV : V → T (V ), v 7→ v ist injektiv und K-linear und heißt Inklusionsabbildung.

Beweis:
Ist B eine Basis von V , so ist nach Satz 11.3.6 die Menge Bn = {b1⊗...⊗bn | b1, ..., bn ∈ B}
eine Basis von V ⊗n für alle n ∈ N und B0 = {1K} ist eine Basis von V ⊗0 = K. Per Definition
der direkten Summe ist dann B⊗ = {b1⊗...⊗bn | bi ∈ B, n ∈ N0} eine Basis von T (V ), wenn
wir b1⊗...⊗bn = 1K für n = 0 setzen. Eine bilineare Abbildung · : T (V ) × T (V ) → T (V )
ist nach Satz 5.2.7 durch ihre Werte auf Paaren von Basisvektoren eindeutig bestimmt,
und diese können beliebig vorgegeben werden. Also existiert genau eine bilineare Ab-
bildung · : T (V ) × T (V ) → T (V ) mit (v1⊗...⊗vn) · (vn+1⊗...⊗vn+m) = v1⊗...⊗vn+m,
1K · (v1⊗...⊗vn) = (v1⊗...⊗vn) · 1K = v1⊗...⊗vn und 1K · 1K = 1K für alle n,m ∈ N und
v1, ..., vn+m ∈ B. Aus der n-Linearität des n-fachen Tensorprodukts und der Bilinearität von ·
folgt, dass diese Identitäten für alle n,m ∈ N0 und v1, ..., vn+m ∈ V gelten. Die Assoziativität
von · und die Tatsache, dass 1K das neutrale Element für · ist, ergibt sich direkt aus der
Definition. Die Distributivgesetze und die Verträglichkeit der Multiplikation mit der Skalar-
multiplikation folgen aus der Bilinearität der Multiplikation. Die Injektivität und K-Linearität
der Inklusionsabbildung ιV folgt direkt aus der Definition. 2

Auch die Tensoralgebra lässt sich nun durch eine universelle Eigenschaft beschreiben, die an die
universelle Eigenschaft der Polynomalgebra erinnert. In Satz 7.1.4 wurde gezeigt, dass zu jedem
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Element a ∈ A einer assoziativen K-Algebra A mit Eins genau ein Algebrahomomorphismus
φ : K[x] → A mit φ(x) = a existiert. Im Fall der Tensoralgebra gibt man nun kein Element
a ∈ A sondern eine K-lineare Abbildung φ : V → A vor und die Bedingung φ(x) = a wird
durch die Bedingung φ̃|V = φ ersetzt.

Satz 11.4.12: (universelle Eigenschaft der Tensoralgebra)
Sei V ein K-Vektorraum und A eine assoziative K-Algebra mit Eins. Dann existiert zu jeder
K-linearen Abbildung φ : V → A genau ein Algebrahomomorphismus φ̃ : T (V ) → A mit
φ̃ ◦ ι = φ(v)

V

ι
��

φ // A

T (V )
φ̃

<<

Beweis:
Da für jede Basis B von V die Menge B⊗ = {b1⊗...⊗bn |n ∈ N0, bi ∈ B} eine Basis von
T (V ) ist, ist jeder Algebrahomomorphismus φ̃ : T (V ) → A durch seine Werte auf B⊗
eindeutig bestimmt. Ausserdem erfüllt jeder Algebrahomomorphismus φ̃ : T (V ) → A die
Bedingungen φ(1) = 1A und φ̃(b1⊗...⊗bn) = φ̃(b1 · ... · bn) = φ̃(b1) · ... · φ̃(bn) für alle n ∈ N
und bi ∈ B. Also ist jeder Algebrahomomorphismus φ̃ : T (V ) → A durch seine Werte auf B
eindeutig bestimmt, und diese können beliebig vorgegeben werden. Damit gibt es genau einen
Algebrahomomorphismus φ̃ : T (V ) → A mit φ̃(b) = φ(b) für alle b ∈ B. Also stimmen die
K-linearen Abbildungen φ : V → A und φ̃|V : V → A auf einer Basis von V überein, und es
folgt φ̃(v) = φ̃ ◦ ιV (v) = φ(v) für alle v ∈ V . 2

Auch der Beweis der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra erinnert stark an den entspre-
chenden Beweis der universellen Eigenschaft der Polynomalgebra in Satz 7.1.4. Dies ist kein
Zufall, sondern ergibt sich aus der Tatsache, dass sich die Polynomalgebra als Spezialfall der
Tensoralgebra T (V ) für V = K ergibt. In diesem Fall ist eine K-lineare Abbildung φ : V → A
durch ihren Wert auf 1K eindeutig bestimmt, und dieser Wert kann beliebig vorgegeben wer-
den. Damit entspricht die Wahl einer K-linearen Abbildung φ : K→ A der Wahl eines Elements
a = φ(1K) in A. Dass die Polynomalgebra K[x] tatsächlich isomorph zur Tensoralgebra T (K)
ist, ergibt sich dann direkt aus den universellen Eigenschaften.

Satz 11.4.13: Für jeden Körper K sind die Algebren T (K) und K[x] isomorph.

Beweis:
Zu der K-linearen Abbildung φ : K→ K[x], λ 7→ λx gibt es genau einen Algebrahomomorphis-
mus φ̃ : T (K) → K[x] mit φ̃ ◦ ιK = φ. Umgekehrt gibt es nach der universellen Eigenschaft
der Polynomalgebra aber auch genau einen Algebrahomomorphismus ψ : K[x] → T (K) mit
ψ(x) = ιK(1). Verkettet man diese, erhält man Algebrahomomorphismen ψ ◦ φ : T (K)→ T (K)
mit (ψ ◦φ) ◦ ιK = ιK und φ ◦ψ : K[x]→ K[x] mit (φ ◦ψ)(x) = x. Da aber auch die Identitätsab-
bildungen idT (K) : T (K) → T (K) und idK[x] : K[x] → K[x] die Bedingungen idT (K) ◦ ιK = ιK und
idK[x](x) = x erfüllen, muss nach der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra ψ ◦ φ = idT (K)

und nach der universellen Eigenschaft der Polynomalgebra φ ◦ ψ = idK[x] gelten. Daraus folgt
ψ = φ−1 und damit ist φ : T (K)→ K[x] ein Algebraisomorphismus. 2
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An was man sich erinnern sollte:

Die wichtigsten Begriffe und Definitionen:

• universelle Eigenschaft,
• Eindeutigkeit bis auf eindeutige Isomorphie,
• Quotientenraum,
• frei erzeugter Vektorraum,
• direkte Summe und Produkt von Vektorräumen,
• Tensorprodukt von Vektorräumen,
• Tensoralgebra.

Die wichtigsten Aussagen:

• universelle Eigenschaften liefern Eindeutigkeit bis auf eindeutige Isomorphie
• universelle Eigenschaft von Quotientenräumen,
• universelle Eigenschaft von frei erzeugten Vektorräumen,
• universelle Eigenschaft von direkten Summen und Produkten,
• universelle Eigenschaft von (multiplen) Tensorprodukten,
• Homomorphiesatz, kanonische Faktorisierung,
• innere und äußere direkte Summen sind isomorph,
• Isomorphieregeln für direkte Summen,
• Rechenregeln für Tensorprodukte,
• Basen und Dimensionen von Tensorprodukten,
• Isomorphieregeln für Tensorprodukte,
• universelle Eigenschaft der Tensoralgebra.

Die wichtigsten Beispiele:

• ⊕i∈IK ∼= 〈I〉K,
• Πi∈IK ∼= Abb(I,K),
• L(V × V,K) ∼= (V⊗KV )∗,
• HomK(V,W ) ∼= V ∗⊗KW ,
• EndK(V ) ∼= V ∗⊗KV ,
• T (K) ∼= K[x].
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12 Aufgaben

12.1 Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 1:
Sei A1 = {4, 8, 12}, A2 = {3, 6, 9}, A3 = {0, 2, 4, 6} und A4 = {6, 12}.
Bestimmen Sie die Mengen:

(a) ((A1 ∪ A2) ∩ A3) \ A4,
(b) A1 ∩ (A2 ∪ A3 ∪ A4),
(c) ((A1 \ A2) ∩ A3) ∩ A4,
(d) (A3 \ A2) \ (A1 \ A4).

Aufgabe 2:
Seien n, k ∈ N natürliche Zahlen und M eine Menge mit n Elementen. Bestimmen Sie die
Anzahl der Teilmengen von M , die genau k Elemente enthalten.

Aufgabe 3: Wir betrachten die Mengen

M = {{1, 2}, 1, 3} N = {{{1}}, {1, 2}, {∅}, {1}}

(a) Geben Sie an, wie viele Elemente die Mengen M und N haben.
(b) Bestimmen Sie alle Teilmengen der Mengen M und N .
(c) Bestimmen Sie die Potenzmengen Pot(M) und Pot(N).
(d) Bestimmen Sie die Mengen ∪M und ∪N .
(e) Bestimmen Sie die Menge M ∩N .
(f) Bestimmen Sie die Menge M ∪N .
(g) Bestimmen Sie die Mengen M \N und N \M .
(h) Bestimmen Sie die Mengen M \ (N \M) und N \ Pot(M).

Aufgabe 4: Seien A,B,C Mengen.
(a) Beweisen Sie das Komplementsgesetz: Für jede Teilmenge D ⊆ A gilt A \ (A \D) = D.
(b) Beweisen Sie das zweite de Morgansche Gesetz: A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C)

Aufgabe 5: Seien M,N,P,Q Mengen. Beweisen Sie die folgenden Aussagen oder widerlegen
Sie sie durch ein Gegenbeispiel.
(a) Aus M \N = M folgt N = ∅.
(b) Aus N ⊆M und P ⊆ N folgt P ⊆M .
(c) Aus M \N = N \M folgt M = N .
(d) Aus M ∪N = M folgt N = ∅.
(e) Aus M ×N = P ×Q folgt M = P und N = Q.

Aufgabe 6: Wir betrachten die Mengen

S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} Q = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1},
I = {x ∈ R : |x| < 1} W = {(x, y, z) ∈ R3 : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1, |z| ≤ 1}
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(a) Skizzieren Sie diese Mengen.
(b) Bestimmen Sie die Mengen {0} × I, I × I, I ×Q, Q× I, I × S1 und skizzieren Sie diese.
(c) Bestimmen Sie die Mengen Q\ (I× I), Q∩ (I× I), W \ (I×Q), W \ (Q× I) und skizzieren

Sie diese.

Aufgabe 7: Untersuchen Sie, ob es sich bei den folgenden Relationen auf der Menge M um
Äquivalenzrelationen handelt.
(a) M = R, a ∼ b ⇔ a2 − b2 = 0.
(b) M = Z, a ∼ b ⇔ a+ b = 1.
(c) M = Z, R = {(a, b) ∈ Z× Z|a, b ≤ 0}.
(d) M = N0, R = {(a, b) ∈ N0 × N0| ∃c ∈ N0 : a+ b > c}.

Aufgabe 8: Bestimmen Sie:
(a) die Anzahl der Relationen auf einer Menge mit n ∈ N Elementen,
(b) die Anzahl der Abbildungen f : M →M für eine Menge M mit n ∈ N Elementen,
(c) die Anzahl der Äquivalenzrelationen auf einer Menge mit 3 Elementen.

Aufgabe 9:
Seien A,B,C Mengen und f : A→ B, g : B → C Abbildungen. Beweisen Sie:
(a) Ist die Abbildung g ◦ f : A→ C injektiv, dann ist auch f injektiv.
(b) Ist die Abbildung g ◦ f : A→ C surjektiv, dann ist auch g surjektiv.
(c) Ist die Abbildung g ◦ f : A→ C bijektiv, dann ist f injektiv und g surjektiv.
(d) Geben Sie ein Beispiel an, in dem g ◦ f bijektiv, g nicht injektiv und f nicht surjektiv ist.

Aufgabe 10:
Wir betrachten die Relation (x, y) ∼ (x′, y′) ⇔ ∃c ∈ R \ {0} : (x′ = cx) ∧ (y′ = cy) auf der
Menge M = R2 \ {(0, 0)}.
(a) Beweisen Sie, dass diese Relation eine Äquivalenzrelation auf der Menge M ist.
(b) Bestimmen Sie die Äquivalenzklassen und die Quotientenmenge M/ ∼.
(c) Skizzieren Sie die Äquivalenzklassen.
(d) Geben Sie eine bijektive Abbildung f : M/ ∼→ S1 an, wobei S1 den Einheitskreis S1 =
{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} bezeichnet.

(e) Handelt es sich bei der Relation (x, y) ∼ (x′, y′) ⇔ ∃c ∈ R : (x′ = cx) ∧ (y′ = cy) um eine
Äquivalenzrelation der Menge R2 ?

Aufgabe 11: Sei f : M → N eine Abbildung und M1,M2 ⊆M and N1, N2 ⊆ N Teilmengen.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen oder widerlegen Sie sie durch ein Gegenbeispiel.
(a) f(M1 ∪M2) = f(M1) ∪ f(M2),
(b) f(M1 ∩M2) = f(M1) ∩ f(M2),
(c) f−1(N1 ∪N2) = f−1(N1) ∪ f−1(N2),
(d) f−1(N1 ∩N2) = f−1(N1) ∩ f−1(N2).

Aufgabe 12: Seien M,N Mengen und Pot(M) die Potenzmenge von M . Beweisen Sie:
(a) Eine Abbildung f : M → N ist surjektiv genau dann, wenn für beliebige Abbildungen

g, g′ : N → P gilt: g ◦ f = g′ ◦ f ⇒ g = g′.
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(b) Eine Abbildung f : M → N ist injektiv genau dann, wenn für beliebige Abbildungen
h, h′ : L→M gilt: f ◦ h = f ◦ h′ ⇒ h = h′.

(c) Es gibt keine surjektive Abbildung f : M → Pot(M).

Hinweis: Betrachten Sie in (c) für f : M → Pot(M) die Menge {x ∈M |x /∈ f(M)}.

Aufgabe 13: Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Begründen Sie oder widerlegen
Sie durch ein Gegenbeispiel.

(a) SindM,N endliche Mengen und f : M → N eine injektive Abbildung, so hatM mindestens
so viele Elemente wie N .

(b) Ist g : N→ N surjektiv, so existiert eine Abbildung f : N→ N mit f ◦ g = idN.
(c) Ist g : N→ N surjektiv, so existiert eine Abbildung f : N→ N mit g ◦ f = idN.
(d) Ist g : R → R eine Abbildung, so dass für jede Abbildung f : R → R mit g ◦ f = 0 folgt,

dass auch f = 0 gilt, so ist g injektiv.
(e) Sind M , N , P beliebige Mengen und f : M → N , g : N → P Abbildungen, so dass

g ◦ f : M → P bijektiv ist, so ist f surjektiv und g injektiv.
(f) Sind M , N , P beliebige Mengen und f : M → N , g : N → P Abbildungen, so dass

g ◦ f : M → P bijektiv ist, so ist f injektiv und g surjektiv.
(g) Sind M , N , P beliebige Mengen, f : M → N eine injektive Abbildung und g : N → P eine

surjektive lineare Abbildung, so ist g ◦ f : M → P bijektiv.
(h) Jede surjektive Abbildung f : {1, ..., n} → {1, ..., n} ist bijektiv.
(i) Eine Abbildung f : N→ N ist bijektiv genau dann, wenn sie injektiv ist.
(j) Es gibt unendlich viele injektive Abbildungen f : R→ R.
(k) Zu jeder Menge M gibt es genau eine Abbildung f : ∅ →M .
(l) Zu jeder Menge M gibt es genau eine Abbildung f : M → ∅.

Aufgabe 14: Wir betrachten die Verknüpfung ◦ : R2×R2 → R2 mit (a, b) ◦ (c, d) = (a+ c, b)
für alle a, b, c, d ∈ R. Untersuchen Sie diese Verknüpfung auf
(a) Assoziativität,
(b) Kommutativität,
(c) Existenz eines neutralen Elements.

Aufgabe 15: Wir betrachten die Menge R2 mit den Verknüpfungen +, · : R2 × R2 → R2

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) (a, b) · (c, d) = (ac+ λbd, ad+ bc) für λ ∈ {0, 1}.

(a) Zeigen Sie, dass (R2,+, ·) ein kommutativer unitaler Ring ist.
(b) Bestimmen Sie für λ = 0 und λ = 1 die Nullteiler von (R2,+, ·).
(c) Bestimmen Sie für λ = 0 und λ = 1 die Einheitengruppe von (R2, ·).

Aufgabe 16: Seien (G, ◦) und (H, ◦′) Gruppen. Beweisen Sie, dass dann auch die Menge
G×H mit der Verknüpfung ◦ : (G×H)×(G×H)→ G×H, (g1, h1)◦(g2, h2) = (g1◦g2, h1◦′h2)
für alle g1, g2 ∈ G, h1, h2 ∈ H eine Gruppe ist.

Aufgabe 17: Stellen Sie Multiplikationstafeln für die Gruppen (Z/2Z,+) und (Z/3Z,+) auf.
Verwenden Sie dabei in der Multiplikationstafel für (Z/nZ,+) nur die Ausdrücke [0], ..., [n−1].

293



Aufgabe 18: Wir betrachten die Menge Z/8Z mit der Verknüpfung · : Z/8Z×Z/8Z→ Z/8Z,
([k], [m]) 7→ [km].

(a) Zeigen Sie, dass (Z/8Z, ·) ein Monoid ist.
(b) Bestimmen Sie die Einheitengruppe ((Z/8Z)×, ·) des Monoids (Z/8Z, ·).
(c) Geben Sie eine Multiplikationstafel für die Einheitengruppe Z/8Z an.

Aufgabe 19: Sei (G, ·) eine Gruppe.
(a) Zeigen Sie: h ∼ k ⇔ ∃g ∈ G : g · h · g−1 = k ist eine Äquivalenzrelation auf G.
(b) Bestimmen Sie die Äquivalenzklasse des neutralen Elements e ∈ G.
(c) Bestimmen Sie alle Äquivalenzklassen für den Fall, dass G eine abelsche Gruppe ist.

Aufgabe 20: Zeigen Sie, dass für n ∈ N die Untergruppen der Gruppe (Z/nZ,+) genau die
Teilmengen der Form Gm = {[km]| k ∈ Z} mit m ∈ {0, 1, ..., n− 1} und m teilt n sind.

Aufgabe 21:
Untersuchen Sie, ob es sich bei den angegebenen Teilmengen H ⊆ G um Untergruppen der
Gruppe (G, ◦) handelt:
(a) (G, ◦) = (Q,+), H = {k

3
|k ∈ Z},

(b) (G, ◦) = (Q \ {0}, ·), H = {k
3
| k ∈ Z \ {0}},

(c) (G, ◦) = (Sn, ◦), H = {π ∈ Sn|π(k) gerade für alle geraden k ∈ {1, ..., n}},
(d) (G, ◦) beliebig, H = {g ∈ G|g ◦ g = g}.

Aufgabe 22: Wir betrachten für n ∈ N die symmetrische Gruppe Sn, also die Gruppe der
bijektiven Abbildungen π : {1, 2, ..., n} → {1, 2, ..., n}.
(a) Zeigen Sie, dass Sn abelsch ist genau dann, wenn n ≤ 2.
(b) Zeigen Sie, dass die Menge {π ∈ Sn|π(n) = n} eine Untergruppe von Sn ist.
(c) Geben Sie einen injektiven Gruppenhomomorphismus φ : Sn−1 → Sn an.

Aufgabe 23: Sei G eine Gruppe und G1 ⊆ G, G2 ⊆ G Untergruppen. Beweisen Sie die
folgenden Aussagen:
(a) G1 ∩G2 ist eine Untergruppe von G.
(b) G1 ∪G2 ist genau dann eine Untergruppe von G, wenn gilt G1 ⊆ G2 oder G2 ⊆ G1.

Aufgabe 24:

(a) Sei (G, ·) eine Gruppe mit neutralem Element e, so dass für alle g ∈ G gilt g · g = e.
Beweisen Sie, dass G dann abelsch ist.

(b) Sei G = {g1, ..., gn} mit der Verknüpfung · : G×G→ G eine endliche abelsche Gruppe mit
neutralem Element e. Beweisen Sie, dass dann gilt g2

1 · g2
2 · · · g2

n = e.

Aufgabe 25: Wahr oder falsch? Beweisen Sie die Aussage oder widerlegen Sie sie durch ein
Gegenbeispiel.
(a) Zu jedem n ∈ N gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus φ : (Z/nZ,+)→ (Z,+).
(b) Ist (G, ·) eine endliche Gruppe und (H, ·) eine Gruppe mit unendlich vielen Elementen, so

gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus φ : G→ H.
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(c) Ist (A,+) eine abelsche Gruppe und enthält eine Gruppe (G, ·) Elemente g, h ∈ G mit
g · h · g−1 · h−1 6= e, so gibt es keinen surjektiven Gruppenhomomorphismus φ : A→ G.

Aufgabe 26:
(a) Zeigen Sie, dass φ : (Z/4Z,+)→ (Z/4Z,+), [m] 7→ [2m] ein Gruppenhomomorphismus ist,

und bestimmen Sie den Kern ker(φ) und das Bild φ(Z/4Z).
(b) Zeigen Sie, dass das Bild φ(Z/4Z) isomorph zur Gruppe Z/2Z ist.

Aufgabe 27:
Untersuchen Sie, ob die folgenden Gruppen isomorph sind:
(a) S4 und Z/4Z
(b) Z/2Z× Z/2Z und Z/4Z

Aufgabe 28: Sei (G, ·G) eine Gruppe. Zeigen Sie, dass die Menge Aut(G) der Gruppenauto-
morphismen φ : G→ G eine Untergruppe der Gruppe (Bij(G,G), ◦) ist.

Aufgabe 29: Wahr oder falsch? Beweisen Sie oder widerlegen Sie sie durch ein Gegenbeispiel.
(a) Das Bild einer abelschen Gruppe unter einem beliebigen Gruppenhomomorphismus ist

abelsch.
(b) Haben zwei endliche Gruppen die gleiche Anzahl von Elementen, so sind sie isomorph.
(c) Sind G, H, K Gruppen mit G ∼= H und H ∼= K, so folgt G ∼= K.
(d) In jeder Gruppe (Z/nZ,+) mit n ≥ 3 gibt es ein Element a ∈ Z/nZ \ {[1]} mit a · a = [1].

Aufgabe 30: Sei n ∈ N ungerade.
(a) Zeigen Sie, dass zu jedem Element a ∈ Z/nZ ein Element b ∈ Z/nZ mit a = b+ b existiert.
(b) Sei nun (A,+) eine abelsche Gruppe mit n Elementen. Zeigen Sie, dass zu jedem a ∈ A ein

b ∈ A mit a = b+ b existiert.

Aufgabe 31: Der Mengenring
Sei X eine Menge mit Potenzmenge Pot(X). Wir betrachten die Verknüpfungen

+ : Pot(X)× Pot(X)→ Pot(X), (M,N) 7→ (M ∪N) \ (M ∩N)

◦ : Pot(X)× Pot(X)→ Pot(X), (M,N) 7→M ∩N.

Zeigen Sie, dass (Pot(X),+, ◦) ein kommutativer Ring mit Einselement ist.

Aufgabe 32: Der Polynomring
Sei (R,+R, ·R) ein kommutativer Ring mit Einselement. Wir betrachten die Menge R[x] der Ab-
bildungen p : N0 → R mit p(n) = 0 für alle bis auf endliche viele n ∈ N0 und die Verknüpfungen
+ : R[x]×R[x]→ R[x], (p, q) 7→ p+ q und · : R[x]×R[x]→ R[x], (p, q) 7→ p · q

(p+ q)(n) := p(n) +R q(n)

(p · q)(n) := Σn
k=0 p(k) ·R q(n− k)

= p(0) ·R q(n) +R p(1) ·R q(n− 1) +R ...+R p(n− 1) ·R q(1) +R p(n) ·R q(0)

für alle n ∈ N0. Beweisen Sie, dass (R[x],+, ·) ein kommutativer Ring mit Einselement ist.
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Aufgabe 33: Sei M 6= ∅ und (R,+R, ·R) ein Ring. Wir betrachten die Menge Abb(M,R) der
Abbildungen f : M → R mit den Verknüpfungen +, · : Abb(M,R)×Abb(M,R)→ Abb(M,R)

(f + g)(m) := f(m) +R g(m) (f · g)(m) := f(m) ·R g(m) ∀m ∈M.

(a) Zeigen Sie, dass (Abb(M,R),+, ·) ein Ring ist.
(b) Zeigen Sie, dass (Abb(M,R),+, ·) kommutativ ist genau dann, wenn (R,+, ·) kommutativ

ist und unital genau dann, wenn (R,+, ·) unital ist.
(c) Hat auch die Menge Abb(∅, R) die Struktur eines Rings? Wenn ja, ist er kommutativ und

unital?

Aufgabe 34: Untersuchen Sie, welche Elemente im Restklassenring Z/10Z multiplikative
Inverse haben, und bestimmen Sie diese multiplikativen Inversen.

Aufgabe 35: Beweisen Sie, dass in jedem endlichen kommutativen nullteilerfreien unitalen
Ring (R,+, ·) ein m ∈ N existiert mit m1R = 1R + ...+ 1R = 0R. Zeigen Sie, dass für R 6= {0}
die kleinste solche Zahl m ∈ N eine Primzahl ist.

Aufgabe 36: Seien (R, ·,+) und (S,+′, ·′) Ringe. Zeigen Sie, dass dann auch die Menge R×S
mit den Verknüpfungen †, ◦ : (R× S)× (R× S)→ R× S

(r, s)†(r′, s′) := (r + r′, s+′ s′) (r, s) ◦ (r′, s′) := (r · r′, s ·′ s′) ∀r, r′ ∈ R, s, s′ ∈ S

ein Ring ist und dass dieser unital ist, wenn R und S unital sind. Folgt, dass auch R × S ein
Körper ist, wenn R und S Körper sind?

Aufgabe 37: Sei (A,+) eine abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass die Menge End(A) der Grup-
penendomorphismen φ : A→ A mit den Verknüpfungen +, ◦ : End(A)× End(A)→ End(A)

(φ+ ψ)(a) = φ(a) + ψ(a) (φ ◦ ψ)(a) = φ(ψ(a)) ∀a ∈ A

einen unitalen Ring bildet.

Aufgabe 38:

(a) Zeigen Sie, dass jeder Körperhomomorphismus injektiv ist.
(b) Zeigen Sie, dass jeder endliche kommutative nullteilerfreie unitale Ring R mit 1 6= 0 ein

Körper ist.

Hinweis: Betrachten Sie in (b) für r ∈ R \ {0} die Abbildung φr : R→ R, r′ 7→ r · r′.

Aufgabe 39: Wir betrachten den Körper (Z/7Z,+, ·)

(a) Bestimmen Sie für jedes Element von Z/7Z \ {[0]} das multiplikative Inverse.
(b) Untersuchen Sie, welche Elemente des Körpers Z/7Z Quadrate sind, d. h. sich als [m] · [m]

mit m ∈ {0, 1, ..., 6} schreiben lassen.
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Aufgabe 40: Sei p ∈ N eine Primzahl. Zeigen Sie, dass Q2 mit den Verknüpfungen
+, · : Q2 × Q2 → Q2

(a, b) + (c, d) = (a+ b, c+ d) (a, b) · (c, d) = (ac+ pbd, ad+ bc) ∀a, b, c, d ∈ Q

ein Körper und φ : Q2 → R, (a, b)→ a+ b
√
p ein Körperhomomorphismus ist.

Aufgabe 41: Sei R 6= {0} ein Integritätsbereich, d. h. kommutativer, nullteilerfreier Ring
mit Einselement. Wir betrachten die Menge Q = {(r, s) | r ∈ R, s ∈ R \ {0}} mit der Relation
(r, s) ∼ (r′, s′) ⇔ rs′ = r′s.

(a) Zeigen Sie, dass es sich dabei um eine Äquivalenzrelation auf Q handelt.
(b) Auf der Quotientenmenge Q/∼ definieren wir Verknüpfungen +, · : Q/∼ ×Q/∼ → Q/∼

[(r, s)] + [(r′, s′)] := [(rs′ + r′s, ss′)] [(r, s)] · [(r′, s′)] := [(rr′, ss′)]

für alle r, r′ ∈ R, s, s′ ∈ R \ {0}. Zeigen Sie, dass Q/∼ mit diesen Verknüpfungen ein
kommutativer unitaler Ring ist.

(c) Zeigen Sie, dass jedes Element in Q/∼ außer der Null ein multiplikatives Inverses besitzt
und Q/∼ somit ein Körper ist. Diesen bezeichnet man als den Quotientenkörper des
Integritätsbereichs R.

(d) Bestimmen Sie den Quotientenkörper Q/∼ für die Integritätsbereiche R = Z und R = R[x].

Aufgabe 42: Wahr oder falsch? Begründen Sie die Aussage, oder widerlegen Sie sie durch
ein Gegenbeispiel.

(a) In jedem Körper (K,+, ·) gilt: ist a ∈ K mit a · a = 1, so folgt a = 1 oder a = −1.
(b) In jedem Körper (K,+, ·) und für jedes a ∈ K\{0} gilt: die Abbildung φa : K→ K, b 7→ a · b

ist bijektiv.
(c) In jedem kommutativen unitalen Ring (R,+, ·) und für jedes a ∈ R \ {0} gilt: ist die

Abbildung φa : R→ R, b 7→ a · b surjektiv, so hat a ein multiplikatives Inverses.
(d) In jedem Körper (K,+, ·) gilt: die Abbildung φ : K→ K, k 7→ k + k + k ist bijektiv.

Aufgabe 43: Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen M ⊆ C:

(a) M = {z ∈ C|Re (z) < Im (z)}
(b) M = {z ∈ C| arg(z) ∈ [π

4
, 3π

8
)}

(c) M = {z ∈ C||z − 1 + i| ≤ 1}
(d) M = {z ∈ C||3z − 1| < 2}
(e) M = {z ∈ C|Re (z · (1 + i)) = 0}
(f) M = {z ∈ C|Im (z · (1 + i)) = 3}
(g) M = {z ∈ C|Im (z · i) ≤ 0}
(h) M = {z ∈ C| arg(zn) ∈ [0, π)}
(i) M = {z ∈ C||z̄ − i| = 3}
(j) M = {z ∈ C|z3 = 8}
(k) M = {z ∈ C||z − i− 1| = |z + i + 1|}
(l) M = {z ∈ C|z2 = i}
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Aufgabe 44:

(a) Bestimmen Sie den Real- und Imaginärteil der folgenden komplexen Zahlen:

z1 =
1

4− 3i
, z2 = 2eiπ/6, z3 =

2− 2i

1 + i
, z4 =

1

(1 + i)4

(b) Geben Sie die Polardarstellung der folgenden komplexen Zahlen an:

w1 = −i, w2 =
√

3− i, w3 =
1

−5 + 5i
, w4 =

1

i
+

i

1 + i

Aufgabe 45: Geben Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form x+ iy mit x, y ∈ R an
und bestimmen Sie Ihren Betrag.

z1 =
3− 5i

2 + 2i
, z2 =

2− i

3 + 4i
+

i

1 + i
, z3 = (2−i)3, z4 =

(
1− i

1 + i

)2

, z5 =
1 + 3i

1− i
·4 + i

2− i
, z6 = (

√
3−i)10

Aufgabe 46: Sei w = reiψ mit r > 0 und ψ ∈ [0, 2π). Bestimmen Sie für n ∈ N alle komplexen
Lösungen der Gleichung zn = w und skizzieren Sie diese.

Aufgabe 47: Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form x+iy mit x, y ∈ R dar,
geben Sie ihre Beträge und Argumente an und skizziere Sie sie in der komplexen Zahlenebene:

1. (1− i)4,
2. (1− i

√
3)3/8,

3. (7− 3i)/(1 + i),
4. in für n ∈ N.

Aufgabe 48: Beweisen Sie, dass für jedes n ∈ N und k ∈ {1, ..., n − 1} die Zahl z = e2πik/n

die Gleichung 1 + z + z2 + ...+ zn−1 = 0 erfüllt.

Aufgabe 49: Sei H = {z ∈ C|Im (z) > 0} die komplexe obere Halbebene. Wir betrachten die
Cayley-Abbildung f : H→ C, z 7→ (z− i)/(z+i). Zeigen Sie, dass f injektiv ist und bestimmen
Sie die Bildmenge von f .

Aufgabe 50: Zwei Streckenlängen b, c ∈ R mit b > c stehen im Verhältnis des Goldenen
Schnitts, wenn das Verhältnis a = b/c der längeren Strecke b zur kürzeren Strecke c gleich dem
Verhältnis a′ = (b+c)/b der Summe der beiden Strecken zur längeren Strecke ist. Wir beweisen
mit Hilfe komplexer Zahlen, dass die Diagonalen und die Seiten eines regelmäßigen Fünfecks
im Verhältnis des Goldenen Schnitts stehen.

1-1

i

-i
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(a) Zeigen Sie zunächst, dass zwei Strecken b, c ∈ R mit b > c genau dann im Verhältnis des
goldenen Schnitts stehen, wenn a = b/c die Gleichung a2 − a− 1 = 0 erfüllt.

(b) Überprüfen Sie anhand der Skizze, dass das gesuchte Verhältnis gegeben ist durch a =
|1− ζ2|/|1− ζ| mit ζ = e2πi/5.

(c) Zeigen Sie, dass folgende Gleichungen gelten: a = |1 + ζ|, ζ̄ = ζ4, 1 + ζ + ζ2 + ζ3 + ζ4 = 0.
(d) Nutzen Sie (a)-(c) um zu beweisen, dass die die Diagonalen und die Seiten eines regelmä-

ßigen Fünfecks im Verhältnis des Goldenen Schnitts stehen.

Aufgabe 51: Sei z = 1
2

+ i
2

√
3. Berechnen Sie z2015 und z2015 + z2017 + z2019.

Aufgabe 52: Beweisen Sie, dass für alle z, w ∈ C gilt

|z + w|2 = |z|2 + |w|2 + 2Re (z̄w) |z + w|2 + |z − w|2 = 2(|z|2 + |w|2).

Aufgabe 53: Sei (R,+, ·) ein Ring und f : R → S eine bijektive Abbildung. Beweisen Sie,
dass es genau eine Ringstruktur (S,+′, ·′) auf S gibt, die f : R→ S zu einem Ringisomorphis-
mus macht. Zeigen Sie, dass (S,+′, ·′) unital ist, genau dann, wenn (R,+, ·) unital ist.

Aufgabe 54: Wir betrachten die Menge R2 mit den Verknüpfungen +, · : R2 × R2 → R2

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) (a, b) · (c, d) = (ac+ λbd, ad+ bc) für λ ∈ {0, 1}.

Überzeugen Sie sich (ohne dies aufzuschreiben), dass (R2,+, ·) ein kommutativer Ring mit
Einselement (1, 0) ist.

(a) Bestimmen Sie für λ = 0 und λ = 1 die Nullteiler von (R2,+, ·).
(b) Bestimmen Sie für λ = 0 und λ = 1 die Einheitengruppe von (R2, ·).

Aufgabe 55: Bestimmen Sie:

(a) die Anzahl der Relationen auf einer Menge mit n ∈ N Elementen,
(b) die Anzahl der Abbildungen f : M →M für eine Menge M mit n ∈ N Elementen,
(c) Die Anzahl der bijektiven Abbildungen f : M →M für eine Menge M mit n ∈ N Elemen-

ten,
(d) die Anzahl der Äquivalenzrelationen auf einer Menge mit 3 Elementen.

Aufgabe 56: Wahr oder falsch? Begründen Sie oder widerlegen Sie die Aussage.

(a) Der Ring (Z/18Z,+, ·) ist ein Körper.
(b) Die Gruppen S3 und (Z/6Z,+) sind isomorph.
(c) Alle zweielementigen Gruppen sind isomorph.
(d) Die Gruppen (Z/6Z,+) und (Z/8Z,+) sind isomorph.
(e) Es gibt unendlich viele Gruppenhomomorphismen φ : Z→ Z.
(f) Für jedes n ∈ N gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus φ : Z→ Z/nZ.
(g) Zu zwei Gruppen G, H gibt es immer einen Gruppenhomomorphismus φ : G→ H.
(h) Zu jedem Ring (R,+, ·) mit Einselement gibt es genau einen unitalen Ringhomomorphismus

φ : (Z,+, ·)→ (R,+, ·).
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Aufgabe 57: Wir betrachten für n ∈ N, n ≥ 2 die nten Einheitswurzeln, also die Lösungen
der Gleichung zn = 1 in C und bezeichnen die Menge der nten Einheitswurzeln mit Gn.

(a) Zeigen Sie, dass die nten Einheitswurzeln mit der Multiplikation in C eine abelsche Gruppe
bilden.

(b) Zeigen sie, dass für jeden Teiler m von n die Menge Hm = {e2πimk/n|k ∈ Z} eine Unter-
gruppe von (Gn, ·) ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung φn : Z/nZ → Gn, [k] 7→ e2πik/n wohldefiniert ist und ein
Gruppenisomorphismus von (Z/nZ,+) nach (Gn, ·) ist.

(d) Bestimmen Sie die Urbilder der Gruppen Hm unter φn.

12.2 Aufgaben zu Kapitel 3

Aufgabe 58: Wie viele Elemente hat der Vektorraum Kn über einem endlichen Körper K mit
q Elementen?

Aufgabe 59: Wir betrachten den Vektorraum Abb(R,R). Untersuchen Sie, ob die folgenden
Teilmengen Untervektorräume von Abb(R,R) sind:

(a) M = {f : R→ R|f(0) = 0}
(b) M = {f : R→ R|f(0) = 1}
(c) M = {f : R→ R|f(R) ⊆ Q}
(d) M = {f : R→ R|f(x) = 0 ∀x ∈ [2, 4]}
(e) M = {f : R→ R|f(1) = f(2)}
(f) M = {f : R→ R|∃c ∈ R : |f(x)| ≤ c ∀x ∈ R}
(g) M = {f : R→ R|f(x) ≤ f(y) ∀x, y ∈ R, x < y}
(h) M = {f : R→ R|f(x) ≥ 0 ∀x ∈ R}
(i) M = {f : R→ R|f(2x) = 3f(x) ∀x ∈ R}
(j) M = {f : R→ R|f(ax) = a2f(x) ∀a, x ∈ R}

Aufgabe 60: Wir betrachten den reellen Vektorraum Pol(R,R) ⊆ Abb(R,R) der Poly-
nomabbildungen p : R → R. Der Grad einer Polynomabbildung p : R → R, x 7→ Σk∈N0akx

k

mit ak = 0 für fast alle k ∈ N0 ist definiert als deg(p) = −∞ wenn ak = 0 ∀k ∈ N0 und
deg(p) = max{k ∈ N0|ak 6= 0} sonst. Untersuchen Sie
(a) für welche n ∈ N ∪ {−∞} die Polynomabbildungen vom Grad n einen Untervektorraum

von Pol(R,R) bilden,
(b) für welche n ∈ N∪ {−∞} die Polynomabbildungen vom Grad ≤ n einen Untervektorraum

von Pol(R,R) bilden.

Aufgabe 61: Wir betrachten den Vektorraum Abb(N0,Q) der Folgen mit Koeffizienten in
Q. Untersuchen Sie, ob die folgenden Teilmengen von Abb(N0,Q) Untervektorräume sind:
(a) M = {f : N0 → Q|f(k) = 0 für k ∈ N0 gerade}
(b) M = {f : N0 → Q|f(k) = 1 für k ∈ N0 gerade}
(c) M = Q[x]
(d) M = {f : N0 → Q|f(k) = f(k + n) ∀k ∈ N0} für ein festes n ∈ N.

Aufgabe 62: Sei V ein K-Vektorraum und U1, U2, U3 ⊆ V Untervektorräume.
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(a) Zeigen Sie, dass U1 ∪ U2 genau dann ein Untervektorraum von V ist, wenn U1 ⊆ U2 oder
U2 ⊆ U1 gilt.

(b) Sei U1 ∪ U2 ∪ U3 ein Untervektorraum von V . Folgt daraus, dass U1 ⊆ U2 ∪ U3 oder
U2 ⊆ U1 ∪ U3 oder U3 ⊆ U1 ∪ U2 gilt? (Beweis oder Gegenbeispiel).

Hinweis: Betrachten Sie in (b) den Vektorraum (Z/2Z)2 über dem Körper Z/2Z.

Aufgabe 63: Wir betrachten den reellen Vektorraum R3 und für s ∈ R die Teilmenge
Es = {(x, y, z)T ∈ R3|y + sz = 0}.

(a) Zeigen Sie, dass für alle s ∈ R die Teilmenge Es ⊆ R3 ein Untervektorraum des R3 ist.
(b) Bestimmen Sie den Schnitt Es ∩G von Es mit der Geraden G = {(0, α, α)T |α ∈ R}.
(c) Bestimmen Sie den Untervektorraum ∩s∈REs.
(d) Skizzieren Sie Es, G, Es ∩G und ∩s∈REs.

Aufgabe 64: Welche der folgenden Teilmengen M der angegebenen K-Vektorräume V sind
Untervektorräume?
(a) K = R, V = C, M = {z ∈ C|Re(z) = 0},
(b) K = R, V = R[x], M = {p : N0 → R| p(0) · p(1) = 0},
(c) K = Z/11Z, V = Z/11Z, M ⊆ Z/11Z ist eine Teilmenge mit 5 Elementen,
(d) K ist ein beliebiger Körper, V = K2, M = Ke1 ∪ Ke2.

Aufgabe 65: Sei M eine Menge. Wir betrachten den K-Vektorraum Abb(M,K) für einen
Körper K. Für m ∈ M definieren wir δm : M → K durch δm(m) = 1 und δm(m′) = 0 für alle
m′ ∈M \ {m}. Bestimmen Sie spanK({δm|m ∈M}).

Aufgabe 66: Sei K ein endlicher Körper mit q Elementen. Wir betrachten für n ∈ N den
K-Vektorraum Kn. Wie in der Vorlesung ist eine Gerade in Kn ein Untervektorraum der Form
Kv = {αv|α ∈ K} mit v ∈ Kn \ {0}. Wie viele verschiedene Geraden gibt es im Kn?

Aufgabe 67: Sei V ein K-Vektorraum und v1, v2, v3 ∈ V , so dass (v1, v2), (v1, v3) und (v2, v3)
linear unabhängig sind. Folgt dann auch, dass (v1, v2, v3) linear unabhängig ist?

Aufgabe 68: Wir betrachten den Q-Vektorraum Q4. Untersuchen Sie, ob die Vektoren
v1, ..., v4 in spanQ(M) enthalten sind und schreiben Sie sie in diesem Fall als Linearkombi-
nationen von Vektoren in M .

M =




5
0
2
1

 ,


2
1
3
1

 ,


2
0
1
1




v1 =


3
2
5
0

 , v2 =


5
2
4
0

 , v3 =


−4
−3
−9
−5

 , v4 =


0
−2
−4
0

 .
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Aufgabe 69: Sei p eine Primzahl und n ≥ 2. Zeigen Sie, dass der Vektorraum (Z/pZ)n

Vereinigung von p+ 1 Untervektorräumen U0, U1, ..., Up ⊆ V mit Ui 6= V ist.

Aufgabe 70: Untersuchen Sie, ob es sich bei den Teilmengen {v1, v2, v3} ⊆ R3 um Basen des
R3 handelt. Wenn ja, stellen Sie die Vektoren e1, e2 und e3 als Linearkombination der Vektoren
v1, v2, v3 dar.

(a)

v1 =

 1
2
−1

, v2 =

 4
1
1

, v3 =

 3
−1
2


(b)

v1 =

 1
1
−1

, v2 =

 1
2
3

, v3 =

 3
2
1


(c)

v1 =

 1
3
−1

, v2 =

 2
2
3

, v3 =

 1
4
1


Aufgabe 71: Untersuchen Sie, ob die Mengen M ⊆ V in den angegebenen K-Vektorräumen
V linear unabhängig sind:

(a) K = Q, V = R, M = {
√

2, 1},
(b) K = R, V = C, M = {1 + 3i, e3πi/2},
(c) K = Q, V = C, M = {i,

√
2, 1 + 2i},

(d) K = R, V = Abb(R,R), M = {f, g, h : R → R} mit f : x 7→ cos(2x), g : x 7→ cos(x)2,
h : x 7→ 1,

(e) K = Z/5Z, V = (Z/5Z)3, M = {v1, v2, v3} mit

v1 =

 [1]
[3]
[2]

, v2 =

 [4]
[3]
[1]

, v3 =

 [0]
[3]
[4]

,
(f) K = C, V = C3, M = {v1, v2, v3}

v1 =

 1 + i
2
−i

, v2 =

 e5πi/4

−1√
2i

, v3 =

 0

i(1−
√

2)

1/
√

2

.
Aufgabe 72: Untersuchen Sie, ob die folgenden Teilmengen der angegebenen K-Vektorräume
linear unabhängig sind:

(a) K = R, V = R3

M =


 1
−2√

2

,
 −1

2
0

,
 0

0
1

 ,
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(b) K = V = Z/23Z, M = {[21], [17], [−5]},

(c) K = C, V = Abb(C,C), M = {f, g, h : C→ C} mit f : z 7→ z2, g : z 7→ 1, h : z 7→ z + 1,

(d) K = R, V = R5

M =




1√
3

26
√

7
−1
4

 ,


−2
0

7
√

19

−
√

10
π

 ,


e3

−4
0√
11
2

 ,


√
π

67
3
√

4
1
3

 ,


−6
6
√

2
6
3
1

 ,


sin(2)
−1√

7√
5

cos(5)


 .

Aufgabe 73: Sei V ein K-Vektorraum, v1, ..., vn ∈ V und wk = Σk
j=1vj für k ∈ {1, ..., n}. Zei-

gen Sie, das das Tupel (v1, ..., vn) linear unabhängig ist genau dann, wenn das Tupel (w1, ..., wn)
linear unabhängig ist.

Aufgabe 74: Sei K ein Körper. Wir betrachten für festes n ∈ N den Untervektorraum

U = {f : N0 → K| f(k) = f(k + n) ∀k ∈ N0} ⊆ Abb(N0,K)

mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation. Geben Sie eine Basis von U an und
bestimmen Sie dimK(U).

Aufgabe 75: Untersuchen Sie, ob die folgenden Teilmengen M ⊆ K3 eine Basis des K-
Vektorraums K3 bilden. Wenn ja, drücken Sie die Vektoren in der Standardbasis als Linear-
kombinationen von Vektoren in M aus.

(a) K = Z/7Z und M = {u1, u2, u3} mit

u1 =

 [3]
[2]
[6]

 u2 =

 [4]
[−2]
[1]

 , u3 =

 [0]
[0]
[1]

 .

(b) K = C und M = {v1, v2, v3} mit

v1 =

 1
i
0

 v2 =

 1
i

−
√

2

 , v3 =

 eiπ/2

e−iπ/2

0

 .

Aufgabe 76: Wir betrachten den Körper F2 = Z/2Z.

(a) Geben Sie alle Basen von F2
2 an.

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Basen B von F3
2 mit {e1, e2} ⊆ B.

Aufgabe 77: Wir betrachten die Untervektorräume

U1 =


 x

y
z

∣∣∣∣x+ y + z = 0

 U2 = spanR


 −2

3
−1

,
 1

1
3

,
 2

7
11


Geben Sie jeweils eine Basis von U1, U2 und U1 ∩ U2 an.
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Aufgabe 78: Seien V,W Vektorräume über K und V × W das Produkt der Vektorräume
V,W . Sei B ⊆ V eine Basis von V und C ⊆ W eine Basis von W . Zeigen Sie, dass dann

M = {(b, 0)|b ∈ B} ∪ {(0, c)|c ∈ C}

eine Basis von V ×W ist. Geben Sie für endlich-dimensionale Vektorräume V ,W die Dimension
von V ×W in Abhängigkeit von den Dimensionen von V und W an.

Aufgabe 79: Wir betrachten den reellen Vektorraum Abb(R,R) und die Teilmengen

Abb(R,R)+ = {f : R→ R|f(−x) = f(x)∀x ∈ R}
Abb(R,R)− = {f : R→ R|f(−x) = −f(x)∀x ∈ R}

Zeigen Sie, dass Abb(R,R)+ und Abb(R,R)− Untervektorräume von Abb(R,R) sind, und dass
Abb(R,R) = Abb(R,R)+ ⊕ Abb(R,R)− gilt.

Aufgabe 80: Wir betrachten im Rn die Untervektorräume U1 = {(x, ..., x)T ∈ Rn|x ∈ R} und
U2 = {(x1, ..., xn)T ∈ Rn|Σn

k=1xk = 0}. Berechnen Sie dimR(U1 + U2).

Aufgabe 81: Wir betrachten die Abbildungen

f : Z/3Z→ Z/3Z, x 7→ x+ [1], g : Z/3Z→ Z/3Z, x 7→ x2, h : Z/3Z→ Z/3Z, x 7→ x3 + [1].

Ist die Teilmenge {f, g, h} ⊆ Abb(Z/3Z,Z/3Z) linear unabhängig?

Aufgabe 82: Sei V ein Vektorraum über einem Körper L und K ⊆ L ein Teilkörper von L.
Sei B ⊆ V eine Basis von V als Vektorraum über L und C ⊆ L eine Basis von L als Vektorraum
über K.

(a) Zeigen Sie, dass V dann auch die Struktur eines Vektorraums über dem Körper K hat.
(b) Konstruieren Sie aus den Basen B und C eine Basis des Vektorraums V als Vektorraum

über K.
(c) Bestimmen Sie die Dimension dimK(V ) von V als Vektorraum über K in Abhängigkeit von

dimL(V ) und dimK(L).
(d) Folgern Sie aus (c) dass für Teilkörper F ⊆ K und K ⊆ L der Körper L ein Vektorraum über

F der Dimension dimF(L) = dimF(K) · dimK(L) ist, falls dimF(K) und dimK(L) endlich sind.

Hinweis: Die Aussage (d) ist der sogenannte Gradsatz der Körpertheorie. Ist K ⊆ L ein
Teilkörper, so nennt man L auch eine Körpererweiterung von K, und dimK(L) den Grad
der Körpererweiterung.

Aufgabe 83: Sei V ein 8-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K und U1, U2, U3 ⊆ V
Untervektorräume der Dimension dimK(U1) = dimK(U2) = dimK(U3) = 3 mit U1 +U2 +U3 = V .
Zeigen Sie, dass dann U1 ∩ U2 ∩ U3 = {0} gilt.

Aufgabe 84: Sei V ein K-Vektorraum und U,W ⊆ V Untervektorräume. Begründen Sie die
folgenden Aussagen oder widerlegen Sie sie durch ein Gegenbeispiel.
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(a) Ist A ⊆ U ein Erzeugendensystem von U und B ⊆ W ein Erzeugendensystem von W , so
ist A ∩B ein Erzeugendensystem von U ∩W .

(b) Ist A ⊆ U ein Erzeugendensystem von U und B ⊆ W ein Erzeugendensystem von W , so
ist A ∪B ein Erzeugendensystem von U +W .

(c) Ist A ⊆ U eine Basis von U und B ⊆ W eine Basis von W , so ist A ∪ B eine Basis von
U +W .

(d) Sind A ⊆ U und B ⊆ W linear unabhängig und U ∩W = {0}, so ist auch A ∪ B linear
unabhängig.

Aufgabe 85: Zeigen Sie, dass für K = Z/5Z der K-Vektorraum K11 keinen Untervektorraum
mit 50 Elementen besitzt.

12.3 Aufgaben zu Kapitel 4

Aufgabe 86: Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbildungen zwischen den angegebenen K-
Vektorräumen K-linear sind.

(a) K = R φ : R2 → R2,

(
x
y

)
7→
(

xy
3x+ 3y

)

(b) K = R φ : R2 → R3,

(
x
y

)
7→

 y
2x+ 3y
−3x+ 2


(c) K = R φ : R2 → R2 mit

(
1
2

)
7→
(

3
4

)
,

(
7
8

)
7→
(

3
4

)
,

(
1
0

)
7→
(
−1
0

)
(d) K = C φ : C→ C, x+ iy 7→ (x+ y) + ix

(e) K = C φ : C→ C, x+ iy 7→ (3x cosφ+ 3y sinφ) + i(3y cosφ− 3x sinφ) mit φ ∈ R

(f) K = Z/3Z φ : Z/3Z→ Z/3Z, x 7→ x3.

Aufgabe 87: Wir betrachten für α ∈ R die Abbildung

φα : R2 → R2,

(
x
y

)
7→
(
x cosα + y sinα
x sinα− y cosα

)
.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung φα R-linear ist.
(b) Bestimmen Sie die Menge {(x, y)T ∈ R2|φα((x, y)T ) = (x, y)T} und zeigen Sie, dass es sich

dabei um einen Untervektorraum des R2 handelt.
(c) Interpretieren Sie die Abbildung φα geometrisch.
(d) Berechnen Sie für α, β ∈ R die Abbildung φα ◦ φβ und interpretieren Sie sie geometrisch.

Aufgabe 88: Sei V ein Vektorraum über einem Körper K. Eine lineare Abbildung φ : V → V
heißt nilpotent, wenn ein n ∈ N existiert mit φn = 0, wobei φn = φ◦...◦φ die n-fache Verkettung
von φ mit sich selbst bezeichnet. Beweisen Sie, dass für jede nilpotente Abbildung φ : V → V
die Abbildungen idV − φ : V → V und idV + φ : V → V invertierbar sind.

Aufgabe 89: Sei K ein Körper, U, V,W,X Vektorräume über K und φ : U → V , χ : W → X
K-lineare Abbildungen. Wir betrachten Fχ,φ : HomK(V,W )→ HomK(U,X), f 7→ χ ◦ f ◦ φ.
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(a) Zeigen Sie, dass Fχ,φ eine K-lineare Abbildung ist.
(b) Zeigen Sie, dass Fχ,φ injektiv ist, wenn φ : U → V surjektiv und χ : W → X injektiv ist.
(c) Bestimmen Sie ker(Fχ,φ).

Aufgabe 90: Sei (V,+, ·) ein Vektorraum über einem Körper K, W eine Menge und φ : V →
W eine bijektive Abbildung. Beweisen Sie, dass es genau eine K-Vektorraumstruktur auf W
gibt, die φ : V → W zu einem Isomorphismus von K-Vektorräumen macht.

Aufgabe 91: Seien V,W endlich-dimensionale Vektorräume über K. Sind die folgenden Aus-
sagen wahr oder falsch? Begründen Sie oder widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel.

(a) Existiert eine surjektive lineare Abbildung φ : V → W , so gilt dimK(V ) ≥ dimK(W ).
(b) Ist dimK(V ) ≥ dimK(W ), so gibt es eine surjektive lineare Abbildung φ : V → W .
(c) Ist dimK(V ) > dimK(W ), so gibt es eine injektive lineare Abbildung φ : V → W .
(d) Existiert eine injektive lineare Abbildung φ : V → W , so gilt dimK(V ) ≤ dimK(W ).
(e) Existiert eine surjektive lineare Abbildung φ : V → W und eine surjektive lineare Abbil-

dung ψ : W → V , so gilt V ∼= W .
(f) Existiert eine injektive lineare Abbildung φ : V → W und eine surjektive lineare Abbildung

ψ : W → V , so gilt V ∼= W .
(g) Existiert eine surjektive lineare Abbildung φ : V → W und eine injektive lineare Abbildung

φ′ : V → W , so gilt V ∼= W .
(h) Gilt dimK(V ) = dimK(W ) so gibt es eine injektive lineare Abbildung φ : V → W und eine

injektive lineare Abbildung ψ : W → V .
(i) Ist φ : V → W eine surjektive lineare Abbildung und ψ : W → V eine injektive lineare

Abbildung, so ist ψ ◦ φ ein K-Vektorraumisomorphismus.
(j) Ist φ : V → W eine surjektive lineare Abbildung und ψ : W → V eine injektive lineare

Abbildung, so ist φ ◦ ψ ein K-Vektorraumisomorphismus.
(k) Ist dimK(V ) = dimK(W ), so existiert genau eine bijektive lineare Abbildung φ : V → W .
(l) Ist dimK(V ) = dimK(W ) > 0, so existieren unendlich viele bijektive lineare Abbildungen

φ : V → W .
(m) Sind φ : V → W und ψ : W → V lineare Abbildungen, so dass ψ ◦ φ : V → V ein

K-Vektorraumisomorphismus ist, so ist ψ surjektiv und φ injektiv.
(n) Sind φ : V → W und ψ : W → V lineare Abbildungen, so dass ψ ◦ φ : V → V ein

K-Vektorraumisomorphismus ist, so ist φ surjektiv und ψ injektiv.
(o) Ist φ : V → W eine injektive lineare Abbildung und ψ : W → V eine surjektive lineare

Abbildung, so ist ψ ◦ φ : V → V eine bijektive lineare Abbildung.
(p) Ist φ : V → W eine injektive lineare Abbildung und ψ : W → V eine surjektive lineare

Abbildung, so ist φ ◦ ψ : W → W eine bijektive lineare Abbildung.
(q) Ist φ : V → W eine injektive lineare Abbildung, so gilt rg(φ) = dimK(V ).
(r) Sind φ : V → W und ψ : W → V lineare Abbildungen, so gilt rg(ψ ◦ φ) ≤ rg(φ) und

rg(ψ ◦ φ) ≤ rg(ψ).
(s) Ist φ : V → W eine surjektive lineare Abbildung, so ist im(φ) = φ(V ) ein Erzeugendensy-

stem von W .
(t) Ist φ : V → W eine injektive lineare Abbildung und B eine Basis von V , so ist φ(B) ein

Erzeugendensystem von W .
(u) Ist φ : V → W eine injektive lineare Abbildung und B eine Basis von V , so ist φ(B) linear

unabhängig.
(v) Ist φ : V → W eine lineare Abbildung, B eine Basis von V und φ(B) linear unabhängig,

so ist φ injektiv.
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(w) Für jedes n ∈ N gibt es unendlich viele bijektive R-lineare Abbildungen φ : Kn → Kn.
(x) Für m,n ∈ N mit n > m gibt es genau eine injektive R-lineare Abbildung φ : Kn → Km.
(y) Es gibt unendlich viele bijektive Q-lineare Abbildungen φ : R→ R.
(z) Es gibt genau eine bijektive C-lineare Abbildung φ : C→ C.

Aufgabe 92: Seien U , V , W endlich-dimensionale K-Vektorräume und φ : U → V ,
ψ : V → W lineare Abbildungen. Beweisen Sie:
(a) rg(ψ ◦ φ) ≤ min(rg(φ), rg(ψ)).
(b) rg(φ) + rg(ψ)− dimK(V ) ≤ rg(ψ ◦ φ)
(c) Finden Sie für beide Fälle lineare Abbildungen, für die in diesen Ungleichungen Gleichheit

gilt, und lineare Abbildungen, für die strikte Ungleichheit gilt.

Aufgabe 93: Berechnen Sie die folgenden Produkte von Matrizen mit Einträgen in K:

1. K = Q  0
1
2

 · ( 1 2 −1
)

2. K = Z/5Z (
[1] [3] [1]
[2] [3] [4]

)
·

 [3] [4]
[0] [0]
[0] [2]


3. K = C (

i 1− 2i
1 + i 2eiπ/3

)
·
( √

2eiπ/4 1
e5πi/6 −1

)

Aufgabe 94: Das Kroneckersche δ-Symbol ist die Abbildung

δ : N× N→ {0, 1}, (i, j) 7→ δij mit δij =

{
1 i = j

0 i 6= j.

Wir betrachten die Elementarmatrizen Elk, die in der lten Zeile und kten Spalte den Eintrag
1 und ansonsten nur Nullen enthalten.

(a) Machen Sie sich klar, dass die Einträge der Elementarmatrix Elk ∈ Mat(m×n,K) gegeben
sind durch

(Elk)ji = δjlδik ∀i, k ∈ {1, ..., n}, j, l ∈ {1, ...,m}

und zeigen Sie, dass für Eji ∈ Mat(m× n,K), Elk ∈ Mat(n× p,K) gilt:

Eji · Elk = δilEjk ∀j ∈ {1, ...,m}, i, l ∈ {1, ..., n}, k ∈ {1, ..., p}.

(b) Berechnen Sie A ·Esr und Ecb ·A für A = (aji) ∈ Mat(m× n,K), Ecb ∈ Mat(l×m,K) und
Esr ∈ Mat(n×p,K), r ∈ {1, ..., p}, s ∈ {1, ..., n}, b ∈ {1, ...,m}, c ∈ {1, ..., l}. Interpretieren
Sie Ihr Ergebnis.

(c) Berechnen Sie (1m + λEjk) · A und (1m − Ejj − Ekk + Ejk + Ekj) · A für A = (aji) ∈
Mat(m× n,K), Ejk, Ekj, Ejj, Ekk ∈ Mat(m×m,K) und j, k ∈ {1, ...,m}. Interpretieren Sie
Ihr Ergebnis.
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Aufgabe 95: Bestimmen Sie die darstellende Matrix der folgenden R-linearen Abbildungen
φ : V → V bezüglich der angegebenen geordneten Basis B:

(a) V = R2, B = (e1 + e2, e1 − e2), φ : R2 → R2 ist die Spiegelung an der x-Achse.
(b) V = Pol≤2(R) = {Polynomabbildungen p : R→ R, | deg(p) ≤ 2}, B = (1, x, x2)

φ : Pol≤2(R)→ Pol≤2(R), p 7→ φ(p) mit φ(p)(x) := p(x− 1),

Aufgabe 96: Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K mit einer geordneten Basis
B = (v1, ..., vn). Wir betrachten die K-linearen Abbildungen φ : V → V , deren beschreibende
Matrix MB B(φ) bezüglich der Basis B in jeder Zeile und Spalte genau eine 1 und ansonsten
nur 0 enthält.
(a) Charakterisieren Sie diese Abbildungen, indem Sie ihr Verhalten auf B betrachten.
(b) Zeigen Sie, dass diese linearen Abbildungen mit der Verkettung eine Gruppe bilden.
(c) Bestimmen Sie die Anzahl solcher linearen Abbildungen.

Aufgabe 97: Ein gerichteter Graph (V,E) mit k Vertizes besteht aus der endlichen Menge
V = {1, 2, ..., k} und einer Teilmenge E ⊆ V × V . Elemente von V heißen Vertizes. Ein
Element (j, i) ∈ E heißt Kante vom Vertex j ∈ V zum Vertex i ∈ V . Ein gerichteter Graph
wird visualisiert, indem man für jeden Vertex j ∈ V einen Punkt und für jede Kante (j, i) ∈ E
einen Pfeil vom Punkt j zum Punkt i zeichnet.

1(a)

(b)

4
2

3

1

4

3

2

Die Adjazenzmatrix eines gerichteten Graphen (V,E) mit k Vertizes ist die Matrix

A = (aji) ∈ Mat(k × k,Q) aji =

{
1 (j, i) ∈ E
0 (j, i) /∈ E

Ein Weg der Länge n ∈ N vom Vertex i1 ∈ V zum Vertex in+1 ∈ V ist ein n-Tupel von Kanten

((i1, i2), (i2, i3), ..., (in−1, in), (in, in+1)) mit im ∈ V, (im, im+1) ∈ E ∀m ∈ {1, ..., n}.

(a) Geben Sie die Adjazenzmatrix und alle Wege der Länge 3 von Vertex 1 zum Vertex 2 für
die zwei abgebildeten Graphen an.

(b) Sei Ln(j, i) die Anzahl der Wege der Länge n vom Vertex j ∈ V zum Vertex i ∈ V . Zeigen
Sie, dass für einen gerichteten Graphen (V,E) mit k Vertizes gilt

Ln(j, i) = Σk
l=1Lm(j, l) · Ln−m(l, i) ∀m ∈ {1, ..., n− 1}.
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(c) Beweisen Sie unter Ausnutzung von (b), dass für jeden gerichteten Graphen (V,E) gilt

Ln(j, i) = (An)ji,

wobei An := A · · ·A das n-fache Produkt der Adjazenzmatrix A mit sich selbst bezeichnet.
(d) Leiten Sie eine Formel her, die die Anzahl der Wege der Länge ≤ n vom Vertex j zum

Vertex i in einem gerichteten Graphen (V,E) durch seine Adjazenzmatrix A ausdrückt.
(e) Ein ungerichteter Graph (V,E) ist ein gerichteter Graph (V,E) mit (j, i) ∈ E ⇔ (i, j) ∈

E für alle i, j ∈ V . Sei jetzt (V,E) ein ungerichteter Graph, so dass zu jedem Vertex j ∈ V
mindestens eine Kante (j, i) ∈ E existiert. Zeigen Sie, dass dann

j ∼ i ⇔ es existiert ein Weg (beliebiger Länge n ∈ N) von j nach i

eine Äquivalenzrelation auf V ist.

Aufgabe 98: Wir betrachten den Vektorraum V = Mat(2×2,R) und die Abbildung φ : V →
V , X 7→ AXA mit

A =

(
1 1
0 0

)
.

(a) Zeigen Sie, dass φ linear ist.
(b) Geben Sie eine Basis von ker(φ) und im(φ) an.
(c) Ergänzen Sie eine Basis von ker(φ) zu einer Basis von V

Aufgabe 99: Für x, y, z ∈ R betrachten wir die Matrix

A(x, y, z) =

 1 x y
0 1 z
0 0 1

 ∈ Mat(3× 3,R)

Zeigen Sie, dass M = {A(x, y, z)|x, y, z ∈ R} mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe bildet.

Aufgabe 100: Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen MB A(idV ) und MB A(idV ) für die
angegebenen Basen der K-Vektorräume V . Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis, indem Sie MB A(idV )·
MA B(idV ) und MA B(idV ) · MB A(idV ) berechnen.

(a) K = C, V = C3, A = (e1, e2, e3), B = (e1 − ie3, e1 − ie2, e2 + e3).

(b) K = R, V = Pol≤2(R), A = (f1, f2, f3), B = (g1, g2, g3) mit

f1 = g1 : x 7→ 1, f2 : x 7→ x, f3 : x 7→ x2, g2 : x 7→ x+ 1, g3 : x 7→ x2 + x+ 1.

Aufgabe 101: Wir betrachten den reellen Vektorraum R3 mit den geordneten Basen A =
(e1, e2, e3), B = (e1 + e2, e1 − e3, e3) und die linearen Abbildungen

φ : R3 → R3,

 x
y
z

 7→
 x+ z

y − z
z − x


ψ : R3 → R3,

 x
y
z

 7→
 2x

2x+ 2y − z
z

 .
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(a) Berechnen Sie die darstellenden Matrizen MB A(φ), MA B(ψ) und MA A(ψ ◦ φ). Rechnen Sie
nach, dass diese Matrizen die Bedingung MA A(ψ ◦ φ) = MA B(ψ) · MB A(φ) erfüllen.

(b) Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen MB A(idR3), MA B(idR3). Zeige Sie, dass diese
Matrizen die Bedingung MB A(idR3) · MA B(idR3) = MA B(idR3) · MB A(idR3) = 13 erfüllen.

(c) Bestimmen Sie die darstellenden Matrizen MB B(φ), MA A(φ) und rechnen Sie nach, dass
für Ihre Matrizen gilt

MB B(φ) = MB A(φ) · MA B(idR3)

MA A(φ) = MA B(idR3) · MB A(φ)

MB B(φ) = MB A(idR3) · MA A(φ) · MA B(idR3)

Aufgabe 102: Untersuchen Sie, ob die reellen Matrizen A,B äquivalent oder ähnlich sind:

(a)

A =

 1 2 −1
2 3 −1
2 4 −2

 B =

 1 1 1
2 0 1
0 0 1


(b)

A =

 1 2 −1
0 3 −1
1 0 1

 B =

 1 0 −1
2 0 1
0 1 1


(c)

A =

(
2 1
0 2

)
B =

(
2 0
0 2

)

Aufgabe 103: Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und φ : V → V eine
K-lineare Abbildung. Wir bezeichnen mit φk := φ ◦ . . . ◦ φ für k ∈ N die k-fache Verkettung
von φ mit sich selbst und setzen φ0 := idV . Zeigen Sie, dass ein n ∈ N und λ0, λ1, ..., λn−1 ∈ K
existieren mit

φn + λn−1φ
n−1 + . . .+ λ1φ+ λ0idV = 0.

Zeigen Sie, dass diese Aussage für unendlich-dimensionale Vektorräume falsch ist, indem Sie
ein Gegenbeispiel angeben.

Aufgabe 104: Bestimmen Sie den Rang der folgenden komplexen Matrizen:

A =


1 0 −2
3 i 1

i + 1 2 0
−1 2 2

 B =

 0 2i −1
i 2 3 + i
0 0 1

 C =

 1 i 2
−2i 2 −4i
0 1 i



Aufgabe 105: Bestimmen Sie jeweils eine Basis des Kerns und des Bildes der folgenden
Matrizen A ∈ Mat(n× n,K):

(a) K = Q

A =

 −1 2 1
0 0 0
1 −1 −1

 ,
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(b) K = C

A =

 i 2 0
−1 1 + i 0
1 1 0

 ,

(c) K = C

A =


1 −1 1 2
2i −2i 2i 4i
i 0 −2i 0

1 + 3i −1 1− 6i 2

 ,

(d) K = Z/5Z

A =


[1] [1] [3] [3]
[4] [2] [3] [3]
[3] [2] [2] [2]
[2] [1] [4] [4]

 .

Aufgabe 106: Wir betrachten den R-Vektorraum Mat(n×n,R) und die linearen Abbildungen

φ+ : Mat(n× n,R)→ Mat(n× n,R), A 7→ 1
2
(A+ AT )

φ− : Mat(n× n,R)→ Mat(n× n,R), A 7→ 1
2
(A− AT )

(a) Zeigen Sie, dass φ+ und φ− Projektoren sind.
(b) Bestimmen Sie ker(φ±) und im(φ±).
(c) Geben Sie Basen von im(φ+) und ker(φ+) an, und bestimmen Sie rg(φ+) und def(φ+).

Aufgabe 107:
Untersuchen Sie die Matrizen A,B ∈ Mat(3× 3,R) auf Äquivalenz und Ähnlichkeit:

(a)

A =

 1 2 −1
2 3 −1
2 4 −2

 B =

 1 1 1
2 0 1
0 0 1


(b)

A =

 2 1 0
0 2 1
0 0 2

 B =

 2 0 0
0 2 0
0 0 2


Aufgabe 108: Untersuchen Sie die folgenden Matrizen A,B ∈ Mat(3× 3,R) auf Äquivalenz
und Ähnlichkeit:

(a)

A =

 1 0 −1
0 1 0
1 0 1

 B =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


(b)

A =

 0 1 0
1 2 0
0 0 0

 B =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0
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(c)

A =

 1 0 1
0 1 0
1 0 1

 B =

 2 1 −1
1 −1 1
1 2 −1


(d)

A =

 1 0 −1
0 1 0
1 0 1

 B =

 2 1 −1
1 −1 1
1 2 −1


Aufgabe 109: Die Spur einer Matrix A = (aji) ∈ Mat(n× n,K) ist definiert als

tr(A) = Σn
i=1aii .

Zeigen Sie:
(a) Die Spur definiert eine K-lineare Abbildung tr : Mat(n× n,K)→ K, A 7→ tr(A).
(b) Für alle Matrizen A,B ∈ Mat(n× n,K) gilt: tr(A ·B) = tr(B · A).
(c) Sind A,B ∈ Mat(n× n,K) ähnlich, so gilt tr(A) = tr(B).
(d) Es gibt Matrizen, deren Spuren gleich sind, die aber nicht ähnlich sind.

Aufgabe 110: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

(a) Bestimmen Sie alle injektiven Projektoren P : V → V .
(b) Zeigen Sie, dass eine K-lineare Abbildung P : V → V genau dann ein Projektor ist, wenn

idV − P : V → V ein Projektor ist.
(c) Zeigen Sie: Sind P,Q : V → V Projektoren mit im(P ) ⊆ ker(Q) und im(Q) ⊆ ker(P ), so

ist auch P +Q : V → V ein Projektor.
(d) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass im allgemeinen die Summe P +Q : V → V zweier

Projektoren P,Q : V → V kein Projektor sein muss.

Aufgabe 111: Sei V ein beliebiger K-Vektorraum. Eine K-lineare Abbildung I : V → V
heißt Involution, wenn I ◦ I = idV gilt.

(a) Zeigen Sie, dass für jede Involution I : V → V die linearen Abbildungen I+ = 1
2
(idV + I)

und I− = 1
2
(idV − I) Projektoren sind und ker(I+) = im(I−), ker(I−) = im(I+) gilt.

(b) Zeigen Sie, dass für jeden Projektor P : V → V die linearen Abbildungen IP = idV − 2P
und −IP = 2P − idV Involutionen sind.

(c) Bestimmen Sie die Involutionen Iπi : Kn → Kn für die Koordinatenprojektionen πi : Kn →
Kn, Σn

j=1xjej 7→ xiei und interpretieren Sie sie für K = R und n = 2, 3 geometrisch.
(d) Bestimmen Sie die Projektoren I± für die Involution I : R2 → R2, (x, y)T 7→ (y, x)T und

interpretieren Sie sie geometrisch.

Aufgabe 112: Invertieren Sie die folgenden Matrizen mit dem Gauß-Verfahren:

A =

 0 4 −2
2 −1 1
3 1 −1

 B =

 1
2
−1

3
0

1 −1 2
1
3

1
9
−1

 C =

 0 1 −1
3 0 1
0 −3 1
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Aufgabe 113: Bringen Sie die folgenden Matrizen in spezielle Zeilenstufenform und bestim-
men Sie ihren Rang:

D =

 0 2 1
1 −1 2
1 3 4

 E =


0 1 −2 3
1 0 −1 1
2 1 0 0
2 −1 1 1

 F =


0 −1 1 2
1 2 −1 1
−1 3 5 −1
0 2 7 6


Aufgabe 114: Bestimmen Sie die alle Lösungen der folgenden linearen Gleichungssysteme:

(a) K = R
x1 − 2x2 + x3 − x4 = 1
x1 + x2 + x3 + x4 = 2
x1 − x2 + x3 + x4 = 5

2x1 + x2 + x3 + x4 = 3

(b) K = Q
x1 − 2x2 + x3 − x4 = 1
x1 + x2 + x3 + x4 = 2

3x1 − 3x2 + 3x3 − x4 = 4
x1 + x2 + x3 + 2x4 = 3

(c) K = Z/2Z
x1 + x3 = [1]

x1 + x2 + x3 + x4 = [0]
x2 + x4 = [1]

x1 + x2 + x3 = [0]

(d) K = Z/5Z
x1 + x3 = [0]

x1 + x2 + x3 + x4 = [2]
x2 + x4 = [0]

[3]x1 − [4]x2 + [2]x3 = [0]

12.4 Aufgaben zu Kapitel 5

Aufgabe 115: Eine Permutation σ ∈ Sn heißt Zykel der Länge k ∈ N oder k-Zykel,
wenn es i1, ..., ik ∈ {1, ..., n} gibt mit σ(i1) = i2,..., σ(ik−1) = ik, σ(ik) = i1 und σ(j) = j
für alle j ∈ {1, ..., n} \ {i1, .., ik}. Zeigen Sie, dass sich jeder k-Zykel als Produkt von k − 1
Transpositionen schreiben lässt.

Aufgabe 116: Zeigen Sie, dass für n ≥ 2 jede Transposition σ ∈ Sn zu der elementaren
Transposition σ12 ∈ Sn konjugiert ist, d. h. dass eine Permutation π ∈ Sn mit σ = π ◦ σ12 ◦ π−1

existiert. Geben Sie eine solche Permutation π ∈ Sn an.

Aufgabe 117: Zeigen Sie, dass die alternierende Gruppe An = ker(sgn) ⊆ Sn abelsch ist
genau dann, wenn n ≤ 3 gilt.
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Aufgabe 118: (Das 15er Spiel)

Auf einem quadratischen Tablett, das 16 quadratische Plättchen fasst, sind 15 mit den Zahlen
von 1 bis 15 nummerierte quadratische Plättchen in der Startposition (a) angeordnet. Die
Leerstelle (grau) darf horizontal und vertikal verschoben werden wie in (b), aber die einzelnen
Plättchen dürfen nicht aus dem Tablett entfernt und wieder eingesetzt werden. Beweisen Sie,
dass es nicht möglich ist, das Spiel durch Verschieben von Plättchen aus der Startposition (a)
in die Zielposition (c) zu bringen.

(a)

1

5

9

13 14

10

6

2 3 4

7 8

1211

15

(b)

1

5

9

13 14

10 6

2 3 4

7

8

12

11

15

(c)

1

5

9

13 14

10

6

2 3 4

7 8

1211

15

(d)

1

5

9

13 14

10 6

2 3 4

7

8

12

11

15

Hinweis: Bringen Sie das Problem in Zusammenhang mit Permutationen, indem sie die Num-
mern auf den Plättchen nach dem Schema in (d) anordnen.

Aufgabe 119: Wir betrachten den Vektorraum V = (Z/2Z)2 über dem Körper Z/2Z.
(a) Geben Sie alle symmetrischen und alle alternierenden Bilinearformen auf V an.
(b) Geben Sie alle Bilinearformen ω auf V an, die die Bedingung ω(v, w) = −ω(w, v) für alle

v, w ∈ V erfüllen.

Aufgabe 120: Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum.

(a) Zeigen Sie, dass der Vektorraum L(V ×2,R) der Bilinearformen auf V die direkte Summe
der Unterräume der symmetrischen und der alternierenden Bilinearformen ist

L(V ×2,R) = A(V ×2,R)⊕ S(V ×2,R)

(b) Zeigen Sie, dass die analoge Aussage für n-Linearformen mit n > 3 falsch ist, indem Sie
einen geeigneten reellen Vektorraum V wählen und eine n-Linearform ω auf V angeben,
die nicht Summe einer alternierenden und einer symmetrischen n-Linearform ist.

Aufgabe 121: Sei K ein Körper der Charakteristik 0 und V,W endlich-dimensionale Vek-
torräume über K. Für eine n-lineare Abbildung µ : V ×n → W definieren wir die n-linearen
Abbildungen µs, µa : V ×n → W durch

µs(v1, ..., vn) = 1
n!

Σσ∈Snµ(vσ(1), ...., vσ(n)) µa(v1, ..., vn) = 1
n!

Σσ∈Snsgn(σ)µ(vσ(1), ...., vσ(n))

für alle v1, ..., vn ∈ V . Zeigen Sie, dass die Abbildungen

Sym : L(V ×n,W )→ L(V ×n,W ), µ 7→ µs Asym : L(V ×n,W )→ L(V ×n,W ), µ 7→ µa

Projektoren auf den Untervektorraum S(V ×n,W ) ⊆ L(V ×n,W ) der symmetrischen und den
Untervektorraum A(V ×n,W ) ⊆ L(V ×n,W ) der alternierenden n-linearen Abbildungen von V
nach W sind. Warum ist die Voraussetzung char(K) 6= 0 notwendig?
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Aufgabe 122: Wir betrachten das sogenannte Vektorprodukt ∧ : K3 × K3 → K3 x1

x2

x3

 ∧
 y1

y2

y3

 =

 x3y3 − x3y2

x3y1 − y3x1

x1y2 − x2y1


und das euklidische Skalarprodukt 〈 , 〉 : R2 → R2, 〈x, y〉 = Σ3

j=1xjyj.

(a) Beweisen Sie die Graßmann Identität

x ∧ (y ∧ z) = 〈x, z〉y − 〈x, y〉z.

(b) Beweisen Sie die Lagrange Identität

〈w ∧ x, y ∧ z〉 = 〈w, y〉〈x, z〉 − 〈w, z〉〈x, y〉.

(c) Folgern Sie aus (a), dass das Vektorprodukt nicht assoziativ ist.

Aufgabe 123: Berechnen Sie das Volumen des von den Vektoren x, y, z ∈ R3 aufgespannten
Parallelepipeds:

(a)

x =

 1
1
1

 , y =

 3
−1
2

 , z =

 2
1
1


(b)

x =

 1
1
0

 , y =

 0
1
1

 , z =

 0
0
1


Aufgabe 124: Seien V,W endlich-dimensionale Vektorräume über einem Körper K. Für eine
n-Linearform ω : W×n → K auf W definiert man den Pullback oder die Zurückziehung von
ω auf V mit einer linearen Abbildung φ : V → W als

φ∗ω : V ×n → K, (v1, ..., vn) 7→ ω(φ(v1), ..., φ(vn)).

(a) Zeigen Sie, dass φ∗ω eine n-Linearform auf V ist, und dass φ∗ω alternierend (symmetrisch)
ist, wenn ω alternierend (symmetrisch) ist.

(b) Beweisen Sie: (µφ)∗ω = µn(φ∗ω) für alle µ ∈ K und (φ ◦ ψ)∗ω = ψ∗(φ∗ω) für alle linearen
Abbildungen φ : V → W , ψ : U → V .

Aufgabe 125: Sei K ein Körper und n ∈ N. Wir betrachten die Abbildung

ω : Mat(n× n,K)×3 → K, (A,B,C) 7→ Tr (A · [B,C]).

wobei Tr(D) = Σn
j=1Djj die Spur und [B,C] = B ·C−C ·B den Matrixkommutator bezeichnet.

(a) Zeigen Sie, dass ω eine alternierende 3-Linearform auf Mat(n× n,K) ist.
(b) Sei jetzt n = 2. Bestimmen Sie ω(vi, vj, vk) für alle i, j, k ∈ {1, ..., 4} und

v1 =

(
1 0
0 0

)
, v2 =

(
0 1
0 0

)
, v3 =

(
0 0
1 0

)
, v4 =

(
0 0
0 1

)
.
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(c) Sei V = spanK({v1, v2, v3}) ⊆ Mat(2×2,K) und T : V → V die Einschränkung der Transpo-
sitionsabbildung auf V . Berechnen Sie die Determinante det(T ) mit Hilfe der alternierenden
3-Linearform ω|V : V ×3 → K.

Hinweis: Erinnern Sie sich an die Identität Tr (A ·B) = Tr (B ·A), die in den Präsenzübungen
in der Linearen Algebra 1 bewiesen wurde. Überlegen Sie sich in (b), für welche Tripel von
Matrizen Sie die Werte berechnen müssen, damit die Rechnung nicht zu aufwändig wird.

Aufgabe 126: Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K und
φ : V → V eine lineare Abbildung. Beweisen Sie:

(a) Ist φ eine Involution, d. h. es gilt φ ◦ φ = idV , so folgt det(φ) ∈ {1,−1}.
(b) Ist K = C und n ∈ N mit φn = φ ◦ ... ◦ φ = idV , so ist det(φ) = e2πik/n für ein k ∈
{0, 1, ..., n− 1}.

(c) Ist φ ein Projektor, so gilt det(φ) ∈ {0, 1} und det(φ) = 1 genau dann, wenn φ = idV .
(d) Ist φ nilpotent, d. h. es gibt ein k ∈ N mit φk = φ ◦ ... ◦ φ = 0, so gilt det(φ) = 0.

Aufgabe 127: Sei K ein Körper, n ∈ N und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über
K. Begründen Sie die folgenden Aussagen oder widerlegen Sie sie durch ein Gegenbeispiel:

(a) Enthält M ∈ Mat(n× n,R) nur Einträge aus {0, 1,−1}, so ist auch det(M) ∈ {0, 1,−1}.
(b) Hat M ∈ Mat(n× n,R) nur Einträge aus Z, so ist auch det(M) ∈ Z.
(c) Enthält eine Matrix M ∈ Mat(n×n,K) in jeder Zeile und Spalte genau einen Eintrag 6= 0,

so gilt det(M) 6= 0.
(d) Die Determinante definiert einen Gruppenhomomorphismus det : GL(n,K)→ (K \ {0}, ·).
(e) Ist M ∈ Mat(n× n,C) hermitesch, d. h. MT

= M , so ist det(M) ∈ R.

Aufgabe 128: Sei n ∈ N und K ein Körper. Berechnen Sie die Determinanten der folgenden
Endomorphismen φ : V → V .
(a) V = Pol≤n(R) ⊆ Abb(R,R) ist der Vektorraum der reellen Polynomabbildungen vom Grad
≤ n und φ : V → V , p 7→ p′ ist die Ableitung.

(b) V = spanR({f1, ..., fn}) ⊆ Abb(R,R) mit fk(x) = ekx für alle x ∈ R, k ∈ {1, ..., n} und
φ : V → V , f 7→ f ′ ist die Ableitung.

(c) V = Mat(n × n,K) für ein n ≥ 2, φ : V → V ist die Abbildung, die die erste und zweite
Zeile einer Matrix vertauscht.

(d) V = Mat(n× n,K), φ : V → V , M 7→MT ist die Transpositionsabbildung.
(e) V = Mat(n × n,K), φ : V → V , (a1, .., an) 7→ (λa1, a2, ..., an) ist die Abbildung, die die

erste Spalte einer Matrix mit dem Skalar λ ∈ K multipliziert.
(f) V = Mat(n × n,K), φ : V → V , M 7→ M − A ·M · A−1 wobei A ∈ GL(n,K) eine fest

gewählte Matrix ist.

Aufgabe 129: Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen in Mat(4× 4,K)

(a) K = Q

M =


2 5 −1 0
2 2 1 1
−1 1 1 0
3 1 −1 0
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(b) K = Q

M =


1 −1 2 1
2 3 −1 1
0 2 1 −1
3 1 −1 1


(c) K = Z/5Z

M =


[2] [3] [1] [3]
[4] [0] [2] [4]
[1] [2] [4] [1]
[3] [4] [2] [2]


(d) K = C

M =


1 eiπ/2 −i 1 + i

e2πi/3 1 + i −1 e−iπ/2

e2πi/3 −1 2i 1 + 2i
1 0 −i 1 + i


Aufgabe 130: Sei K ein Körper, A ∈ Mat(m×m,K), D ∈ GL(n,K), B ∈ Mat(m×n,K) und
C ∈ Mat(n× n,K). Zeigen Sie:

(a) det

(
A B
C D

)
= det(D)(detA−BD−1C)

(b) det

(
A B
C D

)
= det(AD −BC) falls n = m und CD = DC gilt.

Aufgabe 131: Sei K ein Körper, n ∈ N und X, Y ∈ Mat(n × n,K) beliebige Matrizen.
Berechnen Sie die Determinante des Endomorphismus

φ : Mat(n× n,K)→ Mat(n× n,K), M 7→ X ·M · Y.

Hinweis: Drücken Sie die Bilder der Fundamentalmatrizen Eij ∈ Mat(n× n,K) mit (Eij)kl =
δikδjl für alle i, j, k, l ∈ {1, ..., n} als Linearkombination der Fundamentalmatrizen aus.

Aufgabe 132: Sei K ein Körper und x1, ..., xn ∈ K.

(a) Beweisen Sie:

det


1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

1 x2 x2
2 . . . xn−2

2
...

...
...

...
1 xn x2

n . . . xn−2
n

 =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

(b) Zeigen Sie mit (a), dass für jeden unendlichen Körper K eine unendliche TeilmengeM ⊆ Kn

existiert, so dass alle n-Tupel von Vektoren aus M linear unabhängig sind.

Aufgabe 133: Sei K ein Körper, n ≥ 4 und x1, ..., xn ∈ K. Berechnen Sie

det

 x2
1 (x1 + 1)2 . . . (x1 + n− 1)2

...
...

...
x2
n (xn + 1)2 . . . (xn + n− 1)2
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Aufgabe 134: Sei K ein Körper, p ∈ K[x] ein Polynom vom Grad ≤ n − 2 und x1, ..., xn,
y1, .., yn ∈ K. Berechnen Sie

det

 p(x1 + y1) . . . p(x1 + yn)
...

...
p(xn + y1) . . . p(xn + yn)


Aufgabe 135: Die Fibonacci-Zahlen sind die Glieder der Fibonacci-Folge (fn)n∈N0 in N0,
die rekursiv durch f0 = f1 = 1 und fn+1 = fn+fn−1 definiert ist. Zeigen Sie, dass für n ≥ 2 das
nte Folgenglied der Fibonacci-Folge gegeben ist durch fn = det(Bn), wobei Bn ∈ Mat(n×n,Q)
die Matrix mit Einträgen

Bn =


1 1 0 . . . 0

−1 1 1
. . . ...

0 −1 1
. . . 0

... . . . . . . . . . 1
0 . . . 0 −1 1

 (Bn)ji = δij + δi(j+1) − δj(i+1) =


1 i = j ∨ i = j + 1

−1 j = i+ 1

0 sonst

Aufgabe 136: Seien a, b ∈ R und

A =

 3a 1 1
−2 0 b− 1
1 1 1

 .

(a) Untersuchen Sie, für welche a, b ∈ R die Matrix A invertierbar ist.
(b) Bestimmen Sie die adjungierte Matrix ad(A) und zeigen Sie durch Nachrechnen, dass

ad(A)T · A = det(A)13.

(c) Seien nun a, b ∈ R so, dass A invertierbar ist. Bestimmen Sie mit der Cramerschen Regel
die eindeutige Lösung des inhomogenen linearen Gleichungssystems

Ax =

 1
1
0



12.5 Aufgaben zu Kapitel 6

Aufgabe 137: Wir betrachten die Matrizen

A1 =

(
2 −1
3 −2

)
A2 =

(
−1 1
−2 1

)

A3 =

 3 2 −2
2 3 −2
6 6 −5

 A4 =

 4 −1 3
−2 1 −1
−2 3 −3

 .

318



(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrizen Ai über R und über C.
(b) Geben Sie für jeden Eigenwert λ von Ai jeweils eine Basis des Eigenraums E(Ai, λ) an.
(c) Entscheiden Sie, ob die Matrizen Ai über R und über C diagonalisierbar sind.

Aufgabe 138: (Staatsexamen 2015)
Wir betrachten den Körper K = Z/2Z und den Endomorphismus

φ : K3 → K3,

 x
y
z

 7→
 z

y
x


Bestimmen Sie alle Eigenwerte von φ und geben Sie jeweils eine Basis der zugehörigen Eigen-
räume E(φ, λ) an. Untersuchen Sie, ob φ trigonalisierbar ist.

Aufgabe 139: Bestimmen Sie für die folgenden Matrizen A ∈ Mat(n× n,K) eine Diagonal-
matrix D ∈ Mat(n× n,K) und eine Matrix S ∈ GL(n,K) mit A = S ·D · S−1:

(a) K = R

A =

 2 2 1
0 1 0
0 −2 −1

 ,

(b) K = Z/5Z

A =

 [1] [3] [0]
[0] [0] [0]
[1] [2] [2]

 ,

(c) K = C

A =

(
1− i i
−5i 1 + i

)
,

(d) K = R

A =

 −5 −7 4
−7 −5 −4

4 −4 −2

 .

Aufgabe 140: Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert von A die Haupträume der folgenden
Matrizen A ∈ Mat(n× n,K)

(a) K = R

A =

 1 1 0
1 1 3
0 0 0

 ,

(b) K = Z/3Z

A =

 [1] [1] [0]
[1] [2] [1]
[0] [1] [0]

 ,

(c) K = R

A =


1 −1 0 0
0 2 0 0
−1 1 1 1

2 −1 −1 3

 ,
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(d) K = C

A =


1 −1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 2
0 0 −9 4

 .

Aufgabe 141: In dieser Aufgabe verallgemeinern wir das Verfahren, das in Beispiel 6.1.3
benutzt wurde, um die Eigenwerte von Projektoren, Involutionen und nilpotenten Abbildungen
zu bestimmen.

Sei dazu V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ : V → V ein Endomorphismus. Für
ein Polynom p = anx

n + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0 ∈ K[x] betrachten wir den Endomorphismus

p(φ) := anφ
n + an−1φ

n−1 + ...+ a1φ+ a0φ
0 : V → V mit φk := φ ◦ ... ◦ φ︸ ︷︷ ︸

k×

, φ0 := idV

(a) Zeigen Sie: Ist p ∈ K[x] ein Polynom mit p(φ) = 0, so ist jeder Eigenwert λ von φ eine
Nullstelle von p, d. h. p(λ) = anλ

n + an−1λ
n−1 + ...+ a1λ+ a0 = 0.

(b) Geben Sie ein Polynom p ∈ K[x] mit p 6= 0 und p(φ) = 0 an, für die Fälle, dass φ (i) eine
Involution, (ii) ein Projektor, (iii) eine Streckung mit α ∈ K oder (iv) nilpotent ist.

(c) Geben Sie für K = R ein Polynom p ∈ R[x], p 6= 0 und einen Endomorphismus φ : V → V
mit p(φ) = 0 an, so dass φ keine reellen Eigenwerte besitzt.

(d) Zeigen Sie: Ist φ : V → V diagonalisierbar und p ∈ K[x] ein Polynom, so dass alle
Eigenwerte von φ Nullstellen von p sind, so gilt p(φ) = 0.

(e) Zeigen Sie: Zu jedem Endomorphismus φ : V → V gibt es ein Polynom p ∈ K[x] mit p 6= 0
und p(φ) = 0.

Aufgabe 142: (Permutationsmatrizen)
Wir betrachten für n ∈ N die Abbildung

φ : Sn → GL(n,C), σ 7→Mσ mit (Mσ)ji =

{
1 j = σ(i)

0 j 6= σ(i)
.

(a) Zeigen Sie, dass φ : Sn → GL(n,C) ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Folgern
Sie, dass die Matrizen in GL(n,C), die in jeder Zeile und Spalte genau eine Eins und
ansonsten nur Nullen enthalten eine zu Sn isomorphe Untergruppe G ⊆ GL(n,C) bilden.

(b) Zeigen Sie, dass det(Mσ) = sgn(σ) für alle σ ∈ Sn gilt.
(c) Zeigen Sie, dass für jede Permutation σ ∈ Sn jeder Eigenwert von Mσ eine kte Einheits-

wurzel mit k ≤ n ist.
(d) Zeigen Sie, dass für jede Permutation σ ∈ Sn die Matrix Mσ den Eigenwert 1 besitzt und

geben Sie einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 an.

Aufgabe 143: Wir betrachten die Matrix A ∈ Mat(n × n,K) die über der Diagonalen eine
(diagonale) Reihe von Einsen und ansonsten nur Nullen enthält, also die Matrix

A =


0 1 0 . . . 0

0 0 1
. . . ...

... . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 0 1
0 . . . 0 0 0

 ∈ Mat(n× n,K) Aji = δj+1,i =

{
1 i = j + 1

0 i 6= j + 1.
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(a) Zeigen Sie, dass A nilpotent ist, indem Sie die Potenzen Ak für k ∈ N explizit berechnen,
und bestimmen Sie das kleinste k ∈ N mit Ak = 0.

(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren von Ak für k ∈ N.

Aufgabe 144: Sei K ein Körper, n ∈ N und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über
K. Zeigen Sie:

(a) Sind A,B ∈ Mat(n× n,K) ähnlich und ist A nilpotent, so ist auch B nilpotent.
(b) Ist ein Endomorphismus φ : V → V nilpotent, so ist auch die beschreibende Matrix

MB B(φ) bezüglich jeder geordneten Basis B von V nilpotent.
(c) Existiert eine geordnete Basis B von V , so dass MB B(φ) nilpotent ist, so ist auch der

Endomorphismus φ : V → V nilpotent.
(d) Ist ein Endomorphismus φ : V → V bzw. eine Matrix A ∈ Mat(n × n,K) nilpotent, so ist

φ bzw. A diagonalisierbar genau dann, wenn φ = 0 bzw. A = 0 gilt.

Aufgabe 145: Wir betrachten den Untervektorraum V = spanR{f1, ..., f5} ⊆ Abb(R,R)

f1 : x 7→ ex, f2 : x 7→ xex, f3 : x 7→ x2ex, f4 : x 7→ e2x, f5 : x 7→ xe2x

Überlegen Sie sich, ohne das aufzuschreiben, dass die Ableitung einen Endomorphismus
d : V → V , f 7→ f ′ definiert.

(a) Berechnen Sie die beschreibende Matrix MB B(d) für die geordnete Basis B = (f1, ..., f5).
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von d.
(c) Untersuchen Sie d auf Diagonalisierbarkeit.
(d) Bestimmen Sie für jeden Eigenwert λ von d den Eigenraum E(d, λ) und den Hauptraum

H(d, λ).

Hinweis: Lösen Sie (b), (c), (d) mit Hilfe der beschreibenden Matrix MB B(d).

Aufgabe 146: Wir betrachten die Matrix

A =


0 1 0 0
−1 −2 0 0

0 0 −1 0
2 2 2 −1

 ∈ Mat(4× 4,Q).

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.
(b) Untersuchen Sie A auf Diagonalisierbarkeit über Q.
(c) Zeigen Sie, dass A trigonalisierbar ist, und geben Sie eine obere Dreiecksmatrix B an, die

ähnlich zu A ist.

Aufgabe 147: Sei V mit 〈 , 〉 ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum
und P : V → V ein Projektor. Zeigen sie, dass P selbstadjungiert ist genau dann, wenn P eine
Orthogonalprojektion ist, d. h. im(P ) = ker(P )⊥ gilt.
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Aufgabe 148:
• Zwei Endomorphismen φ, ψ ∈ EndK(V ) eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V heißen
simultan diagonalisierbar, wenn es eine geordnete Basis B von V gibt, so dass MB B(φ) und
MB B(ψ) diagonal sind.

• Zwei Matrizen M,N ∈ Mat(n × n,K) heißen simultan diagonalisierbar, wenn es eine
Matrix S ∈ GL(n,K) gibt, so dass S−1MS und S−1NS diagonal sind.

Zeigen Sie, dass zwei diagonalisierbare Endomorphismen φ, ψ ∈ EndK(V ) (zwei diagonalisier-
bare Matrizen M,N ∈ Mat(n × n,K)) genau dann simultan diagonalisierbar sind, wenn sie
kommutieren, d. h. wenn φ ◦ ψ = ψ ◦ φ (M ·N = N ·M) gilt.

Aufgabe 149: Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über K und φ : V → V ein Endomor-
phismus mit Fitting-Index f . Zeigen Sie:

(a) Ist φ nilpotent, so ist f = min{k ∈ N0|φk = 0}.
(b) Es gilt f = 0 genau dann, wenn φ ein Isomorphismus ist.
(c) Es gilt f = 1 genau dann, wenn 0 ein Eigenwert von φ ist und E(φ, 0) = H(φ, 0).
(d) Es gilt f = n genau dann, wenn φ nilpotent mit φk 6= 0 für k < n ist.

Aufgabe 150: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ ∈ EndK(V ) ein Endo-
morphismus. Wir betrachten den Endomorphismus

Fφ : EndK(V )→ EndK(V ), ψ 7→ φ ◦ ψ.

(a) Zeigen Sie, dass jeder Eigenwert von Fφ auch ein Eigenwert von φ ist.
(b) Zeigen Sie, dass jeder Eigenwert von φ auch ein Eigenwert von Fφ ist, und bestimmen Sie

den zugehörigen Eigenraum E(Fφ, λ).
(c) Gilt für die geometrischen Vielfachheiten g(Fφ, λ) = g(φ, λ) für jeden Eigenwert λ von φ?
(d) Zeigen Sie, dass Fφ diagonalisierbar ist genau dann, wenn φ diagonalisierbar ist.

Aufgabe 151: Wir betrachten den Endomorphismus

φ : R3 → R3,

 x
y
z

 7→
 3 −1 2

0 2 0
−1 −1 0

 ·
 x

y
z

 =

 3x− y + 2z
2y

−x− y



(a) Bestimmen Sie die Haupträume von φ.
(b) Bestimmen sie die Jordan-Zerlegung von φ.

Aufgabe 152: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ, ψ : V → V Endomor-
phismen. Zeigen Sie:

(a) Ist φ ◦ ψ = ψ ◦ φ, so ist für alle Eigenwerte λ von φ der Eigenraum E(φ, λ) ψ-invariant:
ψ(E(φ, λ)) ⊆ E(φ, λ).

(b) Sind φ, ψ diagonalisierbar und ψ ◦φ = φ◦ψ, so gibt es einen Basis von V aus gemeinsamen
Eigenvektoren von φ und ψ.
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(c) Zeigen Sie: sind φ, ψ diagonalisierbar und es gibt es eine Basis aus gemeinsamen Eigenvek-
toren von V zu φ und ψ, so gilt φ ◦ ψ = ψ ◦ φ.

Aufgabe 153: Sei K ein Körper und n ∈ N. Wahr oder falsch? Begründen Sie die Aussage
oder widerlegen Sie sie mit einem Gegenbeispiel.

(a) A,B ∈ Mat(n× n,K) nilpotent ⇒ A+B nilpotent.
(b) A,B ∈ Mat(n× n,K) nilpotent und A ·B = B · A ⇒ A+B nilpotent.
(c) A,B ∈ Mat(n× n,K) nilpotent ⇒ A ·B nilpotent.
(d) A,B ∈ Mat(n× n,K) nilpotent und A ·B = B · A ⇒ A ·B nilpotent.
(e) A ∈ Mat(n× n,K) nilpotent ⇒ An = 0.
(f) A ∈ Mat(n× n,K) nilpotent ⇒ Tr(A) = 0.
(g) A ∈ Mat(n× n,K) nilpotent ⇒ det(1n + A) = det(1n − A) = 1.
(h) A,B ∈ Mat(n× n,K) mit A nilpotent und A ·B = B · A ⇒ det(A+B) = det(B).

Aufgabe 154: Sei n ∈ N und A ∈ Mat(n× n,C). Beweisen Sie, dass

det(exp(A)) = exp(Tr(A))

Aufgabe 155: Die Fibonacci-Zahlen sind die Glieder der Fibonacci-Folge (fn)n∈N0 , die
rekursiv durch f0 = f1 = 1 und fn+1 = fn + fn−1 definiert ist.

(a) Beschreiben Sie die Rekursionsrelation mit einer Matrix A ∈ Mat(2×2,R), zeigen Sie, dass
A über R diagonalisierbar ist und bestimmen Sie eine Diagonalmatrix D ∈ Mat(2 × 2,R)
und eine Matrix S ∈ GL(2,R), so dass A = S ·D · S−1.

(b) Leiten Sie eine nicht-rekursive Formel für die kte Fibonacci-Zahl her, indem Sie die
Potenzen Ak für k ∈ N berechnen.

(c) Zeigen Sie, dass die Folge (qn)n∈N0 mit qn = fn+1/fn einen Grenzwert besitzt, und dass die-
ser ein Eigenwert von A ist. Geben Sie eine Folge (an)n∈N0 an, die sich durch die Fibonacci-
Zahlen ausdrücken lässt und deren Grenzwert der andere Eigenwert von A ist.

Aufgabe 156: Wir betrachten die reelle Folge (fn)n∈N0 , die durch vorgegebene Startwerte
f0, ..., fk ∈ R und die Rekursionsbedingung fn+1 = a0fn + ... + akfn−k für n ≥ k gegeben ist.
Diese kann als ein inhomogenes lineares Gleichungssystem formuliert werden

fn+1

fn
...

fn−k+1

 =


a0fn + a1fn−1 + ...+ akfn−k

fn
...

fn−k+1

 =


a0 a1 . . . ak
1 0 . . . 0

0
. . . . . . ...

0 0 1 0


︸ ︷︷ ︸

:=M

·


fn
fn−1
...

fn−k

 .

(a) Zeigen Sie, dass die charakteristische Gleichung der Matrix M gegeben ist durch

λk+1 − a0λ
k − a1λ

k−1 − ...− ak−1λ− ak = 0.

(b) Zeigen Sie, dass die Eigenräume E(M,λ) zu jedem Eigenwert λ vonM eindimensional sind,
und geben Sie eine Basis von E(M,λ) an.
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(c) Zeigen Sie, dass M diagonalisierbar ist genau dann, wenn M genau k + 1 verschiedene
Eigenwerte λ1, ..., λk+1 ∈ R besitzt. Geben Sie für diesen Fall eine Matrix S ∈ GL(k+ 1,R)
als Funktion der Eigenwerte λ1, ..., λk+1 an, so dass S ·M · S−1 diagonal ist.

(d) Sei nun M diagonalisierbar. Geben Sie Matrizen A,B als Funktion der Eigenwerte
λ1, ..., λk+1 an, so dass  fk+n

...
fn

 = A ·B−1

 fk
...
f0


(e) Zeigen Sie: ist fn 6= 0 für alle n ∈ N0 und konvergiert die Quotientenfolge (qn)n∈N0 mit

qn = fn+1/fn gegen den Grenzwert q = limn→∞ qn, so ist q ein Eigenwert von M .

Aufgabe 157: Berechnen Sie die Exponentiale der folgenden Matrizen

(a)M =

(
0 i
−i 0

)
(b) N =

(
2 0
2 −iπ

)
(c) P =

(
1 1
1 1

)
(d) Q =

(
0 i
1 0

)
.

Aufgabe 158: Sei n ∈ N und K ein Körper.

(a) Zeigen Sie, dass eine Matrix M ∈ Mat(n × n,K) mit allen oberen Dreiecksmatrizen
D ∈ Mat(n× n,K) kommutiert genau dann, wenn M = λ1n mit λ ∈ K.

(b) Sei M ∈ Mat(n × n,K) eine beliebige untere Dreiecksmatrix. Geben Sie eine Matrix S ∈
GL(n,K) an, so dass S ·M · S−1 eine obere Dreiecksmatrix ist.

Aufgabe 159: (Staatsexamen 2010) Bestimmen Sie alle Lösungen des Differentialgleichungs-
systems

x′ = 8x+ 10y x(0) = −1
y′ = −5x− 6y y(0) = 2

Aufgabe 160: (Staatsexamen 2010) Bestimmen Sie alle Lösungen des Differentialgleichungs-
systems  f ′1

f ′2
f ′3

 =

 −1 1 −2
0 −1 4
0 0 1

 ·
 f1

f2

f3

 .

Aufgabe 161: (Staatsexamen 2012) Bestimmen Sie alle Lösungen des Differentialgleichungs-
systems  f ′1

f ′2
f ′3

 =

 1 −1 1
1 −1 0
1 0 −1

 ·
 f1

f2

f3

 .

Aufgabe 162: Wir betrachten für a, b ∈ R, v = (v1, v2)T ∈ R2 das System von Differential-
gleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

f ′1 =f2 f1(0) = v1

f ′2 =− af1 + 2bf2 f2(0) = v2.
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(a) Stellen Sie die Matrixgleichung(
f ′1
f ′2

)
= A ·

(
f1

f2

)
mit A ∈ Mat(2× 2,C)

auf und bestimmen Sie die Matrix A ∈ Mat(2× 2,C).
(b) Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix A ∈ Mat(2 × 2,C) in Abhängigkeit von a, b ∈ R

und untersuchen Sie A auf Diagonalisierbarkeit über R und C.
(c) Bestimmen Sie für die Werte von a, b ∈ R, für die A über C diagonalisierbar ist, eine

Matrix S ∈ GL(2,C) und eine Diagonalmatrix D ∈ Mat(2× 2,C) mit D = S · A · S−1.
(d) Bestimmen Sie für die Werte von a, b ∈ R, für die A über C trigonalisierbar, aber nicht

diagonalisierbar ist, eine Matrix S ∈ GL(2,C) und eine obere Dreiecksmatrix D mit
D = S · A · S−1.

(e) Berechnen Sie mit (c) und (d) das Exponential exp(tA) für t ∈ R und bestimmen Sie die
Lösung des Differentialgleichungssystems mit f1(0) = v1 und f2(0) = v2.

Aufgabe 163: Sei K = C oder K = R. Eine Differentialgleichung nter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten a0, ..., an−1 ∈ K und Anfangswerten v1, .., vn ∈ K ist eine Gleichung der Form

f (n) + an−1f
(n−1) + ...+ a1f

(1) + a0f = 0 f(0) = v1, f
′(0) = v2, ..., f

(n−1)(0) = vn,

wobei f (n) die nte Ableitung einer n-mal differenzierbaren Funktion f : R→ K bezeichnet.

Eine Lösung ist eine n-mal differenzierbare Funktion f : R → K, die die Gleichungen erfüllt.
Man kann zeigen, dass zu jedem Vektor v = (v1, ..., vn)T ∈ Kn genau eine Lösung existiert.

(a) Wandeln Sie die angegebene Differentialgleichung nter Ordnung in ein Differentialglei-
chungssystem 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten um, so dass jede Lösung des
Differentialgleichungssystems zum Anfangswert v = (v1, ..., vn)T ∈ Kn eine Lösung der
Differentialgleichung nter Ordnung mit Anfangswerten v1, ..., vn liefert und umgekehrt.

(b) Stellen Sie die Matrixgleichung für dieses Differentialgleichungssystem 1. Ordnung auf und
die charakteristische Gleichung für die darin auftretende Matrix A ∈ Mat(n×n,C). Zeigen
Sie, dass jede Zahl λ ∈ C als Eigenwert von A ∈ Mat(n× n,C) auftreten kann.

Aufgabe 164: Wir betrachten für M ∈ Mat(n × n,C), b ∈ Cn das inhomogene lineare
Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten

f ′ = M · f + b

und das zugehörige homogene Differentialgleichungssystem

f ′ = M · f.

(a) Zeigen Sie, dass die Lösungen f : R → Cn des homogenen Differentialgleichungssy-
stems einen n-dimensionalen Vektorraum LM über C bilden, und dass die Abbildung
φ : LM → Cn, f 7→ f(0) ein Vektorraumisomorphismus ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Lösungen f : R → Cn des inhomogenen Differentialgleichungssystem
einen n-dimensionalen affinen Raum AM über C bilden.
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(c) Zeigen Sie, dass die Ableitung einer Lösung f : R → Cn des inhomogenen Differentialglei-
chungssystems eine Lösung des homogenen Differentialgleichungssystems ist. Konstruieren
Sie damit aus den Lösungen des homogenen Differentialgleichungssystems Lösungen des
inhomogenen Differentialgleichungssystems für invertierbare Matrizen M .

Hinweis: Sie dürfen voraussetzen, dass zu jedem Anfangswert f(0) = v ∈ Cn genau eine
Lösung existiert.

12.6 Aufgaben zu Kapitel 7

Aufgabe 165: Der größte gemeinsame Teiler zweier Polynome p, q ∈ K[x] ist das eindeutig
bestimmte normierte Polynom t ∈ K[x] maximalen Grades, das sowohl p als auch q teilt. Man
schreibt t = ggT(p, q). Die Polynome p, q heißen teilerfremd, wenn ggT(p, q) = 1.

Seien p, q ∈ K[x] und I := ({p, q}) das von p und q erzeugte Ideal. Zeigen Sie:

(a) Es gilt I = {r · p+ s · q|r, s ∈ K[x]}.
(b) ggT(p, q) teilt alle Elemente in I.
(c) Es gilt I = (ggT(p, q)).
(d) Sind p, q teilerfremd, so gibt es Polynome r, s ∈ K[x] mit r · p+ s · q = 1.

Aufgabe 166:

(a) Bestimmen Sie alle normierten Teiler der Polynome p1, p2 in Q[x], R[x] und C[x]:

p1 = (x2 − x+ 1)(x2 − x− 1) p2 = (x2 − 4)(x+ 2)

(b) Bestimmen Sie Polynome s, r ∈ R[x] mit q = s · p+ r und deg(r) < deg(p) für

q = x4 + 5x− 6, p = x− 1 q = x5 + 3x3 − x2 + 4, p = x2 − x+ 1.

Aufgabe 167: Untersuchen Sie, ob die folgenden Polynome p ∈ R[x] in dem von dem Polynom
q = x2 + x− 2 ∈ R[x] erzeugten Ideal (q) ⊆ R[x] enthalten sind:

(a) p = (x2 + x− 2)(x7 − 19x2 + 51) + 17x+ 19,
(b) p = (x− 1)(x+ 2)(x− 3)(x+ 4),
(c) p = x5 − x3 + 2x2 + 4,
(d) p = 2x6 − x5 − 7x4 − 5x3 − 3x+ 2.

Aufgabe 168: In dieser Aufgabe zeigen wir, dass nicht nur der Kern eines Ringhomomor-
phismus ein Ideal ist, sondern auch jedes Ideal Kern eines Ringhomomorphismus.

Sei K ein Körper, R ein kommutativer Ring mit Eins und I ⊆ R ein Ideal.

(a) Zeigen Sie, dass r ∼ s ⇔ r − s ∈ I eine Äquivalenzrelation auf R ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Verknüpfungen +, · : R/I × R/I → R/I mit [r] + [s] := [r + s]

und [r] · [s] := [r · s] wohldefiniert sind und der Quotientenmenge R/I die Struktur eines
kommutativen Rings geben. Folgern Sie, dass die Abbildung φ : R → R/I, r 7→ [r] ein
Ringhomomorphismus mit ker(φ) = I ist.
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Aufgabe 169: Sei K ein Körper und p ∈ K[x] ein normiertes Polynom, das ausser sich selbst
und 1 keine normierten Teiler in K[x] hat.

(a) Wir betrachten das von p erzeugte Ideal I = (p) ⊆ K[x]. Zeigen Sie, dass L := K[x]/(p) ein
Körper ist.

(b) Zeigen Sie, dass L den Körper K als Teilkörper enthält und dass das Polynom p ∈ K[x] eine
Nullstelle in L hat.

Hinweis: Benutzen Sie für (a) Aufgabe 168. Überlegen Sie sich, dass es für die Existenz des
multiplikativen Inversen von [q] 6= 0 mit q ∈ K[x] ausreicht, Polynome a, b ∈ K[x] mit a·p+b·q =
1 zu finden. Benutzen Sie dazu Aufgabe 165.

Aufgabe 170: Beweisen Sie, dass die Abbildung f : K[x] → Pol(K), die einem Polynom
p ∈ K[x] die Polynomabbildung fp : K → K, λ 7→ p(λ) = evλ(p) zuordnet, injektiv ist genau
dann, wenn der Körper K unendlich ist.

Aufgabe 171: Geben Sie ein Beispiel eines unendlich-dimensionalen reellen Vektorraums V
und eines Endomorphismus φ : V → V an mit p(φ) = evφ(p) 6= 0 für alle Polynome p ∈ R[x].

Aufgabe 172: Sei K ein Körper und n ∈ N. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über K,
A eine K-Algebra mit Eins und M ⊆ A eine Teilmenge.

(a) Zeigen Sie, dass Ann(M) = {p ∈ K[x] | evm(p) = 0 ∀m ∈M} ein Ideal in K[x] ist.
(b) Bestimmen Sie ein Polynom p ∈ K[x] mit Ann(M) = (p) für die folgenden Fälle:

(i) A = K und M = {0, 1, 2},
(ii) A = EndK(V ), M = {0 : V → V },
(iii) A = EndK(V ), M = {P ∈ EndK(V ) |P ◦ P = P},
(iv) A = K[x] und M = {x3 − x2 + 2x− 1, x+ 2},

Aufgabe 173: Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der folgenden Matrizen A ∈
Mat(n× n,K) mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz und alle Eigenwerte in K:

(a) K = R

A =

 −1 0 1
−1 −1 7

2 0 2

 ,

(b) K = Q

A =


−1 1 1 2

0 3 0 0
0 5 −1 0
5 4 2 3

 ,

(c) K = Z/7Z

A =

 [6] [3] [0]
[4] [5] [0]
[1] [2] [6]

 ,

(d) K = C

A =


−1 5 1 0
−1 3 2 0

0 0 1 0
5 4 2 0

 .

327



Aufgabe 174: Sei K ein Körper. Bestimmen Sie das Minimalpolynom des Endomorphismus

φ : Mat(4× 4,K)→ Mat(4× 4,K), A 7→ A ·


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


Aufgabe 175: Sei K ein Körper, λ ∈ K\{0} und n ∈ N. Zeigen Sie: IstM ∈ Mat(n×n,K) eine
Matrix mit Minimalpolynom qM ∈ K[x], so ist das Minimalpolynom der Matrix A = M − λ1n
gegeben durch qA(x+ λ) und das Minimalpolynom von B = λM durch qB = qM(x/λ).

Aufgabe 176: Bestimmen Sie die charakteristischen Polynome und Minimalpolynome der
folgenden Matrizen und untersuchen Sie sie auf Trigonalisierbarkeit und Diagonalisierbarkeit
über R:

A =

 2 1 0
0 1 1
2 1 0

 B =

 4 0 0
4 2 −2
0 3 1

 C =

 −3 1 0
1 −1 −2
−1 1 −2


Aufgabe 177: Wir betrachten den reellen Vektorraum Pol≤n(R) der Polynomabbildungen
p : R → R vom Grad ≤ n und den Endomorphismus φ : Pol≤n → Pol≤n, p 7→ −p + p′.
Bestimmen Sie das Minimalpolynom von φ.

Aufgabe 178: Bestimmen Sie die charakteristischen Polynome und Minimalpolynome der
folgenden Matrizen in Mat(4× 4,Q) und untersuchen Sie die Matrizen auf Trigonalisierbarkeit
und Diagonalisierbarkeit über Q:

A =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 2 1

 B =


1 1 0 0
0 1 0 0
2 −1 1 0
1 −1 0 −1

 C =


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1


Aufgabe 179:

(a) Sei M ∈ Mat(n × n,R) eine Matrix mit Minimalpolynom qM = x2 + bx − c mit b, c ∈ R.
Bestimmen Sie die Minimalpolynome der Matrizen A = M − 1n und B = 1

2
M .

(b) Bestimmen sie das Minimalpolynom der linearen Abbildung

φ : Mat(n× n,K)→ Mat(n× n,K),


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann

 7→


a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann
a11 a12 . . . a1n


Aufgabe 180: Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist m ∈ N ungerade, so hat jede Matrix M ∈ Mat(m×m,R) mindestens einen Eigenwert.
(b) Ist das Minimalpolynom von M ∈ Mat(n × n,K) gleich dem charakteristischen Polynom

von M , so sind alle Eigenräume von M eindimensional.
(c) Für jede Matrix M ∈ Mat(n × n,K) hat φ : Mat(n × n,K) → Mat(n × n,K), A 7→ M · A

das gleiche Minimalpolynom wie M .
(d) Für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,K) gilt deg(qA) = dimK(spanK{Ak|k ∈ N0}).
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12.7 Aufgaben zu Kapitel 8

Aufgabe 181: (Die reelle Jordan-Normalform)

In dieser Aufgabe leiten Sie eine Normalform für reelle Matrizen her, die die Jordan-Normalform
für komplexe Matrizen verallgemeinert.

(a) Sei V ein komplexer Vektorraum und φ : V → V ein Endomorphismus. Seien (v1, ..., vs)
und (w1, ..., ws) Jordanketten von φ zu den Eigenwerten µ ∈ C und µ ∈ C und
U = spanC{v1, ..., vs, w1, ..., ws}. Berechnen Sie die darstellende Matrix von φ|U : U → U
bezüglich der Basis B = (v1 + w1, i(v1 − w1), ..., vs + ws, i(vs − ws)).

(b) Zeigen Sie, dass für jede Matrix A ∈ Mat(n × n,R) gilt: def(A − µ1n)k = def(A − µ1n)k

für alle µ ∈ C und k ∈ N.

(c) Da A ∈ Mat(n× n,R) trigonalisierbar über C ist, existiert eine Matrix J ∈ Mat(n× n,C)
in Jordan-Normalform und eine Matrix S ∈ GL(n,C) mit A = S · J · S−1. Folgern
Sie aus (b), dass die Anzahl der Jordanblöcke Jr(µ) der Länge r ∈ N zum Eigenwert
µ ∈ C von A gleich der Anzahl der Jordanblöcke Jr(µ) der Länge r zum Eigenwert µ ∈ C ist.

(d) Kombinieren Sie (a) und (c) um zu folgern, dass jede Matrix A ∈ Mat(n×n,R) ähnlich ist
über R zu einer Matrix der Form

JR =



Jn1(λ1) 0 0 . . . 0 0

0
. . . . . . ...

...

0
. . . Jnk(λk) 0 0 0

... . . . 0 JR
m1

(µ1)
. . . 0

0 . . . 0 0
. . . 0

0 0 . . . 0 0 JR
ml

(µl)


∈ Mat(n× n,R),

wobei λ1, ..., λk ∈ R reelle Eigenwerte von A sind, µ1, ..., µl ∈ C komplexe Eigenwerte von
A mit Im (µj) > 0, und die Matrizen JR

n (µ) gegeben sind durch

JR
n (µ) =


Rµ 12 0 . . . 0

0 Rµ 12
. . . ...

... . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 Rµ 12

0 . . . 0 0 Rµ

 ∈ Mat(2n× 2n,R), Rµ =

(
Re (µ) −Im (µ)
Im (µ) Re (µ)

)
.

Zeigen Sie, dass JR eindeutig ist, bis auf Permutationen der Blöcke Jni(λi) und JR
mj

(µj).

Aufgabe 182: Bestimmen Sie für die folgenden Matrizen M ∈ Mat(n × n,K) für alle Ei-
genwerte λ ∈ K die geometrischen und die algebraische Vielfachheiten, den Fitting-Index von
M − λ1n, die Defekte def(M − λ1n)k für alle k ∈ N sowie das charakteristische Polynom und
das Minimalpolynom. Geben Sie jeweils eine Diagonalmatrix D und eine nilpotente Matrix N
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an, so dass M = D +N und D ·N = N ·D.

(a)M =


1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 (b)M =


1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1



(c)M =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 (d)M =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0


Aufgabe 183: Sind die folgenden Matrizen A,B ∈ Mat(4× 4,R) ähnlich? Geben Sie, falls A
und B ähnlich sind, eine Matrix S mit B = S · A · S−1 an.

(a) A =


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 B =


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2



(b) A =


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 B =


2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2



(c) A =


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 B =


2 0 0 0
0 2 0 0
0 1 2 0
0 0 1 2



(d) A =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 B =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 1 2

 .

Aufgabe 184: Wir betrachten die Matrix

A =


−2 −1 0 0 0

1 0 0 0 0
−3 −1 0 −1 0
−1 −3 1 −2 0

0 0 0 0 −1

 ∈ Mat(5× 5,Q).

Bestimmen Sie die Jordan-Normalform von A und eine Matrix S ∈ GL(5,Q), so dass S−1 ·A ·S
Jordan-Normalform hat.

Aufgabe 185: Wir betrachten den von den folgenden Abbildungen f1, ..., f5 : R → R aufge-
spannten Untervektorraum U des reellen Vektorraums Abb(R,R)

f1 : x 7→ 1 + x2, f2 : x 7→ x, f3 : x 7→ x2 − x, f4 : x 7→ e2x, f5 : x 7→ (x− 1)e2x
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und die Einschränkung d|U : U → U der Ableitung auf U . Bestimmen Sie eine Jordan-Basis
für d|U und die zugehörige Jordan-Normalform von d|U .

Aufgabe 186: Beweisen Sie, dass eine Matrix A ∈ Mat(n × n,K) trigonalisierbar ist genau
dann, wenn ihre Transponierte AT trigonalisierbar ist, und dass in diesem Fall die Jordan-
Normalformen von AT und A übereinstimmen.

Aufgabe 187: (Staatsexamen 2014) Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

ḟ = A · f =

 0 0 0
1 0 −1
0 0 −1

 · f f(0) =

 1
2
1


(a) Bestimmen Sie die Jordan-Normalform der Matrix A ∈ Mat(3 × 3,C) und eine Matrix

S ∈ GL(3,C), so dass S−1 · A · S Jordan-Normalform hat.
(b) Bestimmen Sie die Lösung des Differentialgleichungssystems zum angegebenen Anfangswert

mit Hilfe von (a).

12.8 Aufgaben zu Kapitel 9

Aufgabe 188: Untersuchen Sie, ob die folgenden Bilinearformen bzw. Sesquilinearformen β
auf den angegebenen K-Vektorräumen V (i) symmetrisch bzw. hermitesch, (ii) alternierend,
(iii) positiv (semi)definit, (iv) nicht ausgeartet oder (v) Skalarprodukte sind.

(a) K beliebig, V = K4, β(x, y) = x1y2 − x2y1 + x3y4 − x4y3,
(b) K beliebig, V = K3, β(x, y) = x2y3 − x2y3,
(c) K = C, V = Abb(R,C), β(f, g) = f(0)g(0),
(d) K beliebig, V = K3, β(x, y) = x1y1 + x2y3 − x3y2,
(e) K = R, V = C1([0, 1],R), β(f, g) =

∫ 1

0
f(x)g(x) + f ′(x)g′(x) dx,

(f) K = C, V = C1([0, 1],C), β(f, g) =
∫ 1

0
f ′(x)g′(x) dx,

(g) K = C, V = C1([0, 1],C), β(f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x) dx,

(h) K = C, V = C1([0, 1],C), β(f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x) + f ′(x)g′(x) dx,

(i) K = R, V = C1([0, 1],R), β(f, g) =
∫ 1

0
f(x)g′(x) + f ′(x)g(x) dx.

Hier bezeichnet C1([0, 1],K) für K = R oder K = C den K-Vektorraum der einmal stetig diffe-
renzierbaren Abbildungen f : [0, 1]→ K und f ′ die Ableitung von f .

Aufgabe 189: Sei V ein komplexer Vektorraum. Zeigen Sie, dass die Nullabbildung die einzige
alternierende Sesquilinearform auf V ist.

Aufgabe 190: Wir bezeichnen mit || || die euklidische Norm auf dem Rn. Für eine Matrix
A ∈ Mat(n× n,R) definieren wir

||A||sup = sup{||A · v|| |v ∈ Rn, ||v|| = 1}

Zeigen Sie, dass || ||sup : Mat(n×n,R)→ R eine Norm auf Mat(n×n,R) ist. Untersuchen Sie, ob
es ein Skalarprodukt 〈 , 〉 auf Mat(n×n,R) gibt mit ||A||2sup = 〈A,A〉 für alle A ∈ Mat(n×n,R).
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Aufgabe 191: Geben Sie ein Beispiel einer symmetrischen Bilinearform β auf einem n-
dimensionalen reellen Vektorraum V an, für die eine Basis B = (b1, ..., bn) von V existiert
mit β(bi, bi) > 0 für alle i ∈ {1, ..., n}, die aber nicht positiv definit ist.

Aufgabe 192: Sei V mit 〈 , 〉 ein euklidischer Vektorraum und d : V × V → R, (v, w) 7→
d(v, w) = ||v − w|| die zugehörige Abstandsfunktion. Zeigen Sie, dass zu v, w ∈ V immer ein
Vektor m ∈ V mit d(m, v) = d(m,w) = 1

2
d(v, w) existiert.

Aufgabe 193: Sei V ein K-Vektorraum und β : V × V → K eine Bi- oder Sesquilinearform
auf V .
(a) Zeigen Sie, dass für jeden Vektor v ∈ V \ {0} und jeden Skalar λ ∈ K die Teilmenge

Ev,λ = {w ∈ V |β(v, w) = λ} ein affiner Unterraum von V ist.
(b) Bestimmen Sie die Dimension von Eλ falls β ein Skalarprodukt auf V ist.
(c) Bestimmen Sie für V = R3 mit dem Standardskalarprodukt den Schnitt Ev,1 ∩ Ew,1 für

v = e1 + e2 und w = e1 − e3.

Aufgabe 194: Sei V mit 〈 , 〉 ein euklidischer Vektorraum, || || die zugehörige Norm und
φ : V → V eine Abbildung mit φ(0) = 0 und ||φ(x)−φ(y)|| = ||x− y|| für alle x, y ∈ V . Zeigen
Sie, dass die Abbildung φ eine R-lineare Abbildung ist.

Aufgabe 195: Bestimmen Sie für die folgenden K-Vektorräume V mit den angegebenen Bi-
oder Sesquilinearformen β und Untervektorräumen U ⊆ V jeweils die orthogonalen Komple-
mente U⊥, (U⊥)⊥ sowie den Schnitt U ∩ U⊥.

(a) V = R4, β(x, y) = −x1y1 − x2y2 + x3y3, U = spanR{e1 + e3, e2 + e4},
(b) V = C3, β(x, y) = x1y1 + x2y2, U = spanC{e1, e3},
(c) V = R4, β(x, y) = x1y2 − x2y1 + x3y4 − x4y3, U = spanR{e1, e3},
(d) V = R4, β(x, y) = x1y2 − x2y1 + x3y3 + x4y4, U = spanR{e1, e3}.

Aufgabe 196: Sei V mit 〈 , 〉 ein euklidischer oder unitärer Vektorraum über K. Beweisen
Sie die folgenden Eigenschaften des orthogonalen Komplements

(a) A ⊆ B ⇒ B⊥ ⊆ A⊥

(b) A ⊆ B⊥ ⇔ B ⊆ A⊥

(c) ((A⊥)⊥)⊥ = A

Aufgabe 197: (Der Hilbertsche Folgenraum)
Wir betrachten den komplexen Vektorraum Abb(N0,C) der komplexen Folgen (an)n∈N0 mit der
üblichen Vektoraddition und Skalarmultiplikation:

(an)n∈N0 + (bn)n∈N0 = (an + bn)n∈N0 λ(an)n∈N0 = (λan)n∈N0 ∀λ ∈ C.

(a) Zeigen Sie, dass die Folgen (an)n∈N0 , für die die Reihe Σ∞n=0|an|2 konvergiert, einen
Untervektorraum `2 ⊆ Abb(N0,C) bilden.

(b) Zeigen Sie, dass für alle Folgen (an)n∈N0 , (bn)n∈N0 ∈ `2 die Reihe Σ∞n=0an · bn konvergiert.
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(c) Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung ein Skalarprodukt auf `2 ist

〈 , 〉 : `2 × `2 → C, 〈(an)n∈N0 , (bn)n∈N0〉 = Σ∞n=0an · bn.

(d) Wir betrachten für k ∈ N0 die Folgen ek = (δnk)n∈N0 ∈ `2. Zeigen Sie, dass jede endliche
Teilmenge der Menge E = {ek|k ∈ N0} ein Orthonormalsystem ist.

(e) Zeigen Sie, dass E⊥ = {0} gilt, und folgern Sie, dass spanC(E)⊕ (spanC(E))⊥ 6= `2.

Aufgabe 198: Seien (V, 〈 , 〉V ) und (W, 〈 , 〉W ) euklidische oder unitäre Vektorräume, || ||V
und || ||W die zugehörigen Normen und φ : V → W eine lineare Abbildung. Beweisen Sie die
Äquivalenz der Aussagen (i) und (ii)

(i) 〈φ(v), φ(v′)〉W = 〈v, v′〉V für alle v, v′ ∈ V ,
(ii) ||φ(v)||W = ||v||V für alle v ∈ V .

Aufgabe 199: Wir betrachten den reellen Vektorraum Pol(R) der Polynomabbildungen p :
R→ R und 〈 , 〉 : Pol(R)× Pol(R)→ R

〈p, q〉 = 1
2

∫ 1

−1

p(x)q(x) dx.

(a) Zeigen Sie, dass 〈 , 〉 ein Skalarprodukt auf Pol(R) ist.
(b) Berechnen Sie die Längen aller Monome xk : R→ R, r 7→ rk für k ∈ N0.
(c) Sei βkl der Winkel zwischen den Monomen x2k und x2l für l, k ∈ N0. Zeige Sie, dass

limk→∞ βkl = π
2
für alle l ∈ N0 und limk→∞ βk(n+k) = 0 für alle n ∈ N0 gilt.

(d) Bestimmen Sie das orthogonale Komplement der Menge

M = {p ∈ Pol(R)|p = xk mit k ∈ N0 gerade}.

Aufgabe 200: Wir betrachten den reellen Vektorraum R2 mit der symplektischen Form
β(x, y) = x1y2 − x2y1. Bestimmen Sie die symplektische Gruppe Sp(2,R) = Sp(R2, β).

Aufgabe 201: Untersuchen Sie, ob die folgenden komplexen Matrizen unitär sind:

(a) A =

 i/
√

3 1/
√

2 1/
√

2

1/
√

3 −i/
√

2 i/
√

2

1/
√

3 0 0

,

(b) B =

1/
√

2 −1
√

2 0

1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3

1/
√

6 1/
√

6 −2/
√

6

,

(c) C =

 i cosφ − sinφ 0
i sin(φ) cosφ 0

0 0 −i

,

(d) eine beliebige Permutationsmatrix D ∈ Mat(n× n,C).

Aufgabe 202: Wir betrachten den komplexen Vektorraum Mat(n × n,C) mit dem Skalar-
produkt 〈M,N〉 = Tr(M † ·N).
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(a) Zeigen Sie, dass die Elementarmatrizen Eij ∈ Mat(n × n,C) mit (Eij)kl = δikδjl eine
Orthonormalbasis von Mat(n× n,C) bilden.

(b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des Untervektorraums

U = {M ∈ Mat(n× n,C)|MT = M} ⊆ Mat(n× n,C).

(c) Bestimmen Sie das orthogonale Komplement U⊥.
(d) Bestimmen Sie die Matrix B ∈ U mit dem kleinsten Abstand von A = E11 +E12 + ...+E1n

und berechnen Sie ||A−B||.
(e) Sei n ≥ 2. Berechnen Sie den Winkel zwischen den Matrizen E11 + E12 und 2E11 + 2E21.

Aufgabe 203: Wir betrachten den euklidischen Vektorraum V = Mat(2 × 2,R) mit dem
Skalarprodukt 〈M,N〉 = Tr(MT ·N) und die Matrizen

M1 =

(
1 1
0 1

)
M2 =

(
0 1
0 0

)
M3 =

(
1 0
1 −1

)
M4 =

(
0 0
1 0

)
.

(a) Bestimmen Sie die Matrix im Untervektorraum U = spanR{M2,M4}, die den kleinsten
Abstand von der Matrix A = Σ4

i=1aiMi hat.
(b) Bestimmen Sie die Orthogonalprojektion auf W = spanR{M1,M3}.

Aufgabe 204: Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum und
PU : V → V die Orthogonalprojektion auf den Untervektorraum U ⊆ V . Zeigen Sie, dass dann
idV − PU : V → V die Orthogonalprojektion auf das orthogonale Komplement U⊥ ist.

Aufgabe 205: Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Matrix

A =


1 −1 2 i
1 1 1 0
i 0 −2i −1
0 i i −1

 .

Aufgabe 206: Wir betrachten den R4 mit der Minkowski-Metrik

η(x, y) = −x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4.

(a) Berechnen Sie die beschreibenden Matrizen ηC C und ηB B bezüglich der geordneten Basen
C = (e1, e2, e3, e4) und B = (e1 + e2, e1 − e2, e1 + e3, e1 + e4).

(b) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix MC B(idR4) und verifizieren Sie durch Nachrechnen
die Transformationsformel aus Satz 9.3.4:

ηB B = MC B(idR4)T · ηC C · MC B(idR4).

Aufgabe 207: Eine Gruppenwirkung einer Gruppe G auf einer Menge M ist eine Ab-
bildung ρ : G ×M → M mit ρ(g, ρ(h,m)) = ρ(g · h,m) für alle g, h ∈ G, m ∈ M . Zeigen
Sie:
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(a) Ist ρ : G ×M → M eine Gruppenwirkung, so ist m ∼ m′ ⇔ ∃g ∈ G : m′ = ρ(g,m) eine
Äquivalenzrelation auf M .

(b) Für jedes Element m ∈ M ist der Stabilisator von m Stab(m) = {g ∈ G | ρ(g,m) = m}
eine Untergruppe von G.

(c) Ist m ∼ m′, so sind die Gruppen Stab(m) und Stab(m′) isomorph.
(d) Die folgenden Abbildungen ρ : GL(n,K)×Mat(n× n,K)→ Mat(n× n,K) sind Gruppen-

wirkungen von GL(n,K) auf Mat(n× n,K):
(i) (S,M) 7→ S ·M · S−1, (ii) (S,M) 7→ S ·M · ST , (iii) (S,M) 7→ S ·M · S†

(e) Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, B eine Basis von V und β eine Bilinearform
(Sesquilinearform) auf V . Dann ist die Abbildung MB B : U(V, β)→ Stab( βB B) ein Grup-
penisomorphismus , wenn Mat(n × n,K) mit der Gruppenwirkung (ii) aus (d) (mit der
Gruppenwirkung (iii) aus (d)) ausgestattet wird.

12.9 Aufgaben zu Kapitel 10

Aufgabe 208: Wir betrachten R2 mit der Minkowski-Metrik η(x, y) = −x1y1 + x2y2.

(a) Bestimmen Sie die Adjungierte von φM : R2 → R2, v 7→M · v mit M ∈ Mat(2× 2,R).
(b) Bestimmen Sie alle η-selbstadjungierten und alle η-normalen Endomorphismen φ : R2 → R2.
(c) Bestimmen Sie die unitäre Gruppe O(1, 1) = U(R2, η).
(d) Zeigen Sie, dass jeder η-unitäre Endomorphismus von der Form φM : R2 → R2, v 7→ M · v

ist mit

M =

(
± cosh θ sinh θ
sinh θ ± cosh θ

)
oder M =

(
± cosh θ − sinh θ
sinh θ ∓ cosh θ

)
und θ ∈ R.

Hinweis: Nutzen Sie in (b)-(d) aus, dass jede R-lineare Abbildung φ : R2 → R2 von der in (a)
angegebenen Form ist und leiten Sie Bedingungen an die Matrix M her.

Aufgabe 209: Wir betrachten den komplexen Vektorraum Mat(n × n,C) mit dem Skalar-
produkt 〈M,N〉 = Tr(M † ·N) und für eine Matrix A ∈ Mat(n× n,C) den Endomorphismus

φA : Mat(n× n,C)→ Mat(n× n,C), M 7→ A ·M.

Zeigen Sie, dass der adjungierte Endomorphismus gegeben ist durch

(φA)† = φA† : Mat(n× n,C)→ Mat(n× n,C), M 7→ A† ·M.

Folgern Sie: ist A (i) normal, (ii) unitär, (iii) (anti)selbstadjungiert, so ist auch φA (i) normal,
(ii) unitär, (iii) (anti)selbstadjungiert.

Aufgabe 210: Wir betrachten den K-Vektorraum Mat(n × n,K), seinen Dualraum und für
A ∈ Mat(n× n,K) die Abbildung µA : Mat(n× n,K)→ K, M 7→ Tr (A ·M).

(a) Zeigen Sie, dass für alle A ∈ Mat(n× n,K) gilt µA ∈ Mat(n× n,K)∗.
(b) Zeige Sie, dass Mat(n× n,K)∗ = {µA|A ∈ Mat(n× n,K)}.

Aufgabe 211: Wir betrachten einen n-dimensionalen K-Vektorraum V mit einer nicht aus-
gearteten symmetrischen Bilinearform β : V ×V → K und seinen Dualraum V ∗ = HomK(V,K).
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• Die zu einer Basis B = (v1, ..., vn) von V duale Basis ist die Basis B∗ = (ϑ1, ..., ϑn) von
V ∗, wobei ϑi : V → K die lineare Abbildung mit ϑi(vj) = δij bezeichnet.

• Der zu einem Endomorphismus φ : V → V duale Endomorphismus φ∗ : V ∗ → V ∗ ist
gegeben durch φ∗(α) = α ◦ φ für alle α ∈ V ∗.

Seien [ : V → V ∗, v 7→ v[ und ] = [−1 : V ∗ → V , α 7→ α] die in der Vorlesung eingeführten
linearen Abbildungen mit v[(w) = β(v, w) und β(α], w) = α(w) für alle v, w ∈ V und α ∈ V ∗.
Sei φ† = ] ◦ φ∗ ◦ [ : V → V der zu φ adjungierte Endomorphismus.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildungen [ : V → V ∗ und ] = [−1 : V ∗ → V gegeben sind durch

[(vi) = v[i = Σn
k=1Mikϑ

k ](ϑi) = (ϑi)] = Σn
k=1M

−1
ik vk ∀i ∈ {1, ..., n}.

wobei M = βB B die beschreibende Matrix von β bezüglich B bezeichnet. Folgern Sie:

MB∗ B([) = ( βB B)T = βB B MB B∗(]) = ( βB B)−1.

(b) Sei φ : V → V ein Endomorphismus mit beschreibender Matrix A = MB B(φ). Zeigen Sie,
dass für den dualen Endomorphismus φ∗ : V ∗ → V ∗ gilt

φ∗(ϑi) = Σn
k=1Aikϑ

k ∀i ∈ {1, ..., n}.

Folgern Sie, dass MB∗ B∗(φ
∗) = MB B(φ)T .

(c) Zeigen Sie mit (a) und (b), dass für den adjungierten Endomorphismus φ† : V → V gilt

φ†(vi) = Σn
j,k,l=1MijAjkM

−1
kl v

l ∀i ∈ {1, ..., n}.

Folgern Sie, dass die beschreibende Matrix von φ† die Bedingung aus Satz 10.1.3 erfüllt:

( βB B)−1 · MB B(φ†)T · βB B = MB B(φ).

Aufgabe 212: Sei V mit 〈 , 〉 ein unendlich-dimensionaler euklidischer der unitärer Vektor-
raum. Dann heißt eine Abbildung φ† : V → V adjungiert zu einem Endomorphismus φ : V → V
wenn 〈φ†(v), w〉 = 〈v, φ(w)〉 für alle v, w ∈ V gilt. Die Linearität und Eindeutigkeit der Adjun-
gierten folgt wie im endlich-dimensionalen Fall, falls eine Adjungierte existiert.

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum C∞c (R) der unendlich oft stetig differenzierbaren
Abbildungen f : R→ R mit kompaktem Träger und das Skalarprodukt 〈 , 〉

C∞c (R) = {f ∈ C∞(R) | ∃cf ∈ R : f(x) = 0∀x ∈ R mit |x| ≥ cf} 〈f, g〉 =

∫ ∞
−∞

f(x)g(x) dx.

(a) Bestimmen Sie die Adjungierte der Ableitung d : C∞c (R)→ C∞c (R).
(b) Bestimmen Sie die Adjungierte von φα : C∞c (R)→ C∞c (R), f 7→ fα mit fα(x) = f(αx) für

ein festes α ∈ R \ {0}.
(c) Zeigen Sie, dass Fψ : C∞c (R)→ C∞c (R), f 7→ f(0)ψ für ein fest gewähltes ψ ∈ C∞c (R) \ {0}

keine Adjungierte besitzt.

Aufgabe 213: Sei V ein Vektorraum über K. Eine Bilinearform oder Sesquilinearform β
auf V heißt orthosymmetrisch wenn gilt: β(x, y) = 0 ⇔ β(y, x) = 0. Zeigen Sie, dass jede
orthosymmetrische Bilinearform (Sesquilinearform) entweder symmetrisch (hermitesch) oder
antisymmetrisch (antihermitesch) ist.
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Aufgabe 214: Wir betrachten für n,m ∈ N den komplexen Vektorraum V = Mat(m× n,C)
mit der Sesquilinearform βA(M,N) = Tr(M † · A ·N) für und A ∈ Mat(m×m,C).

(a) Zeigen sie, dass βA hermitesch ist genau dann, wenn A hermitesch ist, und nicht ausgeartet
genau dann, wenn rg(A) = m.

(b) Sei A hermitesch vom Rang m. Bestimmen Sie die Adjungierten der Endomorphismen
LB, RC : Mat(m × n,C) → Mat(m × n,C) mit LB(M) = B ·M und RC(M) = M · C für
B ∈ Mat(m×m,C) und C ∈ Mat(n× n,C).

(c) Sei A hermitesch vom Rang m. Bestimmen Sie die Matrizen B ∈ Mat(m × m,C) und
C ∈ Mat(n×n,C), für die LB und RC (i) unitär, (ii) selbstadjungiert und (iii) normal sind.

Aufgabe 215: Sei V mit 〈 , 〉 ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum
und P : V → V eine Projektionsabbildung. Zeigen Sie, dass P selbstadjungiert ist genau dann,
wenn P eine Orthogonalprojektion ist, d. h. im(P ) = ker(P )⊥ gilt.

Aufgabe 216: Wir betrachten die symmetrische Bilinearform βA(x, y) = xT · A · y auf dem
R3 für die symmetrische Matrix

A =

2 1 1
1 1 0
1 0 1


(a) Bestimmen Sie die Signatur von βA.
(b) Bestimmen Sie den Typ der Quadrik Q = {x ∈ R3 : βA(x, x) = 1} und ihre Achsen.

Skizzieren Sie die Quadrik.
(c) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix S ∈ O(3,R), so dass S−1 · A · S diagonal ist.

Aufgabe 217: Sei n ∈ N und A ∈ Mat(n× n,C). Zeigen Sie:

(a) Ist A normal, so ist auch exp(A) normal.
(b) Ist A selbstadjungiert, so ist auch exp(A) selbstadjungiert.
(c) Ist A selbstadjungiert, so ist iA anti-selbstadjungiert und exp(iA) unitär.
(d) Es gibt eine selbstadjungierte Matrix A+ und eine anti-selbstadjungierte Matrix A− mit

A = A+ + A−.
(e) A ist normal genau dann, wenn A+ · A− = A− · A+.

Aufgabe 218: Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Eine Matrix A ∈ Mat(n× n,C) ist genau dann antihermitesch, wenn iA hermitesch ist.
(b) Eine Matrix A ∈ Mat(n × n,C) ist genau dann antihermitesch, wenn sie normal ist und

alle ihre komplexen Eigenwerte in iR liegen.
(c) Eine Matrix A ∈ Mat(n×n,C) ist genau dann antihermitesch, wenn es eine unitäre Matrix

U ∈ U(n,C) und eine Diagonalmatrix D ∈ Mat(n×n,C) mit Diagonaleinträgen in iR gibt,
so dass A = U ·D · U−1.

(d) Eine antisymmetrische Matrix B ∈ Mat(n× n,R) ist genau dann diagonalisierbar über R,
wenn sie die Nullmatrix ist.

(e) Eine antisymmetrische Matrix B ∈ Mat(n × n,R) ist genau dann trigonalisierbar über R,
wenn sie die Nullmatrix ist.
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Aufgabe 219: Zeigen Sie, dass eine antisymmetrische Matrix M ∈ Mat(n × n,C) \ {0} nie
durch eine orthogonale Matrix diagonalisierbar ist.

Aufgabe 220: Untersuchen Sie die folgenden Matrizen auf Diagonalisierbarkeit über den
angegebenen Körpern, ohne deren charakteristische Polynome zu berechnen.

(a) K = C

A =


i −2 i 1 + i
2 −2i −1 1− i
i 1 −i 2i

i− 1 −1− i 2i −i


(b) K = R und K = C,

A =


0 −2 1 1
2 0 −1 −1
−1 1 0 −1
−1 1 1 0


(c) K = R und K = C,

A =


1 −1 0 0
1 1 0 0

0 0
√

3 −1

0 0 1
√

3


(d) K = R und K = C,

A =


0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0


Aufgabe 221: Sei A ∈ Mat(n× n,R) eine symmetrische Matrix.

(a) Zeigen Sie, dass die durch A definierte symmetrische Bilinearform βA auf dem Rn mit
βA(x, y) = xT ·A ·y genau dann positiv definit ist, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

(b) Zeigen Sie, dass die folgende Matrix A ∈ Mat(6× 6,R) keine positiv definite Bilinearform
βA auf dem R6 definiert

A =



√
2 e

√
7 − cos 2

√
23 π 1

e
√

7 −1 − ln 2 2 4 1 + tan(6)

− cos 2 − ln 2 π −
√

2 cos 3
√

19 0√
23 2 cos 3 2− π

√
13 −1

π 4
√

19
√

13 3 −2
1 1 + tan(6) 0 −1 −2 −4


Aufgabe 222: Für eine symmetrische Matrix Q ∈ Mat(n× n,R) betrachten wir

NQ = {x ∈ Rn |xT ·Q · x = 0} ⊆ Rn

Klassifizieren Sie für n ∈ {2, 3} die Mengen NQ analog zur Klassifikation der Quadriken in der
Vorlesung. Bestimmen Sie dabei jeweils eine Gleichung, die NQ beschreibt, geben Sie an, um
welche geometrische Figur es sich handelt, und skizzieren Sie diese.
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Aufgabe 223: Wir betrachten den R2 mit dem Standardskalarprodukt.

(a) Zeigen Sie, dass für d > c > 0 die Menge

E = {x ∈ R2 | ||x− ce1||+ ||x+ ce1|| = 2d}

der Punkte, für die die Summe der Abstände von den Punkten ce1 und −ce1 den Wert 2d
annimmt, eine Ellipse ist. Die Punkte ±ce1 heißen Brennpunkte der Ellipse. Bestimmen
Sie die Halbachsenlängen a, b > 0 in der Ellipsengleichung (x1/a)2+(x2/b)

2 = 1 als Funktion
von c und d. Skizzieren Sie die Ellipse.

(b) Zeigen Sie, dass für c > d > 0 die Menge

H = {x ∈ R2 | ||x− ce1|| − ||x+ ce1|| = 2d}

der Punkte, für die die Differenz der Abstände von den Punkten ce1 und −ce1 den Wert
2d annimmt, eine Hyperbel ist. Die Punkte ±ce1 heißen Brennpunkte der Hyperbel.
Bestimmen Sie die Parameter a, b > 0 in der Hyperbelgleichung (x1/a)2 − (x2/b)

2 = 1 als
Funktion von c und d. Skizzieren Sie die Hyperbel.

(c) Zeigen Sie, dass für c > 0 die Menge

P = {x ∈ R2 | ||x− ce1|| = |x1 + c|}

der Punkte, die den gleichen Abstand vom Punkt ce1 und der Geraden x1 = −c haben,
eine Parabel ist. Der Punkt ce1 heißt Brennpunkt und die Gerade x1 = −c Leitlinie
der Parabel. Bestimmen Sie den Parameter a ∈ R in der Parabelgleichung x1 = ax2

2 in
Abhängigkeit von c. Skizzieren Sie die Parabel.

(d) Wir betrachten die Gleichung x2
2 = 2px1 + (ε2 − 1)x2

1 mit ε ≥ 0, p > 0. Der Parameter
ε heißt Exzentrizität. Untersuchen Sie, welche der in (a)-(c) betrachteten Kurven durch
diese Gleichung für verschiedene Werte von ε definiert werden. Skizzieren Sie diese Kurven
für p = 1 und ε ∈ {0, 1/2, 1, 2}.

Aufgabe 224: Wir betrachten die reelle symmetrische Matrix

A =

1 3 0
3 1 4
0 4 1


(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.
(b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix O ∈ O(3,R), so dass OT · A ·O diagonal ist.
(c) Bestimmen Sie die Signatur der symmetrischen Bilinearform βA mit βA(x, y) = xT · A · y.
(d) Bestimmen Sie den Typ der zugehörigen Quadrik MA = {x ∈ R3|xT · A · x = 1}.

Aufgabe 225: Wir betrachten die reelle symmetrische Matrix

A =

3 2 0
2 3 2
0 2 3


(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.
(b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix O ∈ O(3,R), so dass OT · A ·O diagonal ist.
(c) Bestimmen Sie die Signatur der symmetrischen Bilinearform βA mit βA(x, y) = xT · A · y.
(d) Bestimmen Sie den Typ der zugehörigen Quadrik MA = {x ∈ R3|xT · A · x = 1}.
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12.10 Aufgaben zu Kapitel 11

Aufgabe 226: Seien U, V Vektorräume über einem Körper K, X ⊆ U , Y ⊆ V Untervek-
torräume und πU : U → U/X und πV : V → V/Y die kanonischen Surjektionen. Zeigen Sie,
dass zu jeder K-linearen Abbildung φ : U → V mit φ(X) ⊆ Y genau eine K-lineare Abbildung
φ̃ : U/X → V/Y mit πV ◦ φ = φ̃ ◦ πU existiert.

Aufgabe 227: Sei V ein K-Vektorraum und φ : V → V ein Endomorphismus. Für k ∈ N0

betrachten wir die Untervektorräume Vk = ker(φk), die Quotienten Uk = Vk+1/Vk und die
kanonischen Surjektionen πk : Vk+1 → Uk .

(a) Zeigen Sie, dass zu jedem k ∈ N genau eine K-lineare Abbildung φ̃k : Uk → Uk−1 mit
φ̃k ◦ πk = πk−1 ◦ φ|Vk+1

existiert.
(b) Stellen Sie das zugehörige kommutierende Diagramm auf.
(c) Zeigen Sie, dass im(φ̃k) ⊆ ker(φ̃k−1) für alle k ∈ N gilt.
(d) Sei nun V endlich-dimensional und φ nilpotent mit einer Jordanbasis, die aus einer einzigen

Jordankette K = (b1, ..., bf ) besteht. Bestimmen Sie Basen der Vektorräume Uk für k ∈ N,
indem Sie Äquivalenzklassen von Basisvektoren der Jordankette betrachten. Bestimmen Sie
die beschreibende Matrizen der Abbildungen φ̃k bezüglich dieser Basen.

Aufgabe 228: Sei V mit 〈 , 〉 ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und U ⊆ V ein
Untervektorraum der Dimension n − 1. Zeigen Sie, dass dann jede Äquivalenzklasse in V/U
genau einen Vektor v ∈ V mit v ∈ U⊥ enthält.

Aufgabe 229: Sei V = U ⊕W ein Vektorraum über K und X ⊆ V ein Untervektorraum.
Zeigen Sie, dass der Vektorraum V/X isomorph ist zu U/(U ∩X)⊕ V/(V ∩X).

Aufgabe 230: Sei V ein Vektorraum über einem Körper K und β eine symmetrische Bilinear-
form auf V . Zeigen Sie, dass durch β̃([v], [w]) := β(v, w) für alle v, w ∈ V eine nicht ausgeartete
symmetrische Bilinearform β̃ auf dem Quotientenraum V/V ⊥ definiert wird.

Aufgabe 231: Sei K ein Körper, I, J beliebige Mengen und ιI : I → 〈I〉K, i 7→ i, ιJ : J →
〈J〉K, j 7→ j die Inklusionsabbildungen. Zeigen Sie, dass zu jeder Abbildung f : I → J genau
eine K-lineare Abbildung f̃ : 〈I〉K → 〈J〉K mit f̃ ◦ ιi = ιj ◦ f existiert.

Aufgabe 232: Sei I eine Menge, (Ui)i∈I , (Vi)i∈I und (Wi)i∈I Familien von Vektorräumen
über K und (fi : Ui → Vi)i∈I und (gi : Vi → Wi)i∈I Familien K-linearer Abbildungen. Beweisen
Sie mit Hilfe der universellen Eigenschaften, dass für die dadurch induzierten Abbildungen
zwischen den direkten Summen und Produkten dieser Vektorräume gilt

Πi∈I(fi ◦ gi) = (Πi∈Ifi) ◦ (Πi∈Igi) : Πi∈IUi → Πi∈IWi

⊕i∈I (fi ◦ gi) = (⊕i∈Ifi) ◦ (⊕i∈Igi) : ⊕i∈IUi → ⊕i∈IWi

Πi∈I idVi = idΠi∈IVi ⊕i∈I idVi = id⊕i∈IVi .

Aufgabe 233: Seien V,W,X, Y Vektorräume über K und V⊗KW mit τ : V ×W → V⊗KW
und X⊗KY mit τ ′ : X × Y → X⊗KY Tensorprodukte.

340



(a) Zeigen Sie, dass zu jedem Paar K-linearer Abbildungen f : V → X und g : W → Y genau
eine K-lineare Abbildung f⊗g : V⊗KW → X⊗KY mit (f⊗g) ◦ τ = τ ′ ◦ (f × g) existiert.
Diese heißt das Tensorprodukt der Abbildungen f und g.

(b) Zeigen Sie, dass für alle Endomorphismen f : V → V und g : W → W das Tensorprodukt
die Bedingung f⊗g = (f⊗idW ) ◦ (idV⊗g) = (idV⊗g) ◦ (f⊗idW ) erfüllt.

Aufgabe 234: Sei V,W reelle Vektorräume. Wir interpretieren C als einen zweidimensionalen
reellen Vektorraum und betrachten die Tensorprodukte VC := C⊗RV und WC := C⊗RW .

(a) Zeigen Sie, dass VC die Struktur eines komplexen Vektorraums besitzt, und dass dimC(VC) =
dimR(V ) gilt.

(b) Zeigen Sie, dass zu jeder R-linearen Abbildung f : V → W genau eine C-lineare Abbildung
fC : VC → WC mit fC(1⊗v) = f(v) für alle v ∈ V existiert.

(c) Zeigen Sie, dass analoge Aussagen zu (a) und (b) für beliebige Körper K statt C und
Teilkörper F ⊆ K statt R durchgeführt werden können.

Aufgabe 235: Seien V,W Vektorräume über einem Körper K mit Tensoralgebren T (V ) und
T (W ) und ιV : V → T (V ), ιW : W → T (W ) die zugehörigen Inklusionsabbildungen. Zei-
gen Sie, dass zu jeder K-linearen Abbildung φ : V → W genau ein Algebrahomomorphismus
φ̃ : T (V )→ T (W ) mit φ̃ ◦ ιV = ιW ◦ φ existiert.

12.11 Aufgaben zur Wiederholung

Sei in diesem Abschnitt K ein Körper, n ∈ N, V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K
und W ein beliebiger Vektorraum über K.

Aufgabe 236: (Permutationen und Permutationsmatrizen)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Die Permutationen σ ∈ Sn mit sgn(σ) = 1 bilden eine Untergruppe der Gruppe Sn.
(b) Sei n ≥ 3 und σ, τ ∈ Sn zwei elementare Transpositionen. Dann gilt σ ◦ τ = τ ◦ σ.
(c) Jede Permutationsmatrix A ∈ Mat(n× n,C) ist orthogonal.
(d) Für jede Permutationsmatrix A ∈ Mat(n× n,K) gilt det(A) ∈ {1,−1}.
(e) Die PermutationsmatrizenA ∈ Mat(n×n,K) bilden eine Untergruppe der Gruppe GL(n,K).
(f) Jede Permutationsmatrix A ∈ Mat(n× n,R) ist diagonalisierbar über R.

Aufgabe 237: (Eigenwerte, Spuren und Determinanten)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Ist 0 kein Eigenwert von A ∈ Mat(n× n,K), so ist A invertierbar.
(b) Ist A ∈ Mat(3× 3,Z/2Z) so hat A mindestens einen Eigenwert mit algebraischer Vielfach-

heit ≥ 2.
(c) Ist A ∈ Mat(3 × 3,Z/2Z) trigonalisierbar, so hat A mindestens einen Eigenwert mit alge-

braischer Vielfachheit ≥ 2.
(d) Für alle A,B ∈ Mat(n× n,K) haben A ·B und B · A die gleichen Eigenwerte.
(e) Sei φ : V → V ein Projektor und f ∈ K[x]. Dann hat f(φ) die Eigenwerte f(0) und f(1).
(f) Sei φ : V → V mit φ 6= 0 ein Projektor mit det(φ) = 0 und f ∈ K[x]. Dann hat f(φ) die

Eigenwerte f(0) und f(1).

341



(g) Ist Tr (A) = 0 für eine Matrix A ∈ Mat(n× n,K), so ist A nicht invertierbar.
(h) Seien A,B ∈ Mat(n× n,K) obere Dreiecksmatrizen. Dann gilt Tr (AB) = Tr (A)Tr (B).
(i) Seien A,B ∈ Mat(n×n,K) obere Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonaleinträgen. Dann

gilt Tr (AB) > 0.
(j) Seien A,B ∈ Mat(n × n,K). Falls A,B und B−1 + (AB)−1B invertierbar sind so gilt

det(A+B) 6= 0.
(k) Für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,R) haben A und AT die gleichen Eigenwerte.
(l) Für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,C) haben A und A† die gleichen Eigenwerte.
(m) Sei φ : Mat(n× n,C)→ Mat(n× n,C), A 7→ AT . Dann ist det(φ) = 1.
(n) Sei A ∈ Mat(n× n,C). Dann ist det(A) = det(A†).
(o) Sei A ∈ Mat(n× n,R) antisymmetrisch. Dann ist det(A) = 0.
(p) Jede reelle Matrix A ∈ Mat(7× 7,R) hat mindestens einen Eigenwert.
(q) Jede reelle Matrix A ∈ Mat(4× 4,R) hat mindestens einen Eigenwert.

Aufgabe 238: (Ähnlichkeit und Äquivalenz von Matrizen)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Jede Matrix A ∈ Mat(n× n,K) ist äquivalent zu einer Diagonalmatrix.
(b) Jede Matrix A ∈ Mat(n× n,K) ist ähnlich zu einer Diagonalmatrix.
(c) Jede Matrix A ∈ Mat(n× n,C) ist ähnlich zu einer unteren Dreiecksmatrix.
(d) Jede Matrix A ∈ Mat(n× n,C) ist ähnlich zu einer Diagonalmatrix.
(e) Sind A,B ∈ Mat(n× n,K) zwei zueinander ähnliche Diagonalmatrizen, so gilt A = B.
(f) Haben A,B ∈ Mat(n× n,K) die gleichen Fitting-Indizes, so sind sie ähnlich.
(g) Haben A,B ∈ Mat(n× n,K) die gleichen Eigenwerte, so sind sie ähnlich.
(h) Haben A,B ∈ Mat(n× n,K) das gleiche Minimalpolynom, so sind sie ähnlich.
(i) Haben A,B ∈ Mat(n× n,K) das gleiche charakteristische Polynom, so sind sie ähnlich.
(j) Stimmen die Minimalpolynome von A,B ∈ Mat(n×n,K) überein, so sind A und B ähnlich.

Aufgabe 239: (Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Sei A ∈ Mat(n × n,K) eine Matrix, die mit einer diagonalisierbaren Matrix B ∈ Mat(n ×
n,K) kommutiert. Dann ist A diagonalisierbar.

(b) Sei A ∈ Mat(n× n,R). Ist A2 diagonalisierbar über R, so gilt das auch für A.
(c) Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum. Dann ist jede Involution I : V → V

diagonalisierbar.
(d) Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K = Z/2Z. Dann ist jede Involution

I : V → V diagonalisierbar.
(e) Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist jeder Projektor P : V → V

diagonalisierbar.
(f) Jede Matrix A ∈ Mat(n× n,R) ist trigonalisierbar über R.
(g) Jede Matrix A ∈ Mat(n× n,R) ist trigonalisierbar über C.
(h) Jede komplexe Matrix ist trigonalisierbar über C.
(i) Sind A,B ∈ Mat(n× n,K) trigonalisierbar, so ist auch A+B trigonalisierbar.
(j) Sind A,B ∈ Mat(n× n,K) diagonalisierbar, so ist auch A+B diagonalisierbar.
(k) Jede untere Dreiecksmatrix ist trigonalisierbar.
(l) Sei A ∈ Mat(n× n,C) und m ∈ N. Falls Am = 1n so ist A diagonalisierbar.
(m) Sei A eine Matrix, deren charakteristisches Polynom in paarweise verschiedene Linearfak-

toren zerfällt und die mit einer Matrix B kommutiert. Dann ist B diagonalisierbar.
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(n) Jeder Projektor φ : V → V ist diagonalisierbar.

Aufgabe 240: (Fitting-Index, Haupträume und Jordan-Normalform)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Es gibt eine nilpotente Matrix A ∈ Mat(3× 3,C) mit Fitting-Index 4.
(b) Für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,C) ist die Länge des längsten Jordanblocks in der Jordan-

Normalform von A gleich der größten Hauptraumdimension von A.
(c) Stimmen alle Eigenwerte von A,B ∈ Mat(n× n,K) und alle Dimensionen der zugehörigen

Haupträume überein, so sind A und B ähnlich.
(d) Es gibt eine Matrix A ∈ Mat(4×4,C), so dass die Jordan-Normalform von A† ·A nur einen

Jordanblock enthält.
(e) Für eine unitäre Matrix U ∈ Mat(n× n,C) hat jeder Jordanblock Länge 1.
(f) Stimmen das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom eines Endomorphismus

überein, so gibt es zu jedem Eigenwert λ genau einen Jordanblock.
(g) Sei λ ein Eigenwert des Endomorphismus φ : V → V über C. Dann ist der Fitting-Index

von φλ := φ− λ idV stets kleiner als die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts λ.

Aufgabe 241: (Matrixexponentiale und Differentialgleichungen)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Sei A ∈ Mat(n× n,C) und m ∈ N. Dann gilt exp(A)m = exp(mA).
(b) Ist A = exp(B) mit B ∈ Mat(n× n,C), so ist A invertierbar.
(c) Ist A = exp(B) und B ∈ Mat(n× n,C) diagonalisierbar, so ist auch A diagonalisierbar.
(d) Sei A ∈ Mat(n × n,R) eine Matrix mit A2 = 0. Dann ist x(t) := (tA + 1n)x0 die Lösung

des Anfangswertproblems ẋ = Ax, x(0) = x0.
(e) Sei A ∈ Mat(n× n,R). Dann hat exp(A) nur positive Einträge.
(f) Sei A ∈ Mat(n× n,C) mit A† = πi1n + A. Dann ist exp(exp(A)) unitär.
(g) Für jede trigonalisierbare Matrix A ∈ Mat(n× n,C) gilt det(exp(A)) 6= 0.

Aufgabe 242: (nilpotente Matrizen und nilpotente Abbildungen)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Jede nilpotente Matrix ist eine obere Dreiecksmatrix.
(b) Jede nilpotente Matrix ist eine echte obere Dreiecksmatrix.
(c) Jede nilpotente Matrix ist ähnlich zu einer echten unteren Dreiecksmatrix.
(d) Die einzige diagonalisierbare nilpotente Matrix N ∈ Mat(n× n,K) ist die Nullmatrix.
(e) Eine echte obere Dreiecksmatrix A ist diagonalisierbar genau dann, wenn A = 0.
(f) Ist N ∈ Mat(n× n,K) eine nilpotente Matrix, so ist 1 der einzige Eigenwert von exp(N).
(g) Sei A ∈ Mat(n× n,K) nilpotent. Dann ist 1n − A invertierbar.
(h) Sind A,B ∈ Mat(n× n,K) nilpotent, so ist auch A+B nilpotent.
(i) Sind A,B ∈ Mat(n× n,K) nilpotent, so ist auch A ·B nilpotent.
(j) Ist A ∈ Mat(n× n,K) mit det(A) 6= 0, so ist A nicht nilpotent.
(k) Sind A,B ∈ Mat(n× n,K) nilpotent mit A ·B = B · A, so ist auch A+B nilpotent.
(l) Sind A,B ∈ Mat(n× n,K) nilpotent mit A ·B = B · A, so ist auch A ·B nilpotent.
(m) Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und φ ∈ EndK(V ) \ {0} nilpotent, so ist φ

nicht diagonalisierbar.
(n) Alle nilpotenten Matrizen A ∈ Mat(2× 2,R) sind zueinander ähnlich.
(o) Für jede nilpotente Matrix zerfällt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren.
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Aufgabe 243: (Ideale)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Sei R ein kommutativer unitaler Ring und I ⊆ R ein Ideal. Dann ist I = R ⇔ 1 ∈ I.
(b) Sei R ein kommutativer Ring und I, J ⊆ R Ideale. Dann ist auch I ∩ J ein Ideal.
(c) Sei R ein kommutativer Ring und I, J ⊆ R Ideale. Dann ist auch I ∪ J ein Ideal.
(d) Sei M = {−2, 3, 6} ⊆ Z. Dann ist das von M erzeugte Ideal (M) = (12).

Aufgabe 244: (charakteristisches Polynom)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Eine Matrix A ∈ Mat(n× n,K) ist genau dann die Nullmatrix, wenn ihr charakteristisches
Polynom pA das Nullpolynom ist.

(b) Es gibt eine Matrix A ∈ Mat(2 × 2,C) mit Eigenwerten in N, Determinante det(A) = 7
und Spur Tr(A) = 9.

(c) Es gibt eine Matrix A ∈ Mat(4× 4,R) mit charakteristischen Polynom pA = −x3− 2x+ 1.
(d) Es gibt eine Matrix A ∈ Mat(4×4,Q) mit charakteristischen Polynom pA = x4−

√
2x3−2.

(e) Es gibt eine Matrix A ∈ Mat(3× 3,R) mit charakteristischen Polynom pA = −x3 − ix.
(f) Es gibt eine Matrix M ∈ GL(3,R) mit charakteristischem Polynom pM = −x3 + 7x2− 12x.
(g) Es gibt eine Matrix M ∈ Mat(3 × 3,C) mit Spur Tr(M) = 0 und charakteristischem

Polynom pM = −x3 + x2 − 1.
(h) Ist das charakteristische Polynom von A ∈ Mat(2 × 2,R) gleich x2 + 3x + 2, so ist 3 kein

Eigenwert von A.
(i) Hat A ∈ Mat(n × n,R) das charakteristische Polynom pA = (−1)nxn + 2xn−1 + x + 1, so

ist A invertierbar.
(j) Hat A ∈ Mat(3 × 3,C) das charakteristische Polynom −x3 + 5x − 4, so hat das lineare

Gleichungssystem A · x = b für alle b ∈ C3 eine Lösung.

Aufgabe 245: (Minimalpolynom)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Das Minimalpolynom eines Projektors P : V → V ist immer qP = x(x− 1).
(b) Es gibt eine Involution I : V → V mit Minimalpolynom qI = x+ 1.
(c) Sei M ∈ Mat(n×n,C) mit Minimalpolynom qM und A := aM + b1n für a, b ∈ R. Dann ist

das Minimalpolynom von A gegeben durch qA = adeg(qM )qM(x−b
a

).
(d) Sei M ∈ Mat(n × n,C) mit Minimalpolynom qM und A := f(M) für f ∈ C[x]. Dann ist

das Minimalpolynom qA von A gegeben durch qA = qM(f(x)).
(e) Sei M ∈ Mat(n × n,C) mit Minimalpolynom qM und A := f(M) für f ∈ C[x]. Dann ist

das Minimalpolynom qA von A gegeben durch qA = qM(f(x)).
(f) Sei φ ∈ EndK(V ) mit Minimalpolynom qφ =

∑l
k=0 akx

k. Dann ist das Minimalpolynom der
adjungierten Abbildung gegeben durch qφ† =

∑l
k=0 akx

k.
(g) Zu jedem beliebigen K-Vektorraum W und jedem Endomorphismus φ : W → W gilt es ein

Polynom p ∈ K[x] mit p(φ) = evφ(p) = 0.
(h) Sei A ∈ Mat(n× n,C) mit An − 1n = 0. Dann hat das Minimalpolynom qA den Grad n.
(i) Seien p, q ∈ C[X], so dass q und (−1)deg(p)p normiert sind. Falls q ein Teiler von p ist, so

gibt es eine Matrix A ∈ Mat(n×n,C) mit Minimalpolynom qA = q und charakteristischem
Polynom pA = p.

(j) Sei q ∈ C[X] normiert und n ∈ N. Dann gibt es eine Matrix A ∈ Mat(n × n,C) mit
Minimalpolynom qA = q und charakteristischem Polynom pA = (−1)n deg(q)qn ist.
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(k) Das Minimalpolynom einer Matrix A ∈ Mat(n×n,K) ist immer ein Polynom vom Grad n.
(l) Ist A ∈ Mat(n × n,K) eine untere Dreiecksmatrix, so zerfällt das Minimalpolynom von A

in Linearfaktoren.
(m) Ein Endomorphismus φ ∈ EndK(V ) ist diagonalisierbar genau dann, wenn das Minimal-

polynom und das charakteristische Polynom von φ übereinstimmen.

Aufgabe 246: (Bilinearformen und Sesquilinearformen)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und β eine Bilinearform auf V . Dann
gilt V = U ⊕ U⊥ für jeden Untervektorraum U ⊆ V .

(b) Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und β ein Skalarprodukt auf V . Dann
gilt V = U ⊕ U⊥ für jeden Untervektorraum U ⊆ V .

(c) Sei V ein reeller Vektorraum und β ein Skalarprodukt auf V . Dann gilt V = U ⊕ U⊥ für
jeden Untervektorraum U ⊆ V .

(d) Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und β eine Bilinearform auf V . Dann
gilt (U⊥)⊥ = U für jeden Untervektorraum U ⊆ V .

(e) Sei V ein K-Vektorraum und β eine Bilinearform auf V . Gibt es eine Basis B = (b1, ..., bn)
von V mit β(vi, vi) > 0 für alle i ∈ {1, ..., n}, so ist β positiv definit.

(f) Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Dann gibt es zu jeder alternierenden
Bilinearform β auf V eine Orthogonalbasis.

(g) Eine Bilinearform auf einem komplexen Vektorraum V 6= {0} ist nie positiv definit.
(h) Eine hermitesche Sesquilinearform β auf einem komplexen Vektorraum V ist positiv definit

genau dann, wenn β(v, v) 6= 0 für alle v ∈ V \ {0}.
(i) Eine positiv semidefinite hermitesche Sesquilinearform β auf einem komplexen Vektorraum

V ist positiv definit genau dann, wenn β(v, v) 6= 0 für alle v ∈ V \ {0}.
(j) Sei β eine Bi- oder Sesquilinearform auf V . Dann gilt U⊥ ∩ U = {0} für jeden Untervek-

torraum U ⊆ V .
(k) Zu der symmetrischen Bilinearform η(x, y) = −x1y1 + Σn

i=2xiyi auf dem Rn gibt es eine
Orthonormalbasis.

(l) Ist β eine symmetrische Bilinearform auf V und v ∈ V \ {0} ein Vektor mit β(v, v) = 0, so
ist β ausgeartet.

(m) Zu jeder alternierenden Bilinearform auf dem Rn gibt es eine Orthogonalbasis.
(n) Sei β eine symmetrische Bilinearform auf V der Signatur (p, q) mit p, q ≥ 1. Dann gibt es

einen Vektor v ∈ V \ {0} mit β(v, v) = 0.
(o) Ist β eine symmetrische Bilinearform auf dem Cn und gibt es einen Vektor v ∈ Cn mit

β(v, v) > 0, so gibt es auch einen Vektor w ∈ Cn mit β(w,w) < 0.
(p) Ist A ∈ Mat(n×n,R) die beschreibende Matrix einer symmetrischen Bilinearform auf dem

Rn, so ist A diagonalisierbar.
(q) Ist A ∈ Mat(n×n,R) symmetrisch, so ist η(x, y) = xT ·A ·y eine symmetrische Bilinearform

auf dem Rn.
(r) Ist A ∈ Mat(n× n,C) hermitesch, so ist η(x, y) = x† · A · y eine hermitesche Bilinearform

auf dem Cn.

Aufgabe 247: (unitäre und orthogonale Matrizen)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Sei A ∈ Mat(n× n,C) unitär mit det(A) = −1. Dann hat A den Eigenwert −1.
(b) Sei A ∈ Mat(n× n,R) orthogonal mit det(A) = −1. Dann hat A den Eigenwert −1.
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(c) Ist U ∈ Mat(n× n,C) unitär, so gilt det(U) = 1.
(d) Ist U ∈ Mat(n× n,C) unitär, so gilt | det(U)| = 1.
(e) Sind A,B ∈ Mat(n× n,R) orthogonal, so ist auch A ·B orthogonal.
(f) Ist U ∈ Mat(3× 3,C) unitär, so hat U keine reellen Eigenwerte.
(g) Jede orthogonale Matrix O ∈ Mat(n× n,R) ist diagonalisierbar.
(h) Jede unitäre Matrix ist ähnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix.
(i) Ist A ∈ Mat(n× n,R) orthogonal, so ist 0 kein Eigenwert von A.
(j) Ist A ∈ Mat(n× n,C) unitär, so hat das Gleichungssystem A · x = b für alle b ∈ Cn genau

eine Lösung.

Aufgabe 248: ((anti)selbstadjungierte Matrizen und Abbildungen)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Seien φ1, φ2 zwei selbstadjungierte Endomorphismen eines euklidischen oder unitären Vek-
torraums mit φ1 ◦ φ2 = φ2 ◦ φ1. Dann ist φ1 ◦ φ2 selbstadjungiert.

(b) Ist A ∈ Mat(n× n,C) antisymmetrisch, so ist 0 ein Eigenwert von A.
(c) Sei A ∈ Mat(n× n,C) antiselbstadjungiert. Dann ist det(exp(A)) = 1.
(d) Ist A ∈ Mat(n×n,R) symmetrisch, so bilden die MatrizenM ∈ GL(n,R) mitMT ·A·M = A

eine Gruppe.
(e) Ist A ∈ Mat(n×n,R) symmetrisch mit rg(A) = n, so bilden die MatrizenM ∈ Mat(n×n,R)

mit MT · A ·M = A eine Gruppe.
(f) Die Matrizen A ∈ GL(n,C) mit A† = A bilden eine Untergruppe von GL(n,C).
(g) Die einzigen Matrizen A ∈ Mat(3× 3,C), die gleichzeitig selbstadjungiert und unitär sind,

sind die Matrizen 13 und −13.
(h) Ist A ∈ Mat(n× n,R) symmetrisch und ähnlich zu einer echten oberen Dreiecksmatrix, so

gilt A = 0.
(i) Für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,C) sind A† · A und A · A† hermitesch.
(j) Für jede Matrix A ∈ Mat(n× n,C) sind iA† · A und iA · A† antihermitesch.
(k) Zu jeder antisymmetrischen Matrix A ∈ Mat(n × n,R) gibt es eine orthogonale Matrix

O ∈ Mat(n× n,R), so dass OT · A ·O diagonal ist.
(l) Jede antihermitesche Matrix A ∈ Mat(n × n,C) ist ähnlich zu einer Diagonalmatrix mit

rein imaginären Diagonaleinträgen.
(m) Jede antihermitesche Matrix A ∈ Mat(n×n,C) von Rang n ist ähnlich zu einer Diagonal-

matrix mit rein imaginären Diagonaleinträgen.
(n) Sind A,B ∈ Mat(n× n,K) symmetrisch, so ist auch A ·B symmetrisch.
(o) Ist A ∈ Mat(n× n,C) selbstadjungiert, so ist det(A) ∈ R.
(p) Ist A ∈ Mat(n× n,C) anti-selbstadjungiert, so ist det(A) ∈ iR.
(q) Ist A ∈ Mat(n× n,C) antihermitesch, so ist exp(A) unitär.
(r) Ist A ∈ Mat(n× n,C) hermitesch, so ist auch exp(A) hermitesch.

Aufgabe 249: (normale Matrizen)
Wahr oder Falsch? Begründen oder widerlegen Sie die Aussagen.

(a) Alle diagonalisierbaren komplexen Matrizen sind normal.
(b) Alle über R diagonalisierbaren reellen Matrizen sind normal.
(c) Alle unitären Matrizen A ∈ Mat(n× n,C) sind normal.
(d) Alle antihermitesche Matrizen A ∈ Mat(n× n,C) sind normal.
(e) Alle hermiteschen Matrizen A ∈ Mat(n× n,C) sind normal.
(f) Sind A,B ∈ Mat(n× n,C) normal und A ·B = B · A, so ist auch A ·B normal.
(g) Ist A ∈ Mat(n× n,R) normal, so ist A diagonalisierbar über R.
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(h) Eine Matrix A ∈ Mat(n × n,C) ist normal genau dann, wenn die Matrizen A + A† und
A− A† kommutieren.

(i) Die einzige Matrix A ∈ Mat(n × n,C), die gleichzeitig normal und nilpotent ist, ist die
Nullmatrix.

(j) Ist A ∈ Mat(n×n,C) normal, so enthält jede Jordan-Normalform von A nur Jordanblöcke
der Länge 1.
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Notationsverzeichnis

N natürliche Zahlen (ohne Null) N = {1, 2, 3, . . .}
N0 natürliche Zahlen mit Null N0 = {0, 1, 2, . . .}
Z ganze Zahlen Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}
R reelle Zahlen
C komplexe Zahlen
K allgemeiner Körper
Fq endlicher Körper mit q Elementen
Z/nZ (für n ∈ N) Menge der Restklassen Z/nZ = {[0], [1], .., [n− 1]}
K[x] Menge der Polynome mit Koeffizienten in einem Körper K
M ∪N Vereinigung der Mengen M und N
M ∩N Schnitt der Mengen M und N
M \N Menge der Elemente der Menge M , die nicht in N enthalten sind
M ×N kartesisches Produkt der Mengen M und N
Mn, M×n (für n ∈ N) n-faches kartesisches Produkt der Menge M mit sich selbst
∼ äquivalent zu (Äquivalenzrelation)
[x] Äquivalenzklasse von x bezüglich einer Äquivalenzrelation
X/ ∼ Quotientenmenge bezüglich einer Äquivalenzrelation ∼ auf X
Abb(M,N) Menge der Abbildungen f : M → N
Bij(M,N) Menge der Bijektionen f : M → N
im(f) Bild einer Abbildung f : M → N
f(A) Bild einer Menge A ⊆M unter einer Abildung f : M → N
f−1(B) Urbild einer Menge B ⊆ N unter einer Abildung f : M → N
Sn (für n ∈ N) symmetrische Gruppe: Gruppe der Permutationen π : {1, ..., n} → {1, .., n}.
Sn (für n ∈ N) n-Sphäre Sn = {(x1, ..., xn+1)T ∈ Rn+1|x2

1 + . . .+ x2
n+1 = 1}

Re (z) Realteil einer komplexen Zahl z ∈ C
Im (z) Imaginärteil einer komplexen Zahl z ∈ C
|z| Betrag einer komplexen Zahl z ∈ C
z komplex konjugiertes einer komplexen Zahl z ∈ C
arg(z) Argument einer komplexen Zahl z ∈ C
Kn (für n ∈ N) der K-Vektorraum Kn

dimK(V ) Dimension eines K-Vektorraums V
spanK(M) Spann einer Teilmenge M ⊆ V eines K-Vektorraums V
Kv Kv = spanK({v}) für v ∈ V in einem K-Vektorraum V
U + V Summe der Untervektorräume U, V ⊆ W eines K-Vektorraums W
U ⊕ V direkte Summe der Untervektorräume U, V ⊆ W eines K-Vektorraums W
HomK(U, V ) Vektorraum der K-linearen Abbildungen φ : U → V für K-Vektorräume U, V
EndK(V ) Algebra der K-linearen Abbildungen φ : V → V für einen K-Vektorraum V
ker(φ) Kern einer linearen Abbildung φ : U → V
im(φ) Bild einer linearen Abbildung φ : U → V
rg(φ), rg(A) Rang einer linearen Abbildung φ : U → V , einer Matrix A
def(φ), def(A) Defekt einer linearen Abbildung φ : U → V , einer Matrix A
Mat(m× n,K) Menge der (m× n)-Matrizen mit Einträgen in K
GL(n,K) Menge der invertierbaren (n× n)-Matrizen mit Einträgen in K
Eji Elementarmatrizen mit Eintrag 1 in der jten Zeile und iten Spalte und 0 sonst
AT Transponierte einer Matrix A
V ∗ Dualraum eines K-Vektorraums V
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φ∗ duale Abbildung zu linearer Abbildung φ
sgn Signum einer Permutation σ
σij elementare Vertauschungen σij ∈ Sn
An alternierende Gruppe
L(V ×n,W ) Vektorraum der n-linearen Abbildungen φ : V → W
S(V ×n,W ) Vektorraum der symmetrischen n-linearen Abbildungen φ : V → W
A(V ×n,W ) Vektorraum der alternierenden n-linearen Abbildungen φ : V → W
voln Volumenform auf dem Rn

det Determinante
Aut+

R (V ) Gruppe der orientierungserhaltenden Automorphismen eines reellen Vektorraums V
GL(n,R)+ Gruppe der reellen n× n-Matrizen mit positiver Determinante
SL(n,R) Gruppe der reellen n× n-Matrizen mit Determinante 1
Astrij ijte Streichmatrix
ad(A) adjungierte Matrix
E(φ, λ) Eigenraum von φ zum Eigenwert λ
g(φ, λ) geometrische Vielfachheit des Eigenwert λ von φ
H(φ, λ) Hauptraum von φ zum Eigenwert λ
a(φ, λ) algebraische Vielfachheit des Eigenwert λ von φ
K[x] Polynomalgebra über dem Körper K
pφ charakteristisches Polynom von φ
qφ Minimalpolynom von φ
Jk(λ) Jordanblock der Länge k zum Eigenwert λ
n(k, λ) Anzahl der Jordanblöcke der Länge k zum Eigenwert λ
〈 , 〉 Skalarprodukt auf reellem oder komplexem Vektorraum
|| || Norm auf reellem oder komplexem Vektorraum, Länge eines Vektors
U(V, β) unitäre Gruppe eines K-Vektorraums V mit Bi- oder Sesquilinearform β
U(n), U(n,C) unitäre Gruppe {U ∈ Mat(n× n,C) |U † · U = 1n}
O(V, β) orthogonale Gruppe eines reellen Vektorraums V mit symmetrischer Bilinearform β
O(n), O(n,R) orthogonale Gruppe {O ∈ Mat(n× n,R) |OT ·O = 1n}
Sp(V, β) symplektische Gruppe eines K-Vektorraums V mit alternierender Bilinearform β
SU(V, β) Untergruppe {φ ∈ U(V, β)| det(φ) = 1}
SO(V, β) Untergruppe {φ ∈ U(V, β)| det(φ) = 1}
SU(n) Untergruppe {M ∈ U(n)| det(M) = 1}
SO(n) Untergruppe {M ∈ O(n)| det(M) = 1}
A† hermitesch konjugierte Matrix einer Matrix A ∈ Mat(n× n,C)
φ† Adjungierte eines Endomorphismus φ
M⊥ orthogonales Komplement von M
βB B beschreibende Matrix einer Bi- oder Sesquilinearform β bezüglich einer Basis B
V/U Quotientenraum bezüglich eines Untervektorraums U ⊆ V
〈I〉K von Menge I frei erzeugter K-Vektorraum
⊕i∈IVi direkte Summe einer Familie (Vi)i∈I von Vektorräumen
Πi∈IVi Produkt einer Familie (Vi)i∈I von Vektorräumen
V⊗KW Tensorprodukt von K-Vektorräumen V,W
T (V ) Tensoralgebra eines Vektorraus V
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Index
n-Linearform, 136
n-linear, 136
Ähnlichkeit, Matrizen, 111
Äquivalenz, Aussagen, 8
Äquivalenz, Matrizen, 111
Äquivalenzklasse, 33
Äquivalenzrelation, 33

Abbildung, 36
abelsche Gruppe, 45
absolute Konvergenz, Reihe, 180
Abstandsfunktion, 227
Adjazenzmatrix, 308
adjungierte Abbildung, 249
adjungierte Matrix, 154
adjungierter Endomorphismus, 249
affine Ebene, 120
affine Gerade, 120
affine Hyperebene, 120
affiner Unterraum, 120
Algebra, 95
Algebrahomomorphismus, 95
algebraisch abgeschlossen, 190
algebraische Vielfachheit, 195
Allquantor, 14
alternierend, Bilinearform, 221
alternierend, Multilinearform, 136
alternierende Gruppe, 136
Anfangswert, 182
antihermitesch, Matrix, 255
antihermitesch, Sesquilinearform, 221
antisymmetrisch, Bilinearform, 221
antisymmetrisch, Matrix, 115, 255
Argument, komplexe Zahl, 62
assoziativ, 41, 43
Asymptoten, 262
Aussage, 6
Aussageform, 14
Auswahlaxiom, 26
Automorphismus von Algebren, 95
Automorphismus von Vektorräumen, 91

Basis, 79
Basisaustauschlemma, 84
Basisaustauschsatz, 85
Basisauswahlsatz, 83
Basisergänzungssatz, 84

Basistransformationsformel, 109
Basiswechselmatrix, 109
beschreibende Matrix, Bilinearform, 240
beschreibende Matrix, lineare Abbildung, 101
beschreibende Matrix, Sesquilinearform, 240
Betrag, komplexe Zahl, 62
Bijektion, 39
bijektiv, 39
Bild, Abbildung, 37
Bild, Element, 36
Bild, Gruppenhomomorphismus, 52
Bild, lineare Abbildung, 95
Bild, Matrix, 106
Bild, Menge, 37
Bildbereich, 37
bilineare Abbildung, 136
Bilinearform, 136, 220
Blockform, Matrix, 151
Brennpunkt, 339

Cauchy-Schwartz-Ungleichung, 224
Cauchysche Produktformel, 180
Charakterisierung unitärer Matrizen, 237
Charakteristik, 60
charakteristische Eigenschaft, n-Tupel, 31
charakteristische Gleichung, 159
charakteristisches Polynom, 195
Cramersche Regel, 154
Cramersche Regel, Gleichungssysteme, 155

darstellende Matrix, lineare Abbildung, 101
darstellender Spaltenvektor, 101
Darstellungssatz von Fréchet-Riesz, 248
de Moivresche Formel, 65
Defekt, lineare Abbildung, 97
Definitionsbereich, 37
Determinante, lineare Abbildung, 146
Determinante, Matrix, 146
Determinantenmultiplikationssatz, 147
diagonalisierbar, Endomorphismus, 161
diagonalisierbar, Matrix, 161
diagonalisierbare Jordan-Komponente, 176
Diagonalisierbarkeitskriterium, 165, 198
Diagonalisierung, hermitesche Matrix, 259
Diagonalisierung, normale Matrix, 257
Diagonalisierung, orthogonale Matrix, 259
Diagonalisierung, unitäre Matrix, 258
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Diagonalmatrix, 161
Differentialgleichungssystem, 182
Dimension, affiner Unterraum, 120
Dimension, Vektorraum, 86
Dimensionsformel für lineare Abbildungen, 97
direkte Summe, Untervektorräume, 87
direkte Summe, Vektorräume, 275
direktes Produkt, Gruppen, 46
direktes Produkt, Mengen, 31
direktes Produkt, Ringe, 55
Dirichlet-Funktion, 38
disjunkt, 29
disjunkte Vereinigung, 275
Disjunktion, 8
disjunktive Normalform, 11
Distributivgesetz, 54
Division mit Rest, 192
Dreiecksungleichung, 224
duale Abbildung, 116
duale Basis, 116
Dualraum, 116

echte obere Dreiecksmatrix, 166
Eigenraum, Endomorphismus, 157
Eigenraum, Matrix, 158
Eigenschaften der Determinante, 147
Eigenschaften des Hauptraums, 169
Eigenschaften, charakteristisches Polynom,

196
Eigenschaften, Determinante, 147
Eigenschaften, orthogonales Komplement, 231
Eigenvektor, Endomorphismus, 157
Eigenvektor, Matrix, 158
Eigenwert, Endomorphismus, 157
Eigenwert, Matrix, 158
eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie, 271
Eindeutigkeit, freier Vektorraum, 273
Einheiten, Monoid, 48
Einheitengruppe, 49
Einheitsmatrix, 104
Einheitswurzeln, 65
Einschränkung, Abbildung, 39
Element, 21
elementare Mengenoperationen, 29
elementare Transposition, 132
elementare Vertauschung, 132
elementare Zeilenumformungen, 125
Elementarmatrizen, 107, 124
Ellipse, 262
Ellipsoid, 263

endlich erzeugter Vektorraum, 81
endlich-dimensional, 86
Endomorphismenring, 94
Endomorphismus von Algebren, 95
Endomorphismus von Vektorräumen, 91
Entwicklungssatz von Laplace, 153
Epimorphismus von Vektorräumen, 91
erweiterte Koeffizientenmatrix, 119
Erzeugendensystem, Vektorraum, 76
euklidischer Ring, 192
euklidischer Vektorraum, 222
euklidisches Skalarprodukt, 137
Evaluationsabbildung, 57
Existenz von Basen, 84
Existenzquantor, 14
exklusives oder, 9
Exponentialreihe, Matrix, 181
Exzentrizität, 339

fast alle, 55
Fehlstandspaar, 132
Fibonacci-Folge, 323
Fibonacci-Zahlen, 318, 323
Fitting-Index, 168, 171
Fitting-Lemma, 168
Folge, 38
formale Ableitung, Polynom, 92
frei erzeugter Vektorraum, 273
freie Variable, 122
Fundamentalsatz der Algebra, 65

ganze Zahlen, 29
Gauß-Algorithmus für Gleichungssysteme, 127
Gauß-Algorithmus für Matrizen, 126
Gaußsche Zahlen, 192
gebundene Variable, 122
geometrische Vielfachheit, 157
geordnete Basis, 99
geordnetes n-Tupel, 31
Gerade, 74
gerade Permutation, 132
gerichteter Graph, 308
Gleichheit, Mengen, 21
größter gemeinsamer Teiler, 326
Grad, Körpererweiterung, 304
Grad, Polynom, 186
Gradsatz, 304
Gram-Schmidt-Verfahren, 233
Graph, 37, 308
Gruppe, 45
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Gruppenautomorphismus, 51
Gruppenendomorphismus, 51
Gruppenhomomorphismus, 50
Gruppenisomorphismus, 51

Halbachsen, 262, 263
Halbgruppe, 45
Hauptachsentransformation, 260
Hauptideal, 193
Hauptidealring, 193
Hauptraum, 167, 171
Hauptraumzerlegung, 170
hermitesch konjugierte Matrix, 230
hermitesch, Matrix, 255
hermitesch, Sesquilinearform, 221
Hilbertscher Folgenraum, 332
homogenes Gleichungssystem, 119
Homomorphiesatz, 270
Homomorphismus von Algebren, 95
Homomorphismus von Gruppen, 50
Homomorphismus von unitalen Ringen, 57
Homomorphismus, euklidische Vektorräume,

228
Homomorphismus, unitäre Vektorräume, 228
Hyperbel, 262
Hyperboloid, einschalig, 263
Hyperboloid, zweischalig, 263

Ideal, 192
Ideal, Erzeugung, 193
Idempotent, 113
Identitätsabbildung, 38
imaginär, 62
imaginäre Einheit, 62
Imaginärteil, 62
Implikation, 8
in Bijektion, 40
Indexmenge, 28
indirekter Beweis, 18
Induktionsanfang, 19
Induktionsbehauptung, 19
Induktionsschritt, 19
induktiv geordnet, 83
inhomogenes Gleichungssystem, 119
Injektion, 39
injektiv, 39
Inklusionen, direkte Summe, 275
Inklusionsabbildung, 39
Inklusionsabbildung, freier Vektorraum, 273
Inklusionsabbildung, Tensoralgebra, 288

Integritätsbereich, 60
Integritätsring, 60
inverse Abbildung, 42
inverse Matrix, 108
Inverses, 44
invertierbare Matrix, 108
Invertieren mit Gauß, 128
Involution, 312
isomorph, Gruppen, 51
isomorph, Vektorräume, 91
Isomorphieregeln, Tensorprodukte, 286
Isomorphismus von Algebren, 95
Isomorphismus von Ringen, 57
Isomorphismus von unitalen Ringen, 57
Isomorphismus von Vektorräumen, 91

Jordan-Kästchen, 210
Jordan-Normalform, 210
Jordan-Zerlegung, 176
Jordanbasis, 209
Jordanblock, 210
Jordankette, 209

Körper, 58
Körpererweiterung, 304
Körperhomomorphismus, 59
Körperisomorphismus, 59
kanonische Abbildung, 117
kanonische Faktorisierung, 270
kanonische Inklusionen, 275
kanonische Projektionen, 275
kanonische Surjektion, 39
kartesisches Produkt, 31
Kern, Gruppenhomomorphismus, 52
Kern, lineare Abbildung, 95
Kern, Matrix, 106
Koeffizientenmatrix, 119
Koeinschränkung, Abbildung, 39
Kofaktoren, 154
kommutativ, 43
kommutativer Ring, 54
kommutierendes Diagramm, 109
kompakter Träger, 336
Komplement, 28
komplexe Konjugation, 62
komplexe Zahlen, 61
komplexer Vektorraum, 69
Komposition, Abbildungen, 41
Konjugationsabbildung, 51
konjugiert, Matrizen, 111
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Konjunktion, 8
konjunktive Normalform, 13
konstante Abbildung, 38
konstruktiver Beweis, 17
Konvergenz, Folge, 180
Konvergenz, Reihe, 180
Koordinaten, 100
Koordinatenprojektionen, 92, 113

Länge, Permutation, 132
Länge, Vektor, 224
Lösung, Differentialgleichungssystem, 182
Lösung, lineares Gleichungssystem, 119
leere Abbildung, 37
leere Basis, 79
leere Menge, 21, 23
Leibnizsche Formel, 149
Leitkoeffizient, 186
Leitlinie, 339
linear abhängig, 77
linear unabhängig, 77
lineare Abbildung, 91
lineare Hülle, 75
linearer Unterraum, 73
Linearfaktoren, 65
Linearformen, 116
Linearkombination, 75
Linksinverses, 42
logisch gleichwertig, 10

Matrix, 101
Matrixaddition, 104
Matrixkommutator, 137
Matrixmultiplikation, 104
Menge, 21, 22
Mengendifferenz, 27, 28
Mengenring, 295
metrischer Raum, 227
Minimalpolynom, 202
Minkowski-Metrik, 223
Minoren, 153
Monoid, 45
Monom, 80, 186
Monomorphismus von Vektorräumen, 91
multilineare Abbildung, 136
Multilinearform, 136
Multiplikation von Matrix und Vektor, 104
Multiplikationstafel, 46

natürliche Zahlen, 29

Negation, 8
negativ definit, 222
negativ orientiert, 144
negativ semidefinit, 222
neutrales Element, 44
nicht ausgeartet, 221
nicht konstruktiver Beweis, 17
nilpotente Jordan-Komponente, 176
nilpotenter Endomorphismus, 158
Norm, 226
normal, Endomorphismus, 252
normal, Matrix, 255
Normalform, Bi- und Sesquilinearform, 243
normiert, Polynom, 186
normierter Vektor, 224
normierter Vektorraum, 226
Nullmatrix, 104
Nullring, 54
Nullstelle, 188
Nullteiler, 60
nullteilerfrei, 60
Nullvektor, 69
Nullvektorraum, 70

obere Dreiecksmatrix, 151, 161
Obermenge, 28
Ordnung, Gruppe, 45
Orientierung, 144
orientierungserhaltend, 149
orientierungsumkehrend, 149
orthogonal, Matrix, 230
orthogonal, Vektoren, 224, 231
Orthogonalbasis, 232
orthogonale Gruppe, 228
orthogonales Komplement, 231
Orthogonalprojektion, 235
Orthogonalraum, 231
Orthogonalsystem, 232
Orthonormalbasis, 232
Orthonormalsystem, 232
orthosymmetrisch, 231

Paar, 31
Parallelepiped, 143
Parallelotop, 146
partielle Ordnung, 83
Partition, 35
Pell-Folge, 178
Permutation, 48
Permutationsgruppe, 48
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Permutationsmatrizen, 320
Pivots, 121
Polardarstellung, 65
Polarisierungsidentität, 226
Polynom, 55, 186
Polynomdivision, 191
Polynomring, 55
positiv definit, 222
positiv orientiert, 144
positiv semidefinit, 222
Potenzmenge, 24, 27, 28
Prädikat, 14
Produkt von Matrizen, 104
Produkt, lineare Abbildungen, 280
Produkt, Vektorräume, 70, 275
Projektionen, Produkt, 275
Projektionsabbildung, 113
Projektor, 113

QR-Zerlegung, 238
quadratische Flächen, 263
quadratische Form, 227
quadratische Hyperfläche, 261
quadratische Kurven, 262
Quadrik, 261
Quantoren, 14
Quotientenkörper, Integritätsbereich, 297
Quotientenmenge, 33
Quotientenraum, 267

Rang, lineare Abbildung, 97
Rang, Matrix, 106
rationale Zahlen, 29
Realteil, 62
Rechenregeln für Determinanten, 151
Rechenregeln für Matrizen, 106
Rechenregeln für Ringe, 54
Rechenregeln für Vektorräume, 69
Rechte-Hand-Regel, 144
Rechtsinverses, 42
reelle Zahlen, 29
reeller Vektorraum, 69
Regel von Sarrus, 150
Relation, 32
Repräsentant, Äquivalenzklasse, 33
Rest, 191
Restklassen, 34
Restklassengruppe, 47
Restklassenring, 56
Ring, 54

Ring mit Eins, 54
Ringautomorphismus, 57
Ringendomorphismus, 57
Ringhomomorphismus, 57
Ringisomorphismus, 57
Russelsche Antinomie, 22

Satz des Pythagoras, 224
Satz von Cayley-Hamilton, 203
Schnittmenge, 28, 29
selbstadjungiert, Endomorphismus, 252
selbstadjungiert, Matrix, 255
semilineare Abbildung, 248
Sesquilinearform, 220
Signatur, 245
Signum, 132
Skalarmultiplikation, 69
Skalarprodukt, 222
Spaltenrang, 106
Spaltenvektoren, 71
Spann, 75
Spat, 143
Spatprodukt, 137
spezielle Zeilenstufenform, 121
Spur, 196, 312
Stabilisator, 335
Standardabbildung, 106
Standardbasis, 80
Standardskalarprodukt, 223
Streckung, 92
Streichmatrix, 153
Summe, lineare Abbildungen, 280
Summe, Untervektorräume, 87
Surjektion, 39
surjektiv, 39
symmetrisch, Bilinearform, 221
symmetrisch, Matrix, 255
symmetrisch, Multilinearform, 136
symmetrische Gruppe, 48
symmetrische Matrix, 115
symplektische Gruppe, 228

Tautologie, 10
Teiler, 191, 192
teilerfremd, 326
Teilkörper, 59
Teilmenge, 22, 28
Teilring, 56
Tensoralgebra, 288
Tensorprodukt, 281
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Tensorprodukt, lineare Abbildungen, 341
Trägheitsindex, 245
Trägheitssatz von Sylvester, 245
Transformationsformel, 241
transponierte Matrix, 115
Transposition, 132
trigonalisierbar, Endomorphismus, 161
trigonalisierbar, Matrix, 161
Trigonalisierbarkeitskriterium, 174, 198
Tripel, 31
triviale Gruppe, 46
trivialer Vektorraum, 70

Umkehrabbildung, 42
unendlich-dimensional, 86
ungerade Permutation, 132
ungerichteter Graph, 309
unitär, Endomorphismus, 228
unitär, Matrix, 230
unitäre Gruppe, 228
unitärer Vektorraum, 222
unitaler Ring, 54
unitaler Ringhomomorphismus, 57
unitaler Ringisomorphismus, 57
unitaler Unterring, 57
universelle Eigenschaft, direkte Summe, 276
universelle Eigenschaft, freier Vektorraum, 273
universelle Eigenschaft, Polynomalgebra, 187
universelle Eigenschaft, Produkt, 276
universelle Eigenschaft, Quotientenraum, 269
universelle Eigenschaft, Tensoralgebra, 289
universelle Eigenschaft, Tensorprodukt, 282
untere Dreiecksmatrix, 151
Untergruppe, 49
Unterring, 56
Unterring mit Eins, 57
Untervektorraum, 73
Urbild, Element, 37
Urbild, Menge, 37

Vektor, 69
Vektoraddition, 69
Vektorprodukt, 137
Vektorraum, 69
Vektorraumhomomorphismus, 91
Vereinigung, 28, 29
Verkettung, Abbildungen, 41
Verknüpfung, 7, 43
Vertauschung, 132
verträglich mit Bi- oder Sesquilinearform, 228

Vielfaches, 191, 192
Vielfachheit, 189
vollständige Induktion, 19
Volumenform, 142
von Neumannsche Zahlenreihe, 27

Wahrheitstafel, 7
Wahrheitswert, 6
Wert, Abbildung, 36
Wertebereich, 37
Widerspruchsbeweis, 18
Winkel, 225
wohldefiniert, 39
Wurzel, 66, 188

Zeilenrang, 119
Zeilenstufenform, 121
Zeilenvektoren, 71
Zerfallen in Linearfaktoren, 189
Zermelo-Fraenkel Axiome, 22
Zornsches Lemma, 83
Zykel, 313
zyklische Vertauschungen, 133
Zylinder, elliptisch, 264
Zylinder, hyperbolisch, 264
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