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KAPITEL 5

Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung: Existenz,
Eindeutigkeit, Randverhalten

1. Einfiihrung

Im R™ verwenden wir (meist) Koordinaten z1,...,x, und schreiben
L1
T2
xr =
Tn

Fiir eine reelle Variable verwenden wir meist t.
Ist D C R x R” offen und f: D — R"™ stetig, so definiert

x = f(tv .’E)
eine Differentialgleichung 1. Ordnung oder ein Differentialgleichungssystem 1. Ord-
nung. Ist

fl(t7$1, e ,an)
fg(t,.’L‘l, . ,Z‘n)
flt,z) = :

)

fn(t7$1, ey xn)
so kann man das Differentialgleichungssystem auch so schreiben:

.Z‘ll = fl(t,l‘l,...,.%‘n)
JZIQ = fg(t,ml, e ,JU,,L)
= falt,xy,..o.,2n)

Hingt f nicht von ¢ ab, d.h. hat man nur f = f(x), so spricht man von einem autonomen
Differentialgleichungssystem.

Eine Lésung der Differentialgleichung (des Differentialgleichungssystems) ist eine auf
einem offenen Intervall I C R definierte differenzierbare Funktion ¢ : I — R", sodass gilt

(t,p(t)) € D firallet e I

und
o' (t) = f(t, (1)) fiir alle t € I.
Ist (to,x0) € D, so versteht man unter einem Anfangswertproblem die Gleichungen
¥ = f(t,x) und x(ty) = xo.
Eine L6sung des Anfangswertproblems ist eine auf einem offenen und t; enthaltenden
Intervall I definierte und differenzierbare Funktion ¢ : I — R"™ mit
(t,o(t)) e Dfirallet € I, ¢'(t)= f(t,p(t)) fiirallet € I und ¢(ty) = xo
wieder unter der Voraussetzung (¢, p(t)) € D fiir alle ¢t € I.
Es gibt auch andere geldufige Bezeichnungen: Statt x’ findet man auch z, statt t,z,z1,...,z,,
auch Y, Y155 Yn-
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2 5. DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME 1. ORDNUNG: EXISTENZ, EINDEUTIGKEIT, RANDVERHALTEN

Beispiele:
(1) Im 4. Kapitel haben wir uns mit linearen Differentialgleichungssystemen beschéftigt:
f(t,z) = Alt)z 4 b(t),

wo A: I —R"™™und b: I — R" auf einem Intervall definierte und stetige Funktionen sind.
(2) Im 3. Kapitel haben wir lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung betrachtet, die sich in
ein lineares Differentialgleichungssystem umwandeln lassen.

Beispiel: (Rduber-Beute-Modelle in der Populationsbiologie - die Lotka-Volterra Gleichungen)

e Die Anzahl der Individuen in der Beutepopulation zum Zeitpunkt ¢ werde mit x(¢), die Anzahl
der Individuen in der Réuberpopulation mit y(¢) bezeichnet.

e Gibe es keine Riuber, so wiirde die Beutepopulation exponentiell wachsen:

2/ (t) = ax(t) mit einer Konstanten a > 0.

e Gébe es keine Beute, so wiirde die Réduberpopulation exponentiell abnehmen:
y'(t) = —by(t) mit einer Konstanten b > 0.

e Beim Zusammentreffen von Raubern und Beute dndert sich die Situation: Je mehr Rauber es
gibt, desto weniger wichst die Beutepopulation:

2/ (t) = (a — cy(t))z(t) mit einer Konstanten ¢ > 0.
Je mehr Beute es gibt, desto mehr wichst die Rduberpopulation:

y'(t) = (—=b+ dz(t))y(t) mit einer Konstanten d > 0.
e Wir erhalten also das Differentialgleichungssystem

¥ = (a—cyx

y = (=b+da)y
Kennt man zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Anzahlen z(0) und y(0), so ist die Hoffnung, dass die
Funktionen z(¢) und y(t) durch das Differentialgleichungssystem bestimmt sind.

e In der Skizze wurde in jedem Punkt (z,y) der Vektor

(a —cy)x
(—b+dx)y
angehiingt. (Werte: a = 3,b =2, ¢ =1, d = 1) Die Pfeile sollten die Richtung der Losungskurve
angeben. Man spricht auch von Richtungsfeld.
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2. LIPSCHITZ-STETIGKEIT 3

2. Lipschitz-Stetigkeit

In der Analysis (Knauf. Analysis 2. S.67) wird eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen
(X,dx) und (Y, dy) als Lipschitz-stetig bezeichnet, wenn eine Zahl L € R+ existiert, sodass gilt

dy (f(x1), f(ze2)) < L-dx(x1,z2) fir alle x1, 22 € X.
Beispielsweise ist eine Abbildung f : R™ — R"™ Lipschitz-stetig, wenn es eine Zahl L € Ry gibt mit
I1f(z) = fF)l < L- |z —yl| fir alle z,y € R™,

wobei jeweils die eukldische Norm zur Abstandsmessung verwendet wird.

Im Folgenden benotigen wir eine etwas speziellere Bedingung:

DEFINITION. Sei D C R"™! offen und f : D — R™ eine Funktion (mit f = f(t,x)).
(1) Man nennt f global Lipschitz-stetig bzgl. x, wenn es ein L € R>q gibt, sodass
1f (&, z) = f(t )|l < Lllz —yl| fir alle (t, ), (t,y) € D

gilt. (Man sagt auch, f erfillt eine globale Lipschitz-Bedingung bzgl. x.)
(2) Man nennt f lokal Lipschitz-stetig bzgl. =, wenn es zu jedem (to,xo) € D eine offene
Umgebung Uy, »0) € D von (to, o) und ein L, ) € R>o gibt, sodass

1f(t,2) = F(E I < Ligg,wo) llz =yl fiir alle (t, ), (,y) € Uty z0)
gilt. (Man sagt auch, [ erfillt eine lokale Lipschitz-Bedingung bzgl. x.)

Beispiele:
(1) f:RxR— R mit f(t,z) = |z| ist wegen
[f(t,2) = f(t.y)l = [lz] = |yl] < |z —y]

global Lipschitz-stetig bzgl. z (Dreiecksungleichung).

(2) f:RxR— Rmit f(¢t,2) = t|z| ist wegen
[f(t, @) = f(t,y)] = [tlz] = tlyl] = [t][]2] - |y|’ < [t||lz =yl

offensichtlich lokal Lipschitz-stetig.

(3) Sei f:R x R — R definiert durch f(t,z) = x2. Mit
[f(t,2) = f(t,y)] = [2® —y?| = |z +yl - |z — y]

sieht man, dass f lokal Lipschitz-stetig bzgl. x ist. f ist nicht global Lipschitz-stetig.
(4) Sei f: R x (0,00) — R definiert durch f(¢,z) = /z. Es ist

Fb2) = Ft) = |vE— gl = | YEZVDWEH VD) eyl

irdi |V
Fiir § > 0 und z,y € (6, 00) gilt \/z + /7 > 2V/3, und damit
1
t,x) — f(t, < —— |z —y| fiir alle z,y € (4, 0).
[f(t, ) = f(t,y)l 2\/5| yl y € (6,00)

Da 6 > 0 beliebig klein gewahlt werden kann, sieht man, dass f lokal Lipschitz-stetig bzgl. x
ist. Ware f global Lipschitz-stetig, so gébe es eine Zahl L > 0 mit

) — £t w)] = 278 < Ly i alle 2y € (0,00).

e

Dann wiirde aber

1
ZS\/E—F\/ﬂﬁirallex,ye(O,oo) mit z # vy

folgen, was natiirlich nicht sein kann, da = und y beliebig nahe an die 0 kommen kénnen.
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(5) Sei I C R ein offenes Intervall, seien A : I — R ™ und b: I — R" stetig. Wir betrachten
f:IxR"—Rmit f(t,z) = A(t)x + b(t).
Dann gilt fiir t € [ und z,y € R"
[t 2) = Gyl = Az = AD)y[ = [[A0) (« — 9)]| < [[A@) Iz -yl

Als stetige Funktion ist A auf kompakten Teilintervallen von I beschrinkt, woraus sofort die
lokale Lipschitz-Stetigkeit von f bzgl. x folgt.

Bemerkung: Ist f = f(¢, ) lokal (oder global) Lipschitz-stetig beziiglich =, so muss f noch nicht stetig
sein, wie folgendes Beispiel zeigt: Fiir f : R x R® — R™ mit

r firteQqQ,

f&”ﬂzldﬂ'x:{o fir t e R\ Q
gilt
1f(t,z) = f(t 9l = [1o®)(z -yl < L)z -yl < [z -yl

sodass f global Lipschitz-stetig bzgl. = ist. Natiirlich ist f nicht stetig.

Der folgende Satz gibt ein niitzliches hinreichendes Kriterium um die lokale Lipschitz-Stetigkeit zu zeigen.

SATz. Sei D CR x R™ offen und f = (f1,---, fn)t : D = R* mit f; = fi(t,x1,...,%,). Evistieren dann

die partiellen Ableitungen g;; und sind sie stetig, so ist f lokal Lipschitz-stetig beziiglich x.

Beweis:

e Sei (tp,x0) € D und U eine kompakte Umgebung von (tg, z¢) in D der Gestalt
U={(t,z): |t —to| <e,|lx -l <e} CD.

Die vorausgesetzte Stetigkeit der partiellen Ableitungen gg’: t und die Kompaktheit von U be-
J
wirkt, dass eine Zahl K > 0 existiert mit

Afi
(9333' (t’ CL')

< K fir alle (t,z) € U und alle 14, j.

e Seien nun (t,p), (t,q) € U. Wegen der Gestalt von U ist dann auch die Verbindungsstrecke in
U, d.h.

(t,p+t(q—p)) €U fiir alle t € [0, 1].
e Wir wéhlen jetzt i € {1,...,n}. Wir betrachten
g:[0,1] = Rmit g(t) = fi(t,p + t(¢ — ) = fi(t,p1 +t(ar = p1), -, Pn + t(an — Dn)).

g ist differenzierbar (nach der Kettenregel):

xT

10 = 3 Go o+ tla =) (1~ 1,)

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert ein £ € (0,1) mit

g9(1) —9(0)

o~ 9

also

filt.a) = filt.p) = ¢'(€),
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und damit
- - "Af ~
[fit,p) = fit, )l = 19'(&)] = Zaf_(t,eri(q—p))'(qj—pj) <
j=1 "7
< Z fz ?p+£q p)|lg — pg|<ZKlpg—qﬂ—
j=1 j=1
= KZIPj—qj\=Kllp—q\I1SKx/ﬁllp—q\b:
j=1
= VnKlp—qd|.
e Es folgt
IfEp) — fE o)l = Zlfztp filtt,@))? < | Y nK2[lp - q||> = nK|p—q|.

i=1

Da die letzte Abschitzung fiir alle (£,p), (t,q) € U gilt, folgt die lokale Lipschitz-Stetigkeit bzgl.
r.

Beispiel: Wir betrachten das frithere Beispiel
f iR x(0,00) = R mit f(¢t,z) = .

Dann ist

of 1

(¢ —

ax( ) 2z
stetig auf R x (0,00), also f lokal Lipschitz-stetig bzgl. x.

Bemerkungen:

(1) Die Voraussetzungen des Satzes implizieren noch nicht die Stetigkeit von f, wie man am Beispiel

0 fiirt )
FiRxR— R mit f(t,2) = 1g(t) = irt ¢ Q
1 firteQ
sehen kann.
(2) Der Satz liefert nur ein hinreichendes Kriterium. So ist der Satz beispielsweise nicht auf die
Funktion

f:RxR—= Rmit f(t,z) = |z
anwendbar, da f in (¢,0) nicht nach z differenzierbar ist. Aber f ist sogar global Lipschitz-stetig
(bzgl. x).

SATZ. Sei D C R x R™ offen und f : D — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. . Sei K C D
kompakt. Dann ist die Einschrinkung f|x von f auf K global Lipschitz-stetig, d.h. es existiert eine Zahl
L € R>q, sodass

gilt.

Beweis: Da f als stetig und K als kompakt vorausgesetzt wurde, existiert eine Zahl M mit
If(t,2)|| < M fir alle (¢,z) € K.

Insbesondere folgt
1f(t,z) = f(t, y)ll < 2M fiir alle (¢, ), (t,y) € K.

Angenommen, die Einschrankung von f auf K ist nicht global-Lipschitz stetig bzgl. z. Dann existieren
fiir jedes n € N Elemente (¢, ), (tn, yn) € K mit

If (try 2n) — f(tn, T0)ll > nllzn — ynl|-
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(Insbesondere gilt dann z,, # y,.) Da K kompakt ist, besitzt (¢,,z,) eine konvergente Teilfolge, die wir
o.E. mit (¢,,x,) identifizieren konnen. Sei
(to,x0) = nl;ngo(tn,xn).
Wegen
konvergiert auch y, gegen zo. Da f lokal Lipschitz-stetig ist, existiert ein L, »,) € R>o und eine offene
Umgebung Uy, o) von (to, o) mit
||f(t71') - f(t7y)|| < L(toyxo)”‘m - y” fiir alle (t,x), (tvy) € U(toﬂﬁo)‘
Wegen
Jim (¢, 20) = (to, xn) = T (tn, yn)
existiert ein ng mit
(tnsTn), (tn, yn) € Ung,a) fiir alle n > ng.
Es folgt
n”xn - yn” < ||f(tnamn) - f(tn; yn)” S L(to,xo)”xn - yn” fU.I‘ aue n Z no,
ein offensichtlicher Widerspruch, da immer x,, # v, gilt. Also muss es eine Zahl L geben mit
||f(t,l’) - f(tay)” S LHx - yH tiir alle (tv Z), (tay) € K.

Dies war zu zeigen. R

3. Eindeutige Losbarkeit von Anfangswertproblemen
Wir haben bereits Beispiele fiir die nichteindeutige Losbarkeit von Anfangswertproblemen kennengelernt.
Wir betrachten ein weiteres Beispiel:
Beispiel: Sei f : R — R definiert durch
Va o firz >0,
flz) = i}
0 fir z < 0.

Das Anfangswertproblem
a' = f(z), 2(0)=0
hat (neben anderen) die Losungen ¢, v : R — R mit
(L) firt >0,
0 fiir ¢t < 0.

@(t) =0 und ¢(t)={

Die Funktion f ist nicht lokal Lipschitz-stetig, was man beispielsweise am Verhalten von
f() = £(0)
1
+=0

sehen kann. Solche Phénomene gibt es nicht, wenn man lokale Lipschitz-Stetigkeit voraussetzt.

=/n — oo fiir n — oo

Satz (Eindeutige Losbarkeit von Anfangswertproblemen). Sei D C R X R™ offen und f : D — R™ stetig
und lokal Lipschitz-stetig bzgl. x. Sei (to,zg) € D. Seien

p: I, - R" und :IL; =+ R"
zwei Losungen des Anfangswertproblems
¥ = f(t,x), x(to) = o.
(Dabei sollten I, I, Intervalle sein, die ty enthalten.) Dann gilt
o(t) = Y(t) fir allet € I, N Iy.
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Beweis: Sei I = I, N I,. Wir definieren

o1 —Rmit ot) = [lp(t) — w1 = (¢(t) = ¥(1) - (p(t) — ¥(1)).
Es gilt

Es folgt
o' ()] < 2lle(t) — L@)I1f (¢ (1) — (L@
Sei J C I ein kompaktes Intervall mit ¢y € J. Nun ist
{(t,e() : t e JFU{({t, (1) : t € J}

eine kompakte Teilmenge von D. Die Einschrinkung von f auf diese Teilmenge ist global Lipschitz-stetig,
d.h. es gibt eine Zahl L € R>o mit

178 o) = f(& @) < Lllp(t) — (0] fiir alle ¢ € J.
Es folgt
lo' ()| < L||p(t) —¥(t)||* = Lo(t) fiir alle t € J.
Es ist 0(0) = 0. Aus einem fritheren Lemma folgt

o(t) =0 fir alle t € J.

Also folgt
P(t) = () fiir alle ¢t € J.

Da I durch kompakte, ¢y enthaltende Intervalle iiberdeckt werden kann, folgt
o(t) =(t) fir alle t € I.

Dies beweist die Behauptung. ®

FOLGERUNG. Sei D C R x R™ offen, f: D — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig. Seien
p:l, > R" und Y:Iy = R"
Lésungen der Differentialgleichung
a’ = f(t,x),
wobei I, und I offene Intervalle sind. Dann sind entweder die Graphen von ¢ und v disjunkt, d.h.
{(t (1) st e Ly {(t,0(t) s t € Iy} =0,
oder ¢ und Y stimmen so weit moglich tberein, d.h.

I,NIy#0  und (t) =(t) fir allet € I, N Iy.

Beweis: Seien die Graphen von ¢ und % nicht disjunkt. Dann gibt es

to € I, N Iy, mit p(t) = ().
Also 16sen ¢ und 1 das Anfangswertproblem

o' = f(t,x), =x(to) =p(to) = ¥(to)-

Die Behauptung folgt dann aus dem vorangegangenen Satz. B
Anwendung: Sei f : R — R stetig und lokal Lipschitz-stetig. ' = f(x) mit f : R — R lokal Lipschitz-
stetig. Sind z1 < a2 mit f(z1) = f(z2) =0, so sind

p1(t) =21 und @a(t) = a9

(triviale) Losungen der Differentialgleichung. Ist nun ¢ eine Losung der Differentialgleichung mit z; <
©(0) < z2, so gilt
1 < @(t) < o fiir alle ¢, fiir die ¢(¢) definiert ist.



8 5. DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME 1. ORDNUNG: EXISTENZ, EINDEUTIGKEIT, RANDVERHALTEN

4. Umwandlung der Differentialgleichung in eine Integralgleichung - Picard-Iteration

Bemerkung: Eine Funktion f : I — R" wird gegeben durch n Funktionen f; : I — R mit

f1(?)
[y =1 :
fa(t)
Sind die einzelnen Funktionen f; iiber das Intervall [a, b] integrierbar, so definiert man
) y (1) I K@yt
/ f(t)dt = / o dt= :
‘ ERAVAG 12 fa(t)dt

Im Folgenden bendtigen wir folgende Abschéitzung:

LEMMA. Sei f: [a,b] — R™ integrierbar. Dann gilt
b b
| [ swan <1 [ 1rw)a

Beweis: Wir setzen 0.E. a < b voraus. Wir schreiben
fl (t) b w1 b
i) = , W = / filt)ydt und w=| @ | = / f(¥)dt.
fn (t) a a

Wn

Es gilt:

ool

i:w? = i:wi /ab fi(t)dt = /ab (i:%ﬂ(ﬂ) dt =

b Cauchy-Schwarz b b
= [Cweswar TS [zl = ol [ s

Ist w = 0, so ist nichts zu zeigen, andernfalls folgt

b b
II/ f)dt]] = Jlwl| S/ 1 ()|t
die Behauptung. ®

Wir betrachten ein Anfangswertproblem
¥ = f(t,x), x(ty) = zo.
Ist p : I — R"™ eine Losung, so gilt
t t
o(0) = 0 = (0) — (t0) = | @(widu= [ fluolu))du
to to
also
t
o) = o+ [ fluplu))du
to
d.h. ¢ 16st die Integralgleichung
t
x(t) = xo —|—/ f(u, z(uw))du.
to

LEMMA. Sei D CR x R” offen und f : D — R" stetig.
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(1)

Beweis:

(1)
(2)

Liost ¢ : I — R™ das Anfangswertproblem
! :f<t7x)7 .I‘(t()) = To,
so gilt
t
ot)=zo+ [ flu,p(u))du fir allet e 1.
to

Sei I C R ein tg enthaltendes Intervall, ¢ : I — R™ stetig mit (t,(t)) € D fiir allet € I, sodass
gilt
¢
ot)=z0+ | flu,o(u)du fir allet €1,
to

dann ist ¢ differenzierbar und lést das Anfangswertproblem

2= f(t,x), w(ty) = o.

Den Teil (1) haben wir bereits bewiesen.
Sei umgekehrt ¢ : I — R eine stetige Funktion mit

plt) =0+ | fluplu))du.

Dann ist auch u — f(u, ¢(u)) stetig, also

t [ f(u,p(u)du

to

differenzierbar mit Ableitung f(¢, p(t)). Daher ist auch ¢ differenzierbar mit Ableitung

() = f(t, o(t))-
Natiirlich gilt p(tp) = zo. W

Idee zur Losung des Anfangswertproblems 2’ = f(t,z), x(tg) = xo: Wir definieren rekursiv eine
Funktionenfolge ¢y (t) durch

und

vo(t) = o

pr(t) = 30 + / £, o1 ().

Dies nennt man auch Picard-Iteration. Die Hoffnung ist, dass die Funktionenfolge (¢ )x>0 zumindest
in der Nahe von ¢t = ¢y gegen eine Losung der Differentialgleichung konvergiert.

Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem

o =1 +2%, x(0)=0.

Wir starten mit

und haben die Rekursionsformel

Man findet:

1. 1. 1 1. 1 2 1
t) = =¢3 1) = 3+ —t" =3+ —t7T+ — M 415,
p1(t) = 3% a(t) = g7+ Gt @s(t) = 387+ et ost + oess
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(o ist gelb, ¢ griin, ¢, blau, @3 rot.)

Beispiel: Wir betrachten
¥ = B-yz . T =2
t
y o= (24ay T g=1

Die Rekursionsformeln lauten dann

ra(t) = 2+ / (3 — wi(uw))zs ()l

t
pa®) = 1+ [ (24 m)mwdn
0
Man erhélt
oi(t) =244t y(t) =1, xo(t) =2+ 4t +4t%, yo(t) = 1 + 2%

Wir haben hier die Funktionen bis (z¢(t),ys(t)) zeichnen lassen.

Beispiel: Sei A € R"*™ und g € R". Wir wollen die Picard-Iteration auf die homogene lineare Dif-
ferentialgleichung ' = Az mit Anfangsbedingung x(0) = xo anwenden, die wir natiirlich schon geldst
haben:

900(15) = o,
t t

p1(t) = xo —|—/ Agpp(u)du = xq —|—/ Azxgdu = xg + tAxg = (I 4+ tA)xo,
0 0

t
wa(t) = mo+ / A(I + uA)zodu = xo + tAzo + t%Azxo =T +tA+ %A2)x0.
0
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(Weiter machen

5. Der Satz von Picard-Lindelsf
Fir tg € R, zg € R™ und a,b € Ry definieren wir
Za,b(t07-'170) = {(t7.%') eERxR": |t — t0| <a, ||.TJ — .’EoH < b}

Zap(to, o) ist eine kompakte Menge, die zylinderartig aussieht.

SATZ (Picard-Lindelsf, quantitative Version). Gegeben sei (tog,z9) € R x R", a,b € Ry, eine stetige
Funktion
[ Zap(to, xo) — R™,

Zahlen M, L € R, sodass gilt:

o ||f(t,x)|| < M fir alle (t,x) € Zyp(to, o).

o ||f(t,z1) — f(t,z2)|| < L-||lwy — x2]| fiir alle (¢t,21), (t,22) € Zap(to, x0)-
Sei

a = min(a, ﬁ) mit @ = a im Fall M = 0.

Durch die Vorschrift (Picard-Iteration)

golt) =70 und @iy (t) = o + / £t i () )

werden dann rekursiv Funktionen o definiert mit folgenden Figenschaften:
ok st auf dem Intervall [tg — @, to + @ definiert.

lor(t) — xo|| < b fiir allet € [to — a,to + al.

Ok [to — a,tg + a] = R™ ist stetig.

[t—to|"T?

)
(2)
(3)
(4) |lprs1(t) — ou@®)|| < MLF G fur t € [to —a,to + @] und alle k > 0.
(5)
(6)
(7)

Die Funktionenfolge (pr) konvergiert gleichmdfSig gegen eine Funktion ¢ : [tg —a,to +a] — R™.
Die Funktion ¢ list das Anfangswertproblem ' = f(t,x), x(tg) = xo.

Es gilt

_ t0|k+1 ~k+1

et oute)] < MIME o < Mpr s

fiir alle t € [to — a,to + al.

Beweis:

(1),(2),(3) Wir beweisen durch Induktion: Fiir & = 0 gelten offensichtlich die Aussagen (1),(2),(3). Wir
setzen nun voraus, dass (1),(2),(3) bereits fiir ¢y, gelten. Wegen (2) ist (¢, px(t)) € Zg (o, o)
fiir alle ¢ € [to — @, to + a], sodass f(t, x(t)) definiert ist. Also ist durch die angegebene Formel
auch @1 definiert. Mit ¢ und f ist dann auch ¢t — f(t, i (t)) stetig, also auch @gy1. Nun
gilt weiter fiir ¢ € [to — @, to + a]

¢ ¢
lerta(t) —zoll = I [ flu, or(w)dul < |/t I1f (us o (w)) lldul <
0

to

t
- b
|/ Mdu| = Mt —to| < Ma< M-— =b,
t M

IN

wobei die letzte Abschitzung natiirlich auch im Fall M = 0 gilt.
(4) Wir beweisen die Aussage durch Induktion. Fiir & = 0 gilt

t t
lor(t) — zoll = | / £, z0)du] < | / 1 s z0) s <

le1(t) — @o (@)

t
< |/ Mdu| = Mt — to],
to

die Behauptung ist also richtig fiir £ = 0. Sei nun

_t0|k+1

lowna(® - euto)l < a0t
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bereits gezeigt. Dann folgt:

t
lorea(®) = ora O = I [ (£ pnn () = onw) Jdul <
< 1 W @) = fun o) dul <
< 1 Eellonn() = el <
plu— ol ka1t = tol"F?
R
Dies beweist die Behauptung.
(5),(6) Esist
k—1
er(t) — z0 = @r(t) — po(t) = D _(it1(t) — @i(t)).

=0

Wir betrachten die Reihe Y52 (¢it1(t) — ¢;(t)): Es gilt fiir ¢ € [tg — a,to + a

> zt—to”l (L|t — to|)+?
> llpisa®) — @)l < Z p bl fZ 'ZH‘ =
1=0

M & (L\t—t0|' = L|t—to|
= —_— — e 1 =

=0

= M) < % (e 1),

Nach dem WeierstraBschen Konvergenzkriterium konvergiert daher die Reihe .2 (piy1(t) —
©i(t)) gleichméBig auf dem Intervall [tg — @,to + a]. Dies bedeutet, dass die Folge der Parti-
alsummen, also g (t) — 2o und damit auch ¢ (t) gleichméBig auf [ty — @,to + a] konvergiert.

Sei
p(t) = lim @y (1)
k—o0

die Grenzfunktion. Wegen der gleichméfliigen Konvergenz ist die Grenzwert ¢(t) ebenfalls stetig

und natiirlich gilt auch
lo(t) — x0]] < b fiir alle t € [ty — @, to + @,
also
(t,0(t) € Zap(to, zo) fiir alle ¢ € [tg — a,to + al.
Daher ist f(t,(t)) fir t € [to — a,to + a] definiert. Nun gilt

1£(to(8) = £t pu(@)]] < Lllp(t) — er(®)]]-

Die gleichméfige Konvergenz von ¢y (t) impliziert dann auch die gleichméfige Konvergenz von

f(t,or(t)), sodass man Integration und Limesbildung vertauschen darf:
¢ ¢ ¢
flup@)dn = [ fu, tim pu)du= [l fupn)du =
to to k—o0 to k—o0
t

= lm [ f(u pp(u))du= lim (gr1(t) = 20) = ¢(t) — 0.

k—o0 to

Dies zeigt nach unseren Voriiberlegungen, dass ¢(t) das Anfangswertproblem auf dem Intervall

[to — @, to + a] 16st. Da f global Lipschitz-stetig ist, ist die Lésung auch eindeutig bestimmt.
(7) Wir beweisen die Aussage durch Induktion. Fiir k£ = 0 gilt:

(@) = o) = llp(t) =zl = II/ f(u, p(u))dul| < \/ I1f (u, p(u))[|dul <

IN

| Mdu| = Mt — to|.

to
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Es nun k£ > 0 und die Aussage bereits fiir k& gezeigt. Es folgt:

le@) = erp @I = | ) f(u,w(U))du—/t f(u, pre(u))dul| =

I ) (f (u,p(w) = f(u, pr(u)))dul| <

[ (up(w)) = f(us or(w))lldul <

IN

_t0|k+1

IN

to

[ Lot - enlidu < | [ L azrl |
Lgpu—gpudug/L-MLiduz

/to g o (k +1)!

— MLk+1 ‘t7t0|k+2

(k+2)!
Dies beweist die Behauptung durch Induktion. Der zweite Teil der Abschitzung mit a ist wegen
|t — to| < a dann trivial. ®

SATZ (Picard-Lindelof, qualitative Version). Sei D C RxR"™ offen, f : D — R"™ stetig und lokal Lipschitz-
stetig bzgl. x. Dann besitzt jedes Anfangswertproblem

¥ = f(t,x), z(to)=mz9 mit (to,m9) € D

eine eindeutig bestimmte lokale Lisung, d.h. es gibt ein @ > 0 und eine Ldsung ¢ : [tg — a,to + a] = R"™
des Anfangswertproblems, und diese ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Man wéhle a,b > 0 mit Z, (to,x0) C D. Da f als lokal Lipschitz-stetig bzgl. © vorausgesetzt
war, ist die Einschrankung auf die kompakte Menge Z, (o, zo) sogar global Lipschitz-stetig bzgl. x, d.h.
es existiert ein L > 0 mit

| f(t, z1) — f(t,z2)|| < L||lz1 — 2| fur alle (¢, 21), (¢, 22) € Zgp(to, zo)-
Da f stetig ist, ist f auf der kompakten Menge Z, ,(to, zo) beschrénkt, d.h. es gibt eine Zahl M > 0 mit
If(t 2)|| < M fir alle (¢, ) € Zgp(to, x0)-
Nun kann man die quantitative Version von Picard-Lindel6f anwenden und erhélt eine Losung
v [to—a,to+a)] —» R"”
des Anfangswertproblems. Dass die Losung auf diesem Intervall eindeutig bestimmt hat, haben wir bereits

frither gesehen. m

Wir erwéhnen noch eine Folgerung, die wir spéter fiir einen Beweis benotigen:

FOLGERUNG. Sei D CRxR" offen, f : D — R™ stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. x und (to,xo) € D.
Dann gibt es eine Umgebung U wvon (tg,x0) und ein § € Rsg, sodass fir jedes Paar (1,€) € U das
Anfangswertproblem
¥ = f(t,x), =z(r)=¢&
eine Losung
QO(T,@ : [T — 5,T+ (5] — R".
besitzt. (Wichtig ist, dass 0 unabhdingig von (1,€) ist.)

Beweis: Seien a,b € R<y mit
Zap(to, xo) = {(t,x) e RxR™ : |t — to| < a, ||z — zo| < b}

Die Stetigkeit von f impliziert wegen der Kompaktheit von Z, ;(to, zo), dass eine Zahl M € Ry existiert
mit
|f(t,z)|| < M fir alle (¢,2) € Z,(to, x0)-

(Erstellen!
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Da f lokal Lipschitz-stetig bzgl. x ist, existiert wegen der Kompaktheit von Z, ;(to, zo) eine Zahl L > 0
mit
1f(t,@1) = f(t,z2)|| < L [|oy — 2| fiir alle (¢,21), (£, 22) € Zap(to, o).

Sei

(to, o) und 6 = rnin(g b ).

=7 _—
v 2’ 2M

X
Sei

(7,8) € Zg 1 (to, o)
beliebig gegeben. Wir wenden die quantitative Version des Satzes von Picard-Lindelof auf
f: Z%’%(T,f) — R"”

an. Dazu bemerken wir zunéchst, dass

Zg 5(7,8) © Zap(to, xo)

5,
gilt. Insbesondere gilt

1f(t, )|l < M fiir alle (¢,2) € Za 5 (7,)

a
2

und

£ (t) = F(t2)]| < L |l — o] fiv alle (t,21), (t22) € Zy 4 (7,6).

a
2

Die Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindeldf sind also erfiillt. Mit

0= min(g, i)

erhalten wir eine Losung
O(re) i [T—06,7+6] = R"
des Anfangswertproblems
o' = f(t,z), a(r)=¢,

die wegen der lokalen Lipschitz-Stetigkeit eindeutig bestimmt ist. Dies wollten wir zeigen. B

Wir erwéhnen hier noch einen Satz, der ohne Lipschitz-Stetigkeit auskommt.

SATZ (Peano). Sei D C R™* offen und f : D — R™ stetig. Fiir jedes (to,x9) € D besitzt dann das
Anfangswertproblem

i=f(t,z), =x(to) =20

(mindestens) eine lokale Lésung, d.h. es existieren a« = af(tg,x9) > 0, B = B(to,x0) > 0 und eine
differenzierbare Funktion ¢ : [to — a, to + ] = R™ mit

(t,p(t) € D und @(t) = f(t,p(t)) firallet € [to—d,to+ 9]

Bemerkung: Betrachtet man das Anfangswertproblem
zz' =1, z(0) =0,

so ist klar, dass es keine Losung hat. Existenzaussagen, die fiir ' = f(¢, ), x(tg) = xo gelten, lassen sich
also nicht unbedingt verallgemeinern.
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6. Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz

In der zuvor angegebenen Fassung sagt der Satz von Picard-Lindel6f, dass jedes Anfangswertproblem
' = f(t,x), z(tg) = xo lokal eindeutig losbar ist, wenn f stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. z ist.
Nicht klar ist dabei, was global passiert.

LEMMA. Sei D CR x R™ offen und f: D — R"™ stetig. Sind
©1 - [tl,to] — R" und ©2 - [to,tg} — R"
Lésungen der Differentialgleichung ' = f(t,x) und gilt

¢1(to) = ¢2(to),
so lost auch
. @l(t) fur te [t1> t0]7
:[t1, ta] = R™ mit o(t) =
@l te] #(t) {w@ fiir t € Jto, t1]
die Differentialgleichung.

Beweis: Zunichst ist ¢ eine stetige Funktion. Natiirlich 16st ¢ die Differentialgleichung in allen Punkten
t # tg. Nun gilt aber

1 (to) = f(to, p1(to)) = f(to, p2(to)) = ¥5(to),
also ist auch ¢ in ¢y differenzierbar und 16st dort die Differentialgleichung. m

Satz (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei D C R x R™ offen, f : D — R"™ sei stetig und
lokal Lipschitz-stetig bzgl. x. Sei (tg,x0) € D. Dazu existiert ein eindeutig bestimmdtes, to enthaltendes,
offenes Intervall (t—,t4) CR mit —oco < t_ <ty <ty < oo und folgenden Figenschaften:

(1) FEs existiert auf (t_,ty) eine Lisung des Anfangswertproblems ' = f(t,x), z(to) = xo, d.h.
eine differenzierbare Funktion ¢ : (t_,t4+) — R"™, sodass gilt
(t,o(t)) €D und ¢'(t)= f(t,p(t)) firalete (t_,ty) und ¢(to) = zo.
(2) Ist: J — R™ eine Losung des Anfangswertproblems, so gilt J C (t_,t) und ¥(t) = p(t) fir
allet € J.

(t—,t4) wird das maximale Existenz- oder Lésungsintervall genannt, ¢ die (eindeutig bestimm-
te), maximale Lésung des Anfangswertproblems. t— und t; nennt man auch Entweichzeiten.

Beweis:
e Wir definieren
t_ =inf{t; € R: das Anfangswertproblem hat eine Losung auf [t1, o]}
und
ty =sup{ta € R: das Anfangswertproblem hat eine Losung auf [to, t2]}.
e Da das Anfangswertproblem nach dem Satz von Picard-Lindel6f lokal um ¢t = tg l6sbar ist, gilt
to <tg<ty.
e Seity <t < ty.Dann existiert ein to mit ¢ < to < t4 und eine Losung des Anfangswertproblems
©1 : [to, t2] — R™. Wir definieren
o(t) = ().
Ist o : [to,zg] — R™ eine andere Losung mit ¢ < tp < t+, so liefert der Eindeutigkeitssatz
©1(t) = pa(t) auf [tg, min(te, t2). Damit ist () eindeutig definiert und erfiillt natiirlich die
Differentialgleichung.
e Analog kénnen wir ¢ auf dem Intervall (¢_, o] definieren.
e Gibe es eine Losung ¢ auf dem Intervall [tg,t4] mit ¢4 < oo, so wire (t4,p(t4)) in D, also
erhielte man mit dem Satz von Picard-Lindelsf eine Losung auf einem Intervall [t — 0, ¢4 + 4],

die natiirlich auf [t — ,¢4] mit der urspriinglichen Losung iibereinstimmt. Damit hétte man
eine Losung auf [tg,t4 + J], was der Definition von ¢4 widerspricht. Analoges gilt fiir ¢_.
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e Sei ¢ : J — R” irgendeine Losung des Anfangswertproblems. Wegen unseres Eindeutigkeitssat-
zes folgt sofort ¢(t) = (t) fir alle JN (t—,t4). Wire J € (t_,t4), so erhielte man eine Losung
auf JU (t_,ty), was der Maximildt widerspriche. m

7. Randverhalten

Es gibt im Allgemeinfall keine einfache Formel fiir das maximale Losungsintervall der maximalen Losung.
Der folgende Satz macht aber eine wesentliche Aussage dazu.

SAaTz (Randverhalten maximaler Losungen). Sei D C R x R™ offen, f : D — R™ stetig und lokal
Lipschitz-stetig bzgl. x. ¢ : (t_,t4) — R™ sei die mazimale Lisung des Anfangswertproblems

¥ = f(t,x), z(to) = 0.

Wir unterscheiden zwei Fille:

(1) FalldD =0, d.h. D =R x R™: Fiir t; gibt es zwei Méglichkeiten:
e i, =o0.
o 1, < o00. Dann gilt limyy, ||@(t)|| = oc.
Analog gibt es fiir t_ zwei Moglichkeiten:
e t_ = —o0.
o t_ > —oc0. Dann gilt lim, |, ||¢(t)] = oo.
(2) Fall D #R x R", d.h. dD # 0: Fiir t+ gibt es drei Méglichkeiten:
[ t+ = Q.
o 1, < oo undlimyy, [|o(t)| = oco.
o t < oo und limy, Abstand((t,¢(t)),0D) = 0. (Ist € R™ und gibt es eine Folge t, mit
t, Tty und p(t,) = T, so gilt (t4,7T) € 0D.)
Analog gibt es fiir t_ drei Mdglichkeiten:
o {_ = —00.
o t_ > —oo und lims;_ [Jo(t)|| = oo.
o {_ > —oo und lims);  Abstand((t, p(t)),0D) = 0.

Beweisskizze: Wir betrachten die maximale Losung
(720 (t,,t+) — R"
des Anfangswertproblems
¥ = f(t,x), x(ty) = zo,

wobei D C R x R™ offen und f : D — R” stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. x sein soll. Wir schauen
uns nur den rechten Rand ¢, an.

(1) Ist t4 = oo, so ist die Losung auf ganz [tg, 00) definiert. Hier ist nichts zu zeigen.

(2) Wir betrachten nun den Fall ¢, < co. Wir wissen bereits, dass ¢ nicht in ¢y definiert ist. Wir
betrachten, wie sich ¢(t) fiir t — ¢ verhilt.
(a) Fall: limy_,, [|(t)| = oo, d.h. fiir alle M > 0 gibt es ein € > 0, sodass gilt

)|l > M fiir alle t € (t4 —e,t4).

(b) Wenn dies nicht der Fall ist, gibt es ein M > 0, sodass fiir alle k € N ein ¢, € (t4 — +,t4)
existiert mit
le(te)ll < M.

Die Folge (¢(tx))r>1 ist beschrénkt, besitzt also eine konvergente Teilfolge. O.E. konvergiert
die Folge selbst, d.h. es gibt ein & € R™ mit

lim o(t;) = 2.
k—o00
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Angenommen, es wire (t4,Z) € D. Nach einer Folgerung aus der quantitativen Ver-
sion des Satzes von Picard-Lindelof gibt es eine Umgebung U von (¢4,Z) in D und
ein 6 > 0, sodass fiir jedes Paar (7,¢) € U das Anfangswertproblem

¥ = f(ta), a(r)=¢
eine eindeutig bestimmte Losung
Pre [T =07+ =R
besitzt. O.E. gilt (tx, p(tx)) € U. Also gibt es eine Losung
Ok [tk — 0,tk + 6] = R”
des Anfangswertproblems
o’ = f(t,x), x(ty) = ¢(ty).

Da aber auch ¢ : (t_,t+) — R"™ eine Losung dieses Anfangswertproblems ist, und
zwar sogar die maximale Losung, folgt

[ty — 0,tp +0] C (t—,t4), also insbesondere ¢y + 0 <t;.

Da § > 0 unabhéngig von k ist, erhélt man fiir £ — oo den Widerspruch ¢4 +d < t;.
Die Annahme ist also falsch, der Fall (t4,7) € D ist unmoglich.
Falls (t1,Z) € D, so ist der Punkt als Grenzwert von (t,,(t,)) im Rand von D,
d.h.

(t4+,z) € OD.
Es folgt die Behauptung. B

Bemerkung: Etwas vereinfacht ausgedriickt kann man sagen, dass maximale Losungen von Rand zu

Rand laufen.

Beispiele: Die folgenden Beispiele zeigen verschiedenes Randverhalten im Fall tT < oo.

(1) Das Anfangswertproblem

o =tz?, 2(0)=1

ist auf ganz R? definiert, d.h. D = R2. Wir hatten die Losung

mit dem maximalen Definitionsintervall

(t*a tJr) = (_\/5’ \/i)

gefunden. Hier gilt also limgq, [p(t)| = oo.
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(2) Das Anfangswertproblem
1
!/
r=— z(0)=1
a0)
ist definiert fiir x # 0, also auf D =R x (R \ {0}). Als Losung findet man
o(t) =v1-2t

mit dem maximalen Definitionsintervall

1
(t_,ty) = (—o0, 5)
Es gilt
lim(¢, p(t)) = (1,0) € 0D.
i1l 2

((3,0) ist ein Randpunkt von D.) Wir driicken es noch anders aus: Es ist 0D = R x {0} und

Abstand((¢,¢(t)),0D) =1 — 2t

und

lim Abstand((¢, ¢(t)),0D) = 0.

thty
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(3) Das Anfangswertproblem

mit dem maximalen Lésungsintervall

(t-,t4) = (—=00,0).
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Fiir t 1 ¢4 divergiert ¢(t); die Hiufungspunkte sind (0, ¢) mit —1 < ¢ < 1, also Randpunkte von
D. Noch etwas genauer: Es ist 0D = {0} x R und

Abstand((¢, ¢(t)),0D) = |¢|

und
lim Abstand((¢, p(t)),0D) = 0.

tTty

Der folgende Satz liefert ein niitzliches Kriterium:

SaTz. Seien D = (a,b) xR™ mit —oco < a < b < oo, f: D — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig beziiglich
x. Auflerdem gebe es stetige Funktionen

a, B (a,b) = Rxg,

sodass qilt
IIf(t, z)|| < a(t)|z|| + B(t) fir allet € (a,b) und alle z € R™.

(Man nennt f in diesem Fall linear beschrinkt.) Dann ist fir jedes (to,xo) € (a,b) x R™ die mazimale
Lésung ¢ : (t—,t+) — R™ des Anfangswertproblems x' = f(t,x), x(tg) = xo auf ganz (a,b) definiert, d.h.

(b ts) = (ab).

Beweis:
(1) Wir betrachten zunéchst ¢ € [to,t4). Es gilt

o(t) = 7o + / £ o)) s,
also
le(®)] < llzoll + / 1 (s ()l < o]l + / () | o(w)]] + Blu))ds

Wir definieren
t
At [to,t4) — Rmit A(t) = [|lzo| +/t (a(u)|le()|| + Bu))du,

sodass insbesondere [|¢(t)]| < A(t) gilt. Es folgt
N(t) = a®)lle®)] + B(1),

und damit
N(t) < a(t)A(t) + B(1).
Sei A(t) eine Stammfunktion von a(t). Wir definieren eine neue Funktion p(t) durch den Ansatz

At) = eAD pu(t).
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Dann gilt:
N(t) < aMAt) +B(t) = a®)eOut) + eV (t) < a)eOut) + 8(t) =
= AP <BE) = 1) < e ADB(R).

Damit folgt

W(O) = plto) + (ut) = plto)) = o) + [ (i <

to

t
< ulto) + / A0 B(u)du,

to
also .
30 <40 (utto) + [ B0 )
to
und wegen ||o(t)|| < A(t)

ool < O (i) + te‘A(“)ﬁ(u)du) ,

to
wobei die rechte Seite auf ganz [tg,b) definiert ist. Wir wollen zeigen, dass t; = b gilt. Wiire
ty < b, so gébe es zwei Moglichkeiten:
e Fall: Die Losung {(¢,(t)) : t € [to,t+)} kommt dem Rand beliebig nahe. Dann miisste
b < oo sein. Aber wegen t; < b hat die Losung eine Abstand > b — ¢t vom Rand. Dieser
Fall kann also nicht eintreten.
e Fall: limsyy, [|o(t)|| = oo. Da die rechte Seite unserer Abschitzung aber fiir alle ¢ € [to,b)
definiert ist, kann dieser Fall nicht eintreten.
Es gilt also ty =b.
(2) Analog zeigt mant_ =a. ®

Beispiel: Betrachten wir das Anfangswertproblem
o' = —torcosx +e', x(0)=1.

Offensichtlich ist f(t,2) = —t°x cosx + €’ linear beschriinkt. Daher ist die maximale Losung des Anfangs-
wertproblems auf ganz R definiert.

Eine Anwendung des letzten Satzes ist folgendes Ergebnis, das wir schon bei den linearen Differential-
gleichungen oft verwendet haben.

FOLGERUNG. Sei I CR™ offen und A : I — R"*™ stetig. Wir betrachten die homogene lineare Differen-
tialgleichung

und die auf ganz I definierten Losungen:
L={p:I>R":¢(t) = At)p(t)}.

Dann ist L ein n-dimensionaler Vektorraum.

Beweis: Wir haben frither gezeigt, dass £ ein Vektorraum der Dimension < n ist. Wir miissen noch zeigen,
dass die Dimension tatséchlich n ist. Sei f : I x R™ definiert durch

ft,z) = A(t)z.
Natiirlich ist f stetig. Wegen
1t x1) = f(t, z2) || = [[A®#) (21 — z2)[| < [[A@)[[[|21 — 22| fiir alle 21,25 € R"

ist f auch lokal Lipschitz-stetig, sodass jedes Anfangswertproblem eine eindeutig bestimmte, maximale
Losung besitzt. Wegen

1 @)l = [A@)]| < [[A@)[[l«]]
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ist f linear beschriankt, sodass alle maximalen Losungen auf dem ganzen Definitionsintervall I definiert
sind. Seien ey, ...,e, € R™ die kanonischen Einheitsvektoren. Sei ¢; : I — R™ die Losung des Anfangs-
wertproblems

= Alt)x, xz(ty) = e;.
Wir schreiben die Losungen 1, ..., ¢, spaltenweise in eine Matrix:
(1) = (pr(B)] - ().
Wegen
D(to) = (pr(to)]- - [en(to)) = (ea] .. [en) = 1
ist ®(t) die Hauptfundamentalmatrix in ¢ = to. Dies beweist die Behauptung. B

Auch der folgende Satz liefert ein niitzliches Kriterium:

SaTz. Sei Dy C R™ offen, f: Dy — R™ lokal Lipschitz-stetig und ¢ : (t—,t+) — R™ die mazimale Lisung
des Anfangswertproblems

a’ = f(z), 2(0)==o.
(Man beachte, dass f micht von t abhingt, dass es sich also um eine autonome Differentialgleichung
handelt.) Gibt es dann eine kompakte Teilmenge K C Do mit

o((t-,t4)) € K,
so gilt schon
(t-,t4) =R,
d.h. die Losung @ ist auf ganz R definiert.

Beweis:
(1) Ist Dy # 0, so nimmt die stetige Funktion

K — R, z+ Abstand(x,0Dy)
ihr Minimum ¢ auf der kompakten Menge K an. Dies kann nicht 0 sein, d.h. § > 0. Dann gilt
Abstand((t, ¢(t), 0(R x Dg)) > 4.
Es bleiben fiir das Randverhalten also nur die Moglichkeiten
ty =00
oder

ty < oound lim [|p(t)]| = .
on

Da aber das Bild von ¢ in einer kompakten Menge enthalten ist, kann der zweite Fall nicht
eintreten. Also gilt t; = oo und ganz analog t_ = —oco. B

Auch die folgende Eigenschaft ist bei der Untersuchung von Differentialgleichung manchmal hilfreich:

SATZ. Sei D CR™ offen und f: D — R™ stetig.
(1) Ist ¢ : [tp,00) = R™ eine Lisung der Differentialgleichung
o' = f(=),
sodass p(t) fiirt — oo gegen einen Punkt p € D konvergiert, d.h.
lim ¢(t) =p mit p € D,
t—o0
so gilt
flp) =0.
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(2) Ist ¢ : (—o0,tg] = R™ eine Lisung der Differentialgleichung
2’ = f(),
sodass p(t) fiirt — —oo gegen einen Punkt p € D konvergiert, d.h.
im o(t) =p mitp € D,
so gilt

f(p)=0.
(Lokale Lipschitz-Stetigkeit von f wird hier nicht vorausgesetzt.)

Beweis:

(1) (a) Da f in p stetig ist, existiert zu jedem £ > 0 ein § > 0 mit der Eigenschaft:
zeDwnd flz—pl<ds — [f@)—fO)] <e.
Da ¢ fiir t — oo gegen p konvergiert, existiert zu jedem ¢ > 0 ein ¢; mit
t>t = |e(t) —pl <o
Zusammengesetzt finden wir zu € > 0 ein § > 0, dazu ein ¢. mit der Eigenschaft

t>t. = |[fle) - f) <e.
(b) Nun gilt fiir ¢ > ¢,

I —t) = -t |—||/f Jdul =
- f( (w))duu — / () — F(p))du]) <
< | f(sﬂ(u))dUIH [ 16w) = ) du <
< | / w)dul] + / edu = lo(t) — @(to)l| + et — 12) <
< el + o)l + et — o).
Es folgt

eIl = (f P =) (t = te) = [le(t)]]-

Wiére f(p) # 0, so wiirde man bei Wahl von ¢ < || f(p)|| sofort lim;_, [|¢(t)|| = oo erhalten,
was wegen ©(t) — p nicht sein kann. Daher folgt f(p) = 0, wie behauptet.
(2) Definiert man v : [—tg, 00) durch ¥ (t) = ¢(—t), so gilt

V() = —¢'(—t) = = fe(=t)) = (=) (1))
und
Jim (t) = p
Wendet man (1) auf ¢ und —f an, so folgt —f(p) = 0, also f(p) = 0, wie behauptet. B

Beispiel: (nach F2012/2/4) Wir betrachten das Anfangswertproblem
¥ = f(x) mit f(z) = z(x —2)e°*” und z(0) =1.

e Da f(x) = z(xr — 2)e®"? stetig differenzierbar ist, besitzt das Anfangswertproblem nach dem
globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz eine eindeutig bestimmte, maximale Losung

@ : (t_,t+) — R.
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Die Differentialgleichung ' = f(x) hat die konstanten Loésungen ¢, @2 : R — R mit
wo(t) =0 und o(t) =2.

Da (0,1) im Graphen von ¢, aber nicht in den Graphen von ¢ und @5 liegt, sind die Graphen
disjunkt, sodass mit dem Zwischenwertsatz sofort

0<pt)<2firallete (t_,ty)

folgt.
Da ¢ beschriinkt ist, folgt aus dem Satz iiber das Randverhalten sofort

(t—,t4) = (—00,00),

weil es keine anderen Moglichkeiten gibt.
Aus 0 < ¢(t) < 2 folgt f(p(t)) < 0, also ¢'(t) < 0. Daher ist ¢ streng monoton fallend.
Wegen 0 < ¢(t) < 2 existieren daher x4 = limy_,o ¢(¢) und z_ = lim;_,_ o ¢(t). Nach einem
vorangegangenen Satz folgt f(x_) = f(x4) = 0. Da ¢ streng monoton fallend ist, ergibt sich
dann

lim p(t)=2 und lim ¢(t) =0.

t——o0 t—o0
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