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Die Exponentialfunktion — eine kurze Einfiihrung

1)expw::limn_>oozz=0’;—’:::1—|—w—|—§—|—§—?+--- (x > 0).

Die Folge der Werte en=1+x+§+---+i—7 (n € N) mit x > 0 ist streng

monoton wachsend. Sie ist auch beschrénkt; denn fiir ng > 2x folgt
$n0+1

en = Engt+ oy + < 6n0+%(%+i+. ) < %ﬁ% (n > ny).
Also existiert der Grenzwert exp z = lim, o Y ,_, ”2—],6 (x > 0).

m!

2)‘1+z+zz_?_|_...+£_ (1+§)n‘§%exp|z| (m>n>1,z € C).
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3) |am — bal < €n (m>n > 1), () Nullfolge
= (an),(b,) konvergent, lim a,, = limb,.
Denn |a,, — a| < |am — bu| 4 |bn — an| < 26, (m >n > 1), also (a,) Cauchy-

folge; ebenso |b,, — by| < b — am| + |am — b| < €+, (M >n > 1) und
damit auch (b,) Cauchyfolge.

4) exp z := lim (1 + %)n = lim z z (z € C).

n—o0

Dies ist eine sinnvolle Definition nach 2) und 3).

5 [(1+2)" = (14 2)"] < 12 — w] exp(max(|2], [w])) (2w € ©).

Denn mit a” — 0" = (a — b)(a™ ' +a" b+ - - 4+ ab" " + b" 1) folgt
(+2)" = ()" B ) (1 2)" T (1)
+

n
< lz=v] n(l max(|z],[w|)
- n n

((T+9)" = EZZO%(l — Ly (1 — &) st fiir ¢ > 0 offenbar monoton
wachsend mit n.)

)" < |2 — w| exp(max(|2], [w])).
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6) expz-expw = exp(z +w) (z,w € C).

Denn (14 2)"(1+%)" = (1+ M)n, also nach 5)

[(1+2)"(1+2)" — (1+=2)"] < 2 exp(|z + w]| + [zw]) (n > 1).

7) Aus 6) folgt exp(—=z) expz =1 (2 € C), also insbesondere expz # 0 (z €
C), ferner expx > 0 (z € R), und exp x ist auf R streng monoton wachsend.

Auflerdem per Induktion mit e := exp(1) = 2.71828182845904523536...
(Bulersche Zahl):

expn=¢" (n€Z), exp(y)= /e, expr=ce" (r € Q).
Daher: e* :=expz (z € C).
eh -1 ez+h _ Az

. _ z/_.
8)11113(1) h =1 (e)_il7,1—r>r(l) h

=e* (z € C).
(Dabei darf h sich beliebig in C\{0} an 0 annéhern.) Fiir h # 0 gilt:

o0 o0 o

eh_1 B o Rk—1 - |h\k_1 . |h\ 9 \h|k_2 M \h|

<5 1‘_‘2: i l}é = E:(k-1)k(k-2)!< 5 e, und
k=1 k=2 =2

eZH;l_eZ =e° ehh_ L ( Formale gliedweise Ableitung ergibt:
|
(ag +a1x +agz® +---) =ap+ a1z +ax®> + - = api1 = ﬁ_lak(k‘EO).

Das erklért den Ausgangspunkt 1) der exp-Definition. )

Nachbemerkungen:

I) Die Abschétzung 5) impliziert insbesondere ganz allgemein:

zZn >z (n—o00) = (1+2)" 5 e*(n— oco).

IT) Aus 5) folgt |e* — | < |z — w| max(el?l, el*!). Es gilt aber auch:
’ez — e“’} < min(|e*|, [e*]) (el*~= — 1) (z,w € C).

Denn e? —e? — ez(l_ew—z)’ und |1_ew—z| — |_ZZO:1 (WE'Z)’C| < 220:1 |1U;!z|k.

III) Die Abschétzung 2) ist relativ scharf; wir illustrieren dies am Fall z = 1.
(1+1) " <e< (1+5)" und (145" —(1+1)" =L (1+1)" ~ ¢, und
nach 2) e — (1+ 1)"| < 2. Genauer:

e — (1 + %)n —e — enln(l-f-l/") — e(l _ en(l/n—1/2n2+1/3n3:|:...)_1)

= —e Z% = £ +0(35). D.h.: & ist die bestmdgliche Abschét-
k=1

zung erster Ordnung.
Dies zeigt exemplarisch, wie langsam (1+ Z)" gegen e” konvergiert. Im Gegensatz

; z n Zk elz[\n+1
dazu gilt |e — > heo H‘ < \/2#(1717“)("'—‘&) W (n+2>|z|).

E.M.E.Wermuth, Costinesti, 29.11.2024
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Hohere Dimensionen

Die Exponentialfunktion lédsst sich leicht auf den Fall beschrinkter linearer Operatoren in
Banachrdumen verallgemeinern; wichtiger Spezialfall: die Matrizen-Exponentialfunktion.
Einiges wird im folgenden genau ausgefiihrt, manches nur skizziert; mehr mathematische

Vorkenntnisse als beim Einfiihrungsteil werden vorausgesetzt.

Sei X ein Banachraum. Fiir beschriankte lineare Operatoren A, B : X — X
sei das Produkt AB — wie allgemein {iblich — als Hintereinanderausfithrung
von A und B verstanden, also (AB)z := A(Bz) (z € X). Dann sind Po-
tenzen von Operatoren wohldefiniert und damit auch Polynome agl + a1 A +
asA? + -+ + a, A" mit dem Identitéitsoperator I : x — z (z € X). Wir
konnen die Abschidtzung bei 2) praktisch unveréndert iibernehmen, mit der
Operatornorm || - || anstelle des Betrages komplexer Zahlen:

A" (I+é>n |A|l”

, <
P k! n

exp ||All (m>n>1,A € B(X))

Dabei bezeichne B(X) den Banachraum der beschréinkten linearen Opera-
toren auf X. Auch 3) und 4) kénnen wir ohne Anderung iibernehmen und
setzen:
A tim (142 =1 S22 oA aenx
exp A= lim (1+ )" = lm 3 50 = 350 (4 € BOX)
k=0 k=0
Im Spezialfall X = C ist B(X) nichts als die Gesamtheit der Multiplikations-

operatoren a : z — az (z € C) und damit die Operator-Exponentialfunktion
mit der ,,gewohnlichen“ Exponentialfunktion identifizierbar.

Auch die Abschitzung 5) ldsst sich auf den Operator-Fall tibertragen; aller-
dings miissen wir die Begriindung ein klein wenig modifizieren. Die Multipli-
kation der Operatoren ist ndmlich nicht kommutativ, sogar schon im einfach-
sten nichttrivialen Fall X = C? (oder auch X = R?).

a"—b" =a""Ya—b)+a" 2(a—b)b+a"3(a—b)b>+---+ala—Db)b" 2+ (a—b)b" !
gilt aber auch fiir nichtkommutative Produkte, und damit folgt

14" = Bl < |A = BIl (1AM + 1A 2 Bl + -+ 1B™H)) -

Dies geniigt offenbar, um 5) zu erschliefien:
A\n B\n
H(H;) ~(1+7) HsnA—Bnexp<max(||A||,||B||>> (4, BEB(X))

Die zu 6) fiihrende Identitét (1 + %)n(l + %)n = (1 + anw/")n setzt
aber wesentlich die Kommutativitit voraus; und in der Tat kann man durch
Gegenbeispiele zeigen, dass 6) im allgemeinen nicht gilt — ein schmerzliches
Handicap beim Umgang mit Operator-Exponentialfunktionen. Wir nennen
hier ein Gegenbeispiel aus dem Bereich der 2x2-Matrizen und leiten vorab
eine allgemeine Formel her fiir die Exponentialfunktion in diesem einfachsten

mehrdimensionalen Fall.
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Zuerst eine Bemerkung zu einem Trivialfall: Wenn A und B kommutieren
(AB = BA), dann gilt die zu 6) fithrende Identitédt, und die Funktional-
gleichung 6) folgt mit demselben kurzen Beweis. Daher benutzen wir auch
weiterhin die generelle Schreibweise exp A =: e?. Also:

AB=BA = %P =¢e4tEB

Zum 2x2-Fall: Mit A == (¢ %) und 1= (1 ©) it A4 — exd
c 01 2

a—d
< 2 dba>, (A— MI)Q = ((%)Z—Fbc) I (denn Spur 0 ergibt zwei

2
entgegengesetzt gleiche Eigenwerte!) und mit w? := — (%1) — bc daher
=1
e = o A — oY — (A — o))"
n!
n=0
+d e k 2k k 2k +d
arad 1 71 ara .
=e 2 ( ED ™ (%), I+ Z (2/«:)' — QdI))ze 2 (cosz—l—smcw(A— atd
k=0
sin w w # 0
mit sincw = 1” ’ 0’. Da cos und sinc gerade Funktionen sind, d.h.
b w -

Funktionen von w?, kommt es auf das Vorzeichen von w nicht an.

. 0 1 0 0 10 0 0
Mit A = <0 0>, B = <1 0> folgt AB = (0 0) #+ BA = <0 1>, ferner
1 1 1 0 coshl sinhl
A _ B _ A_.B A+B _ B_A A_B
¢ _<0 1)’6 _<1 1>’ee 7 _<sinh1 cosh1>#ee 7 e

Man kann im n x n-Fall zeigen Haben die Matrizen A, B lauter algebraische Ele-
mente, folgt aus e?e? = ePe? stets auch AB = BA:; bei nichtkommutierenden
Matrizen mit algebraischen Elementen ist die Funktionalgleichung also stets ver-
letzt. (Siehe EMEW, Two Remarks on Matriz Exponentials, Linear Algebra and its App-
lications 117: 127-132 (1989); siehe auch N.J. Higham, Functions of Matrices, STAM 2008,

Theorem 10.3.)

Allgemeiner gilt: Sind A, B nichtkommutierende beschrinkte lineare Ope-
ratoren in einem Banachraum X, und gilt o(A) N (o(A) + 2kwi) = @ und
o(B) N (0(B) + 2kwi) = @ fiir deren Spektren o(A),o(B) bei beliebigem
k € Z\{0}, so folgt auch edeP =+ eBed. (Siehe EMEW, A Remark on Commuting
Operator Exponentials, Proceedings of the AMS 125: 1685-1688 (1997).)

0 ™ A o 1 1 . .
- 0) € IundBt<1 1) mit ¢ € C\{0} und damit

AB # BA zeigt, dass die Voraussetzung beziiglich der Spektren nicht wegfallen kann.

Das Gegenbeispiel A = (

Da die Abschitzung 5) auch ohne Kommutativitits-Voraussetzung giiltig
bleibt, gilt dies auch fiir die wichtige Folgerung aus Nachbemerkung I):

A7 A
A, > A(n—>o0) = (I—I——) — e” (n = o0)
n

Dabei sind die A,, eine Folge beschrankter linearer Operatoren in einem Ba-
nachraum X, und A ist ein ebensolcher Operator; d.h. es gilt ||A, — Al — 0.
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Wir wenden dies an auf einen interessanten dreidimensionalen Fall, die Dre-

hungen um eine Achse a € R?, |a| = 1, mit Winkel ¢.

Ist € ein sehr kleiner Drehwinkel, wird jeder Punkt x in erster Ordnung senkrecht

zur Drehachse bewegt; die Verschiebung: ea x x + O(e?), |0(e?)| < 62'3—:2’(' Also
Dacx=x+caxx+0(?) = (I+ecAx+ (’)(52))X

( 0 —az a3 )

mit Ay :=[ a3 0 —a|. Mit e = p/k, k — oo folgt

—as  ai 0

pAx
k

Da Ay =(axej,axeyaxe3) und ax (axe;)=a;a—e; glt A2 =aal —1I,

A3 = —A, = AT, (Man beachte die Analogie zu i* = —i und €% als Drehfaktor in

C.) Also ist die spezielle Exponentialreihe )7 % (<p Ax)k leicht auszurechnen:
o0 k
' .
D,, = ePAx — Z EA’; =TI+sinpAyx + (1 — cosgo)Af< .
k=0 :

k
Dy px = Dg,w/kx = (I + + (’)(k_Q)) x = e x (k — 00).

Da die Verallgemeinerung von 5) stets gilt, haben wir auch die allgemeine
Abschétzung

HeA — eBH < ||A - B| max(e”A”,e”B”) (A,B € B(X)).

Aber die Herleitung der meist weit schirferen Abschétzung aus Nachbemer-
kung II) benutzt die Funktionalgleichung, gilt also nicht allgemein. Aber ein
wichtiger Spezialfall trifft zu: Ist A ein beschriankter normaler Operator in
einem Hilbertraum X und FE ein beliebiger weiterer beschrénkter linearer
Operator in X, eine ,Storung®, so gilt die Stirungs-Abschitzung

le*® — et < le] (! — 1)

(Siehe EMEW, Two Remarks on Matriz Exponentials, Linear Algebra and its Applicati-
ons 117: 127-132 (1989); siche auch R.A. Horn, C.R. Johnson, Topics in Matriz Analysis,
CambridgeUP 1991 (korr. Nachdr. 1994), Theorem 6.5.29.)

Die wohl bekannteste Anwendung der Matrizen-Exponentialfunktion betrifft
lineare Differenzialgleichungssysteme erster Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten:

y'(t) = Ay () + (1), y(to) = yo,
mit A € R"" yq € R", f: I — R"” stetig, to € I, I C R ein Intervall, hat
die Losung (komponentenweises Integral)

t
y(t) = yoellt-to) 4 / ACIE(Ar (tel).

to

Eine Verallgemeinerung auf Systeme mit nichtkonstanten Koeffizienten ist
der Dysonsche Propagator (nach Freeman Dyson). (Eine erste Einfiihrung dazu
findet man im Teubner-Taschenbuch der Mathematik, Herausgeber und Hauptautor Eber-
hard Zeidler.)
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Beim Beweis der Storungs-Abschitzung kann man — als Ersatz fiir die nicht
verfiighare Funktionalgleichung — die Liesche Produkt-Formel (nach Sophus
Lie) benutzen; sie lautet

lim <eA/"eB/">n =etP (A, B € B(X)).

n—oo
Zum Beweis nutzen wir wieder die ohne Kommutativitiat giiltige Identitét
a"—b" =a" (a—b)+a" 2(a—b)b+a"3(a—b)b+- - +a(a— L) 24 (a—b)b" L.

A+

Damit H enen) (eAzB H < ||enen —e ||
(e(nfl)c+e(n 2ced 4. .. 4 eCe(n—2)d 4 o(n-1) ) < le 402 2B ~1)c
mit ¢ ;= M d:= ”A+B“ , also ¢ > d.

Es gilt eA/" = I+ 2+ Ry, eB/ =I[+84 Ry, eAtB/n = [ AEB 4 Ry mit

HBHH<Z AL LA cllall/n || Ry|| < LB ellBI/m | Ry|| < LALBIZ clla+Bl/n 5).

so (I, %, f, ALB fallen beim Ausmultiplizieren weg) Henen —e™n H < 5 mit

nur von A und B abhéngigem ¢ > 0. Es folgt die Liesche Produkt- Formel

Eine Verallgemeinerung der Lieschen Formel ist die Trottersche Produkt-Formel, bei der
es um unbeschrinkte Operatoren sowie Gruppen und Halbgruppen von Operatoren geht;
siehe etwa J. Weidmann, Lineare Operatoren in Hilbertrdumen, Teil I, Teubner 2000, oder
M. Reed, B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics, I, Academic Press 1972.
Hier skizzieren wir nur kurz ein paar Fakten der Halbgruppen-Theorie.

Diese ist eine analytische Ausdehnung der formalalgebraischen Lagrangeschen Taylor-
Formel T}, = " P (T}, f(z) := f(z + h), Translationsoperator) auf allgemeinere Klassen
linearer Operatoren und wurde unabhéngig voneinander Ende der 1940er Jahre von Einar
Hille (1894-1980) und Késaku Yosida (1909-1990) entwickelt.

Eine Halbgruppe (Th)n>o0 ist eine Schar beschriankter linearer Operatoren auf einem Ba-
nachraum X mit Ty, Th, = Thy+h, (h1,he > 0), und ihren Stetigkeitseigenschaften ent-
sprechen Eigenschaften des sogenannten infinitesimalen Generators A, der nur fir die-
jenigen x € X, bei denen der folgende Grenzwert existiert, definiert wird durch Az :=
limp\o(Th © — x)/h. A muss nicht beschrinkt sein.

Es gilt limj~ 0 || 7h — || = 0 genau dann, wenn T}, = "4 mit einem beschrinkten linearen

Operator A, und dieser ist der (dann fiir alle x € X definierte) infinitesimale Generator.
In diesem Fall hat man sogar eine Operatoren- Gruppe, da auch negative h Sinn machen.

Gilt hingegen nur limp, 0 T, = « fur alle z € X (starke Stetigkeit, im Falle der Halbgrup-
pe gleichwertig zur schwachen Stetigkeit, wie man mit dem Satz von Pettis zeigen kann),
folgt zumindest |7} < M e mit Konstanten M > 1 sowie a > 0, und der infinitesimale
Generator A ist ein in X dicht definierter abgeschlossener linearer Operator.

Der Fall M = 1, a = 0 (,Kontraktions-Halbgruppe“) ist gleichbedeutend damit, dass
[(M — A)~Y|| < 1/ fiir alle A > 0 (insbes. (0, 00) Teil der Resolventenmenge von A); dies
ist das Hille/Yosida-Theorem. Im Allgemeinfall gilt analog ||[(A] — A)™"|| < M/(A —

fiir alle A > a, n € N. Fiir alle stark stetigen Halbgruppen gelten die Darstellungsformeln

h —n
Thx=e"42 = lim (I——A) z=lime"T=D/eg (1 e X).
n

n—00 eN\O0

Die Konvergenz ist gleichmdfig auf endlichen h-Intervallen. Im Falle der Translation
(Tha(t) = z(t + h) mit einer stetigen Funktion z(t)) ergibt der zweite Limes sozusa-
gen eine verallgemeinerte Taylor-Formel fiir stetige Funktionen mit iterierten Differen-

zen statt Ableitungen; vgl. Pazy, p. 32f. (Siehe A. Pazy, Semigroups of Linear Operators
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and Applications to Partial Differential Equations, Springer 1983; K.-J. Engel, R. Nagel,
One-Parameter Semigroups for Linear Fvolution Equations, Springer 2000. Die Klassiker:
K. Yosida, Functional Analysis, Sizth Ed., Springer 1980; E. Hille, R.S. Phillips, Functio-
nal Analysis and Semi-groups, AMS 1957. Kurze gute Einfiihrung: W. Rudin, Functional
Analysis, 2nd Ed., McGraw-Hill 1991.)

Zur Motivation der Operator-Gruppen und -Halbgruppen noch ein paar Bemerkungen.

Die zeitliche Evolution eines physikalischen Systems werde beschrieben durch einen Zu-
standsvektor; x(0) = xo der Anfangszustand zum Zeitpunkt ¢ = 0, x(¢) der Zustand
zum Zeitpunkt t. Die Evolution werde durch einen linearen Operator T} erfasst, so dass
x(t1 +t2) = Ty, 44,%0 = T, Tty X0 fiir jeden Anfangszustand xo und damit T, 4+, = T3, T, .
Beispiel: eindimensionale Diffusion. Sei u(z,t) die Konzentration einer diffundierenden
Substanz an der Stelle  zum Zeitpunkt ¢ > 0 (Wirmestoff ,Phlogiston“ im Falle der
Wirmeleitung); dann gilt u(x,t) = Tyu(x,0) = \/i? 1= w(€,0)e@=7/4tq¢ (Faltung mit
dem Hitze-Kern), und die Halbgruppeneigenschaft Ty, 4+, = T3, Tt, entspricht der Tat-

sache, dass die Summe zweier unabhéingiger normalverteilter Zufallsgrofien wieder exakt

normalverteilt ist. Infinitesimaler Generator ist die zweite Ableitung, A = 6‘9—;2; denn es

gilt die Diffusionsgleichung %‘ = %. (Diffusion reduziert die Krimmung von w.)
Zweites Beispiel: ein quantenmechanisches System. Es ist x(¢) normiertes Element im

Hilbertraum, T; = eIt ist ein unitirer Operator, H der Hamilton-Operator (Energie-
Operator) des Systems, ein unbeschrinkter selbstadjungierter Operator, und %x(t) =
iHx(t) ist die Schridinger-Gleichung; Formulierung in Physikbiichern meist H ¢ = hi%z/).
Fiir diesen Fall ist der fundamentale Satz von M.H. Stone (1932) mafigebend, der Halb-
gruppen-Theorie vorausgehend: Zu jeder einparametrigen stark stetigen Gruppe (Up)ier
unitdarer Operatoren im komplexen Hilbertraum H gibt es genau einen selbstadjungierten
Operator S in H mit U; = e'*® (t € R). S ist ein im allgemeinen unbeschrdinkter selbstad-
jungierter Operator und deshalb e'*® definiert iiber den an den Spektralsatz ankniipfenden

Funktionalkalkiil.

Dies waren ein paar Stichworte zur weit iiber den eindimensionalen Fall hinausreichenden
Bedeutung der Exponentialfunktion. Aber ihre Rolle im urspriinglichen — reellen und kom-
plexen — Fall konnte vielfdaltiger und spektakulérer kaum sein. Wir weisen nur hin auf eines
der faszinierendsten und wichtigsten Gebiete der klassischen Analysis: die Darstellung fast

beliebiger Funktionen durch Fourierreihen und Fourierintegrale.

Ganz zum Schluss eine Anmerkung zur numerischen Berechnung der Matrizen-Expo-
nentialfunktion. Heute gibt es sehr leistungsfihige Softwaresysteme, die insbesondere die
Matrizen- und Vektorrechnung nahezu perfekt unterstiitzen: MATLAB, SCILAB und
GNU OCTAVE. Die numerische Berechnung von exp A mit A € C"*" beherrschen sie
natiirlich auch. Aber dies ist eine gar nicht so ganz leichte Aufgabe. Es gibt einen mittler-
weile klassischen Zeitschriftenartikel zu diesem Thema: Nineteen Dubious Ways to Com-
pute the Exponential of a Matriz, Twenty-Five Years Later, von Cleve Moler und Charles
Van Loan; STAM Review 45, pp. 3-49 (2003). Es ist die um ein Update erweiterte Fassung

eines urspriinglich 1978 erschienenen Papers.
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