Kettenbriiche — Eine kurze Einfiihrung
Edgar M. E. Wermuth, TH Niirnberg, VIII/2024, Rev. 11/2025

oo
0. Ein Beispiel: Fiir welche z € C konvergiert die Reihe Z (cosn +sinn)™ 2"7

n=0

Da cosn + sinn = v/2 cos(n — 7/4) (Additionstheorem und cos /4 = sin7/4 = 1/4/2), kann man
die Glieder der Reihe schreiben als (v/22)" - (cos(n — 7/4))".

Also ist klar, dass die Reihe fiir |z| < % konvergiert. Fiir |z| > % ist sie divergent, da die Folge der

Werte cos(n —7/4) dicht im Intervall [—1, 1] liegt. Letzteres folgt aus dem Schubfach-Prinzip (,,Satz
von Dirichlet“); sieche Nachtrag I1.

Noch etwas kniffliger ist der Grenzfall |z| = %: Wie verhélt sich (cos(n — m/4))" ?

Da 7 irrational, sogar transzendent ist, gilt n — n/4 # kn (k € Z) fiir beliebige n € N und damit
immer —1 < cos(n —7/4) < 1. Wir weisen jetzt nach, dass cos(n —m/4) > 1 —¢/n? mit festem ¢ > 0
(&

unendlich oft. Da limn_>oo(1 — ﬁ)n =1 (klar wegen (1 - n%)n >1— £), folgt daraus unmittelbar

n

die Divergenz der Reihe fiir |z] > %; die Schubfach-Uberlegung ist dann nicht mehr nétig.

Zum Beweis nutzen wir einen wichtigen Satz von Tschebyscheff (Cebyéév):
Gegeben eine irrationale Zahl o € R und ein beliebiges 5 € R, gibt es beliebig grofie n € N und dazu
passende m € Z, so dass |an —m — 3] < %

Einen Beweis findet man bei Aleksandr Ya. Khinchin, Continued Fractions, Dover 1997 (Nachdruck),
Theorem 24. Dort ist die Abschétzung mit 3/n statt 1/n formuliert und bewiesen; der Beweis ist
am Schluss dieses Textes reproduziert. Eine relativ geringfiigige Abdnderung des Beweises ergibt die
hier angegebene etwas schirfere Fassung; siehe Nachtrag 1.

Da % irrational ist, gibt es nach diesem Satz beliebig grole n € N und dazu passende m € Z, so
dass |s=n—m — | < 1 und damit n — T = 2mm + 22 mit |e| < 1; |e] < 3 wiirde natiirlich auch
reichen. Fiir alle hinreichend grofien solchen n gilt (Taylorentwicklung, alternierende Reihe):

cos(n — §) = COS% =1- %(%)2 + %(2%6)4 -4 >1- —27;2252.

Damit ist alles bewiesen. n

Nachtrag I: Beweis des Tschebyscheff-Satzes. Wir benutzen folgenden von A. Hurwitz (1891) stam-
menden Satz der Kettenbruch-Lehre (bewiesen unter Punkt 11. weiter unten, siche auch 9.d) ):

Ist o € R irrational, gibt es unendlich viele rationale Zahlen % mit o — %‘ < f%q?" im allgemeinen

kann /5 durch keinen gréferen Vorfaktor ersetzt werden.

Sei « eine Irrationalzahl und % ein Bruch (in gekiirzter Form) mit ‘a - %‘ < \/%(]2. Zu beliebig

vorgegebenem [ € R gibt’s offenbar ein ¢ € Z mit |¢f — t| < %

Es gibt ganze Zahlen n,m mit pn — gm = t; solche findet man bekanntlich leicht mit dem (erwei-
terten) Euklidschen Algorithmus. Da dann auch p(n + kq) — ¢(m + kp) = t, kann man 0.B.d.A.
voraussetzen, dass eq < n < (14 €)g, bei beliebig gewdhltem £ > 0.

Es folgt, mit 6] < 1/v/5 und |§'| < 1/2,

on &
@  q

) t
pn_ on_

g ¢

jan —m — 8| =
q q

n 1 1<(1J\;§)2+1;g>

<—m—t =<
\/5q2 2q n
Da (14\;?2 +1E= <1 fiir e < 0.0374065..., da auBerdem beim Bruch % nach dem Satz von Hurwitz der

Nenner g € N beliebig grofl gewahlt werden kann und damit auch n > 0.0374 q, ist alles bewiesen. m

Nachtrag II: Per Schubfachprinzip beweisen wir, dass es zu jedem m € N ein n € N gibt mit
cos(n — §) = cos X% mit |e| < 1. Fiir groBe m gilt [v/2z| cos Z= > 1 im Falle |z| > %, und es
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folgt die Divergenz der Reihe fiir |z| > %

Gegeben m, teilen wir das Intervall [0,27) in m gleiche Teile [i - 2Z, (i + 1) - 2X) (0 < i < m).
Wir betrachten nun die m 4+ 1 Werte

k mod2r =k—|X|-2r€(0,2r) (1<k<m+]1).

Mindestens zwe: dieser Werte liegen in ein und demselben Teilintervall, d.h.
k1 mod 2m, ko mod 2w € [i- 2, (i + 1) - 2Z) (Schubfachprinzip!), und damit 0.B.d.A.

m’

o< -] ) (o- 3] ) <2

2
O<k+1-2m<— (%)
m

mit k= ki — ko, 1:= 22| — |EL]; dabei 0 < |k| < m. Multiplikation von k + [ - 27 aus (%) mit

einer passend gewihlten natiirlichen Zahl &" ergibt

! r_mTT. 7T
H+iome (F-2.0+0)

Mit n:=kkalson+k1-2r —Z € (==, Z) und somit cos(n — I) = cos 2%, wobei |¢| < 1.
Implizit sind wir zuletzt davon ausgegangen, dass k > 0. Im Falle £ < 0 wahlen wir die natiirliche

Zahl k' so, dass
T W Tm o«

! .9 T
E'(k+1 7T)6<4 m’4+m>’

setzen n := —k’ k und erhalten

— Kl—1)2 T <_1 1)
n+ ( )7r+4€ )

also cos(—n + 7/4) = cos(n — 7w /4) = cos(mwe/m). .

Man beachte, dass die weiter oben angegebene Folgerung aus dem Satz von Tschebyscheff eine weit
starkere Aussage ist, weil hier — anders als dort — ja n eventuell viel grofier als m ausfallen kann. Fiir
den Grenzfall |z| = % ist die stérkere Aussage erforderlich, da z.B. (1— #)mZ —e “#1(m— 00).
Nun folgt — Punkte 1. bis 15. — eine Einfiithrung in den Kalkiil der Kettenbriiche.

In vielen neueren Lehrbiichern der htheren Mathematik bzw. Analysis findet man so gut wie nichts iiber Ket-
tenbriiche; trotz ihrer grofien theoretischen wie rechenpraktischen Relevanz gehoren sie nicht mehr zum Kanon
dessen, was die Studierenden in den Anfangssemestern auf jeden Fall lernen. Eine bedauerliche und auch etwas
unversténdliche Entwicklung angesichts der engen Beziehung zum geldufigen Euklidschen Algorithmus. Fiir
diejenigen, die sich noch nie mit dem Thema befasst haben, geben wir einen eher knapp formulierten, aber
dennoch gehaltvollen ersten Uberblick — als Anregung, mal in weitergehende Werke zu schauen.

Neben dem zitierten Buch von Khinchin seien noch folgende Biicher genannt: a) der umfassende Klassiker
Die Lehre von den Kettenbriichen von Oskar Perron; b) An Introduction to the Theory of Numbers, Fifth
Edition, von Ivan Niven, Herbert S. Zuckerman, Hugh L. Montgomery, Wiley 1991 — ebenfalls ein Klassiker.
Im letztgenannten Werk wird der erwihnte Hurwitzsche Satz auf zwei verschiedene Weisen bewiesen: zum
einen mittels sogenannter Farey-Briiche, zum anderen — in einer etwas verschirften Version (E Borel, 1903)
— mittels des Kettenbruch-Kalkiils.

Eine gute kurze Einfiihrung in die Kettenbriiche, mit interessanten Beispielen, Anwendungen und histori-
schen Anmerkungen, allerdings ohne den zitierten Hurwitzschen Satz, findet man im Band I von Karl Stru-
beckers herausragender, insgesamt vierbéndiger FEinfihrung in die hohere Mathematik, Oldenbourg Verlag,
Miinchen/Wien 21966.
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1. Ein endlicher reguldrer Kettenbruch, mit agp € R, a; > 0(1 < ¢ < n), sieht so aus:

1
[ag, a1, az,...,a,) = ag+ .
ai +
! 1
az +
1
ap—1+ —
Qn
Ein unendlicher Kettenbruch [ag,a1,...,an,...] ist nichts anderes als die Folge der Kettenbriiche

[ag, a1, ... a,] (n € Ng). Klar: [ag,a1,...,a,] = [ag,a1,...,a5—1,[ak,...,an]] (1 <k <n).
2. Grundlegend ist die folgende Rekursionsformel fiir die Néiherungsbriche [ag, a1, ..., agl:
Mit po := ag, qo := 1 und { Ph+1 = Qk41Pk + Pk—1 gilt [ag, ar,...,ax] = 2X.
’ qk+1 = ak+19k + Gr—1 e T

Wir zeigen die Rekursionsformeln pri1 = ax11pr + Pr—1, qk+1 = ar+19x + qx—1 per Induktion fiir
k > 1, wobei noch die Startwerte p1, ¢1 nachgeliefert werden:

1 1 1
lag,a1] = ap + - = ao‘;11+ , also p1 = apa1 + 1, g1 = a1. Ferner [ag, a1, a2] = [ag, a1 + 4], und
. . ao(a1+55 ) +1
nach der unmittelbar vorherigen Formel folgt [ag, a1, a2] = (a +“12) = “2“223;121‘*'“0, was den
1+o;

2
Induktionsanfang ps = aop1 + po, g2 = a2q1 + qo ergibt. Analog der Induktionsschritt:

(ak + =2 )pr—1 + Pr—2

Ak41

(ak + =) qr—1 + qr—2

Qg1

1 ] —

[ag, a1, ..., ak, ax1] = [ag, a1, ..., ax + v

ap+1(@rPr—1 + Pr—2) + Pr—1 _ Qkp1Pk +Pho1
ap+1(akqe—1 + qr—2) + Q-1 Q19 + Qo1

Dabei war [ag, a1, ...,ax] = Z’“pk_l& = P& dje Induktionsannahme. "
kqk—11qk—2 ak
3. Aus der Rekursionsformel folgt unmittelbar pr11qx — gr+1Px = — (PEGk—1 — qxPr—1) und damit

pern Pk (D e opea - (CD)MMapn

Pet1dk — Qe+1Pk = (—1)%,

dk+1 gk qk9k+1 ’ qk+1 qk—1 qk—14k+1
Po P2 _ Pa _ . p1 P3 S D5 o ... P2k+1 D2k . ; ;
Es folgt o <o <a< i i  ameis D o und im Spezialfall ag € Z,a; €

N(k > 0) — dem Fall einfacher Kettenbriiche, auf den wir uns von jetzt an beschrinken werden —
sind insbesondere py € Z und ¢; € N stets teilerfremd. Auch pi und pgy1, ebenso ¢ und gx4q sind
bei einfachen Kettenbriichen stets teilerfremd.

Mit Fo =Fy := 1, Fyy1 := F, + F,_1 (n € N) (Fibonacci-Folge) ergibt die Rekursionsformel fiir
die g durch triviale Induktion qp > Fj, was mit Fy = %((H—Z‘/g)k“ — (1_—2‘/3)k+1) ein rasches
Wachstum der Ndherungsnenner ¢ impliziert. Also ist klar, dass im Falle eines unendlichen ein-
fachen Kettenbruchs die Schachtelung der Intervalle [%, z;:—i] schnell konvergiert. Jeder einfache
unendliche Kettenbruch konvergiert also gegen eine reelle Zahl £.

4. Sei umgekehrt irgendein ¢ € R vorgegeben; wir iiberlegen, welcher einfache Kettenbruch genau

diese Zahl einschachtelt. Dazu betrachten wir nacheinander £ = & = ag + é mit ag € Z, & > 1;
dann & = a1 + é mit a1 € N, & > 1; usw. Falls dabei irgendwann &, = ap € N, brechen wir ab

und erhalten § = [ag, a1, . .., ax], andernfalls geht’s unendlich oft weiter. Ist & = % rational, muss der
P2k p D2k+1 o : 1 1 "
Prozess abbrechen, da or <4< orn fiir gor, > q den Widerspruch Graons  daon ergibe.

Es gilt (hier zwar reguléire, aber nicht unbedingt einfache N&herungsbriiche)

Ekr 1Pk + Dr—1
£ =lao,&1] = [ag, a1, ..., a5, &p41] =
a0, &1] = [ao, a1, .- @k, G Eer1Qk + Qo1
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also &1 (Eqk — Pr) = Pr—1 — &qr—1. Dies gilt, so lange &4 > 1.
Da (£qr — pi) @k—1 — (Pr—1 — €qr—1) @k = PrGr—1 — Pr—1ar = (—1)"71 # 0, folgt

Pr—1 — £qr—1
fpp1 = —————, also |pp—1—Equ_1| > |€qr — pr|-
£qr — Pk
Dies gilt erst dann nicht mehr, wenn &1 = 1, also £ = [ag, a1, ..., ak, 1] = [ag,a1,...,ar + 1].

5. Der Kehrwert zu & > 1. Sei n:= 1/& mit £ > 1. Wir entwickeln 7 in einen Kettenbruch:

n=mn =0+ 771—1 =0+ % M=0+ aoii = ... Also ([ag, a1, as,...] bezeichnet, falls existent, auch
&1
den Grenzwert der Néherungsbruch-Folge):
1
f:[ao,al,ag,...]>1 = n:g:[o,ao,al,ag,...]

Sind % die Ndherungsbriiche zu ¢ und Z—Z die zu n = 1/¢, gilt ro =0, sp =1 und

1
I+l _ 10, [ag,. .. an]] =0+ ——— =" (1, > 0).

Sn+1 [ag,...,an]  pn

6. Zur Eindeutigkeit der Kettenbruchentwicklung: Wegen 22t < P2l ynd [gg,aq,...,a, + 1] =

q2k q2k+1
‘Z:i% ist [ag, a1, ...,a,] fir gerade n eine streng wachsende, fiir ungerade n eine streng fallende

Funktion von a, € N. Also gilt:

[ao, co, G2k, A2k+1, m] > [ao, co, G2k, A2k+1, 1] = [ao, e, G2k, A2k4+1 T 1] > [ao, .o, A2k, A2k+1 T n]

[ao, ey Q2k—1, 02k + m] > [ao, vy Q2k—1, G2k + 1] = [CLQ, vy Q2k—1, A2k, 1] > [ao, ceey Q2k—1, A2k, n]
Ganz links steht bei beiden Ungleichungsketten ein linker Intervallschachtelungs-Randpunkt, ganz
rechts ein rechter. Nur im Falle m = n = 1 fallen die beiden Randpunkte zusammen. Wenn
der Kettenbruch an dieser Stelle nicht aufhirt (d.h. wenn nicht gilt £ = [ao, ..., ax, azx+1,1] =
[ao, ey Q25 A2k 41 + 1] bzw. f = [ao, ey Q2k—1, G2k + 1] = [ao, ceey A2k —1, A2k, 1]), gehéren die bei-
den Niherungsbriiche [ag, ..., aok, asg+1] und [ag, ..., agk, asg+1 + n] bzw. die Ndherungsbriiche
[ag, ..., ask—1, a9k +m] und [ag, ..., a2k_1, ask] zu verschiedenen dargestellten reellen Zahlen.

7. Zur Optimalitit der Approximation durch die Naherungsbriiche: Mit z—: < B < Pndl folgt

q dn+1
1 < P Pn 1 1 A : Pn+1 P Pn -2 :
— £ _ B . Analog im Falle =2+ £ o - Fiir ger 1
aqn — q an Gnang1? 250 4 > n+1 alog all g <7< iir gerade Z gibt es
n—1
q

also im Intervall (z—z,ﬁ] nur rationale Zahlen % mit Nennern > ¢p41, und im Intervall [€, nil) nur
rationale Zahlen mit Nennern > ¢,. Bei ungeradem n gelten analoge Aussagen.
Es gibt daher keinen Bruch % + Z—: mit ¢ < g, und |€ — §| < |e- Z—:‘. In diesem Sinne sind die

Naherungsbriiche optimale rationale Anndherungen an . (Gibt’s kein g1, gilt Z—Z =¢.)

ipn+l+pn
iQn+1+Q7t
haben diese Optimalitéts-Eigenschaft. Sie wachsen (bei ungeradem mn: fallen) mit ¢ schrittweise

von £ bis P22 Wegen (pn, + i pn+1)gn+1 — (¢ + 1 Gnt1)Pnt1 = Gn+1Pn — Pnt1Gn = (=1)™*! sind

Zéhler und Nenner der Neben-Néherungsbriiche ebenfalls teilerfremd. Sei nun angenommen, dass

¢8| <|¢- M’. Der Niherungsbruch 2+1 und der Neben-Niherungsbruch 22152 Jiogen
q : ZQn+l+gn n+1 1qn+1+4qn

auf verschiedenen Seiten von €. Daher folgt:

P _ Pntl] o _ Dn+41 _P| < _ DPn+41 _ iPnt14Pn| _ 1

|q dn+1 } ® ’5 Gn+1 ‘ + ’5 q‘ ™ ’5 Qn+1 ’ + |£ Lqn+1+qn ‘ an+1(1 gn+1+4n)

Aber auch einige Briiche mit 0 < ¢ < apto, die man Neben-Ndiherungsbriiche nennt,

und damit auch

Pdn+1 — q¢Pnt1]l < q¢/(iGny1 + qn). Ist nun % verschieden vom Haupt- wie vom Neben-Nihe-

rungsbruch, ist eine der beiden Ungleichungen (x) streng, und es folgt ¢ > i¢nt+1 + gn. Im Fal-
le p = pnt1, ¢ = gnr1 folgt dies so nicht: Der Ndherungsbruch z% ist fiir kleine 7 eine opti-
malere Approximation als die ersten der Neben-Ndherungsbriiche der betrachteten Reihe, da z.B.

1 Pnt1+Pn Pn+1| __ 1 2 _ .

iqnt1+an  Gnt1 | dnt1(iGnritgn) Gn+1Gn+2’ falls gni2 = ant2gn1 + dn > 2(1gnt1 + qn)-

8. Ein schdirferer Ausdruck optimaler Anndherung ergibt sich, wenn wir !f — g’ = g betrachten.
. . n n — . 1 _ 1 .

Speziell sei ‘f — Z—n‘ =2, dh ey = |€ g@n. — Pr|. Dann gilt ¢, < i P TSR Fiir be-

an

liebiges ¢ € N gibt es trivialerweise stets ein p € Z mit g — p| < 1/2, also ‘{ - g‘ < %2 ; die
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Naherungsbriiche liefern rasch wachsende ¢, und p, mit g, — pn| = ¢ < 1/¢,. Mehr noch gilt
sogar fiir zwei aufeinanderfolgende Naherungsbriiche stets ¢, < ﬁ oder ¢pq1 < ﬁ, d.h.

1 Pn+1 1
< —5 oder [£——— . (#)
' 24} ' 1| 2004,
Klar: Sind alle a,, > 2, gilt diese recht starke Anndherung sogar fiir alle Ndherungsbriiche. Der Beweis
3 ] . n Pn — n Pn — 1 1 1 n
von (#) ist simpel: Z—n — —qnﬁ ‘ = ‘5— Z—n‘—i- ‘5— —qnﬁ =g <azt 7 . Falls also ‘f Pn ‘ > 2q2 ,
folgt ’f - f;”i | < 2q21 . (Dabei wurde die ganz einfache Ungleichung ab < (a? + b%)/2 ( # b) be-
" n+1

nutzt.)
AuBerdem zeigt die letzte Ungleichung unter 4., dass stets cp41 < cp.
Einzige Ausnahme: £ = [ag,aq,...,an, 1]; in diesem speziellen Fall gilt ja (nach 4.) a,y1 = 1 =
%, also ¢, +1 =0, ¢, = ¢y—1. Vereinbart man, bei solchem £ stets die alternative Darstellung

¢ =lao,a1,...,an—1,an + 1] zu verwenden, also mit 1 endende endliche Kettenbruchentwicklungen
auszuschlieffen, hat man erstens — nach 6. — generelle Eindeutigkeit der Darstellung reeller Zahlen
durch einfache Kettenbriiche und vermeidet zweitens die Ausnahme bei der Beziehung ¢, 11 < ¢,.
Wir schlieBen also von jetzt an Darstellungen & = [ag, . . ., an, 1] aus. (!!)

Wir nennen einen gekiirzten Bruch g eine rationale Bestapproximation an die Zahl £ € R, wenn

b€ —al > |q& —p| gilt fiir jeden anderen Bruch § mit b < g. D.h.: Der Bruchteil von %, um den sich

% von & unterscheidet (ndmlich der Bruchteil ‘q%p'), ist kleiner als der entsprechende Bruchteil bei

pElgé—p|

allen anderen Briichen § # % mit Nennern b < ¢; es gilt ja immer & = . Im wesentlichen

entsprechen die rationalen Bestapproximationen genau den Nédherungsbriichen.
9. Dies zeigen wir nun, indem wir nachweisen:

Jede rationale Bestapproximation an & € R ist ein Niherungsbruch zu €.
Jeder Ndherungsbruch 5—: (n > 1) ist eine rationale Bestapproximation.
Giltbe N A |b& — a] < ¢p fir einn > 1, folgt b > qpi1.

Gilt |£ ’ < ist g ein Naherungsbruch zu &.

Aussage b) ist schdrfer als die zu Anfang von 7. diskutierte Optimalitidtsaussage: Denn wenn
lg& — p| < |gn & — pp| nur fir ¢ > g, erfiillbar ist, dann gilt erst recht %|q§ —p| < q%|Qn£ — Pnl
nur fiir ¢ > gy

sz

d

~—

2q2 Y

Beweis von a):

Sei B Verschieden von allen Néiherungsbriichen p—" = [ag, ..., ay] zu &.

Erster Fall: © B < po = 20 Wegen ¢|¢ — B|=|q& — p| > | — a0| =1]1-&—ap|ist B ; keine Bestapproxi-
mation. (Beachte ap < 5 und ¢ > 1.)

: . D p1 — — _Pp n_p 1 _ 1 Y - - 1 i ist 2
ZWelter Fall: £ >0 Da lg& —p| = q|§ q‘ > q‘ql q‘ > =g uwd [1-§—a| =g < o, ist £
keine Bestapproximation.

Dritter Fall: p liegt echt zwischen zwei Niherungsbriichen 2 . und 7; "jrr; Dann gilt
1 1 _ |Pnt+1 _ Pn P _ Pn 1
|gn+1 € — pn+1| < o einerseits, andererseits aber s = o qn} ‘ qn‘ > T also

B‘ > q|pn+2 p‘ >

q > qn+1 und |g& —p| = q‘g — T d.h. 2 ist keine Bestapproximation. Vierter

q+2’

Fall: 7; liegt echt zwischen 2—" und 5”:: = ¢. Dann gilt |¢& —p| = qVZ:—E - 9| > ﬁ und wieder
ﬁ = ZZ—E - %Z' ‘B qn > W’ also ¢ > qny1; da |gni1& — pns1] =0, ist B £ keine Bestappro-

ximation. (Bei Khinchins Beweis seines Theorem 16 — an dem wir uns hier orlentlert haben — fehlt
dieser (einfache) vierte Fall, der nur bei irrationalem & nicht vorkommt.)
Insgesamt ist gezeigt: Hochstens die Naherungsbriiche sind rationale Bestapproximationen an &.

Beweis von b):
Nun zeigen wir, dass es rationale Bestapproximationen tatsdchlich gibt, namlich alle Ndherungs-
briiche, evtl. mit Ausnahme von 22; z.B. im Falle £ > ag + 5 gilt |[1-& — (ag +1)] < [1- € — ag|.

Sei p—’i mit n > 1 Naherungsbruch zu €. Wir wollen beweisen, dass |¢§ — p| > |g, & — py| fiir alle
P 4B it 1< g < g
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Es gibt nur endlich vielen Paare (p,q) mit ¢ € {1,2,...,¢,} und [¢€§ — p| < |gn & — pn|. Der Fall
Pr = ¢ ist trivial, da dann auch % = £ gelten muss, also ¢ = ¢, p = pn.

Andernfalls sei (p, §) unter den betrachteten Paaren so gewihlt, dass |¢ £ — p| minimal ausfillt und ¢
der kleinstmdogliche g-Wert ist, fiir den dieses Minimum angenommen wird. Es gibt zu ¢ kein zweites
P, bei dem ebenfalls das Minimum angenommen wird:

Pn 3 P Pn _ 1 1 . Pn —
Wegen . # & gilt ja {g — q—n‘ < T (bzw. = T < ﬁ im Sonderfall qn—j: =&, apnt1 > 2), also

anch [/ — 5 = |(F/ —€8) — (5~ £0)| < 2Ipn — Eanl < 72
Das bedeutet |G€ —p| < |¢ & —p| fiir alle (p, q) # (P, ) mit ¢ < ¢; d.h.: g ist eine rationale Bestappro-
ximation zu &, also nach a) ein Nidherungsbruch. Wire ¢ = ¢ mit k < n, folgte |& — p| = ¢ > ¢y,
ein Widerspruch; also ¢ = ¢y.

Damit ist gezeigt, dass der Naherungsbruch 5—: eine rationale Bestapproximation ist.

(bzw. < i) und daher p' = p.

Beweis von c):
Da ¢, > 0 nach Voraussetzung, gibt es noch einen N#herungsbruch 2 ”::1 Ist dieser = £, gilt

£ = [ag, veyQpy Gpy1] Mit apyy > 2. (Siehe 8.)

Da B~ .- eine rationale Bestapproximation zu ¢, gibt’s kein ¢ 7& Promit |b€ — a] < ¢pund b < g,. Also
gilt b > g,. Wegen }f - 5‘ <P = %"’f ‘ hegt somit ¢ naher an £ als 22 .

Liegt ¢ auf derselben Seite von § wie L o folgt < ‘b qn < qnqanr und damit b > gp41. Gilt

7 =&, ist es ein spdterer Ndherungsbruch; also folgt b > Gt

Liegt 7 auf der anderen Seite von § und ist ;é p"“

=+, gilt einerseits |4 — Botl] > 1

o | 2 baa andererseits
n n

nach Voraussetzung }{ } < 3= In }f ‘ ﬁ; also liegt § zwischen zn—ﬁ und &, und es
folgt 7-- ‘f — q—n < qnqlnﬂ und damit b > gnt1.

Bewezs von d):

Sei ¢ # B und gelte b < g. Dann folgt ‘5 — %’ = }(% e (e )’ = — 2%, also auch

b€ — al > £ — ﬂ > Q—Iq. Folglich ist %’ rationale Bestapproximation und damit nach a) ein N#he-
rungsbruch n

10. Die folgenden extremen Beispiele (moglichst kleine ay!) zeigen, dass (#) im allgemeinen nicht
mehr sehr verbessert werden kann. (Siehe aber 11.)

; — — 1 _ : _ 1 2 _ _ 1+V5 :
Sei F.—[l,l,l,...]—girgol,..., —[1,7113{.101,...,1]—l—l—F,alsoF F+1, F >~>. Die
n n
N#herungsbriiche zu F sind 1,2, %, %, %, ol g—: = F;;:l ,... (Fibonacci-Zahlen!).
Es gilt Fy, = (F**! — (—=F)~%=1)/v/5. Etwas allgemeiner sind folgende Kettenbriiche:
n—11t£pn

G := [ao,al,...,an,l,l,l,...] = [ao,...,an,F] = %
mit [a, ..., a] = £ (0 < k <n) und
Ptk _ _ Fr 1 _ Pno1tEupn/Fuy _ Faoipn14Fepn 1y
ﬁ = lao, ... an, 1,..., 1] = [ag, ..., an, 55-] = qn_i+F:qn/F:_; = FZ; qniJrFan. Die letzte Dar-

k

Ptk it die in gekiirzter Form (d.h.: gnyr = Fr_1qn_1 + F) qn) wegen

stellung von P

(Fi—1Pn—1 + Fi0n) (Fk @n-1 + Fiq1 @n) — (Fi—1 @n—1 + Fi n) (Fi Pn—1 + Fiq1 Pn)
=+ = (pndn-1 — @Pn—1)(Ff — Fyo1Fr) = (—=1)"F.

Da auch G = [ag,...,an,1,...,1,F] = %, folgt
k
o2 <G— Pn+k) _ D"y (1
ek An+k Gn+k—1 + Qn—i-kF F+ qzt’ikl ’

und wegen Fy, — F - Fj_; = %(—(—F)_k_1 — (=F)™"1) =t g4 — 0 und damit auch
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Inik—1 _ Fr_oqn—1+Fr_1qn __ In+k—1 1 : : : -1 _
ntk  Fro1dn-1+Frgn T Fanyr—1+€k—1qn—1+€xqn —F (k — 00) ergibt sich mit F+ F~" = V5

:& mit C’k—>i(k—>oo).

q721+k V5

Damit ist gezeigt, dass fiir die Kettenbruchentwicklungen aller reellen Zahlen vom Typ G die
Abschétzung |G — Z—:] < # im Falle ¢ > /5 = 2.236.. stets fiir hochstens endlich viele k zu-
k

trifft.

11. Umso bemerkenswerter ist der nun folgende Hurwitzsche Satz, hier in der von Emile Borel ein
wenig verschérften Fassung formuliert:

’G B Pn+k
dn+k

Ist 5 zrmtzonal und ( )n>0 = ([ap,a1,...,an])n>0 die Folge der Niherungsbriiche zu &, so gilt
|§ ‘ < \f 5 fir jeweils mindestens einen von drei aufeinanderfolgenden Niherungsbriichen.
Bevveis:1

Vorab bemerken wir, dass die fiir > 1 monoton wachsende Funktion f(zx) = x 4+ 1/z genau an der Stelle
= 1(v/5+1) = F (siehe 10.) den Wert /5 annimmt (quadratische Gleichung), also

t>1A2<z+1/z<Vb & 1<2<F, und l1<z<F&1>1/z>1/F=1(V/5-1).

Pn+1

Fiir zwei aufeinanderfolgende N#herungsbriiche 2= o oo

zu & gelte nicht die Ungleichung

1
V52

Da die Ndherungsbriiche auf verschiedenen Seiten von & liegen, folgt
1

_ _ Pn Pn+1 -
\/an \[qn+1 B ‘(6 qﬂ) * <Qn+1 5)’

und damit q"“ + qqil < V/5; strenge Ungleichung, da die linke Seite rational ist. Geméf der Vorbemerkung
folgt 42+ < F

il

1

pn+1 i pi _
qn dn+1

An+1 qn

‘f _ pn+1
qn+1

Nun nehmen wir an, () sei fiir drei aufeinanderfolgende Néherungsbriiche £, =t %22 nicht erfiillt. Nach

dem soeben Bewiesenen folgt ¢,,/qn+1 > 1/F und ¢ni2/qni1 < F. Gemif der Nenner—Rekurswnsformel fiir
Néherungsbriiche gilt ¢n12/¢n+1 = tnt2 + ¢n/qn+1 und damit

qn+2 1 1
F> > an —>1+—==F,
n+1 a+2+F7 +F

ein Widerspruch! Damit ist der Satz von Hurwitz bewiesen. [

Die Irrationalitdt von € wird bei der Argumentation nicht gebraucht; sie ist nur wichtig fiir die Schlussfolge-
rung, es gebe unendlich viele verschiedene Briiche, die (x) erfiillen.

Man kann den Satz auch mittels elementarer Eigenschaften der sogenannten Farey-Briiche beweisen. Unter
der Farey-Reihe der Ordnung n versteht man die Gesamtheit der gekiirzten Briiche mit Nenner < n aus
dem Intervall [0, 1], nach steigender Gréfie angeordnet. Der Satz von Hurwitz ldsst sich dann so formulieren:
Ist £ € (0,1) eine Irrationalzahl und sind ¢, § benachbarte Farey-Briiche n-ter Ordnung mit § < & < §
so unterscheidet sich einer der drei Briche ¥, ‘;TJFS, g
Bruchs). Dass es damit unendlich m’ele verschiedene so gute rationale Approximationen an & gibt, folgt aus
¢ — ] < b(n =t |§ — ] < d(n "4y Der Beweis ist sehr gut dargestellt im relativ kurzen den Farey-
Briichen gewidmeten Kapitel 6 des Buches von Niven, Zuckerman und Montgomery. Dieses Buch ist eine sehr
gehaltvolle und dennoch lesbare Einfithrung in die elementare Zahlentheorie, vielleicht die beste {iberhaupt;

die Autoren sind recht prominente Experten.

a’
um weniger als ﬁ von £ (N der Nenner des

12. Das 18. Kapitel seiner Finleitung in die Analysis des Unendlichen (Introductio in Analysin Infinitorum
(1748); Nachdruck der deutschen Ausgabe von 1885: Springer, Berlin 1983) widmete Leonhard Euler den
Kettenbriichen. Im Anschluss an eine Arbeit aus dem Jahre 1737 (veroffentlicht 1744) war dies die wohl erste
Lehrbuch-Darstellung des Kettenbruch-Kalkiils, wenn auch Kettenbruch-Ansétze schon im 17. Jahrhundert
vorkamen und vereinzelt bis in die Antike zuriickreichen. Lagrange griff den Impuls Eulers auf und trug we-
sentliche Schritte bei zum Ausbau der Theorie. — Die fundamentalen Rekursionsformeln aus 2. findet man

"'Wir folgen im wesentlichen der eleganten Darstellung bei Niven, Zuckerman, and Montgomery.
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schon bei Euler, ebenso die Identitat pgy1qx — qe+1px = (—1)k. Letztere verkniipfte Euler mit der Darstellung
der durch den Kettenbruch approximierten Zahl als rasch konvergierende alternierende Reihe:

1 1 1 1
f = @ + _ + _ 4+ -
qo qoq1 q192 q2q3 q3q4

Die Partialsummen dieser Reihe sind natiirlich nichts anderes als die N#herungsbriiche der Kettenbruch-
Entwicklung, die Reihe also eine Darstellung desselben Grenzprozesses.

Zu Anfang konstatierte Euler, die Theorie sei noch wenig entwickelt, werde aber bald sehr ausgedehnt genutzt
werden, da sie ,,der Arithmetik und der gemeinen Algebra nicht zu unterschitzende Hiilfsmittel“ zur Verfiigung
stelle. Hoffentlich gerdt diese Einsicht des grofien Meisters, untermauert durch seine Entdeckungen und die
vieler anderer Mathematiker, bei einigen heutigen Mathematik-Lehrern nicht zu sehr in Vergessenheit.

13. Drei Beispiele:
a) Die Quadratwurzel aus 2. Wegen (v/2+1)(v/2—1) = 1, also v/2 = 1+

folgt v2 = [1,2,2,2,...].

und damit V2 = 1+-—L— = ...

1+ f

: " L1013 T 17T 41 99 pui _ 19601 p2s _ 768398401
Die ersten Ndherungsbriiche: 1,3, £, 15, 55, 7, - - - ql% = 138607 " q%; = £193%07907 - - -
Nun Heronsches Wurzelziehen gemafl (En+1 = %( +2/x,) (n=0,1,2,...) mit 29 = I (wegen 32 ~ 2):
zy =2 2y = 1901 — 1.41421356421. =2 /242781077

707 13860
exakt gilt V2 = 1.414213562373095 . . ..
Die Heron-Iteration durchliuft nur Niherungsbriiche: Ist xp = % ein Néherungsbrueh, gilt |v2 — zx| <
_ p’+2¢°
2pq

m (siehe die Formel aus 4. fiir £ = [ag, ..., an,E{nt1]); Mit Tp1q = (teilerfremd fiir ungerades p)

folgt |xri1 — V2| = (e —vV2)? Spiq% falls £ < 3+ % = 1.457.... Nach 9. (Aussage d)) ist also auch xpyq

2z
Né&herungsbruch. Expliziter: po =qo =1,p1 = 3,1 = 2,
Potz = 2Pps1 + Do naz = 2n41 +dn = o= 3T X3, g = g5 (0T = AT mit A =14 V2,

+242 P2ni1
Ao =1—+/2. Daher: zp, = B2 = « _ pat2a
2 f k qn k+1 2pngn Q2n+1

Es gilt hier p2 — 2¢2 = (—1)"*!; mit der Monotonie der Iterationsfunktion f(x) = (x + 2/2)/2 und ihrer

beiden Umkehrungszweige f~1(y) =y +1/y2 — 2 (y > V/2) folgt fiir ungerades n:
f( [Pn+2 &]) — [P2n+5 P2n+1] f(1+p2n+3) — P2n4s Pni2 1+pon43 < Pn
dn4-2 ’ gn q2n45 ? q2n41 ’ q2n4-3 q2n4-3 ? dn4-2 q2n43 qn’
So erkennt man, dass es neben den Nédherungsbriichen auch viele andere Startwerte der Heron-Iteration gibt,

die letztlich zu Naherungsbruch-Iterationen fithren; in jedem Intervall [p ”E, 5 "] z.B. schon unendlich viele!
10

Die einfachsten solchen Startwerte sind zo = 2 und g = .

Ist man an einer Auswahl guter Niherungen fiir /2 mit mdglichst kleinen Nennern interessiert, sollte man
aufler den Ndherungsbriichen noch die Neben-Naherungsbriiche beachten und eventuell auch noch die Farey-
Reihen zu Rate ziehen.

b) Einen recht prominenten sehr guten Niherungswert fiir m ergibt
1 355 p3

[3,7,15,1] =34 ———— =

)

da a4 = 292. Benutzt man diese Naherung, um den Umfang eines Kreises mit Radius 1km, also etwa 6.28 km
Lénge, zu berechnen, betrégt der Fehler nur rund einen halben Millimeter. Ein weiterer Naherungsbruch zu
m, explizit als Kettenbruch dargestellt:

3+7+15+ I
1+ L
292 + T
1+ .
14+ T
1+ I
2+ T
1+ T
34 T
14+ T
14+ .
1+ T
1+ T
2+ .
2t o1
24
1+ g4

(Siehe z.B. Perron I, S.36.) Es ist keine RegelmifBigkeit der Kettenbruch-Entwicklung von 7 bekannt, wihrend
e=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,...] (Perron I, S. 124; von Euler entdeckt und erstmals bewiesen) und
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e=1 =10,1,6,10,14,18,22,26,30,...] (Euler: Introductio, § 381).

c) Die Nulistelle der Gleichung f(x) = 23 — 2z — 5= 0.

Im Jahre 1769 publizierte Joseph Louis Lagrange eine Arbeit, in der er diese Nullstelle in einen Kettenbruch
entwickelt — genau 100 Jahre, nachdem Isaac Newton anhand derselben Gleichungswurzel das spéter nach
ihm benannte Verfahren demonstrierte. Beide Arbeiten sind auszugsweise wiedergegeben in der ausfiihrlich
kommentierten Quelltext-Sammlung A History of Algorithms, Jean-Luc Chabert et al, Springer 1999 (urspr.
frz. 1994). Da die Vorgehensweise von Lagrange gewissermafien parallel zu der von Newton ist, beginnen wir
mit letzterer.

Es gilt f(2) = —1, f(3) = 16. Also gibt’s eine Nullstelle 2o = 2 + &1 mit kleinem &; > 0. Dass es nur die eine
Nullstelle gibt, zeigt eine sehr einfache Betrachtung des Kurvenverlaufs. Im folgenden bezeichnet O(g?) ein
beschrinktes Vielfaches von €2, einen Term ,,zweiter Ordnung® in .

(2+e1)3—202+¢e1)-5=0 = f(2)+10e; +0(c2) =0. Also &1 = 0.1 + &2, 79 = 2.1 + £2.
(21+e)%—2214e)—-5=0 = [f(2.1)+11.23e + O(e3) = 0. Mit f(2.1) = 0.061 folgt

o = —0.00543 4+ e3, xo = 2.09457 + 3. Einsetzen dieses xo-Wertes und Ausmultiplizieren:

£(2.09457) + 11.16167 e3 + O(e3) = 0. Mit f(2.09457) = 0.00020669476699 folgt

e3 = —0.000018518 + €4, x¢ = 2.094551482 + £4. Usw. (Dabei ¢4 = O(£3) = O(e3) = O(9).)

Der Zusammenhang mit der vertrauten Newton-Iterationsvorschrift x,41 = xp — ]{,((ZT;)) wird deutlich, wenn

wir beachten, dass 10 = f/(2), 11.23 = f’(2.1), 11.16167 = f/(2.09457), usw. Newtons rein algebraisch-
rechnerische Original-Formulierung (Abkiirzungen wie f(2.1) oder O(¢3) kommen nicht vor) lisst diese Itera-
tionsvorschrift gar nicht erkennen; sie wurde erst viel spéter so allgemein formuliert. Von Tangenten ist auch
iiberhaupt noch nicht die Rede.

Nun aber zur Lagrangeschen Kettenbruch-Entwicklung der Nullstelle. Zu dem Zweck nennen wir die Null-
stelle jetzt & . Dann gilt also £ = 2 + é mit & > 1. Mit (2 + é)d — 2(2 + 5%) — 5 = 0 folgt nach etwas
Umformung & —10£2 —6&; — 1 = 0. Wie bei der urspriinglichen kann es auch bei dieser Gleichung nur genau

eine Losung geben, und diese, sicht man leicht, liegt zwischen 10 und 11. Also & = 10 4+ é mit & > 1.
Umformen von (10 + &) —10(10 + &) — 6(10 + £) — 1 = 0 ergibt 615 — 94€3 —20& — 1 =0, und es
folgt &2 =1 + E% Mit Einsetzen und Umformen folgt 54 &5 + 2563 —89&3 —61 =0 und &3 = 1 + E% Weiter
ergibt sich: 4 =2+ -, €s =1+ ¢y €e =3+ ¢, &r =1+ ¢, & =1+, € =12+ 5, €10 =
3+ é, 11 =5+ é, 12 =1+ 5%3, ... Es folgt die Kettenbruch-Entwicklung (bei Lagrange die ersten

zehn Werte)
xo = & = [2,10,1,1,2,1,3,1,1,12,3,5,1,...]

Dabhinter steckt allerdings einiger Rechenaufwand, da ja immer wieder eingesetzt und umgeformt werden muss
und dabei die Gleichungskoeffizienten immer grofler werden. Die letzte der angefiihrten Rekursionsbeziehun-
gen, also 10 =1+ é, beruht z.B. auf der Gleichung

743335 &3, — 1015576 &2, — 460110 &1, — 45667 = 0.

Die zugehorigen Néherungsbriiche (Lagrange nennt die ersten zehn):
2 21 23 44 111 155 576 731 1307 16415 50552 269175 319727
17 100 110 217 537 747 2757 3497 624 ° 7837 24135’ 128512’ 152647
Dies sind nun alles exakte rationale Schranken fiir die Lage der Nullstelle o von 22 — 2z — 5 = 0. Es gilt

16415 1 16415
D50 . ~53-10° und —— — 2.09455148653821 .. ., al it
7837 70 < 783724135 e T7e37 ) 8550 €xa

xo = 2.09455148 . ... Nach 3. haben wir stets

beispielsweise 0 <

1
dn (qn—l—l + qn/an+2)

1
dn dn41 '

<le-2r <
an

Also z.B. (n =9) 176843175 —x0 > 7837(241315+7837/5) ~ 4.96 - 1079, Die letzten beiden angefiihrten Néherungs-

briiche zeigen: 2.094551481522 < xo < 2.094551481574.
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14. Ein endlicher allgemeiner Kettenbruch sieht folgendermaflen aus:

ay Qo a ai
b0+_‘+_|+...+L’ = by +
|b1 |02 |bn az
by +
as
by +
Ap—1
An
byt +
n—1 bn
Wir benutzen wie im Fall der reguléren Kettenbriiche die Bezeichnung
Pk a| | ao a|
—=bg+t—+ 5+t
T TR b

fiir die Ndherungsbriiche und leiten fiir diese Rekursionsformeln her. Dabei nutzen wir die offensichtlich richtige
Beziehung

ai| | a ar| | agi1] ai| | a a|
Do+ T 4 o e g = by + Tt e e
R b Tokgr 0 b b |y, + et
Wegen
b bob bob1b b b
60:*0,bo-l—afﬂ:iOleal,bo—l—af1| Lﬂ: 07152 + G102 + Boda
1 |b1 by |b1 |b2 bibs + as

lautet die Rekursion:
Po =bo, go =1; p1 =bob1 + a1, g1 = by;
Pr+1 = Prbrt1 + Pr—1 @41, Qry1 = Qubri1 + Qr—1 Gp41
Der Induktionsbeweis gleicht vollig dem im Fall der reguldren Kettenbriiche; entscheidende Umformung;:

An+1
Pn—1 (b” + brny1 ) +Pn—20an _ bn+1(pn—lbn +pn—2an) + An+4+1Pn—1

dn—1 (bn + %) + gn—2an B bn+1(Qn—1bn + Qn—QUm) + An+149n—1

Aus den Rekursionsformeln folgt pr11qx — Peqr+1 = —ak+1(Pkqr—1 — Pr—1Gk ), also

aa ---a
Pr+1 Pk _ (—l)k 102 k+1.

Pr+19k — Prqk+1 = (-1)*ajaz--- ag41,
dr+1 qr qrqr+1

Nur die ersten Anfinge eines komplexen Kettenbruch-Kalkiils, der umfassend dargestellt ist bei Perron. Auch

Funktionen werden durch Kettenbriiche erfasst. Nur als Kostprobe zwei Beispiele allgemeiner (nicht-reguléirer)
Kettenbruch-Entwicklungen:

TN A o0, 28 9] 81 121]  169)
41112 12 12 120 2 |2 |2

pn 1 2 13 76 789 7734 110937 1528920

In 1737 157105 9457 10395° 1351357 2027025

x| x| 4x| 9| 16z 25z
In(1 = — e (=1 <1
nte) = gt e Y 3o T T pot T ose o (E<EsD

(n>1)

Die Konvergenzbetrachtungen bei allgemeinen Kettenbriichen sind um einiges komplizierter als bei einfachen
Kettenbriichen. Es gibt eine ganze Reihe verschiedener Kriterien, siche Perron; wir gehen hier nicht darauf
ein.

Wir tragen nur noch ein allgemeines Konvergenzkriterium fiir requlire (aber nicht unbedingt einfache) Ket-
tenbriiche nach:

Dn

Ist [ag, a1, az,...] ein regulirer Kettenbruch mit a > 0 (k € N), so konvergieren die Niherungsbriiche o

genau dann gegen eine reelle Zahl &, wenn Y po ax = oc.

Beweis:
Zunichst sei daran erinnert, dass die Rekursionsformeln aus 2. auch fiir nicht-einfache Kettenbriiche unter
den jetzt gegebenen Voraussetzungen allgemein gelten, ebenso die Identitéten zu Anfang von 3., insbesondere
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Putl _ Pn| — L1 __ ypd die Ungleichungen

dn+1 4n dn 9n+1
Po P2 Pa ... PL~ P3-~ D5~ ... P24l o Pak
QO<QZ<Q4< ’CI1>(13>Q5> ’Q2k+1>CI2k'

Aus ¢ni1 = nr1qn+Gn-1 , also g1 > gn—1 ergibt sich die wachsende Monotonie der beiden Teilfolgen (qgn)
und (q2n+1); sie streben entweder gegen endliche Grenzwerte oder gegen co. Insbesondere ga,, > 1 = go (n > 0)
und gan41 > a1 = ¢1 (n > 0), also auch ¢a,, > a2n01 + Gn—1, G2n+1 > G2nt+1 + ¢n—1 und damit

Gon 2> (agn + aon—2+---+az2)ar +1, Gong1 > a2pg1 +a2n—1+ - +a1. (%)

Wenn also Y ay = oo, strebt nach (%) mindestens eine der beiden Teilfolgen (qgn) und (q2n+1) gegen unend-

lich, und es folgt % — % = —L1 0, die Intervallschachtelung der Niherungsbriiche konvergiert.

dn dn+1

Die Intervallschachtelung konvergiert nur dann nicht, wenn beide Teilfolgen (QQn) und (q2n+1) beschrinkt

und damit konvergent sind. Dann folgt aber wegen (%) auch die Konvergenz von Y ag. [
Beispielsweise ist also [1, %, %, %, %, ...] ein konvergenter unendlicher Kettenbruch, allerdings ein sehr langsam

konvergierender: Mit dem Mathematik-System MAXIMA — von Hand kann man sowas ja nicht mehr aus-
rechnen — ergeben sich die Werte [%, %] ~ [1.74007087,1.7638795] und [%’ %] ~2 [1.747147,1.75674).
Die exakten Briiche sind in diesem Fall exorbitant; man kann sie nicht mehr hinschreiben. Es gilt ja schon
ps1 _ 203665080313034137018039551957

g51 113247569744023213356136249387 *

15. Entwicklung von Funktionen in requldre Kettenbriiche.

In Anlehnung an die sehr kurze elegante Darstellung bei Camille Jordan, Cours d’Analyse de | "Ecole Poly-
technique, Tome I, 3ieme éd., Paris 1909, no. 386-393,2 schildern wir die Entwicklung eines bestimmten Typs
von Potenzreihen in einen reguldren Kettenbruch.

Vorab, als motivierender Hintergrund, sei der Zusammenhang des klassischen ,,Fuklidschen Algorithmus*
(schon Aristoteles bekannt unter dem Namen Wechselwegnahme?) mit der unter 4. formulierten schrittweisen
Kettenbruch-Entwicklung explizit dargestellt. Dazu setzen wir § = §o = ™ mit m € Z, n € N (nicht unbedingt

teilerfremd), ferner m =:r_y, n =: rg, r; := Tigfl (i > 0). Damit gilt:

1

fo:ao+? < Tr-1=aoT0+ "1
1
1

Si=a1+— & rmo=airi+nr
&2
1

So=ax+— & rTi=axra+T3
&3

gn—l =ap-1+ — = Tn—2 = 0p_1Tp—1+Tn

n

¢n=a,+0 < ry_1=a,r,+0

Beim Euklidschen Algorithmus zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers (m,n) gilt 741 = 121
mod 1, a; =r;—y divr; (1 >0), 0<r; <121 (1 <i<n), rpp1 =0, rp = (m,n).

Da es auch im Ring der Polynome — wie in dem der ganzen Zahlen — eine Division mit Rest gibt, hat man einen
vollig analogen Euklidschen Algorithmus zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Polynome.
Den Einheiten £1 bei den Zahlen entsprechen die nichtverschwindenden Konstanten bei den Polynomen, die
a; sind Polynome, und zwar grada; > 1 (¢ > 1); denn fiir die Reste gilt ja gradr; < gradr;—1 (¢ > 1). Sind die
urspriinglichen Polynome r_; und rq teilerfremd, ist r,, eine Konstante # 0, anerenfalls gilt gradr,, > 1, und

’Dieser vielgerithmte Cours d’Analyse, ein zwar nicht leicht lesbares, aber auch fiir heutige Mathematiker noch
sehr lehrreiches monumentales Meisterwerk, ist noch immer erhiltlich bei Editions Jacques Gabay. Wer mit etwas
schlechterer Reproduktions-Qualitéit zufrieden ist, kann es als PDF aus dem Internet herunterladen; siehe die
franzosische Wikipedia-Seite zu Camille Jordan.

3Wir zitieren Euklid (eigentlich Eukleides, ca.340-270v.Chr.): Nimmt man bei Vorliegen zweier ungleicher Zahlen
abwechselnd immer die kleinere von der grofleren weg, so miissen, wenn niemals ein Rest die vorangehende Zahl
genau misst, bis die Einheit ibrigbleibt, die urspringlichen Zahlen gegeneinander prim sein. (VII. Buch, § 1). Ferner:
Misst, wenn man unter zwei ungleichen Grioflen abwechselnd immer die kleinere von der grifferen wegnimmt, der
Rest niemals die vorhergehende Grife, so miissen die Grofen inkommensurabel sein. (X. Buch, §2). Ubersetzung
von Clemens Thaer; siehe: Euklid, Die Elemente, Buch I-XIII, Wiss. Buchgesellschaft, Darmstadt 1980. — Dieser
wohl élteste bis heute benutzte effiziente Algorithmus wurde unabhéngig auch in China und Indien entdeckt, aber
erst Jahrhunderte spédter. Und noch etliche Jahrhunderte lang gab es nichts dem wissenschaftlich-logischen Aufbau
der Elemente Vergleichbares in der iiberlieferten chinesischen wie indischen Mathematik-Literatur.

©EMEW, TH Niirnberg KETTENBRUCHE 11



r, ist ein echter Faktor von r,,_1.

Ubersetzt in den Kettenbruch-Algorithmus, ist & jetzt eine rationale Funktion, ag ist ein Polynom, eventuell
auch ag = 0, aber alle anderen a; sind Polynome positiven Grades, und die & = Zi=L (z > 1) sind rationale
Funktionen mit kleinerem Nennergrad; d.h.: i ist jeweils der gebrochene Anteil von fl, was bedeutet, dass
&+1 einen kleineren Nennergrad als & besitzt. Daher endet es mit &, = a,,.

Jede rationale Funktion f(z) = % kénnen wir in die Gestalt f(z) = > 7o ca—k 2"~ F bringen. Denn jedem

Nennerfaktor (z — a) (v # 0) entspricht die geometrische Reihe 2377 /(2 ) Und das Produkt aus dem
Zihlerpolynom p(z) und allen den einzelnen Nennerfaktoren entsprechenden Reihen ergibt dann eine Reihe
der angegebenen Gestalt, die konvergiert, sofern |z| die Betriige aller Nennernullstellen {ibertrifft. (Gibt’s keine
Nennernullstelle # 0, liegt keine Reihe vor, sondern nur eine endliche Summe.) Der ganzrationale Anteil von

Z ETg ist Y o Cnek ™ k. Haben p und q reelle Koeffizienten, treten die Nennernullstellen paarweise konjugiert

komplex auf und alle Koeefizienten ¢y, sind reell, da Y, <, ax 2% - 3,5 @ 2! fiir reelle z stets reell ausfillt und
damit reelle Taylorkoeffizienten an der Stelle 0 besitzt. a

Sei nun eine Funktion &(x) = Z Cn—1 "% gegeben, mit reellen oder komplexen Koeffizienten cj. Es

muss nicht unbedingt eine rationale Funktion sein, aber die Reihe sei fiir || > M konvergent, mit ir-
gendeinem M > 0. Bekanntlich kann man dann die Koeffizienten durch die komplexen Kurvenintegrale
= % fC f(z) 27%"1dz ausdriicken, wobei C' ein im Gegenuhrzeigersinn durchlaufener Kreis um 0 mit
Radius > M ist. Dieses funktionentheoretische Faktum, das den umkehrbar eindeutigen Zusammenhang zwi-
schen f und den Koeffizienten der Reihenentwicklung von f herstellt, wird aber hier nicht weiter benétigt.
Nun zum Kettenbruch.

&(x) = ap(x) + Flm)’ wobei ag(x) = ch,k "%, Da &(x) # ao(x), gilt mit ny > 1, c_,, # 0

k=0
o0 o0
- 1 ™ 1 o™ nn Coni—k )
&1(2) = = = = D I MO Pt
_ —nq C_n,—k _ —-ni ., _ — —ni
Z c_pz " 1+Z =k —k n=0 k=1
c_
k=n, k=1 ™

Da die Reihendarstellung von &(x) fiir |z| > M absolut konvergiert, gibt es ein M; > M, so dass

D lemm—k/emn] - lal7F < 1 (ja] > M),
k=1

und fiir solche z ist die geometrische Reihe rechts absolut konvergent und darf beliebig ausmultipliziert und
umgeordnet werden. Weshalb sich ergibt:

& (z) = Z C'E’Ll]_)— ni—k

mit (Cauchy-Produkt!)

(1) Cny =1,

c(l) Copy—1+ cﬁll)_l C_ny, =0,

) 1)

1 —
C( ) Cony—2+ Cnyi—1C—ni—-1 + Cny—2C—n1 = 0,

) ) ™ _0

1
C( ) Cony—3+Cpi 1Cni—2+C  2Cp—1+ Cpny—3C—n

Dies kann man nun iterieren gemif & (z) = ap(x) + Er (m) mit grad ar = ni > 1. Im Falle einer rationalen
Funktion £(x) tritt nach endlich vielen Schritten &, (x) = a,(z) +0 ein, und die Iteration ist beendet; der Fall
wurde schon diskutiert.

Anderenfalls kann man die Iteration beliebig fortsetzen. Wir betrachten die Naherungsbriiche

L ] := ao(z) + ——
, lag,a1,as] :=ap(x) + —————
ar()” TV (@) +

[ao] := ag(x), [ag,a1] := ao(z) +

©EMEW, TH Niirnberg KETTENBRUCHE 12



Dies sind nun alles rationale Funktionen, deren Nenner nur insgesamt endlich viele Nullstellen besitzen, sofern

man nur endlich viele Niherungsbriiche betrachtet. Die rein algebraischen unter den Uberlegungen aus 2. und

3. bleiben also giiltig. Setzen wir [ag, a1, - .., a,] =: z ”E;’;; mit Polynomen p,, und g, gilt demnach weiterhin

Po=ap, g =1, p1 =agar +1, 1 = a1, P41 = Qr4+1Pk + Pk—1, Q41 = Qkt1Gk + Qk—1
und auch

Pr+1 PE _ (D" ey _ Pr-1 (=1 agis

Tet1 Qe GeQkt1 Gkl Qe—1 Th—1qk+1

Pr+1qk — Gr+1Pk = (—1)F,

Die rekursiv definierten py (z), gr(x) sind also teilerfremde Zahler- und Nennerpolynome der Ndherungsbriiche
[, a1, ..., ax], und auch pg, prr1 sowie gk, gx+1 sind stets teilerfremd. Auch

&k+1(z) pr(T) + pr—1(T)
€k+1(x) g () + gr—1(x)

£(z) = [ao(), ..., ar (@), Ekya(z)] =

gilt analog zum konstanten Fall. Was sich schwerlich {ibertragen lasst, sind die Intervallschachtelungs-Eigen-
schaften: Wir haben ja gar keine Vorzeichen-Informationen hinsichtlich der ay, pg, qx.

Ein der Situation angepasstes Mafl der Anndherung: der Grad des Verschwindens im Unendlichen. Darunter
sei folgendes verstanden:

Gilt f(z) =coz™+cra™ P +coa™ 24 =3¢ a™ " (|z| > R) und analog g(z) = Y ,oo diz" " (|z| >
R), so folgt aus | f(z) —g(z)| < M |z|~% , dass alle Potenzen 27 mit j > —k bei f und g dieselben Koeffizienten
haben. Kurz ausgedriickt: f(x)—g(z) = O(z~F); d.h.: die Entwicklung von f —g umfasst nur Potenzen, die fiir
|z| — oo mindestens so stark abfallen wie 27%. Je groBer k, desto weniger unterscheiden sich gewissermafien
f und g.

Die Rekursionsformeln fiir die Ndherungsnenner und -zéhler zeigen: grad pg = n, gradp; = n + n1, grad py =
n+mny+---+ng (k>1), ferner gradgop = 0, gradgx =nq + - + ni (k > 1). Folglich

pk—}-l(w) _ Pk(w) _ (w_2(n1+"'+nk)_nk+1)
+1(z)  qr(x)

und auch

_pe(z) (—1)* B i
£(x) 2e(®) (@) (Eerr (@) ar(@) + qrr(z)) O(= P

Der Néherungsbruch 2—: besitzt den Nennergrad grad ¢ (z) = ny + - - - + ny und stimmt — als Reihe entwickelt
—in den fithrenden 2(n; + - - - + ng) + ng41 — 1 Termen mit &(x) tiberein.

Es gilt nun in Analogie zum konstanten Fall eine Optimalitits-Aussage. Um sie etwas bequemer zu formulieren,
benutzen wir die Abkiirzung vg :=ni + -+ + ng.

Ist % eine rationale Funktion mit £(x) — % = (’)(x_Ql’_l), wobei v, < gradq = v < vgy1, so folgt

p(z) _ pr(z)

q(z) — qr(z)”
Also nur die Ndherungsbriiche stimmen so gut mit £(z) iiberein, dass mindestens die ersten 2v fithrenden
Terme der Reihenentwicklung (v der Nenner-Grad) gleich sind.

Der Beweis ist ganz einfach:

Einerseits gilt £ — b = BLZ4EE und dies ist entweder = 0 oder hat als Reihe den fiihrenden Term xF

mit k < v + vg. Andererseits gilt aber 2 — P2 = L — ¢ 4 ¢ — Bt = O(z7271) 4 O(z™"*¥&+1). Da weder

1/+Vk221/—1—1nochu—|—uk21/k—|—1/k+1,f01gt%:Z—:,

Als Beispiel betrachten wir die Funktion
1
exp(l/x) =1+ Z Eaj_k .
k=1 "

Fiir diese ergibt sich die Kettenbruch-Entwicklung
1,z —1/2,12z, 5z, 28z, 9z, 44z, 13z, 60z, 172, 76z, 212,92z, ...]

Beispielsweise gilt @z =
1 3+ 32+ 5T+ 135 11 1 1 1 1 1
=1 = n 0 120 — 14—+ S+ —+ + + + 4o
s 3ty 322+ 50— 13 x  2z2 6z 24zt 120z 72028 4800a7
T 3z
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Erst der 2~ "-Term weicht von dem der dargestellten Funktion exp(1/z) ab (da ja 7! = 5040). Bei einer
grafischen Darstellung im Intervall [%, 2] unterscheiden sich die Funktion und ihre rationale Approximation
praktisch nicht. Ubrigens: Setzt man x = 1, ergibt sich nicht der einfache Kettenbruch fiir die Eulersche Zahl
e! Dennoch gilt (man beachte asy, = 16k — 4, agr11 =4k + 1 (k > 1))

1
e=[1,,12,5,28,9,44,13,60,17, 76, 21,92, 25,108, 29,124, 33, 140, ..

ps . _ 49171 _ _10-10 Po _ o _ 28875761731 _ 10-22
Schon o — €= Tzozg — €< 2.77-107", und 7 — €= Tooozroooss — € < 4.66 - 10~==.

Die Tatsache, dass praktisch alle ai(z) bei exp(1/z) von erster Ordnung sind, ist kein seltener Ausnahmefall,
sondern in gewissem Sinne die Regel. Dies sieht man, wenn man auf direktem Wege eine approximierende
rationale Funktion % zu () = > g Cnmk "7 F mit E-¢= O(z=2~1), v := grad q(z), bestimmt. Dazu

ist £(z) q(z) = p(x) + O(x=7~1) zu erfiillen. Mit q(x) = do +dy x + - - + d, 2 ergibt sich &(z)q(z) =

=p(z) + (671 do+c—odi+ -+ Cfu71du)9€7l + (672 do+c—3di+ -+ C*V*Qdu)m72+
R (C—u do+cp1di+--+ C_2udu)$_u + (C—u—1 do+cpodi+---+ C—2u—ldu)z_u_1 + -

Das Polynom p(z) erhilt man, nachdem die Koeffizienten d; von g¢(x) bestimmt sind. Letztere miissen

S gc—j—idi = 0 (1 < j < wv)und >, c_p_1-4d; = c erfiillen. Falls die Koeffizienten-Determinante

D, :=|lc_1—i—j|lo<i<y nicht verschwindet, sozusagen der Normalfall, gibt es genau eine Losung, die propor-
0<j<v

tional zu c ist. Die sich ergebende rationale Funktion % ist ein Naiherungsbruch; das besagt die unmittelbar

vor dem Beispiel exp(1/z) formulierte Optimalitéitsaussage. Gilt D, # 0 fiir alle v, gibt’s zu jedem v einen

Niherungsbruch, also ni, =1 (k € N).

Zum Schluss einige ergdnzende Hinweise zur empfohlenen Literatur:

Die englische Ubersetzung des Khinchin-Buches ist im Internet frei verfiighar, aber die preiswerte
Dover-Ausgabe hat ein deutlich besseres tadelloses Schriftbild. Das exzellente Zahlentheorie-Buch
von Niven, Zuckerman und Montgomery (Fifth Edition, 1991) ist ebenfalls im Internet erhéltlich,
sogar in einer recht guten Reproduktion. Das Perron-Buch (dritte Auflage in 2 Bénden, 1954, 1957)
steht fiir Opac-Zugangsberechtigte als PDF-Download zur Verfiigung.

Es folgen noch zwei Reproduktionen:

a) Die Seiten 39, 40 von A.Ya. Khinchin, Continued Fractions, mit dem Beweis des Tschebyscheff-
Satzes. Das Schriftbild ist das der frei online verfiigharen Version. (Fiir diesen Beweis von Theorem
24 braucht man den Satz von Hurwitz nicht; es reicht die triviale Abschitzung |€ — p,/qn| < 1/¢>
fiir beliebige Ndherungsbriiche. Der Hurwitzsche Satz spielt nur fiir den Nachweis der Schranke 1/x
statt 3/x eine Rolle.)

b) Der kurze Abschnitt iiber Kettenbriiche aus Camille Jordans Cours d’Analyse, Tome I, 3iéme
édition. Schon durch diese kleine Kostprobe erhélt man einen ersten Eindruck von der Eleganz und
Dichte, die dieses Werk eines der grofiten Mathematiker auszeichnet.
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REPRESENTATION OF NUMBERS 39

nected with it, and has been the subject of continued intensive study,
especially by the Soviet arithmetic school.

The first basic feature distinguishing the non-homogeneous case
from the homogeneous one is that it is possible to make the quantity
|ax — y — B]| arbitrarily small for arbitrary 8 by a suitable choice
of x and y only if the number ¢ is irrational (whercas, in the homogene-
ous case, the quantity |ax — y| can be made arbitrarily smali for
any a). In fact, if @ = a/b, where & > 0 and a are integers, then, by
setting 8 = 1/2b, we obtain, for arbitrary integers x and y,

2 —by)—1 1
o —y—p| = | Zex=tn=1]5 1

since |2(ax — by) — 1], being an odd integer, is at least equal to
unity.

Thus, in all that follows, we shall assume a to be irrational. With
this understanding, we shall now show that not only is it also possible
to make the quantity |ax — y — B[ arbitrarily small, but the analogy
with the homogeneous case can be extended considerably further.

THEOREM 24 (Chebyshev). For an arbitrary irrational nuniber a and
an arbitrary real number B, the inequality |ax — y — 8| <3/x has an
infinile set of solutions in inlegers x and y (wiere x > 0).°

PrRELIMINARY REMARK. Obviously, this result is completely analo-
gous to the corresponding problem for homogeneous cquations, ex-
pressed in Theorem 21. The difference consists only in the fact that
here, instead of 1/+/5, we have 3. The order of the approximation is
the same as before. We note also that the number 3 is not the best pos-
sible and that the exact value of the greatest lower bound of the set of
numbers'that would verify Theorem 24 is considerably less than 3.

ProoF. Let p/¢ be an arbitrary convergent of a. We then have

8
e=f+F  O<iI<; @389)
also, for any real 8, we can find a number ¢ such that
1
lgp—tl <L,

¢ A simple proof of a somewhat stronger theorem is found in Khinchin’s article,
“Printsip Dirikhle v teorii diofantovykh priblizhenii” (‘Dirichlet’s principle in the
theory of Diophantine approximations”), Uspekhi malematicheskikh nawk, 3, No. 3,
17-18 (1948). Further refinements are contained in Khinchin’s article, “0 zadache
Chebysheva” (“On a problem of Chebyshev’), Isvestiva akad. nauk SSSR. scr.
malem., 10, 281-294 (1946). (B. G.)

40 CONTINUED FRACTIONS
s0 that
p=Lt 4 (17 < 1 39
—7+7;7 < D. (39)

Since p and ¢ have no common divisors other than + 1, there exists
a pair of integers v and y such that

Lex<¥,  pr—gy=t.

For if r s is the convergent immediately preceding p/g,
qgr—ps=¢= =*l}, qert)—p(est) =te? =1,
and for an arbitrary integer &,
p (kg —est)—q(kp—ert) =
but % can be chosen so that

9 o ha— 3q
—2-<x_kq est<2.

Then, on the basis of equations (38) and (39),

ax —y—8|= |2~ Lo _-t__i’
[oox —y—f| = [ ot =g —p

xd 3 x 1
—|F—ml<Ftu
and since
2
9> 3%
we have
.9 3 3
'“x—)’—pl<4—x+fx‘=;'

Finally, since ¢ can be chosen arbitrary large and since x > ¢/2, it
follows that x can be arbitrarily large. This proves the theorem.

But the problem of an approximate solution to equation (37) in
whole numbers can be put in a different, and somewhat more natural,
form. Since the crux of the problem is to make the quantity |ax —
y — B| as small as possible with as large integral values of x and ¥ as
possible, it 1s most natural to state the problem in the following man-
ner. We know (from Theor. 24) that, for any positive number # (no
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Posant # = — 1 + £, on trouverait de méme

T N2 m—1 2
am=—2(2c0s —).... zcos(—i -
am) - a2m

)

Multiplions ces deux égalités et extrayons la racine carrée :

il viendra

T . (m—1
m:zm—‘sm,—.,.sm(J
m’ m

et, par suite,
m—1 1

C=(2m) 2. m

VII. — Fractions continues.

386. Soit A une quantité réelle et positive quelconque;
on pourra évidemment poser
I
A — —
3 0+ A])
@, €tant un entier, et A, une quantité > 1.
On pourra poser de méme
1
Aj—a —
1 1= A.g’
@, élant un entier au moins égal & 1, et A, une quantité >1,
Continuant ainsi, on obtiendra pour A un développement
en fraction continue, tel que

I
A =g =

a, +

I
a2+.‘

Ce développement sera évidemment limité si A est com-
mensurable, illimité dans le cas contraire. '
On nomme réduites de la fraction continue les fractions

B Pio I ayay+ 1
= oo =a el
Qo ey Q a, a,
2 I
3 Ay, Qs+ ay+ a
Q. v s
a‘_'_; 1@

2

SERIES. 5373
387. Tutoreme. — On a généralement

( ) Pn =Q, Pnol o Pn—27
T
QIL: Ay Qn—l i Qn—2'

Cette formule est vérifie pour n = 2 par les valeurs ci-
dessus de P, et de Q,. Nous allons d’ailleurs montrer que, si
elle est vraie pour un nombre 7, elle le sera pour n 1.

- P e P
En effet, -2~ se déduit de =2 par le changement d¢ a,
Qn‘f—l Qll
en a, -+ « On aura donc

n+1
I
/a‘n i ——> Pn——i = Pll—2

Ph-k—l o \ an+l
> Qn—1 o Qu.—2

j o 1
Qntg <au i
Cntq
_ (2P + P )+ P, e .
% Apiq (an Qn.41 = Q1142) U Qn—i Antq Qrz+ Qn——l

vl

On voit par les formules (1) que les quantités Q, croissent
au dela de toute limite quand n augmente. En effet, a,
étant au moins égal & 1, on aura 4

Qn3Qn1+Qns5Qn s+ Qns+ Qu 5520Q, 5.
On déduit encore des formules (1) la relation .
PrQn1—Pr 1 Qu=—(Pu1Qnz— Pr3Qu),
et, comme P; Q,— P;Q,=1, on aura
(2) PoQu1— P, Qu=(—1)"""

On voit par la que P, et Q, n’ontaucun diviseur commun.
Les réduites sont donc des JSractions irréductibles.

On a enfin

(3) _1_31_ B . PnQn~-1—Pn—1Qn:<—1)nﬁ1_
Qn Qn— 1 o -Qn—l Qn Qn—l Qn

388. Les quantitészﬁconvergenl vers A. En effet, s1 dans

Qn
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Videntité (3), qui peut s’écrire ainsi
Pn Pn—1 s (_ ')"_1
—_— = o)
Qu Qn—l Qn—l ((l,, Qn—i o Qn—ﬂ)

< I ’ ;
on change @, en a,—+ i étant évidemment changé
n—H n

en A, il viendra

.

: i Paciln o)
(4) Vo Qo (Qu ﬁQ”—‘>

Les quantités Q croissant indéfiniment quand n augmente,

cette différence décroitra indéfiniment. D’ailleurs, . étant
n+1 y
compris entre o et 1, cette différence sera comprise entre les

deux limites suivantes :

(_I)Il——l i (_])nfl

Qn—l Q/z Qn»1 (Qn e Qn—i ) ;

Changeant n en n -+ 1, on trouvera de méme que A

Qn

est comprls entre
(G . (—1)™ ;
Qn QIH—I QIL ( QIH—I 7+ Qn)

Ces deux quantités sont de signe contraire aux précédentes

et moindres en valeur absolue; car on a
Qn> Qu-—h (Qn«)»l;Qu_*— Qn—l,
Qn Qn+l > Qn—l ( Qn =+ Qn—i )

Donc A est compris entre deux réduites consécutives
quelconques et plus rapproché de la derniére.

d’ou

389. Une réduite quelcongue est plus rapprochée

Qrz

de A qu’une fraction quelconque g dont le dénominateur

est moindre que Q,,.

SERIES. 375

P
Supposons, en effet, que ~ soit plus voisin de A que bl

Q n:

B R
) lombera nécessairement entre g et@ On aura donc
P"—‘i | P’L Pn*1
e
Q e @ 7 O
ou
PQn——i'_ n— 1Q'
<
I Qn—l n—1 Qn

Mais PQ,_,— P

car on aurait

n—1Q est un entier qui ne peut s’annuler;

P LA ])71—1

AT

9 0.

A : g P
et cette fraction est moins approchée de A que ==+ On aura
n
donc

| pQu—l_ Pn~—1Q l;ls
et 'inégalité ne pourra avoir lieu que si

Q> Q,,

contrairement a ’hypothése faite.

390.: Considérons maintenant une fonction A dévelop-
pable en série suivant les puissances entiéres et décrois-
santes d’'une variable 2. On pourra poser

A__ao+ +—+

@, désignant un polynome en z, et a,, o, ... des constantes.

Posons
& T

+...:E'

it

%
-
7z

o

Si %, est le premier coefficient qui ne s'annule pas, A, de-

viendra infini d’ordre wy avec z. En le développant suivant
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les puissances décroissantes de «, il viendra donc

A —a & +9—: S
z
@, étant un polynome de degré Wi

Posons de méme:

B, B ol
47 +xﬂ o AR
on en déduira
Ar=a,+ % + %5 Hooncy

@, étant un polynome en z du premier degré au moins.
Continuant ainsi, on obtiendra un développement

T
N

a; -+

I

g+ .
L)

limité si A est une fraction rationnelle, illimité dans le cas
contraire; a,, a,, ... étant des polynomes dont les degrés
en z, que nous désignerons par y.,,' 2, ..., Sont au moins
égaux 3 'unité.

391. Considérons les réduites

Bi | @, 120 I Aoy —+1 P,
= == e = ———————y — = @+
Qo 1 Q, ay a 2 .

J
B
ay+ —
a3

Les relations (1) subsisteront avec toutes leurs consé-
quences.

On en déduit tout d’abord que le degré v, du polynome Q.
est égaléw—i—w—i—...—f—y”. ;

La relation (2) montre ensuite que la fraction algé-

: P G :
brique = est irréductible.

n . 7

On voit enfin, par la relation (4), que la différence

P ‘ o
A — "= est d’ordre — v,_, — v, par rapport & z. Car Qu_s

n—1

SERIES. 37 7

1 e
est d’ordre v, , et Q, v Q_; est évidemment d’ordre Vo
n
comme son premier terme Q,.
: 1%
D’ailleurs, v, >v,_,; donc lordre de A — —"=! sera

< — 9V

n—1

392. Nous allons démontrer que, réciproquement, toute

fraction L telle que la différence A — % soit d’ordre << — o v,

Q

v étant le degré du dénominateur Q, est nécessairement
égale & I'une des réduites précédentes.

En effet, considérons la série des nombres v,, vy, ...;

soit v,_, le dernier nombre de cette suite qui ne surpasse
pas v. On aura, par hypothése,

P 1
(o)

Lo 5 I &
en désignant, pour abréger, par <W> une expression

d’ordre — (2v +1)-au plus par rapport a x.
On a, d’autre part,

d’ou

pu—1 p Pn~~l Q EeE, PQn—l = < 1 >

_|,

) Qn-1Q

Or on a

1
2Yn=1Vn

Y>> V3 Vpog.

Donc le second membre de 1'égalité précédente sera d’ordre
inférieur & — (v +v,_,). Donc il doit en étre de méme du
premier. Mais le dénominateur Q,_, Q est d’ordre v + v, ;.
Donc le numérateur doit étre d’ordre << o. Mais c’est un
polynome, et son ordre ne peut étre <o que s’il s’annule
identiquement.
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On aura donc

P, 1Q—PQ, =o,
d’olt
PR
—Q — Qn—l
et, par suite,
Ri=k R &
(2) Q=+£kQu,

k étant un polynome d’ordre v — v,_;.
: P S . 5
On voit par la que —~ ne sera irréductible que s1v =v,_;,

Q

auquel cas le facteur & se réduit & une constante.

393. Proposons-nous de déterminer directement une

R . . . .
fraction — dont le dénominateur Q soit de degré v, et telle

-
*—g=(a=)

qu’on ait
On en déduit, en chassant le dénominateur,

()

; 1 I
I1 faut donc que, dans le produit AQ, les termes en i
disparaissent. :

Soit, comme précédemment,

o o
A:ao+——1—|——2_,+...,
€ x-
et posons
Q:BO—I—Bix-{—...—{—B\,d‘V.

Le coefficient C; du terme en %, dans le produit AQ, sera
X

évidemment donné par la formule

Co=oBy+ o4 By +. . .+ aniy By
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Nous aurons a satisfaire aux conditions suivantes :

(6) @, —o, 5 Cy=o.
1° Si le déterminant
2 4% oy 960 Oy 1
e Oy o3 Sieth Olyto
=
y+1 Oyro oo Ogyyy

n'est pas nul, ces équations détermineront, sans ambiguité,
les rapports des inconnues B; la fonction Q sera déterminée
a un facteur constant prés; on obtiendra la valeur corres-
pondante de P en calculant la partie entiere du produit AQ;

2° 51 A, est nul, les équations (6) ne détermineront pas
complétement les rapports des coefficients B, et le poly-
nome Q contiendra plusieurs constantes arbitraires.

Dans tous les cas, les constantes arbitraires disparaitront

> e
du vapport —, en vertu de la relation

Q
P PnAl

B

que nous avons trouvée plus haut.

On voit par ce qui précéde que la condition A,2 o exprime
qu'il existe une réduite de degré v. Si donc tous les déter-
minants A,, A,, .., sont différents de zéro, ce qui aura lieu
en général, les nombres v, vy, ..., v,, ... formeront la série
compléte des nombres entiers, et, par suite, les degrés w,,
{2, «.oy Py ... des polynomes a,, as, ..., @p, ... seront
égaux 4 'unité.

VIII. — Maxima et minima.

394. Soit /() une fonction réelle de la variable réelle z.
On dit que f () est maximum pour z =a, si I'on peut
déterminer une quantité ¢ telle qu’on ait

SJla+h)—f(a)<<o



