Vorlesung ,, Analytische Zahlentheorie“ (Sommersemester 2024)

Ubungsblatt 10 (28.6.2024)

In der Vorlesung wurde folgende Gleichung gezeigt:
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Aufgabe 46:
(1) Zeige (beispielsweise mit Hilfe partieller Summation), dass fiir alle s € C\ {1} und N € N gilt
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Zeige fiir alle s € C mit 0 = Re (s >Ound alle N € N gilt
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(3) Zeige, dass fiir alle s € C\ {1} mit Re(s) > 0 und alle N € N gilt
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Aufgabe 47:
(1) Zeige (mit Hilfe von Aufgabe 46), dass fiir t € R\ {0} und N € N gilt
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(2) Beweise fiir t € R\ {0} und N € N die Abschétzung
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(3) Beschreibe fiir ¢t € R\ {0} das Verhalten der Folge
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Aufgabe 48: Fiir Funktionen f : [1,00) — R, die beschrinkt und auf jedem kompakten Intervall
Riemann-integrierbar sind, betrachten wir folgende Eigenschaften:

(A) Das uneigentliche Integral [ L2 L&) g2 = limyx oo fl f( L&) g existiert.
(B) limy o0 f(z) =0, d.h. f(x) konverglert fiir x — oo gegen 0.

Zeige an Hand von Beispielen, dass weder (A)==-(B) noch (B)=(A) gilt.
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Aufgabe 49:
(1) Die Potenzreihe Y °  a,2™ konvergiere fiir alle reellen Zahlen = mit |z| < 1 gegen die Funktion

f(x).
Zeige: Existiert der Grenzwert lim,_,1_ f(x) und gilt a,, > 0 fiir alle n, so konvergiert die Reihe
oo o n.

(2) Zeige an einem Beispiel, dass die Aussage in (1) nicht mehr richtig sein muss, wenn man die
Voraussetzung a,, > 0 weglésst.

(Die Aussage in (1) ist ein einfaches Beispiel eines sogenannten Tauber-Satzes.)

Aufgabe 50: (In dieser Aufgabe darf der Primzahlsatz (7(z) ~ %) verwendet werden.) Zeige:

log z
(1) Fiir a,b € Ry gilt
m(az) a

7 (bx) T
(2) Zu a,b € Ry mit a < b gibt es ein 2, € R, sodass

m(ax) < w(bx) fiir alle x > x4

gilt. Insbesondere enthélt dann fiir jedes « >z, das Intervall [az, bx] eine Primzahl.
(3) Zu a,b € Ry mit a < b gibt es Primzahlen p, ¢ mit
a<?Z <
q
(4) Jede positive reelle Zahl ldsst sich beliebig gut durch den Quotienten zweier Primzahlen appro-

ximieren.
(5) Bestimme Primzahlen p, ¢ mit g =314.... (g approximiert also m = 3.14159265358979....)



