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Termine
Vorlesungstermine

Mi 10:15—-12:00 Uhr Raum: H13 Hermann Schulz-Baldes
Do 08:15—-10:00 Uhr Raum: HH Hermann Schulz-Baldes

Videoaufzeichnung aus WS2016 iiber StudOn

GroBibung
Mo 12:15 - 14:00 Uhr Raum: H12 Tom Stoiber

Ubungstermine
Gruppe 1 Mo 08:15—-10:00 Raum: U4 Refik Mansuroglu
Gruppe 2 Mo 10:15-12:00 Raum: HE Kevin Haas
Gruppe 3 (Eng.) Mo 10:15—-12:00 Raum: HE Nikolay Martynchuk
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Regeln

Anmeldung

@ Melden Sie sich in Studon zu Veranstaltung und Ubungen an
(ab 12:00 am 17.10.). Beachten Sie Anmeldefristen fiir Klausur
Ubungen
@ Die Ubungsblatter werden freitags auf Studon bereitgestellt.
@ Die Abgabe bis Montag 12:00 in Ubungskasten (Cauerstr. 11)
@ Es werden nur leserliche und ordentliche Abgaben akzeptiert

@ Es sind Zweierabgaben gestattet, solange beide die gleiche
Ubungsgruppe besuchen

@ Zu Semesterende sind 50% der Gesamtpunkizahl vorzuweisen
Klausur

@ Die Klausur findet am 12.02.2019, 8:00-9:30, in H12-H13 statt
@ Einsicht am 13.2.2019 von 09:30 bis 10:30 in U2 (Mathematik)
@ Nachklausur 18.04.2019, 10:00-11:30 in H12

@ Hilfsmittel: beidseitig handbeschriebenes DIN A4 Blatt
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Uberblick

Gewohnliche Differentialgleichungen

Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
Phasenportrat
Stabilitatsanalyse

Maf3- und Integrationstheorie

o-Algebren und Male

Lebesgue-Integral

Konvergenzsatze, Satz von Fubini, Transformationsformel

Fourierreihen und Fouriertransformation
Tensorkalkul auf Mannigfaltikeiten

Differentialformen
Satze von Stokes und Gauss

Funktienentheorie
Holomorphe und analytische Funktionen
Residuenkalkll
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Literatur

Es gibt viele gute Quellen zu obigen Themen!

Wabhlen Sie nach Ihrem Geschmack aus, z.B.

Deitmar, Analysis, bei Springer Spektrum 2014

Zorich: Analysis | und I, Springer Verlag 2006

Knauf: Klassische Mechanik, Springer Verlag 2011

Elstrodt: MaB3- und Integrationstheorie, Springer Verlag 2011
Werner: Einfihrung in die héhere Analysis, Springer Verlag 2006
Lehn: Skript zur Analysis Ill, 2003

... Skripte zur Ana und LA von mir sind auf Studon

und es gibt weiter die Folien auch auf Studon
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1 Differentialgleichungen
Was ist eine Differentialgleichung?

Definition 1.1
Sei U c R+ offen und f : U — R” stetig. Dann ist, mit x’ = o;x,

x' = f(t, x)
eine (vektorwertige explizite) gewdhnliche Differentialgleichung (DGL).
Loésung ist differenzierbares ¢ : | — R™ auf offenem Intervall / ¢ R mit

Graph(¢) = {(t,0(1))[tel} = U

und

Beispiel 1.2
Sein=1.Dannistte R ¢(t) = eM Ldsung von x’ = \x
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Lokale Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Theorem 1.3 (Satz von Picard-Lindel6f)
Sei U c R'" offen und f : U — R" stetig und global Lipshitz in x:

[f(t, x) = f(t,y)| < Lix =yl

far alle (t, x), (t,y) € U und uniformen L > 0.
Zu Anfangsbedingungen (y, Xo) € U existiert e > 0 und genau eine
Lésung ¢ : [ty — €, Iy + €] — R" des Anfangswertproblems (AWP):

X' = f(x,t)  x(th) = Xo

Bemerkung 1.4
Genauer: firr kurze Zeiten |t — {| erfullt die differenzierbare Ldsung ¢

¢'(t) = f(t,o(t))  o(b) = Xo
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Beweis der Eindeutigkeit
Seien ¢ und ¢ zwei L6sungen des AWP auf [fy — €, fy + €o]
Betrachte n(e) = ¢(fo + €) — ¥ (f + €) und setze M = sup|. ., [n(e)|

[n(e)ll

Le ds (¢t +5) — ¢/ (to +9)) ‘

JOE ds [f(fo + s, d(fo + ) — (o + 8,9(fo + 3))]”
< el sup ||p(ty + 8) — th(ty + 9)||

Is|<lel

< elLM

Nach Maximimieren Uber linke Seite folgt somit M < eg LM
Wenn ¢ < 1, folgt also M = 0

Also n = 0 und somit ¢ = v auf [ty — eg, fy + €o]
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Beweis der Existenz

Jede Lésung ¢ des AWP x’ = f(x,t) und x(fy) = Xxo erfillt
t
o(t) = xo + t dsf(s, ¢(s))
0
wie Differenzieren zeigt
Umgekehrt: Lésung dieser Integralgleichung ist C' (Hauptsatz)
Somit: Lésung der Integralgleichung wieder Lésung des AWP
Betrachte den Integraloperator F : C(/,R") — C(I,R")
t
(FO)(t) = X0 + | dsf(s,¢(s))  tel=[lo—co, lo+ co]
b

Gesucht sind also Fixpunkte von F
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Erinnerung an Hilfsmittel

Satz 1.5 (Fixpunktsatz von Banach, MP2)
(Y, d) vollstédndiger metrischer Raum
F .Y — Y Lipshitz-stetig mit Lipshitzkonstante K < 1, d.h.

d(F(y),F(z)) < Kd(y,2) , VyzeY

== F hat genau einen Fixpunkt yo € Y, d.h. F(yo) = Yo

Hier Y = C(/,Bg) mit Bg = {x € R"| | x| < R} mit Metrik
d(p, ) = ¢ =Dl = sup [6(t) =) = max ¢(t) — v (D]

Dannist (C(/, Bg), d) vollstandig (siehe MP2, Satz 11.26)

Noch zu zeigen fir obigen Integraloperator F und passende g, R:
e F:C(I,Bg) — C(I,Bg) = C(I,R")

e  Kontraktion
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Nachweis der Kontraktionseigenschaft von F
Firge C(I,Bg)und te | = [ty — €, ty + €] gilt

t
[(Fo)D] < xl + ft ds |f(s,¢(s))| < x| + e« C < R

wobei C = |f|, und Letzteres gilt fir R ausreichend grof3. Nun:

d(F(¢), F(¥))

flir g ausreichend klein. Somit ist Picard-Lindel6f bewiesen

Bemerkung 1.6

Eindeutigkeit folgt auch aus der Eindeutigkeit im Fixpunktsatz

<

<

t

sup
tel

)

ds [1(s, 6(5)) — F(,10(5))] H

el sup l¢(s) = (s)|

1
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Beispiel 1.7
Sein=1undp:R — R ein Polynom. Dann hat das AWP

x" = p(x) , x(0)=c

eine eindeutige Lésung fir kurze Zeiten. In der Tat ist p Lipshitz.
Berechnung: Trennung der Variablen ‘%ﬁ) — dt und Integration

t—l—Czjdt‘zfﬂ , CeR
p(x)

Letzteres kann mit Partialbruchzerlegung bestimmt werden
Integrationskonstante C aus Anfangsbedingung berechnen
Dann Auflésen nach t

Zum Beispiel: p(x) = x2 und ¢ = 1

Dannt—1 = —x"1, also ist die (eindeutige) Lésung x(t) = %_t
Beachte: Lésung existiert nur fur t < 1

Mathematik fiir Physiker 3 1. Differentialgleichungen 12/ 344



Durch maximale Fortsetzung der Lésungen erhalt man:

Satz 1.8
Sei U c R'" offen und f : U — R” stetig in t und Lipshitz-stetig in x.
Dann hat das AWP

x = f(t,x) : x(l) =x0e U

ein maximales offenes Existenzintervall 4, .y = (T—, T1+) < R

Beispiel 1.9
Zum AWP X' = x2 mit x(0) = 1 ist /g 1) = (—o0,1).
Zum AWP x’ = x mit x(0) = 1 ist /g 1) = R mit Lésung x(t) = €'

Definition 1.10
Wenn maximales Existenzintervall fir alle Anfangsbedingungen
ganz R ist, hei3t DGL vollstéandig
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Obige Losungsmethode: Trennung der Variablen und Integration
immer, wenn rechte Seite faktorisiert:

Dann d
X
—— = | dth(t
a0 = | etno
Existenzaussage in Beispiel 1.7 ist Spezialfall von:

Satz 1.11
Seif: Uc R™" — R" total differenzierbar (MP2). Dann hat das AWP

x' = f(t, x) (x(0),0) = (c,0) e U

eine eindeutige L6ésung fir kurze Zeiten

Beweis: Differenzierbare Funktionen sind Lipshitz-stetig O
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Picard lteration

Im Beweis vom Fixpunktsatz von Banach betrachtet man die Folge

Ynr1 = F(yn) ) n=1

wobei yy € Y eine Anfangsbedingung ist
Es wird dann gezeigt, dass diese Folge immer gegen ein y, konvergiert

Angewandt auf obige Situation erhalt man eine Folge von Funktionen:

t
Xne1(t) = X0 + ds f(s, xn(S)) , Xo(t) = Xo
fo

Sie konvergiert exponentiell in n (fur kleine t) gegen Lésung der DGL

Dies ist eine (numerische) Methode die Lésung der DGL zu
bestimmen, genannt die Picard lteration
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Verallgemeinerung von Picard-Lindelof
Mit im Wesentlichen dem gleichen Beweis gilt Folgendes:

Satz 1.12

Sei (V,| .||) ein Banachraum (vollstdndiger normierter Vektorraum)

Sei U c R x V offen und f : U — V stetig und global Lipshitz in x:
[f(t, ) = f(t, )| < Lix—yl

fir alle (t, x), (t,y) € U und uniformen L > 0.
Zu Anfangsbedingungen (ty, xo) € U existiert e > 0 und genau eine
Lésung ¢ : [ty — €, o + €] — V des Anfangswertproblems (AWP):

x = f(t,x) x(l) = Xo

Insbesondere, gilt dies also fir lineare Gleichungen auf einem
Hilbert-Raum, also auch fir die Schrédingergleichung idyyp = Hy
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Satz von Peano
Existenz von Lésungen unter schwéacheren Voraussetzungen:

Satz 1.13
Sei U = R offen, (ty, xo) € U und f : U — R" stetig. Dann hat AWP

x' = f(t, x) x(l) = Xxo

eine Lésung.

v

Beweis: siehe z.B. Walter, Gewdhnliche Differentialgleichungen O

Eindeutigkeit der Lésung nicht gegeben (wenn nicht Lipshitz):

Beispiel 1.14
Betrachte das (skalare autonome) AWP

—3x5 , x(0)=0eR

Eine Losung ist x(t) = 3. Eine andere Lésung ist x(t) = 0
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Implizite DGL

Definition 1.15
Eine DGL heifBt implizit, wenn sie von folgender Form ist:

g(t,x,x') =0

Lésungen allgemeiner impliziter DGL sind nicht eindeutig:

Beispiel 1.16

(X2 -2t +x =0

X' =ttt —x
falls t? > x (sonst keine reelle Lésung)

Also: lokal zwei Losungen fiir Anfangsbedingen (1o, xo) mit &2 > Xo
(fir jedes Vorzeichen Lipshitz-stetige rechte Seite)

Dies impliziert:
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Zeitabhangige DGL = DGL mit Zusatzkomponente

Zu DGL
X' = f(t,x)

mit explizit zeitabhangigen f gehe Uber zu:

S

Dann ist DGL &quivalent zu

was also zeitunabhangig ist

Definition 1.17

Eine zeitunabhangige DGL heif3t auch autonom.
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DGL hoherer Ordnung

Bis jetzt nur DGL erster Ordnung, d.h. mit erster Ableitung x’ = x(1)

Definition 1.18
Eine explizite DGL k-ter Ordnung ist von der Form

xB = f(t,x, xM ... xk=1)

wobei f : U — R” stetig auf offenem U — R+
Lésung ist kmal diffbares ¢ : I — R auf offenem Intervall / = R mit

Graph(¢) = {(t,¢(t),¢ ") (t),....0* V() [tel} < U

und

oW (t) = f(t,0(1), 61 (1),...,0% (1))

Bemerkung 1.19
Far Banachraum-wertige DGL kter Ordnung ersetze R” durch V
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Beispiel 1.20
Sei n = 1. Schwingungsgleichung:
mx" + rx + kx =0

mit Masse m > 0, Dampfungskonstante r > 0, Federkonstante kK > 0
Dies ist eine skalare DGL zweiter Ordnung
Fur r = 0 ist eine Lésung (Verifikation durch Einsetzen)

x(t) = asin(wt) + b cos(wt) ) w = q/% Frequenz
wobei a, b € R Integrationskonstanten so dass
x(0) = b X' (0) = aw

Also hier: zwei Anfangsbedingungen (weil zweiter Ordnung)

Fragen: Lésung eindeutig? Existenz von Lésungen fir hdhere DGL?
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Umformulierung in System erster Ordnung

Setze

Yo X )4
y=1| " |-= : ,  F(ty) =

Yk—2 x(k=2) Yk—1

Vk—1 xk=1) f(t, Yo, Yk—1)
Dann

xB = £t x, x) . xk=1) — ¥y = F(ty)
Anfangsbedingungen:

Xo
xV() = x fir j=0,....k—1 = y(bo) = yo =

Xk—1
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Allgemein gilt also: Picard-Lindeléf flir zugehdriges System

Satz 1.21
Die explizite DGL kter Ordnung

x® = f(t,x, xV .. xE1)

hat lokal eindeutige Lésungen, wenn f stetig in t und Lipshitz-stetig
inx,xM .. x&=1) jst

Beispiel 1.22
Schwingungsgleichung wie oben:

/
X X'
mx" + rx + kx =0 <« <,>=<r, k)
X —LIx — XX

Also F(x,x") = A(}) linear und durch Matrixmultiplikation gegeben.
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Erinnerung: Lineare Differentialgleichung (MP2)
Zu A € Mat(N x N, C) betrachte lineare autonome DGL:

X = Ax , x(0) =xeCV

Lineare Abbildungen sind Lipshitz, also eindeutige Lésungen

Lésungen gegeben durch Funktionalkalkil von A:
x(t) = e xo
Berechnung durch Diagonalisierung oder Jordan’sche Normalform:
e — M1+ — m—1ele M
wobei D diagonal und J nilpotent (Summe von Jordan-Blécken) mit

A=M'"D+JM , [DJ] =DJ—JD =0
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Zeitgeordnetes Produkt
Nun t € R — A(t) e Mat(N x N, K) zeitabhangig. Betrachte DGL:

X' = Atx x(0) = xp e KN

Wiederum rechte Seite Lipshitz, also Losung eindeutig

Aber Berechnung durch Spektraltheorie nicht méglich.

Ubergang zu Zusatzkomponente nicht hilfreich (Verlust der Linearitat)
Lésung wird formell geschrieben als:

x(t) = T exp (Lt dsA(s)) Xo

wobei T “zeitgeordnet” bedeutet. Explizit bedeutet dies:

0 t Sn S
x(t) = (1 i ;fodsnfo dsy_ 1 JO ds, A(sn)---A(s1)> Xo

Hierbei Summe konvergent. Ableiten zeigt in der Tat obige DGL
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Beispiel 1.23
Schwingung mit oszillierender Federkonstante k(t) = k(2 + cos(wt)):

mx" + rx + k(t)x = 0

X I_ 0 1 X
xX) — \-k@-cos(wt)) —L)\x

Also: linear, aber nicht autonom (mit zeitabhangiger Matrix)

Dann

Es ist moglich, Zeit als Zusatzkomponente einzufligen
(wie vor Definition 1.17), aber dann DGL nicht mehr linear:

!/

X X' X
_ k

X| = | —5f@—-coswt)x — Lx'| £ Al X

t 1 t
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Fundamentallésung linearer DGL
Definition 1.24

t
o(t,t) =T exp( dsA(s)) e Mat(N x N, C)
t/

heit Fundamentalldsung zu zeitabhangiger linearer DGL x’ = A(t) x

Wenn A(t) = A konstant, dann ®(t, ') = e(i=1)A

Dies erflllt offensichtlich die folgenden Eigenschaften:

Satz 1.25

Die Fundamentallésung zu jeder zeitabhdngiger linearer DGL erfiillt:
(i) oid(t, t') = A(t)d(t, ') (DGL)

(i) o(t, o, t") = d(t, ") (Verknidpfungsregel)

(iii)y &(t,t) =15 (Anfangsbedingung)

Mathematische Theorie flr beliebige Operatoren A(t): siehe Yoshida
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Variation der Konstanten

Nun sei zudem eine (stetige) Inhomogenitét h: I « R — CN gegeben:

/

X = Alt)x + h(t) ,  x(0) = xpeCV
Auch hier kann die Lésung noch berechnet werden mit dem Ansatz:
x(t) = o(t,0c(t)y , c:lcR—-CN

Einsetzen liefert:

X(t) = 2(®(,0)c(t)) = A()D(t,0)c(t) + B(t,0)¢ (1)

also
®(t,0)c(t) = h(t) — () = o0 h(t) = (0, t)h(t)
—  ot) = c+ ftdscb(o,s)h(s)
0

Einsetzen in Ansatz und Vergleich mit Anfangsbedingung zeigt ¢ = X
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Da ¢(t,0)®(0, s) = ®(t, s) folgt:

Satz 1.26
Eindeutige Lésung der inhomogenen linearen DGL x’ = A(t)x + h(t)

mit Anfangsbedingung x(0) = X ist
t
x(t) = &(t,0)x0 + J ds®(t, s)h(s)
0

wobei ®(t, s) Fundamentallbsung des homogenen Problems ist.

Fur Spezialfall A(t) = A konstant:

t
x(t) — exp + f ds e=9Ah(s)
0
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Vektorfelder und Fllisse
Von linearen DGL zurlick zu allgemeinem Fall

Definition 1.27 (Dynamisches System)

Funktion f e C'(U,R") heiBt auch (autonomes) Vektorfeld auf U — R".
FUr Zeitintervall / ist der Fluss ¢ : | x U — U die LOsung des AWP:

® heiBt auch kontinuierliches dynamisches System

t e I — ®4(x) € U heiB3t Integralkurve (oder Trajektorie oder Orbit) von f

Bemerkung 1.28

fe C' — f Lipshitz — Lésungen und Fluss existieren lokal

Gleichung x’ = f(x) besagt: Fluss (Lésungen) immer tangential zu f

Dies liefert eine geometrische Interpretation der Lésungen
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Beispiel 1.29 (Wieder Schwingungsgleichung)

Definiere Impuls p = mx’ und Vektorfeld f : R? — R? durch

1
f(Xap) = <_k;7_pL )

m

() - oo

Far r = 0 wurde Fluss in Beispiel 1.20 angegeben:

B %ﬂ sin(wt) + x cos(wt) _ |k
q)t(xap) - (p COS((JJt) — mx Sin(Wt)) ’ Y \/;

Dann:
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Plot des Vektorfeldes (mit Mathematica)

Setzem=1,k=05,r=0
VectorPlot [{p, -0.5 x}, {x, -2, 2}, {p, -2, 2}]

A A

///I—»\\
//I—D\\

vd

A o = =N

AN

Ve

A 7 - =~ N\

AS

rd

2P SN

~

>

- -

P

~

~ -

-~ -

-

-

-

-—

~

~

,

-

N

N % = s )

<

RN

XN w o~ w oy
N o~ o~ oy
X X w - g

Ve

AN

¥

2L W LV = =AU ATACAAL -
P OO L e OGO
NN v e AN
AN T 7 7 7 mm AN

AN
\

\
¥
4
Y
¥

A N N N gV gys
MR R R e Y
A QS S & B ASYee'd
I NN S S E 38 S Sy e

-2
Mathematik fur Physiker 3

-1

0

1. Differentialgleichungen

1

2

32/344



Plot des Vektorfeldes und des Flusses
Gleiche Parameter m=1,k=05,r=0
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Plot des Vektorfeldes mit Reibung
Setze m=1,k=05,r=04

2L

2L

Was sind jetzt die Losungskurven?
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Plot des Vektorfeldes mit Reibung und des Flusses
Gleiche Parameter m=1,k=0.5,r =04
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Fall mit negativer Reibung (getriebenes Pendel)
Parameter jetzt m=1, k=0.5,r=-0.4

/// 2 r
7 // 4 ///—'T‘\\F‘ \
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Volistandige Fliisse

Definition 1.30
Ein dynamisches System heif3t vollstanding, wenn fir jede
Anfangsbedingung x € U maximales Existenzintervall Iy ganz R ist

Bemerkung 1.31
Wenn Trajektorien U verlassen, ist das System nicht vollstandig
Vollstandigkeit immer verletzt, wenn Losungen explodieren (Bsp 1.7)

Beispiel 1.32
Flisse zu linearen DGL sind immer vollstandig (siehe oben).

Verallgemeinerung (Beweis z.B. im Buch von Knauf):

Satz 1.33

Wenn f global Lipshitz auf ganz R", d.h. |f(x) — f(X")|| < L||x — X’|
fir ein L und alle x, x' € R", dann ist zugehdriger Fluss vollstandig
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Eigenschaften des Flusses

Satz 1.34

Sei ® Fluss zu Vektorfeld f e C'(U,R"). Dann gelten
Flussgleichungen:

Po(x) = x ,  P(Ps(x)) = Pris(X)
fir alle x e U und s, t + s € Iy. Zudem: 0;®+(x) = f(P4(X))

Satz 1.35 (Hauptsatz zu gewohnlichen DGL)

Sei Vektorfeld f e CK(U,R") k-mal stetig differenzierbar
= Fluss ® auch k-mal stetig differenzierbar (in t und x)

Beweis: Modifikation von Picard-Lindel6f, z.B. Knauf Klass. Mech.
Bemerkung 1.36

Insbesondere: Trajektorien hangen stetig von Anfangsbedingungen ab
Dies ist eine Stabilititsaussage
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Umparametrisierung der Zeit
Sei ¢ Fluss zu Vektorfeld f e C'(U,R") auf U c R"
Weiter sei p : U — R differenzierbar und betrachte

Also andert p nur die Lange, aber nicht die Richtung des Vektorfeldes
Satz 1.37
Zu x(t) = &¢(x) Orbit zu x und r : R — R Lésung des skalaren AWP

Dann ist y(t) = x(r(t)) = ®,(x) Lésung mit y(0) = x

Beweis: Da r'(t) > 0 ist r monoton wachsend. Zudem:
ay(t) = ax(r(t)) = X'(r()r'(t) = f(x(r(1))p(x(r(t))) = ply(1)f(y(1)

Mathematik fiir Physiker 3 1. Differentialgleichungen 39/344



Verallgemeinerungen

Definition 1.38
Gegeben Halbgruppe G mit Eins e und Menge M (meist metrisch)

Abbildung ¢ : G x M — M ist dynamisches System falls

dgodp = gy, e = idy

Bemerkung 1.39
G = R und M c R": vollstandiges dynamisches System wie oben
Oft auch M Mannigfaltigkeit (dann Lésungen lokal in Karten)

Beispiel 1.40

Wenn G = N, spricht man von diskreter Dynamik mit diskreter Zeit
Sie ist charakterisiert durch Abbildung F = ¢1 : M - M
weilld;=Fod; y=Fo---oFfirteN

Wenn F invertierbar, dann G = Z mdglich
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Fixpunkte, periodische Orbits, invariante Mengen
Definition 1.41
Sei ¢ Fluss zu Vektorfeld f e C'(U,R") auf U = R”
Iy maximales Definitionsintervall zu Anfangsbedingung x
(i) x € Uist Ruhelage, wenn ®;(x) = x fir alle ¢
(i) Der Orbitzu x € Uist t € Iy — d4(x)
(iii) Ein Orbit hei3t periodisch, wenn ein T > 0 existiert mit 7(x) = x
Das mimimale T mit dieser Eigenschaft heif3t dann die Periode.

(iv) Ein Menge M < U heif3t invariant (fir positive Zeiten),
wenn &;(M) c Mfart =0

Beispiel 1.42 (Schwingungsgleichung)
(0,0) ist Ruhelage fir alle Reibungen r e R
Periodische Orbits fir r = 0, alle mit gleicher Periode T = 1 =

>3
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Stabilitat von Losungen

Definition 1.43
Sei ¢ Fluss zu Vektorfeld f e C' (U, R") auf U

(i) Lésung t e [0,0) — ®¢(x) heiBt (Lyapunov) stabil, wenn
zu jedem € > 0 ein ¢ > 0 exisitiert mit:

Ix=yl<é = supoix) —®uly)] < e
=

(i) Lésung t € [0,0) — ®(x) heiBt asymptotisch stabil, wenn
ein § > 0 exisitiert mit:

Ix=yl <6 = Jim [&:(x) = Pe(y)| = O

(iii) Eine Lésung heift instabil, wenn sie nicht stabil ist.
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Erste Beispiele

Beispiel 1.44 (Schwingungsgleichung)
Schon oben: (0, 0) ist Ruhelage flr alle Reibungen r

(i) (0,0) stabil furr =0
(i) (0,0) asymptotisch stabil fir r > 0
(iii) (0,0) instabil stabil fir r < 0

Ohne Reibung, r = 0, viele periodische Orbits
Diese periodischen Orbits sind stabil, aber nicht asymptotisch stabil

v

Bemerkung 1.45

Fur allgemeine dynamische Systeme: analoge Begrifflichkeiten

Z.B.: Im Banach’schen Fixpunktsatz induziert die Kontraktion F

eine diskrete Dynamik ¢, = F°" mit n € N (wie oben)

Jede Losung asymptotisch stabil und konvergiert gegen den Fixpunkt

v
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Ruhelagen bei linearen dynamischen Systemen
Satz 1.46

Sei A e Mat(N x N, C) mit Eigenwerten zy,...,zx € C
Fluss ® zu x' = Ax hat Ruhelage 0 € CN (eindeutig wenn alle z, + 0)
Setze v = maxx_1,._x Re(zx)

() Falls~v < 0, ist0 asymptotisch stabil
(ii)y Falls~ > 0, ist 0 instabil

Beweis: Zu beliebiger Anfangsbedingung x und ¢ > 0

A —1 D —1 D J
[P =[x = [M~TePeYMx| < M|V ]|M]]|x]|
< Ci||eP|Cre?C3Cy = Cevlet

weil e ein Polynom in t ist.
Wenn ~ > 0, existiert v mit e \v = Ae""v — oo fiir alle A > 0.
Also enthalt jede Umgebung von 0 Punkte, die explodieren.
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Linearisierung um Ruhelage

Nun betrachte beliebige autonome DGL auf R" mit Ruhelage bei x;:
x = f(x) , f(x;) =0

Linearisierung bei x; ist A = Vf(x¢) € Mat(n x n,R). Also:

/

x' = A(x —x¢) + R(x) , R(x) = f(x) — A(X — x¢)
Lemma 1.47

Lésung fir Anfangsbedingung x(0) = xq erfiillt:

t
x(t) = efxp + f ds 6-94R(x(s))
0

Beweis: Ansatz x(t) = e*¢(t) und Anfangsbedingung flihrt auf

() = Rx(t) = ¢(t) = x +Jtdse‘5A R(x(s))
0
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Lemma hilfreich wenn kombiniert mit:

Lemma 1.48 (Gronwall Ungleichung)
Seia=0undf,ge C([0, t],R>q). Aus

t
f(t) <a + J ds f(s)g(s)
0

fart e [0, t] folgt

f(t) < aexp (Ltdsg(s))

v

Beweis: Sei a > 0. Setze h(t) = a+ Sé dsf(s)g(s). Dann h(t) = 0 und

t
H(t) < f(t)g(t) < h(t)g(t) == In <@) < fodsg(s)

a

Fur a = 0 qilt Ergebnis fiir jedes a = ¢, also f = 0. OJ
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Stabilitat von Ruhelagen

Satz 1.49

Betrachte x’ = f(x) mit Ruhelage x;, d.h. f(x;) = 0

Sei A = Vf(x¢) € Mat(n x n,R) und seien z1, . .., zx € C Eigenwerte
Setze v = maxx_1,._x Ne(zx)

Wenn ~ < 0, so existiert offene Menge B mit x; € B

(genannt das Attraktionsbassin von x;) mit

lim ®:(x) = X¢ fir alle x € B
t—+00

d.h. insbesondere: x; ist asymptotisch stabil
Zudem kann B als invariante Menge gewaéhit werden

Also: lineare Terme dominieren lokal die Nichtlinearitaten
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Beweis: Durch Verschieben um x; kbnnen wir x; = 0 annehmen
Wieder fur R(x) = f(x) — Ax existiert nach Definition der Ableitung
ein § beliebig klein mit, flir x ausreichend klein,

IR < dllx]

Nach Lemma 1.47 erfillt L6sung fir Anfangsbedingung x(0) = Xp:

t
Ix(H)] = |eMx + f dse(’S)AR(x(s))’
0

t
< CeltIt 4 J ds C el'=90%9) 5| x(s)|
0
Multipliziere mit e~(*+9* und wende Gromwall auf =1+ x(¢)| an:
t
HX(t)H < C elv+olt exp <J ds C(S) — CelvretrCot
0

Fir ¢ < o folgt also exponentieller Abfall in t,d.h. x(t) = 0=x;  [J
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Verfeinerung
Obiger Beweis zeigt grob:
nicht-lineare Dynamik fast gleich der Dynamik der Linearisierung

Tatsachlich ist Dynamik linear, bei geeigneter Wahl der Koordinaten:

Satz 1.50 (Hartman-Grobman Theorem)
Gleiche Situation wie in Satz 1.49 mit x; = 0
Dann 3 Umgebung B von x, und Homomorphismus ¢ : B — ¢(B) mit

pody = efop aufB

Fir einen Beweis: siehe Literatur

Bemerkung 1.51

Auch fir periodische Orbits gibt es eine Stabilitatsanalyse,
basierend auf der Poincaré-Rekurrenzabbildung
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Definition 1.52 (Lyapunov-Funktion)

Sei ¢ Fluss zu Vektorfeld f e C'(U,R") auf U

L : U — R heif3t (strikte) Lyapunov-Funktion von ¢ auf U
<= t— L(P¢(x)) (strikt) monoton fallend

Satz 1.53
Wenn L : U — R differenzierbar und {VL(x)|f(x)) <0 (< 0) firx € U,
so ist L (strikte) Lyapunov-Funktion

Beweis:

rL(®(x) = (VL®(x))|arde(x)) = (VL(®¢(x))[f(®¢(x))) < O
[
Bemerkung 1.54
Anschaulich: Vektorfeld f zeigt auf jeder Niveauflache
N = {x € U|L(x) = a} von Lyapunov Funktion L ins Innere von N
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Satz 1.55
Wenn L Lyapunov-Funktion zu ®, dann ist fir alle ae R
{x € U|L(x) < a} invariante Menge fiir den Fluss ¢

Satz 1.56
Wenn Lyapunov-Funktion L strikt ist und eindeutiges Minimum x; hat,
dann ist x; eine asymptotisch stabile Ruhelage

Beispiel 1.57 (Schwingung mit Reibung r > 0)

Lypapunov-Funktion L(x, p) = % + '%‘2 (Energie ohne Dissipation)

1 2
(vLify = <(§)‘<_k;_pr)> - <o

m

Also Nullstelle (0,0) von V ist asymptotisch stabile Ruhelage fir r > 0
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Erster Spezialfall: Gradientenfelder

Definition 1.58

Ein Vekiorfeld f € C' (U, R") heiBt Gradientenfeld auf U < R” falls
Funktion H € C?(U, R) existiert mit f = VH wobei V = (d,, ..., 0x,) "
Der zugehdrige Fluss heif3t Gradientenflul3

Satz 1.59
Entweder ist ein Orbit einer Gradienten-DGL eine Ruhelage,
oder H steigt entlang der Lésungskurve streng monoton.

Beweis: Sei ¢;(x) Losung, d.h. 0;®:(x) = (VH)(®P¢(x)). Also
AH(®(x)) = ((VH)(®1(x))|0rd(x)) = [VH(®¢(x))|> > 0
es sei denn VH(®:(x)) = 0 (Ruhelage).

Korollar 1.60
AuBer Ruhelagen haben Gradientenfisse keine periodische Orbits
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Beispiel:
Hxi, x2) = (x1)2 + ((x2)2 — 1), VH(x1, %) = (2x1,4x2((x2)% — 1))
(Instabile) Ruhelagen (0,0), (O, 1) und (0, —1)

10l ‘«1,‘_}_‘¥LA444(VV1
0.5+

0.0+

-0.5

™ ;4“":\"77‘:‘7 Y 1 144X

| |
—0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
Mathematik fiir Physiker 3 1. Differentialgleichungen 53 /344



Weiteres Gradientenfeld (Zeitumparametrisierung)
Multiplikation von VH mit p(x) = |VH(x)||~2 fihrt zu

_VH
[VHI?

Dieses Gradientenfeld wird in der Morse Theorie verwandt wegen:

Satz 1.61
Der Fluss ®; von f bildet Niveaulinien N; = {x € U| H(x) = a} von H
auf Niveaulinien von H ab: ®;(Nz) = Nay¢

Beweis: Unabhangig von x qilt

OtH(®1(x)) = (VH(®1(x))[01®e(x)) = (VH(®:(x))[f(Pe(x))) = 1 -

Bemerkung 1.62
Hiermit werden Anderungen der Topologie (Form) von N; untersucht J
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Beispiel
(X1, X2) € T? = [—m,m)*2 — H(xy,X2) = —cos(xy) — cos(X2)
Plot der Niveaulinien und des Gradientenflusses

T
3l

»

1.44

0.72

-0.727'f

L
-1.44

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Gradient ohne | VH|~2 geplottet da sonst nur Singularitaten sichtbar
Fluss erreicht von fast Gberall in endlicher Zeit Maximum (7, ) von H
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Zweiter Spezialfall: hamiltonsche Vektorfelder
Kleine, aber entscheidende Anderung an Gradientenfeldern fiihrt zu:

Definition 1.63

Sei U c R?" sogenannter Phasenraum mit n Freiheitsgraden
Punkte darin seien bezeichnet mit x = (gq,p) € U

Ein Vektorfeld f € C' (U, R?") heiBt hamiltonsch auf U < R?" falls
eine Hamiltonfunktion H e C?(U, R) existiert mit

fogvH . g= (2 M) g (Ve
1, 0 Vo

Der zugehdrige Fluss hei3t hamiltonsch, und DGL auch:

q\ _ _ [ VeH(@.p)
(p) - e (—Vqu,P))

Dimension immer gerade in hamiltonschen Gleichungen
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Beispiel 1.64 (Schwingung ohne Reibung)

n=1und H(q,p) = é’—; + ’%"2. Dann hamiltonsche DGL

1 /
JVH(gp) = J(’fq> - (mp> = f(g.p) = <q>
mP —kq p

Schwingungsgleichung mit Reibung ist nicht hamiltonsch

Beispiel 1.65 (Allgemeiner: Teilchen im Kraftfeld im R?)

F = —V4V : R® — R® konservatives Kraftfeld zu Potential V : R® — R
Newton’s Bewegungsgleichung mq” = F(q) (autonome DGL 2. Ord.)
Umschreiben in System 1. Ord. auf R® (mit p = mq’ anstelle ¢'):

q/=%=%=vPMV=JH
<p> <F(q)) <—VqV(Q)> (—Vq>(2m+ @)=

mit Hamilton Funktion H(q, p) = - V(q)

m
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Eigenschaften eines hamiltonschen Flusses
Satz 1.66

Sei & hamiltonscher Fluss zu H e C?(U,R) auf U = R2"
= t+— H o ®; konstant

Beweis: Zu x = (q,p) € U

OtH(®i(x)) = (VH(®1(x))[0rPe(x)) = (VH(®¢(x))|JV(®1(x))) = 0
weil ¥ v e R27 gilt: (v|Jdv) = (J*V|V) = —(Jv|v) = —(v|Jv) =0 ]
Bemerkung 1.67

Man sagt: die Funktion H ist ein Integral der Bewegung

Falls n unabhangige Integrale (verschwindende Poissonklammern)
existieren, hei3t das System integrabel

Die Bewegung ist dann periodisch auf Tori in U
Diese Eigenschaft ist stabil (KAM-Theorie, sieche Buch von Knauf)
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Bifurkationen
Wenn DGL und somit Fluss von einem (externen) Parameter abhangt,
kann sich das Phasenportrat qualitativ andern

So eine Anderung heiBt Bifurkation

Beispiel 1.68 (Sattel-Knoten-Bifurkation (Saddle-node))
Sei n = 1 und betrachte x’ = p — x?

Far p < 0 keine Ruhelage, und fir p > 0 zwei Ruhelagen
Davon eine stabil, die andere instabil

Bifurkation bei p = 0

Beispiel 1.69 (Pitchfork-Bifurkation)

Sei n = 1 und betrachte x’ = px — x3

Fir p < 0 eine stabile Ruhelage, und fir p > 0 drei Ruhelagen
Davon eine instabil, die anderen stabil. Wieder Bifurkation bei p = 0

v
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Weitere Birfurkationen

Beispiel 1.70 (Transkritische Birfurkation)

Sei weiter n = 1 und betrachte x’ = px — x?

Immer zwei Ruhelagen x; = 0 und x; = p
Fir p < 0ist x; = 0 stabil und x; = p instabil
Fir p > 0ist x; = 0 instabil und x; = p stabil
Wieder Bifurkation bei p = 0

Beispiel 1.71 (Eine zwei-dimensionale Bifurkation)

Seinunn=2

Betrachte Schwingungsgleichung mit Parameter p = r

Dann Bifurkation bei p = r = 0 von instabiler zu stabiler Ruhelage bei OJ
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Seltsame Attraktoren und Chaos

Viele Bifurkationen in héher dimensionalen dynamischen Systemen
Nach Kaskade von Birfurkationen ist Phasenportrat oft kompliziert

So kann Dynamik sich auf einen Attraktor zubewegen, der seltsam ist
d.h. er ist ein Fraktral mit nicht ganzzahliger Dimension

Falls dies nach Zeitumkehr passiert, heif3t er Repellor

Auf einem Attraktor (invariante Menge!) kann die Bewegung dann
chaotisch sein, d.h. Orbits stark von Anfangsbedingungen abhéngig

Satz 1.72 (Poincaré-Bendixon)
Firn =2 (und n = 1) passiert all dies nicht

Diskrete dynamische Systeme: fraktale Attraktoren in n =1 und 2

Letztere liefern fraktale Repelloren auf einfache Art und Weise
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Cantor Menge (1883)

Eliminiere aus Intervall [—1, 1] das mittlere Drittel [—%, %]
Aus verbleibenden Intervallen [—1, —1] und [§, 1] eliminiere Drittel
Nach lteration entsteht fraktale Menge A mit fraktaler Dimension < 1

Sie ist selbstahnlich, d.h. sieht auf jeder Skala gleich aus

Zudem ist A nirgends dicht und nicht abz&hlbar, Lebesgue Mass null
Fakt: A ist Repellor der diskreten Dynamik zu F(x) = 3|x| — 2 auf R
Diese Dynamik ist stlickweise linear und hyperbolisch (expandierend)
A ist invariante Menge von F, d.h. F(A) < A
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Konstruktion der Cantor Menge

Inverses von F(x) = 3|x| — 2 hat zwei Zweige F;( X) = +%

Waéhle zufallig Zeige aus (Repellor ist Attraktor inverser Abbildung)
iterations = 5000; x = 0.1; points = {x};

i := AppendTo[points, x = N[ (1l - 2xRandom[Integer])
(x + 2)/3]]

Do[i, iterations]

NumberLinePlot [points, PlotStyle->PointSize[Small]]

Beachte, dass erste Punkte nicht auf A liegen

Verallgemeinerung: iterated functions systems (IFS)
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Box-Counting Fraktale Dimension

Uberdecke [—1, 1] mit 2 Intervallen [—1 + ne, —1 + (n + 1)e],
wobei n=0,1,2,...,2

Sei N(¢) die Anzahl der Intervalle mit nichtleeren Schnitt mit A
Dann ist Box Counting Dimension d grob definiert durch Verhalten

N(e) ~ ¢ fire — 0
und mathematisch, wenn immer Limes existiert, durch

. log(N(9)
7= logle)

Fir Cantor Menge, fiir die Folge ex = 37X, ergibt sich

S i 109(N(e) 0g(2") _ log(2)

k—o —log(ex)  k—owo klog(8)  log(3)
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Julia Mengen (1918)

Betrachte das diskrete dynamische System ze C — F(z) = 22 — p

Es hat einen Repellor, der durch z — +,/z + p berechnet wird

(mit zufalligen Vorzeichen), oder einfach:
JuliaSet[-2.7,ColorFunction—>None]

Far p > 2 ist Repellor auf reeller Achse, z.B. p = 2.7:

FUr p < 2 ist Repellor fraktal mit Dimension> 1, z.B. p = 1.7:

-04 .

-5 10 05 00 05 10 15
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Weiter p = 1.4:

0.6F ]

Undp =1.1:

0.5+ 1

0.0+ B
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Sowie p =0.7:

0.5+ E

0.0+ i

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0 15

Auch andere Polynome liefern Fraktale.
Wichtig ist die Hyperbolizitat (Steigungen groBer als 1)
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Lorenz Attraktor (1963)

Vereinfachtes Modell fiir die Konvektion in der Atmosphéare
Nichtlineare gewdhnliche DGL erster Ordnung auf dem R3:

/

X oy —Xx)
y| = [x(p—2)—y
z Xy — Bz

Hierbei o, p, 5 > 0.

Typische Wahl der Parameter o = 10, 8 = %, und p variabel
Fir p < 1 einzige Ruhelage (0, 0, 0), globaler Attraktor

Bei p = 1 Bifurkation, danach mehrere Ruhelagen

Danach Folge von Bifurkationen

Ab ca. p = 28 seltsamer Attraktor (und Ruhelagen instabil)
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Mathematica Programm fiir Lorenz System

sigma = 10;

beta = 8/3;

rho = 28.4;

timestep = 1/1000;
iterations = 50000;
x=1;, vy =1, z = 1;
points = {{x, v, z}};

i := AppendTo[points, {x = N[x + sigmax*(y -
x)*timestep], vy = N[y + (-x*z + rhoxx -
y) *timestep], z = N[z + (xxy - beta*z)*timestep]}]

Do[i, {iterations}]

ListPointPlot3D[points, AxesLabel -> {"x", "y",
"z"}, PlotStyle -> {Red, PointSize[Tiny]}]
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p = 0.4: Orbits konvergieren zur Ruhelage (0,0, 0)
c=10und 8 =8 undp =04
Startpunkt: (x,y,z) = (1,1,1)
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p = 1.4: Orbits konvergieren zur einer Ruhelage
c=10und =58 undp=1.4
Startpunkt: (x,y,z) = (1,1,1)
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p = 10.4: Orbits spiralenartig gegen Ruhelage
oc=10und 3 =§undp=104
Startpunkt: (x,y,z) = (1,1,1)
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p = 21.4: komplizierte Orbits, periodisch?
oc=10und 3 =$§undp=21.4
Startpunkt: (x,y,z) = (1,1,1)
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p = 28.4: Orbits laufen auf fraktalen Attraktor zu
o =10und 8 = § und p = 28.4, mit Startpunkt: (x,y,z) = (1,1,1)

Genauere Untersuchungen:
Starke Abhangigkeit der Bahnen von Anfangsbedingungen (Chaos)

Poincaré-Schnitt fihrt zu Fraktal
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Partielle Differentialgleichungen (PDG)

Eine PDG enthélt (partielle) Ableitungen nach mehreren Variablen
z.B. nach Zeit- und Ortsvariablen t und x

Sei u = u(t, x) die skalare Funktion in Ort und Zeit, dann ist

f(u, Oxu, dru, 2u, 62u, dxoru) = 0
fur f : R® — R eine PDG zweiter Ordnung
Beispiel 1.73 (Eindimensionale Wellengleichung)
% 2 u(t,x) = 2u(t,x)

mit Wellengeschwindigkeit c. Zudem sei x € [0, 1] (endliche Saite)
und u(t,0) = 0 sowie u(t, 1) = 0 (Enden der Saite festgehalten)
Zur Zeit t = 0 gegeben: Auslenkung und Geschwindigkeit

u(0,x) = u(x) , oru(0,x) = v(x)
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Hier keine allgemeine Losungstheorie!
Lediglich der Ansatz der Trennung der Variablen:

ut,x) = w(t)y(x)
Eingesetzt in Wellengleichung:

1

1w Ry
= i

& wt)  y©X)

Fw(t)y(x) = w(t)Zy(x) <
Also beide Seiten gleich Konstante \?. Somit

ZAWn) = Rw(t) . By = Xy(x) , y(0)=y(1) =0
Lésungen:
w(t) = cycos(cAt) + cosin(cAt) , y(x) = c3coS(AX) + ¢4 Sin(Ax)
Bedingung y(0) = 0 zeigt ¢3 = 0, und y(1) = 0, dass A € nZ. Also:
u(t,x) = (cqycos(cnmt) + cpsin(ennt))sin(ntx) , neZ
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2 Lebesgue-Maf3

Definition 2.1
Seiena= (a1,...,aq), b= (by,...,by) Punkte im R9. Definiere:
() asbe==a<b Vj=1,...,d Analog:a<b,a>b

(i) Offene, halboffene und abgeschlossene Quader sind

(a,b) = {xeR%|a<x<b}
(a,b] = {xeR?|a<x<b}
[a,b] = {xeR%|a<x<b}

(iii) MafB bzw. d-dimensionale Volumen halboffenen Quaders

d
u((a,b]) = [ [(b—a) e [0,0)

=1
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Bemerkung 2.2 (Volumenbegriffe von Riemann und Lebesgue)
Zu A c RY betrachte Ober- und Untersummen:

N
inf { 3 (@)

n=1

S
=
I

N
UA) = sup{Z

Dann: A Riemann-messbar < O(A) = U(A)
Fakt: nur relativ wenige Mengen sind Riemann-messbar
Alternative Vorgehensweise beim Lebesgue’schen MaBbegriff: Setze

o0
= inf { > 1(Qn) ‘ Ac U Qn, Q, disjunkte halboffene Quader}

n=1

A Lebesgue-messbar < Ve > 03 offenes U > Amit p*(U\A) < ¢
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Ziel: Konstruktion und Eigenschaften des Lebesgue-Mal3es
Satz 2.3 (Der von halboffenen Quadern erzeugte Ring)

Betrachte folgende Teilmenge R der Potenzmenge P(R?)

Q, disjunkte halboffene Quader imR9, N < oo}

() JeR

(i) ABeR — ABeR
(i) ABeR — AUBER
(iv) ABER — AnBeR

Mengensystem R — P(RY) mit Eigenschaften (i)-(iii) heiBt Ring
Dies auch in allegmeinen Rahmen mdglich, siehe Definition 2.30
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Beweis (i) offensichtlich, da (a, a] = &.
Far (ii):

AB = U Qn\ ( U Oin)
N m M
= U - 1ana)\@)---\Qu)

Aber Q,\Q} = |J; Q] disjunkte Vereinigung halboffener Quadern (Bild)
Dann auch (Q\@)\Q = (U @)\@ = U (Q)\@) = U @Y
disjunkte Vereinigung von geeignet gewalten Quadern Q,(f)

Nach lteration folgt also A\B e R

(ii) impliziert (iii), weil AU B = (A\B) & B disjunkte Vereinigung

(i) impliziert auch (iv) da A n B = A\(A\B) ]
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Nun wird p, bisher nur auf Quadern definiert, zunachst auf R erweitert.

Definition 2.4
Sei

Satz 2.5

Definition unabhéngig von Wahl der Zerlegung von A in Quader
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Beweis: Sei A={J,_,
Betrachte

Qm=QnQ, ., 1<n<N , 1<m<M

v Qm eine weitere Zerlegung von Ae R

,,,,,

Dies sind halboffene Quader, einige evitl. leer! Dann

o [e]

Qn = U Q;;,m ) Q,m = U Q;;,m

m=1,...M n=1,..,.N

Somit gilt offensichtlich

M N
wQn) = D @) Q) = ) (@)
m=1 n=1
Also
N N M M N M
D@ = DD @) = DD (@) = D> Q)
n=1 n=1 m=1 m=1 n=1 m=1

O]
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Satz 2.6

Die Mengenfunktion 1. : R — [0, o) erfiillt Folgendes:
(i) w(@)=0
(i) (endliche Additivitat) A+, ..., An € R disjunkt, dann
N

u( U An) = > u(An)

n=1,...N n=1
(iii) (Monotonie) AABe R, Ac B = pu(A) < u(B)
(iv) ABeR = u(AuB)+ u(An B) = pu(A) + u(B)
(v) (endliche Subadditivitét) Fur beliebige Ay, ..., Ay € R gilt

w( U A) < X uhy

n=1,...N n=1
(Vi) (An)nen disjunkte Folge in R, Be R, sodass| ;. Anc B
= 2%;1 1(An) < u(B)
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Beweis: (i) klar
(i) An = Um=1...m, Qn,m € R disjunkte Zerlegung in halboffene Quader

Dann hat A = (J,_y,__y An disjunkte Zerlegung

A= U Qwm

u(AUB) + u(An B) (-—’ H(A) + u(B\A) + u(B ~ A)
D u(A) + u(B)
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Zu (v): Wegen (iv) gilt: (A u B) < u(A) + w(B)
Somit folgt iterativ:

WAy U ... U AN) w(Aq u...uAN_1)—|—,u(AN)

1(A1) + ...+ n(An)

Zu (vi): Fir jedes N e Ngilt: | J;_4
Somit

<
<

.....

N . ° i
Z 11(An) o M( U An) (<) (B)
n=1

Im Limes N — oo folgt die Behauptung
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Definition 2.7
Die Mengenfunktion 1 : R — [0, o) heil3t der Lebesgue’sche Inhalt

Nun erste wichtige Aussage:

Satz 2.8 (Lebesgue 1905)
Seien Q und (Qn)nen halboffene Quader mit Q = | J;_ Qn. Dann

mQ) < > uQn)
n=1

Beweisidee: Q wenig verkleinern, Q, wenig vergofiern
Kompaktheitsargument = endlich viele Q, und somit Satz 2.6(v)
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Beweis: Zunachst gelte ohne Einschrankung (sonst trivial)

0

p(@ >0 . p(@) >0, > pu(Qn) < o0

n=1

Sei Q = (a,b] und Q, = (an, bn], und € > 0 beliebig
Wahle &,b' mita< & < b < b, sodass fur @ = (&, b']

p@Q) —e < w@Q) < w(Q
und ahnlich &), b, mit a,, < a, < b, < b},, so dass flir Q;, = (&, b},]

p(Qn) < (@) < Q) + 57

Jetzt: Q = [a, b] Abschluss und Q° = (Q)° = (a, b) (offenes) Innere

a0 o0
Q@ cQcQc UQnC U(Q})O
n=1 n=1

Also: ((Q})°)nen offene Uberdeckung der kompakten Menge Q'
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Nach Satz von Heine-Borel existiert N € N mit

- N N
ac@cJa@reya

n=1 n=1

Deswegen mit Satz 2.6(v):

mQ — e < (@)

N
< @)
n=1
SW(eA
n=1
< Z <N(Qn) + %)
n=1

Il
N
s
=
5
N——
+
™

0
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Definition 2.9
AuBeres Lebesgue’sches MaB * : P(RY) — [0, o] definiert durch

=mq§

Satz 2.10

(i) p* () =0
(i) (Monotonie) A c B = pn*(A) < u*(B)
(i) (o-Subadditivitat) Fiir Folge (An)nen von Teilmengen des R9:

o0} a0
w(Uar) < XA
n=1 n=1
(iv) Fr jeden halboffenen Quader Q gilt 1*(Q) = u(Q)

(v) Fiir jedes E — RY und jeden halboffenen Quader Q gilt
u*(E) = W (E\Q) + 1" (E n Q)
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v




Beweis: (i) offensichtlich

(ii) gilt, da jede Uberdeckung von B auch Uberdeckung von A

(iii) Ohne Einschrankung gilt >~ ; u*(An) < oo (sonst trivial)

Sei ¢ > 0. Per Definition: zu A, 3 Folge (Qn m)m=1 von Quadern mit

o] [ee}
An < U Qnm ) p*(An) = (Z N(Qn,m)) a %

m=1

Dann: (Qnm)n.m=1 Quaderiiberdeckung von | J;._; An und somit

w* (U An) < Z 1(Qn,m)

n=1 n,m=1
< (A +5) = (2 u*(An)> + e
n=1 n=1

(iv) *(Q) < p(Q) trivial, und 1*(Q) = p(Q) folgt aus Satz 2.8
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(v) Zunachst E halboffener Quader — E n Q ebenso (Satz 2.3)

Wahle disjunkte Quaderzerlegung E = J,_1 Ay QumitQy = En Q

. N .
n=1

Y WUEAQ +u(E\Q  daE\Q c U Q,

: (iii
Y MEn Q)+ (E\Q) 2 pt(E)
Somit Gleichheit. Nun E beliebig mit Quaderliberdeckung (Qp)n>1
(@) =Y (1(Q\Q) + 4 (Qn Q)
n=1

n=1
(i) (iif)
= p(E\Q)+p (EnQ) = p*(E)
Ubergang zum Infimum (ber alle Quaderiiberdeckungen zeigt
p*(E) = w*(E\Q) + 1" (En Q) > p*(E)
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Jetzt wichtiger auf Carathéodory (1917) zuriick gehende Konstruktion:
Definition 2.11
A c RY Lebesgue-messbar < V Teilmengen E — RY gilt
p*(E) = p*(EnA) + p*(E\A)
Notation fur die Menge der Lebesgue-messbaren Mengen:

A = {Ac R?| ALebesgue-messbar}

Lebesgue-Maf3 1 : A — [0, 0] messbarer Mengen definiert durch

Bemerkung 2.12

Satz 2.10(iii): Ungleichung p*(E) < pu*(E n A) + p*(E\A) gilt immer
Nach Satz 2.10(v) ist jeder halboffene Quader Lebesgue-messbar
Nach Satz 2.10(iv) ist Lebesgue-MafB3 . Erweiterung von Definition 2.1 )
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Satz 2.13 (MaBerweiterungssatz)

A hat folgende Eigenschaften:

(i) R9e A

(i) Ae A — Komplementidrmenge A° = R%\Ae A
(i) (An)nen Folgein A = | J,enAn€ A
Zudem u(F) = 0 und es gilt so-genannte o-Additivitat:

wobei (An)nen disjunkte Folge in A

Also: Lebesgue-messbaren Mengen bilden o-Algebra im Sinne von
Definition 2.14

Mengensystem A < P(Q2) mit (i), (i), (iii) heiBt o-Algebra auf Q
Eine o-additive Mengenfunktion auf A4 heif3t ein Ma3 auf Menge Q2
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Beweis: (i) klar und (i) weil E n A° = E\Aund EN\A°=En A
Behauptung 1: ABe A =— AuB, AnB, ABe A
Begriindung: Fiir beliebiges E c RY gilt, weil A, B e A:
p*(E) = p*(E\A) + u*(E n A)
= p*((E\A\B) + pn*((E\A) n B) + p*(E n A)
= p*(E\(Au B)) + p*((E n (Au B)\A) + *((E n (AL B) n A)
— H(EVAU B) + #*(E A (AU B))
Somit Au B e A. AuBerdem, mit (ii):

AnB = (AuBfeAd , AB = AnB°eA o
Behauptung 2: (Ap)qen disjunkte Folge in A = A=J;_Ase A
und Y E c RY:

0 0
,u*(Em U A,,) = N WH(E n An)
n=1 n=1

o-Additivitat ist Spezialfall E = RY e A in Behauptung 2 (dann p* = p)

Mathematik fiir Physiker 3 2. Lebesgue-MaB 94 /344



Begriindung: Zunachst, da A; € A

P (E n (A1 v Az)) = " ((E n (A1 u A)\A1) + 1" ((E n (A1 U Az)) n Ay)
= P (EnAz) + ' (E n Ay)

so dass nach lteration
N N
p* <Em U An> = Y uH(En Ap)
n=1 n=1
Nun A 5 Uﬁ=1 Ap und nach Monotonie des aufBeren Mafes ;.*:

N N
pH(EnA) = u* (EmUAn> = Y uEnA) VYNeN
n=1

n=1

also
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Umgekehrt gilt nach der o-Subadditivitat des auf3eren MaBBes p*:

WERA) < Y ut(E Ay

n=1

also Gleichheit. Verbleibt A € A. Behauptung 1 zeigt Uﬁ:1 Ape A
N N
u*(E) = p*(En U A,,) + u*(E\ U An)
n=1

*(E n Ap) + u*(E\A) (wegen Monotonie)

||M2

Also im Limes N — 0

o0
pH(E) = Y u*(E 0 Ag) + p*(E\A)
n=1
= p*(EnA)+ p*(E\A) (nach obiger Gleichung)
> u*(E) (nach Subadditivitat)
Es qilt also Gleichheit und somit Ae A
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Behauptung 3 = (iii): (An)ney Folgein A = A={J/_;Anc A
Begriindung: Definiere iterativ

Bi = A, Bp=A\NBiuU...u0By1)

Dann sind B, disjunkt und (J;_ Br = Up_1 An = A
Nach Behauptung 1 gilt B, € A

Nach Behauptung 2 also auch A= J;_; Br € A
Somit ist Satz 2.13 bewiesen

Beweis von Satz 2.13 Ubertragt sich auf allgemeineren Rahmen
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Definition 2.15
N < R? Nullmenge < p*(N) =0

Satz 2.16

(i
(ii
(iii

(iv

Jede Nullmenge ist Lebesgue-messbar mit i(N) = 0
(Nn)nen Nullmengen — | J,,.y Nn Nullmenge
Abzahlbare Mengen sind Nullmengen

Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen

—_ = D

Beweis: (i) Fur alle E < RY gilt nach Monotonie

p*(E) = p*(E\N) —,  w*(N) = p*(Nn E)
Somit folgt Messbarkeit von N aus

p*(E) = p*(E) + p*(N) = p*(E\N) + p*(N n E)

(i gilt da wegen o-Subadditivitat 1i* (Uney No) < Sy 1" (N

(iii))+(iv) sind Ubung

) =0
0
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Nun wird Zusammenhang mit Topologie untersucht

Satz 2.17

Offene und abgeschlossene Mengen des RY sind Lebesgue-messbar

Beweis: Sei U offen und x € U

— 3 r>0,reR9sodass (x—r,x+r)c U

— Jrationale a,be Q9 sodassx —c<a<x<b<x+e
Somit x € (a,b] < U, und:

U = lJ (ab]

a,beQ?,(a,blcU

Also: U abzéahlbare Vereinigung von halboffenen Quadern
Nach Satz 2.13 ist U messbar
Abgeschlossene Mengen als Komplement offener auch messbar ]
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Nun weitere Eigenschaften Lebesgue-messbarer Mengen:
Satz 2.18

A c R Lebesgue-messbar. Dann:

(i) Ve > 03 offenes U mitAc Uund u(U\A) < e
(i) Ve > 03 abgeschlossenes F mit A > F und u(A\F) < e

Also: Lebesgue-Maf von auf3en und innen regular im Sinne von:
def-RegularitaetMass

Definition 2.19

w Maf3 auf einem topologischen Raum (Q,0) mit O < A
(i) pvon auBen regular < zu jeder messbaren Menge Ae A
und e > 0 3 offenes U mit Ac U und u(U\A) < e
(i) pvoninnen regular <= V messbaren Ae AundVe >0
3 abgeschlossenes F — Amit u(A\F) <&
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Beweis: (i) Sei zunéchst ;(A) = p*(A) < ©
Dann existiert halboffene Quadertberdeckung A < | 77, Q, mit

DT(Qn) < p(A)
n=1

i
2

Waéhle offene Quader Q;, mit Q, = Q) und p(Q) < u(Qn) + zarr

Setze U = | J;~_; Q,, (das ist offen!). Dann

n=1
> ) -5 - 5
= u(UnA)+p(U\A) - €

DaUn A=A, folgt u(U\A) < ¢
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Jetzt sei pu(A) = o

Dann setze Ay, = A N By (0), wobei B (0) = {x e RY | |x| < m}
Da u(Am) < « kann Obiges angewandt werden

= 7 offenes Un mit Am < Up und p(Un\Am) < 2

Setze U = j_1 Unm

Dann A< Uund U\A < ;¢ Un\Am, sodass

0

Z p(Um\Am)

m=1

(i) Wende (i) auf messbares A€ an: 3 offenes U > A° mit u(U\A®) < ¢

Setze F = U° was also abgeschlossen ist und F — A. Somit

WAF) = wAnU) = p(UA) < e
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Korollar 2.20
Fur alle A e A gilt:
u(A)

inf {1.(U) | U offen mit U > A}
= sup {u(F) | F abgeschlossen mit F < A}
= sup {x(K) | K kompakt mit K < A}

Beweis: Erste beide Gleichheiten nach Satz 2.18. Also noch letzte
Sei (Fn)n=1 Folge abgeschlossener Obermengen mit p(Fn) — wu(A)
Dann K, = Fp n [—n, n]9 kompakt mit u(Kp) — u(A) O]

Satz 2.21 (Charakterisierung Lebesgue-messbarer Mengen)
A c RY Lebesgue-messbar
<= Ve > 03 offenes U und abgeschlossenes F mitF c Ac U

und u(U\F) < e
<= Ve>03offenes U mitAc Uund u(U\A) < e
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Beweis: Erster "=—" beide Punkte in Satz 2.18 mit 5
Zweiter "="da u(U\A) < u(U\F) < ¢
Riickrichtung "«<—" Sei E  R9 beliebig und ¢ > 0. Da U messbar:
p*(E) = p*(E\U) + p*(En U)
> w*(E\A) — p*(U\A) + i (En U)
Letzteres wegen
E\A = (E\U) U (U\A) n E) = (E\U) U (U\A)
so dass mit Subadditivitat
WHE\A) < p*(E\U) + i (U\A)

Nach 1 (U\A) < e und Monotonie, und dann wieder Subadditivitat:

p*(E) = p*(E\A) — e + p*(En A)

> p*(E) — ¢

Da ¢ beliebig, folgt Gleichheit und Messbarkeit von A
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Satz von Steinhaus
Satz 2.22 (Steinhaus 1920)

Sei A c RY messbar mit j1(A) > 0
= A-A={x—y|xeA, ye A} Umgebung von0
dh.36>0mitB; ={xeR||x| <} cA-A

Beweis. Nach Korrolar 2.20 reicht es A = K kompakt zu betrachten
Nach Satz 2.18 3 offenes U o K mit p(U) < 2 u(K)

d=inf{|x—y| | xe K, ye U°} >0 weil U° abgesch., K n U° = &
Firte Bsund xe Kgilt x +te U,dh. K+tc U

(weil sonst x +te UCund ||x — (x + 1) <d %)

K +t={x+t|xeK}kompaktund u(K + t) = p(K) nach Definition
ZudemKu (K+t)cU

SeiKn(K+t) =g = pU) = p(K)+uw(K+1) =2u(K) 4
AsoKn(K+t)+gfirallete By = Bsc K- K O
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Satz 2.23
Sei Q Menge und C — P(Q2) Mengensystem. Dann ist

o(C) = N A
A o-Algebra, Cc A

eine o-Algebra, genannt die von C erzeugte o-Algebra

v

Beweis: Zu zeigen: ¢(C) enthalt Q, ist stabil unter Komplementbildung,
und stabil unter abzahlbaren Vereinigungen

Aber Q € ¢(C), weil Q in jeder o-Algebra

Wenn Ae o(C), so auchin allen A — A®inallen A — A®e ¢(C)
Analog fir abzéalbare Vereinigungen O

Definition 2.24
Auf topologischem Raum (€2, O) heiBt ¢(O) die Borel o-Algebra B(Q2)
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Bemerkung 2.25

B(RY) = o({A c R offen}) = ¢({A = RY abgeschlossen})
Letzteres da o-Algebren stabil unter Komplementbildung
Nach Satz 2.17: B(R?) c A = {A c RY Lebesgue-messbar}

Unterschied zwischen A und B(RY) kann explizit angegeben werden:
Satz 2.26

A c RY Lebesgue-messbar, d.h. Ac A
<~ 3 Be B(RY) und Nullmenge N mit A= B & N

Beweis: <" klar nach Satz 2.16

"—" Da A° € A 7 absteigende offener U, > A° mit u(Up\A°) <
(wegen Satz 2.18) Da U,\A® = A\US gilt auch p(A\US) < 1
Setze B = | J/~, US und N = A\B. Dann B € B(R?) und B = A und
u(N) = p(A\B) = 1 (A\Upq Up) <infpp(A\US) =0 O
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Nun Verhalten des Lebesgue-MafBes unter Wirkung der affinen Gruppe
Aff(RY) = RY x GI(R, d)
auf R gegeben durch Drehen/Stauchen und dann Verschieben:
(aM)-x = a+Mx , (aM)eAff(RY), xeR?

Dann gilt fur (&, M') e Aff(RY)
(a,M)-((@,M)-x) =a+ Ma + MM'x

Also sollte die Gruppenoperation auf Aff(RY) definiert werden durch

(a,M)-(d,M) = (a+ Ma,MM")

Dies gibt tatsachlich Gruppenstruktur (semidirektes Produkt). Es gilt:

(aM)- (@ M))-x = (a,M)-((&,M)-x)

Fur Teilmenge A c RY defniere (a,M) - A= MA+a={Mx +a|xe A
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Satz 2.27

YV Ac RYundae R gilt: u*(A+ a) = p*(A)
AuBerdem: A messbar < A + a messbar

Beweis: Wenn Q Quader, dann auch Q + aund p*(Q) = p*(Q + a)
Sei Ac |p=1 Qn,dannauch A+ ac (J,.1(Qn + a) und

prA+a) < Y ut(@h+a) = ) ut(Qn)

n=1 n=1
Durch Ubergang zum Infimum folgt ;*(A+ a) < p*(A)
Da dies fur jedes a, also auch —a qilt, folgt Gleichheit aus:
p*(A) = p*(A+a)—a) < p(A+a) < p*(A)
Jetzt sei A messbar. Fiir E < R9 gilt nun
WHE) = p*(E—a) = p*((E—a)\A) + u*(E—a)n A)
= W (E\(A+a)+p"(En(A+a)

Somit A+ a auch messbar
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Satz 2.28
Fiir jede Matrix M € Mat(d x d,R) und jedes A c R? gilt

pe(MA) = |det(M)[ 11 (A)

Zudem: A messbar < MA messbar
AuBerdem: p* und i unter Wirkung der orthogonalen Gruppe invariant

Beweis: det(M) = 0 — Ker(M) + {0} — MA liegt in Hyperflache
= u*(MA) =0 Also jetzt det(M) # 0
Erinnerung: Nach Gauss-Algorithmus:
M=S8....-8DS,-...- S,
mit D diagonal und Sk, S, Scherungen der Form S = 1 + A|/){j]|
Behauptung 1: Es reicht, fir M = D und M = S zu zeigen:
p*(MA) < [det(M)| i (A) (2.1)
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Begriindung: Wegen det(MM') = det(M) det(M’), gilt dann:
p*(MA) = p*(Sy-...-S,DS}-...-S,A
|det(Sy)|p*(Sz-...- Sy DS, - ... S,A)
|det(Sy) ... -det(D) - ... det(S),)| u*(A)
| det(M)| u*(A) = |det(M)| p* (M~ MA)
| det(M)||det(M~1)|u* (MA) = p*(MA)

NN

N

Behauptung 2: Es reicht, (2.1) fir Quader Q zu zeigen

Begriindung: A c | . Q, Quaderlberdeck. = MA < | -4 MQn
Nach o-Subadditivitat von p* gilt mit Voraussetzung

0
pH(MA) < ) u"(MQy) < |det(M |Zu (Qn)
n=1

Ubergang zum Infimum zeigt
p*(MA) < [det(M)| n*(A)
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Behauptung 3: (2.1) gilt fir Quader und Diagonalmatrizen

Begrindung: DQ ist Quader mit Seitenlangen gegeben durch
Produkte der Seitenlangen von Q mit den Diagonaleintragen von D
— u(DQ) = |det(D)| n(Q)

Behauptung 4: (2.1) gilt fir Quader und Scherungen

Begriindung: Es reicht Scherung in der (1, 2)-Ebene zu betrachten:

1

Translationsinvarianz von p*: es reicht Q = (0, b] zu betrachten
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Faktorisierung ergibt (mit d-dimensionale Lebesgue-Maf 1i4)

Q = ((0,0), (b1, bo)] x @
1a(Q) = 12((0,0), (b1, b2)]) - pg—2(Q)

SQ = <(1) ?)((0,0),(b1,b2)])><0’ = PxQ@

mit P Parallelogramm mit Ecken (0, 0), (b1, 0), (Ab2, b2), (b1 + Abo, bo)
Elementargeometrie oder Limes von Quaderiberdeckungen:

p2(P) = u2((0,0), (b1, b2)])

Somit
n(SQ) = u(Q) = |det(S)[n(Q)

Messbarkeit wie in Satz 2.27 Uberprifen ]
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Existenz nichtmessbarer Mengen
Auf R definiere Aquivalenzrelation (1):

X~y — X—YyE€ Q¢
Auswahlaxiom: wahle aus jeder Klasse [x]. einen Reprasentanten x

M = {xeR? | [x]. e RY/Q}

Satz 2.29 (Vitali 1905)
Jedes Vertretersystem M von R9/ ~ ist nicht Lebesgue-messbar

Beweis: Gegenannahme M messbar

u(M) >0 = M — M Umgebung von 0 (Satz 2.22 von Steinhaus)
— JreM— MmitreQ?undr+ 0 Widerspruch zur Wahl von M 4
Somit (M) = 0, also auch (M + r) = 0 fir alle r e Q¢

Dann: RY = Urege(M + r) abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen
— RY selbst Lebesgue’sche Nullmenge. Wieder Widerspruch 4 [
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MaBtheorie auf allgemeinen Raumen
Definition 2.30
Ein Mengensystem R < P () heiBt Ring auf einer Menge (2 falls

() gerR
(i) ABeR = ABeR
(i) ABeER = AUBEeR

Dann gilt auch: ABe R — AnBeR
Ring in Satz 2.3 ist ein Beispiel (endl. Vereinig. halboffener Quader)

Definition 2.31
Ein Inhalt 1 auf Ring R < P(Q) ist u: R — [0, 00) mit u(f) = 0 und

M( U A,,) = ZN:M(An) . AeR

n=1,..., n=1

Lebesgue’sche Inhalt wieder ein Beispiel, ebenso wie folgendes:
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Definition 2.32
Funktion . : R — [0, ) auf Ring R < P(Q) ist ein Pramal . wenn

(i) w(g) =0
(ii) Far jede disjunkte Folge (An)p=1 in R mit Un>1 An e R qilt

(U Ar) = 3 ncdn)

n=1 n=1

Definition 2.33

Zu PramaB 1 : R — [0, 0] auf Ring Uber Q sei p* : P(Q) — [0, 0]
definiert durch

A e RmitAc UA,,}

n=1

o0
= mf{Z 1(An)
n=1
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Satz 2.34

p* : P(Q2) — [0, ] aus Definition 2.33 ist ein duBeres Mal3 auf 2, d.h.
(i) p* () =0

(i) (Monotonie) A< B — p*(A) < pu*(B)

(iii) (o-Subadditivitat) Fir Folge (An)nen von Teilmengen von Q):

w(UAn) < DA
n=1 n=1

Konstruktion von p* geht auf Carathéodory (1917) zurlick
Ebenso folgende zentrale Definition

Definition 2.35
Gegeben auBeres MaB p* auf Q, Menge A < Q heil3t messbar <

p*(E) = p*(EnA) + u*(E\A) VEcCQ
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Satz 2.36 (Allgemeiner MaBBerweiterungssatz)
Gegeben Préamal auf Q, konstruiere u* und setze
A = {Ac Q| Au*-messbar}

Dann ist A eine o-Algebra, d.h.
(i) JdeA
(i) Ae A = Komplementdrmenge A° = Q\Ae A
(iii) (An)nen Folgein A — | J,enAn€ A
Zudem ist Einschrdnkung p = u*| 4 Erweiterung des Prdmal3es
Diese i : A — [0, 0] ist ein Ma3 aufQ, d.h. u(&) =0
und v ist o-additiv: fir (An)nen disjunkte Folge in A

M( An) = ZM(An)
n=1 n=1

Beweis genau wie bei Satz 2.13
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Borel-MaBe auf topologischen Raumen
Erinnerung an Definition 2.24:
Definition 2.37 (Borelsche o-Algebra)

Die Borel o-Algebra B(£2) auf einem topologischem Raum (€, O) ist
die kleinste o-Algebra auf 2, die die Topologie enthalt:

B(Q) = N A
A o-Algebra, Oc A

Alternativ: B() ist die von O erzeugte o-Algebra

Definition 2.38 (Lokale Endlichkeit eines Maf3es)
MaB n : B(2) — [0, o] auf topologischen Raum ist lokal endlich
<= zu jedem Punkt gibt es eine Umgebung mit endlichen Maf3

Beispiel 2.39
Lebesgue-Maf auf R? ist lokal endlich
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Definition 2.40 (Borel-Maf3)
Ein lokal endliches Maf3 . : B(Q2) — [0, oo] auf der Borelschen

o-Algebra eines topologischen Raumes 2 heif3t Borel-Maf3

Borel-MaBraum (2, B(Q2), ) kann vervollstandigt werden

Definition 2.41 (Regularitat von Borel Maf3en)
w Maf3 auf einem topologischen Raum (Q,0) mit O < A
(i) uvon aufBenreguldar < zu jeder messbaren Menge Aund ¢ > 0
3 offenes U mit Ac Uund u(U\A) < e
(i) pvoninnen reguldar <= ¥ messbaren Aund Ve > 0
3 abgeschlossenes F — Amit u(A\F) < e

v

Satz 2.18: Lebesgue-MaB auf dem R? ist von innen und auBen regular
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3 Lebesgue-Integral
Zunachst definiere Klassen integrierbarer Funktionen

Definition 3.1

D c RY Borel-messbar, f: D — R = R U {—, o0} Funktion
(i) fBorel-messbar < f~'(B(R)) < B(RY)
«— VY BeB(R)ist f~'(B) e B(RY)
«— Y BeB(R)ist f~'(B), f'({-x}), F1({w0}) € B(RY)
(il) f Lebesgue-messbar
< VYV BeB(R)ist f~1(B) e A ={Ac RY Lebesgue-messbar}
(iii) f Treppenfunktion (oder Elementarfunktion)
«— INeNundA,e Aund ape Rmit f =N . apya,
wobei x4 die Indikatorfunktion auf A ist, d.h.

1 xeA
XA(X):{O X ¢ A
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Bemerkung 3.2
Treppenfunktionen und Borel-messbare Abbildungen sind
Lebesgue-messbar

Satz 3.3
Stetige Abbildungen sind Borel-messbar

Beweis: Seien O(RY) und O(R) Topologien

Dann Borel-Algebren o(O(R?)) = B(RY) und o(O(R)) = B(R)
Erinnerung: f stetig < f~1(O(R)) c O(R?)

Somit o(F-1(O(R))) c o(ORY)) = B(RY)

Satz folgt also aus folgendem Lemma fir Fall C = O(R)

Lemma 3.4

f:Q — Q Abbildung, C = P(Q2). Dann gilt fir erzeugte o-Algebren:
f1(0(C)) = o(f1(C))
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Beweis: f~'(o(C)) ist tatsachlich a-AIgebra
weil: (f~1(A)¢ = f~1(A%) und |, f~1(An) = F1 (U, An)
Also: Inklusion ">” folgt aus f~1(o(C)) o F~1(C)
Fir ’c” setze:
= {DcQ | (D) ea(f ()}

Offensichtlich C = D, so dass ¢(C) < (D). Also

f1(o(C)) = £ (a(D))
= {f1(D)| F1(D)ea(f1(C))}
= o(f71(C))

N

was den Beweis vervollstandigt
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Korollar 3.5

f: D c RY - R Borel messbar
< VceRist{f <c}={xeD|f(x)< c} Borel messbar
Gleiches gilt fir Lebesgue-Messbarkeit

Beweis: Offenen Intervalle und somit gesamte Topologie wird von
C = {[~x, ¢) | c € R} erzeugt (endliche Schnitte, Vereinigungen)
Somit auch ¢(C) = B(R)

Da f~'(¢(C)) = o(f~1(C)) nach Lemma 3.4, ist Borel-Messbarkeit
von f gegeben falls f~'(C) = B(RY), oder gleichbedeutend

falls f~1 ([0, ¢)) = {f < ¢} € B(RY) fur alle ce R

Analog fur Lebesgue-Messbarkeit
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Messbarkeit von Funktionen nun etwas allgemeiner
Dies erlaubt z.B. auch vektorwertige Funktionen zu betrachten

Definition 3.6

(Q, A", (2,.A) Mengen mit o-Algebren
f:Q — Qmessbar < f1(A4) c A

Bemerkung 3.7
Hintereinanderausfihrungen messbarer Funktionen sind messbar

Satz 3.8

Summen, Produkte, Quotienten, Maxima und Minima endlich vieler
R-wertiger messbarer Funktionen sind messbar
(entweder jeweils im Sinne von Borel oder Lebesgue)

Mathematik fiir Physiker 3 3. Lebesgue-Integral 125/ 344



Beweis: Z.B. Produkt messbarer f,: Dc R >R, n=1,...,N
Dannist F = (f;,...,fy) : D — RN messbar (Details: Ubung)
Definiere G : RN — R durch G(xq,...,XN) = X{ - ...~ XN

Dies ist messbar, also ist auch Go F(x) = Hﬁ=1 fa(x) messbar

Satz 3.9

f, : D < R? — R Folge messbarer Funktionen
= inf(fp), sup(fp), liminf(f,), limsup(f,) messbar

Beweis: Fir alle c € R ist
{inf(f) <c} = |J{fa<c}
neN

messbar als abzahlbare Vereinigung messbarer Mengen
Nach Korollar 3.5 ist also inf(f,) messbar
Analog sup(fp) und lim, sup(fy) = inf, supyn(fn)
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Satz 3.10

f:DcRY - [0,0] Lebesgue-messbar
= 3 monoton wachsende Folge (f,)nen von Treppenfunktionen mit

foloc =0 und fo1f

d.h. limp_o fa(Xx) = f(x) und fr11(x) = fa(X)

Beweis: Definiere Treppenfunktionen

n-2"—1 k
fa(x) = ( gX{k2n<f<(k+1)2n}) + NX{f=n}
k=0

Nun sind Mengen {k27" < f < (k +1)27"} und {f = n} messbar
Also f, nach Satz 3.8 messbar
AuBerdem £, 1 f
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Definition des Lebesgue Integrals
Definition 3.11

(i) Lebesgue-Integral positiver Treppenfunktion zu a, = 0 und A, € A
N N
J p(a)f(x) = > anp(A) . f= ) anxa,
n=1 n=1

(i) Sei f: D — R Lebesgue-messbar und positiv
Sei (f,)n=1 monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen
mit fo|pe = 0 und f, 1 f (z.B. wie im Satz 3.10)
Dann ist Lebesgue-Integral von f definiert als

[ w0 = im [ uta) ) = sup [ (@ fix) € [0.c¢]
D n—oo n

Weitere Notationen: {, dx f(x) = {, f(x) dx = u(fxp)
Letzteres betont, dass das Integrleren ein lineares Funktional ist

Bis jetzt nur Integral nicht-negativer Funktionen (andere spater)
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Satz 3.12

Integral ist wohl-definiert
(Wert unabhéngig von Wahl der Folge f,)
Es ist linear und monoton, d.h. fiir messbare f,g = 0 gilt:

| @00 + 2g00) = ( [u@000) +2( [ n(ex)gt0)
f<g — [u@fa < [u(@g00
bzw. kurz

p(f +Ag) = u(f) + Au(g)
f<g = ulf)<p)

Beweis:
Behauptung 1: Integral linear und monoton auf Treppenfunktionen
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Begriindung: Seien f = 3N | anxa, und g = YK, Bixa,
Hierbei seien (Ap)p=1..n und (Bk)k=1.... k jeweils disjunkt. Setze

(A m - (s

und ap = o = 0. Danniist f + Ag = 3N o K (an + ABk) X AnnB,
Treppenfunktion und

.....

N K
u(f+Ag) = Z Z (an + ABk)u(An 0 By)

b mm&g+A§m(§ o)

MZ ] MZ

K
anpt(An) + Z pu(f) + Au(g)

>
II
-

Monotonie folgt analog
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Behauptung 2: Fir Treppenfunktionen f,, hmit f, 1 fund 0 < h <

() < tim (7o)

Begriindung: Sei h = 2521 YeXx ¢, Mit messbaren disjunkten C,

Far e > 0 (notwendig um C, von Innen auszuschdépfen), setze
Cen = {xeCy | fo(x) = 7(1 —e)}

Dann
Cin < Cine1 < G

Daf, 1 f > h, gilt

_ U Cin = Cu S (O Cg,n\C&n—‘I)

n=1 n=2

und somit nach o-Additivitat

n
#(Co) = lim (u(Cui) + kgzﬂ Cor\Ce-1)) = i u(Ces)
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Nun unter Verwendung von Behauptung 1:

L L
1 (Z f,,XCM) , daf, > Z nxc,, Treppenfunktion

N (anc“)

(fn)

\Y

~
_

L
> > y(1—€)u(Cpn)  nach Definition von Cy,, und Beh. 1

~
g

Also im Limes
L
r'li_r:nooﬂ(fn > (1—¢) Z Ye ||m 1(Cen) = (1 —e)u(h)
Da dies fir alle ¢ > 0 gilt, folgt Behauptung 2
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Behauptung 3: Fir Treppenfunktionen f,, gm mit f, 1 fund g, 1 f:
n”_rfc‘)o w(fa) = n!,i_r)nooﬁ‘(gm)
Begriindung: Da g, < f, folgt nach Behauptung 2
plgm) < lim p(fy)
Also limpm_,o p1(gm) < limp—o p(fy). Dann vertausche die Rollen o
Jetzt Linearitat und Monotonie fir messbare Funktionen
Seienf, 1 f, gn 1 g,dann f, + A\gn 1 f + A\g und somit
u(f + Ag) "Elim p(fy + Agn) E lim () + A(gn) = u(F) + Mu(g)
FUr die Monotonie sei zudem f < g. Setze
fn = min{fn, gn} On = max{fy, gn}
Dann gilt y B
so dass
. ~ Beh. | .
p(f) = limpu(f) < limu(gn) = w(g) O
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Satz 3.13 (Monotone Konvergenz, Beppo Levi)

0 < fy, f messbarund f, 1 f, d.h. f, < frpq undlimp_,o f = f
— liMpoo pi(fa) = pu(f)

Beweis: Fir jedes n e N existiert nach Satz 3.10 Folge von
Treppenfunktionen (gp k) k=1 Mit gnx T fn. Setze

hn,k = IIlaX{ng, R gn,k}
Dann: h, x Treppenfunktion, monoton wachsend in nund k
Da h,x < f < fund anschlieBend h, x monoton in n:

f = Iimbhege = lim hyp = 1
k—oo k—oo

Somit
f = lim h
k—o0 ’

und unter zweifacher Verwendung von Satz 3.12
p(f) = lim plhig) < lim p(h) < lim w(f) = u(f)
k—o0 k—o0 k—o0
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Spater wird gezeigt, dass Voraussetzung f, > 0 nicht notwendig ist
Durch Anwendung von Satz 3.13 auf Teilsummen:

Korollar 3.14
fh=20 = M(Zn>1 fn) = Zn>1 M(fn)

Satz 3.15 (Lemma von Fatou)

fn = 0 messbar — liminf,_,o u(fy) = p(liminf,_o )

Beweis: Fir m > ngilt: fy, > infx=p, fy
Somit nach der Monotonie: u(fm) = pu(infe=p fi)
Also: infm=p p(fm) = p(infe=p fc) und somit:

liminf w(fy) = lim inf p(fp) = lim p( inf fi) = p( lim inf f) = ,u(hmlnf fn)

n—oo n—oom=n n—oo k>=n n—o0 k>n
wobei im vorletzten Schritt Satz 3.13 verwandt wurde O
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Definition 3.16

f:RY — R Lebesgue-messbar

(falls auf messbarem D — RY definiert, durch 0 fortsetzen)

f (Lebesgue-) integrierbar < pu(|f|) <

Falls f integrierbar ist, definiere positive integrierbare Funktionen

f. = max{f,0} ) f- = max{—f,0}
so dass f = f; — f_, und definiere das Lebesgue-Integral als
u(f) = p(fe) — p(f-)

Alternative Schreibweisen: y(f) = { u(dx) f(x) = { f(x) dx...

Satz 3.17

Integral ist monoton und linear auf integrierbaren Funktionen
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Beweis: Monotonie: f<g.Dann0<f. <g,,0<g_<f
Somit nach der Monotonie fir positive Funktionen
p(fy) < p(9+)  w(g-) < p(f)

und

p(f) = p(fe) —p(f-) < p(9+) —p(g-) = w(g)
Fur Linearitat beachte zundchst, dass wegen

[f+Agl < |fl+[Allg]
auch f + \g integrierbar ist. Fir A > 0 (analog A < 0) gilt
(F+Xg)+ —(F+Xg)— = f+Ag = fL + g — - —Ag—

d.h.
(F+2g)+ +f-+Xg- = (F+Ag)- + 1 + A9+

Wegen Linearitat fir positive Funktionen gilt
p((F+AQ)+) + p(f-) + Au(g-) = pu((f+Ag)-) + u(fy) + Au(g+)
Umordnung und Definition des Integrals ergeben Beweis
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Satz 3.18 (Lebesgue’s Theorem der majorisierten Konvergenz)

fr,g : RY — R messbar, |f,| < g, u(g) < oo, undlim,_, f, = f existiere
Dann
Nim pu(fa) = p( lim fr) = p(f)

n—oo

Beweis: Esgiltg+ f, >0undg—1f, >0
Nach Linearitat und geman des Lemmas von Fatou folgt

Fatou

u(g) + liminfp(+f,) = liminfu(g+fy) > u(g+f) = u(g) + u(f)
Somit nach Subtraktion von p(g):
p(f) < liminfu(fy) und  — pu(f) < liminfu(—f,) = —limsup u(f,)
und zusammen ergibt sich

p(f) < liminfu(fy) < limsupp(fh) < w(f) -
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Beispiel 3.19

I = lim fzu(dx)

n—o Jq x8+n
Vertauschung von Limes und Integral erlaubt
_ _x®
weil: entweder monotone Konvergenz da 6nx8+n = ooz > 0
oder majorisierte Konvergenz da X8—+n <1

Da limpy_4 x3+n =1, folgt / =
Beispiel 3.20
Q0
— i 2,2\ 1
I = JEnwL p(dx) n(1 + x<n)
fira>0

n 1 1
Da 17z < T4 n < 2 < X2 und > integrierbar auf [a, oo) ist,

greift majorisierte Konvergenz. Es folgt =0
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Beispiel 3.21
Sei f(x) = X (0,1]- Dann f(x) = limp_ fa(x) = 0 und

i [ @b = fm 1 >0 = [u(d) m fix)

Tatsachlich ist Folge f, nicht durch integrierbare Funktion majorisiert
In der Tat, kleinste obere Schranke g(x) = sup,, f(x) erflllt v N e N

1 1 N—1 15 N—1 1
dx) g(x) = dx) g(x) = d =
Jy r@0a0 > | waoge = X [ w@on = ¥ oo

0 N

Im Limes N — oo divergiert rechte Seite (harmonische Reihe)
AuBerdem: f, nicht monoton, also auch keine monotonen Konvergenz
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Definition 3.22

Seien f, g : RY — R Lebesgue-messbar

f = g (im Sinne von Lebesgue) fast sicher

<= 3 Nullmenge N mit f(x) = g(x) ¥ x e RA\N
Genauso: f < g, f < g,... fast sicher

Satz 3.23

Seien f,g : RY — R Lebesgue-messbar und f > 0
(i) f=0 fast sicher <= u(f) =0

(i) u(f) <o = f < oo fast sicher

(iii) f < g fast sicher = u(f) < pu(9)
)

f
(iv) f= g fast sicher = p(f) = p(9)
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Beweis: (i) Behauptung offensichtlich richtig fir Treppenfunktionen
Sei (fy) nen monotone Folge positiver Treppenfunktionen mit f, 1 f

f = 0 fast sicher <= f, = 0 fast sicherV ne N (Monotonie)
< u(fs) =0V neN (Treppenfunktionen)
— limu(fy) =0 (da p(fs) monoton)
=0

— u(f) (nach Definition des Integrals)

(i) Falls p({f = o0}) > 0 folgt p(f) = o0
(iii) Sei N = {f > g}. Dann p(N) = 0 nach Voraussetzung und

u(f)

w(xnf) + p (xnef) (Linearitat)

= 0+ pu(xnef) (nach (i), da xnf = 0 fast sicher)
< u(xneg) (nach Definition von N)
< u(9)

(iv) folgt durch doppelte Anwendung von (iii)
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Erinnerung an Konstruktion des Riemann Integrals:

Seien Zy Zerlegungena=xp < Xy < ... < Xy=Db

Zudem sei Zy Verfeinerung von Zy_1

Dazu sind Untersumme und Obersumme von f : [a, b] — R definiert

N
Uz, () = 3 (X —Xp_y) inf  £(x)

Xe[xn—1 ,Xn]

]
Il
o

M=z

Ozy(f) = Y%~ Xn-1) sup  f(x)

XE[Xp—1,Xn]

Dann: U(f) = limy_,o, Uz, (f) nach O(f) = limy_,o, Oz, (f)
f Riemann-integrierbar <= U(f) = O(f)

Dann ist das Riemann-Integral R- Sg dx f(x) = U(f) = O(f)

Satz 3.24

f: [a, b] — R Riemann-integrierbar und messbar

3
Il
o

~—

= f Lebesgue-integrierbar und yu(f) = R-Sg ax f(x)
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Beweis:
|f| beschrankt (sonst Ober- oder Untersumme oo oder —oo)
Somit f Lebesgue-integrierbar (da u([a, b]) < )

Definiere
(anr:TXn) ) [X,,_1,Xn]

( sup > [Xn—1,Xn]
[Xn—1,Xn)

Dann: uy bzw. oy monoton wachsend bzw. fallend, und

Uz, (f) = p(un) Oz, (f) = u(on)

Also 0 < oy — uy monoton fallend und somit auch konvergent:

uy =

oN =

0 < lim(oy —uy) = limoy — limu
N(N N) moy — limuy
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Es folgt

0 < pu (Ii,rvn(oN — uN)> (Monotonie)
< IimNinfu(oN — uy) (Fatou)

IimNinfu(oN) — u(uy) (Linearitat)

lim inf Oz, () — Uz (f)

=0 (nach Voraussetzung)
Somit x (limy(oy — uny)) = 0 und nach Satz 3.23 folgt
li = li f ich
|Irvn on |I(1/"| Uy ast sicher

Da uy < f < oy, folgt f = limy up fast sicher
Nach dem Satz fiir monotone Konvergenz

p(f) = wlimun) = limp(uy) = lim Uz, (f) = R- j " e ()
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Integral auf allgemeinen MaBraumen:
Definition 3.25 (MeBbare Funktionen, vgl. Korollar 3.5)
Sei (2, A, 1) MaBraum

f:Q — Rmessbar < f~'([-w,c)) e Afiralle ce R

Satz 3.26 (Beweis wie von Satz 3.10)
f:Q — [0,0] messbar
= 3 monotone Folge (f,)nen von Treppenfunktionen mit f, 1 f

Definition 3.27
Far nicht-negative Treppenfunktion f = Zn 1 anxa, Mit A, € A setze

f Zanu (An)

Far meBbares f > 0 und Treppenfunknonen fomitf, 1 f

j u(dx) F(x) = lim j () fa(x)

v
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Satz 3.28 (wie Satz 3.12)
Integral wohldefiniert, linear, monoton auf positiven, messbaren Fktn J

Alternative Schreibweise:
j n(ax) f(x) = Lu(dX) f(x) = ulf)
sowie fur A e A:
[, @100 = | (@) 100 xat6) = ntra
Mit gleichem Beweis wie Satz 3.13 und Satz 3.15 :

Satz 3.29 (Monotone Konvergenz, Beppo Levi)
0 < fy, f messbarund f, 1 f, d.h. f, < frq undlimp_,o f = f
— liMpop pa(fa) = pu(f)

Satz 3.30 (Lemma von Fatou)
f, = 0 messbar = liminf_o p(fy) = p(liminf,_. f,)
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Definition 3.31 (vgl. Definition 3.16)
MeBbares f : Q — R heiB3t integrierbar < pu(|f]) < o

Falls f integrierbar ist, definiere positive integrierbare Funktionen
fi = max{f,0} , f- = max{—f,0}
sodass f = f. — f_, und dann das Integral durch

u(f) = p(fs) = p(f-)

Satz 3.32 (vgl. 3.17)
Integral ist monoton und linear auf integrierbaren Funktionen

Bedingung f,, f = 0 in Beppo Levi und Fatou nicht notwending
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Wieder mit gleichem Beweis wie Satz 3.18
Satz 3.33 (Theorem der majorisierten Konvergenz)
fr, g : Q — R messbar
Sei |f,| < g mit integrierbarem g
Zudem existiere f = limp_« fy
Dann
Nim pu(fa) = p( lim fr) = p(f)

n—aoo

Des Weiteren: Begriff von pu-fast sicher, etc., analog zu Definition 3.22
Dann gilt auch Analog zu Satz 3.23
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4 Integrationstechniken
Erstes Ziel: Satz von Fubini
Zweites Ziel: Jacobi’sche Transformationsformel

Gegeben f: RY x RK = RItk L R
Zux=(x1,...,Xq) eRund y = (y1,...,yx) € R¥ definiere:
fRKSR £ :RISR
durch
fX(y) = f(X,y) ) f}/(X) = f(X7.y)
Satz von Fubini: folgende Formel sinnvoll und richtig

na(f) = f () k() = f ) palty)  (41)

wobei 114 das d-dimensionale Lebesgue-Mali3 bezeichnet
Integrationstechnik fir héher dimensionale Integrale
(deren Ruckfihrung auf eindimensionale Integrale)
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Definition 4.1

f:RY x RK — R heiBt doppelintegrierbar

< fur fast alle x und y sind f, : R — R und f, : RY — R integrierbar
und Funktionen x € R? i 1 (f,) und y € R¥ — p4(f,) integrierbar
Fur f doppelintegrierbare sind Doppelintegrale definiert durch

na(ux(f)) = jud<dx>uk<fx> und  p(ua()) = f ik(0Y) )

v

Bemerkung 4.2

Wert p(fc) auf Nullmenge, wo fy nicht integrierbar, ist unwichtig
fOr Integrierbarkeit und Integral von x — uk(fy) (nach Satz 3.23)
Analoges gilt fr f,
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Lemma 4.3

() Doppelintegrierbare Funktionen bilden Vektorraum Vp
Doppelintegrale sind linear, d.h. firf,g e Vp und X € R

pd(uk(F+29)) = pa(uk(f)) + X pg(uk(9))
pk(pa(f +29)) = ux(ua(f)) + X pk(a(9))

(i) Seien f, = 0 doppelintegrierbar mit f, 1 f und 3 C < oo mit
pa(pk(fn)) < €, pk(pa(fa)) < C
= f doppelintegrierbar und
Iim g (pi(f)) = na(uk(f)) 5 Iim puc(pa(f)) = pk(pa(f))

(iii) f, = O doppelintegrierbar und f, | f
Dann gelten gleichen Folgerungen wie in (ii)
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Beweis: (i) folgt nach doppelter Anwendung von Satz 3.17
(integrierbare Funktionen bilden Vektorraum und Integral linear)
(i) Fir ne N 3 Nullmenge N, c RY mit (f,), integrierbar V¥ x ¢ Nj,
Dannist N = | . Nn eine Nullmenge. Setze

Fo(x) = { Nk((ofn)x), X)E(]SC;\>N

Dann F, integrierbar (insbesondere messbar)
Wegen Monotonie des pk-Integrals gilt F, T F
Nach Voraussetzung und Satz der monotonen Konvergenz folgt

C = lim pug(Fn) = pa(F)
d.h. Limesfunktion F ist ug-integrierbar
Zudem gilt fOr fast alle x:
w > F(x) = J@wﬂk((fn)X) = p(f)

Letzteres nach Satz der monotonen Konvergenz
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Somit: fy fast sicher integrierbar und x — p(fy) integrierbar
(da F integrierbar)

Da Gleiches auch fiir 14((fn)y) gilt: f doppelintegrierbar
AuBerdem

palin() = [ o(rue(t)
22" () Jim ()

= nlimoofud(dx) i ((fa)x) (monotone Konvergenz)

im piapi(f))

(iii) folgt, wenn (ii) auf f; — f, angewandt wird
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Satz 4.4 (Prinzip von Cavalieri 1635)

A c Rk messbar mit g, x(A) < o
— fiir fast alle x € R9 ist die Menge

Ac = {yeRK| (x,y) e A}

messbar mit endlichem Mal3 pu(Ax)
Zudem: Funktion x € RY — 1, (Ay) ist messbar und

Haak(A) = j 1 () pik(As)

Analoges gilt nach Vertauschung der Rollen von R? und Rk

Bemerkung 4.5
Satz besagt: charakteristische Funktion x4 doppelintegrierbar und

pa+k(xa) = malpk(xa)) = wk(ra(xa))
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Beweis:

Behauptung 1: Satz gilt fir halboffene Quader A = Q

Anders gesagt: xq doppeltintegrierbar fur jeden halboffenen Quader
Begriindung:

Zerlege Q = @ x @ in halboffene Quader @ — R? und Q" c R¥
Dann g« (Q) = pna(Q)uk(Q") und xa(X, ¥) = xa (X)xar(¥)
Zudem (xq)x = xa (X)xa

Daher ist (xq)x integrierbar fur alle x und ux((xq)x) = xa (X) uk(Q")
Diese Funktion in x ist ug-integrierbar und

a(pk(xa)) = 1a(Q) m(Q") = pagrk(Q) = park(xo)

Gleiches qilt fir die umgekehrte Reihenfolge
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Behauptung 2:

Satz gilt fir endliche Vereinigung A= Q; u ... U Qy von Quadern
Begriindung: Ohne Einschrankung sind Q, paarweise disjunkt
Dann x4 = xq, +--- + Xay

Behauptung 1: xq, doppelintegrierbar

Nach Lemma 4.3 (i) auch x4 doppelintegrierbar mit Doppelintegral

=

a(ik(xa)) = D nalpk(xa,))

i=1
Beh.1 N
= Z ta+k(Xa,)

= Md+k(XA)
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Behauptung 3: Satz gilt fiir offene Mengen A
Anders gesagt: x4 doppeltintegrierbar fiir jede offene Menge A
Begriindung: A = ( J., Q, ist abzahlbare Vereinigung von Quadern
(jeder Punkt in A liegt in halboffenem Quader mit rationalen Ecken)
Setze Ay = Uﬁﬂ Qp. Dann gilt x4, 1 xa
Zudem sind Doppelintegrale gleichmaBiig beschrankt:

no(ik(xay)) "2 piaik(An) < paik(A) = C < @

Also nach Lemma 4.3(ii) auch x4 doppelintegrierbar und
pd(rk(xa)) = limpua(ue(xay)) = M pgek(An) = pa+k(A)

Analoges qilt fir das andere Doppelintegral
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Behauptung 4: Satz gilt fir jedes messbare A mit g, x(A) < ©
Begriindung:

Nach auBerer Regularitét: V n 3 U, o A mit ugyx(Un\A) <
Ohne Einschrénkung Un © Upy4. Setze U = (24 Up
Dann: pgik(U) = pgik(A)und U o A

Da xy, | xv und xy, nach Behauptung 3 doppelintegrierbar,
folgt nach Lemma 4.3 (iii), dass x doppelinterierbar und

1
n

ala(xu)) = im ug(c () "2 im g k(Un) = pgik(U) = 1gik(A)

und analog far s (ua(xu))

Nun: disjunkte Zerlegung x4 = xu — xny mit N = U\A Nullmenge
Wir zeigen:

xn doppelintegrierbar, pq(ux(xn)) = 0 sowie (xn)x = 0 flr fast alle x
Dann (xa)x = (xu)x fast sicher und px(xa)x) = nk((xu)x) fast sicher
Kombiniert mit Lemma 4.3(i) folgt Behauptung 4
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Es verbleibt: Aussagen Uber Nullmenge N nachweisen

Wie oben, konstruiere (Gs-Menge) W > N mit

ta+k(W) = pgik(N) =0

Ebenso wie oben: x doppelintegrierbar und g (uk(xw)) =0
Nach Satz 3.23 zudem: (xw)x = O fUr fast alle x

Da xn < xw., ist (xn)x = O fast sicher

Somit yy insbesondere doppelintegrierbar

Damit ist der Beweis von Cavalieri beendet
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Beispiel 4.6 (Kugelvolumina)

Gegeben d-dimensionale Kugel bez. der euklidischen Metrik:

d
BY = {xeR||x|<r} IxI? = > (x)?
=1
Behauptung: !
d
ot d gerade
d, »
Hd(Bg) =r 2!@
2(@r) 2 dungerade

Beweis durch Induktion tber d
Zunéchst Induktionsanfang: 1(B}') = 2r und pa(B?) = 7r? klar
AuBerdem nach Prinzip von Cavalieri:

no(B) = [ n(@6) o (B0

sopdy d—1 — pa—1
wobei (B)x = {y e R [ (o)l < 1} = B 55—
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Beispiel (Fortsetzung Kugelvolumina)

Durch Iteration zeigt dies:
pa(BY) = Bar?
mit zu bestimmenden Koeffizienten 54 > 0, welche erfillen:

Bar? = f_ p1(dx) Byt (r2 — x?)z"

) rcos(f) By_1r°" cos(9)4~"
-5
= r98y_ o cos(6)?

SN

mit Substitution x = rsin(#). Also setze

™

= | de cos(h)? = Pa_
—z Bd—1
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Beispiel (Fortsetzung Kugelvolumina)

2 2
ly = db cos(h)? = db cos(f) (cos§)?1

= —
2

— sin(6) (cos(6))?" ég — dé sin(6)(d — 1) cos(#)9~2(—sin(6))

s

2! (@—1) | db(1 - cos?(9)) cos(6)?2
-2
d—1
= (@~ N)(a2~l) =~ -2

Somit nach Multiplikation mit dly_4, Iteration und Evaluation:

Mol = (0= Wb = -0-= 20 = 2.2% — 2

Wegen 81 = 2 und g» = = folgt somit Ergebnis iterativ aus

2
Ba = laBda—1 = lglg—1Bd—2 = Fﬂﬁd—z
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Satz 4.7 (Satz von Fubini-Tonelli)

f:RI*tk _ R integrierbar —> f doppelintegrierbar und

park(f) = pa(pk(f)) = pk(pa(f))

Beweis: Fir f = x4 klar nach Cavalieri
Treppenfunktion f = Z,’L anxa,: Lemma 4.3(i) und Linearitat
Jetzt f > 0 integrierbar und Treppenfunktionen mit 7, 1 f. Dann:

pk(pa(fn)) = pa(p(f)) = pask(fn) < poek(f) < o
Somit Lemma 4.3(ii) anwendbar, also f doppelintegrierbar und

analo

#d(ﬂk(f))zli,rpﬂd(ﬂk(fn)) “mud+k(fn) 22 ik (F) " e (g ()

Falls f beliebig, zerlege f = f. — f_ fUr die separat Obiges gilt
Mit Lemma 4.3 (i) folgt der Satz dann auch fir f O
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Beispiel 4.8

Sei D =

Dann

a(fxp)

[07 7T] x [_%’ %]

f(x,y,z) = zsin(x +y)

x [0,1] = R® und f : D — R gegeben durch:

J dzf dyf dx zsin(x + y)
%

f dzfz dy —zcos(x+y)lp

N\:!

s

= J dz : dy2zcos(y)

T2

J dzZzsm(y)é

f dz4z =

ol
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Umkehrung unter Zusatzvoraussetzung:

Satz 4.9

f:RY x RK — R doppelintegrierbar und f > 0 — f integrierbar

Beweis: Wahle positive Treppenfunktionen f, 1 f
Schranke f, auf Kugel B, mit Radius num 0 ein
Dannist g, = faxs, integrierbar und g, 1 f

Nach Satz von Fubini ist g, doppelintegrierbar und

ugrk(f) = ,J@oo”d”(g”) (monotone Konvergenz)

= lim yia(uk(gs))  (Fubini)
= pg(pk(f)) (monotone nach Lemma 4.3)
<
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Beispiel 4.10 (Voraussetzung f > 0 in Satz 4.9 notwendig!)

3 doppelintegrierbare Funktionen mit verschiedenen Doppelintegralen:

gn(X) - 1 1 X[n%%] (X) ) X € [07 1]
f(X7.y) = Z (gn(X) - gn+1(x))gn(y) ) X,y € [Oa 1]
n=1

Summe konvergent, da Trager der Summanden disjunkt
Da fir jedes y nur ein Summand und p1(gn) = 1:

1 1 1 1 o
fo dy fo o F(x, ) = fo dyf0 o 3} (6r(x) = 9n11 ) 9n)
1
< fo dy(1 — 1)ga(y) = 0

L1 dxfo1 dy f(x, ) zﬂ dxi(gn() Gnot (X deg1 _

n=1
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Satz 4.11 (Jacobi’sche Transformationsformel)

U,U c RY offen und ¢ : U — U’ = ¢(U) ist C'-Diffeomorphismus
(d.h. ¢ invertierbar und ¢, ¢~ differenzierbar mit stetiger Ableitung)
Zudem: f : U’' — R integrierbar

= fo¢: U — R integrierbar und

f p(ax)f(x') = f p(ax)(f o ¢)(x)| det(¢'(x))]
$(U) u

Hierbei hei3t det(¢’(x)) die Jacobi-Determinante

Erinnerung:

¢’ Linearisierung von ¢

Somit ¢/(x) : RY — R invertierbare d x d Matrix
Also nach Voraussetzung | det(¢'(x))| > O stetig
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Beweis:
Behauptung 1: Es reicht zu zeigen, dass

J p(ax) f(x) < f p(ax) (fop)(x) |det(¢'(x))|  (4.2)
o(U) u
Begriindung: Fir ¢! : U — Uund g = (f o ¢)|det(¢')| folgt dann
f p(dx) (f o ¢)(x) | det(¢'(x))| = f p(ax) 9(x)
u o= 1(U)
< f u(ax’) (go o )(x)| det((o~ 1) (X))
Ul
= L, p(dx’) (fogod™")(x')|det(¢' (¢~ (x)))[| det((¢~") (x"))]
~ | (o) rx)

Letzteres wegen Kettenregel und 1 = (o= 1) = (¢ 0o (o~ 1) o
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Behauptung 2: Es reicht, (4.2) fir Indikatorfunktionen zu zeigen
Begriindung: (inzwischen Standard)

Linearitat des Integrals: (4.2) dann auch fur Treppenfunktionen
Monotone Konvergenz: auch flir positive integrierbare Funktionen

(da aus f, 1 f auch (f, o ¢)|det(¢/)| 1 (f o ¢)|det(¢")] folgt)

Beliebige integrierbare Funktion zerlege in Positiv- und Negativteil — ©

Noch zu zeigen: fur jedes messbare A < U mit (A) < oo gilt

Wb(A) < L (dx) | det(¢/(x))| (4.3)

Falls ¢ linear ist, d.h. ¢'(x) = ¢ fUr alle x € U,
folgt (4.3) aus Satz 3.23, der sogar Gleichheit liefert
Grundidee: approximiere ¢ lokal durch affine Abbildungen
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Behauptung 3: Hinreichend (4.3) unter der zusatzlichen Annahme:
¢ hat Erweiterung auf Kompaktum K o U als C'-Diffeomorpismus
Begrindung: Betrachte, fir k € N,

Ug = {x e U ||x| < kund d(x,RN\U) > ;{}

Dann: Uy = U kompakt und | J, Ux = U
Wenn also (4.3) fur Ux mit Ax = A n U, gilt, dann (monotone Konv.):

p(6(A)) = lim u(6(Ax)) < lim j u(dx) | det o/ (x)] = f u(dx) | det ¢/ (x)|

A A o

Also: ¢’ und (¢~') gleichméBig stetig und uniform beschréankt auf U

M = supmax {6’ [(6~") " (6(x))], | det(¢/(x)]} < =

xeU
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Behauptung 4: (4.3) gilt fir Quader A = Q

Beweis: Wegen gleichméaBiger Stetigkeit von ¢ auf Q:
Zue>030>0mit|¢'(x)—¢'(¥)| <e Vx,ye Qmitd(x,y) <o
Zerlege disjunkt Q = | J,, Q, in Quader mit Seitenlénge < §

Sei g, € Q, der Mittelpunkt

»(Qpn) zwar kein Paralleliped, aber vergleichbar mit Paralleliped

Pn = ¢(gn) + ¢'(an)(Qn — an)

In der Tat, fUr x € Qp
lp(x)—((qn) +¢(qn)(x an))|

d(gn + t(X = gn)) — ¢'(qn) (X — gn)

< fo dt |¢/(qn + t(x — qn)) — & (an)||X — qal| < €0
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Somit: ¢(Qp) enthalten in Paralleliped P;, gegeben durch Streckung
der Seiten von P, um Faktor 1 + . Also

u((Qn) < p(Pp) < (1+2)%u(Pa) = (1+¢)7 det(¢'(gn))| 1(Qh)

Letzteres nach Satz 3.23
Zudem ¢(Q) = (¢~')~1(Q) Borelmenge (da ¢~ stetig)
Es gilt:

Q) = D u¢(Qn) < (1+¢) Z\det ¢'(an))| 1(Qn)

Treppenfunktion ), | det(¢'(qn))|xq, konvergieren gegen | det(¢’)|xq
far o | 0. Alles beschrankt durch M xq
Somit nach Satz von Lebesgue

We(Q) < (1+2) fouwx) | det(¢/(x))|

Im Limes ¢ — 0 folgt Behauptung
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Behauptung 5: (4.3) gilt fir jede messbare Menge A
Beweis: (Qy)neny Quaderiberd. von A mit p* (|, Qn\A) < ¢
— (¢(Qn))neny Uberdeckung von ¢(A) mit Borelmengen. Mit Beh. 4

HH(A(A) < D (d(Qn) < ZL p(ax) | det(¢’(x))]
= f p(ax) | det(¢/(x))| = €-M+J p(ax) | det(¢’(x))]
Un @n A

d.h.
(A < L (dx) | det(¢/(x))] (4.4)

Nun zerlege A = B & N in Borelmenge B und Nullmenge N
Dann zeigt (4.4), dass ¢(N) auch Nullmenge ist

¢(B) Borelmenge — 1i*(¢(A)) = p*(¢(B)) = p(¢(B)) = p(¢(A))
Eingesetzen in (4.4) zeigt Behauptung o
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Beispiel 4.12 (Gauss-Integral)

ee 2 g 0 20 2 2 2
(J dx e‘x) = j dxf dye Xe V" = J p(dx) e
-0 -0 -0 R2

nach Fubini. Nun Polarkoordinaten

cos(¢)) —r sin(¢)>

o(r,p) = (reos(y),rsin(y)) , ¢'(r,9) = (sin(zp) r cos (1)

wobei ¢ : Rog x (0,27) — R2\{(x,0) | x = 0} = R?\R-, Diffeomorph.
R>O><(0,27T)

j u(ax) e M = J u(dr, dp) e~"| det(s/ (. )|
R2\R>g

€ 2
= f drre"2r =«
0

Somit ist Gauss’sche Integral berechnet: {*_dx e ** = \/x

Mathematik fiir Physiker 3 4. Integrationstechniken 175/ 344



Beispiel 4.13 (Kugelkoordinaten als zweites Standardbeispiel)
Kugelkoordinaten fiir rotationssymmetrische Integrale im R3:

¢ :Rog x (—m,m) x (-%,2) — RA\S

wobei Xi
o - o= (1) =0 59
3
und rcos () cos(p)
o(r,¢.0) = ( reos(6) sin(i) )
rsin(6)
Dann

cos(f) cos(p) —rcos(0)sin(p) —rsin(f) cos(p)
& (r,p,0) = (cos(e)sin(cp) rcos(6) cos(y) —rsin(e)sin(go))
sin(6) 0 rcos(6)

und somit nach kurzer Rechnung:

det(¢'(r, p,0)) = r?cos(d) > 0
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Beispiel (Kugelkoordinaten Fortsetzung)
Also fur Integral tber Kugel Bg(0) mit Radius R:

fsﬁ(m f & Lr de _2 do r? cos(0) f(¢(r, ¢, 0))

(SIE}

Insbesondere, wenn f rotationssymmetrisch ist und f o ¢(r, ¢, 8) = f(r),

R ~
J pa(dx) f(x) = 4x f dr r? f(r)
Br(0) 0

Z.B. (vergleiche Beispiel 4.6):

Vol(Br(0)) = L (@) = 4 J dr - 4_”
R

Mathematik fiir Physiker 3 4. Integrationstechniken 177 / 344



Beispiel 4.14 (Matrixintegrale)

Sym(n, R) Menge reeller symmetrischer n x n Matrizen
Als Menge mit RY identisch wobei d = 2%
Somit gibt es Lebesgue-MaB pq auf Sym(n, R)

Ein Matrixintegral einer integrierbaren Funktionen f : Sym(n,R) — R ist
[ natax) 1)
Zu gegebenen invertierbaren A € Gl(n, R) betrachte
¢:Sym(n,R) — Sym(n,R) , ¢(X) = AXAT
Abbildung ¢ linear in X und invertierbar mit ¢~ (X) = A-1X(A=")T

Behauptung: Fiir alle X € Sym(n,R) gilt det(¢'(X)) = det(A)"*"
Also sehr hilfreiche Transformationsformel fir ¢/ < Sym(n, R):

j Ha(0X) f(X) = |det(A)|"™" j na(aX) f(AXAT)
AUAT u
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Beispiel (Matrixintegrale Fortsetzung)
Begriindung: Nach erweiterten Gauss-Algorithmus ist

A=FE ... E

wobei die E; Matrizen der folgenden Gestalt sind (BraKet-Notation):

E=1+|0Xkl , E =1+0—-1)kxXk|
mitk,te{1,...,n}, k# ¢, Ae Rund X + 0. Dann
o(X) = Ey-... EJXE] ... E]
Also nur Behauptung fir E und E zu zeigen, denn dann

det(¢’) = |det(Ey)|™" ... |det(E))|™" = |det(A)|""
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Beispiel (Matrixintegrale Fortsetzung)
Sei Y = EXET mit E wie oben und X = (Xij)ij=1,...n- Dann

Y

(1 +[OCKDX (1 + [K)XE])

= (Xij + 6,iXkj + Xi k00 + 5/,Z5€,jxk,k),-7j=17_“7n (4.5)
Schreibe X als Vektor mit den Eintragen auf und tGber Diagonale:
X = (x TeRr?
(X115, X1,0, X225 - ., X2,0, X33, - - s Xn—1,n—1, Xn—1,n Xn,n) ' €

Somit Eintrage in lexikographischer Ordnung. Analog defniere Y
Dann definiere “Superoperator” M € Mat(d x d,R) durch ¥ = MX
GemaB (4.5)istM=1+ S

Fakt: S obere (untere) Dreiecksmatrix fur k > ¢ (fir k < /),
jeweils ohne Eintrag auf der Diagonalen
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Beispiel (Matrixintegrale Fortsetzung)
Begrindung: Eintrage von (4.5) fir k > ¢ und i < J:

@ Term X; xdy )
da k > ¢ = j > iist Eintrag x; x unterhalb von x; ; im Vektor X
@ Term 6; 0y jXk k-
da k > ¢ = i = jist Eintrag xx x unterhalb von x;; = x; ; in X
@ Term o, Xk = 6piX; -
da k > {=i<jist, falls k < j, der Eintrag xx ; unterhalb x; ; in X
(da k > i), und falls k < j der Term x; x ebenfalls
(offensichtlich fir j > i und falls i = j ist k > j)

Aus Fakt folgt Behauptung fir A = E:

det(¢)) = det(M) = 1 = detE = (det(E))™!
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Beispiel (Matrixintegrale Fortsetzung)
Nun zu E und Y = EXET gegeben durch
Y = (1+ (A= 1)k<XK)X(1+ (A= 1)]k)<k])

2
= (Xi,j5i¢k5j¢k + AXij(Oiekjik + Oikjzh) + A Xi,/5i,k5j,k) T,

Definiere i wieder durch ¥ — #1X
M diagonal mit einem Eintrag A2 und (n — 1) Eintragen A
Somit Behauptung fiir E:

det(¢)) = det(M) = X221 = X1 — det(E)™!

Zusammen ist also Jacobi-Determinante fiir alle A berechnet
d.h. Behauptung det(¢’(X)) = det(A)" fiir ¢(X) = AXAT ist (iberpriift
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5 Banach- und Hilbertraume von Funktionen

Erinnerung: Banachraum ist vollstandiger normierter Vektorraum

In Hilbertraum stammt Norm von Skalarprodukt ||v| = <v|v>%

Hier LP-R&ume: LP(Q, 1) wobei Q = RY messbar und . Lebesgue,
jedoch alles identisch flr allgemeinen MaBBraum (2, p)

FOr messbares f: Q — K, setze fir1 < p <

1

(], mrrer)’

w-esssup |[f(w)]

inf su flw
NcQ, u(N)=0 wEQ\pN | ( )|

I£llp
[0
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Jetzt definiere Aquivalenzrelation (iberpriife Eigenschaften!):

f~g < f=g u-fastsicher
«— INcQ uN)=0: f(w)=9w) YweQ\N

Dann ||f|, = |g|p- Letztendlich

L) = {lfl~ [ flp <o}, 1T<sp<w

Satz 5.1

Seienp,q,r > 1, sodass 5 + L =1
(i) (Holder Ungleichung) ||fg|- < |[f[p]9lq
(ii) (Minkowski Ungleichung) |f + g|lp < | flp + 9]

(iii) (Riesz-Fischer) (LP(2, i), ||.||p) Banachraum, d.h. vollstédndig
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Beweis: (i) Wir betrachten nur Fall r = 1 (Verallgemeinerung Ubung)
Fir p = oo und g = 1 ist Ungleichung Standard-Integralabschatzung
Falls [, = 0 oder ||g||, = 0 folgt f = 0 bzw. g = 0 p-fast sicher

— f.g =0 p-fast sicher (wobei"0- 0 :=0") = u(|fg]) =0
Also nun ||f|, > 0und |g|, > 0mitp, g > 1

Wegen Konvexitat von x € R — exp(x) gilt fir a, b>0und  + I = 1:

b (1 log(a) 1 | (b)) grlog(a)  galog(a) a* b9
ab = exp [ —plog(a) + —qlo < - = —+ —
P Pp 9 qq 9 P q P q
Ungleichung auch flir a= 0 oder b = 0. Fir a = % und b = '%‘H’)'
q
flllgw)l _ 1 1fw)P 1 19wl

Ifl, lglq p(”f“p) (HQH )
Integration bezlglich p gibt
ulfgh - 1 1
Iflplgly — P q
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(i) Zunachst st f + g € LP:

F+glP < (If +1g)? < 2Pmax {|f]P, [glP} < 2P (|f|° + |g[P)
somit

p(If +91P) < 2Pu(If1P +[glP) = 2P (u(fP) + u(lgl?)) < o

Weiter fir p > 1 (Fall p = 1 trivial) unter Verwendung von q = %:

p(f+gP) < w(Ifl-1F+9P ") +u(lgl-If + g
1 1
£l (1 + g1 PD9) % + g, 1 (If + g P=19)
_1
= (Iflp + Igll,) 1 (IF + glP) "7

wobei im vorletzten Schritt H6lder Ungleichung verwandt wurde
Hieraus folgt Bahauptung

N
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(iii) Fur f, ge LPistauch f + \g € LP, da
If+Aglp < [fl,+ IAlllgl,

AuBerdem ist |-| , eine Norm, denn |Af], = [A|[|f],,
Dreiecksungleichung ist genau Minkowski-Ungleichung und zudem

Iflp,=0 <= f=0 pfastsicher <= [f| =[0] =0

Nun zur Vollstéandigkeit: Sei (f,) .y Cauchy-Folge in LP

d.h. Ve > 03 N = N(e), sodass

neN

Ifo—fl,<e . Vnk=N

Wabhle Teilfolge (nk) .y, sodass gilt

Z ank+1 o fnk”p < ®©
k=1
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Es folgt:

H Z |fnk+1 fnk

o=

( lim (
K—o
— lim <(
K—»OO'UJ
K
< lim
K—>OOZ

k=1

fnk+1 fnk )p>

fnk+1 fo| )p) (Beppo)

(x — xP stetig)

TI=

foer — | < © (Minkowski)

Somitist F(w) = D=1 [fr s (W) — fp (w)| < 00 p-fast sicher in w

Also existiert
o0
Z fnk+1 fnk

u-fast sicher. Es gilt

Iflp < Mol + Flly < lfnillp +1Fl, < o

also f € LP. Noch zu zeigen f, — fin LP
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Tatsachlich:
1o — ng = H (|fn - f|p)

_ (Iimkinf \f — f,,k|P)

Iimkinfu (|fa — fa|P) (Fatou)

N

< sup |fp — fml/5
m=n

=

—0 far n — oo

Letzteres weil Cauchy-Folge vorliegt ]

Bemerkung 5.2 (Singularitaten)

Wenn Q < RY kompakt, dann LP(Q, ) < LI(Q, i) fir p > g
(weil lokale Singularitaten "integrierbarer” werden. Beweis?)
Wenn Q = RY, weder LP(Q, 1) < L9(Q, 1) noch LP(Q, p) o LI(Q, )
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Weitere Ungleichungen
Satz 5.3 (Lyapunov Ungleichung)
Sei1 < pg, p1 < 0. Fir0 <~ < 1 setzen wir

1 1—
S T
P Po p1
Dann gilt:
=
Iflee < [l I1F17e ¥ FfelPnlLP

Beweis schwierig. Verallgemeinerung: Riesz-Thorin Interpolation

Satz 5.4 (Jensen Ungleichung)
Sei0 < pe L'(Q, ) mit u(p) = 1, d.h. p Wahrscheinlichkeitsdichte
v : R — R konvex: o(tx + (1 —t)y) < te(x) + (1 — t)e(y) firt e [0,1]

o [n@p0090) < [nax)px)elol)  geLhip)
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Beweis: Sei xo = { u(dx) p(x) g(x)
Wahle Tangente an konvexes ¢ bei xp:

o(X) = axo+b o(X) = ax+b
far alle x, insbesondere also:
p(9(x)) = ag(x) +b

Multiplikation mit positiven p und Integration liefert:

f u(dx) p(x) p(g(x)) = fu(dX) p(x)(ag(x) + b)

= axg+b

= ¢(Xo)

= (| ulok) px) 90) -
Bemerkung 5.5
Nur Konvexitat auf Bild g(R) benétigt J
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Satz 5.6 (Dichte der stetigen Funktion in LP-Raumen)

Sei Q c RY offen und p € [1, x0) (beachte: nichtp = )
Dann Cy(2) = {f stetig und im Unendlichen 0} dicht in LP(2, 1)
d.h. Y fe LP(Q, u) existiert (fy)nen in Co(2) mit

Jm_ iy flp = 0

Wichtige Folgerung:
Korollar 5.7

Fiurpe [1,00) ist LP(Q, 1) separabel (3 abzdhlbare dichte Teilmenge)

Begriindung fir Spezialfall Q — R Intervall basierend auf:
Weierstral3: stetige Funktion durch Polynom approximierbar bez. | .|«
Es reichen Polynome mit rationalen Koeffizienten. Dann Satz 5.6 [
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Beweisskizze (Satz 5.6): Erst f = y4 mit A beschrankte Borelmenge
Zu 6 > 0 3 nach Regularitat (Satz 2.18) kompaktes K & offenes U mit
KcAcU , u(U\K) < ¢

Fakt (ohne Beweis): 3 stetige sogenannte Urysohn-Funktion ¢ mit
o(x) € [0,1] ol =1 , ¢lye = 0

Dann | — flp < u(U\K)? = &5 beliebig klein

Far beliebige Borelmenge A setze A, = A n B,(0)

Nach Beppo: lim,_.« | x4, — xalp = 0 also auch x4 approximierbar

Fr Treppenfunktion f = Zﬁﬂ anxa, Wahle Urysohn Funktionen ¢,

Verwende stetige Funktion ¢ = SN . apn. Mit Minkovski

N N
1
If=¢lo < Y lanl Ixa, = eallo < (D] lanl) 87
n=1 n=1
Wieder wird dies beliebig klein
Zuletzt approximiere beliebiges f durch Treppenfunktion OJ
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Hilbert-Raum quadratintegrierbarer Funktionen
Der Satz von Riesz-Fischer zeigt:
Satz 5.8

Sei Q c RY messbar
Dann ist L?(Q, 11) ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt

(flg) = fﬂu(dx)f(x)g(x)  fge Q)

v

Somit Hilbert-Raum Techniken aus Math. Physiker Il verwendbar bzw.
verallgemeinerbar. Z.B. (ohne Beweise):
Orthogonale Komplemente von Unterraum V c L?:
vVt = {fel?|(flgy=0 Vge V}
Fakt: V' ist abgeschlossen (Cauchy-Folgen konv. in V1)
Bijektion: Projektionen P = P? = P* «—— 3 abgeschlossene UR V:
V = Ran(P)
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Unendlich dimensionale Version des Riesz’schen Darstellungssatz:

Satz 5.9 (Riesz Lemma, vgl. Math. Phys II)

Sei L : L?> — C stetiges lineares Funktional — 3g € L2 mit
L(f) = (g|fy VYfel?

Insbesondere ist Skalarprodukt stetig in beiden Argumenten

Weiter: Orthonormalsysteme und Orthonormalbasen (ONB)
Wegen Korollar 5.7 ist ONB immer abzéhlbar (by)nen. DannVv f e L?:

f = Y <baltybn = Y 1baxbalfy = (Y 1bmbnl)IF)
n=1 n=1 n=1

genauer:

N
\f_ N balfybn| = 0

n=

lim ‘
N—oo
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6 Fourier-Reihen und Fouriertransformation
SeiS' = R/27Z =~ [, ). Fiir Funktion f € L' <S1, %) sind

_ T do —in6 _ in6
f, = sz e~ Mf(h) = <e |f>L2

die Fourierkoeffizienten (Fourier 1811)

Zentrale Frage: Fiur welche Funktionen f konvergiert die Fourier-Reihe
Z fn ein@
nez

gegen f und in welchem Sinne liegt Konvergenz vor

Klassisches hinreichendes Kriterium:

Satz 6.1 (Dirichlet 1828)

fe C'(S"Y = Fourierreihe konvergiert uniform,
d.h. Partialsummen Sy(0) = Zﬁz N Tn €M erfiillen

[ —fleo =
Jm Sy = fl = 0
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Beweis: Zunachst Berechnung der Partialsummen:
N

- L g

T dgp
— f E: —ine
o 0+ ) _Ne

Also ist es sinnvoll fir ¢ # 0 den Dirichletkern einzufihren:

N ] ] 2N '
DN((P) _ Z e~ iny — e—INcp Z ey
n=—N n=0
v gi@2N+1)¢ _ 1
- ° ey —1
_ (N2)e _ g i(NF2)e sin((N + 1))
B et — e % B sin(%)
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Er besitzt eine stetige Fortsetzung bei ¢ = 0:
Dn(0) = 2N + 1
AuBerdem ist Dy(y) gerade und erfillt fir alle N € N:

" dy

D =1
5 N(p)

-

Far 0 < § < 5 spalten wir nun wie folgt auf:

swe) ~ 0] = |[* G2 (50 + )~ 16)) Dute)
-5 § T
< |[ deato|+|[ doaw)|+|[ doaw)
wobei
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Far den mittleren Teil gilt
' * dy |f(0+¢) — 10)]
de A < J oy . -Isin (N + }
U—é 4 (SD)‘ _s 2T ‘sm (é_’)‘ ’ (( 2)90)‘
[ delllzlel
527 sin(lg)
< [ gelflxle
= -6 271' M . 2
2

= 0w

wegen Ungleichung
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Far rechten Term partielle Integration:

i T 0+ ) —1(0)
L dp A(p) L dy W'S'” (N+ 3)e)

F(¥)

[F(gp) ﬁ cos (N + 3)¢)

)

J d F'(0) —— cos (N + 1))

Nun gilt fir 6-abhangige Konstante Cs (welche unabhangig von N ist)

sup max{|F ()], |F'()l} < G5 <

0<p<T

Also:

g (2+ 7m)Cs
de A < —F
J; ¥ (@)‘ A/+-%

Erstes Integral Uber [—7, —d] kann analog abgeschatzt werden
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Zusammen:

2+7
Sn(0) —f(O) < |F|o + 2 Cs <
[Sn(0) — 1(0)] < [F] Nep O
Letzteres fir § = 2Hef’H und N = N(e) ausreichend grof3 ]

Bemerkung 6.2 (Fejer 1900)

Wenn f nur stetig, dann konvergieren Cesaro-Mittel Cy = & Zﬁ=1 Sn
uniform gegen f

Beweisidee: Modifiziere Obiges unter Verwendung des Fejer-Kerns:
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Bemerkung 6.3 (Offene Frage:)
Charakterisierung von Funktionen mit konvergenter Fourier-Reihe

in |.|« (hinreichendes und notwendiges Kriterium)

Aber mit Konvergenzbegriff bez. ||.|2 im Hilbert-Raum L2(S') einfach
Offensichtlich (") .z orthonormale Familie: (e™|e™2 = 6p m
Wenn ONB vorliegt, dann gilt fiir jede Funktion f e L2 = L?(S", &%):

f(0) = >.f,e™  Konvergenz Partialsummen in 2
n

Satz 6.4
(€M) ez, ist ONB von L2(S', 92) }

Beweis: Orthogonalitat folgt aus

(e |gm?y _ J a9 gim-mo _ S

g lm
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weiter: C'(S') dicht in <L2 <S1, gfr) , H.Hg) wegen Satz 5.6

oder: Treppenfktn dicht in L2 und Glattung mit |.|2-Fehler maglich
Jetzt: g € (span{e™ | ne Z})*, d.h. (g|e™) =0 V ne Z. Zeige g =0
Fur f e C'(S") ist Fourier-Reihe nach Satz 6.1 uniform konvergent
= Konvergenz auch bez. |.|2

Also folgt aus Stetigkeit des Skalarproduktes

N N
flg) = (i 3 helg) = im 3} 1 (elg) = 0

Fir beliebiges f € L2, seinun f e C', sodass ||f — f| ;2 < e. Dann

(flgy = (F=Hg)+Hlg) < |f —TFleelgle < elglez
Somit gilt (f|g) = 0 fiir alle f e L2. Also g = 0 ]

Bemerkung 6.5 (Satz von Carleson 1966)
Fiir jedes f € L? konvergiert die Fourier-Reihe fast sicher J
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Satz 6.6 (Abfallen der Fourier-Koeffizienten far diffbare Fktn)

fe CKS) = {fe CK[R) | £+ 2r) = f(0) ¥ 0 € R}
Dann existiert Konstante C = Cy, so dass f, = (e | f) erfiillt

] <

nk

Beweis: Dies folgt mit partieller Integration:

2rf, = " dp e Mf(g) = i doL (oe=")f(0)
= Le M), 1L " e "0f(0)
_ _: d0 e~ ™r(g) — ... (m)kf do & (3 )(0)
Nun schlieBe mit Standardintegralabschatzung ]
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Satz 6.7 (Parseval Gleichung)
Diskrete Fouriertransformation ist eine unitére lineare Abbildung

F L3S, L) - 2(z)
definiert durch
F(f) = (hrez > fo = €™M

Beweis: f, g € L2 nach ONB (bn)nez = (6™),cz entwickeln

f = anbn g = Zgnbn

neZ nez

Also (Parseval Gleichung):

(g2 = Z (fm bm|gn bn) = Z Egn<bm’bn> = Zf_ngn = (FHF@p

n,mez n,mez nez
]
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Basiswechsel zu reeller Basis
Von (bp) ez = (€M) ez durch Rotation um § zu ONB (o, Cn, Sp)n=0 Mit

Co=by , Cpn= b"\*/g‘" =+V2cos(nf) , sp= b”,:/bé‘” = /2 sin(ng)

so dass | cy|? = |sn|? = 1. Dann Fourier-Reihe von f € L?:

f(0) = fo + V2 ). (fon cos(nf) + fsp sin(no))

n=1

= 2 fenCn + Z fs.n Sn

n=0 n=1

mlt fc}n - <Cn‘f> Und fsyn - <Sn‘f>

Parseval: |f|? = |f0l? + X et (Ifonl? + |fsnl?)

fe.n
Vorteile:

o fr f reell, sind Fourier-Koeffizienten f; , und fs  reell

e Cp gerade und s, ungerade — fs, = 0 wenn f gerade und ....
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Satz 6.8

Sei f integrierbar und folgende Grenzwerte existieren:

f(O—) = limf(6 — f = limf

=) = i =e) &) = Imia-e)
AuBerdem sei Funktion

f(6—9)—1f(0-))+ (f(6+9)— f(O+
g(s) = (f(6 —9) — f( ))5(( ) — f(6+))

auf Intervall |0, €] fiir ein € > 0 integrierbar (Dini—-Bedingung)
Dann konvergiert die Fourier—Reihe von f in 6 und

6—) + f(0+)
li = i f ind  _ (
Nl—rpoo SN( Ninoo Z ° 2
; 6
Beweis: Wir verwenden wieder den Dirichletkern Dy(6) = sm(gr:v(:;)z)
2

mit §*
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suth®) = [ 2 Duo—0) 1)

—T

_ f i g Dn(5) £(8 + 6) (f und Dy periodisch)
_ f " 9% Do) (16 + ) + 10— 8)) (D gerade)
0 T

und

SN(f)(e) - 2
_ Lﬂ % Do) (19 + ) + 1(6 — 8) — F(6+) ~ £(6-)
Tds . 0
=L o f|n((2N+ 1)3) 6] g(9)

stetige Funktion s auf [0,¢]
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Nun spalte Integral auf:

F(0—) + f(6+)

sw(r (o)~ :Leg—is(a)g(awrg—i sin((2N+1)3)

69(9)
sin(3)

Wegen Dini-Bedingung ist Intgral {; kleiner als Ce

Zudem ist folgende Funktion integrierbar:

bel-ma] — ZIXE>e)

Somit konvergieren seine Fourier—Koeffizienten gegen 0 (Parseval)

Also 3 Np, so dass Beitrag {” <

Also insgesamt < (C + 1)e fur N = Ny O
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Beispiel 6.9
f(6) = Ox[_r~ (0) nicht stetig, aber in L2
Dann fy = 0 und flr n # 0:

fr = (M| f) = f

—T

s Uy

do —inbpy __ do 1 —in6
e " = f 5 = (0e7")8
—Tr

s

1 1 —inb p|m 1 do —ino __ (=1)"

5 9|—7r+mf 5= € = - +0
-7

Somit nach dem Satz von Dini:

o0

1 o(_1)yn+1 . 0 , 0# —7
2 : (fir)1 e = z : ( n) sin(nd) = { (=) _

neZ\0 n=1 2 - -

Insbesondere, flr 6 = 7,

o0

Z (=k _ 7™
2k+1

k=0 4
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Beispiel 6.10 (Gibbs-Phanomen)

. 1, 0<f0<nm
Sei f(6) = sgn(9) = { 1 —71<0<0

Diese Funktion ist ungerade, also f; , = 0. Zudem
f = f ——— sin(nB) sgn(f
s,n . fﬂ (nd) sgn(6)

- Loz as sin(no)
0

os(nf) 3
2v2
{ Y2, nungerade

0 , ngerade
Also im L2-Sinne:

sen(0) = Y ﬁ sin((2m + 1)0)
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Beispiel (Fortsetzung)

Zudem Ny
San(f) 2 ~3

und Sy(f)(0) = 0 (was im Limes N — oo mit Satz 6.8 Ubereinstimmt)
Punktweise Konvergenz, sicher keine uniforme Konvergenz. Zudem

sin((2m+ 1)6)

4 X on Sin<(22nl1vtr11)7r>

San() (zwfer ) = r 2 2N+1  Erek:
- T

ey, Ef o SN0 (2 185 < 1
T Jo 0 s

Somit fir alle N > 1:

sup (Son(f)(0) —f(0)) = 1185-1 > 04 > 0
6>0

Dies ist ein typisches Beispiel fir das so genannte Gibbs-Phanomen

v
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Vorbereitungen fir Fouriertransformation
Zunachst Standardnotationen: fiir x, p € R?

d
X-p=3xp . XF=xx . |x=Ve
j=1
Ableitungen und Polynome zu Multiindex o = (ay, . .., ag) € N9
a Ay (%] a0 Qg
0% = Oy, -+ Oxg , XC =X Xy

Definition 6.11

Testfunktionen und Schwartzfunktionen auf offenem Q < R¢

D(Q) = Ck(Q) = {pe C*(Q) | supp(p) = Q2 kompakt}

S(Q) = {feC®Q)| lim xPf(x)=0 Va,BeN%

|X|—00, xEQ

wobei supp(p) = {¢ # 0} Trager von ¢
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Weitere Notation: S = S(RY) und D = D(R")
Offensichtlich gilt D(Q2) = S(Q)
Beispiel 6.12

1

@(x) = ce =@ xyx <1 (X) istin D(R), aber nicht analytisch bei +1
Konstante ¢ so dass { u(dx) o(x) = 1

Die Funktion f(x) = e~ istin S(R), aber nicht in D(R)

Definition 6.13

Lokalkonvexe Topologien auf D und S gegeben durch Halbnormen

[flma = sup (1 + |[x]™)]0%f(x)] , meN, aeN?
X

(positive homogen, Dreiecksungleichung, aber keine Nichtentartung)

Dann: f, — fin D oder S <= ||f — fy||ma — O firalle me N, a e N¢

v
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Satz 6.14

(i) D(Q) ist dicht in LP(Q, dx) fiir1 < p < oo und Q — RY offen
(ii)) D c S c LP(RY, dx) dicht

FUr Beweis bendtigt ist Glattung durch Konvolution:

(o5 Hx) = f u(dy) p(x — y) F(y)

was Sinn macht z.B. wenn ¢ € L' oder f e L'

Wahl von : glatt, positiv, kleiner Trager, Integral gleich 1
Dann ist auch die “Verschmierung” ¢ = f glatt

Hilfsmittel:

Satz 6.15 (Young’'sche Ungleichung, Spezialfall)

lo*flp < lelilfle»  p=1
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Beweis der Young'schen Ungleichung: sei J + { = 1

[ HX)] < fu(d}/) [p(x = Y)Y

f u(dy) lo(x — )3 (F)IPlo(x — )))?

(Ju(dy)lso(x - y)l) ; (Jﬂ(dy)|f(y)|lo|¢(x _ y)|>é

N

nach Holder Ungleichung. Also mit Translationsinvarianz und Fubini

lo =115 < 17 [ (@) [ uta)If)Plotx— )
Iel [ (o) Il

1+8 p
= lely 1715 = (lelliflo)

was die Ungleichung beweist ]
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Beweis: (i) —> (ii) weil S ¢ LP(RY) nach Hélder Ungleichung
Fir (i) sei p(x) = cexp ()(21—_1) X{|x|<1} Wie in Beispiel 6.12

Setze ¢.(x) = L (¥) was Integral 1 und Trager [—¢, ¢] hat

Zu n € N betrachte nun kompakte Menge
Ko = {xeQ||x|<n, d(x,09) =2}
Fir jedes f € LP(Q) definieren wir jetzt
Wx) = (o1 % (Fo) ()
= [ay oy 00 ) xw )

= f dy pi(x —y) f(y)
Kn n

Da Integral mit dx vertauscht, ist f, € D(Q2) Glattung von f
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Behauptung: lim, f, = f in LP, woraus dann (i) folgt
Begriindung: Mit Young'sche Ungleichung und {dy »1(y) =1

It = flp < lp1 = fxi, = Dllp + lpa = —=flp

p)},

< oyl — 1o+ ( [ o

| av e irx =) - 10)

Nun impliziert Jensen-Ungleichung fiir konvexe Funktion x — xP:

Il < 1160 =)l + ( [ o [ay oy 170x =) = 100P)’

1
<+ (|dresmlss-n)

wobei n > N(e) ausreichend gro3 und S,f(x) = f(x + y) Translation
Der Satz folgt nun aus dem folgendem Fakt O
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Satz 6.16
Die Abbildung y € R? — S, f e LP(RY) ist stetig fir1 < p < o

Beweis: Zu f € LP und € > 0 wéhle (Satz 5.6) g € Cx(RY) mit
If—alp < e

Da g gleichméBig stetig auf supp(g) < [—¢,¢]?, 3 6 > 0 mit:

€
— < ———— , -yl <9
Dann folgt fir &' < §
Isvg-glf < | ax [g(x +8) — )PP < ¢
[-c—6,c+48]9

Also, weiterhin fir §' < 4,
1Sof —fllp < [Ssf —Ssr9lp+[Seg—glp+ 19— flp < 3¢
wegen || Syf — Sy glp = |f — 9gllp [
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Definition 6.17
Fir f e L'(RY) ist die Fourier-Transformation definiert durch

F0P) = [ gy & 100

Wichtigste Eigenschaft: F ist Bijektion auf S (siehe Satz 6.19 unten)
Offensichtlich: F wohl-definiert (weil f € L") und

1
[N TEES (2m)r il
Prazisierung ist klassisches Resultat Gber Fouriertransformation:
Satz 6.18 (Riemann-Lebesgue Lemma) J

Es gilt F : L' (RY) — Co(RY)
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Beweis: Stetigkeit fiir kompakt getragenes f folgt aus:

(FN(p) -~ (FNE)| < fcgf¢2h—emkﬂﬂuﬂnr< clo—p/| |fl

mit geeigneter Konstanter ¢ > 0

Da kompakt getragene Funktionen dicht in L'(R), erlaubt ein
3e-Argument Stetigkeit fiir alle f € L'(RY) zu zeigen

Nun zum Verschwinden im Unendlichen fir f € D

(hinreichend weil D L' dicht und | Ff — gl < ez If — gll)
Partielle Integration (ohne Randterme) ergibt firj =1,...,d:

ax 1 1 1

nE) = |- | =2 ot —— e < 1oty —
@) = |- [ G 4100 5 o] < G Wl o
Da ¢;f e L' fur f € D, folgt, dass (Ff)(p) — 0 fur [p| — ]
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Satz 6.19
Seien f,g € S. Dann gilt Folgendes:

(i) F:S — S ist eine Bijektion mit Inversem
_ dap ;
1 _ X-p
F000 = [ vz ) e

(ii) (Parseval) (Ff|Fg)zme) = {f|I2ra)
(iii) a3(Ff) = (i)l F(x2f) wobeila| = 33 ; o
(iv) F(82f) = ilelpeFf

V) F(f-g) = (2m)~¥2(Ff) « (Fg)

(vi) F(f+g) = (2m)93(Ff) - (Fg)
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Beweis: Zunachst zeigen wir (iii) durch folgende Rechnung:

ax ; ax ;
(Tf e —lip-x £ _ el of —ip-x
BEND) = 7 | g P10 = | Goiam ()X

mit Satz von Lebesgue, da x*f(x) € S c L'
Nun zu (iv). Nach partieller Integration ohne Randterme folgt in der Tat:

dx _iox ~a
F(ogf) = f(Zﬂ)d/2 e~ PX o3 f(x)

- (V[ s e i
— ()Pl (FN(p)

Weiter zu (i). Zunachst zeigen wir 7 : S — S. Hierzu

prdb(Fhp) Y (=) (F(xPH)(p) Y (i)l (=)l F (a2 (xP 1)) (p)

Da nun d (x*f) e S folgt mit Satz 6.18 p*dp Ff(p) — O fur |p| — oo
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Behauptung 1: (und Beispiel fir Berechnung einer Fouriertrafo)

Fe¥)p) = Lok | acm(o)

Begriindung:

Ausreichend d = 1 wegen Faktorisierung der Exponentialfunktion
Zudem Skalierung (Variablenwechsel) fiihrt zu a = 1

Fir p = 0 ist Aussage genau das Gauf3’'sche Integral (Beispiel 4.12)
Des Weiteren zeigt eine Rechnung (partielle Integration):

2

oo(e% F(e %) (p)

2

ax , ﬁ_,’ _x2
—— (p—ix)ez P g
| o :

dx X2

—— ez P (ptity)e"z =0

2T ©

Behauptung 2:
(FFf)(x) = f(~x) , feS, xeR“
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Begriindung: Zunéchst FFf wohl definiert, weil Ffe S L'
a2 2
Mit lim,_g e~ % =1und Lebesgue, Fubini, Beh. 1 folgt:

FFi(x) = f i e_ix'pf ( Y e Py

(2972 2r)d/2
BT dp —ixp _&pP f dy —ip-y
- ;'Lnof (2r)d/2 e e ¢ (2r)d/2 e "U1(y)

— ay b ixiyp oL
- ;[nof(zﬁ)d/z (J (zﬂ)d/2e e 2 ) f(y)

X 2
= lim J(dy i e_( 2 f(y)

a—0 27r)d/2 ad
- (mfdy W e 22 (f(y — X) — f(—x))) + f(—x)

Letzteres nach Variablentrafo und weil Wahrscheinlichkeitsdichte
Zerlege RY = B145(0) O R mitd > 0. Auf R ist Gauss-Glocke klein,
auf B,i+5(0) ist f(y — x) — f(—x) Kklein. Also Integral 0 im Limes a — 0 ¢
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Aus (FFf)(x) = f(—x) folgt 74 = 1, also 7* = 7' und

(FHx) = (FPFH(x) = (FA(-x) = j (zj’% f(p)e™

Somit (i) bewiesen. Ahnlich nun fiir (ii):
Fi 7w = [ [ G P TFO)R)
- f dx f(x) f a2 &7 (7P

fdxf )(F2g) fdxf

Beachte, dass Rechnung formal auf folgende Identitat reduziert:

a iD-(X—

Hierzu spater mehr
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Zuletzt zu (v) und (vi):

DafeS,istauch e . f(x)eS

Also
@nPEF(f-g)p) = [ ok e PHx) gl
<eipx 1 g>L2(Rd)
Y (FEePNIF),,
— [ da [ o e e T (Fa)@

f dq (FF)(p - q) (Fg)(q)
— (Ff+Fg)(p)

was den Beweis von (v) beendet. (vi) analog O
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Sei nun f e L2(RY) und (f)n>1 Folge in S mit lim |[f, — f[ ;2 (ga) = 0
Satz 6.19 impliziert | 71y ;2(roy = |fall 2oy flr fr € S
Daher (Ffy)n=1 Cauchy in L2(RY), also konvergent. Definiere
Fo: LB(RY) — [B(RY) |,  Fof = LZ-J@OO Ff,
Dann F,|s = F und es gilt die Plancherel-ldentitat
(FoflF2g)y = (glfy . f.gel?RY)
Weil e~P*f(x) nicht integrierbar gilt aber im Allgmeinen nicht, dass

(F2f)(p) = f (2:;,/2 e PXf(x),  Vfel?RY)

Aber fiir Kompaktum Bg = {x € RY | |x| < R} gilt L>(Bg) < L'(Bg)
Satz 6.20
(i) (f f)( )— L2-lMRos § 5, o2 € P¥f(x) fir alle f & L2(RY

)
(i) ( = (%)d/z e PXf(x) fast sicherinp V¥ f € L'(R?) n L2(RY)
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Beweis: (ii) Nach Satz 6.14 existiert Folge (fx)x>1 in S mit
|f=fl1 — 0 und  |[f—fiz — O

(da f, explizit durch Glattung gegeben und somit f, € L' und f, € L?)
Wohldefiniert sind sowohl Ff, als auch Ff (da f,, f e L")

Nach Satz 6.18: Ffi — Ff in (Co(R), |.|oe) und | F| 1., < ooz

Somit gilt fir alle R > 0

1
2 2
. 7P~ FPIE < Vol(Br) - s e~ 11

b \Fle(p) — Fof (PP < | Fhe — Faf|3
R

A

= [R(k=Nlz (©ar|S=7)
= | — I3 (nach Plancherel)

Beides verschwindet im Limes kK — o
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Aus |Ff(p) — Fof(p)|? < | Ff(p) — Ff(p)]? + | Ffi(p) — F2f(p)[? folgt
|, 0 1Ftp) = Rt ~ 0

Deswegen Ff(p) = F»f(p) fast sicher bez. des Lebesgue-MaBes
Nun zu (i): Fur jedes f e L2(RY) ist xp,f € L' (RY)
Nach (ii) gilt also fast sicher F(xpg,f) = F2(xB,f)
AuBerdem mit Satz von Lebesgue yg,f — f in L2(RY) fir R — o

Wegen der Stetigkeit von F> gilt also:
Fof = [ Jim Fa(xg,f) = L* lim F(xs,)

Nun ist aber letzterer Ausdruck genau die gewlinschte Formel O
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Distributionen
Definition 6.13: Lokalkonvexe Topologie auf D = D(R)
induziert von Halbnormen

flme = sup (1 + |x]™)]0%f(x)| , meN, aeN?
X

Dann: f, - finD <« |f — fy|me — O furalle m, o
Definition 6.21

Distributionen auf R sind stetige lineare Funktionale auf D,
also genau die Elemente des topologischen Dualraumes D’
Analog: Dualraum S’ sind temperierte oder Schwartz-Distributionen

v

Bemerkung 6.22
Lineares Funktional T : D — C ist stetig (bez. lokalkonvexer Topo.)
< T(fy) — 0 fir alle f, mit |[fy|mq — O flr alle m, «
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Beispiel 6.23
Jedes g € L'(R?) definiert Distribution Ty : D — C durch:

Te(f) = deQ(X)f(X) , feD

Beispiel 6.24
Dirac Distribution ¢ : D — C definert durch:

Alternative (formale) Schreibweise:

5(f) = f dx 5(x) f(x)

Dies suggeriert, dass § eine Funktion ist, was nicht stimmt!
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Beispiel 6.25
Sei d = 1. Die Ableitung ¢’ : D — C der Dirac Distribution ist

§(f)y = —Ff©0) , feD

Dem zugrunde liegt partielle Integration ohne Randterme

jdxé’ de& x) f'(x deé

(%)

Allgemeiner:
Definition 6.26

(Schwache) Ableitung ¢; T € D’ einer Distribution T e D’ = D'(R9) ist

@ T)(f) = =T(gf)

Bemerkung 6.27
Distributionen sind immer beliebig oft (schwach) differenzierbar
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Approximation der Eins

Im Beweis von Satz 6.19 wurde gezeigt:
i 1 _ X2
- 2 =
em (2m)d/2a9 . o)

in dem Sinne, dass flr jede "Testfunktion” f € D gilt
2

. 1 _xE
lim dem e 22 f(x) = f(0) = o(f)

a—0

Definition 6.28
Eine Approximation der Eins ist Folge von Funktionen g, € L'(RY) mit

Oben erstes Beispiel, ein zweites (nicht stetiges) Beispiel ist:

gn(x) = nx(Ix| < 35)
Beachte, dass immer ;(gn) = 1
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Weitere Identitaten
Im Beweis von Satz 6.19 wurde gezeigt:

J G e = o0

wieder im Sinne (LiIIIeSpI’OZGSS auBen):
ap ip-x
— v D
J—(2 )dexe f(X) = f(O) , fe

Diskrete Version hiervon auf S':

e = 2r6(0)

nez

d.h.

2 dxe’”ef @) = 2nf(®) , feDES') =CPSh

nez
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7 Tensoren und Grassmann-Algebra
V., W, Vi, ..., Vk endlich-dimensionale Vektorrdume (ber R (C analog)

Definition 7.1
Dualraum zu V ist definiertals V* = {T : V — R | T linear}
Vektorraumstruktur auf V*:

(T+AT)(v) = T(v) + AT (v) , veV

Definition 7.2

Wenn by, ..., by Basis von V, so bilden b', ..., bN € V* definiert durch
bb) = 6 = &

sogenannte duale Basis von V*. Insbesondere: dim(V*) = dim(V)

Konstruktion von dualer Basis mit nicht-entarteter Bilinearform (spater)

v

Satz 7.3

(V*)* =~ V mit Isomorphismus bez. Identifikation v(T) = T(v)
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Definition 7.4 (Erinnerung Math. Phys. 2)

FZV1><...><VK—>W

heiBt multilinear <= linear in jedem Argument ist, d.h.
Vg € Vk'—>F(V1,...,VK)€ W linear V k = 1,...,K

und vy, € Vi, fur m & k festgehalten

Definition 7.5 (Tensorprodukt endl. dimen. Vektorraume)

Vi®...@ Vk = {F: Vi x...x Vg — R multilinear}
Beachte: es gibt auch V*@ W*, V*@ W, Vi ®...® Vg, etc.
K-fach kontravariante und L-fach kovariante Tensoren (iber V:

(V) = Ve @V V'®...®V:  Tensoren (K, Ljter Stufe
Kk Faktoren L Faktoren
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Beispiel 7.6

Vektoren sind Tensoren der Stufe (1,0)
Entwicklung nach Basis by, ..., by:

N
v = Z vb, = v'by
n=1

Einstein’sche Summenkonvention:
Uber doppelt (oben und unten) auftretende Indizes wird summiert

Beispiel 7.7
Farve Vund we W ist v® w definiert durch
(vew)(vi,w*) = v(v)w*(w) e R ) vie V¥, w*e W*

Beachte: rechte Seite wirklich multilineare Abbildung
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Beispiel 7.8
Bilineare Abbildungen T : V x V — R sind Tensoren der Stufe (0, 2)

N N
T =YY Tamb"®b" = Thmb"@b"
n=1 m=1

Beispiel 7.9 (Verallgemeinerung von Beispiel 7.7)

Flirvie V4, ..., vk e Vkist vi ® ... ® vk definiert durch

M ®... o)V, vi) = ] vi(w) eR
k=1,..K

wobei vi e V¥, ..., vie V§
Beachte: wiederum rechte Seite wirklich multilineare Abbildung

Analoge Definitionvon v @ ... Q W @ V{ ® ... Q v}
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Beispiel 7.10
Lineare Abbildung A: V — V ist ein Tensor der Stufe (1, 1) tber V:

A(v¥,v) = v¥*(Av)

Bez. Basis by, ..., by und Dualbasis b', ..., bN:
N N
A= Y ATbn®@b" = A"pbn® b
n=1m=1

Also: Matrix hat einen Index oben und einen unten (anders als friiher)
Reihenfolge der Indizes entsprechend dem Auftreten der Vektoren
Koeffizienten sind A™, = b™(Abp)

Verallgemeinerung: A: V — Wund ey, ..., ey Basis von W

Wenn A invertierbar, A=' = (A=")" b,@eMe V® W*
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Rechenregeln
Tensorprodukt ist linear in jedem Argument, z.B.:
V+AMWV)QWw = vRW + AV Rw
vR(W+ W) = vew + Avew
Also insbesondere (A\v) ® w = v ® (Aw). In der Tat:
(v+AWV)@wv*, w*) = v*(v+ ) )w*(w)
= (V' (v) + AV (V) w (w)
= v*(v)w*(w) + A\v* (V) w* (w)
= vw(*,w") + AV w(v*, w¥)

Definition 7.11
Elementartensoren von Gestalt vi ® ... ® vk (ohne Linearkombin.)

D—

Beispiel 7.12
v w + v ® w' Elementartensor nur wenn v = v/ oder w = w’
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Satz 7.13
dim(V ® W) = dim(V)dim(W)

Beweis: Multilineare Abbildung spezifiziert durch Werte auf Basis
by,...,by Basisvon V,und ey, ..., ey Basis von W

Dann {bp,®em|n=1,...,N, m=1,..., M} Basisvon V& W

In der Tat, seien

N M
V= 2 v'b, = v'b, W= Z w"em = w"en
n=1 m=1

Dann

N M
VW = Z Z viwm by @ en = v'wm b, ® en
n=1 m=1

wobei b, ® e, wie in Beispiel 7.7
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Korollar 7.14

Korollar 7.15
dim(TK(V)) = dim(V)K+L

Wenn by, ..., by Basis von V, dann Basis von TLK(V):
bn ®...0bn, @M ®...0b™
wobei ny,...,ng,my,....m e {1,...,N}
Einstein’sche Summenkonvention fur T e TLK(V) bez. dieser Basis:
T =TM ey mbn®.. @by ®@b™"M®...0b0™
Somit TM» MKy m = T(bO™,....,b" by, ..., bm,)
Bemerkung 7.16
TK(V) = TE(V*) wegen Satz 7.3
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Universelle Eigenschaft
Tensorprodukt Z = V ® W eindeutig bestimmter Vektorraum Z mit:
3 bilineare Abbildung T : V x W — Z so dass
jede bilineare Abbildung S: V x W — X faktorisiert:
S=3SoT

flr geeignetes lineares S:Z - X. Als Diagramm:

Vs W1tz

x \g
X
Begriindung: Seien Z’und T’ : V x W — Z’ auch wie oben
Dann wahle X = Z’ in Diagramm fir Z: 3 S:Z>ZmitT"=80T
und wéhle X = Z in Diagramm fir Z’: 3 S:Z >ZmitT =80T
Also Sund &' bijektiv und somit Z =~ Z/ O
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Multilineare Abbildung sind konkrete Realisierung
Dh.Z~V® Wwobei VR W ={T: V* x W* > R bilinear}
Hierfirsei T: V x W — V® W gegeben durch T(v,w) = v®@ w
wobei v ® w bilineare Abbildung aus Beispiel 7.7
Sei S: V x W — X gegeben. Dann ist S: V® W — X definiert durch
.§(v® w) = S(v,w)
und durch lineare Fortsetzung auf Nicht-Elementartensoren
In der Tat, dann gilt So T = Sund Sistlinear da
Svew+ AV ew)) = S(vew)+ SOV @w)
= S(vew) +S(\W)ew)
= S(v,w)+ S\, w')
v, w) + AS(V, w')
Ve W)+ AS(V @ w')

= S
= §(
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Tensorprodukt von Tensoren

ZuTe TK(V)und T' e TS (V) definiere T ® T’ durch

TRT (Vi VA oo VI Vg - s ViR Vgt s - -5 VI LY)
= T(Vf, .. Vv, o VD T (VR s Vi Vit - - -5 Vit L)
Dannist T® T’ der Stufe (K + K', L+ L)
Da V ® W isomorph zu W x V ist (universelle Eigenschaft, Ubung)

kann T ® T’ aufgefasst werden als Element in T/ (V)

Somit wird T(V) = ®1>0 ®k=0 T/(V) zu einer (Tensor)-Algebra
Beachte hierbei:
in direkter Summe werden nur Tensoren von gleicher Stufe addiert

Das Tensorprodukt erhéht jedoch die Stufe
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Beispiel 7.17

Lineare Abbildungen A, B : V — V Tensoren der Stufe (1, 1) tber V
Bez. Basis by, ..., by und Dualbasis b', ..., bN:

A=A"breb" : B = B",bp,®b"
Dann A® Be V® V*® V® V* ~ TZ(V) gegeben durch
A®B = A™, B™, bn @ b™ ® by, ® b™
Die Koeffizienten von A® B sind also
A®B™ ™, = A™MnB™,
oder nach Umordnung

my ,m: m m:
A®B b 2[71,/72 = A 1I'I1B 2!72
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Kontraktion von Tensoren

Definition 7.18
Kontraktion C! : T/"1(V) — Tf(V)fir1 <i<K+1und1<j<L+1

wobei gemaf Einstein-Konvention tber n summiert wird
Kontraktion ggf. auch bei Tensorprodukten verschiedener VR

Beispiel 7.19
Sei A: V — W aufgefasstals Ae W® V*und ve V
Dann A®ve W® V*® V und Av e W. Es qilt C12A®v = Av

Beispiel 7.20
Seien A,B: V — V wie in Beispiel 7.17. Dann AB = C2A® B

Mathematik fiir Physiker 3 7. Tensoren und Grassmann-Algebra 248 /344



Transformationsverhalten
Sei A: V — W linear und invertierbar (auch W = V interessant)
Basen by,...,byvon Vund eq,...,eyvon W
Vektoren, d.h. Tensoren der Stufe (1,0), transformieren wie
Av = C2AQV = C2A",en@b" @ vibx = A™pem vk ol = A™ v e,
also
(Av)" = AT V"

Allgemeiner: aus Tensor T € T{(V) der Stufe (K, 0) wird mit A
transformierter Tensor A- T e TX(W)
Hierbei: Koeffzienten von

T = Tm’m’nKbn‘@ . e ® an
transformieren “kontravariant”:

(A T)m1,...,mK — Am1n .

m, ny,...,N
; _A KnKT17 sTK
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Nun Transformation von Kovektoren v* € T?(V)
Hierzu verwende nicht A* : W* — V* definiert durch

A*(w*)(v) = w*(Av)

sondern A~': W — V bez. (A~")*: V* — W*
Denn: aus v* : V — R wird transformiertes A- v* : W — R mittels

(A-v)(w) = v(A'w) = vb (A", w™by) = v (A" w
Tensor T € T2(V) der Stufe (0, L) transformiert "kovariant”:

(A T)my.om, = (A_1)n1 T (A_1)anL Tny.ny

my
Also: Transformationsverhalten von T e T/(V) der Stufe (K, L):

Jeres _ -1,/ -1/, Ki,...,K
(A ' T)m nKﬂh,...,mL = A" kit 'AnKkK(A )1m1 o (A )LmLT 1 KI1""’IL
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Symmetrische und antisymmetrische Tensoren

Tensoren der Stufe (K, 0) und (0, L) sind multilineare Abbildungen
Also Ubertragen sich Symmetrie und Antisymmetrie aus Math. Phys. 2
Definition 7.21

T e TS(V) symmetrisch <= V v§,...,vi e V* V¥ o e Sk Permutation

Definition 7.22

T e TS(V) antisymmetrisch < V v, ..., vi e V* Vo e S

T(vi,...,vg) = sgn(o) T(Vi) -5 Vo)

Definition 7.23

Analog: (anti)symmetrische Tensoren der Stufe (0, L)
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Beispiel 7.24
Ein Skalarprodukt ¢ . |.) auf V definiert g € T2(V) durch

glv,w) = (v|w)
Dies ist ein symmetrischer Tensor der Stufe (0,2) weil hier K = R

Zu g gibt es kanonischen Isomorphismus /: V — V* durch

I(v)(w) = g(v,w)
Dies ist endlich-dimensionales Riesz’ Lemma in Hilbert-Rdumen
Wenn g = gnmb" ® b™ und v = v"bp, s0 I(v) = Clg® V = gnmv"b™

Allgemeiner: [ : T{(V) — ng(V) auf T = TMMkby ® ... & bn,

durch
KT) = Gnumy - G T MHDM @ ... @ b

Somit isomorpher Tensor durch “Runterziehen der Indizes”
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Beispiel (Fortsetzung)

Analog gibt es auch ein “Raufziehen der Indizes”

Hierzu verwende Inverses =" : V* — Vzu [: V — V*

In Koordinaten ist diese Abbildung (per Definition von g*:™)

171 (v*) = I (vpb™) = v 171 (") = gF" v, by
Da vV = /_1 /(V) = /_1 (gn’mvnbm) = gk’mgn’mvnbk und gn7mgm7n gllt

Qk’mgm,n = o
Also Matrixinverse, und somit auch g™ = g™k
Aligemeiner: I=1: TX(V) > TH(V)auf T = Ty, m b™ @ ... ® b™
durch

I_1(T) = gn1,m1 ”'gnmeTfTH mef'h ®®an

.....

Bemerkung 7.25
g muss nicht positiv, sondern nur symmetrisch sein (Lorentzmetrik)
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Projektionen auf (anti)symmetrische Tensoren
Mengen der (anti)symmetrischen Tensoren bilden Vekorraum, z.B.

AL(V) = {we TY(V)|w antisymmetrisch}
Die sogenannte fermionische Projection M_: TP (V) — A, (V) ist

’
(N-N)(vr,....v) = 3 D7 sen(0) T(Vogty, - Vo)

O’ESL

Dann ist N_ linear und (M_)? = MN_ (auch hermitisch bez. Skalarprod.)
Analog: (bosonischer) Projektor I, auf symmetrische Tensoren

(wie oben, nur ohne sgn(o))

Bemerkung 7.26

Symmetrische Tensorprodukte beschreiben identische Bosonen
antisymmetrische Tensorprodukte identische Fermionen (in QM)
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Grassmann-Algebra

Behauptung: wenn L > dim(V) = N,dann A (V) = &

Begriindung: wegen folgendem Resultat aus MP2:

Wenn Argumente linear abhangig, antisymmetrische Abbildung null <
Behauptung: Fur L < Nist A, (V) ein R-Vektorraum

Definiere: A(V) = @A (V)

Das sogenannte duBBere Produkt A : AL (V) x Ak(V) — Aik (V) ist

(L+K)!
WA = S M- (@ @)
Allgemeiner flr w; € A, (V):
(L4 + ...+ Ly)!
Wi Ao Ay = L1!~--Lr!r I'I_(w1®...®wr)

Folgender Satz: (A(V), +, -, A) Algebra (die Grassmann Algebra)
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Satz 7.27
A assoziativ, bilinear, antikommutativ:
Fir w,w' e AL (V), ne Ac(V) und € Ay(V):
) (wWAamAaT=wA(nAT)
(i) (w+A') An=wnAn+ A Anundanalogin 2. Argument
(i) wAan=(-D)npAw

Beweis: (i) hier wird Vorfaktor benétigt:

(L+ K)!
WI’I_ (w®n) AT

(L+K+M)! (L+K)
= Liom ok (- (wen)er)

L+ K+ M)
- ok -wener)

=wA (AT

(wWAn) AT =

wobei letzter Schritt analog. (i) und (i) Ubung O
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Satz 7.28
Wenn N = dim(V), dann dim(A.(V)) = (V) und dim(A(V)) = 2N

Beweis: Wenn b', ..., bN Basis von V*, dann bilden
b AL AD™
mit1<n <n<...<n. <N eine Basis von A, (V)
In der Tat: Vektoren linear unabhéngig und spannen A (V) auf
Also ist () Dimension von A (V)

Letzte Behauptung wegen binomischer Formel ') o (V) = (1 + hV O

Bemerkung 7.29
Bei Entwicklung nach allgemeiner Basis gilt:

w = wnh.,,,ann‘ ®...®b" € A (V) antisymmetrisch
< wp,,..n antisymmetrisch in den Indizes, d.h.

wna(1)»'“7ncr(L) = Sgn(a) wnh-":nL ) V o€ SL
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Satz 7.30

Seienwy,...,w e V*undvy,...,vpeV
Dannistwy A ... A wp € N (V) gegeben durch

OJ1(V1) wL(V1)
W1/\.../\(,UL(V1,...,VL)=detL :

wi(ve) -+ we(ve)

Beweis:
w1 /\.../\wL(V1,...,VL) = (ﬁl’l_ W1®...®wL)(V1,...,VL)

1
=L D1 sgn(0) (Wi ® .. ®w) (Vo) Vo)

UESL

= Z sgn(o) W1(VU(1))"‘WL(V0'(L))

O'GSL

0

Mathematik fiir Physiker 3 7. Tensoren und Grassmann-Algebra 258 /344




Definition 7.31 (Pullback von Grassmann Algebra)

Sei A: V — W linear und definiere A* : A (W) — A.(V) durch

A*w(V1,...,VL) = w(AV1,... ,AVL)

Satz 7.32
SeiA:V - VundL =N =dim(V). Dann

A'w = det(Aw .,  weAy(V)

Beweis: Daw = b' A ... A bN bis auf Konstante

b'(Avy) - b'(Awy)
Af'w(vy,...,vn) = w(Avy,..., Avy) = det : :
bN(Avy) - bN(Awy)
= det((b1,...,by)*A(v1,..., W)
= det(A) det ((b1,. b)) (v VN)) = det(A)w(vy,...,ww) O
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8 Tangentialraume und Differentialformen

Definition 8.1 (Mannigfaltigkeiten (vgl. MP2))

M-dimensionale CK-Untermannigfaltigkeit M des RM' besitzt Atlas

A= {p|p:U, - (U, c RM Homdomorphismus, U, c M}

bestehend aus Karten ¢, die Folgendes erflllen:
(i) U, = M offen in M (M versehen mit Unterraumtopologie)

(i) Upea Up = M
(i) Faralle ¢,y € Amit U, n Uy, # & sind die Kartenwechsel

wop lip(UynUy) cRM — (U, n Uy) c RM

Ck-Diffeomorphismen

Hier nur glatte Mannigfaltigkeiten, d.h. k = o
Zudem: Umkehrabbilungen ¢~ : o(U,) = RM — U, = RM glatt
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Bemerkung 8.2
Whitney: jede abstrakte Mannigfaltigkeit ist Untermannigfaltigkeit
MP2: Lokal Karten oft durch Satz fiir implizite Funktionen gegeben

Beispiel 8.3
Einfachster Fall: M = U c RM offene Menge
Dann Altas mit nur einer Karte ¢ = idy auf U, = U

Beispiel 8.4
N-Sphére
SN = {xeRM||x| =1}

Zwei Karten (obere & untere Halbkugeln): stereographische Projektion

Beispiel 8.5
N-Torus TN = RN/27ZN =~ [—n, )N = S' x ... x S!
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Tangentialraum
Inverses zu Kartenabbildung ¢~ : ¢(U,) ¢ RM — U, < RM glatt

Ableitung bei x € p(U,,) ist lineare Abbildung (Linearisierung)
(¢ Mk = o' (x) : RM > RM
(¢~ 1% hat maximalen Rang M
Definition 8.6
Tangentialraum an p € M ist
ToM = Ran((gp_1):0(p))

Sorry, wieder ein T.... Weiter mit erster Standardbeschreibung:

Satz 8.7
ToM ist die Menge aller Ableitungen ~'(0) wobei ~y : (—¢,€) — M
glatte Kurve mit~(0) = p
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Beweis: "c” Sei v e RM und setze +(t) = ¢~ (x + tv) wobei p(p) = x
Dann ~ glatt und v/(0) = (o= 1), (v)

">” Sei v Kurve wie oben. Dannist p o v : (—¢,€) — ¢(U,) glatt

und 7'(0) = (¢~ op o)y = (¢ ), o)y € ToM O
Definition 8.8

Eine Punkt-Derivation bei p € M ist lineare Abbildung 0 : C*(M) — R
mit Punkt-Leibniz-Regel:

o(fg) = ofg(p) + f(p)dg
Jeder glatten Weg ~ durch p € M definiert Punkt-Derivation
of = a(for)|
Umgekehrt: zu jeder Punkt-Derivation bei p 3 Weg ~ durch p:

Satz 8.9
TpM ist isomorph zum Vektorraum der Punkt-Derivationen bei p J
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Beweis: Zunachst beachte: Punkt-Derivationen bilden Vektorraum
Wir verwenden eine Basis der Punkt-Derivationen

Sei ¢ : U, — RM Karte mit p e U, und x = ¢(p) = 0 nach Verschieben
Seien x', ..., xM Koordinatenfunktionen in ¢(U,) =« RM

Dies gibt glatte Funktionen x o p € C*(M)

Zu gegebener Punkt-Derivation 0 bei p, setze A = d(x" o p) € R
Betrachte Weg ~(t) = o' (t\"ep) durch p = »~'(0)

Hierbei ey, ..., ey Standardbasisvektoren von RM. Dann:

o,f = 0t(fo'y(t))‘t:0 — (foe )\ em)
= A"(fop " )g(em) = XM op)(for™)g(em)

= 0((fop )glemxT o) = o((foe ")o(x" o vem)
= of da nach Taylor fir f = (fop™ ") o

(q) = F(p) + (fo o ")5(x™ o pem) + O() fir g = ¢~ (x™ 0 pem) I
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Zusammenfassung
Verschiedene Darstellungen des Tangentialraumes an p:
ToM Ran((g0_1)fp(p))

{Ableitungen ~/(0) glatter Wege v durch p}
{Punkt-Derivationen bei p}

Notation: zu Karte ¢ setze dym = 0,,, wobei vm(t) = ¢~ (tem), d.h.

Ounl = 0t = Gi(fom(D)| = (Foe™)glem)

Zu Karte um p e M istdann o,1,...,d,m Basis von TpM

M
v = Z VT Ooxm = VM oxm € TpM

m=1
Dies ist Koordinatendarstellung von Tangentialvektoren
Beachte: diese Basis gibt es fir alle Punkte in Kartenumgebung
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Definition 8.10
Tangentialraum ist TM = (Jpcpq TpM

Definition 8.11
Vektorfeld X auf M ist ein Schnitt vom Tangentialraum T M,

d.h. glattes X : M — TM mit X(p) € TpM

Beispiel 8.12
Lokal sind oym glatte Vektorfelder

Da sie in jedem Punkt p eine Basis von T, M bilden, gilt lokal
X = Xmaxm

fir geeignete glatte Funktionen X™ : U, c M — R
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Definition 8.13
Vektorfeld X = X™oxm wirkt auf f € C*(M) wie in Defintion 8.8

X(f) = XMoym(f) € CO(M)

Bemerkung 8.14 (Dynamisches System auf Mannigfaltigkeit)
Zu Vektorfeld X auf M gehdrt ein dynamisches System

Hierzu sucht man den Fluss ¢ : | x M — M mit

apt(p) = X(oe(p)) ,  do = idum

wobei / ¢ R Zeitintervall
AuBerdem: t € | — ¢¢(p) Pfad und somit 0:¢¢(p) € Ty,(p)M
Also ist obige Gleichung eine Gleichung zwischen Tangentialvektoren

Lokale Existenz dieses Flusses wieder mit Picard-Lindelof

Mathematik fiir Physiker 3 8. Tangentialrdume und Differentialformen 267 /344



Koordinatenwechsel von Tangentialvektoren
Seipe U, n Uy in zwei Kartengebieten

Koordinaten in (U,) sind x,..., xM mit p(p) = 0
Koordinaten in v(U,) sind y', ..., yM mit ¢ (p) = 0

Dann hat 0 € To M zwei Darstellungen:

0 = vy Oxm = V[ Oym (*)
Ziel: Berechnungvon v}, ...,v¥aus vj, ..., v}/

Glatter Koordinatenwechsel: ¢ o =1 : (U, n Uy) — (Uy)

dunf = (Fop™)g(em) = (Foy™ (v o™ y(em)

= opf e"(Wop plem) = ((Wow o)y, oyof
Also: & = VI oxm = V(oo 1)y) dyn
Somit sogenanntes kontravariantes Transformationsverhalten zu (*):

vi = (oo™ o)m vy
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Definition 8.15

Dualraum Tj M zu Tangentialraum T, M hei3t Kotangentialraum an p
Schnitte von T*M = J,c 4 T M hei3en Kovektorbiindel

Dies sind glatte Abbildungen X* : M — T*M mit X*(p) € T; M

Selbstverstandlich hat 75 M duale Basis zu 0,1, . .., Oym
Diese duale Basis wird mit dx', ..., dx" bezeichnet und erfllt:

de(axn) = 62”

Beachte: in der Literatur werden Indizes an dx™ oft unten gesetzt
Wiederum kann dx™ lokal als Kovektorfeld aufgefasst werden
Jedes Kovektorfeld X* kann lokal geschrieben werden als

X* = X% dx™

mit glatten Funktionen X, ..., X}
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Koordinatenwechsel von Kovektoren

Set-up wie bei Koordinatenwechsel von Tangentialvektoren:
Glatter Koordinatenwechsel: ¢ o o= : (U, n Uy) — ¢(Uy). Dann

0= Vidw = VIdme oM = VI = ((oy o)
Nun transformieren Kovektoren mit inverser Abbildung (siehe oben)

Also gegeben zwei Darstellungen
Vi = vEdx" = vidy™ e ToM

gilt:
Vin = (o o) I ve = (((poy™ o) vy

m

da im Allgemeinen fir Diffeomorphismus F gilt (F’);1 = (F—1)}(X)
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Tensorfelder

Definition 8.16
Zu K > 0 und L > 0 betrachte Tensoren aus T/(TpM)
Ein Tensorfeld ist eine glatte Abbildung pe M — T(p) € TLK(TpM)

Beispiel 8.17
Ein Vektorfeld ist ein Tensorfeld der Stufe (1, 0)
Ein Kovektorfeld ist ein Tensorfeld der Stufe (0, 1)

Lokal kann jedes Tensorfeld nach den Basen entwickelt werden
T = T Ky mOxm ... Q@ @AX™ ®...® dx™

wobei nun 7™Mk, o U, © M — R glatte Funktionen

Tensorfelder bilden Modul Gber C* (M) durch punktweise Multiplik.
Differentialformen: antisymmetrische, kovariante Tensoren
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Definition 8.18 (Differentialformen)

Eine Differentialform vom Grad L, kurz auch L-Form, ist eine glatte
Abbildung p e M — w(p) € A (TpM)

Die Menge aller L-Formen wird mit Q, (M) bezeichnet

Analog zur Grassmann Algebra definiert man auch den Vektorraum

M
QM) = D UM)
L=0

Lokal ist eine L-Form w € Q; (M) von der Gestalt (Koeff. antisym.):

w = wm . .m ™AL AdX™

Beispiel 8.19
0-Formen sind glatte reelle Funktionen, d.h. Qo(M) = C*(M)
1-Formen sind genau die Kovektorfelder

Beachte: Q; (M) ist von unendlicher Dimension, genau wie C*(M)
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Definition 8.20 (AuBere Ableitung von Funktionen)
Zu f € C*(M) definiere die auBere Ableitung df € Q¢ (M)

Bemerkung 8.21
In Koordinaten ist dies

M
df = Oxm(f) AX™ = > Oym(f) dx™
m=1
denn dann fir X = X™ 0ym:

di(X) = Oxm(Ff) dX™(X"gn) = Oxm(F) X" = X™dym(f) = X(F)

v

Bemerkung 8.22

Beachte: Versuch aus Ableitungen oxn(f) Vektorfeld 2%21 Oxm (f)Oxm
zu konstruieren schlagt fehl, weil dies koordinatenabhangig ist
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Definition 8.23 (AuBere Ableitung von Differentialformen)
d: QM) — Q;,1(M) in Koordinaten definert durch

d(fdxm‘ /\.../\deL) = df AdX™ A ... Adx™

und lineare Fortsetzung

Somit im Allgemeinen:
d(d = d(Wm1 my de1 ANEERIVAN deL)

,,,,, m) X A dX™ A LA dx
Beachte: Fur L = 0 stimmt dies mit obiger Definition 8.20 tberein
Satz 8.24

(i) d ist linear

(i) d(fg) = (df)g + f(dg) fur f,ge C*(M)
(iii) d(w A n) = (dw) An + (=1)tw A (dn) fiirw e Q (M), n € Q(M)
(iv) @ =dod=0

.....

v
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Beweis: (i) klar nach Koordinatendarstellung

(i) nach d(fg) = 0dx,(fg) dx™ und Punktderivations-Eigenschaft von 0oy,
(iii) folgt ebenfalls in Koordinatendarstellung da obiges dx™
durchkommutitiert werden muss an die erste Stelle

dw An) = dwn,,..n Mmy,omedX™ A oA dX™ A dX™ A LA dXTE)
= Oxm(wny,...nMmy,..me)AXT A AXT A AdXTEAdX™ AL A dX T
= (Oxmwny,...n ) Mmy.om OXT A AXT A AT AAX ™ AL A dXTK
+ wny,.n, (Oxmmymi )AXT A AXT AL AdX ™ ADX™ AL A dXTK
= (Oxmwn,....p ) Mmy.m OXT A XA oADX A DX AL A dXTE
+ (=Dlwn, n, Oxmnim,m)AX™ AL A DX AAXT A dX™ AL LA dX K

(iv)
d?w = d((Oxmwn,,..n) AX™ A XM A LA AX™))

/
= (Oym Oxmwny,...n,) AX™ A dXT A dX™ A LA dX™
/
= —(Oym Oxmwny,...n,) AXT A dX™ A dX™ AL AdX™ =0

weil partielle Ableitungen vertauschen (Satz von Schwarz) ]
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Definition 8.25
w e Q; (M) geschlossen < dw =0

Definition 8.26
we (M) exakt < I neQ_ 1(M)mitw =dn

Bemerkung 8.27

w exakt — w geschlossen (da d? = 0)

Umkehrung gilt lokal:

Satz 8.28 (Poincaré Lemma)

Sei M < RM sternférmig, d.h. 3 Stern py mit [pg, p] € M Y pe M
Dann: w € Q(M) geschlossen — w exakt

Global Unterschiede: de Rham Kohomologie
Beweis: siehe Literatur
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Pushforwards von Tangentialvektoren

M und N glatte Mannigfaltigkeiten der Dimension M und N

(evtl. M = N/, oder anderes Extrem M + N)

Nach Definition (MP2): F : M — N glatt <= V Karten ¢ von M
und 1 von Nist o Fo ™' : p(U,) = RM — RN glatt

Definition 8.29 (Pushforward = Vorschieben)
Pushforward F, : TpM — Tg» N auf Punkt-Derivationen definiert

durch
(Fx(9))(f) = d(foF) , fe C*(WN)

oder auf Wegableitungen:

(Fe(@)(f) = d(foFory(t)ley ,  feC®WN)

Analog Pushforward von Vektorfeldern
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Bemerkung 8.30
Sei (F")p, = (en|(¥ o F o~ ") (em)). Dann:
Fu(@%n) = (F)3dbh
Begrindung:
(F(8%m))(f) = 0%n(foF)

t=0

ot (fow™ o (o F oy (tem))|

t=0
oy (2o Foe tem))] )

(fow

= (f0¢_1);p(F(0)) (en(F)m)
(Ff (fow™ ) 0y (€n)
(F)m
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Pullbacks von Kotangentialvektoren
Definition 8.31 (Pullback = Zurlickziehen)
Zu F : M — N glatt, ist Pullback F* : TE () N — T3 M gegeben durch

(Fu)(V) = w(FV) ,  weTEHN, ve ToM

Analog fir Kovektorfeld w auf N (d.h. 1-Form auf N)

Bemerkung 8.32
(idpg)* = id7+rq und (F o G)* = G* o F*

Satz 8.33
Fiir 1-Form w auf N und f € C*(N) gilt

F*(fw) = (foF) F*w) ,  F*df = d(foF)

Insbesondere d(F*df) =0
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Beweis: Fir v e TpM ist F.v e Trp» NV und somit:
Fr(fu)(v) = (fw)(Fuv) = f(F(p))w(Fev) = ((foF) F*(w))(v)
Weiter far Vektorfeld X auf M und p € M:
(F*df)(X)(p) = df(F.X)(F(p))
(FX)(F)(F(P))

~ X(foF)(p)
(d(f o F))(X)(p) 0

Bemerkung 8.34
Falls F Diffeomorphismus, auch Pushforwards von Kovektoren:

Fo = (F)*: TpM > TE N
Ebenso Pullbacks von Tangentialvektoren

F* = (F ")y : TEN — ToM
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Pullbacks von Differentialformen

Definition 8.35
F: M — N glatt. Pullback F* : Q; (N) — ©Q,(M) von Differential-
formen gegeben durch, fir w e Q (N) und vy,..., v, € Ty M,

(Ffw)(v1,...,v1) = w(Favq,...,Fevy)

Satz 8.36
Firw e Q(N) und f € C*(N) gilt

F¥(fw) = (foF) F*(w) , F*dw = d(F*w)

Beweis: Erste Formel wie in Satz 8.33
Zweite Formel far L = 0 klar und fir L = 1 Satz 8.33
Allgemein: wegen R-Linearitat betrachte nur w = fdy™ A ... A dy™

Mathematik fiir Physiker 3 8. Tangentialrdume und Differentialformen 281/344



Duale Beziehung zu Bemerkung 8.30: F*(dy’) = (F’),dx*

F*dw = F*((0,f)dy’ A dy™ A ... Ady™)
= (8yf)o F F*(dy' Ady™ ... Ady™)
= (0pf) o F F*(dy') A F*(dy™ A ... A dy™)
= (0pf) o F (F")jax* A F*(dy™ A ... A dy™)

= Ou(fo F)dxX A F*(dy™ A ... Ady™)
Andererseits:

dF*w =d(fo F F*(dy™ A ... A dy™))
= (d(fo F)) F*(dy™ n ... A dy™))
+ fo Fd(F*(dy™ n...Ady™))

Letzteres weil F*(dy™ A ... A dy™) = F*(dy™) A ... A F*(dy™)
und dF*(dy™) = 0 nach Satz 8.33
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Satz 8.37

Seidim(M) = dim(N) = M und F : M — N glatt

Weiter sei o Karte auf M und +) Karte auf N' und setze
(F)p = <enl(@o Fop™) (em)

Dann gilt lokal fir M-Form (maximalen Grades):

F*(fdy' A...ndyM) = det(F") (fo F)dx' ... ndx"

Beweis: Dies ist Satz 7.32 angewandt auf Linearisierung von F,

welche nach Bemerkung 8.30 erfuillt:

Ful(@fm) = (F)dyn O
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9 Orientierung und Integration auf Mannigfaltigkeiten
Definition 9.1 (Orientierung in der linearen Algebra)
V reeller Vektorraum (nicht tber C)
(i) Zwei Basen by, ..., by und ey, ..., ey sind gleichorientiert
<= det(A) > 0 fur Basiswechsel A(by,) = em, m=1,.... M
(i) Gleichorientierung ist Aquivalenzrelation mit 2 Klassen
(iii) V orientiert < eine Klasse als positiv ausgezeichnet
(iv) SeiL:V — W Isomorphismus zwischen orientierten VR
L orientierungstreu <= L(positive Basis) ist positiv

Bemerkung 9.2

0 + w e Ay(V) alternierende Form héchsten Grades
w legt Orientierung fest durch

b1,...,bMpOSitiV — w(b1,...,bM)>0
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Definition 9.3 (Orientierung auf Mannigfaltigkeit)
Eine Orientierung auf M ist eine Orientierung in jedem Tp M mit:
Vpe M 3 Karten (¢, U,) mit pe U, so dass flr alle g € U,

(Ox1, - ., 0xm) positiv in TgM
Ein solche Karte heif3t dann positiv oder positiv orientiert
Wenn Orientierung auf M existiert, so heif3t M orientierbar

Bemerkung 9.4
Orientierung von M globale Eigenschaft! Lokal immer moglich

Satz 9.5
M orientierbar < 3 Atlas A so dass fir alle Karten ¢, € A:

det ((¢ o @‘1)/) >0 auf (U, N Uy)

Beweis: Verwende nur positive Karten fiir A
Dann Kartenwechsel orientierungstreu O
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Satz 9.6
M orientierbar < 3 eine sogenannte Volumenform auf M
d.h. w e Qu(M) maximalen Grades M = dim(M) mitwp, +£ 0V pe M

Beweis: "<" Nach Bemerkung 9.2 legt w in To M Orientierung fest
"—" Dies verwendet folgende Begrifflichkeit

Definition 9.7 (Zerlegung der Eins)

Sei (U)ye4 offene Uberdeckung einer Mannigfaltikeit M
Dann heiBt (g));ey €ine A untergeordnete glatte Zerlegung der Eins
<
(i) gi: M — [0, 1] glatt mit Trager supp(g;) < U furein U e A
(i) FOrjedes p e M gibt es eine Umgebung von p, auf der nur
endlich viele g; ungleich Null sind

(iii) >.;=19i(p) = 1 flr alle pe M
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Existenz von Zerlegung der Eins zu Atlas A wird unten bewiesen

Sei also A = (¢j, U,,)i>1 Atlas mit positiven Karten
und (gj)jen €ine A untergeordenete Zerlegung der Eins
Auf jedem Kartengebiet Uy, gibt es nicht-verschwindende M-Form
(@) (ax A ... A dxM)
Eine glatte M-Form auf ganz M ist dann
wi = gi (e))*(Ax" A ... A dxM)
Nun ist eine Volumenform auf M gegeben durch

weil Summanden sich wegen gleicher Orientierung nicht autheben [

Bemerkung 9.8
Es gibt nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten, z.B. das Mébiusband
M = (R x (—1,1))/Z bez. Wirkung k - (x,y) = (x + k, (—1)Xy)
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Satz 9.9
3 Zerlegung der Eins zu Atlas von M J

Beweis: Fakt 1: 3 f: RM — [0, 1] glatte Funktion mit (Konstruktion?)

flao0 =1 ,  supp(f) = Bx(0)

Fakt 2: 3 Folge (in M) offener Mengen O, mit kompaktem Abschluss
mit

Opc O~ M=[JOn

nz=1
weil: Offene Kugeln B:(q) c RM mit g € QM Basis der Topologie
Dann M ~ Bi(q) ¢ RM prakompakte Basis in M (Unterraumtop.)
Sei (O,)n=1 Abzahlung dieser Mengen
Dann setze: Oy, = O U ... U Oy o
Beachte Zerlegung in “Ringe”:
fir n > 3 ist kompaktes O,\O,_1 enthalten in offenem O, 1\O,_>
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Zu pe M sei

Ny = max{ne N |p¢ Op}
Sei (U, ¢) Karte mit p e U und wahle V, < Up = U 1 On,12\On,
so dass Bz(0) < ¢(Up) und ¢(V,) < By(0) (ggfs. Karte skalieren)
Definiere f, : M — [0, 1] durch

o 07 q¢Up
k(@) = { foe(@, qeUp

Nun: (Vp n O3)per Offene Uberdeckung von Oz

und: (Vp N (On11\On_2))per Offene Uberdeckung von O,\O,_4
Wahle jeweils endliche Teillberdeckung aus

Dies liefert eine lokal endliche Uberdeckung (V) pep von M

Nun setze firpe P c M:
fo

g =
P Zp’eP for =
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Definition 9.10 (Integral tber orientierte Mannigfaltigkeiten)
Sei w e Qu(M) und (U,, ) positiv orientierte Karte

Dann (o~ ")*w = w?dx! A ... A dXM = w¥ dx € Qu(p(U,))
Hierbei ist dx Lebesgue-MaB auf ¢(U,,) = RM

Falls w¥ integrierbar, setze fir messbares A c U,

fw = J (e~ N*w = f w? dx
A »(A) ©(A)

Wenn (g;);>1 Zerlegung der Eins zu positiven Atlas (U,,, ¢;)i=1 und
Integrierbarkeit > - §,,|giw| < o vorliegt,

-2l oe- 3o

i=1 i=1

Satz 9.11
Integral unabhéngig von Wahl der Karten und der Zerlegung der Eins

v
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Beweis: Zunachst zu §,w

Sei A c Uy, fir zweite positive Karte (U, 1)

Hierzu (¥ "*w =w?dy’ A ... A dyM = w¥ dy

Fir glatte Transformation F = v o o~ gilt nach Satz 8.37

Fr(~"Vw = F*wYdy'a...ndyM) = det(F") w¥oF dx'a...ndxM
Da det(F’) > 0, mit Jacobi'scher Transformationsformel (Satz 4.11):
| wrac= | e = [ wever )
©(A) w(A) w(A)
- [ wee @ ye = | Pty
©(A) ©(A)

_ f det(F') w’ o F dx' A ... A k™
F1((A)

=j wwdy1A...AdyM=f w¥ dy
Y(A) Y(A)
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Auch (g;)j>1 Zerlegung der Eins zu positiven Atlas (Up,: @j)j=1
FUr jedes i gilt:
giw = J gigiw
j/vt j; M

Nach Obigem kann §, , g; g;w in beiden Karten berechnet werden
Wegen Integrierbarkeit kbnnen Summen vertauscht werden.

Somit

5[ e =X aow

=1 IM j=1i=1
= | gw
j=1 IM
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Elementare Eigenschaften des Integrals
Satz 9.12
(i) Abbildungw e Qy(M) — §,, w linear
(ii) M Mannigfaltigkeit M mit umgekehrter Orientierung. Dann

fo--L.e

(iii) F: M — N orientierungstreuer Diffeomorphismus. Dann

jwsz*w
N M

Beweis: (i) und (ii) offensichtlich

(iii) Nach Definition des Integrals ausreichend:
nur Fall supp(w) < Uy, fir eine orientierte Karte auf A/

Dies folgt analog zu Kartenwechsel aus Transformationsformel ]
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Definition 9.13 (Integration Gber Formen von niedrigerem Grad)
N und M N- und M-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeitigkeiten

Sei N < Mundw e Qn(M)
Zudem F : N' — M glatt und F*w integrierbar tber A/
Definiere Integral § w tber w entlang F, oft mit ., w bezeichnet:

Jw=JF*w
F N

Beispiel 9.14 (Kurvenintegral)

v :(0,1) > M glatt und w = wnpdx™ € Q4(M) 1-Form. Dann

L‘” - f(o,ﬂv*w - f; ot wm(y(1)) (™ 0 7)' (1)

7 (ax™)(0) = dx"(1:(01) = (v(0)(¢™) = %@m(v(t))

weill
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Definition 9.15 (Glatte Abbildungen auf Halbraumen)

Sei RY = {x e RM | xM > 0} mit Unterraumtopologie vom RM

d.h. Uc RY offen <= U=V ~nRY mit V = RV offen

Rand hiervon ist 0RY = {x e RM | xM = 0}

Nun F: Uc RM RN glatt < 3 glatte Erweiterung F : V — RN

Fir x € 0RM setze F, — F,

Bemerkung 9.16

Definition von F}, unabhangig von Wahl von F da F’ stetig

Satz 9.17
Fir U, V = RY offen sei F : U — V Diffeomorphismus (F,F~" glatt)

— F(Un 0RY) = V ~ 0RY (d.h. Rand wird auf Rand abgebildet)
und F|..pm Diffeomorphismus
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Beweis: (nur Analysis) Sei Int(U) = U\0RY
Behauptung 1: Wenn x € Int(U) und F(x) € dRY, so Ran(F})  oRY
weil: fir alle v e RM und t e R gilt F(x + tv) = F(x) + tFL(v) + o(t)

Also fir M-te Komponente und fir alle t ausreichend klein:
0 < Fix+tv)y = F(X)y + tF,(v)y + o(t)

Somit Fj,(v)y = 0 fur alle v. Also Ran(F}) < dRY o
Behauptung 2: U c Int(RY) < V c Int(RY)
weil: “=* Sonst 3 x € U mit F(x) € 0RY

Dann ist F, nach Behauptung 1 kein Isomorphismus

Widerspruch zu F Diffeomorphismus 4 Fir Umkehrung F~ o
Also: F : Int(U) — Int(V) Diffeomorphismus
Somit Rand auf Rand bijektiv. Auch Diffeomorphismus ]
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Definition 9.18 (Mannigfaltigkeit mit Rand)
Mannigfaltigkeit mit Rand genau wie vorher, nur dass

Bilder ¢ (U,,) der Kartenabbilungen ¢ offen in RY sind
Die Kartenwechsel sind dann Diffeomorphismen wie in Satz 9.17
Rand von M ist oM = {p e M | 3 ¢ mit p(p) € ORY}

Beachte: Mannigfaltigkeit Spezialfall von Mannigfaltigkeit mit Rand

Satz 9.19
Rand o.M wohldefinierte (M — 1)-dimensionale Mfkt mit Atlas

0A = {¢lu,nom | (Up, @) € A}
AuBerdem ist Int(M) = M\oM Mannigfaltigkeit ohne Rand

v

Beweis: Fir p e Uy gilt ¢:(p) = (¢ o ¢~ ")(¢(p)) € IRY nach Satz 9.17
Kartenwechsel eingeschrankt auf Rand auch glatt nach Satz 9.17 [
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Beachte: Rand ist immer eine Mannigfaltigkeit ohne Rand

Definition 9.20 (Induzierte Orientierung auf dem Rand)
Sei M orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand mit dim(M) = M > 2

InpeoMsind vy, ..., vy_1 € TpdM positiv orientiert
<= flr nach auBen zeigenden Vektor w, € ToM ist

Wi, Vvq,...,Vy—_1 positiv orientiert in T, M (vorgegebene Orient.)

v

Aquivalent hierzu: Restriktionen negativer Karten auf Rand sind positiv

Beispiel 9.21
(i) M = [0,1] mit A = {ido,1},ido.1)}, @M = {0,1} und Int = (0, 1)
(i) M = B{(0) ¢ RM mit oM = SM=1, zwei Karten
(iii) M = [0,1] x S' Zylinderoberflache
Dann oM = S' x S', beide in umgekehrter Richtung orientiert
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Satz 9.22 (Satz von Stokes)

M M-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeitigkeit mit Rand oM
Sei M = 2. Auf oM ist die Orientierung von M induziert

Sei Einbettung i : oM — M

Weiter: w € Qu_1 (M) mit kompakten Trager

Wenn dw und i*w integrierbar, dann

f dw =J i*w
M oM

Insbesondere: wenn M keinen Rand hat, dann §,, dw = 0

Beachte: Fall von Dimension M = 1 ist genau der Fundamentalsatz
Dann M = [a, b] mit oM = {a, b} wobei b positiv und a negativ
Eine Nullform w = f auf M ist eine Funktion und i*w = f|(4p,. Also:

fde - Lbdf — f(b) - f(a) = LMf - LM/'*W
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Beweis des Satzes von Stokes:

Zuerst Spezialfall M < RY und w mit Trager in (—R, RAM=1 x [0, R)
Dann: w = wp dx! A AGXT AL A dXM

wobei wny, glatte Funktionen und dx™ heiBt: dx™ fehlt. Nun

dw = Z 6memdx’”/\dx1/\.../\Jx\m/\.../\dx"”
m=1,...M
= > (=)™ omwmadx! AL A XM
m=1,...M

Also mit Fubini und {7 5 dx™ dymwm = 0 fir m < M (Hauptsatz):

R R R
f dw > (1)m—1f dx1-~f dxM—1j axMoymwm
M M -R -R 0

m=1,...,

R R R
(—1)M-1 J dx ... f o ( J oMo
—R -R 0

R R
(_1>MJ RdX1 J RdXIM_.I WM(X1,---7XM7170)

I

I
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Andererseits: i : M — M st i(X) = (X,0) mit X = (x',...,x"=1) und

(Fw)zx(Vis oo m—1) = w0 (Vs V1)

= wy(X,0)dx" A A dXM (v, viny)

weil vq,...,Vy_1 € aR";’ und somit nur dieser Summand 0
Zudem Berechnung der Orientierung Orient:

M—1) M 1

Orient(x", ..., x — Orient(—xM, x*,

(—1)Orient(xM, x1 L xM=h
20rient(x’ ,xM,x XM

(1)
= (=1)MOrient(x',..., xM)
(1)

—_1\M

Also

R R
J o - (_1)MJ dx’ J dxM T wp(x', .. xM-10) = J dw
oM -R -R M

nach Vergleich mit Obigem. Also Spezialfall gezeigt
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Allgemeiner sei nun supp(w) < U, fiir eine positive Karte ¢

Dann ¢ : U, — RY orientierungstreuer Diffeomorphismus mit
i

oM M
lwlam ®
gilt RM —— R
J dw = j (o™ )*(dw) (Definition des Integrals)
M RY
:j (o) () (Satz 8.36)
RY

f (™1 *(w) (Spezialfall)

oR

= J ((§0|6M)71 )Ei* (w) (obiges Diagramm)
oR

= f i*w (Definition des Integrals)
oM
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Far den allgemeinen Fall, sei A = ((U,,, ;))i>1 orientierter Atlas
und (gj)i=1 untergeordnete Zerlegung der Eins

Dann

LMW = 2 giw

- ZJ d(giw) (2. Spezialfall)
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Beispiel 9.23
Sei M = {(x,y) e R? | 1 < |(x,y)| < 2} abgeschlossener Ring
Rand: oM = S; u S mit §; = {(x,y) e M | |(x,y)| =}
Orientierung von R? induziert
Innerer Kreis von d M im Uhrzeigersinn, auf3erer umgekehrt
Sei

xdy — ydx

w = WEQNM)

Diese Form ist geschlossen:
X -y
dw = axm ax A dy I aym dy A ax
2 2
_ ( 1 2x 1 2y ) 35 p G

x2+y2_(x2+y2)2+x2+y2_(x2+y2)2
=0
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Beispiel (Fortsetzung)
Nunist t € [0, 27) — (jcos(t),/sin(t)) € R? Parametrisierung von S;
wobei Orientierung auf S, positiv, auf Sy negativ. Zudem

ity = jeos(t)d(jsin(t)) — jsin(t)d(jcos(t))

e (jcos(t))2 + (jsin(t))? - a

und somit {g Fw = 2™ dt = 27 und analog §s, ifw = —2m. Also

f w=fw+fw=0=fdw
oM S S» M

Beispiel 9.24 (Variation zu Obigem)
M ={(x,y) e R? |1 < |(x,y)| <2} nicht kompakt mit Rand oM = S,

J-dw=0=|=27r=J w
M oM

Voraussetzung an kompakten Trager (hier M) ist also wesentlich
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Gauss’scher Divergenzsatz

Erster Spezialfall von Stokes. Verwendet Geometrie des RV

Sei M c RM kompakte M-Mannigfaltigkeit mit Rand oM

Orientierung ist vom RM geerbt. Diese garantiert auch Existenz von

N : M — RM Hauptnormalenvektorfeld auf M (nach auBen)
Flachenelement auf oM ist nun durch N = (N',..., NM) gegeben:

dS = Y (~)™INTdx A adx™ AL A M e Qug(OM)

77777

Auch: dS = (N|dS) wobei dS passende vektorwertige Form
Divergenz zu Vektorfeld x e M — X(x) = (X',..., XM)T e oM =RM

div(X) = omX™ = > OxmXT
m=1,..M
Satz 9.25 (Gauss’scher Divergenzsatz)

f div(X) dx' A ... A dXM = j (N|X)dS
M oM
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Formelnim Fall M =3

Dann also o.M 2-dimensionale Flache

Normalenfeld in x € o M:

Vi X Vo

N(X) = im s V1,V2€TX0MER2CR3

Hierbei ist x Kreuzprodukt und | . || euklidische Lange (Skalarprodukt)
Vorzeichen so gewahlt, dass x + t N(x) ¢ M fur t > 0 klein. AuBBerdem:

dx? A dx3 ax2 A dx3
dS = | —dx' ~rdx3 | = | dx3 A dx!
dx! A dx? dx! A dx?

InKarte r = (ry,r2,13) = ¢~ ' (y', ¥?) € oM < R3 ist dies

N T Oper
r =
( ) o \]8y1r X 8y2rH

1r X ayzl’
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Nun dS in gleicher Karte:

(6y1 ro dy1 + 5y2f2 dyz) A (6y1 r3 dy‘ + 8y2r3 dyz)
dS = (5},1 r3 dy1 + 5y2f3 dy2) A (ay1 n dy‘ + ay2f1 dy2)
(6y1 n dy1 + 6y2r1 dyz) A (8y1 r> dy‘ + 8y2r2 dy2)

6y1 I'gayzf'g — 8y1 r38y2r2 ,

= | 01130211 — 0,111 0,er3 [ Ay’ A dy? = Oyir x Oyer dy' A dy
§y1 r 5y2f2 — ay1 fgayzﬁ

Also in Karte ¢:
(e~ 1)*(dS) = (¢7)*(NIAS)) = [dyir x dper| dy' A dy?

Also in Karte und bis auf Vorzeichen (was von Wahl der Karte
abhangt):

J fds — ifdy1fdy2 F(r(y', y2) 117 % dyer|
oM
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Beweis von Satz 9.25: Satz von Stokes flr die Form w € Q1 (M):
w= > (O)™IXMax! AL adxm AL A dM = (X|dX)
wobei dx ein Vektor von (M — 1)-Formen definiert durch obige

Gleichung (Einschrankung i*dx auf o.M ist genau dS). Dann

dw = div(X) dx' A ... A dxM

und die Einschrankung i*w auf oM ist, fOr vy, ..., vy_1 € TxOM,
Fw(Vi,....Vu—1) = w(vi,...,vyu—1) = {X|dS)(vy,...,Vy_1)
= (XIN)(NIS) (v, vg) + > (XIw)) (wjldSH (v, ..., V1)
j=1,....M—1
mit wy,..., wy—_y ONB von T,dM, also N, wy, ..., wy_; ONB von RM
Mit Rotationsinvarianz und Satz 7.30 folgt (w;|dS)(v1,...,vy_1) =0
Also i*w = (X|N)dS O
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Beispiel 9.26
Sei M = {(x,y) e R? | (£)2 + (£)2 <1} Ellipse zu a,b > 0
Parametrisierung von oM (strikt: 2 Karten) ist:
o (1) = (acos(t),bsin(t)) ,  te[0,2n)
In Karte N(f) = (b?cos2(t) + @ sin?(t))~2 (bcos(t), asin(t))T. Also
dS = (N|dS) = (N|(dy,—dx)")
— (bPcos?(t) + a?sin?(t)) 2z (bcos(t)d(bsin(t)) — asin(t)d(acos(t)))
= (bPcos?(t) + & sinz(t))%dt

Nun sei X = (ay, 5x). Dann div(X) = 0 und in der Tat

[0 = [ o) * = °
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Klassischer Satz von Kelvin-Stokes

Sei M < R3 eine 2-dimensionale Flache mit Rand oM

Sei x e M — X(x) e R3 Vektorfeld (dies ist nicht Schnitt von T M)

Betrachte die zugehdrige 1-Form (Indexkonflikt wegen Hochziehen):
w = X'ax' + X2dx® + X3dx® = (X|ds) € Q(M)

mit ds = (dx', dx?, dx®)T. Wir benétigen (mit Kreuzprodukt im R3):

dw = Y (X1 — O X)X A AT (zyKlisch)
i=1,2,3

= (Vx X|dS) = (V x X|N)dS (wie in Satz 9.25)
Also folgt aus allgemeinem Satz von Stokes:
Satz 9.27 (Satz von Kelvin-Stokes)

fM<v « X|dS) — LM (X|ds)
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10 Funktionentheorie
Die Funktionentheorie betrachtet folgenden Funktionentyp:

Definition 10.1
Sei D c C offenund f : D — C stetig
f heiB3t holomoph auf D < fiur alle ze D 3 komplexe Ableitung:

fl(z) = fI;iLno "(ZL[),_'((Z)

Bemerkung 10.2
Auf den ersten Blick sieht dies wie eine eindimensionale Ableitung aus

Wesentlich ist aber, dass h hier komplex und reell zweidimensional ist
Fur Richtungsableitungen (nach x = Re(z) und y = Sm(z)) gilt:

fz+e—fz) _ - fz+i)—f(2)
@ e—0 l€

wobei € € R. Dies fuhrt zum folgenden Satz
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Cauchy-Riemann Gleichungen

Satz 10.3
SeiD c C offenund f = u+ iv: D — C stetigmitu,v : D — R. Dann

f holomorph auf D < Cauchy-Riemann Gleichungen gelten auf D:

5XU == ayv 3 ayu == —GXV

Beweis: "—* folgt aus Bemerkung 10.2
»«—=" unter Zusatzannahme, dass f € C'(D) mit totaler Ableitung Df
Sei vereinfachend f(z) = 0 und schreibe f(x, y) =~ (“(X’y)) e R2, Dann

v(x.y)
_ € . axu 5yU €
f(X+ey+0) = Dy, @ + 0(e,0) = <6Xv ay\/) (5) + 0(e, )
_ (v v (6> + 0(e,0) = ox(U+ iv)(e+i5) + o(e, )
OxV  Oxu )

was genau f(z + h) = f'(z)h + o(h) fir h = € + i¢ bedeutet Il
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Zusatzannahme nicht notwendig (siehe Literatur)

Beispiel 10.4
Sei D = C und f(z) = zN. Dann

oy NN\ NN n oNent oy oN—1
f'(z) = A@OE<(z+h) —z)_ Ilmnz:;) ,)Zh - Nz

Analog: jedes Polynom ist holomorph auf ganz C. Ebenso

Definition 10.5
SeiDcCundf:D—C
f heiBt analytischin zg e D < 3¢ > 0 mit
f(z) = Dlan(z—20)" , VY|z—2z|<e

n=0
wobei (an)n=0 Folge in C und Reihe absolut konvergiert

f analytisch auf D <= f analytisch in allen zy € D
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Nach Vertauschen des Limes h — 0 und der Summe folgt:

Satz 10.6
Jede analytische Funktion auf D ist holomorph auf D

Hauptsatz der Funktionentheorie: Umkehrung gilt auch (spater)

Beispiel 10.7
f(z) = Z = x — iy ist nicht holomorph, weil Cauchy-Riemann nicht gilt:
oxu =1+ -1 = oyv

Allgemeiner: f(z,Z) nur holomorph, wenn unabhangig von z
Z.B. jede nicht-konstante reellwertige Funktion (wie Polynome in |z|)
ist nirgends holomorph, weil v = 0, aber dxu + 0
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Wirtinger-Kalkul

Viel verwandte Reformulierungen von Cauchy-Riemann

Definition 10.8

w komplexe Differentialform (hier nur auf D < C)

= w = wxe + I wgm Mit reellen Differentialformen wye Und wam
Integral komplexer Differentialformen linear definiert

Analog: komplexe Tangentialvektoren

Notationen fir Wirtinger-Symbole (Beispiele fur Obiges):

0; = (0x—idy) , 0z = %(x+idy) , dz =dx+idy , dz = dx—idy
Dann dz(0;) = 02(z) = 1 und dz(0;) = 0, etc.

Satz 10.9

f holomorph < 05f =0 <= f(z)dz geschlossen (alles auf D c C)

Beweis hiervon ist eine Ubung
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Kurvenintegral
Sei f(z)dz 1-Form zu holomorpher Funktion f auf offenem D < C

Zudem v : | =[0,1] — D glatter Weg. Dann wie in Beispiel 9.14:

1
j f(z)dz = f/ 2V (Hz)dz) = fo F(4(1) ¥'(1) et

Oft: stlickweise glatte Wege mit endlich vielen Teilstlicken
Dann Integral definiert als Summe der Integrale Uber Teilstlcke
Definition 10.10

Weg ~ : [0,1] — D geschlossen < ~(1) = ~(0)
Schreibweise flr Integrale Gber geschlossene Wege: Sv = §,Y

Beispiel 10.11
f(z) = zZKmitk e Zund t € [0,1] — ~(t) = €™ geschlossen. Dann
1 . .
iﬁzkdz = J e>mh ™ 2ridt = 2midk 4
0

~
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Satz 10.12
v :[0,1] — C geschlossener Weg in C und w € C\Ran(~)

Index von w bez. ~ oder Windungszahl von v um w:

Ind,, (w) zﬂﬁ | G% :f Y(t)  at

z—w2ni o 7(t) —w 2mi

v

Dann: w € C\Ran(y) — Ind,(w) € Z konstant auf Zshgskomponente

v

Beweis: Wahle Parametrisierung mit |y/(t)| > ¢ > 0. Setze

oo = o[-0y sepo]

Dann p(0) = 1. Zudem p(1) =1 < JdneZ

1 /
(1) i
dt——— = 2min
Jo () —w
<= Ind,(w) € Z. Zu zeigen also: p(1) =1
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Ableitung:

se[01] — L& _ p(s)

AuBerdem wegen (v(s) — w)p'(8) = +'(8)p(S)

o, P8 (v(s) = w)p'(s) — p(s)7'(s)

s —w (7(s) — w)e =0

Somit p(s)/(v(s) — w) konstant. Mit p(0) = 1 und ~(0) = (1) folgt
_ e M -w _ p0) ~0)-w
v(1)—w  p(0) 7(0)—w  p(0)

Nun ist Abbildung w € C\Ran(y) — Ind,(w) stetig
Wegen Ganzzahligkeit somit auch lokal konstant O
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Definition 10.13
Sei/=[0,1]. Wegey:/— DundT : |/ — D homotop in D
<= 7 stetige Abbildung H : | x | — D, genannt Homotopie, mit

H(t,0) = ~(t) , H(t, 1) = T(t)

Bemerkung 10.14
“homotop in D” ist eine Aquivalenzrelation auf Wegen in D,

und auch auf geschlossenen Wegen in D (Verklebe die Homotopien)

v

Satz 10.15

Seien v und T geschlossene und in D homotope Wege
Ftr holomorphes f auf D gilt dann

;Jgf(z)dz = ggf(z)dz
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Beweis: Vereinfachende Annahme: ~ und I' schneiden sich nicht
Zudem sei H Homotopie glatt (Dichteargument)

und Ran(H) < D Mannigfaltigkeit mit Rand ¢ Ran(H) = Ran(vy) u Ran(I")
(also ist Ran(H) — D Ring, allgemeinerer Fall Ubung oder Literatur)

Da f(z)dz nach Satz 10.9 auf Ran(H) < D geschlossen

Mit Satz von Stokes gilt (mit Orientierung von R?):

0 = Lm(H) d(f(z)dz)

= \(j; f(z)dz
ORan(H)

j;f(z)dz - ;]gf(z)dz
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Definition 10.16
Weg v nullhomotop in D < ~ in D homotop zu konstantem Weg J

Hierbei: konstanter Weg unabhangig von ¢, bleibt also bei einem Punkt
Nullhomotope Wege sind in D zu einem Punkt zusammenziehbar

Satz 10.17 (Satz von Cauchy)
Sei v nullhomotoper Weg in D zusammenziehbar zu w € D

Sei f : D — C stetig und zudem holomorph auf D\{w}. Dann

fﬁf(z)dz =0
U .
Beweis: Nach Satz 10.15
§f(z)dz = iﬁ f(z)dz — 0 fire | 0
v 2B (w)

nach Standardintegralabschatzung und weil f stetig O
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Satz 10.18 (Cauchy’sche Integralformel)

Sei f holomorph auf Sterngebiet D — C (insbes. zusammenziehbar)
Fir geschlossenen Weg ~ in D und z € D\Ran(~),
f(z) Indy(2) = fe) d¢

¢—z 2xi
5

Beweis: Setze fir (e D

f(Q)—f(2)

T =z +Z

9(Q) = { gy ‘
(Z) s C =Z
Dann: g : D\{z} — C holomorph und g : D — C stetig. Nach Cauchy:
§§g<<> o -
Also:
USS - 1 d¢
%C 227rl C—Z 27‘(‘/ B f(z)§c_22_7”- = f(z) Ind,(2)

y 5 ]
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Satz 10.19 (Holomorphe Funktionen sind analytisch)
Sei f : Br(zy) — C holomorph

Dann ist f in Bg(zy) durch konvergente Potenzreihe darstellbar:

f2) = Y an(z—20)"

n=0

mit Koeffizienten, die fir alle r < R, gegeben sind durch

~ Q) dc
= 45 ©

— zo)n+1 27TI
0Br(29)

Konvergenzradius p erfillt p > R
Insbesondere ist f unendlich oft komplex differenzierbar undv n = 0

f(z9) = nl § (L 92 _ an
0Br(20)
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Beweis: Fir z € B,(z) ist @ < 1. Nach Integralformel:

_ f(¢) d¢
@) = ¢z
55, ZO
B § (¢ 1 dC
B g 20 1-22 2ri
aBr ZO
Wegen |§:§g| = @ < 1 folgt mit geometrischer Reihe:

1 z—2\" d¢
fz) = ff f(OC—Zo ,;(C—Zo) 2ri

0Br(20)

oS Q) n ¢
I X

0Br(29)

Reihe konvergiert uniform in ¢ auf 0B,(zy) (Details Ubung)
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Also vertausche Limes und Integral:
a¢
Z ﬂg C Zo n+1 2_7”)(2_ 20)"
20 28,(z0)
Nun Formel fiir a, ablesen. Dafiraller < R

< Bl o IO _ SUP B, (2) F(C))]

|an| < =
2T C€0B(20) rn+1 rn

folgt p = (limsup,_.., </lan)) ™" > r
Nun wegen (") (zy) = nla,

30

Korollar 10.20 (Cauchy-Abschatzungen)
Sei f: Br(zy) — C holomorph. Dann fir0 < r < R:

n!
1 (20)| < 7 max |f(2)]

|z—zo|=r
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Satz 10.21 (Riemann’scher Hebbarkeitssatz)

f: D\{zy} — C holomorph und beschrankt bei z,
Dann kann man f(zy) so wéhlen, dass f : D — C holomorph

Beweis: Setze firze D

Mdz{g—%W@% ;iz

Da f beschrankt folgt

g/(zo) — lim g(ZO + h) _g(ZO)

Jim " = Ilm) hf(zo+h) =0

Somit g holomorph auf ganz D und in Potenzreihe entwickelbar:

9(z) = 3 an(z - z)"

nz=2

Setze f(zy) = ap. Danniist f(z) = 3} - @ny2(z — 20)"
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Definition 10.22 (Singularitaten)
D < C offenund z5 € D
(i) f: D\{zo} — C holomorph. Dann z, isolierte Singularitat von f
(ii) Zp heiBt hebbare Singularitat, wenn zy regularer Punkt von f ist
d.h. f durch stetige Fortsetzung holomorph in zy wird
(wie im Riemann’schen Hebbarkeitssatz)
(iii) Zo heiBt Pol, wenn lim_,z, |f(Z)| = o
(nicht nur lim sup, fur alle Folgen z, — z qilt lim, |f(z,)| = o)
(iv) zp wesentliche Singularitat, wenn z; weder hebbar noch Pol ist

Bemerkung 10.23
Satz von Casorati-Weierstral charakterisiert wesentlich Singularitaten:
Zo wesentliche Singularitat < Ve > 0ist f(B:(Zp)\{Z}) dichtin C
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Beispiel 10.24
(i) Die Funktion z~' sin(z) hat hebbare Singularitat bei zy = 0
(ii) z~2 hat Pol bei zy = 0
(iii) exp(z~') hat eine wesentliche Singularitat bei zy = 0
weil: mit z = re? ist exp(z~') = exp(r~'e=?)
was fur r — 0 nicht uniform in ¢ konvergiert (z.B. ¢ = 0, 7)

Satz 10.25

zy Iisolierte Singularitét von f holomorph auf D\{zy}. Aquivalent sind:
(i) zg Pol von f
(i) 3me N, so dass (z — zy)"f(z) beschrankt bei zy,
aber (z — zy)™'f(z) unbeschrénkt
Die Ordnung von f im Pol zy ist dann definiert als Ord,, (f) = —m

Dieser Begriff von Ordnung setzt den von Polynomen fort
Oft wird aber nur von Ordnung m > 0 des Pols gesprochen
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Beweis: (i)—(ii): Sei zy Pol von f. Dann lim_,, |f(z)| = w©
Also lim,_,,, |f(z)~1| = 0. Somit hat h(z) = f(z)~" hebbare Singularitat
mit holomorpher Fortsetzung h(z,) = 0. Also

h(z) = ). an(z - z)"

n=m
mit m > 1 und a, # 0. Dann:
h(z) = (z—20)™ ) anym(z—20)" = (2 - 20)"9(2)
n=0

So definierte Funktion g ist holomorph bei zy und g(zp) = am # 0
Somit auch g~ holomorph, und
1 1 1
(z—20)"g9(2)  (z—20)7

Nun folgt (ii). Umkehrung ist offensichtlich OJ
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Definition 10.26
Sei zp Pol von Ordnung m holomorpher Funktion f auf D\{z,}
Dann ist die Laurent-Reihe von f um z;

e e}
f(z) = ), an(z—2)"
n=—m
Der Hauptteil hiervon ist
—
Z an(z—2o)"
n=—m
und das Residuum von f bei zy:
Resz (f) = a_q

Beachte, dass nach Satz 10.25 Laurent-Reihe bei Pol existiert
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Definition 10.27
Sei D c C. Eine Funktion f : D — C heif3t meromorph auf D

<= 7 diskrete Menge P (d.h. lokalendliche Menge)
so dass f holomorph auf D\P mit Polen in P

Beispiel 10.28
Rationale Funktionen sind Quotienten f = g von Polynomen
Rationale Funktionen sind meromorph
Beispiel 10.29
72 2°(z—2z) A T [
f(z) = = =e71=—
(2) 1+24 1+24 z—-2 ’ % = e V2
Pol erster Ordnung in zg mit
2%(z — z) z2 1 1 1—i
Su) = 05720 " T am  1° T an
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Satz 10.30 (Berechnung des Residuums)

Sei zo Pol von f. Flir alle e ausreichend klein,
adz
Resz, (f) = 4; f(2) o
0Bc(20)

Wenn Pol von Ordung —m ist,

Res, (f) = o7 ((z—zo)’" %)

Z=2y

Beweis: Einsetzen, Summe/Integral vertauschen, parametrisieren:

dz - , dz
ff f(z)2_7ri = § n—Eman(z_ZO) o0
9B:(20) 0Be(20)
e 1
_ Z a, 6n+1f 2miniigy — g
n=—m 0
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Betrachte folgende Funktion g mit hebbarer Singularitat:

92) = z-2)"(2) = Y anz-2)"" = Y an-m(z - 2)"

n=-m n=0

Dann kann g holomorph in z, fortgesetzt werden
Betrachte Ableitungen von g:

oz —20)"H(2) = " Y an-m(z — 20)"

n=0
= > 7 ap - m(z - 2)"
n=0
= Y. n(n—=1)---(n—(m=2))an_m(z— z)" ™"
n=m-—1

Fir z — zy verschwindet nur erster Summand nicht. Somit

oMz — z9)™f(2) = (m—1)la_ -
Z=2

Mathematik fiir Physiker 3 10. Funktionentheorie 334 /344



Beispiel 10.31
Sei p > 1. Funktion mit Polen

4z . ze = —pE/PP 1

fz) = (22 +2pz + 1)

Wegen 22 +2pz+1=(z—z.)(z—z_)und z, —z_ = 24/p? — 1 folgt:

_ . 4z
Resz, (f) = lim 0:(2—2,)*f(2) = lim 0x(z - 2.)° (22 +2pz +1)2

Zz—2Zy Z—2Zy

B T T - S
T zozy z(z_z_)Z T zozy (z—2z_)2 (z-2z.)8

4 8z, VPR —1—2z,

TR

4(p2—1) gp2—1)
_ Pk
(P2 —1)

N

|
Nl
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Satz 10.32 (Residuensatz, Cauchy 1824)

Seien D c C offen und f meromorph auf D

Sei die Menge P — D der Polstellen endlich

Sei v geschlossener und zusammenziehbarer Weg in D mit

Ran(y) n P = &

Dann

f f(z 27” = ) Ind,(Z) Resz(f)

ZpeP

Bemerkung 10.33
Fir holomorphes f ist dies gerade Cauchy’scher Integralsatz
In D Sterngebiet ist Zusammenziehbarkeit von ~ immer erfullt

Mathematik fiir Physiker 3 10. Funktionentheorie 336/344



Beweis: Sei P = {z;, ..., zx}. Hauptteil von f bei z

h<k><z> = > a(z-z)"
n<—1
Dann Res, (f) = a*). Setze

.....

Dann hat g hebbare Singularitaten in P also holomorph auf D
Nach Cauchy’schen Integralsatz S 9(z)dz = 0 und somit

.....

d
- Z Z afk’f@—zk)’z—z,
k=1,...,K j<—1 v
- Z Z a/k) 6j,—11Ind,(20)
k=1,...,K j<—1
= Z IndW(Zk) Reszk(f)
k=1,..K -
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Beispiel 10.34 (Trigonometrisches Integral)

2m 1
= _— 1
fo a+ cos(¢) d¢ ’ a=
Parametrisierung als komplexes Wegintegral:
. adz .
— g% 2L jold
z e , % ie
also d¢ = %. Mit
s - 1 1
cos(¢) = E(e +e'?) = §(Z+z)_2(z+z)

gelangt man zu der Darstellung
| J 1 az
B0y a+t(z+3) iz

J —2i
2B (0) z2 +2az + 1

dz
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Beispiel (Fortsetzung)

Nullstellen des Nenners: z, = —a++va — 1

z_ auBerhalb von v = 0B4(0) da |z_| > a > 1. Folglich Ind,(z_) = 0
Andererseits z, € B1(0) und Ind,(z;) = 1

Berechnung des Residuums bei z, :

1 —2i
z-z |, zZy—z

Resz, (f) = (—2i)

Somit:

I = 2ni-1-Ress, (f) = (2ni)(~20) 12 S 1
-z F

Beachte: Ergebnis wieder reell, obwohl Rechnung in C verlief
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Beispiel 10.35 (Uneigentliches Integral)

00 X2
sz ——dx
oo 1+ x4

Umschreiben in komplexes Wegintegral:

R 2 72
= Iimf ——dx = Iimf ——az
R—w J_g 1+ x4 R—o0 ), 14+ 24
Hierbei t € [-1,1] — ~g(t) = t R nichtgeschlossener Weg
Sei t € [1,2] — vx(t) = Re'™(=1) Halbkreis von (0, R) nach (—R,0)
Dann I'g = 75 + 75 geschlossener Weg in oberer Halbebene
Wir zeigen: Integral Gber Halbkreis verschwindet im Limes R — oo

Dann: Wert des Integrals tber I' g mit Residuensatz
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Beispiel (Fortsetzung)
Singularitaten von f(z) = % sind Pole erster Ordnung bei
z = exp(iT + &Ky k=0,1,2,3
Nur Zp und zy liegen im Inneren von I g. Zugehdrige Residuen:
2 . .
oz 11— LR
Resz, (f) = 4_28’ = 2% = a3 Res, (f) = ™G

Beitrag des Halbkreisintegrals (|| ist die Lange des Weges):

f L < |ygl - sup 2 : (L
v 1+ z4 e, 1+ z4| infsero, -1 [1 + (Re™)4|
Somit
7 0
I = ’qIInOO rR'l—i-—ZA'dz = 2mi[Resz(f) + Resz, (f)] = W
341/ 344
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Beispiel 10.36 (Oszillierendes Integral)
Q0 H i
/:j SNXgitagy . teR
o X
Betrachte hierzu

_sinz 1 (e jiz(—1+0)
f(z) = S € = 2iz(e e )
Ganze Funktion (holomorph auf C) da z = 0 hebbare Singularitat vor
Integrationsweg ~g: von —R bis +R, aber 0 in Halbkreis unten umgeht

Dies andert Integral nicht nach Satz von Cauchy (Satz 10.18). Nun

I = lim f l.e"2<1+f> dz — lim f l.e"2<—1+’> dz
R— Jyp 2iz R— Jyp 2iz

Integral konnte auseinander gezogen werden,
da Singularitat bei der 0 umgangen wird
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Beispiel (Fortsetzung)
. eisz dz
I = x Jim (Ip(t+1) ~ Ia(t 1)) IR(S)ZLR7 2

Nun schlieBBe vz durch Halbkreis fy,% in oberer/unterer Halbebene
Da eTSZ nur Pol bei zy = 0, ergib Substitution z = Re” (= < 6 < 2n):

isz ad eisz
In(s) = J %z e — 0+ f 2z
YRR =R 2ri z 7 2ri z
27 isRe® 27 .
_ 1 e 090 _ db _ispeie
= L 2—7” Rei9 Re"id6 = L Ee
Ebenso gilt nach Residuensatz:
g'sZ e? dz T oo A0
- R ~ Z 2 4 isRe'? YV
'a(s) esof z )+ f_7+ z 2mi L © 2r
343 /344
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Beispiel (Fortsetzung)

- i i0 .
Verwende jetzt |e’sfe” | = g—sAsind

Falls s - sinf > 0 ist, geht dies gegen 0 im Limes R — . Also:

0, fallss<0 (verwende g)
E!im Ir(s) =41, fallss>0 (verwende v})
— 00
3, falls s =0 (explizite Berechnung tiber y5)
Somit:

I'=mlim (Ip(t+ 1) Ia(t = 1))

= (X0, o)t + 1) + 2x03(t + 1) = X(0, ) (t = 1) = Ix(03 (= 1))
= 7 (X(=1, 0) () + X3 (1) — X1, o) () — 2x(13 (1))

1, falls|t| <1
= n< %, falls|t| =1

0, falls|f|>1
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