KAPITEL 6

Differentialoperatoren

Wir wollen den Nabla-Operator
)
v 0

nochmals anschauen. Man kann ihn auf skalare Felder f und Vektorfelder F anwenden:

Vf=grad(f), V- -F=div(F), V xF =rot(F).

Fiir eine (hinreichend oft differenzierbare) skalare Funktion f(z,y, z) kann man das zugehorige Gradient-
feld grad(f) = V f betrachten:

grad(f) =Vf=| 9

Das Vektorfeld V f zeigt in Richtung des grofiten Anstiegs von f. Auf den ,Niveaulinien“ f(z,y, z) =konstant
steht das Vektorfeld senkrecht.

Beispiel: Fiir die Funktion

f=a"—y
gilt

wd(f) = vf = (3
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Rechenregeln: Seien f, g skalare Funktionen und a, b reelle Zahlen.

(1) grad(af +bf) = agrad(f) + begrad(g) (oder V(af + bg) = aV f + bVyg).
(2) grad(fg) = ggrad(f) + fgrad(g) (oder V(fg) =gV f + fVy).
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2 6. DIFFERENTIALOPERATOREN

Wir haben die Divergenz fiir ein Vektorfeld

F,
F=|F
F,
definiert:
OF, OF, OF
diviF) =V -F= 24+ ¥ z,
v(F) =V 6x+8y+8z

Die Divergenz eines Vektorfelds ist eine skalare Funktion.

Rechenregeln: Seien a, b reelle Zahlen, F, G Vektorfelder, f eine skalare Funktion.
(1) div(aF + bG) = adiv(F) 4+ bdiv(G) (oder V- (aF +bG) = aV -F + bV - G).
(2) div(fF) = fdiv(F) + grad(f) - F (oder V- (fF) = fV-F + (Vf)-F).

Wir haben die Rotation kennengelernt: Fiir ein Vektorfeld

I,

F=|F

F,

definiert man

0 F OF, OF,
& v 60 6815
rot(F) =V x F = @ x | Fy | =| %= - o
< F OFy _ OF,
0z z Bz By

Rechenregeln: Seien a, b reelle Zahlen, F, G Vektorfelder, f eine skalare Funktion.

(1) rot(aF + bG) = arot(F) + brot(F) (oder V x (aF +bG) = aV x F + bV x G).
(2) rot(fF) = frot(F) + grad(f) x rot(F) (oder V x (fF) = fVxF + (Vf) x F.

Wir betrachten nun Kombinationen von grad, div und rot.

Ist f eine skalare Funktion, so ist grad(f) ein Vektorfeld, man kann also die Divergenz bestimmen:

A A O

af
div(grad(f)) = div( gj )—@ a2t o

of
0z

Man kann dafiir auch V - (V f) schreiben. Die Bildung wird auch als Laplace-Operator A bezeichnet:
0%f 0%°f  0f
Af=—=S+—5+—.
/ 0x? + Oy? + 022

(Eine Funktion f wird harmonisch genannt, wenn Af = 0 gilt.)
Ist F ein Vektorfeld, so ist grad(div(F)) auch ein Vektorfeld. Wir gehen aber nicht n&her darauf ein.
Bereits frither haben wir definiert: Ein Vektorfeld F ist ein Gradientenfeld, wenn es eine Funktion f
gibt mit
F = grad(f) = V/.
(Die Funktion f wird auch manchmal als Potential oder Stammfunktion bezeichnet.) Das folgende
Ergebnis kennen wir bereits, wobei in Teil (2) eine alternative Losungsmethode angegeben ist:
SATZ. (1) Fir eine skalare Funktion f gilt
rot(grad(f)) =0 bzw. V x(Vf)=0.
(Man sagt auch: Ein Gradientenfeld ist wirbelfrei.)
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(2) Ist F ein Vektorfeld, das auf ganz R® definiert ist (oder auf einer sternférmigen Menge) mit
rot(F) =0,
so ist F ein Gradientenfeld, d.h. es gibt eine skalare Funktion f mit

F = grad(f).

(rot(F) = 0 bedeutet, dass die Integrabilititsbedingungen fiir F erfiillt sind.) Ist F auf ganz R3
definiert mit
Fy

so erhdlt man durch

x y z
f(x,y,z)z/ Fw(t,y,z)dt—i—/ Fy(o,t,z)dt+/ F.(0,0,8)dt
0 0 0

eine Funktion mit grad(f) = F.
Beweis der Formel aus (2): Unter Verwendung der Integrabilitiitsbedingungen ergibt sich

of B
aix(xvyaz) - Fw(x7y7z)7

BF:: _ SFy

of [T OF,
afy(:c,y,Z) = /0 oy (t,y,z)dt + Fy(0,y,2) ° / B L(t,y, z)dt + Fy(0,y,2) =

= [Fy(tay7z)]tx:0+Fy(O7yaz):Fy(x7ya )_ y(oaya ) ’U(anv )_
= y(377yvz)>

F,
Fm Y OF aim:ap;zyaiy:%
/ 88 (t,y, )dt+/ %(O,t,Z)dwFZ(O,o,z) e
z

0
Y (w2)

F. Y OF,
0 (t,y,z)dt+/ OF: (0,4, 2)dt + F.(0,0, 2) =
x o Oy

[FL(t,y, 2)]i—g + [F=(0,t, 2)]{_y + F=(0,0, 2) =
(F.(x,y,2) — F.(0,y,2)) + (F.(0,y,2) — F.(0,0,2)) + F.(0,0,2) =
F.(x,y,2),

was die Behauptung beweist. B

Bemerkungen:

(1) In Dimension 3 werden die Integrabilititsbedingungen fiir ein Vektorfeld F durch die Bedingung
rot(F) = 0 beschrieben.

(2) Wir haben zuvor schon eine andere Methode kennengelernt, wie man zu einem Vektorfeld F mit
rot(F) = 0 eine Funktion f mit F = grad(f) findet.

Beispiele:
(1) (Ubungsblatt 6, Prisenzaufgabe 2) Fiir

Yy
F=|=z
z

sind die Integrabilitdtsbedingungen erfiillt. Wir berechnen

f@y.2) = /F Ly s )dt+/ (Otzdt+/ F.(0,0,)dt

1
/ydt+/ Odt+/ tdtnyr[ ] 7:vy+522.
=0
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(2) (Ubungsblatt 6, Hausaufgabe 2) Fiir

2xy + sin(z)
F= x? + e*
x cos(z) + ye?

sind die Integrabilitdtsbedingungen erfiillt. Wir berechnen

T Yy z
flz,y,2) = / Fx(t,y7z)dt+/ Fy(07t,z)dt+/ F.(0,0,t)dt =
0 0 0

T Yy z
/ (2ty+sin(z))dt+/ ezdt+/ 0dt =

0 0 0
= [tPy +tsin(z)] Y 4 ye* = 2%y + xsin(z) + ye.

t=0
(3) (Vorlesungsskript) Fiir

2223 + 6y
F=| 6x—2yz
30222 — 2

sind die Integrabilitdtsbedingungen erfiillt. Wir berechnen
x y z
flz,y,2) = / F,(t,y,z)dt —|—/ F,(0,t,z)dt +/ F,(0,0,t)dt =
0 0 0

x Yy z
= / (2t2° + 6y)dx + / (—2tz)dy + / 0dz =
0 0 0
= [P2* +6ty],_, + [-t72],_, = 22° + 6oy — y2.
(4) Fiir

22y cos(xy + 2) + 2w sin(wy + 2) — % sin(2)

F= 23 cos(zy + 2)

22 cos(zy + 2) — €% cos(z)

priift man nach, dass die Integrabilitédtsbedingungen erfiillt sind. Also ist F ein Gradientenfeld.
Ein zugehoriges Potential berechnet man mit der Formel des Satzes:

x y z
fo= /F$(t,y,z)dt+/ Fy(O,t,z)dt+/ F.(0,0,8)dt —
0 0 0

= /l (t?y cos(ty + z) + 2tsin(ty + z) — e’ sin(z)) dt + /y 0dt + /Z (—€” cos(t)) dt =
0 0 0

= [t*sin(ty + z) — e’ sin(z)] ::0 — [sin(t)];_o =

= (2”sin(zy + z) — " sin(z) + €’ sin(z)) —sin(z) =

= z?sin(xy + 2) — e”sin(z).

Bemerkung: Ist F ein Gradientenfeld mit Potential f, d.h. F = grad(f), so gilt:
e Ist K eine Kurve mit Anfangspunkt A und Endpunkt B, so gilt fiir das Kurvenintegral

[ ®ds= 1) - sa)
K

e Ist K eine geschlossene Kurve, so gilt

]{F~ds:0.
K

Man nennt ein Vektorfeld F ein Wirbelfeld, wenn es ein Vektorfeld G gibt mit
F = rot(G).
Das Vektorfeld G heiffit dann auch ein Vektorpotential fiir F.



6. DIFFERENTIALOPERATOREN

SATZ. (1) Fir ein Vektorfeld G gilt
div(rot(G)) =0 bzw. V-(VxG)=0.

(Man sagt: Ein Wirbelfeld ist quellenfrei.)
(2) Ist F ein auf ganz R® definiertes Vektorfeld mit

div(F)=0 bzw. V-F=0,
so ist F ein Wirbelfeld, d.h. es gibt ein Vektorfeld G mit
F=rot(G) bzw. F=VxG.

Beispielsweise kann man fir G folgende Funktion wdhlen:

G, G, = fo Fy(z,y,t fo L (z,t,0)d
G=|G, mit Gy =—J5 Folz,y,t
G G, =0.

Uberlegungen: Wir wollen iiberlegen, warum man mit

z y
G, = /Fy(x,y,t)dt—/ (.4, 0)dl,
0 0

- /Z F,(x,y,t)dt,

G, =0 ’
tatséichlich ein Vektorfeld G erhélt man rot(G) = F. Die Voraussetzung lautet
oF, OF, OF,

QQ
|

dv(F) =55+ 5, T 5 =0
Es gilt
%? %?:ZO—FEW%QFﬂ%
8@% _ ag; = F(r,y,2) —0=F,,
% B aaayz _ (_/OZ%IZT(%%@@ _ (/O %}SJ(x,y,t)dt—Fz(x,yﬂ)) -

*( OF, OF, B
/0 7%(1’73/3”767:(}( 'Y )) dt+Fz($7y70)*

[P OF, OF, OF, *OF,
- /(; (_ o (xvyat) - 8y (Jf,y,Z) - 9z (xayat)) dt_"/{; 9z

Aﬁmnw%>ﬁ+[<wwmouuaym

- R- / div(F) (2, y, £)dt —
0
F

Dies wollten wir zeigen.

Beispiele:
(1) Wir betrachten das Vektorfeld
2y — 1
F=|-2z-32?
—2zy+1

(z,y,t)dt + F.(x,y,0) =
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Man rechnet nach, dass div(F) = 0 gilt, d.h. F ist quellenfrei. Also gibt es ein Vektorfeld G mit
F = rot(G). Wir bilden
Yy

G, = /Fy(x,y,t)dt—/ F(2,1,0)dt =
0 0
z Y

/ (—2a —3t%) dt — / (—2xt +1)dt =

0 0
= (=222 —2%) + (29° —y) = xy® — 222 —y — 25,
z z
G, = —/ Folz,y,t)ydt=— | (2y—1)dt =—(2y—1)z = —2yz + z,
0 0
G, = 0.
Also 16st
xy? — 22z —y — 2°
G= —2yz + z
0
die Aufgabe.
(2) Wir betrachten das Vektorfeld
-+ 2y
F=| -1
z
Offensichtlich gilt div(F) = 0. Wir bilden
z y
G, = / Fy(z,y,t)dt — / F,(z,t,0)dt =
0 0
z y
- / (~1)dt - / 0dt = 2,
0 0
G, = 7/ Fy(z,y,t)dt = 7/ (—x+2y)dt = —(—x 4+ 2y)z = 2z — 2yz,
0 0
G, = 0,
erhalten also das Vektorfeld
—z
G=|zz—2yz
0
Wir hatten zuvor schon gesehen, dass fiir
N T —z
G = Tz
y?
gilt rot(G) = F. Damit folgt rot(G — G) = 0. Nun ist
B x—z —z x 1
G-G=| zz | —|zz—2yz| = |2y2z | = grad(z2® + 3°2).
Y 0 Y 2

Das Phénomen des letzten Beispiels gilt allgemein:

Sarz. Sind Gi,Go : R3 — R3 Vektorfelder mit

rot(G1) = rot(Ga),
so gibt es eine Funktion f:R3> — R mit

Go = Gy + grad(f).

(Vektorpotentiale fiir ein Vektorfeld unterscheiden sich also um ein Gradientenfeld.)
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Es gibt auch Vektorfelder, die quellen- und wirbelfrei sind, wie das folgende Beispiel zeigt:
Beispiel: Fiir das Vektorfeld

T
F=|—-y
0
gilt
div(F)=0 und rot(F)=0,
es ist also quellen- und wirbelfrei.
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Offensichtlich ist F ein Gradientenfeld wegen
1 1
F = grad(=z? — =¢?).
grad(52” — 5y°)

Mit dem oben dargestellten Verfahren berechnen wir ein Vektorpotential (mit F, = x, F, = —y, F, = 0):
z Yy z
Gac = / Fy(xvyat)dt_/ FZ(JZ,t,O)dt: / (_y)dt: —Yz,
0 0 0

G, = —/ Fz(x,y,t)dt:—/ rdt = —x2,
0 0
G, = 0.
Wir erhalten

F=rot | —xz
0

Das Helmholtz-Theorem besagt, dass sich (unter geeigneten Bedingungen) jedes Vektorfeld als Summe
aus einem Gradientenfeld und einem Vektorfeld schreiben lédsst. Wir werden nicht nidher darauf eingehen,
dies aber an einem Beispiel erldutern.

Beispiel: Gegeben sei das Vektorfeld
2% 4 222
F = | 22y — 2222
—dxyz

Wir suchen eine skalare Funktion f und ein Vektorfeld G mit
F = grad(f) + rot(Q).
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Bilden wir die Divergenz, so folgt

2 2 2
2z = div(F) = div(grad(f)) + div(rot(G)) = div(grad(f)) = % + %yé + %

Die Funktion

L 3
f=3=
erfilllt div(f) = 2z. Dann ist
222
F —grad(f) = | 2zy? — 2222
—dxyz
divergenzfrei. Mit den vorangegangenen Methoden finden wir
21’z — %ajz3
G = —%yz3
0

mit F — grad(f) = rot(G), also
F = grad(f) + rot(G).
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