Vorlesung ,, Analytische Zahlentheorie“ (Sommersemester 2026)

Ubungsblatt 4 (15.5.2026)

Aufgabe 16: Fiir z € R werden |z], [2] € Z durch
lz] =max{m e€Z :m <z} und [z]=min{meZ:x<m}
definiert, d.h. [z]| und [z]| werden durch die Ungleichungen
lz] <z <|z]+1 und [z]-1<2z< [z

charakterisiert. Zeige, dass gilt:

(1)

|—z| =—[z] firzeR.
(2)

)=l fiir x € Z,

el = _ o1 fwreRr\Z
3)
lx+m]=|z]+m firxeR meZ.
(4)
lz+y| — |z — ly] €{0,1} firxz,yeR.

()

H _ {MJ fiir z € R,n € N.

n n

Aufgabe 17: Bestimme alle natiirlichen Zahlen n, fiir die

[vn] |n
gilt. (Beispiele: 1, 2, 3,4, 6,8,9, ...)
Aufgabe 18:
(1) Berechne fiir n € N
(n —1)! mod n,

d.h. den Rest der Division von (n — 1)! durch n. Der Satz von Wilson (Aufgabe P5) darf
verwendet werden.

(2) Beweise folgendes Primzahlzwillingskriterium fiir n € N>y:

<n—?;>!J_

n und n — 2 sind Primzahlen — 4 {

Aufgabe 19: Bestimme das n-te Glied der (arithmetischen) Folge
4, 8, 10, 13, 20, 34, 58,

und die Summe der ersten n Glieder.

Datei: anazt_u4.tex. Version vom 14.5.2026



Aufgabe 20: Eine arithmetische Progression der Lange n ist eine Zahlenfolge der Gestalt

(a + kd)o<k<n-1, also a, a+d, a+2d, a+3d, a+(n—1)d

mit a,d € N. In der Aufgabe geht es um arithmetische Progressionen, die nur aus Primzahlen bestehen.

(1) Zeige: Besteht fiir a,d,n € N die arithmetische Progression (a+kd)o<k<n—1 nur aus Primzahlen,
so gilt:

(a) a eine Primzahl.
(b) Fiir die Lénge n gilt n < a.
(¢) d ist durch alle von a verschiedenen Primzahlen < n teilbar.
(2) Konstruiere fiir folgende Werte von a nur aus Primzahlen bestehende arithmetische Progressio-
nen (a + kd)o<g<n—1 der Linge n = a fiir
a=2,3,57,....
(3) Green und Tao bewiesen, dass es fiir jedes n € N Zahlen a,d € N gibt, sodass sodass alle n
Zahlen der arithmetischen Progression (a + kd)o<k<n—1 Primzahlen sind.
Folgere das Ergebnis von Green und Tao aus der (unbewiesenen) Primzahl-k-Tupel-Vermutung,.

1Ben Green und Terence Tao. The primes contain arbitrarily long arithmetic progressions. Annals of Mathematics 167
(2008), 471-547.



