KAPITEL 2

Mehrfache Integrale

Fiir genauere Ausfithrungen sei auf das Kapitel XXIII ,,Mehrfache R-Integrale* in ,Lehrbuch der Ana-
lysis. Teil 2 von H. Heuser (14. Auflage) verwiesen.

1. Zweidimensionale Integrale

Eine Zerlegung Z eines kompakten Intervalls [a,b] (mit a < b) ist eine endliche Menge Z C [a, b] mit
a,b € Z. Man kann dann eindeutig schreiben

Z ={x0,21,...,xptmit a =z <21 <+ < Tp_1 < Xy, =D.

Wir schreiben daher auch Z = {a =zp < 21 < -+ < xp_1 < x,, = b}.

Eine Zerlegung Z’ heiit Verfeinerung einer Zerlegung Z eines Intervalls [a,b], wenn Z' O Z gilt. Z’
entsteht also aus Z durch Hinzunahme weiterer Punkte.

Wir betrachten im R? ein Rechteck

[a,b] x [c,d] = {(z,y) ER*:a <2 <bc<y<d}
Sei f:[a,b] x [¢,d] — R eine beschrinkte Funktion. Sei
X={a=zg<21<--<xTp_1 =0}

eine Zerlegung von [a, b] und
V={c=yo <1 < - <yn-1=d}

eine Zerlegung von |[c, d].

Wir definieren eine zugehorige Obersumme und Untersumme durch

m

O(f,a,b] x [e,d], X, Y) = > " sup{f(z,y) : (z,9) € [ri-1, 2] X [yj—1,95]} - (s = i-1) - (45 — y-1)

i=1 j=1

U(f,la,b] x [e,d], X, Y) = > inf{f(2,y) : (2,9) € [zi—1, 23] X [y5-1,95]} - (23 — 2i-1) - (45 — v-1)

i=1 j=1

LEMMA. Sei f :[a,b] x [c,d] = R eine beschrinkte Funktion.
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2 2. MEHRFACHE INTEGRALE

(1) Ist X' Verfeinerung einer Zerlegung X des Intervalls [a,b] und Y' Verfeinerung einer Zerlegung
Y des Intervalls [c,d], so gilt

U(f,[a,b] x [¢,d], X,Y) U(f,la,b] x [e,d], X', Y"),
O(f,la,b] x [c,d], X", Y") O(f,a,b] x [c,d], X,Y).

(2) Sind X1 und Xo Zerlegungen des Intervalls [a,b] und Yy und Yo Zerlegungen des Intervalls [c, d],
so gilt

<
<

U(fa [aab] X [C, d]leaYi) S O(fa [aa b] X [C, d]aX2aYv2)'

Man definiert nun das Oberintegral und das Unterintegral von f iiber [a,b] X [¢,d] durch

I1(f,[a,b] x [c,d]) = inf{O(f,[a,b] x [¢,d], X,Y) : X ist Zerlegung von [a,b],Y ist Zerlegung von [c, d]}.
I(f,[a,b] x [e,d]) = sup{U(f, [a,b] x [¢,d], X,Y) : X ist Zerlegung von [a,b],Y ist Zerlegung von [c,d]}.
Eine beschréankte Funktion f : [a, b] x [c,d] — R heifit integrierbar (genauer: Riemann-integrierbar)
auf [a,b] X [c,d], wenn gilt

I(f,]a, 8] x [¢,d]) = I(f,[a,b] x [c,d)).
Der gemeinsame Wert heifit dann das Integral von f iiber [a, b] X [¢, d] und wird auf eine der folgenden

Weisen bezeichnet:
[ ey oder [ fexax
la,b]x[c,d] la,b] x[c,d]
Man findet dafiir auch die Schreibweise
// flz y)d(z,y)
[a,b] x[c,d]
um anzudeuten, dass man sich in einer 2-dimensionalen Situation befindet.

Das Integral iiber eine beschrinkte Menge G C R?: Eine Menge G' C R? ist beschrinkt, wenn sie
in einem Rechteck enthalten ist, d.h. wenn es Zahlen a, b, ¢, d gibt mit

G C la,b] X [¢,d].
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Ist G C R? eine beschrinkte Menge und [a, b] x [c,d] ein Rechteck mit
G C [a,b] x [e,d],

so heiflt f integrierbar iiber GG, wenn die fortgesetzte Funktion

Folab]  ed) = R mit f(z,y) = {g(z,y), Zzlrllzt(x,y) e

iiber [a,b] X [c,d] integrierbar ist. In diesem Fall nennt man das zugehorige Integral das Integral von f
iitber G und schreibt

/ f,y)d(a,y) = / Tl w)d(z, y).
G la,b] X [c,d]

Geometrische Interpretation: Gilt fiir die Funktion f : G — R die Bedingung f(x,y) > 0 fiir alle
(z,y) € G, so beschreibt das Integral

/ f(z,y)d(z,y)
G

das Volumen des Korpers unter dem Graphen von f:

vol ({(x,y,z) ER?:(z,y) €Gund 0 < 2 < f(x,y)}) = /Gf(x,y)d(x,y).

Beispiel: Wihlen wir
G={(r,y) eR*:2” +4y* <1}
und f: G — R mit
fla,y) = V122 —¢2,
so ist
V={(z,y,2) eR®: (z,9) e Gund 0 < z < /1 — 22 — 2}

Der obere Teil der Einheitskugel. Also ist

/ f(z,y)d(z, y)
G
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das zugehorige Volumen. Uns fehlt nun noch eine Methode, das Integral wirklich zu berechnen.

1.00

1.00 -1.00

SATz (Linearitit des Integrals). Sind f und g auf G C R? integrierbar, so ist fir \,u € R auch die
Funktion \f + pg mit (A\f + pg)(x,y) = Af(x,y) + pg(z,y) auf G integrierbar und es gilt

(/Mﬂ%@+w@wﬁ%nw=A/f@wﬂ%w+u/g@wﬂ%w
G G G

DEFINITION. Ist G C R? eine beschrinkte Menge und die konstante Funktion f : G — R mit f(x,y) =1
integrierbar auf G, so heifst G messbar und das Integral der Inhalt, Flicheninhalt oder das Maf} von

G:
[ 1) = [ dew.

Nun kommen wir zur praktischen Berechnung von Integralen.

DEFINITION. Eine Teilmenge G C R? heifit ein Normalbereich (beziiglich x) wenn es ein kompaktes
Intervall [a,b] C und stetige Funktionen @1, @2 : [a,b] = R gibt, sodass gilt v1 < p2 und

G ={(z,y) €R?:z € [a,b] und p1(z) <y < a(x)}.
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Beispiel: Der Einheitskreis

G={(z,y) eR?: 2? + 9> <1}

ist ein Normalbereich, denn man kann schreiben

G={(z,y) eR?*: 1<z <lund —V1—-22<y<+1-22}

1L

0.5

0.5

0.5 1

In einem solchen Fall kann man das Integral iiber G auf ein Doppelintegral zuriickfithren:

SATz. Ist G C R? ein Normalbereich (beziiglich x),
[a,b] = R mit p1 < @o und

d.h. gibt es a,b € R und stetige Funktionen 1, ps :

G ={(z,y) € R%2:a<ax<bund p1(z) <y < po(x)},
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und ist f : G — R stetig, so ist f integrierbar auf G und es gilt

| @i = [ b_ ( / ff;) f(m)dy) dr.

Bemerkung: Da insbesondere jedes Rechteck [a,b] X [c,d] ein Normalbereich ist mit ¢1(z) = ¢ und
wa(x) = d, so gilt fiir eine stetige Funktion f : [a,b] X [¢,d] = R

b d
/[a,b]x[c,d] fla,y)d(z,y) = /xza </y=c f(x7y)dy> da.

Beispiel: Wir wollen

[ @iy
[0,1]x[0,1]

berechnen. Es gilt:
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Beispiel: Um den Flédcheninhalt des Einheitskreises zu berechnen, schreiben wir ihn als Normalbereich:

G={(z,y) eR*: 2 +y* <1} ={(z,y) eR?*: ~1 <z <lund —1—-22<y<+1-22}
Damit erhalten wir

1 V1—z2 1
/ d(z,y) = / / dy | do = / 2v/1 — x22dx =
G r=—1 y=—+v1—z2 r=-—1

1

= 2 B (x\/ 1—224 arcsm(x))] = arcsin(1) — arcsin(—1) = T (—=)=m.

r=—1

DEFINITION. Eine Teilmenge G C R? heifit ein Normalbereich (beziiglich y), wenn es ein kompaktes
Intervall [c,d] C R und stetige Funktionen 11,15 : [e,d] = R gibt, sodass gilt 11 < 1y und und

G={(z,y) eR*:c <y <dundiy(y) <z < Polx)}



beziiglich y ist:
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Das Bild zeigt eine Teilmenge des R2, die kein Normalbereich beziiglich x, aber ein Normalbereich

7
T 4
1
1
!
1
Y
T
i
1 hY
" J
1 A
¥
"
"
1\
"
¥
\
s
= 3
X
‘5:(
A
X
AY
A"
i
¥
\
%
Y
A"
\
X
AY
\ ] Y
X = ]
AY i
\
A"
\
Y
"
AY
Y
"
i
AY
5
1
Ay
N
A
A"
A\
A A}
\\ ]
1 1 1 1 1 1
2 1.5 1 0.5 0.5 1
SaTz. Ist G C R? ein Normalbereich beziiglich y, d.h. kann man schreiben

G={(z,y) eR*:c<y<dund(y) <z <y}
mit einem kompakten Intervall [c,d] C R und stetigen Funktionen 1)1,
ist f: G — R stetig, so ist f integrierbar auf G und es gilt

e, d] = R mit ¢y < 1o, und
d b2 (y)
/ f(z,y)d(z,y) = / / fz,y)dz | dy.
G y=c \Jz=¢1(y)
Beispiel: Wir betrachten

G={(z,y) eR¥*:0<y <mund —sin(3y) < < 3sin(y)}.
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G ist offensichtlich kein Normalbereich beziiglich x, aber ein Normalbereich beziiglich y. Wir berechnen

[ wvite

mit der Formel des letzten Satzes:

T 3sin(y) ™ 1 3sin(y)
/ zydr | dy = / {xzy} dy =
0 z=—sin(3y) y=0 2 z=—sin(3y)

(550 5(-sine)y ) -

I

/G:vy d(z,y)

0

(et im0 ) ay =

Bl

us

1 9 1 9
2 o . 7 in(2 L 7 9 _
o ggusinln) = Gusin(y) + gy cos(6y) = g cos)|

Il
—

2
)

Il
3

wobei die Stammfunktion der vorletzten Zeile mit Sage - einem Computeralgebrasystem - gefunden wurde.

Bemerkung: Es gibt Teilmengen G C R2, die zwar selbst keine Normalbereiche sind, die sich aber in
Normalbereiche zerlegen lassen:

G=GiU---uUG,

mit Normalbereichen Gy, ..., Gy, wobei der Schnitt G; NG im Schnitt der Rénder 0G; N 0G; enthalten
ist. Dann kann man das Integral mittels der Formel

/ f(gc,y)d(x,y) = f($7y>d(xvy)+ f(x,y)d(amy)—i——l—/ f(:my)d(x,y)
G G1 Gn

G2

berechnen.

Beispiel: Der Kreisring

G={(z,y) eR*:4< 2% +94? <9}
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ist weder ein Normalbereich beziiglich « noch ein Normalbereich beziiglich y.

Man kann den Kreisring auf verschiedene Weisen in projizierbare Mengen zerlegen, es bietet sich aber
wegen der Symmetrie noch eine weitere Moglichkeit in Form von Polarkoordinaten an, die im Folgenden
behandelt werden.

Erinnerung: Die Substitutionsformel fiir Integrale lautet im 1-dimensionalen Fall

»(b) b
x)dr = )¢’ (u)du,
/ NG | retine

wobei ¢ stetig differenzierbar sein sollte. Dies soll nun verallgemeinert werden.
Substitution bei 2-dimensionalen Integralen: Wir wollen ein Integral der Form

/ f,y)d(z,y)
G

ausrechnen.
e Wir nehmen an, wir kénnen = und y als Funktionen weiterer Variablen u und v schreiben:
x=x(u,v) und y=y(u,v).

e In (u,v)-Koordinaten werde G durch eine Menge H beschrieben, d.h. die Abbildung

®:H—G, <u> — (x(u’v))
v y(u,v)
soll bijektiv sein.

e z(u,v) und y(u,v) sollen stetig partiell differenzierbar nach v und v sein. Aulerdem soll fiir die
Jacobi-Matrix

u,v) ;

_Ozy) [ FE(u,v)
D®(u,v) = o = (%(u v)

gelten

)

(:&y)) # 0 fiir alle (u,v) € H.

det( (w.0)

o))
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Unter diesen Voraussetzungen gilt die sogenannte Transformationsformel:

= r\u,v u,xr)) - € a(x,y)
[ staaten = [ et g 50

d(u,v).

Polarkoordinaten: Polarkoordinaten (r,¢) werden mittels der Formeln
T =rcosp, Y=rsineg

eingefiihrt, wobei r > 0 und 0 < ¢ < 27 vorausgesetzt wird.

(z, y) > (rcosyp, rsing)

05

Die zugehorige Jacobi-Matrix ist

A(z,y) _ <cos<p —rsincp)

a(r, ) sinp rcose
mit Determinante
I(z,y) 2 . 2
det =r(cosg)” +r(sinp)” =r.
A(r, )

Beispiel: Wir hatten zuvor den Kreisring
Gz{(x,y)6R2:4§x2+y2§9}
betrachtet. In Polarkoordinaten wird die zugehorige Menge durch
H={(r,p):2<r<3und 0 < ¢ <27}

beschrieben. Wollen wir eine Funktion f(z,y) iiber den Kreisring integrieren, so erhalten wir mit der
Transformationsformel

27

3
/ flz,y)d(z,y) = / f(rcosp,rsing) - rd(r, @) = / ( f(rcosp,rsingp) - Tdtp) dr.
G H r=2 =0

Beispiel: Fiir
G={(z,y) eR?*: 1<z’ +y? <3und z < y}

soll das Integral

/ (z —y)*d(z,y)
G
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berechnet werden. In der Skizze sind die Kreise mit Radien 1 und v/3 sowie die Winkelhalbierende y=x
zu sehen. Griin schraffiert ist G.

Die Menge G ist weder ein Normalbereich beziiglich x noch ein Normalbereich beziiglich y. Wegen der
Symmetrie bieten sich aber Polarkoordinaten an. In Polarkoordinaten wird die Menge durch

H:{(T,Sﬁ):lﬁrﬁx/gund%ggggg_;_ﬂ}

beschreiben. Wir erhalten daher mit obiger Transformationsformel

57

/G(gc —y)2d(z,y) = / (rcosp —rsing)? - rd(r,p) = /T (/Tf 73 (cos ¢ — sin g0)2d7'> dp =

p=

o 1 V3 T
= / (cos @ — sin p)? [Zr4] do = 2/ (cos p — sin @)?dp =
©

r=1

ENE]

A

p\g‘ Ma

= 2/ (cos p)? — 2 cos(y) sin(p) + (sin )?)dy =

ok n

= Zﬁ (1 —2cos(p )sin(go))d@z?[gp—(singp)z}TI:
- 2<

Beispiel: (nach H2012/2/5b) Sei G' das Gebiet in der euklidischen Ebene, das durch die Kurven zy = 7,
vy =%, y(2—x)=2und y(2 — ) = 4 berandet wird. Zu berechnen ist das Integral

ot
*‘>|=1
E
;:s
\_/
|
/N
N
|
X
=
1
N—
(V)
N—
Il
[N
)
|
[N
/T\
|H
)
N———
[\v]
_|_
[N
7 N
|H
)
N——
[\v]
I
[N
)

/ ycos(zy)d(z, y).
G
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e Die Randkurven von G sind

™ ™
xy:Z7 l‘y=§7

Daher erhilt man fiir (z,y) € G die Bedingungen

y2—-—2)=2, y2-—=z)=4.

™

< <
4_$y_

g und 2 <y(2— 1) <4,
also

G={(z,y) eR?: — <ay< —und 2 <y(2 —2) <4}.

N
b 3

e Wir fithren u, v ein durch

zy=u, y2-—2z)=no.

Dann ist
v=y—z)=2y—ay=2y—u, also y:u;—v,

und damit

U 2u

r=—= .

Y u—+v

Zusammengefasst:
2u u+v

u+uv’ y 2

Aus obigen Ungleichungen erhalten wir sofort, dass G in den (u, v)-Koordinaten durch die Menge

H:{(u,U)ERQ:%Suggund2§fu§4}

beschreiben wird. (Die Zuordnung (u,v) — (z,y) ist natiirlich bijektiv, da wir aus z,y sofort
u, v und umgekehrt aus wu, v sofort =,y berechnen konnen.) Es ist

T T 2v 2u__
a(-/I;y y) — % % _ (utv)? - (utv)? und det a(m) y) _ 1 )
(u,v) 4o : : o(u,v)  u+wv

o

o))
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e Die Transformationsformel liefert nun

./wﬂwﬂww
G

v

/H - —12— = cos(u) ui d(u,v) = %/Hcos(u) d(u,v) =

Beispiel: (nach H2012/2/5a) Bestimmen Sie das Volumen des Kérpers im dreidimensionalen Anschau-
ungsraum, der durch die Ebene z = 0, die Fliche z = 22 + 2y und die Ebenen z +y =1, —z +y = 1,

r—y=1und —x — y = 1 berandet wird.

5.0

2.5

0.0

2.0 2.0

2.0 .-2.0

e Die Ebenen lassen sich auch in der Form

z+y=1 z+y=-1, z—y=1 z—-—y=-1

schreiben, sodass die Bedingungen an x und y auch als

—1<z+4+y<1l und —-1<zx—-y<l1

geschrieben werden kénnen. Definieren wir also

G={(r,y) eR*: ~1<z+y<lund —1<z—y<1},

so wird obiger Korper K durch

K ={(z,y,2) €R®: (z,9) € Gund 0 < z < 22 + 2°}

beschrieben. Das Integral

/u%mfw%w
G

ist dann genau das gesuchte Volumen.
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e Zwar ist G ein Normalbereich, wie man an Hand einer Skizze sofort sieht:

05}

-1

Wir wollen aber das Integral mit Hilfe der Transformationsformel berechnen.
e Wir fithren neue Koordinaten u, v durch
r+y=u, T—Y="v
ein. Dann ist
U+ v uU—v
Tr = =
2 YT
Die Menge G wird in (u, v)-Koordinaten durch die Menge
H={(u,v)eR?*: -1<u<lund —1<v<1}
beschrieben. Die Jacobimatrix ist
I(z,y)
d(uv)  \3 —3

e Der Transformationssatz liefert nun

/G(x2+2y2)d(:v,y) - /H<(U;_U)2+2(ugv)2>|deta(m’y)|d(u,v):

1 1 1
= (% 2 ) mit Determinante det O@,y) _

o(u,v) 2

O(u,v)
u? + 2uv + 0% 2u? —duv + 202 1
= /H( 1 + 7 )-Qd(um)—
1
= g/ (3u® — 2uv + 30?) d(u,v) =
H
1t 1
= f/ </ (3u2—2uv+302) dv) du =
8 u=—1 v=—1
_ ([32 2448 )d—
= 5] u v —uvt +v°| ) du=
1 1
= §/ (Bu? —u+1)— (=3u® —u—1))du =
=1
1t 1 : 1
= 3 /:71(6u2 +2)du = 3 (20 +2u],__ =1

Das Volumen ist also 1.
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2. Dreidimensionale Integrale

Integrale von Funktionen f(z,v,2) iiber beschrinkte Teilmengen G C R?® werden analog wie im 2-
dimensionalen Fall definiert:

/ F(y, 2)d(z,y, 2).
G

Ein wesentliches Hilfsmittel fiir die Berechnung sind wieder sogenannte Normalbereiche. Gibt es Zahlen
a < b, stetige Funktionen oy (z) < 81 () und stetige Funktionen as(x,y) < Ba(z,y) mit

G={(z,y,2) ER*:a <z <bo(z) <y < Bi(z),02(z,y) <2 < Ba(z,y)},

so nennt man G einen Normalbereich. (Man spricht genauso von Normalbereich, wenn eine solche
Darstellung mit eine Permutation der Variablen x,y, z existiert.)
Ist f: G — R stetig, so ist f {iber G integrierbar und es gilt

b as(z) Ba(z,y)
/ f(,y, 2)d(z,y, ) = / / / f(@,y,2)dz | dy | d.
G z=a \Jy=a1(z) \Jr=az(z,p)

Beispiel: G C R3 werde begrenzt durch die Ebenen z =0, y =0, z = 0 und z + y + z = 1. Wir kénnen
G durch die Ungleichungen
x>0, y>0, 2>0, z+y+2<1
beschreiben. Diese Bedingungen lassen sich auch so umformulieren:
0<zx<1l, 0<y<l—z, 0<z<1l—2—y.

In dieser Darstellung sieht man, dass G ein Normalbereich ist. Wir wollen das Integral {iber

flay,2)=a>+y* +2°

1—z l—z—y
/ (/ (2 + 9% + z2)dz) dy) dx =
y=0 z=0
l1—z 1 . l—z—y
/ |:LZJ22 +y2z + 2‘3] dy | de =
y=0 3 z=0
/

berechnen:

/ f(y 2)d(z,y, )
G

Il Il
—
Il =l =
o o

-
5.4, 3 1
4 3 2

= —_ —_ —_ d:

/m_0(3 37 T o” 3x+6> *

1

_ |2 _Ba e 1oL _2_5_ 1 1. 1_

_[15”5 R’ T2t T3V TEY T 122 376
 8-254+30-20410 1
B 60 20

Ist G C R3? eine beschriinkte Menge und die konstante Funktion f(x,y,z) = 1 integrierbar iiber G, so
heifit G messbar und
[ o2
G
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heifit das Maf3, der dreidimensionale Inhalt oder das Volumen von G. Wir schreiben dafiir auch vol (G)
oder vol 3(G).

Beispiel: Die Menge
G={(z,y,2) eER®: 2% 49> < 1,2 + 22 <1}
ist der Schnitt der beiden Zylinder x? + y2 <lund 22+ 22 < 1.

-1.0
2.0 1.00

20 -20 1.00 -1.0

Wir wollen das Volumen bestimmen. Man sieht leicht, dass man G als Normalbereich schreiben kann:

G:{(x,y,z)ERgz—lgxgl,—\/l—ngyg\/1—x2,—\/1—x2§z§\/1—z2}.

Daher erhélt man
1 Vi—z? V1—z2
W@ = [dewa=[ ([ / az ) dy ) dr =

G rz=—1 y=—+v1—x2 z=—+1—22
1

_ /: </ym 2@@)@:/1 4(1 - 2%)de =

=1 =—V1—a? =1

- {433—4333}1 — (-3 - (~4+3) =%

3

r=—1
Substitution - Transformationsformel: Wir wollen ein Integral
/ [y, 2)d(x,y, z)

G

berechnen.
e Wir nehmen an, wir kénnen z,y, z als Funktionen weiterer Variablen u, v, w schreiben:
z=z(u,v,w), y=yluvw), z=z(uv,w).

e In (u,v,w)-Koordinaten werde die Menge G durch eine Menge H beschrieben, d.h. die Abbildung

u x(u, v, w)
d: H— G, v | = | y(u,v,w)
w z(u, v, w)

soll bijektiv sein
o z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w) sollen stetig partiell differenzierbar nach u,v,w sein. Auflerdem

soll fiir die Jacobi-Matrix

T % 2 (u,0,w) 2= (u,v,w) 22 (u,v,w)
DO (u,v,w) = M = %(u,v,w) gi’(u,v,w) %’)(u,v,w)
B F(u,v,w)  FE(u,v,w) = (u,v,w)
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gelten
I(z,y,2) "
det(m) # 0 fur alle (u,v,w) € H.
e Unter diesen Voraussetzungen gilt die Transformationsformel
0
[ ft e = [ flatu vt v w2 0) fdet ZEE a0,

Zylinderkoordinaten: Durch die Formeln
rT=rcosp, Yy=rsing, z2=2z

werden die Zylinderkoordinaten r, ¢, z eingefithrt, wobei » > 0 und 0 < ¢ < 27 gefordert wird. Wir
berechnen die zugehorige Jacobi-Matrix

cosp —rsing 0
@, y,z) = |sinp rcosp O mit Determinante det(w) =7
6(T3(P7Z) 0 0 1 8(7”'7 2 Z)

X
(Das Bild wurde einem WolframMathWorld-Artikel entnommen.)
Beispiel: Bestimmt werden soll das Volumen des Bereichs im R?, der oberhalb der z-y-Ebene liegt und
durch das Paraboloid z = 22 + %2 und den Zylinder 2 + y? = 1 begrenzt wird. Wir haben also

G={(z,y,2) ER®:2>0,z<2? +y* 22 +¢* < 1}.
Hier bietet sich die Verwendung von Zylinderkoordinaten an:

Tr=rcosp, yYy=rsiny, z2=z.
In den Zylinderkoordinaten wird dann G durch die Menge
H={(r,o,t):r < 1,0§z§r2,03g0§27r}
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beschrieben. Da die Funktionaldeterminante r ist, erhalten wir

1 r? 2m
vol (G) = /Gd(x,y,z) = /Hrd(r,%z) :/ . (/ . ( Ordgo> dz> dr =
r= z= p=
1 r? 1 1
/ / 2mrdz | dr :/ 2rr3dr = [Zr‘l} _T
r=0 z=0 r=0 2 r=0 2

Beispiel: Wir lassen ein achsenparalleles Rechteck in der z-z-Ebene mit Minimalabstand a, Breite b
und Hohe ¢ um die z-Achse rotieren und erhalten so einen Rotationskorper K. Er ldsst sich wie folgt
beschreiben:

K={(z,y,2) ER?*:z =rcosp,y=rsing,0< p<2ma<r<a+b0<z<ch
Die zugehorige Menge in Polarkoordinaten ist
H={(ry¢,2):a<r<a+b0<p<2m0<z<c}

Mit der Transformationsformel fiir Zylinderkoordinaten erhalten wir fiir das Volumen

vol (K) = /K d(z,y, 7) = /H rd(r, ¢, ) = / _+b ( [D 2_7; < / iordz> d@> dr —

a-+b
/ 2merdr = [7rcr2}a+b =mc((a+ b)? — a2)

r=a
=a

Beispiel: (Volltorus) Rotiert man einen Kreis in der x-z-Ebene mit Radius b und Abstand a vom Null-
punkt, also
(x— a)2 + 22 < b2,
um die z-Achse, so erhélt man einen Torus T', also
T ={(rcosp,rsing,z): 0 < ¢ <2, (r —a)* + 22 < b?}.

1

0.5

0.5

a1k

Die Bedingungen an r und z lassen sich auch in der Form

a—b<r<a+b, —B—(r—a?2<z<02—(r—a)?

beschreiben. Fiir das Volumen erhélt man dann unter Verwendung von Zylinderkoordinaten

a+b Vb2—(r—a)? 27
vol(T) = /d(x,y,z)z/ / </ rd(p) dz | dr =
T r=a—b z=—4/b2—(r—a)? =0

a+b b2—(r—a)?
= 271'/ r / dz dr—47r/ ry/b% — (r —a)dr =
T b

=a— b2 (r— a)2

b
1
= 471'/ (u+a)Vb? —uidu=---=4m- §7mb2 = 212 ab?

=—b

Kugelkoordinaten: Durch die Formeln

r = rsindcosp,

rsindsin ¢,

z = rcost
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werden die Kugelkoordinaten r, 1, ¢ eingefithrt mit r >0, 0 < ¢ <7, 0 < ¢ < 2m.

/i\z

(Das Bild wurde dem Wikipedia-Artikel ,, Kugelkoordinaten“ entnommen.) Fiir die Jacobi-Matrix gilt

a(z,y, 2) sindcosp rcosdcosp —rsindsing
ﬁ = | sindsing rcosvsing rsindcose Determinante 72 sin(19).
(9, ¢) cos —rsind 0

Beispiel: Wir schneiden aus einer Kugel mit Radius a eine ,,Eistiite“ mit Neigungswinkel o gegen die
z-Achse aus. In der Mitte durchgeschnitten soll dies so aussehen:

0.8 -

0.6 |

0.4

-0.4 -0.2 0.2 0.4

Dann ist also
G={(z,y,2) €ER®:x=rsindcosp,y =rsindsing,z =rcos?,0 <r <a,0<9<a,0< <21}
Die Bedingungen in den Kugelkoordinaten sind klar und werden durch die Menge H beschrieben:

H={(rd,¢):0<r<0a,0<9<0a,0<¢p<2m}
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Dann erhalten wir fiir das Volumen

Vo= /Gd(x,y,z)=/H|detfm|d(r,ﬁ,¢)=/ (/ (/%Or sin (¥ )dﬁ)dr:

/:0 </;O 2772 Sin(ﬁ)dﬂ) dr = /:O (2712 [ cos(9)]5_,) dr = /:0 2772(1 — cos(a))dr —
~ [t cos@)] = Erata - costa)

r=0

(Das Ergebnis ist plausibel: Wenn a gegen 7 geht, erhiilt man die volle Kugel und V' geht gegen %wa?’.)

Bemerkung: Physikalisch motiviert sind folgende Begriffe:
e Sei G C R3 eine messbare Menge. Dann ist

= / d(z,y, 2)
G
das Volumen von G.
e Ist eine Dichteverteilung p(z,y, z) fiir G gegeben, so heifit

M = / p(z,y, z)d(x,y, 2)

die Masse von G.

e Der Schwerpunkt (zg,ys, zs) von G beziiglich der Dichteverteilung p(z,y, z) berechnet sich
aus den Formeln

1

rs = M/C;xp(x7yaz)d(xay7z)a
1

Yys = M/;yp(xvyaz)d(xay7z)a
1

zs = MLZp(xayvz)d(z7yvz)

Beispiel: Sei G der Anteil der Einheitskugel, der im 1. Oktanten liegt, also
K ={(z,y,2) eER3: 22 +y?+22<lund x>0,y >0,z > 0}.

Der Schwerpunkt soll bestimmt werden, wobei wir die Dichte 1 voraussetzen. In Kugelkoordinaten wird
K durch die Menge

H:{(r7197<p):0§7’§1,0§19§g70§<p§g}

beschrieben. Daher folgt fiir das Volumen mit der Transformationsformel fiir Kugelkoordinaten

/Kd(x,y,z) = /Hr2 sin(9)d(r, 9, p) = /rio </1i0 </<pi0 2 Siﬂ(ﬂ)dgp) di?) dr =

/lio sm(ﬁ)ﬂ) dr =3 /io (1= cos(9)] ) dr =

Il
ol 3
—
= Il —
[e=}
<
[\
/-~

Il
vl 3
—
o

.

1)

QU

3

I
oy
| — |
wl| %,
_ 1
i
o

I
|

Weiter gilt:

/K xd(z,y, z)

Il
S

rsin(d) cos(p) - r2sin(9)d(r, 9, ) / 73 (sin(9))? cos(p)d(r, 9, ) =
H

I
M —
o
g}
VR
S—
Il vl
[e=]
VR
ﬁ\
Il (M)
=]
<
w
—
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(Dabei haben wir benutzt, dass 2 — 3 cos(d)sin(d) eine Stammfunktion von (sin(d))? ist.) Fiir die
z-Koordinate des Schwerpunkts folgt

s 8
Aus Symmetriegriinden folgt fiir den Schwerpunkt
333
S=(=,=,=).
S

3. Die n-dimensionale Transformationsformel

SATZ. Seien G, H C R"™ offen, ® : H — G bijektiv und stetig differenzierbar, sodass fiir die Jacobi-Matrix
Do gilt

det D®(u) # 0 fiir alle u € H.
Sei f: G — R eine Funktion. Dann gilt:

o Genau dann ist f : G — R integrierbar iber G, wenn die Funktion u — f(®(u)) - | det D®(u)|
integrierbar tiber H ist.
e Ist f integrierbar iber G, so gilt

/f(x)dx:/ f(®(un))| det D®(u)|du.
G H

4. Das Cavalieri-Prinzip

SaTz (Cavalieri-Prinzip). Sei K C R™ eine kompakte Teilmenge. Fiir t € R sei K; der Schnitt von K
mit der Hyperebene x,, = t, etwas genauer

Ki={(x1,...,0n1) ER" i (zq,..., 2y 1,t) € K}.

Dann ist die Funktion t — vol,,_1(K3) integrierbar und es gilt

voln(K):/voln_l(Kt)dt.
R

Beispiel: Wir betrachten den Einheitskreis im R2:
K ={(z,y) e R?: 2? + ¢ < 1}.

Fiir t € R ist
K = {2cR: 2?2+ <1}={rcR:2°<1 -1’} =
B {{meR:—mgxgm} fir —1<t<1,

0 sonst.
Daher gilt

Voll(Kt){2m fir —1<t<1,

0 sonst.

Es folgt

1 1
VOIQ(K):/ Voll(Kt)dt):/ 21 —t2dt =---=m.
t=—1 t=

-1
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