KAPITEL 4

Kategorien

Fiir eine weiterfithrende Einfithrung in Kategorien verweisen wir auf folgende Quellen:

e C. Meusburger. Einfiihrung in die Darstellungstheorie. Vorlesungsskript, Erlangen, Sommerse-
mester 2019. (5. Kapitel: Kategorien und Funktoren)

e K.-H. Neeb. Einfiihrung in die Darstellungstheorie. Vorlesungsskript, Erlangen, Sommersemester
2015. (7. Kapitel: Kategorien und Funktoren)

e M. Brandenburg. Einfithrung in die Kategorientheorie. 2. Auflage. SpringerSpektrum, 2017.

e S. Lang. Algebra. Revised Third Edition. Springer, 2002.

Wir orientieren uns an Brandenburg.

1. Definitionen

Im Folgenden werden wir mit mengentheoretischen Begriffen wie Menge und Klasse naiv und unkritisch
umgehen.

DEFINITION. FEine Kategorie C besteht aus folgenden Daten:
e ciner Klasse Ob(C), deren Elemente Objekte genannt werden,
e zu je zwei Objekten A, B € Ob(C) gibt es eine Menge Home (A, B), deren Elemente als f : A —
B notiert werden und Morphismen von A nach B genannt werden,
e zu je drei Objekten A, B,C € Ob(C) gibt es eine Abbildung
Home (A, B) x Home (B, C) — Home (A, C),
die als (f,g) — go [ geschrieben und als Komposition von Morphismen bezeichnet wird,
o zu jedem Objekt A € Ob(C) gibt es einen ausgezeichneten Morphismus
idy € Homc(A, A)7
der als Identitét von A bezeichnet wird.
Dabei miissen folgende Regeln erfiillt sein:
e Die Komposition von Morphismen ist assoziativ, d.h. fir drei Morphismen f : A — B, g :
B—-C,h:C— D gilt
ho(go f)=(hog)of,
wobei in der vorangegangenen Zeile ein Element von Home (A, D) steht.
e Die Identititen sind neutral beziiglich der Komposition, d.h. fiir jeden Morphismus f : A — B
gilt
foida =idgo f.

Wir beginnen mit einer Reihe von Beispielen. Die Abkiirzungen sind zum Teil dem Buch von Brandenburg
entnommen.

e Set - Die Kategorie der Mengen: Die Objekte sind die Mengen. Fiir zwei Mengen A, B ist
Homget (A, B) ={f : A — B}
die Menge aller Abbildungen von A nach B. Die Komposition ist die Komposition von Abbil-

dungen, id 4 ist einfach die identische Abbildung A — A. Die Eigenschaften einer Kategorie sind
einfach zu tiberpriifen. Die Assoziativitit gilt, weil sie fiir alle Abbildungen gilt:

(ho(gof))(x)=n((ge f)(x)) =h(g(f(x)) = (hog)(f(z)) = ((hog)eg)(z)
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¢ Ring - Die Kategorie der Ringe: Die Objekte sind Ringe. Fiir zwei Ringe R, S ist
Homging(R,S) ={f: R— S : f ist Ringhomomorphismus}.

idg ist die Identitét, die auch ein Ringhomomorphismus ist. Die Komposition ist einfach die
Komposition von Abbildungen.

e CRing - Die Kategorie der kommutativen Ringe: Die Objekte sind die kommutativen Ringe.
Fiir zwei kommutative Ringe R, S ist

Homcring(R,S) ={f: R — S: f ist ein Ringhomomorphismus}.

Der Rest ist wie bei den Ringen.

e Grp - Die Kategorie der Gruppen: Die Objekte sind Gruppen. Fiir zwei Gruppen ist Homayp (G, H)
die Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach H.

e Mon - Die Kategorie der Monoide: Die Objekte sind Monoide, als Mengen, die eine assoziative
Verkniipfung und ein neutrales Element besitzen. Sind (M, ) und (N, *x) Monoide mit neu-
tralen Elementen ej; und ey, so ist ein Monoidhomomorphismus eine Abbildung f: M — N,
sodass gilt

flexpy) = flx) *y f(y) fir alle z,y e M und  f(em) =en.

Hompmon (M, N) ist dann die Menge der Monoidhomomorphismen von M nach N. Der Rest
geht wie bei den oben angesprochenen Kategorien.

e Vect; - Die Kategorie der k-Vektorrdume: Hier liegt ein festgewéhlter Korper k zugrunde. Die
Objekte sind die k-Vektorrdume, die Morphismen die k-linearen Abbildungen.

e Modpy - Die Kategorie der R-Moduln: Hier liegt ein Ring R zugrunde. Die Objekte sind die
R-Moduln, die Homomorphismen die R-linearen Abbildungen. (Bei Brandenburg steht pkMod,
die Kategorie der R-Rechtsmoduln wird mit Modpg bezeichnet.)

Die vorangegangenen Beispiele kommen direkt in der Algebra vor. Die folgenden Beispiele zeigen, dass
die Definition einer Kategorie nicht nur zu bereits bekannten Beispielen fiihrt.

e Sei M eine Menge. Die Objekte der Kategorie seien die Teilmengen von M. Fiir zwei Teilmengen
A, B von M sei
0, falls A € B,

Hom(A, B) =
om( ) {{L,LLB}, falls A C B.

e Sei k ein Korper. Die Objekte der Kategorie seien die natiirlichen Zahlen, also 1,2,3,4,.... Fiir
m,n € N sei

Hom(m,n) = M(n x m, k)
die Menge der n x m-Matrizen mit Eintrédgen aus k. Ein Homomorphismus m — n ist also
gegeben durch eine n x m-Matrix. Haben wir zwei Homomorphismen m — n (gegeben durch
eine n x m-Matrix A) und n — p (gegeben durch eine p x n-Matrix B), so wird die Komposition

m — p gegeben durch das Matrizenprodukt BA. Da Matrizenmultiplikation - sofern definiert -
assoziativ ist, gilt das auch fiir die Verkniipfung hier. id,, ist die m x m-Einheitsmatrix.

Das folgende Beispiel ist wird néher an der algebraischen Situation:

e Sei R ein kommutativer Ring und FEj, ..., E, seien R-Moduln. Die Objekte der Kategorie sind
multilineare Abbildungen

f:E1 X+ X E, = F,

wo F' ein R-Modul ist. Ein Objekt ist also gegeben durch einen R-Modul F' und eine multilineare
Abbildung f: Ey X --- X B, = F, was wir auch in der Form

B x---xE, L F
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notieren. Ein Homomorphismus von E; X --- X E, f—1> Fi nach F4 x --- X E, f—2> F5 besteht
aus einer R-linearen Abbildung g : Fi — Fb, die das folgende Diagramm kommutativ macht:

/

By x - x By g

e

Iy

DEFINITION. Sei C eine Kategorie. Ein Morphismus f : A — B heif§t invertierbar oder ein Isomor-
phismus, wenn ein Morphismus g : B — A existiert mit

gof=ida wund fog=idp.

g ist dann eindeutig bestimmt und wird als f~' : B — A geschrieben. Objekte A und B der Kategorie
heiffen isomorph, wenn es einen Isomorphismus A — B gibt. Wir schreiben dann auch A ~ B.

Bemerkung: Warum ist f~! durch f eindeutig bestimmt? Seien g, h : B — A Morphismen mit
gof=hof=idg und fog=foh=1idp.
Dann gilt:
g=goidg=go(foh)=(gof)oh=idgoh=nh.
Dies beweist die Aussage.

Beispiel: In der Kategorie Set der Mengen bedeutet Isomorphie nichts anderes als Gleichméchtigkeit.

LEMMA. Sei C eine Kategorie.
(1) Fiir alle A € Ob(C) ist ida ein Isomorphismus mit id ;" = id 4.
(2) Ist f : A — B ein Isomorphismus, so ist auch f~* : B — A ein Isomorphismus und es gilt

(fHt=1r
(3) Sind f : A — B und g : B — C Homomorphismen, so ist auch go f : A — C ein Homomor-
phismus und es gilt (go )™t = f~Ltog™t.

Bemerkung: Isomorphie definiert eine Aquivalenzrelation auf den Objekten einer Kategorie. Die Aqui-
valenzklassen werden auch als Isomorphieklassen bezeichnet.

DEFINITION. Sei C eine Kategorie und A ein Objekt der Kategorie. Fin Isomorphismus f : A — A wird
auch Automorphismus von A genannt. Die Menge aller Automorphismen von A bilden die Automor-
phismengruppe von A:

Autc(A) ={f: A— A: [ ist Isomorphismus}.
Mit der Komposition o bildet Autc(A) eine Gruppe.

Beispiel: Ist V ein k-Vektorraum, so ist GL(V') die Automorphismengruppe des k-Vektorraums V. Unter
einer Darstellung einer Gruppe G auf V hatten wir einen Gruppenhomomorphismus

p:G— GL(V)

verstanden. Allgemeiner kann man nun unter einer Darstellung einer Gruppe G auf einem Objekti A
einer Kategorie C einen Gruppenhomomorphismus

p: G — Autc(4)
verstehen.

DEFINITION (Universelle Objekte). Sei C eine Kategorie.
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e Fin Objekt A heifit initial, wenn es fir jedes Objekt B genau einen Morphismus

A—B
gibt.
o Fin Objekt Z heifit final oder terminal, wenn es fiir jedes Objekt B genau einen Morphismus
B—-Z
gibt.

e Fin Nullobjekt ist ein Objekt, das gleichzeitig initial und final ist.

Beispiele:
e Fiir die Kategorie Ring der Ringe ist Z ein initiales Objekt und der triviale Ring {0} ein finales
Objekt.
e In der Kategorie der k-Vektorrdume ist {0} ein initiales und finales Objekt, also ein Nullobjekt.
e In der Kategorie Set der Mengen ist {2} ein finales Objekt, weil es von jeder Menge B genau
eine Abbildung B — {2} gibt.

Initiale und finale Objekte einer Kategorie sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Wir betrachten nochmals ein Beispiel von vorne:

e Sei R ein kommutativer Ring und Eq,..., F, seien R-Moduln. Ein Objekt der Kategorie ist
gegeben durch einen R-Modul F' und eine multilineare Abbildung f : E; x --- x E,, — F.

Ein Homomorphismus von F; x --- X E, f—1> Fi nach F4 x --- X E, f—2> F5 besteht aus einer
R-linearen Abbildung g : F; — F5, die das folgende Diagramm kommutativ macht:

/

FEyx---xE, g

e

Iy

Das Tensorprodukt Ey X --- x E, ist ein initiales Objekt in dieser Kategorie.

Produkte: Sei C eine Kategorie und (A;);cs eine Familie von Objekten von C. Ein Produkt von (A;);cr
besteht aus einem Objekt P und einer Familie (P ELN A;)ier von Morphismen, sodass fiir jedes Objekt B

mit einer Familie (B £ A;);e; von Morphismen ein Morphismus B hop existiert, sodass fiir alle s € T
folgendes Diagramm kommutiert:

Hier sind die ersten Beispiele:
e In der Kategorie Ring der Ringe ist das kartesische Produkt
P=]J4
iel
ein Produkt. Hier ist f; : [[,c; Ai — A; einfach die Projektion und h : B — []
durch.

ser Ai gegeben
h(b) = (g:i(b))ier-
(Dies haben wir bereits gesehen.)
e Das kartesische Produkt liefert auch das Produkt in den Kategorien Set, R-Mod, k-Vekt und
Grp.
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e In der Kategorie der Korper existiert das Produkt im Allgemeinen nicht.

Koprodukte: Sei C eine Kategorie (4;);cr eine Familie von Objekten von C. Ein Koprodukt von
(A;)ier besteht aus einem Objekt S und einer Familie (A; ELN S)ier von Morphismen, sodass fiir jedes
Objekt B mit einer Familie (4; <% B);c; ein Morphismus S LNy existiert, sodass fiir alle i € I folgendes

Diagramm kommutiert:
A;
N
S — B
Beispiele:

e Wir haben bereits gesehen, dass in der Kategorie R-Mod der R-Modul die direkte Summe
P4
il
ein Koprodukt definiert mit
h((ai)ier) = Y gi(as).
il
Dabei ist
@Ai ={(ai)ier € HAi : a; # 0 fiir nur endlich viele i € I}.
i€l il
e Gibt es ein Koprodukt in der Kategorie Set der Mengen? Sei (4;);cs eine Familie von Mengen

und B irgendeine Menge mit einer Familie von Abbildungen (A4; LN B);er. Wir wihlen fir S
die disjunkte Vereinigung
S=[J4,

i€l
wobei :4: isomorph zu A; ist. Dann sei
fila)=a; € 4;C S
und fiir a; € Z
h(a;) = gi(ai).
2. Funktoren

DEFINITION. Seien C und D zwei Kategorien. Ein Funktor (oder auch kovarianter Funktor)
F:C—-D

von C nach D wird durch folgende Daten gegeben:
o jedem Objekt A € Ob(C) ist ein Objekt F(A) € Ob(D) zugeordnet,
e 2u jedem Morphismus f: A — B in C gibt es einen Morphismus
F(f): F(A) — F(B)
in D.
Dabei gilt:
e Fiir jedes A € Ob(C) ist
F(ida) = idp(a).
o Fir je zwei Morphismen f: A — B und g : B — C von C gilt in D

F(go f)=F(g)o F(f).

Beispiele:
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e Jeder Gruppe G konnen wir die zugrundeliegende Menge zuordnen, wodurch wir einen Funktor
F: Grp — Set

erhalten. So etwas nennt man einen Vergissfunktor. Dieses Beispiel lisst sich leicht auch auf

andere Situationen iibertragen.
e Einer Menge S konnen wir den freien Z-Modul mit Basis .S, also

{Z ass : ag € Z, nur endlich viele a4 sind # 0}
ses
zuordnen. Wir erhalten dann einen Funktor
F:Set - Z—Mod.
e Sei C eine Kategorie und C' € Ob(C) fest gewéhlt. Wir definieren einen Funktor
M¢e : C — Set
durch
Mc(X) = HomC(C,X).
Ist ¢ : X — X’ ein Morphismus in C, so definiert man
Mc(p) : Home(C, X) — Home(C, X'), fr@of.

Man nennt Mg auch einen Darstellungsfunktor.

DEFINITION. Seien C und D zwei Kategorien. Fin kontravarianter Funktor
F:C—D

von C nach D wird durch folgende Daten gegeben:
o jedem Objekt A € Ob(C) ist ein Objekt F(A) € Ob(D) zugeordnet,
o 2u jedem Morphismus f: A — B in C gibt es einen Morphismus
F(f): F(B)— F(A)
i D. Also

AL B wird 2u F(A)M

F(B).
Dabei gilt:
o Fliir jedes A € Ob(C) ist
F(ldA) = ldF(A)
o Fiir je zwei Morphismen f: A — B und g : B — C von C gilt in D

F(go f)=F(f)e F(g).

Also:

£(f) F(g)

AL BYSC wirdzu F(A) F(B) F(C).
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