KAPITEL 8

Endliche Koérper

Bemerkungen: Die folgenden Aussagen sind bereits bekannt:
(1) Ist K ein endlicher Kérper, so gibt es eine Primzahl p mit
k P
Y 1#£0in K firk=1,...,p—1 und » 1=0inK.
i=1 i=1
Daher kénnen wir F,, als Unterkoérper von K auffassen:
F,={0,1,2,...,p—1} C K.
Man sagt, K hat Charakteristik p.
(2) K ist ein Fp-Vektorraum, es gibt also eine F,-Basis wy,...,w, € K von K {iiber F):
K ={aiw1+ -+ apwy 1 a1,...,a, € Fp}.
Dann gilt [K : F,] = n und
K| =p".

(3) Ist F, ein algebraischer Abschluss von F,,, so gibt es einen Kérperhomomorphismus o : K — F),
das Bild ¢(K) ist ein zu K isomorpher Korper. Wir kénnen also K als Teilmenge von F,
auffassen: B

F,C K CF,.
(4) Die Abbildung 7 : K — K mit w(a) = oP erfiillt
(a+ B =a?+ 67, (ap)P =a?fp, 17 =1,
definiert daher einen Kérperautomorphismus von K:
m € Aut(K|F,).
7 wird Frobenius-Automorphismus genannt.
(5) Ist @ € K\ {0}, so ist « ein Element der multiplikativen Gruppe K*. Aus ord («) | |K*| folgt
dann o?" ! =1, also
o =a.
Die letzte Gleichung gilt natiirlich auch fiir & = 0. Daher gilt:
KC{aeF,:a? —a=0}.
Da die rechte Seite die Nullstellenmenge des Polynoms z?" — x (vom Grad p") ist, gilt sogar
Gleichheit, da #P" — z natiirlich hochstens p™ Nullstellen hat:
K={acF,:a? =a}.
Von der letzten Aussage gilt auch die Umkehrung.

SATZ. Seip eine Primzahl und F,, ein algebraischer Abschluss von F,. Fiir n € N sei
Fpn = {a €F,:a?" =a}.
Dann gilt:
(1) Fpn ist ein Kérper mit p"™ Elementen. Elementen, nimlich Fpn.

2) F,n ist normal und separabel iber ¥, vom Gradn, [F,» : F,] = n. Insbesondere ist F,n galoissch
P P P P P
iber IFp.
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(3) Fiir den Frobenius-Automorphismus

7 Fpn — Fpn mit m(a) = o

gilt
7 (a) — o firk=0,1,2,... und ord(w)=n.
(4) Die Galoisgruppe von Fpn tber T, ist zyklisch von der Ordnung n, erzeugt vom Frobenius-
Automorphismus:

Gal(Fyn |Fp) = ().

Beweis:

(1) (a) Wir zeigen zunichst mit dem Unterkérper-Kriterium, dass Fp» ein Unterkorper von F,,, und
damit ein Korper ist. Wir schauen uns die einzelnen Punkte des Unterkérper-Kriteriums
an:

(i) 0 € Fpn: Klar.
(i) o, €Fpn = a+ B € Fpn: Aus aP" =a und BP" = f folgt mit der Additivitit der
p-Potenzierung in Charakteristik p
(a4 B =a? +8"" =a+8, also a+fecF.
(ili) o € Fpn = —a € Fpu: Gilt o?” = a, so folgt

(_a)p _ (_1)pnapn _ (_l)pna _ {Oé fur p > 27

a=-—«a firp=2,

also —a € Fpn.
(iv) 1 € Fpn: Klar.
(v) a, € Fpn = aff € Fpn: Aus aP" = o und B = B folgt natiirlich

(aﬁ)pn =o' B =aB, also af€ Fpn.

vi) a € Fyn \ {0} = L € Fpn: Aus o?” = a folgt
P o p

1 a o n_o
a:?—?:a’) E]Fpn.
Daher ist Fy» ein Korper.
(b) Fiir f =P —x € Fyz] gilt

Fpn = {a S Fp : f(Oé) = 0}

Nun ist aber f/ = —1, also ggT(f, f’) = 1. Das Polynom f ist separabel, weswegen f genau
p" = grad(f) Nullstellen in F, hat. Also ist |Fyn| = p", d.h. Fpn ist ein Kérper mit p"
Elementen.

(2) Fpn ist der Zerfallungskorper von f = zP" — z iiber F,, also normal iiber F,,. Da jedes Element
von F,» Nullstelle des separablen Polynoms f ist, ist Fy» iiber F,, auch separabel. (Dies wurde
aber schon frither bewiesen.) Damit ist Fpn |F, auch galoissch.

(3) Dass 7 ein Korperautomorphismus ist, haben wir bereits gesehen. Nun zeigen wir durch Induk-
tion, dass ¥ (a) = ar* gilt. Fiir £ = 0 und k = 1 ist die Formel klar. Sei nun die Formel bereits
fiir £ bewiesen. Dann folgt fiir k+ 1

T (a) = 7t (n(a)) = 7*(a?) = (@) = a? ",

was gezeigt werden sollte.
Fiir o € Fpn gilt o?” = o, also

™ (a) =a” =a=id(a), und damit 7" = id.
Ist umgekehrt 7% die Identitit, so gilt

o = a fiir alle a e K,.
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Jedes o aus [F» ist also Nullstelle des Polynoms 2?" —z. Da das Polynom héchstens p* Nullstellen
hat, folgt [Fpn| < p¥, also k > n. Dies zeigt, dass n minimal (in N) ist mit 7" = id. Daher folgt

ord (7) = n.

(4) Aus |Gal(Fpn |Fp,)| = n und ord (7) = n folgt, dass (m) schon die ganze Galoisgruppe ist. Dies
zeigt die Behauptung. B

Wir kénnen nun alle endlichen Kérper der Charakteristik p beschreiben:

SATZ. Seip eine Primzahl und F,, ein algebraischer Abschluss von Fp,. Dann gilt:
(1) Fiir jedes n € N gibt es genau einen endlichen Kérper der Ordnung p™ in F,, nimlich
Fprn = {a €F,: o =a}.
(2) Die endlichen Unterkérper von F, sind genau die Kérper Fyn fiir n € N,
(3) Firm,n €N gilt:
]Fpm g Fpn < m | n.
(4) Firm,n €N gilt:
Fpm n Fpn = ]FpggT(m,n) und Fpm]Fpn = Fpkgv(m,n).

(Dabei ist FpmFpn das Kompositum der Korper Fpm und Fpn, also der kleinste Teilkorper von
F,, der sowohl Fm als auch Fpn enthilt.)

Beweis:
(1) Dies folgt aus den einfiihrenden Bemerkungen und dem letzten Satz.
(2) Ist K C F, ein endlicher Kérper, so ist K ein endlicher F,-Vektorraum, also gibt es ein n € N
mit |K| = p™. Die Behauptung folgt dann aus (1).
(3) e = Gilt Fym C Fpn, so kénnen wir F,» als Erweiterungskérper von F,m auffassen. Ist
d = [Fpn : Fpm], so ist Fpn ein d-dimensionaler F,m-Vektorraum. Daher folgt

P = Fpn| = [Fym|? = (p™)? = p™?,  also  n=md,

und damit m | n, wie behauptet.
o < Es gelte m | n, d.h. es gibt ein d € N mit n = dm. Damit erhalten wir:

m
acfFm = o =a =
2m m m m
s ap = (ap )p = ap = =t
3m 2m m m
s ap = (ap )p = ap = e
n dm (d—1)m _, m m
— ap = ap = (ap )p = ap = —

- OlE]Fpn

Dies beweist Fpm C Fpn.
(4) Fiir d € N gilt:

de g ]Fpm N ]Fpn — ]de g Fpm und de g ]Fpn <~
< d|mundd|n <<= d]|ggT(m,n).

Da der Durchschnitt F,m» NF,» ein Koérper ist, folgt die Behauptung aus der letzten Aquivalenz.
FpmFpn ist das Kompositum der beiden Kérper. Fiir d € N gilt:

FymFpn CFpa <= Fpm CFpaund Fpn CFpa <
< m|dundn|d <<= kgV(m,n)]|d.
Wie eben folgt die Behauptung. B

Wir betrachten nun einen Koérper F,» und sammeln dafiir obige Aussagen:
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SATZ. Sei p eine Primzahl und n € N. Dann ist
Gal(Fpn |Fpy) = (m) mit ord (1) = n.

(1) Die Unterkorper von Fyn sind genau die Korper F,a mit d | n.
(2) Giltde N und d|n, so ist

7'(d
Fou =Fon ', [Fpa:F,]=d
(3) Sei B € Fyn. Dazu sei d € N minimal mit

7(B) = B,

also sind die Elemente B,m(B3), ..., 7 Y(B) paarweise verschieden. Dann gilt

dln, F,(8)=F%" und [F,(8):F,]=d.
Definiert man
f=@=p)x—m(B)(x—7*B))...(x—x(B)),

so hat f Koeffizienten in F), und ist das Minimalpolynom von 3 diber IF,.

Beispiele: Wir betrachten ein paar Unterkorperdiagramme:
(1) Ist n = £ eine Primzahl, so hat n genau die Teiler 1,£. Es gibt nur die Unterkérper F), und F.:

Beispiele sind n = 2,3,5,7,...
(2) Ist ¢ eine Primzahl und n = 2, so hat n die Teiler 1,¢,¢>. Es gibt also die Unterkdrper F,, F

und ]Fpgz :

Beispiele sind n = 4,9, ...
(3) Ist n = €15 mit zwei verschiedenen Primzahlen ¢; und ¢s, so hat n genau die Teiler 1, 1, £o, £14s.
Wir erhalten folgendes Unterkorperdiagramm:

szlzz

X
t2 F e,
]Fpl{l L2
PN
IFP

Beispiele sind n = 6,10, 15,...
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(4) n = 12. Die Teiler von 12 sind 1,2,3,4,6,12. Wir erhalten folgendes Unterkérperdiagramm:

FPIZ

X

3 Fpe
Fps 2
3
2 Fps
Fp2 3

N

Fp

Beispiel: Das Polynom f = 2° 4+ 2 4 2 € Fs[z] ist irreduzibel, also ist Fj6 = Fp, () mit f(a) = 0. Es ist

o’ =3+ 4a.
e Wir betrachten 8 = a + 72(a) + 7*(«a). Es ist
B = 3a+3a%+4at+20°,
m(B) = 2a+2a®+a* +3a°,
m2(B) = B.

Es ist

f=(z—B)(x—n(B) =2 +2 € Fsla].
e Wir betrachten v = o + m3(a). Es ist

v = a+a® =2a+ 30+ 40 + 20 + ad,
m(y) = P =a+a®+ad+at+20°,
(7)) = 2a+a®+2a* +20°,
™) = 7.

Es ist
g=(zx—7)(&—7(y)(x—-n(y) =2 + z +4 € Fs[z].

Die Teilkorper von F,» sind
F,a, wo d alle Teiler von n durchlduft.

Der folgende Satz gibt eine Formel fiir die Teileranzahl, wenn man die Primfaktorzerlegung von n kennt:

SATZ. Ist n € N mit der Primfaktorzerlequng

_ €1 €
n=gq"...q"

(mit paarweise verschiedenen Primzahlen qi,...,q, und ey, ..., e, € N), so ist die Menge der Teiler von
n genau

{deN:d|ny={¢"... ¢ :0<d; <e; firi=1,...,r}.
Fiir die Anzahl der Teiler folgt

HdeN:d|n}| = (e1 +1)...(er +1).
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Beispiel: n = 12 hat die Teiler 1,2, 3,4, 6,12, die Anzahl ist 6. Nun ist 12 = 22 3. Die Formel des Satzes
liefert ebenfalls die Anzahl (2+1)-(1+1) =6.

SATZ. Sei p eine Primzahl. Sei (bei festem p) a,, die Anzahl der irreduziblen normierten Polynome aus

Fplz] vom Grad n. Dann gilt:
pt = Z dag.
d|n

Beweis: Sei I; die Menge der normierten irreduziblen Polynome vom Grad d.
(1) Wir betrachten
Z:U U{aer:f(a)zO}.
dln f€lq
Da verschiedene irreduzible normierte Polynome keine gemeinsamen Nullstellen haben, steht
auf der rechten Seite eine disjunkte Vereinigung, sodass folgt

=33 HaeFy: fla) =0} =3 3 d= 3 dlt = Y daa.
dln f€lq dln f€lq d|n d|n
(2) Wir wollen zeigen, dass gilt Z = Fyn.
e C: Sei @ € Z. Dann gibt es einen Teiler d | n und ein irreduzibles normiertes Polynom f
aus Fp[z] vom Grad d mit f(a) = 0. Dann ist F),(a)|F, eine Kérpererweiterung vom Grad
d, also F)(a) = F,a. Aus d | n folgt dann Fa C Fyn und damit o € Fpn.
e DO Sei a € Fpn. Dann ist F,(«) ein Unterkorper, es gibt also einen Teiler d | n mit F, () =
F,a. o hat also Grad d iiber IF,. Das Minimalpolynom f von « hat Grad d und « als
Nullstelle. Da es aulerdem normiert und irreduzibel ist, folgt a € Z.
(3) Damit erhalten wir nun
P = [Fyn| = 121 = 3 daa,
dln
was wir zeigen wollten. B

Beispiele:
(1) Die irreduziblen normierten Polynome vom Grad 1 sind = + a mit a € Fp, es gibt also p Stiick,
d.h.

ay = p.
(2) Fiir n = 2 erhalten wir
p? = Zdad = a1 + 2a2 = p+ 2aq,
2

also

(3) Ist ¢ eine Primzahl, so gilt

pe = Zdad =ay + lap = p + Lay,
dle
woraus

ap
folgt.
(4) Fiir n =4 gilt
p4 = Zdad = a1 + 2as + 4ay :]H—(p2 —p) +4ay :p2+4a4.
dj4
Also gilt
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Bemerkungen:

(1)

Die Beispiele zeigen, dass man die Zahlen a,, rekursiv mit Hilfe der Formel
= e,
d|n

berechnen kann.
Es gibt auch eine systematische Moglichkeit, die Zahlen a,, zu berechnen. Dazu benutzt man die
Moé6bius-Umkehrformeln. Die Mébius-Funktion p: N — {0,1, —1} wird definiert durch

(n) = 0, falls n durch das Quadrat einer Primzahl teilbar ist,
o= (=1)", falls n = p;...p, mit verschiedenen Primzahlen p;.

Ist f : N — C eine Funktion und definiert man g : N — C durch

g(n) =>_ f(d),
d|n

so gilt

F(n) =Y u(3)9(d),
d|

man erhélt also f wieder aus der Funktion g.
Als Anwendung withlen wir f(n) = na,. Dann ist

g(n) =Y f(n) = dag=p".
d|n d|n
Die Mobius-Umkehrformeln liefern

n
nan =Y p(-)p",

d|n

also )

_ Ny d

d|n

Beispielsweise ist

1 4,4 1 0 2 4 1 2 4 pt—p°
== —)p®=-(u4 2 1 =- (- =
as 4Zu(d)p 1 (1@p" + p(2)p* + p()p*) = 7 (=0 +1%) 1

dj4
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