Exkurs: Zur Irreduzibilitit der Polynome z™ — a

Sei K ein Korper, a € K und n € N. Die Irreduzibilitidt des Polynoms 2™ — a € K|z] ldsst sich einfach
charakterisieren:

SATZ. Sei K ein Korper, a € K und n € N. Dann sind folgende Aussagen (1) und (2) dquivalent:
(1) 2™ — a € K[x] ist irreduzibel.
(2) Fiir alle Primteiler p von n ist a € KP und zusitzlich a & (—4) - K* im Fall 4 | n. (Dabei ist
KP={c?:ce K} und (—4)-K* ={-4c*:c€ K}.)

Die Beweisrichtung (2) = (1) braucht einige Vorbereitungen.

LEMMA (Ap). Sei K ein Korper, p eine ungerade Primzahl, a € K mit
a & K(a)P.
Sei b € K mit b° = a. Dann gilt:
(1) K(a) € K(b).

(2) [K(b): K(a)] =p.
(3) Ngw)|k(a)(b) =a
(4) bg K(b).

Beweis:

(1) Wegen a = b” gilt @ € K(b), und damit K(a) C K(b).

(2) Seid=[K(b): K(a)]. Da b Nullstelle des Polynoms z? — a € K (a)[z] ist, gilt d < p. Aus b’ = a
folgt durch Normbildung

Nx )i (a) (B)" = a’.
Wire d < p, so wire ggT(p,d) = 1, es giibe also u,v € Z mit up + vd = 1. Dies wiirde
a=a""t" = (a") - (a?)" = (a")" - (Ng(w) () (D))" = (a" - Nk ) (0)")"

implizieren, also a € K(a)?, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist d = p, wie behauptet.

(3) Wegen v = aund [K(b) : K(a)] = pist 2P —a € K (a)[z] das Minimalpolynom von b iiber K (a).
Es stimmt mit dem charakteristischen Polynom von b iiber K (a) iiberein. Das charakteristische
Polynom ist

p ungerade

Xok (@) () = 2" =SSPy r(a) ()2 + -+ (1) Ngy @ @) © =
= 2" = Spg)k(a)(®) + = Nr@)x@)(b).
Aus 2P — a = X4,k (a)(2) folgt sofort N x(a)(b) = a.
(4) Wére b € K(b)P, so gébe es ein ¢ € K(b) mit b = . Mit (3) folgt
a=Ng@)Kr(@)(b) = Nxp)x@(c)’, also a€K(a),
ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt b ¢ K (b)P, wie behauptet. B

Im Fall p = 2 stimmen die Aussagen (3) und (4) vor Lemmas Ap im Allgemeinen nicht. Daher muss das
Lemma etwas modifiziert werden.

LEMMA (A2). Sei K ein Kérper, a € K mit
ag K(a)? und a¢(—4) K(a)
Sei b € K mit b*> = a. Dann gilt:
(1) K(a) C K(b).

(2) [K(b): K(a)] =2.
(3) Ng(w)|x( a)(b> —a.
(4) b & K(b)*.
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Beweis:

(1)
(2)

b (—4)- K(b).

Wegen b? = a gilt @ € K(b) und damit K(a) C K(b).

Da a kein Quadrat in K (a) ist, besitzt das Polynom 2? — a € K(a)[z] keine Nullstelle, ist also
irreduzibel. Nun ist b eine Nullstelle des Polynoms. Daher ist das Polynom das Minimalpolynom
von b iiber K (a), woraus sofort

[K(b) : K(a)] =2

folgt.
1,b ist eine K (a)-Basis von K (b). Wegen

()= ()= ()= o) 6)

0 1
NK(b)|K(a)(b) = det (a 0) = —a.

Annahme: Es ist b € K(b)%2. Wegen [K(b) : K(a)] = 2 ist 1,b eine K (a)-Basis von K (b), es gibt
also u,v € K(a) mit

ist

b= (u+vb)?.
Multipliziert man den Ausdruck aus, so ergibt sich
b= (u® +v3a) + 2uwvbd,
sodass Koeflizientenvergleich die Gleichungen
1=2uw und w?’+0%a=0
liefert. Die erste Gleichung liefert v = ﬁ, die zweite damit

2

a= 75—2 = —u?. (%)2 = —u? - (2u)? = —4u’.
Dies widerspricht aber der Voraussetzung a ¢ (—4) - K(a)*. Die Annahme war also falsch, es
gilt also b ¢ K (b)?, wie behauptet.
Annahme: b € (—4) - K(b)*. Dann gibt es ein ¢ € K(b) mit b = —4c*. Normbildung liefert mit
Nk @)k (a)(b) = —a

—a = Ng()K(a) (0) = Ni(v) i (a) (—4¢") = 16N k(1) (a) ()
damit
1= 16N e (1) K (a) (€)*

a

)

also (mit a = b?)
2
b= —4c

1 _ WNkor@(©* ) 4 (8NK<b>K<a> (c)?- 62>
a b

Dies steht aber im Widerspruch zur Aussage, die wir gerade in (4) gezeigt haben. Die Annahme
war also falsch, es gilt daher b & (—4) - K (b)*, wie behauptet. ®

LEMMA (B). Sei K ein Korper, a € K und p eine Primzahl. Wir setzen voraus:

a & KP im Fall p > 2,
ag K? und a & (—4) - K* im Fall p = 2.

Wir definieren rekursiv eine Folge (a;);>0 mit a; € K wie folgt: Es sei ag = a. Ist a; bereits definiert, so
wdhlen wir ein Element a;+1 € K mit af_H = a;. Zusammengefasst:

ap=a, ab, ., =a; firi>0.

(Die Folge (a;)i>0 ist dadurch nicht eindeutig bestimmt.) Dann gilt:

(1)

e a; & K(a;)P im Fall p > 2,
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o a; ¢ K(a;)? und a; & (—4) - K(a;)* im Fall p = 2.
(2) [K(aiv1) : K(a;)] = p.
(3) [K(a) K] =p'.
(4) Das Polynom af — a € K|x] ist irreduzibel fiir alle i € N.

Beweis:

(1) Wir beweisen die Aussage durch Induktion.
o Induktionsanfang: Dies ist genau die Voraussetzung, die wir fiir ag = a gefordert haben.
o Induktionsvoraussetzung: Wir setzen nun voraus, dass fiir ¢ die Aussage stimmt, d.h.

a; ¢ K(a;)? und zusitzlich a; € (—4) - K(a;)* im Fall p = 2.
o Induktionsschluss: Aus den Lemmas Ap und A2 folgt dann sofort
ait1 € K(aiy1)P und zusitzlich a; 11 € (—4) - K(a;11)* im Fall p = 2.
Damit ist die Behauptung durch Induktion bewiesen.
(2) Dies steht in den Lemmas Ap und A2.
(3) Dies folgt sofort aus (2):
[K(ai) : K] = [K(a:) : K(ai-1)] - [K(ai-1) : K(ai-2)] -+ [K(a1) : K(ao)] = p".
(4) a; ist Nullstelle des Polynoms :cp —a. Da a; nach (3) Grad p’ hat, hat das Minimalpolynom von
a; iiber K Grad p'. Dabher ist 2P" —a das Minimalpolynom von a; iiber K. Da Minimalpolynome
irreduzibel sind, ist 27" — a € K[z] irreduzibel. ®

Wir kénnen nun die Richtung (2) = (1) unseres Satzes beweisen. Wir schreiben die Aussage nochmals
auf:

SATZ ((2) = (1)). Sei K ein Korper, a € K und n € N mit der Eigenschaft
a & KP fiir alle Primteiler p von n

und zusdtzlich
ad (—4)-K* im Fall 4 | n.
Dann ist 2" — a € K[z] irreduzibel.

Beweis: Sei

n=p'...pir
die Primfaktorzerlegung von n. Sei o € K eine Nullstelle des Polynoms 2™ — a. Dann ist a” = a, und
damit fiir alle i € {1,...,r}

€i

n p;
o
i = aQ.

Das Element a”:' ist also Nullstelle des Polynoms a?:' — a € Kz].

e In den Féllen p; > 2 und p; = 2,e5 > 2 ist das Polynom 2P — q irreduzibel nach dem letzten
Lemma.

e Im Fall p; = 2,¢; =1 ist das Polynom z
die Voraussetzung a ¢ (—4) - K* nicht.)

2 — g irreduzibel wegen a ¢ K?. (Hierfiir braucht man

n
Daher ist #Pi" — a das Minimalpolynom von a?:* iiber K, sodass
n

K(am") : K] = pf*
folgt.

n

Da die Grade [K (o) : K] = p¢' paarweise teilerfremd sind, gilt

K(a?,...,aﬁ):}(] =pit...pir =n.

r

Wegen K(a",...,a"" ) C K(a) folgt
[K(«a) : K] > n.
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Da aber o Nullstelle von =™ — a ist, gilt natiirlich auch [K(«) : K] < n. Zusammen ergibt sich
[K(a) : K] =n.

Dann ist aber ™ — a das Minimalpolynom von « iiber K, also irreduzibel. B

Die Umkehrung des Satzes ist einfacher:

SATZ ((1) = (2) bzw. nicht (2) impliziert nicht (1)). Sei K ein Kdrper, a € K und n € N.
(1) Ist p ein Primteiler von n und a € K?, d.h. a = ¢? fiir ein ¢ € K, so ist xv — ¢ ein Teiler von
x" — a, insbesondere ist " — a reduzibel.
(2) Im Fall4 | n und a € (—=4) - K*, d.h. a = —4c* fiir ein c € K, gilt
2" —a= (2% + 2t +2) (% — 2cz® + 2%,

insbesondere ist x™ — a reduzibel.

Beweis:
(1) Wir schreiben n = pm und a = ¢P. Setzen wir in die Zerlegung
Y= =y =)Wy ey T
y = x™ und z = c¢ ein, so erhalten wir
(P = e = (@™ = (@ ),
also
2" —a=(zv —e) (@Y 44 P,

was die Behauptung beweist.
(2) Wir schreiben n = 4m und a = —4c*. Es gilt

yt +4ct = (y? 4+ 2cy + 2¢%) (y* — 2cy + 267).
Setzen wir y = 2™ und a = —4c* ein, so ergibt sich
" —a = (2™ + 2ca™ + 2¢2)(2®™ — 2ca™ 4 2¢?),

also
2" —a= (% + 2t +22)(x? — 2cxt + 2%,
wie behauptet. &

Damit ist der zu Beginn angegebene Satz bewiesen.
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