Vorlesung ,, Korpertheorie“ (Sommersemester 2024 )

Ubungsblatt 1 (17.4.2024-24.4.2024)

Mit P werden Prasenzaufgaben, mit H Hausaufgaben bezeichnet.
Prasenzaufgaben

Aufgabe P1: (Inspiriert von Teilen einer Staatsexamensaufgabe)

(1) Berechne das (multiplikative) Inverse von 437 im Korper Foi;.
(2) Sei p > 3 eine Primzahl und K ein Kérper mit p? Elementen. Zeige, dass die multiplikative
Gruppe K* ein Element der Ordnung 12 enthélt.

Aufgabe P2: Wir betrachten die komplexen Zahlen

14+5 Boi =Lt
2 =k 7T

Bestimme normierte Polynome f, g, h € Q[z] mit

fla)=0, ¢(B)=0, h(y)=0
und zeige damit, dass die Zahlen «, 3, algebraisch iiber Q sind.

S

a= 7.

Aufgabe P3: Zeige mit Hilfe des Satzes von Hermite-Lindemann, dass fiir alle von 1 verschiedenen,
positiven rationalen Zahlen ¢ der Logarithmus In(g) eine (iiber Q) transzendente Zahl ist.

Aufgabe P4: Fiihre in Q[x] Polynomdivision fiir nachfolgende Polynompaare (a, b) durch. (Als Ergebnis
erhilt man Polynome ¢,r € Q[z] mit @ = ¢b + r und grad(r) < grad(b).)

1) a=a3+222—z—1,b=2?+2-3

(2) a=323+222 —2—-1,b=52>+x—3

Aufgabe P5: Beweise, dass folgende Polynome irreduzibel iiber Q sind.
(1) f = x +a+11
(2) f=a*+222+2+1
(3) f—x —102% — 11z + 111
4 f= as - 923 +6
(5) f = x + 5

6) f — 5zt +102% — 1022 + 5z + 4

(Diese Aufgabe dient dazu, den entsprechenden Stoff aus der Algebra-Vorlesung in Erinnerung zu rufen.)
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Hausaufgaben]

Aufgabe H1: Sei L|K eine Korpererweiterung und £ € L\ K. Seien a,b,c,d € K mit ad — bc # 0.

(1) Zeige, dass c€ +d # 0 ist. (Daher ist Zg_tg definiert.)

(2) Zeige, dass ‘clgis Z K gilt.
(3) Zeige, dass —c- zgis +a # 0 ist.
(4) Nach (3) ist
+b
d- %50 —b
aé—+b
- c£€+d +a
definiert. Vereinfache die Darstellung.
(5) Zeige:
a&+b
K¢ =K .
© = K

Aufgabe H2: Sei K ein Koérper, x eine Unbestimmte iiber K und K(z) der Quotientenkérper des
Polynomrings K|[z]. Zeige:
(1) Fiir m,n € N gilt
K@) C K™ < m|n.
(2) Fiir m,n € N gilt
K@")=K(@™) <<= m=n
(3) Die Korpererweiterung K (x)| K besitzt unendlich viele Zwischenkorper.

Aufgabe H3: (Nach einer Staatsexamensaufgabe) Sei f = 2%+ 52%+5 € Q[X] und a € C eine Nullstelle
von f.

(1) Dividiere in Q(c)[z] das Polynom f durch z? — a?. Welche Zerlegung von f erhilt man?

(2) Zeige, dass die Gleichung (a® + 3a)? = —(5 + o?) gilt.

(3) Zerlege f in Q(a)[x] in Linearfaktoren.

1Abgabe der Hausaufgaben bis 24.4.2024, 10:00 Uhr in den Ubungskisten oder in den Ubungsgruppen



