KAPITEL 3

Kurvenintegrale

1. Kurven
Eine Kurve K wird bei uns durch eine Parametrisierung
v:[a,b] = R"”
gegeben, wobei 7y eine stetige Abbildung sein soll. Manchmal bezeichnet man auch die Bildmenge
{r(t) : t € [a, 0]}

als Kurve. Dabei heifit v(a) der Anfangspunkt, v(b) der Endpunkt der Kurve K, wir denken uns also
die Kurve mit einer Orientierung versehen. Stimmen Anfangs- und Endpunkt iiberein, spricht man von
einer geschlossenen Kurve. Eine Kurve kann durch unterschiedliche Parametrisierungen dargestellt
werden. Mitunter findet man statt Kurve auch die Bezeichnung Weg.

Beispiele:
(1) 7 :[0,27] — R? mit

[ cos(t)
() = (Sin(t))
liefert einen Kreis in der Ebene mit Mittelpunkt (a,b) und Radius 1. Allgemeiner definiert

RS UM etiv)

einen Kreis in der Ebene mit Mittelpunkt (a,b) und Radius r.

8

\ 2 a 3

2

(2) Die Strecke von a nach b, wo a und b zwei Punkte im R" sind, ldsst sich durch
~v:[0,1] = R™ mit y(t) =a+t(b —a)

beschreiben. Man kann die Strecke aber auch anders parametrisieren. Sind t1,ts € R mit t; < to,
so beschreibt die Parametrisierung

-1
~ 1 [t1,ta] — R” mit v(t) = a+ tl (b —a)
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3. KURVENINTEGRALE

die gleiche Strecke.

(3) Durch

cos(t)
7 : [0,107] — R?® mit y(t) = | sin(¢)
2t

wird eine Schraubenlinie im R?® definiert.

10 -1.00

(4) Wir betrachten das Rechteck R mit den Eckpunkten (1,1), (4,1), (4,2), (1,2).

3L

0.5

Wir wollen den Rand OR als Kurve beschreiben, wobei wir mit dem Punkt (1,1) beginnen
und im mathematisch positiven Sinn um das Rechteck herum gehen. Es gibt hier verschiedene
Moglichkeiten. Wir beschreiben eine M6glichkeit: Wir wollen haben

=) 0=, =) -3 0-C)
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Mit obiger Formel fiir die Streckenparametrisierung erhalten wir daher

~v(t) = G) +t(g> tir t € 0, 1],

+(t—1) (2) fiir ¢ € [1,2],

2
—~

o~
~—

+(t—2) (_03> fiir t € [2, 3],

=2
~—~
N
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+(t—-3) (_01> fiir t € [3,4].
Zusammenfassend erhalten wir
1

t3t> fiir 0 <t <1,

4
t) fir 1 <t<2,

- 10,4] — R? mit ~(t) =
7y : [0, 4] y(t) 05\
5 fir 2 <t <3,

1
fir3 <t<4.
5—1

Sei K C R™ eine Kurve parametrisiert durch + : [a,b] — R™. Sind die Komponenten von

7(t)

differenzierbar bzw. stetig differenzierbar, so nennt man die Kurve differenzierbar bzw. stetig diffe-
renzierbar. In diesem Fall ist die Ableitung der Vektor

(1) = Sy(t) = im T (3t + 1)~ (1)) =

V()

Beschreibt (t) den Weg eines Teilchens, so nennt man den Vektor 7/(t) auch den Geschwindigkeits-
vektor. Wichtig ist auch der Betrag des Geschwindigkeitsvektors

I @l = \/(%(t))2 +o ()2

Man nennt die Kurve bzw. die Parametrisierung = : [a,b] — R™ glatt, wenn +/(t) # 0 fiir alle ¢ € [a, ]
gilt. (Anschaulich: Das Teilchen bleibt nie stehen.)

Beispiel: Wir betrachten die Kurve

~:[0,27] = R mit () = <3 cos(t) + 2sin(2t) + 3cos(3t)> .

sin(t) — 2 cos(2t)
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Das Bild zeigt die Kurve und den Geschwindigkeitsvektor fiir t = 3.8.

)

(Der griine Punkt ist der Anfangs- und Endpunkt der Kurve.) Das folgende Bild zeigt die Funktion
t— || (@) fiir 0 <t < 2

Man kann nicht immer erwarten, dass die Parametrisierung v : [a,b] — R™ einer Kurve immer stetig
differenzierbar bzw. glatt ist, wie beispielsweise bei obigem Rechteck. Man sagt, die Parametrisierung
v : [a,b] = R™ bzw. die zugehorige Kurve ist stiickweise stetig differenzierbar bzw. stiickweise
glatt, wenn es eine Partition

a=ty<ti1 <ty <---<t,=b

des Intervalls [a, b] gibt, sodass die Einschrinkung von ~ auf jedes offene Intervall (¢;,¢;,—1) stetig differen-
zierbar bzw. glatt ist. Mit anderen Worten, man ldsst zu, dass v an endlich vielen Stellen des Intervalls
[a, b] nicht differenzierbar ist.

Orientierung: Beschreibt die Parametrisierung = : [a,b] — R™ die Kurve K, so gibt es einen Anfangs-
punkt y(a) und einen Endpunkt ~y(b), man durchliuft also K von «(a) nach ~y(b). Dies definiert eine
Orientierung. Man kann die Kurve auch riickwérts durchlaufen. Definiert man

5 : [-b,—a] = R"™ mit 5(¢) = v(—t),

so erhélt man die riickwérts durchlaufene Kurve, die wir auch mit —K bezeichnen.

Andern der Parametrisierung: Ist eine Kurve K durch die Parameterdarstellung
v:[a,b] = R"”
gegeben, so kann man die Parametrisierung leicht &ndern, wofiir wir nur ein paar Beispiele angeben:
e Durchléuft ¢ das Intervall [0, 1], so durchlduft a 4+ ¢(b — a) das Intervall [a, b]. Daher ist auch
711 [0,1] = R™ mit 1 (t) = v(a + (b — a))

eine Parametrisierung der Kurve.
e Durchléduft ¢ fiir ¢ € R das Intervall [a — ¢,b — ¢], so durchlduft ¢ + ¢ das Intervall [a, b]. Daher
ist auch

Y2 i [a—¢,b—c] = R" mit y(t) = y(t + ¢)

eine Parametrisierung der Kurve.
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Aneinandersetzen von Kurven: Sind K; und K> Kurven, sodass der Endpunkt von K; mit dem
Anfangspunkt von K5 iibereinstimmt, so kann man die Kurven zusammenfiigen, was auch mit K; + K»
bezeichnet wird. Indem wir die Parametrisierung der einzelnen Kurven abdndern, kénnen wir auch eine
gemeinsame Parametrisierung finden. Dies lasst sich sofort auf mehrere Kurven ausdehnen.

Beispiel: Man betrachte den Rand des obigen Rechtecks R. Hier wurden vier Strecken (Kurven) durch
geeignete Parameteranpassung zusammengefiigt.

2. Skalares Kurvenintegral

Ist K C R™ eine Kurve, die durch eine Parametrisierung v : [a, b] — R™ gegeben ist, und f : K — R eine
stetige Funktion, so definiert man das skalare Kurvenintegral von f ldngs der Kurve K durch

/Nb/f DI (1)t

Beispiel: Sei K der obere Einheitshalbkreis, den wir durch

v :[0,7] = R? mit y(t) = <C?S(t))

sin(t)

parametrisieren, und

f:R?* = Rmit f(z,y) =y.

L
-1 0.5

Wir wollen das Kurvenintegral | 5 Jds berechnen:

yds sy @l = [ sinl ("o lar= [ singoyie =
. o (t o

= cos( Ni—g = — cos(m) + cos(0) = 2.

Bemerkung: Sind 7, : [a,b] = R"™ und 75 : [c,d] = R" zwei glatte Parametrisierungen der Kurve K, so
gilt

b d
/f(’h(t))\\%(t)lldt:/ Fr2(®)llva ()l dt,

d.h. das skalare Kurvenintegral f i Jds ist unabhéngig von der Parametrisierung definiert.

Bemerkung: Setzt sich K aus den Kurven K7 und K5 zusammen, d.h. K = K; + K5, so gilt

/ fds = fds+ fds.
Ki+Ka K Ko

Dies ist hilfreich in vielen Anwendungen.
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Beispiel: Die Kurve K entstehe, indem wir vom Punkt (5,0) auf der a-Achse zum Punkt (3,0) gehen,
und dann auf dem unteren Halbkreis mit Mittelpunkt (4,0) und Radius 1 zuriick zu (5,0) gehen.

o —t

. . .
35 4 4.5
o2l
0.4 -
0.6 -

0.8

afk

Wir wollen fiir f(z,y) = +y das Kurvenintegral || i Jds berechnen. Wir betrachten dazu die Teilkurven.
e Die Strecke von (5,0) nach (3,0) erhalten wir durch

0= ()2(() () - () oo

Y (t) = (02> und |7, (8)]| = 2.

Es folgt, wenn wir die Kurve mit K bezeichnen

1 1
fds = f(5—2t,0)-2dt:/ (5—2t)-2dt =--- =8
K1 t=0 t=0

Hier gilt

e Den Halbkreis erhalten wir durch

2= (3) + (S0)) = (i) o< 2w

250 = () wnd g0 = 1.

Wenn wir diesen Kurventeil mit K5 bezeichnen, erhalten wir

2m 2m
fds = f4+ cos(t),sin(t)) - 1dt = / (4 + cos(t) + sin(t))dt = - - - = 47 — 2.

Ko t=m t=m

Hier ist

Damit erhalten wir fiir das gesamte skalare Kurvenintegral

/fds: fds + fds =8+ (4 — 2) = 6 + 4.
K K Ko

Bemerkung: Durchlduft man die Kurve K riickwirts, so dndert sich der Wert des skalaren Kurveninte-

grals nicht:
/ fds = / fds.
-K K

Linge einer Kurve: Ein wichtiger Spezialfall des Kurvenintegrals 1. Art ist die Berechnung der Léinge

einer Kurve K: ,
)= [as= [ /(o)
a

wenn v : [a,b] = R™ eine Parametrisierung der Kurve ist.

Beispiele:
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(1) Was ist die Linge der Verbindungsstrecke zweier Punkte a,b € R™, wenn wir die angegebene
Formel benutzen? Eine Parametrisierung ist

~v(t) =a+t(b—a) fiir t € [0,1].
Dann gilt
V(t)=b-a, also [7(t)]=[b-al.
Wir erhalten als Lange der Strecke K
1 1
) = [ as= [ ede= [ b alae=[b-al.
K t=0 t=0

wie es sein sollte.
(2) Wir betrachten die Schraubenlinie X mit der Parametrisierung

cos(t)

v :[0,27] = R3 mit y(¢) = | sin(?)
h

5=1
2m

(K entsteht also aus dem Einheitskreis, indem man den Endpunkt auf die Hohe h nach oben

zieht.)
Es ist
— sin(t) 5 3
Y (t) = | cos(t) und [y (@)] = \/(— sin(t))? + (cos(t))? + (5-)* = \/1 +(52)%
h 2T 2
27
Damit gilt

E(K):/de:/:z ||7’(t)dt=/02wq/1+(2};)2dt:27r\/1+(2];)2.

3. Vektorielles Kurvenintegral

Bemerkung: Eine vektorwertige Funktion F bezeichnet man auch als Vektorfeld. Zur Veranschauli-
chung kann man an jeden Punkt x den Vektor F(x) ,anheften®.

Beispiele:
(1) Wir betrachten
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erhalt man

(2) Fiir

NANNSS~— o
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erhalt man

(3) Fiir

GmQ X

[l ]|?
wobei G die Gravitationskonstante ist. Auf einen Korper mit Masse mp, der sich am Ort x

befindet, wird dann die Kraft

F = -—mpg(x)

(4) (Gravitationsfeld) Ist ein Massenpunkt mit Masse mg im Nullpunkt konzentriert, so erzeugt er
ein Gravitationsfeld
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ausgeiibt. Wir betrachten beispielhaft
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In der z-y-Ebene sieht das Bild so aus:

NS AN N

ey

P AN TRETURNNEN

-
S

1

,,,,,

.....

Vektorielles Kurvenintegral: Ist K C R"™ eine

Kurve parametrisiert durch v : [a,b] — R™ und

F : K — R" eine stetige Abbildung, also ein Vektorfeld, dann heifit

b
/F-ds:/
K t=a

F(y(t)) -+ (t)dt

das Kurvenintegral iiber das Vektorfeld F lings der Kurve K. Dabei meint F(y(t)) - 7/(¢) das Skalar-

produkt der Vektoren F(v(t)) und +/(t).

Bemerkungen:
(1) Es ist
F(y(#) -7 () = [F(@) - 1V @)1 - cos <(F (y(£)), 7' (1))
(2) Ist
Fi(x) Y1(t)
Fx)= | wd )= |,
F(x) Y (t)
so gilt

Bemerkungen:
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(1) Aus der Physik kennt man die Formel ,, Arbeit = Kraft x Weg*. Dies lidsst sich mit dem Kur-
venintegral so formulieren: Bewegt sich ein Teilchen in einem Kraftfeld F ldngs einer Kurve K,
so ist die verrichtete Arbeit

W = / F - ds.
K

(2) Bei der Integralform der Maxwellgleichungen der Elektrodynamik kommt

H-ds und j{ E-ds
A A

vor, wo H die magentische Feldstédrke und E die elektische Feldstérke bezeichnet.

Beispiele:

(1) Wir betrachten den oberen Einheitshalbkreis, der sich durch

5 0,7] — B2 mit y(t) = (Zifg;)

parametrisieren lisst, und das Vektorfeld

h
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Es ist
~ [cos(t) 1 [ —sin(t)
PO0) = (Gtr)) w70 = (o).
also F(y(t)) - v/(t) = 0, d.h. hier steht das Vektorfeld senkrecht auf dem ,, Geschwindigkeitsvek-

tor“, woraus sofort
/ F-ds=0
K
folgt.

(2) Wir betrachten wieder den oberen Einheitshalbkreis mit der Parametrisierung
) 2 . [ cos(t) 1o [ —sin(t)
v : [0, 7] = R* mit v(¢t) = (sin(t)) und ~'(t) = ( cos(t) )

Nun schauen wir uns das Vektorfeld
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an. Hier gilt

Es folgt
2y [T (2sin(¢) —sin(t) T a2 N T
/K (33&) ds = /t:O <3(:os(t)) < cos(t) dt = ; (—2sin(t)” + 3cos(t))dt = --- = 5"
(3) Wir wollen nun den oberen Halbkreis des letzten Beispiels in umgekehrter Richtung durchlaufen.
Dies koénnen wir erreichen, indem wir in der Parametrisierung ¢ durch m — ¢ ersetzen:

5 :10,7] — R? mit §(¢) = (COS(W B “) und &'(t) = <_Sf;(s7gﬂ__’f)t)> .

sin(m —t)
Mit
2sin(m —t)

F((i)) = (gg) ergibt sich F(6(t)) = (3cos(7r t)> ,

[ )i = [ () (a0, -

also

= /ﬂ (2sin(m — t)2 — 3cos(m — t)z)dt u=mr—t
t=0
0
= /: (2sin(u)? — 3 cos(u)?)(—du) =
= /u=0(2 sin(u)? — 3 cos(u)?)du = --- = -5

Hier gilt also

/ F-ds:—/F-ds.
-K K
Bemerkung: Fiir das vektorielle Kurvenintegral gilt allgemein:

/ F-ds:—/ F - ds.
-K K

Dies ist anders als beim skalaren Kurvenintegral. Wie fiir das skalare Kurvenintegral gilt aber

/ F-ds:/ F-ds+/ F - ds.
Ki+K» K Ko

Andere Bezeichnungen: Sei
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und K gegeben durch die Parametrisierung

7y : [a,b] = R? mit y(t) = (ggg) ,

b /
e - {50 69)s-
b
— /a (P(a(t%ﬁ(t))a’(t) + Q(O‘(t)aﬂ(t))ﬂl(t)>dt,

Denkt man sich x = a(t), y = B(t), so ist de = o' (t)dt, dy = ' (t)dt und die letzte Formel schreibt sich
als so findet man auch die Bezeichnung

/ (P(x,y)dz + Q(,y)dy).
K

dann gilt

Beispiel: Sei K die Kurve, die auf der ,,Parabel“ y = 2 von (0,0) nach (1,1) liuft.

Das Kurvenintegral
/ ((@* =)o + (@ + y)dy)
K
soll berechnet werden. Als Parametrisierung der Kurve wahlen wir
7 :[0,1] = R? mit y(t) = (ttg) .

Wir koénnen also setzen
r=t y=1t, de=dt, dy=3t%dt

und erhalten

/K ((x2 —y)da + (z + y2)dy) - /io ((t2 — £3)dt + (t +1°) - 3t2dt> =

1
= / t* =+ 3>+ 3t%)dt = - =
t=0

In unserer urspriinglichen Schreibweise wiirde man schreiben

LE) -
- (1)

und eine Kurve K, die durch die Parametrisierung

7y : [a,b] — R? mit v(t) = <ggg>

(SN

Beispiel: Wir betrachten das Vektorfeld
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gegeben ist. (Man kann sich die Bewegung eines Teilchens in einem homogenen Gravitationsfeld vorstel-
len.)

Fiir das Kurvenintegral erhalten wir

[roas = [ (0 (50 a= [ o
= [-B(1)]i—, = Ba) = B(b).

Man sieht hier, dass das Ergebnis nicht von der speziellen Gestalt der Kurve, sondern nur vom Anfangs-
und Endpunkt abhéngt. Dieses Phdnomen betrachten wir im néchsten Abschnitt.

4. Gradientenfelder

DEFINITION. Ist F : G — R"” ein auf einer offenen Menge G C R™ definiertes stetige Vektorfeld, so heifst
F ein Gradientenfeld, wenn es eine stetig differenzierbare Funktion f : G — R mit mit
of
o1
F =grad(f), also F= :
of
Oxy

die Funktion f heifit dann eine Stammfunktion von F.

Eine fundamentale Eigenschaft von Gradientenfeldern ist, dass Kurvenintegrale iiber Gradientenfelder
wegunabhéngig sind:

SaTz. Sei F : G — R" ein Gradientenfeld mit Stammfunktion f : G — R, d.h. grad(f) = F. Dann gilt
fiir jede ganz in G verlaufende Kurve K mit Anfangspunkt P und Endpunkt Q

[ Fds=s@- ).
K

(Man spricht hier von Wegunabhdingigkeit des Kurvenintegrals.) Insbesondere ist das Integral iber jede
geschlossene Kurve 0.

Beweis: Sei 7 : [a,b] — R™ eine Parametrisierung der Kurve K mit v(a) = P und v(b) = Q. Schreiben
wir

71(2)
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so erhalten wir

af ,
b ox1 71(t)
/KF'C’S = /_ S RCT0 R I =
T\ 0
b b Wl(ﬁ)
— /t_a (;ﬂi( (t) i(t)+...+;)li(y(t))y;(t))dt:/t:aif( - |yae =
Yn(t)
nm\ 1’
= [f(l + ] = f(v(b)) = f(v(a)) = £(Q) — f(P),
'}/n(t) t=a

wie behauptet. B

Beispiel: Wir betrachten die (skalare) Funktion f:R™\ {0} — R mit
1 1

IES TR —
el a?+ -+ a2
Es gilt
of 9, 9 2y-1 L s 2y-3 Li
= .. = __. Sy = —
or, _ 0, (74 +ax,)" 2 5 (i +-+m,) 222 x]3
Damit folgt
(7 1
Vix)=— == X.
lzl® | - ]|
xn
Das oben erwihnte Gravitationsfeld ist von dieser Bauart.
Frage: Kann man einem Vektorfeld ansehen, ob es ein Gradientenfeld ist?
Iy
LEMMA. Ist G C R™ offen und F = | @ | : G = R™ ein Gradientenfeld, d.h. F = grad(f) mit einer
Fn
zweimal stetig differenzierbaren Funktion f: G — R, so gilt
oF; OF; L
= —2 fiir alle Indizes 1, j.
8(Ej 89@

Diese Gleichungen nennt man auch Integrabilititsbedingungen oder Integrabilititsbedingung,
wobei man sich natiirlich auf Indizes i < j beschrinken kann.

Beweis: Es ist

damit

OF _ 0 (01\ . O _ 0 (of
8xj - 8$j 8% axl - 8%1 &rj '
Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von f gilt

o*f 0%f
ﬁxiaxj - 8a:j8xi’

woraus sofort die angegebene Gleichung folgt. B
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15
Fy
Ist F=| : | : G— R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so sagt man, F erfiillt die Integrabi-
F,
litdtsbedingung(en), wenn gilt
oF; OF;
= —2 fiir alle Indizes i < j,
ij 81’7

und damit fiir alle Indizes 1, j.

Bemerkungen: Wir schreiben die Integrabilitdtsbedingungen fiir n = 2 und n = 3 aus:

(1) Fiir n = 2 schreiben wir
F g(x,

Die Integrabilitdtsbedingung lautet dann
dg _ Oh

oy oz’
(2) Fiir n = 3 lauten die Bedingungen
0F, 0F, O0F, 0F; O0F, OF;

Oxy  Ory’ Ovy  Ox1’ Oxs  Oxo
Fiihrt man die Rotation eines Vektorfelds durch
T T
rot(F) = | 2 - o
OF _ OFy
Ox1 Oxo

ein, so lassen sich die drei Gleichungen der Integrabilitdtsbedingung zu

rot(F) =0

zusammenfassen.

Leider ist die Integrabilititsbedingung nicht immer hinreichend fiir ein Gradientenfeld, wie folgendes
Beispiel zeigt:

Beispiel: Wir betrachten

F:R?\ {0} — R? mit F(x) = (ﬂ"‘if) .

175 5 5 2 & = = ==

...................

PR S
PR SN Y

...................

Man rechnet leicht nach, dass gilt

O( v \_y-w 0( =
oy \ 22+y?)  (22+y?)? Oz \a2+y?)’
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Die Integrabilitdtsbedingung ist also erfiillt. Nun betrachten wir den Kreis K, der durch

v :[0,27] — R? mit y(t) = <Z?§((g>

parametrisiert wird. Es ist wegen cos(t)? + sin(¢)? = 1
i — sin(t) (—sin(t)\ _ e 2
F(~(t) -~'(t) = ( cos(t) ) < cos(t) ) = sin(t)° + cos(t)® =1,
und damit

/KF-ds = /:Z F(y(t)) -~ (t)dt = /:Z dt = 2.

Da das geschlossene Kurvenintegral von 0 verschieden ist, kann das Vektorfeld F kein Gradientenfeld
sein.

Es gibt aber viele Félle, in denen die Integrabilitdtsbedingung auch hinreichend ist, und zwar, wenn der
Definitionsbereich des Vektorfelds keine ,,Locher” hat:

Konvexe Mengen, Sterngebiete, einfach zusammenhingende Mengen:

e Eine Teilmenge G C R"™ heifit konvex, wenn mit je zwei Punkten a und b auch die Strecke von
a nach b zu G gehort. Mathematisch formuliert:

abeG = a-+t(b—a)efirallete]|0,1]

1l

al

e Eine offene Teilmenge G C R™ heifit ein Sterngebiet, wenn es (mindestens) einen Punkt
m € (G gibt, sodass fiir jeden anderen Punkt p aus G die Strecke von m nach p ganz in G liegt.
Mathematisch formuliert:

peG = m+t(p—m)edfiralletel0,1].

Den Punkt m nennen wir dann auch einen Sternmittelpunkt.

1l

al

(Die rote Strecke soll aus G herausgenommen sein.)
Jedes konvexe Gebiet ist auch ein Sterngebiet, aber nicht umgekehrt.
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e Eine Verallgemeinerung von Sterngebieten sind die einfach zusammenhingenden Gebiete.
Wir geben keine mathematisch exakte Definition, sondern eine anschauliche: G ist einfach
zusammenhingend, wenn man jede geschlossene, ganz in G verlaufende Kurve innerhalb von
G auf einen Punkt zusammenziehen kann. G darf also keine ,,Lécher® haben. (Beispielsweise ist
R?\ {0} nicht einfach zusammenhingend.) Wir werden im Folgenden nicht weiter auf einfach
zusammenhéngende Gebiete eingehen.

Fy
SATZ. Ist G C R"™ ein Sterngebiet mit einem Sternmittelpunkt a, ist F = : G — R” ein stetig
F,
differenzierbares Vektorfeld, sodass die Integrabilititsbedingungen
gil = gij fiir alle Indizes i, j
erfillt sind, so ist ¥ ein Gradientenfeld, d.h. es gibt eine skalare Funktion f : G — R mit
F = grad(f).

Man kann beispielsweise wahlen
1
fx)= / Fa+t(x—a)- (x—a)dt.
0

(Einen Beweis des Satzes findet man fiir a = 0 bei Forster (Analysis 3. 8. Auflage. S.234) oder Heuser
(Lehrbuch der Analysis. Teil 2. 14. Auflage. S.386-387).)

Die Suche nach Stammfunktionen haben wir fiir n = 2 bereits bei exakten Differentialgleichungen ken-
nengelernt. Die folgenden Beispiele sollen nochmals illustrieren, wie man zu einem Gradientenfeld F eine
skalare Funktion f mit F = grad(f) finden kann.

Beispiele:
(1) Wir betrachten
6xy? — 3
P = (o5 a2

622y — 3xy?

2 2 3y _ 2_£ 2 2
ay(ﬁﬂcy —y7) =122y = 3y° = 5 (62"y — 3zy”)

gilt, ist die Integrabilititsbedingung erfiillt. Wir nehmen an, es gibt eine Funktion f(z,y) mit
V(f) = F und versuchen diese zu konstruieren. Es soll also gelten

0 0
of =62y’ —y®> und or = 622y — 3xy°.
ox dy
Wir integrieren
of 2 3
LGy —
o Ty Y

nach x und erhalten

fla,y) = 32°y* — a2y’ + c(y)
mit einer nur von y abhingigen Funktion c(y). Dann ist die erste Bedingung erfiillt. Nun setzen
wir in die zweite Bedingung ein und erhalten

0
622y — 3xy® + ¢ (y) = a—‘:}; = 62y — 3xy°.

Wiihlen wir ¢ = 0, so sind alle Bedingungen erfiillt. Zusammengesetzt: Fiir
f =32 — zy®
gilt grad(f) = F.
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(2) Wir betrachten

2223 + 6y
F(x,y,z) = | 6x—2yz

32222 — ¢

Man {iberpriift schnell, dass die Integrabilitdtsbedingungen erfiillt sind. Wir setzen nun an:

% =9272% + 6y, Z—ch = 6z — 2yz, Z—JZC = 373222 — y2.

Wir integrieren die 1. Gleichung nach x und erhalten:
fla,y,2) = a%2° + 6y + g(y, 2)
mit einer nur von y und z abhingigen Funktion ¢(y, z). Die zweite Bedingung liefert nun

of _ _ 99
i 6r — 2yz = 6x + ay(y,z).

Dies liefert die Bedingung
g—z(y,z) = —2yz.
Integration nach y ergibt
9(y, 2) = —y*2 + h(2)
mit einer nur von z abhéngigen Funktion h(z). Wir haben nun
f(z,y,2) = 222 + 6zy — y?2 + h(2).
Wir betrachten die 3. Bedingung:

% =32%2% —y? =322 — % + %(2)

Wir withlen h(z) = 0 und erhalten dann insgesamt
f(z,y,2) = 222° + 62y — y*2.
Man {iberpriift leicht, dass tatsichlich V(f) = F gilt.

Hier haben wir das Verfahren fiir n = 3 nochmals systematisch formuliert:

Bestimmung einer Stammfunktion fiir ein Vektorfeld in Dimension 3: Das Vektorfeld

Fy

erfiille die Integrabilitdtsbedingungen. Wir suchen nach einer Stammfunktion f. (Ist der Definitionsbe-
reich ganz R?, so wissen wir, dass eine Stammfunktion existiert.) Wir machen den Ansatz

T )

= F = —_—
Oz Ty vz

=F,.
e Wir betrachten die 1. Gleichung g—i = F,. Wir integrieren F), nach z:

fi(z,y, 2) :/Fx(:l:,y,z)dx.

Dann gilt
f(.’IJ,y,Z) = fl(CL',y7Z) +g(y7z)

wobei g nur von y und z abhéngt.



4. GRADIENTENFELDER 19

e Wir setzen f nun in die 2. Gleichung g—g = F), ein:

9fi 9y _

Anders geschrieben:

dg df1

—(y,2) = Fy(z,y,z) — —.
Die rechte Seite ist bekannt. (Die Integrabilitéitsbedingungen garantieren, dass die rechte Seite
nicht von z abhiingt.) Wir integrieren nach y:

g1(y,2) = / (Fy - %J;) dy.

Dann gibt es eine Funktion h = h(z) mit
9(y,2) = 1y, 2) + h(2).
Insgesamt erhalten wir

f(xvyaz) = fl(x’yvz) +91(y,Z) + h(Z)

e Wir setzen dies in die 3. Gleichung % = F, ein:

ofi  Og1 o,
-+ = =F
92 T o. T Pz *

Also

ofi  Og
() — i1 Yo
Wi(z) = F 0z 0z

Wieder garantieren die Integrabilititsbedingungen, dass die rechte Seite nur von z abhéngt.
Durch Integration nach z erhalten wir also eine Funktion h(z)

_ oh 991
1) = [ (o) - L) - Fo0))
und damit schlieilich

f(xvyvz) = fl(x7yaz) +gl(y,z) + h(Z)
mit grad(f) =F.

Der folgende Satz zeigt noch eine andere Moglichkeit, wie man eine Stammfunktion berechnen kann:

Fy
SATz. Sei F = [ F, | : R — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das die Integrabilititsbedingung
F.
erfillt, d.h.
or, 0oFr, O0F, OF, O0F, OF,

oy  ox’ 9z oz’ 0z Oy
Definiert man f : R® — R durch

T y z
flz,y, 2) :/ Fm(t,y,z)dt—i—/ Fy(O,t,z)dt+/ F,(0,0,t)dt,
0 0 0

so ist f eine Stammfunktion von ¥, d.h. grad(f) =F.
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Beweis: Unter Verwendung der Integrabilitdtsbedingungen ergibt sich

L) = Rlowe),
Do) = [ 2epas 5009 FZF [Py s 0,2 =
[Fy(t,y: 2)]ig + Fy(0,y,2) = Fy(2,y,2) = Fy(0,y,2) + Fy(0,y,2) =
= Fy(z,y,2),
%(x,y, z) = /096 %(i, y, z)dt + /Oy %(O,t,z)dt + F.(0,0, z) & :aaizédiy:t)@i’z
= /OI %(t,y,z)dtJr /Oy 88Fyz (0,t,2z)dt + F,(0,0,2) =

= [F.(ty, Z)]f:o + [F%(0,1, Z)]?:o + F.(0,0,2) =
= (Fz(as,y,z) - FZ(anvz)) + (FZ(anaz) - FZ(O,O,Z)) + FZ<O’03Z) =
Fz(x,y,z),

was die Behauptung beweist. B

Beispiel: Wir betrachten das frithere Beispiel

2223 + 6y
F(‘T7yvz>: 6$—2y2 5
35222 — 2

bei dem die Integrabilitatsbedingung erfiillt ist. Wir berechnen

x Yy z
flz,y,2) = / (2t2° + 6y) dt+/ (—2tz)dt+/ 0dt =
0 0 0
= 2223 + 62y — 2.

Das gleiche Ergebnis haben wir zuvor erhalten.

5. Der Satz von Green

Als ersten Integralsatz besprechen wir hier den sogenannten Satz von Green, der ein Flidchenintegral in
Beziehung zu einem Kurvenintegral setzt.

SATZ (Green). Sei A C R? eine kompakte Teilmenge, deren Rand OA sich aus stiickweise glatten Kurven
zusammensetzt; die Orientierung des Rands 0A sei so gewdhlt, dass das Innere immer links von A liegt.
Seien weiter g, h auf einer offenen Umgebung von A stetig partiell differenzierbare Funktionen. Dann gilt

| et + wean = [ (gj; - 59 dtw.s).

wobei die linke Seite auch in der Form
g
-ds
£.()

Beispiel: Sei A das Dreieck mit den Ecken (0,0), (27,0), (0,27) und F das Vektorfeld
F_ (cos(x +y)

geschrieben werden kann.

sin(z — y)

/aA(g(:c,y)derh(:c,y)dy) = /BA (Z) -ds und /A (gz - g) d(z,y)

) , also  g(x,y) =cos(x +y), h(z,y)=sin(z—y).

Wir wollen
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e Schreiben wir
A={(r,y) eR*:0< 2 <2m,0<y <21 — 1},

so sieht man, dass A y-projizierbar ist. Es folgt

/A (gz B g?;) d(z,y) = /A(COS(I — ) +sin(z +y))d(z,y) =
/:_7; ( /:_ZI (cos(z — y) + sin(z + y)) dy) dx =

- /:ﬂ ([— sin(x — y) — cos(z + y)]i’;gx) dx =

=0

= /;; (—sin(z — 27 + z) + sin(z) — cos(z + 27 — x) + cos(z)) dx =

2
= /:0 (—sin(2z) + sin(x) + cos(z) — 1) do =

_ B cos(2z) — cos(x) + sin(x) — 4 =

e Fiir den Rand berechnen wir drei Kurvenintegrale:
— K sei die Strecke von (0,0) nach (27,0), die wir durch

T (t) = (é) mit ¢ € [0, 27]

parametrisieren. Es ist

Pon) 210 = (Gute)) - () = ost

Damit erhalten wir
27
/ F.-ds = / cos(t) = 0.
K, t=0

— K> sei die Strecke von (0, 27) nach (27, 0), die wir so parametrisieren:

t .
Y2(t) = (27r - t) mit ¢t € [0, 27].
Es ist

F(72(t) -9 (t) = (shf{;i(f”;ﬁ)) : (_11) =1—sin(2t).

Damit erhalten wir
27

/;<2 F-ds = /t%(l ~ sin(2¢))dt = [t + ;COS(%)} .

=0 t=0
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— K3 sei die Strecke von (0, 0) nach (2, 0), die wir durch

v3(t) = <?> mit ¢ € [0, 27]

parametrisieren. Hier gilt

Pla) 250 = (o) - (1) = =sinco

und damit

27
/ F.ds— / (= sin(t))dt = [cos(£)]2, = 0.
K3 t=0
Der Rand von A soll so orientiert sein, dass das Innere von A immer links liegt. Daher gilt

0A = K; + (—Ks3) + (—K3),
/ F-ds
0A

/ F~ds+/ F-ds+/ F.ds=
K —K —Ks
= / F~ds—/ F-ds—/ F.ds = —-2m.
K1 Ko K3
Damit haben wir die Gleichheit, die der Satz von Green behauptet, nochmals explizit nachge-
rechnet.

und damit

Beispiel: Wir hatten zuvor das Vektorfeld

— Y
F<x,y)=( +)
z2+ty

betrachtet. Es erfiillte die Integrabilitdtsbedingungen, war aber kein Gradientenfeld. Der Satz von Green
sagt dann: Ist A C R? eine kompakte Menge, die den Nullpunkt nicht enthilt, so gilt

Wéhlen wir fiir A den Kreisring
A={(z,y) eR*: 4 < 2? + 9 <9},
so setzt sich der Rand aus K3 und — K5 zusammen:
0A = K3 U (—K3).

Wir betrachten daher allgemeiner den Kreis K, mit Radius » und parametrisieren ihn durch

v+ 0.27] B i 5(6) = (7 o).

(o (1)) /(1) = 1 (—r sin(t)) ' <—r sin(t)) _1

(rcos(t))2 + (rsin(t))2 \ rcos(t) r cos(t)

Dann ist
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27
/ F~ds:/ dt = 2.
K, t=0

/ F-ds:/ F-ds—i—/ F-ds=2rm—27 =0,
8A K3 —K2

wie es auch der Satz von Green besagt.

und damit

Es folgt

Fliachenberechnung mit dem Satz von Green: Wihlen wir

v = (1) - (),
O _%9 _y_(1)=2.

or Oy
und damit mit dem Satz von Green

() = e

1 _ 1
vol A:—/ (y>-ds:/ —ydr + zdy).
2 =5/ |z 5/, Y y)

Beispiel: Fiir a,b > 0 wird durch

so ist

also

eine Ellipse F parametrisiert. Die zugehorige Gleichung lautet

Cr @)y =1.

Mit dem Satz von Green erhalten fiir die eingeschlossene Fliche E

frtwar = 3 () a5 1 (o) - (Gt -
1

27
= 5/ ab(sin(t)? 4 cos(t)?)dt = wab.
t=0

Planimeter: Ein Planimeter ist ein mechanisches mathematisches Instrument, mit dem man Flichen-
inhalte bestimmen kann, indem man die Randkurve entlangfihrt Deutsches Museum - Mathematische
Instrumente. Die Funktionsweise lisst sich mit dem Satz von Green begriinden{]

IR. W. Gatterdam. The Planimeter as an Example of Green’s Theorem. The American Mathematical Monthly, Vol.
88, No. 9 (Nov., 1981), pp. 701-704.


https://www.deutsches-museum.de/ausstellungen/kommunikation/informatik/analoges-rechnen
https://www.deutsches-museum.de/ausstellungen/kommunikation/informatik/analoges-rechnen
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