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0 Einleitung

In der Darstellungstheorie beschreibt man algebraische Strukturen wie Gruppen, Ringe, Alge-
bren und Lie Algebren, indem man sie mit linearen Strukturen in Verbindung bringt. Genauer
gesagt betrachtet man strukturerhaltende Abbildungen wie Gruppen-, Ring-, Algebra- oder Lie
Algebrahomomorphismen von der betrachteten algebraischen Struktur in die Endomorphismen
von Vektorrdumen oder gewisse Verallgemeinerungen davon. Dies hat den Vorteil, dass man
die algebraische Struktur mit Hilfe von Methoden der linearen Algebra und gewissen Weiter-
entwicklungen dieser Methoden untersuchen kann.

Neben dieser praktischen Motivation besitzt Darstellungstheorie auch deswegen viele mathema-
tische Anwendungen, weil sie Symmetrien von mathematischen Problemen oder physikalischen
Systemen beschreibt. Beispiele davon sind Symmetriegruppen geometrischer Objekte wie Po-
lyeder, Kreise oder Sphéren, Symmetrien von Differentialgleichungen, die es einem erlauben,
diese effizienter zu losen.

Ebenso durchzieht die Darstellungstheorie die gesamte moderne Physik. So werden physikalische
Symmetrien quantenmechanisch durch Darstellungen der Symmetriegruppen beschrieben, meist
durch Gruppenhomomorphismen in die unitidre Gruppe gewisser Hilbertraume. So ldsst sich
beispielsweise mit Darstellungstheorie verstehen, wie sich Elementarteilchen wie Quarks und
Leptonen zu komplizierteren Teilchen wie Hadronen zusammensetzen. Das Stadardmodell der
fundamentalen Wechselwirkungen entsteht so aus den Darstellungen der Gruppe U(1) x SU(2) x
SU(3), wobei die Gruppe U(1) die elektromagnetische, die Gruppe SU(2) die schwache und die
Gruppe SU(3) die starke Wechselwirkung beschreibt.

Ein wichtiges Ziel der Darstellungstheorie ist die Klassifikation von Darstellungen, also die Be-
stimmung aller Darstellungen einer algebraischen Struktur bis auf Isomorphie. Eine vollsténdige
Klassifikation lésst dabei wie auch in anderen mathematischen Problemen nur unter bestimmten
Zusatzvoraussetzungen durchfithren. Die Methode, mit der dies erreicht wird, ist die Zerlegung
einer Darstellung in einfache Darstellungen, Grundbausteine die eine besonders einfache Gestalt
haben und sich mittels direkter Summen zu komplizierteren Darstellungen zusammensetzen.

Um dies fiir verschiedene algebraische Strukturen systematisch zu untersuchen, arbeitet man
schliellich mit einem allgemeineren Konzept von Linearitét, in dem die Darstellungen verschie-
dener mathematischer Strukturen vereinheitlicht werden. Dies ist der Begriff des Moduldl] der
analog zum Begriff des Vektorraums definiert ist, bei dem aber der Korper in der Definition
des Vektorraums durch einen unitalen Ring ersetzt wird. Der Begriff des Moduls ermdoglicht
es einem beispielsweise Vektorrdume, abelsche Gruppen und Darstellungen von Gruppen als
verschiedene Spezialfille ein- und derselben mathematischen Struktur zu sehen. Analog sind
Untervektorrdume, Untergruppen abelscher Gruppen und Ideale in Ringen Spezialfille eines
einheitlichen Konzepts, namlich des Untermoduls, und Quotientenrdume, Faktorgruppen abel-
scher Gruppen und Quotientenringe sind Spezialfille von Quotientenmoduln.

Wegen ihres vereinheitlichenden Charakters spielen Moduln in der modernen Algebra eine wich-
tige Rolle. Wahrend sich bekannte Konstruktionen fiir Vektorrdume wie Unterrdume, direkte
Summen, Produkte, Quotientenrdume und Tensorprodukte direkt auf Moduln verallgemeinern
lassen, verfiigen Moduln im Gegensatz zu Vektorrdumen aber nicht notwendigerweise iiber Ba-
sen. Dies hat weitreichende Konsequenzen und erfordert neue Methoden, die iiber die lineare

IDer Modul, nicht das Modul. Der Plural ist Moduln, nicht Module. Das Wort wird auf der ersten Silbe
betont.



Algebra hinausgehen.

Letzlich geht es in vielen Teilen der Darstellungstheorie darum, Beziehungen zwischen ver-
schiedenen mathematischen Strukturen herzustellen, die jeweils bis auf Isomorphie klassifiziert
werden sollen. Das zwingt einem, ein Konzept von Zuordnung zwischen mathematischen Struk-
turen zu entwickeln, das nicht nur die mathematischen Strukturen selbst sondern auch die
zugehorigen strukturerhaltenden Abbildungen enthélt und ineinander iiberfiihrt. Dazu werden
jeweils die mathematische Strukturen und die zugehorigen strukturerhaltenden Abbildungen
in einer neuen mathematischen Struktur zusammengefasst, die man als Kategorie bezeichnet.
Beziehungen zwischen verschiedenen Kategorien werden durch Funktoren beschrieben.

Der Begriff der Kategorie verkorpert die Systematik in der Untersuchung mathematischer Struk-
turen, die sich bereits in den Grundvorlesungen abgezeichnet hat. So folgt beispielsweise auf die
Definition der Menge der Begriff der Abbildung, auf die Definition einer Gruppe, eines Rings
und einer Algebra der Begriff des Gruppen-, Ring- und Algebrahomomorphismus und auf den
Begriff des Vektorraums der Begriff der linearen Abbildung.

In all diesen Fillen wird zunéichst eine mathematische Struktur definiert (Menge, Gruppe, Ring,
Algebra, Vektorraum) und anschlieBend werden die Abbildungen zwischen solchen Strukturen
untersucht, die die Strukturmerkmale erhalten oder mit den entsprechenden Strukturabbil-
dungen oder Verkniipfungen vertauschen. In all diesen Fillen ergibt die Verkettung zweier
strukturerhaltender Abbildungen wieder eine strukturerhaltende Abbildung, die Verkettung ist
assoziativ, und die Identitédtsabbildung ist strukturerhaltend. Dies sind genau die Bedingungen,
die in einer Kategorie gefordert werden. Allerdings nimmt man dort nicht mehr auf Abbildungen
Bezug, sondern gibt diese Bedingungen abstrakt vor.

Viele interessante darstellungstheoretische Fragen lassen sich kompakt und prézise mit Hilfe
von Kategorien und Funktoren formulieren, und daher spielen Kategorien und Funktoren in der
modernen Darstellungstheorie eine wichtige Rolle. Der letzte Teil der Vorlesung beschiéftigt sich
daher systematisch mit diesen Strukturen und ihren Anwendungen in der Darstellungstheorie.



1 Darstellungen von Gruppen

1.1 Darstellungen und Homomorphismen von Darstellungen

In der Darstellungstheorie von Gruppen beschreibt man Gruppen, indem man sie durch Grup-
penhomomorphismen in die Gruppe der invertierbaren Endomorphismen eines Vektorraums
oder in gewisse Matrixgruppen abbildet. Dies hat den Vorteil, dass man so die Struktur von
Gruppen mit Methoden der linearen Algebra untersuchen kann. Im Vergleich zu allgemeinen
Gruppen sind Gruppen von Matrizen oder Endomorphismen von Vektorrdumen oft deutlich
einfacher zu untersuchen.

Darstellungen von Gruppen treten aulerdem in vielen mathematischen Problemen auf, da sie
Symmetrien beschreiben. Beispiele sind die unitire Gruppe eines unitiren Vektorraums oder die
orthogonale Gruppe eines euklidischen Vektorraums, die die skalarprodukterhaltenden linearen
Endomorphismen enthalten. Weitere Beispiele sind endliche Gruppen, die als Symmetriegrup-
pen gewisser geometrischer Figuren wie Wiirfel oder regulédrer n-Ecke auftreten.

Definition 1.1.1: Eine Darstellung einer Gruppe G iiber einem Koérper K ist ein Paar
(p, V) aus einen K-Vektorraum V und einem Gruppenhomomorphismus p : G — GLg(V) in
die Gruppe der invertierbaren K-linearen Endomorphismen von V.

e Die Dimension einer Darstellung (p, V') ist die Dimension von V. Insbesondere heifit (p, V)
endlich-dimensional, wenn V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum ist.

e Eine komplexe Darstellung von G ist eine Darstellung von G iiber C, und eine reelle
Darstellung von G ist eine Darstellung von G iiber R.

Beispiel 1.1.2:

1. Fiir jeden K-Vektorraum V' und jede Untergruppe G C GLk (V') definiert die Inklusions-
abbildung p = ¢ : G — GLg(V), ¢ — ¢ eine Darstellung (¢, V') von G auf V. Insbesondere
triagt jeder K-Vektorraum V' eine Darstellung seiner Automorphismengruppe GLx (V).

2. Jeder K-Vektorraum V triagt eine Darstellung jeder Gruppe G, nédmlich die triviale
Darstellung von G auf V mit p(g) = idy fiir alle g € G.

3. Ist B = (vq,...,v,) eine geordnete Basis eines K-Vektorraums V', so definiert jede Per-
mutation 7 € S, eine invertierbare K-lineare Abbildung ¢, : V' — V mit ¢.(v;) = vrp).
Offensichtlich gilt ¢roe = ¢ © ¢, fiir alle w, 0 € 5, und man erhélt eine Darstellung der
symmetrischen Gruppe auf V'

p:S,— GLg(V), 7+ o
Die beschreibenden Matrizen der Abbildungen ¢, beziiglich B sind gerade die Permu-
tationsmatrizen. Sie bilden eine Untergruppe der Gruppe GL(n,K).
4. Darstellungen der Gruppe G = (Z, +) auf einem K-Vektorraum V' entsprechen genau den
Elementen von GLg (V).

Denn jeder Gruppenhomomorphismus p : Z — GLg (V) erfiillt p(0) = idy =: p(1)° und

p(n) = p(l + ... +1) = p(1)---p(1) = p(1)" sowie p(—n) = p(n)~" = p(1)™" fiir alle
n € N. Damit ist p durch p(1) eindeutig bestimmt, und jedes Element ¢ € GLg (V) liefert
einen Gruppenhomomorphismus p : Z — GLg (V') mit p(1) = ¢.
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5. Darstellungen der Gruppe G = (Z/mZ, +) auf einem K-Vektorraum V entsprechen genau
den Elementen ¢ € GLg (V') mit ¢™ = idy.

Denn ein Gruppenhomomorphismus p : Z/mZ — GLg(V) ist durch p(1) eindeutig be-

stimmt und muss die Bedingung p(1)™ = p(m) = p(0) = idy erfiillen.

Insbesondere liefert jede mte Einheitswurzel A € K eine Darstellung (py, K) von Z/mZ
auf K mit py (k) = \ep.

Neben diesen konkreten Beispielen gibt es eine Vielzahl von Konstruktionen, mit denen sich
aus gegebenen Gruppendarstellungen weitere Darstellungen konstruieren lassen. Dabei werden
jeweils bekannte Konstruktionen mit Vektorrdumen wie direkte Summen, Tensorprodukte und
Dualrdume mit einer Darstellung versehen. Auch Gruppenhomomorphismen erlauben es einem,
aus gegebenen Darstellungen neue Darstellungen zu konstruieren.

Beispiel 1.1.3:  Seien (py, V) und (pw, W) Darstellungen einer Gruppe G iiber K.

1. Dann erhélt man eine Darstellung von G auf der direkten Summe V' & W mit

pvew (9)(v+w) = pv(g)(v) + pw(g)(w) VgeGuveV,iweW.

Diese wird als direkte Summe der Darstellungen (py, V) und (py, W) bezeichnet. Ana-
log definiert man die direkte Summe @;¢c;(py;, V;) fiir beliebige Indexmengen 1.

2. Auch das Tensorprodukt V ®@x W trégt eine Darstellung von G mit

pvew (9)(v@w) = pv(g)(v)®pw(9)(w)  VgeGveVweW.

Diese wird als das Tensorprodukt der Darstellungen (py, V) und (pw, W) bezeichnet.
Analog definiert man Darstellungen auf endlichen Tensorprodukten von Vektorrdumen.

3. Man erhélt eine Darstellung von G auf dem K-Vektorraum Homg (V, W) mit

Promy (V) (9)® = pw(g) o dopy(g)™" V¢ € Homg(V,W), g € G.

4. W&hlt man in 3. W = K als Vektorraum iiber sich selbst mit der trivialen Darstellung von
G, so erhdlt man eine Darstellung (py+, V*) von G auf dem Dualraum V* = Homg (V, K)

pr-(gda=aopy(g”)) VaeV'.geG.
Diese wird als die zu (p, V') duale Darstellung bezeichnet.

5. Ist f: H — G ein Gruppenhomomorphismus und (p, V') eine Darstellung von G auf V,
so ist (po f,V) eine Darstellung von H auf V', der Pullback von p entlang f.

Insbesondere ist fiir jede Untergruppe U C G die Inklusionsabbildung ¢ : U — G, u — u
ein Gruppenhomomorphismus, und jede Darstellung (p, V') von G definiert eine Darstel-
lung (po ¢, V) von U. Dies wird als Restriktion oder Einschrinkung bezeichnet.

Darstellungen einer Gruppe G héngen auflerdem eng mit Gruppenwirkungen zusammen. Ist
(p, V) eine Darstellung einer Gruppe G auf einem K-Vektorraum V| so ist die Abbildung

>:GxV =V, (g,v) = g>v=p(g)v
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eine Gruppenwirkung von G auf V| denn es gilt fiir alle v € V und g,h € G

e>v=ple)v=idy(v) =v
(gh) > v = p(gh)v = p(g)p(h)v = g &> (p(h)v) = g > (h > ).

Umgekehrt kann man aus einer Gruppenwirkung > : G x M — M auf einer Menge M eine
Darstellung der Gruppe konstruieren. Dazu wird aus der Menge M ein Vektorraum mit Basis
M konstruiert. Da jeder Endomorphismus eines Vektorraums durch seine Werte auf einer Basis
eindeutig bestimmt ist, ldsst sich so die Gruppenwirkung zu einer Darstellung fortsetzen. Wir
erinnern dazu zunéchst an die Definition des von einer Menge M erzeugten K-Vektorraums aus
der linearen Algebra.

Definition 1.1.4: Sei M eine Menge und K ein Korper. Der von M erzeugte K-
Vektorraum K ist der K-Vektorraum der Abbildungen f : M — K mit f(m) = 0 fiir
fast alle m € M mit der punktweisen Vektoraddition und Skalarmultiplikation

(f +9)(m) = f(m) +g(m)  (Af)(m) =Af(m)  Vme M.

Bemerkung 1.1.5:

1. Die Abbildungen 6,, : M — K mit d,,(m’) = 0 fiir m’ # m und 6,,(m) = 1 bilden eines
Basis von KM, denn sie sind linear unabhiingig und jede Abbildung f : M — K mit
f(m) =0 fiir fast alle m € M 148t sich eindeutig schreiben als endliche Summe

F=> fm)ém= > f(m)

meM meM, f(m)#0

2. Schreibt man f = Ypep Ay m mit m € M und A, € K statt 3,ear,p(m)20f (M) O,
sind die Vektoraddition und Skalarmultiplikation gegeben durch

(Z Amm> + (Z /,me) =Y mtpmm)m A (Z Amm> = > (Mw)m

meM meM meM meM meM

Man also K™ auch veranschaulichen als die Menge endlicher Linearkombinationen von
Elementen in M mit Koeffizienten in K.

Mit Hilfe des von einer Menge M frei erzeugten K-Vektorraums kénnen wir nun jede Grup-
penwirkung einer Gruppe G auf M zu einer Darstellung von G erweitern. Dabei konnen wir
insbsondere eine Gruppenwirkungen betrachten, die fiir jede Gruppe definiert sind, wie die
triviale Gruppenwirkung und die Gruppenwirkung einer Gruppe G auf sich selbst durch Links-
multiplikation. Letztere liefert die sogenannte requldre Darstellung einer Gruppe G.

Beispiel 1.1.6: (Aufgabe [2)

1. Sei G eine Gruppe und > : G x M — M eine Gruppenwirkung von GG auf einer Menge
M. Dann ist (p, KM) mit

(p(g)f)(m) = flg7'>m)  VgeGmeM, feK".



eine Darstellung von G auf KM, Schreibt man die Elemente von KM als Linearkombina-
tionen X,,car A, m mit A, = 0 fiir fast alle m € M so erhéilt man

p(g) (Z Amm> = > Aulgm).

meM meM

2. Wihlt man in 1. als Menge M = G mit der Gruppenwirkung > : G x G — G, g>h = gh
durch Linksmultiplikation so erhilt man die Darstellung (p, K¢) mit

(p(9)f)(h) == f(g~'h)  Vg,heG, feK"®

p(g) (Z An h> = Mulgh) =) Agunh.

heG heG heG

Diese wird als die regulédre Darstellung von G iiber K bezeichnet.

Wie fiir die Begriffe der Gruppe, des Rings, Korpers, Vektorraums und der Algebra gibt es
auch fiir das Konzept der Gruppendarstellung einen Begriff von strukturerhaltender Abbil-
dung. Da es sich bei einer Darstellung um zwei zusammenwirkende Strukturen handelt - einen
K-Vektorraum V und einen Gruppenhomomorphismus p : G — GLg (V) - sollte ein Homomor-
phismus von Darstellungen mit beiden Strukturen vertréglich sein, also eine K-lineare Abbil-
dung, die die beiden Gruppenhomomorphismen ineinander iiberfiihrt.

Definition 1.1.7: Seien (p, V), (7, W) Darstellungen einer Gruppe G iiber einem Korper K.

1. Ein Homomorphismus von Darstellungen von (p, V') nach (7, W) ist eine K-lineare
Abbildung ¢ : V. — W mit

poplg) =7(9)op VgeG.

Die Menge der Homomorphismen von Darstellungen von (p, V') nach (7,W) wird mit

Hom((p, V), (1, W)) bezeichnet.

2. Ein Isomorphismus von Darstellungen ist ein bijektiver Homomorphismus von
Darstellungen. Zwei Darstellungen einer Gruppe G iiber K heiflen isomorph, wenn ein
Isomorphismus von Darstellungen zwischen ihnen existiert.

3. Ein Endomorphismus einer Darstellung (p, V') ist ein Homomorphismus von Darstel-
lungen von (p, V') nach (p, V). Die Menge der Endomorphismen einer Darstellung (p, V)
wird mit End(p,V) = Hom((p, V), (p,V)) bezeichnet. Ein bijektiver Endomorphismus
einer Darstellung (p, V') heifit Automorphismus von Darstellungen.

Bemerkung 1.1.8:

1. Die Homomorphismen von Darstellungen von (p, V') nach (7, W) bilden einen Untervek-
torraum Hom((p, V'), (7,W)) C Homg(V, W). Denn die Summe und skalare Vielfache von
Homomorphismen von Darstellungen sind wieder Homomorphismen von Darstellungen.

2. Fiir jede Gruppe G und Darstellung (p, V) von G auf einem K-Vektorraum V ist die
Identitédtsabbildung idy : V' — V' ein Automorphismus von Darstellungen.
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3. Sind ¢ € Hom((p,U), (¢,V)) und ¢ € Hom((o,V), (7, W)) Homomorphismen von Dar-
stellungen einer Gruppe G, so ist ¢po1 : U — W ein Homomorphismus von Darstellungen
von (p, U) nach (7, W). Daraus folgt insbesondere, dass das Inverse eines Isomorphismus
von Darstellungen wieder ein Isomorphismus von Darstellungen ist.

4. Aus 2. und 3. folgt, dass Darstellungen einer Gruppe G iiber einem Koérper K und Ho-
momorphismen solcher Darstellungen eine Kategorie bilden (vgl. Kapitel . Die Iden-
titdtsmorphismen sind Identitdtsabbildungen und die Isomorphismen sind Isomorphismen
von Darstellungen.

5. Isomorphie von Darstellungen definiert eine Aquivalenzrelation auf der Klass der Dar-
stellungen einer Gruppe G iiber einem Korper K.

Beispiel 1.1.9:

1. Tragen zwei K-Vektorrdume V, W die triviale Darstellung einer Gruppe G, so ist jede
K-lineare Abbildung ¢ : V' — W ein Homomorphismus von Darstellungen.

2. Wir betrachten die Darstellung p = idare(v) : GLe(V) = GL¢(V) der Gruppe GL¢ (V)
auf einem endlich-dimensionalen komplexen Vektorraum V. Die Endomorphismen dieser
Darstellung sind genau die C-linearen Abbildungen ¢ : V' — V mit ¢ o 1) = 1 o ¢ fiir alle
1 € GL¢(V) und damit die Abbildungen der Form ¢ = Aidy mit A € C.

Denn aus der linearen Algebra ist bekannt, dass jede C-lineare Abbildung ¢ € Endc¢ (V)
mit o¢p = ¢op fiir alle ¢ € End¢ (V) von der Form ¢ = Aidy ist. Da GL¢ (V) € End¢(V)
eine dichte Teilmenge ist und Fy : End¢ (V) — Endce(V), ¢ — ¢ op—po) eine lineare und
damit stetige Abbildung, gilt dies auch schon fiir jede C-lineare Abbildung ¢ € End¢(V)
mit 1) o ¢ = ¢ o 1) fir alle ¢ € GL¢(V).

3. Da nach Beispiel , 4. und 5. jede Darstellung der Gruppen Z und Z/mZ auf einem
K-Vektorraum V' eindeutig bestimmt ist durch p(1) : V. — V ist ¢ € Homg(V, W)
ein Homomorphismus von Darstellungen von (p, V') nach (7, W) genau dann, wenn ¢ o
p(1) = 7(1) o ¢ gilt. Denn daraus folgt wegen p(n) = p(1)" und 7(n) = 7(1)" auch
¢ op(n)=rT(n)o ¢ fir alle n € Z.

Isomorphieklassen von Darstellungen der Gruppe (Z, +) auf einem K-Vektorraum V' ent-
sprechen damit genau den Ahnlichkeitsklassen von Vektorraumautomorphismen von V.
Isomorphieklassen von Darstellungen von (Z/mZ, +) entsprechen den Ahnlichkeitsklassen
von Vektorraumautomorphismen ¢ : V' — V mit ¢™ = idy.

4. Nach Beispiel definieren zwei Darstellungen (p, V) und (7, W) von G iiber K eine
Darstellung von G auf dem Vektorraum Homg (V, W), die gegeben ist durch

Prome(vv)(9)0 =T(g) 0 poplg™) Vg€ G, ¢ € Homg(V,W).

Die Homomorphismen von Darstellungen von (p, V') nach (7,) sind damit genau die
Fizpunkte der Darstellung auf Homg (V, W).

2 Achtung: Die Darstellungen einer Gruppe G iiber K bilden keine Menge. Der Begriff der Aquivalenzrelation
ist aber analog zu Aquivalenzrelationen auf Mengen auch fiir Klassen definiert.
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5. Fiir jede Darstellung (p, V') einer Gruppe G und h € G ist auch (pp, V') mit
pn: G — GLg(V), g+ p(hgh™)

eine Darstellung von G auf V. Die Abbildung ¢, : V — V| v +— p(h)v ist ein Homomor-
phismus von Darstellungen von (p, V') nach (pp, V).

Insbesondere ist fiir jedes Element ¢ € Z(G) = {g € G | ghg™' = h Vh € G} die
Abbildung ¢. : V' — V, v — p(c)v ein Automorphismus von (p, V') (Aufgabe |5)).

In vielen Fillen ist es schwierig, alle Homomorphismen zwischen zwei Darstellungen einer
Gruppe zu bestimmen. Bekannt ist im Allgemeinen nur, dass diese einen Untervektorraum des
Vektorraums der linearen Abbildungen bilden. Im Fall endlicher Gruppen gibt es aber unter
bestimmten Voraussetzungen ein Verfahren, mit dem man aus jeder linearen Abbildung zwi-
schen den Darstellungsrdaumen einen Homomorphismus von Darstellungen konstruieren kann,
und dieses Verfahren liefert alle Homomorphismen von Darstellungen. Dazu verkettet man die
lineare Abbildung mit den zwei Gruppenhomomorphismen und mittelt iiber alle Gruppenele-
mente. Da die Mittelung eine Division durch die Anzahl der Elemente in G enthélt, muss man
dazu voraussetzen, dass die Charakteristik des Korpers die Gruppenordnung nicht teilt. Diese
Bedingung ist natiirlich fiir Kérper der Charakteristik 0 wie Q, R oder C immer erfiillt.

Lemma 1.1.10: Sei G eine endliche Gruppe, K ein Kérper mit char(K) 1 |G| und (p, V),
(1, W) Darstellungen von G iiber K. Dann ist die K-lineare Abbildung

Sym : Homg (V, W) — Homg(V, W), ¢ +— Sym(¢ |G| Z opop(g™t)
geG

ein Projektor auf den Untervektorraum Hom((p, V'), (7, W)) C Homg(V, W).

Beweis:

Aus char(K) 1 |G| folgt, dass das Element |G| = 14 ...+ 1 € K ein multiplikatives Inverses
besitzt. Die Formel fiir Sym(¢) ist also wohldefiniert. Zum Nachweis, dass Sym(¢) ein Homo-
morphismus von Darstellungen ist, berechnen wir fiir ¢ € Homg(V, W) und h € G

7(h) o Sym(¢ |Z o¢oply |Z 7(hg) o ¢ 0 p(g)

geG geq

Z (hg)o ¢ o plg™'h"h) = Z oo pu'h)
gEG ueG

Z o dop(u) o p(h) = Sym(g) o p(h),

geG

wobei benutzt wurde, dass es sich bei p und 7 um Darstellungen handelt und v = hg substituiert
wurde. Also ist Sym(¢) ein Homomorphismus von Darstellungen.

Aus der Formel fiir Sym(¢) ergibt sich direkt

Sym(¢ +¢) = Sym(¢) + Sym(¢p),  Sym(A- 1) = X - Sym(¢))

fiir alle ¥, ¢ € Homg(V, W) und A € K. Also ist der Symmetrisator eine K-lineare Abbildung
Sym : Homg(V, W) — Homg(V, W) mit Bild Sym(Homg(V,W)) C Hom((p, V), (1,W)). Ist
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¢:V — W ein Homomorphismus von Darstellungen, so gilt 7(g) o qf) op(g~1) = ¢ und damit

Sym(¢ |Z |G|Z¢> |Gl ¢ = ¢.
geG
Also gilt Sym o Sym = Sym und Sym(Homg (V, W)) = Hom((p, V), (1, W)). O

Bemerkung 1.1.11: Falls char(K)||G| kann man, indem man den Faktor e
des Symmetrisators weglésst, immer noch eine K-lineare Abbildung

Sym’ : Homg (V, W) — Hom((p, V), (7, W)), ¢ — Y _ 7(g)odop(g™")

geG

G| in der Definition

konstruieren. Diese ist aber kein Projektor, sondern wird nilpotent. Denn es gilt |G| = 0 in K
und damit fiir alle Homomorphismen von Darstellungen o: V=W

Sym'(¢) =Y r(g)odoplgT) =D ¢=IGl¢=0.

geG geG

1.2 Zerlegbarkeit und Reduzibilitéit

Ein wichtiges Ziel der Darstellungstheorie von Gruppen ist es, Darstellungen von Gruppen
systematisch zu klassifizieren, also alle Isomorphieklassen von Darstellungen zu bestimmen
und eine Darstellung in jeder Isomorphieklasse anzugeben. Dazu mochte man Darstellungen
einer Gruppe G in Grundbausteine zerlegen, die von einer besonders einfachen Form sind und
sich nicht weiter zerlegen lassen. Das relevante Konzept dabei ist die Unterdarstellung, die als
das darstellungstheoretische Analogon von Untervektorrdumen, Untergruppen oder Unterringen
gesehen werden kann.

Definition 1.2.1: Sei (p, V) eine Darstellung von G iiber K. Eine Darstellung (7,U) von
G iber K heifit Unterdarstellung von (p,V), wenn U C V ein Untervektorraum ist und
p(9)|lv = 7(g) fir alle g € G.

Bemerkung 1.2.2:

1. Unterdarstellungen einer Darstellung (p, V') entsprechen den Untervektorrdumen U C V,
die stabil sind unter der Wirkung von G: p(g)u € U fir alleuw € U, g € G.

2. Jede Darstellung (p, V) hat mindestens zwei Unterdarstellungen, némlich (idy,0) und
(p, V). Alle anderen Unterdarstellungen bezeichnet man als echte Unterdarstellungen.

3. Ist ¢: (p, V) — (7,W) ein Homomorphismus von Darstellungen einer Gruppe G, so sind
ker(¢) C V und Im(¢) C W Unterdarstellungen von (p, V) und (7, W).

Denn fiir alle v € ker(¢) und g € G gilt ¢(p(g)v) = 7(g9)P(v) = 7(¢9)0 = 0 und damit
p(g)v € ker(¢), und aus w = ¢(v) € Im(¢) folgt T(g)w = 7(g) 0 ¢(v) = ¢(p(g)v) € Im().

Es liegt nahe, dass Darstellungen ohne echte Unterdarstellungen eine besonders einfache Form
haben. Ebenso ist offensichtlich, dass eine direkte Summe zweier nicht-trivialer Darstellungen
stets echte Unterdarstellungen besitzt. Die Idee ist es daher, die Darstellungen ohne echte
Unterdarstellungen als Grundbausteine zu verwenden und zu versuchen Darstellungen mittels
direkter Summen in solche einfachen Darstellungen zu zerlegen.
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Definition 1.2.3:

1. Eine Darstellung (p, V') einer Gruppe G heifit einfach oder irreduzibel falls V' # 0 und
sie keine echten Unterdarstellungen besitzt.

2. Eine Darstellung (p, V') einer Gruppe G heifit halbeinfach, wenn sie isomorph zu einer
direkten Summe einfacher Darstellungen ist: es gibt eine Familie von einfachen Darstel-
lungen (p;, V;)ier von G und einen Isomorphismus von Darstellungen ¢ : ®;c;V; — V.

3. Eine Darstellung (p, V') einer Gruppe G heifit unzerlegbar, wenn V' # 0 und sie nicht
isomorph ist zu einer direkten Summe zweier nicht-trivialer Darstellungen:
Sind (o, U) und (7, W) Darstellungen von G und ist ¢ : U @ W — V ein Isomorphismus
von Darstellungen, so folgt W = 0 oder U = 0.

Aus Dimensionsgriinden ist offensichtlich jede eindimensionale Darstellung einfach. Per De-
finition ist jede einfache Darstellung unzerlegbar. Einfache Darstellungen kénnen somit als
Grundbausteine dienen, aus denen man weitere Darstellungen durch Bildung direkter Summen
zusammmensetzt. Allerdings ist nicht jede unzerlegbare Darstellung einfach, wie aus den fol-
genden Beispielen hervorgeht. Eine vollstindige Zerlegung einer Darstellung als direkte Summe
einfacher Darstellungen ist daher im Allgemeinen nicht moglich. Die Darstellungen, fiir die eine
solche Zerlegung existiert, sind gerade die halbeinfachen Darstellungen.

Beispiel 1.2.4: Ist (7,U) eine Unterdarstellung einer Darstellung (p,V) von G, so gilt
p(g)(U) C U fiir alle g € G, und man erhélt eine Darstellung (p/, V/U) von G auf dem Quoti-
entenraum V/U mit p'(g)(v + U) = p(g)v+ U.

Diese ist einfach genau dann, wenn (7, U) eine maximale Unterdarstellung von (p, V') ist: fiir
jede Unterdarstellung (o, W) C (p,V) mit U C W folgt W = V. Denn die Unterdarstellungen
von (p',V/U) entsprechen Unterdarstellungen (o, W) C (p, V) mit (7,U) C (o, W).

Beispiel 1.2.5: Wir betrachten eine Darstellung p : Z — GL(n,C) der Gruppe (Z,+)
auf dem C". Da nach Beispiel [I.1.9, 3. Isomorphieklassen solcher Darstellungen durch
Ahnlichkeitsklassen von Vektorraumisomorphismen gegeben sind, kénnen wir annehmen, dass
diese durch p(1) : C* — C", v — Mv mit einer Matrix M in Jordan-Normalform gegeben ist

Jb0 0 ... 0 N 1 0 ... 0
0 J, 0 . 0 M\ 1 :
M=]10 0o . . 0 mit  J,=[0 0 ) . 0 |€GL(umC)
D o Jpme1 O : o1
0 ... 0 0 Jn 0 ... 0 0 M.

Diese Darstellung ist die direkte Summe (p,C") = &7 ,(pr, C™) von Unterdarstellungen
(P, C™) mit py, : Z — GLc(C™), n— ¢F, wobei ¢} : C* — C™, v — J]v.

Fiir nj, # 1 besitzen die Unterdarstellungen (pj, C™*) echte Unterdarstellungen auf den Unter-
vektorrdumen spang{ey,...,e;} C C™ fiir 0 < j < ny. Die Unterdarstellungen (pg, C™) sind
jedoch nicht isomorph zu einer direkten Summe echter Unterdarstellungen. Dies wiirde ndmlich
bedeuten, dass sich der Jordanblock J; in zwei andere Jordan-Blocke aufspalten ldsst - ein
Widerspruch zur Eindeutigkeit der Jordan-Normalform.
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Damit ist die Darstellung (p, C")

e halbeinfach genau dann, wenn in der beschreibenden Matrix von p(1) nur Jordan-Blocke
der Lénge 1 auftreten, also genau dann, wenn p(1) diagonalisierbar ist,

e cinfach, wenn n = 1 gilt,

e unzerlegbar, wenn die beschreibenden Matrix von p(1) nur einen Jordan-Block enthélt.

Beispiel zeigt, dass Gruppendarstellungen nicht halbeinfach sein miissen. Um eine
vollstéandige Zerlegung von Darstellungen in einfache Darstellungen zu erhalten sind zusétzliche
Annahmen an die Darstellungen oder an die Gruppe notwendig. Die einfachste Situation, in
der eine solche vollstéandige Zerlegung moglich ist, sind endliche Darstellungen von endlichen
Gruppen iiber Kérpern, deren Charakteristik die Gruppenordnung nicht teilt.

Satz 1.2.6: (Satz von Maschke)
Sei G eine endliche Gruppe und K ein Kérper mit char(K) { |G|. Dann ist jede endlich-
dimensionale Darstellung von G iiber K halbeinfach.

Beweis:
Induktion tiber die Dimension der Darstellung. Ist (p, V') eine Darstellung mit dim(V) = 0, so
ist V' =0 und (p, V') halbeinfach, da isomorph zur leeren direkten Summe von Darstellungen.

Sei nun die Aussage fiir alle Darstellungen der Dimension dimg (V') < n bewiesen und (p, V') eine
Darstellung mit dimg (V) = n + 1. Ist (p, V) einfach, so gilt die Aussage. Ansonsten reicht es,
zu zeigen, dass (p, V') isomorph zur direkten Summe zweier Unterdarstellungen der Dimension
< n ist, denn dann folgt mit der Induktionsannahme die Behauptung.

Ist V nicht einfach, so existiert ein Untervektorraum 0 # U C V/, der stabil unter der Wirkung
von G ist: p(g)u € U fiir alle w € U, g € G. Wir wéhlen einen Untervektorraum 0 # W C V
mit U @ W = V. Dieser muss nicht stabil unter (p, V) sein, aber wir kénnen aus ihm eine
Unterdarstellung konstruieren. Dazu betrachten wir die Projektionsabbildung 7 : V' — U mit
m(u+w) = u fiir alle w € U, w € W und deren Symmetrisierung Sym(7) : V' — U aus Lemma
1.1.10} Da U stabil unter G ist folgt dann

Sym(m p(g p(g u=u YuelU
IGI; IGI; IG\;

und somit Sym(7)|y = idy und im(Sym(7)) = U. Damit erhalten wir eine Zerlegung
V = ker(Sym()) & Im(Sym(7)) = ker(Sym(w)) & U.

Da Sym(7) ein Homomorphismus von Darstellungen ist folgt mit Bemerkung [1.2.2) dass auch
ker(Sym(7)) eine Unterdarstellung ist. O

Da wir einfache Darstellungen einer Gruppe als Grundbausteine in der Klassifizierung von
Darstellungen verwenden mochten, stellt sich insbesondere die Frage, inwieweit sich verschie-
dene einfache Darstellungen einer Gruppe durch Homomorphismen oder Isomorphismen von
Darstellungen ineinander iiberfiihren lassen, und welche Endomorphismen eine einfache Grup-
pendarstellung besitzt. Die Antwort auf diese Fragen findet sich im Lemma von Schur.
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Satz 1.2.7: (Lemma von Schur)

1. Sind (p,V) und (7,W) einfache Darstellungen einer Gruppe und ¢ : V. — W ein
Homomorphismus von Darstellungen, so gilt ¢ = 0 oder ¢ ist ein Isomorphismus.

2. Ist (p,V) eine endlich-dimensionale einfache Darstellung tiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper K, so hat jeder Endomorphismus von (p, V') die Form Aidy mit A € K.

Beweis:

1. Nach Bemerkung sind der Kern und das Bild eines Homomorphismus von Darstellungen
Unterdarstellungen. Da (p, V) und (7, W) einfach sind, folgt Im(¢) = {0} oder Im(¢) = W und
ker(¢) =V oder ker(¢) = {0}. Ist Im(¢) = {0} oder ker(¢) =V, so gilt ¢ = 0. Andernfalls ist

¢ surjektiv und injektiv, also ein Isomorphismus.

2. Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat jeder Endomorphismus von Darstellungen
¢ : V. — V einen Eigenwert A € K. Da ¢ ein Homomorphismus von Darstellungen ist, ist
der dazugehorige Eigenraum E) C V eine Unterdarstellung von G, denn aus ¢(v) = Av folgt
o(p(g)v) = plg)o(v) = Ap(g)v fiir alle g € G. Da (p, V) einfach ist und E, # 0, folgt E\ =V
und ¢ = Aidy. O

Bemerkung 1.2.8:

1. Die Voraussetzung K algebraisch abgeschlossen im Lemma von Schur ist notwendig. Wir
betrachten fiir 2 < n € N die Matrix, die eine Drehung um 27 /n in der Ebene beschreibt

Danjo = (Gootle) oo ) € Mar(2 )

Diese erfiillt die Bedingung D7 m=1 und definiert damit eine reelle Darstellung der

Gruppe Z/nZ auf dem R? mit p(k) : R* = R* v+ D, -v. Da der Nullvektorraum und
R? selbst die einzigen Untervektorriume des R? sind, die durch eine Drehung um 27/n
auf sich selbst abgebildet werden, ist diese Darstellung einfach. Da aber jede Drehmatrix
Dy mit Dy, kommutiert, ist jede Drehung ein Homomorphismus von Darstellungen

und somit End(p, R?) 2 Ridge.

2. Die Bedingung, dass die Darstellung endlich-dimensional ist lédsst sich abschwéchen. Es
reicht, vorauszusetzen, dass die die Dimension von V' abzéhlbar und K {iberabzahlbar ist.

Das Lemma von Schur ist auch sehr hilfreich, um Aussagen iiber Homomorphismen von Dar-
stellungen zu beweisen. Als Anwendungen betrachten wir die endlich-dimensionalen einfachen
Darstellungen abelscher Gruppen.

Korollar 1.2.9: Jede endlich-dimensionale einfache Darstellung einer abelschen Gruppe iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Koérper ist eindimensional.

Beweis:

Sei (p, V') eine einfache Darstellung einer abelschen Gruppe G auf einem endlich-dimensionalen
K-Vektorraum V. Dann gilt dimgV” > 1, und fiir jedes Element h € G ist p(h) : V — V ein
Homomorphismus von Darstellungen nach Beispiel [1.1.9 5. Ist K algebraisch abgeschlossen,
so gibt es nach dem Lemma von Schur fiir jedes h € G ein A, € K mit p(h) = Apidy. Wire
dimgV > 1, so wére damit jeder eindimensionale Untervektorraum eine echte Unterdarstellung,
im Widerspruch zur Einfachheit von (p, V). Also folgt dimgV" = 1. O
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Wir mochten nun zumindest die endlich-dimensionalen Darstellungen endlicher Gruppen klas-
sizifieren, wobei wir jeweils nur an Darstellungen bis auf Isomorphie interesssiert sind. Uber
Korpern der Charakteristik Null kénnen wir dazu mit dem Satz von Maschke jede endlich-
dimensionale Darstellung als direkte Summe einfacher Darstellungen zerlegen. Ist der zugrun-
deliegende Korper auch noch algebraisch abgeschlossen, so erlaubt uns das Lemma von Schur,
uns auf Isomorphieklassen endlich-dimensionaler einfacher Darstellungen zu beschranken. Wir
kénnen also das Klassifikationsproblem losen, wenn es uns gelingt, alle Isomorphieklassen ein-
facher Darstellungen zu bestimmen. Ein wichtiges Hilfsmittel dabei ist die requldre Darstellung
aus Beispiel [[.1.6] Sie enthélt jede einfache Darstellung als Unterdarstellung.

Satz 1.2.10: Fiir jede endliche Gruppe G und jeden Korper K gilt:

1. Jede einfache Darstellung von G iiber K ist endlich-dimensional und isomorph zu einer
Unterdarstellung der reguliren Darstellung K¢.

2. Es gibt hochstens |G| Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von G iiber K.

Beweis:

1. Fiir jede Darstellung (p, V') von G tiber K und v € V'\ {0} ist 0 # U = spang{p(g)v | g € G}
eine Unterdarstellung von (p, V'), denn fiir alle h € G und v € U gilt p(h)u € U. Ist (p,V)
einfach, so folgt U = V und dimgV = dimgU < |G|.

Jedes Element o € V* definiert eine K-lineare Abbildung ¢, : V — K, ¢, (v)(g) = a(p(g~1)v).
Diese ist ein Homomorphismus von Darstellungen ¢, : (p, V) — K%, denn fiir alle h € G gilt

da(p(h)v)(g) = alp(g™")p(h)v) = a(p(g~'h)v) = alp((hg) " )v) = ¢a(v)(h'g).

Nach Bemerkung , 3. ist das Bild ¢, (V) € K damit eine Unterdarstellung der reguliren
Darstellung und der Kern ker(¢,) = {v € V | a(p(g)v) = 0 Vg € G} C V eine Unterdarstellung
der einfachen Darstellung (p, V). Ist a # 0, so ist damit ker(¢,) = 0, ¢, ist injektiv und die
Darstellung (p, V') ist isomorph zur Unterdarstellung ¢, (V) C K¢.

2. Wir betrachten die regulire Darstellung von G auf K% Wir setzen U := 0 und wihlen
induktiv zu der Unterdarstellung U;_; C K% eine Unterdarstellung U; C K¢ minimaler Di-
mension mit U; ; € U; € K¢ Da dimgK® = |G| < oo bricht das Verfahren nach n < |G|
Schritten ab und liefert eine aufsteigende Kette 0 = Uy C U, C U, € ... C U, € U, = K¢
von Unterdarstellungen. Da die Unterdarstellung U;_; C U; maximal ist, erhalten wir nach

=

Beispiel einfache Unterdarstellungen (p;, U;/U;_1) auf den Quotientenrdumen U;/U;_; mit
pi(9)(a + Ui—1) = p(g)a + Ui_1.

Nach 1. gibt es fiir jede einfache Darstellung (p, V') von G einen injektiven Homomorphismus
von Darstellungen ¢ : V' — K% und nach 2. ein eindeutig bestimmtes i € {1,...,n} mit
Ui—1 € ¢(V') C U;. Durch Verketten mit der kanonischen Surjektion m; : U; — U;/U;_; erhalten
wir einen Homomorphismus von Darstellungen m; o ¢ : (p, V) — (p;, U;/U;_1), und wegen
U1 € (V) gilt m;0¢ # 0. Da (p, V) und (p;, U;/U;_1) einfach sind, folgt dann aus der ersten
Aussage im Schurschen Lemma, dass 7; 0 ¢ ein Isomorphismus von Darstellungen ist. Damit ist
jede einfache Darstellung (p, V') von G isomorph zu einer Darstellung der Form (p;, U;/U;_1),
und es gibt maximal n < |G| Isomorphieklassen einfacher Darstellungen. O

Indem wir dieses Ergebnis mit dem Satz von Maschke kombinieren, kénnen wir endlich-
dimensionale Darstellungen endlicher Gruppen als direkte Summen einfacher Darstellungen
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zerlegen. Nach Satz [1.2.10] gibt es nur endlich viele Isomorphieklassen einfacher Darstellungen.
Wir konnen also eine endliche Familie (p;, V;)i—1,. . einfacher Darstellungen wihlen, ein so-
genanntes Reprdsentantensystem, so dass jede einfache Darstellung isomorph zu genau einer
Darstellung in dieser Familie ist. Damit ergeben sich dann alle endlich-dimensionalen Darstel-
lungen als direkte Summen von Darstellungen in dieser Familie.

Korollar 1.2.11: Sei G eine endliche Gruppe, K ein Korper mit char(K) { |G| und
(pi, Vi)iz1...n €in Repréisentantensystem der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von G
iiber K. Dann gilt:

1. Jede endlich-dimensionale Darstellung (p, V') von G iiber K ist von der Form

(p, V) =@ (pi, Vi)¥™ mit m; € Np.

2. Zwei Darstellungen (p, V') 2 @7, (p;, Vi)®™ und (p/, V') =2 @, (ps, V;)®™ sind isomorph
genau dann, wenn m; = m/, fur alle ¢ € {1,...,n} gilt.

Die Koeffizienten m; € Ny sind also eindeutig bestimmt. Sie heiflen Vielfachheiten oder
Multiplizitdten von (p;,V;) in (p, V).

Beweis:

1. Nach Satz gibt es nur endlich viele Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von G
iiber K. Indem wir einen Reprédsentanten in jeder Isomorphieklasse wéhlen, erhalten wir ein
Repréasentantensystem (p;, V;)i=1._n. Gilt char(K) t |G|, so ist nach dem Satz von Maschke
jede endlich-dimensionale Darstellung (p, V') von G iiber K halbeinfach und damit eine direkte
Summe der Form (p, V') = @, (p;, V;)®™ mit m; € Np.

2. Zu zeigen ist noch, dass die Koeffizienten durch die Isomorphieklasse der Darstellung (p, V')
eindeutig bestimmt sind. Nach dem Schurschen Lemma gilt Hom((px, Vi), (pi, Vi) = 0 fiir i # k.
Daraus ergibt sich

Hom((px, Vi), (p, V) = Hom((px, Vi), &1y (pi, Vi)*™) = @i Hom((pk, Vi), (pi, Vi) ™™
~ End(pk, ‘/k)@mk

dimgEnd(pg, Vi)

mg

Damit haben isomorphe Darstellungen die gleichen Multiplizitdten m; € Nj. O

Korollar 1.2.12: Sei G eine endliche Gruppe und (p, V') eine einfache Darstellung von G iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper K mit char(K) { |G|. Dann gilt fiir alle ¢ € Endg (V)

dimg (V') Sym(¢) = tr(¢) idy.

Beweis:

Fir alle ¢ € Endg(V) ist nach Lemma [1.1.10| die lineare Abbildung Sym(¢) : V- — V ein
Endomorphismus von einfachen Darstellungen. Nach der zweiten Aussage im Lemma von Schur
existiert ein A € K mit Sym(¢) = Aidy. Durch Spurbildung erhélt man

) _ deG tr(¢>

Adimg (V) = tr(Aidy) = tr <|—Cl;| Y nlg™)odoplg)

geG
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1.3 Charakter

Die Ergebnisse im letzten Abschnitt sind wichtige Aussagen iiber die Darstellungen endlicher
Gruppen. Allerdings sind sie abstrakt. Sie liefern in dieser Form beispielsweise kein Rechenver-
fahren zur Bestimmung von Multiplizitdten und auch keinen direkten Weg, zu entscheiden, ob
zwei gegebene Gruppendarstellungen isomorph sind oder ob eine gegebene endlich-dimensionale
Darstellung einfach ist.

Ein wichtiges Hilfsmittel um solche Fragen effizient zu beantworten, sind die Charakter. Diese
sind konjugationsinvariante Abbildungen von einer Gruppe G in einen Korper K, die sich als
Spuren in endlich-dimensionalen Darstellungen von G iiber K ergeben. Wir werden in diesem
Abschnitt zeigen, dass die Charakter ihrer einfachen Darstellungen alle relevante Information
iiber die Darstellungstheorie einer endlichen Gruppe in kompakter Form enthalten. Insbeson-
dere ergeben sich daraus Formeln, mit denen sich darstellungstheoretische Groflen wie Multi-
plizitdten leicht berechnen lassen.

Definition 1.3.1: Sei (p, V) eine endlich-dimensionale Darstellung einer Gruppe G iiber K.
Der Charakter von (p, V') ist die Abbildung

X(p,V) * G — K7 g tr(ﬁ(g))

Aus der Definition der Charakter und den Eigenschaften der Spur ergeben sich direkt einige
Aussagen iiber Charakter, die auch niitzlich zu ihrer Berechnung sind.
Bemerkung 1.3.2: Sei (p, V) eine endlich-dimensionale Darstellung der Gruppe G iiber K.
1. Fiir jede geordnete Basis B = (by, ...,b,) von V erhélt man Abbildungen
pij G =K, g p(9)ij,

die einem Element g € G die Eintrége der darstellenden Matrix von p(g) € Endg(V)
beziiglich der Basis B zuordnen.

Diese bezeichnet man als die Matrixkoeffizienten der Darstellung (p, V') beziiglich B.

2. Der Charakter von (p, V') ist dann gegeben durch

X (9) = te(p(9)) = D plg)ii

Wegen der zyklischen Invarianz der Spur héngt er nicht von der Wahl der Basis ab.

3. Damit lassen sich die Charakter von endlich-dimensionalen Darstellungen iiber algebraisch
abgeschlossenen Korpern aus der Jordan-Normalform berechnen. Es gilt

X(pv)(9) = Z ni(g) Ai(9),

wobei \;(g) die Eigenwerte der Abbildung p(g) € GLg(V) und n;(g) € N deren algebrai-
sche Vielfachheiten bezeichnet.
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4. Wegen der zyklischen Invarianz der Spur sind die Charakter auf den Konjugationsklassen
in G konstant:

Xy (ghg™") = tr(p(ghg™)) = tx(p(g)p(h)p(g) ") = tr(p(h)) = X(v)(h)  Vg.h € G.

Abbildungen f : G — K, die auf den Konjugationsklassen konstant sind, nennt man auch
Klassenfunktionen. Ist G endlich, bilden sie einen Untervektorraum Klassg(G) C KC.

5. Isomorphe Darstellungen haben den gleichen Charakter (Aufgabe .

Aus dieser Bemerkung ergibt sich, dass die Charakter gegeniiber den Matrixkoeffizienten zwei
wesentlichen Vorteile haben. Erstens sind sie kanonisch, hidngen also nicht von der Wahl
zusétzlicher Strukturen wie geordneter Basen ab. Zweitens héngen sie nur von der Isomor-
phieklasse einer Darstellung ab, unterscheiden also isomorphe Darstellungen nicht. Da wir die
Darstellungen nur bis auf Isomorphie klassifizieren mdchten, bietet es sich an, mit Charak-
tern zu arbeiten. Das folgende Beispiel zeigt, dass Charakter relevante Informationen iiber die
Gruppe selbst und den Darstellungsraum enthalten.

Beispiel 1.3.3:

1. Fiir die triviale Darstellung p : G — GLg(V), g — idy einer Gruppe G auf einem n-
dimensionalen K-Vektorraum V' gilt offensichtlich x(,v(g) = tr(idy) = n fiir alle g € G.
Ihre Charakter enthalten also keine Information iiber die Gruppe G, sondern nur iiber
den Vektorraum V.

2. Sei M eine endliche Menge und > : G x M — M eine Gruppenwirkung von G auf M.
Nach Beispiel ist dann p : G — GLg(KM) mit (p(g)f)(m) = f(g~' > m) eine

Darstellung von G auf dem von M erzeugten K-Vektorraum K

Fiir die Basiselemente 0, : M — K mit J,,(m') = 0 fiir m # m' und 6,,(m) = 1 gilt
p(9)dym = Ogm. Daraus ergibt sich

pKM Z(ngn {mEM\gDm m}|

meM

Der Charakter gibt also die Anzahl der Fixpunkte von g > —: M — M, m + g > m an,
und es gilt x(,x(e) = |[M| = dimg (K*). Insbesondere erhélt man:

(a) Fiir die regulire Darstellung K¢ einer endlichen Gruppe G aus Beispiel mit
M=Gund>:GxG—G,(g,h)— gh

xxe(9) = {h € G | gh = h}| =[G .(g).

(b) Fiir M = G mit der Konjugationswirkung > : G x G — G, (g, h) — ghg™!

Xpxo)(9) = {h € G | ghg™" = h}| = [{h € G | hgh™" = g}| =1Z(g)].
wobei Z(g) = {h € G | hgh™' = g} den Zentralisator von g € G bezeichnet.

(c) Fir G = S, eine n-elementige Menge M = {1,...,n} und die Gruppenwirkung
>: S, x M — M, (m,i) — m(i) aus Belsplel-erhalt man

Xpr(m) = [{i € {1,...,n} [ m(i) = i}|.
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Um endlich-dimensionale Gruppendarstellungen systematisch durch Charakter zu beschreiben,
untersuchen wir zunéchst das Verhalten von Charaktern unter den Standardkonstruktionen fiir
Darstellungen aus Beispiel - direkte Summen, Tensorprodukten und Dualrdume. Fiir zwei
endlich-dimensionale Darstellungen (p, V') und (7, W) von G sind die zugehérigen Gruppenho-
momorphismen pygw : G = GLg (VA W), pyew : G — GLg (VW) und py+ : G — GLg(V*)
gegeben durch (vgl. Beispiel

pvaw(9) (v +w) = p(glv+7(9w  prew(g)(ve@w) = p(g)v@T(g)w  py-(g)a=aop(g™")

Tatséchlich gibt es einfache Formeln, die die Charakter dieser Darstellungen durch die Charak-
ter von (p, V) und (7, W) ausdriicken. Ebenso erkennt man, dass die Formel x,vy(e) = dimg (V)
aus Beispiel fiir jede endlich-dimensionale Darstellung gilt.

Lemma 1.3.4: Seien (p, V), (7’ W) endlich-dimensionale Darstellungen einer Gruppe G iiber
K mit Charaktern x(, vy, X(~w) : G — K. Dann gilt:

L. x(wv(e) = dimK(V).

2. Xpvysrw) = X(pVv) T X@w)-

3. X(pv)e(r,w) = X(p,V) * X(r,W)-

4. X v (9) = X (g7h) fiir alle g € G.

Beweis:
1. Per Definition ist x(,v)(e) = tr(p(e)) = tr(idy) = dimg (V).

2. Bildet man aus geordneten Basen By von V und By von W die Basis Bygw = (By, Bw)
von V @& W, so ist die darstellende Matrix von pygw(g) : V@& W — V @ W beziiglich Bygw

PV@W(Q):(p(()g> ! )

7(9)

und durch Spurbildung erhélt man

X(p)erw)(9) = tr(pvew (9)) = tr(p(g)) + tr(7(9)) = X(v)(9) + X (9)-

3. Ist By = (v1,...,uy) eine geordnete Basis von V und By = (wy,...,w,) eine geordnete
Basis von W, so ist Bygw = (11Qwq, ..., 11 @Wy, ..., Uy QW1 ..., Uy QW) eine geordnete Basis
von V®W. Die beschreibenden Matrizen und Charakter von pygy sind dann gegeben durch

pV®W Uz®w] § E P kz lj Vp QW
k=1 I=1

X(pvew.vew)(9) = tr(pvew(g Z ZP iT(9)55 = tr(p(g)) - tr(7(9)) = X(p,v)(9) - X(=w)(9)-
i=1 j=1

4. Ist By = (vy, ..., v,) eine geordnete Basis von V und By« = (o', ...,a") die dazu duale Basis
von V* mit o'(v;) = d;;, so ergibt sich fiir die beschreibenden Matrizen und Charakter

g)a’ = Z P (g)ji0 = Z plg)ija?

Nowy(9) = tr(*(9)) = trlp(g™)T) = tr(p(g™)) = xour (). .
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Um die Charakter effizient zu untersuchen, betrachten wir sie nun vom Standpunkt der li-
naren Algebra. Offensichtlich konnen wir Charakter einer endlichen Gruppe als Elemente des
Vektorraums K¢ auffassen oder aufgrund ihrer Konjugationsinvarianz als Elemente des Unter-
vektorraums Klassg (G) C K. Ein entscheidender Fortschritt in der Behandlung der Charakter
ergibt sich daraus, dass wir den Vektorraum K& mit zusitzlicher Struktur versehen kénnen,
némlich einer nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearform.

Lemma 1.3.5: Sei G eine endliche Gruppe und K ein Kérper mit char(K) 1 |G|.

1. Die Abbildung (, ) : K% x K¢ —» K

(fi, f2) = Zfl ) f2(g7h).

geG
ist eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum K¢.

2. Sie induziert eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf dem Untervektorraum
der Klassenfunktionen.

Beweis:
1. Anhand der Formel erkennt man direkt, dass (, ) : K¢ x K¢ — K bilinear und symmetrisch
ist. Ist (f, k) = 0 fiir alle k € K&, so gilt fiir alle h € G

= () = 17 2 F@)ina7) %
geG

und damit f = 0. Also ist (, ) eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf K¢.

2. Die Einschrankung von (, ) definiert eine symmetrische Bilinearform (, ) auf dem Unter-
vektorraum der Klassenfunktionen. Ist f : G — K eine Klassenfunktion mit (f, k) = 0 fiir
alle Klassenfunktionen k& : G — K, so gilt insbesondere (f,d¢,) = 0 fiir die Klassenfunktion
dc, : G — K, die auf der Konjugationsklasse Cj, = {ghg™" | g € G} den Wert 1 und auf allen
anderen Konjugationsklassen den Wert 0 annimmt. Daraus ergibt sich

Ch|
(1:00,.4) = g 3 1(9)d — 11 3 o) =Tl
QEG geCly,

Da nach der Bahnformel |C},| ein Teiler von |G| ist, folgt aus char(K) t |G| auch char(K) t |Cy,|
fir alle h € G . Damit gilt |C,| # 0, und aus (f, 5Ch—1) = 0 fiir alle h € G folgt f = 0. O

Wir untersuchen nun das Verhalten der Charakter beziiglich der symmetrischen Bilinearform
(, ). Dazu bietet es sich an, zundchst mit den Matrixkoeffizienten beziiglich geordneter Basen
zu arbeiten und anschlieBend durch Spurbildung Formeln fiir die Charakter herzuleiten.

Satz 1.3.6: (Orthogonalitéitsrelationen fiir Matrixkoeffizienten)

Seien (p, V), (1, W) endlich-dimensionale Darstellungen einer endlichen Gruppe G {iber einem
Korper K mit char(K) 1 |G|. Dann gilt fiir die Matrixkoeffizienten p;;, 7, : G — K beziiglich
beliebiger geordneter Basen von V und W:
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1. Ist Hom((p, V), (1,W)) = 0, so folgt
(pjiale) =0 Vi, j € {1, ,dlmKV}, k,l e {1, ,dlmKW}

2. Ist K algebraisch abgeschlossen und (p, V') einfach, so folgt

5zl5k .. .
(Pjir Pik) = dlmﬂiv Vi, j, k1 € {1,...,dimgV}.

Beweis:

Wir wéhlen geordnete Basen By = (v1,...,0,) von V und By = (wi,...,w,) von W und
erhalten fiir die Matrizkoeffizienten der Darstellungen (p, V') und (7, W) beziiglich By und By
und die beschreibende Matrix einer K-linearen Abbildung ¢ : V — W

m n

plg)vi = plgiv;  T(Quwe =D 7T(@uww  bv:) = duw.

j=1 =1
Nach Lemma [I.1.10| definiert der Symmetrisator einen Projektor
Sym : Homg (V, W) — Hom((p, V), (r,W)), ¢+ Sym(¢ Z opoplg™).
gEG

Dieser lasst sich durch die Matrixkoeffizienten von (p, V') und (7, W) und die darstellende Matrix
von ¢ beschreiben:

SRCERT SEUIYSVIAIUED 91 €55 3) 9) STl I

gelG geG j=1 k=1

Insbesondere ergibt sich fiir die Abbildungen ¢’* € Homy (V, W) mit ¢/*(v,.) = §,;wy,

n

Sym(¢"F)oi = Y (psi i)y (1)

=1
Gilt Hom((p, V), (r,W)) = 0, so folgt Sym(¢’*) = 0 und damit auch (p;;, 7ix) = 0 fiir alle
i,7 €{1,....,m}und k,l € {1,...,n}.

Ist K algebraisch abgeschlossen mit char(K) t |G| und (p, V') einfach, so gilt nach Korollar|1.2.12
dimgV Sym(¢) = tr(¢) idy fiir alle ¢ € Endg(V') und dimgV # 0. Indem wir (p, V) = (7, W)
und By = By setzen, ergibt sich daraus mit Formel

dimgV Sym(¢/*)v; = dimgV’ Z<pji’ i) = tr(¢?F)v; = 0k 0;.

=1

Daraus folgt fiir £ = j auch char(K) { dimg(V'), und damit ist die zweite Aussage bewiesen. O

Satz 1.3.7: (Orthogonalititsrelationen fiir Charakter)

Seien (p, V), (r,W) einfache Darstellungen einer endlichen Gruppe G iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K mit char(K) t |G|. Dann gilt:

( ) = 0 falls (p,V) 2 (r,WW
XV X(w)) = 1 falls (p, V) = (1, W).
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Beweis:

Nach Satz sind (p, V) und (7, W) endlich-dimensional. Wir wéhlen geordnete Basen
By = (v1,...,vp) und By = (wy, ..., w,) von V und W und betrachten die Matrixkoeffizienten
pii, T © G — K beziiglich By und Byy. Aus der Bilinearitét von (, ), Satz und der Formel
fiir die Charakter aus Bemerkung erhalten wir dann

iy 0 (p.V) % (V,W)
(X( V) TW) Piiy T. m ~
’ 121 ]21 ) m D iie10i0i =1 (p, V) = (

denn nach dem Lemma von Schur ist Hom((p, V), (1, W)) = 0 fir (p, V) 2 (1, W). O

Satz zeigt, dass die Charakter der einfachen Darstellungen ein Orthonormalsystem
beziiglich der symmetrischen Bilinearform aus Lemma bilden. Das erlaubt es uns, interes-
sante Groflen wie Multiplizitdten oder die Dimensionen der Vektorrdume von Homomorphismen
zwischen zwei Darstellungen direkt aus den Charaktern zu berechnen. Unter den Voraussetzun-
gen von Satz kénnen wir ndmlich alle endlich-dimensionalen Darstellungen einer endlichen
Gruppe als direkte Summe einfacher Darstellungen zerlegen, und das Verhalten der Charakter
unter einer solchen Zerlegung ergibt sich aus Lemma [1.3.4]

Korollar 1.3.8: Sei G eine endliche Gruppe und K ein algebraisch abgeschlossener Korper
mit char(K) t |G|. Dann gilt:

1. Die Multiplizitdt einer einfachen Darstellung (p,V) in einer endlich-dimensionalen
Darstellung (7, W) von G ist gegeben durch (x(,.vy, X(=w))-

2. Fiir alle endlich-dimensionale Darstellungen (p, V), (7, W) von G iiber K ist
(X(p,V)J X(T,W)> = dlmK Hom((pa V)7 (7—7 W))

Beweis:

Sei (pi, Vi)iz1...n ein Reprasentantensystem der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von

G iber K und (p,V) und (7,W) endlich-dimensionale Darstellungen von G. Dann gibt es

nach Korollar eindeutige m;,n; € Ny mit (p, V) = & (p;, Vi)®™ und (1, W) =
" (pi, Vi)®™. Mit Lemma ergibt sich daraus fiir die Charakter

V)= Z i X(pi,Vi) X(rw) = Z i X (pi,Vi)» (
i=1 i=1
und mit Satz [1.3.7] folgt

(X(pv)s X Z it (X (o, Vi) X(p; V) Z min;oj; Z ;.

i,j=1 i,j=1

[\
~—

Andererseits ergibt sich aus dem Lemma von Schur dimgHom((p;, V;), (p;,V;)) = 0;; und damit
dimye Hom((p, V), (v, V) = dimHom (@1, (0 V)™ &7, 1, vn%
= Z m;n; dimg Hom((p;, V;), (p;, V;) Zm n;

1,7=1

Ist (p, V) einfach, so gibt es ein ¢ € {1,...,n} mit (p, V) = (p;, Vi) und (X(pv); X(rw)) = 1. O
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Da sich aus den Charaktern nach Korollar die Multiplizitdten bestimmen lassen, die je-
de endlich-dimensionale Darstellung bis auf Isomorphie eindeutig beschreiben, enthalten die
Charakter alle Information iiber die Isomorphieklassen endlich-dimensionaler Darstellungen.
Insbesondere kénnen wir damit entscheiden, ob zwei endlich-dimensionale Darstellungen iso-
morph sind und ob eine gegebene endlich-dimensionale Darstellung einfach ist.

Korollar 1.3.9: Sei G eine endliche Gruppe und K ein algebraisch abgeschlossener Korper
mit char(K) { |G|. Dann haben zwei endlich-dimensionale Darstellungen von G iiber K genau
dann den gleichen Charakter, wenn sie isomorph sind.

Beweis:

Nach Bemerkung [1.3.2] 5. haben isomorphe endlich-dimensionale Darstellungen von G den
gleichen Charakter. Um die Umkehrung zu zeigen, wéahlen wir ein Reprisentantensystem
(pi, Vi)i=1...n der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von G iiber K. Dann gibt es nach
Korollar zu zwei endlich-dimensionalen Darstellungen (p,V) und (7, W) eindeutige
mi,n; € Nog mit (p, V) =2 @ (p;, Vi)®™ und (1, W) = @ (p;, V;)®™, und die Darstellungen
sind isomorph genau dann, wenn m; = n, fiir alle i € {1,...,n} gilt. Ist x(,v) = x(r,w), so folgt

mit Korollar [1.3.8] fiir die Multiplizitidten m; = (X(pv)s X(pivi)) = (X(m.W)> X(pi,vi)) = 1 und mit
Korollar [1.2.11] ergibt sich (p, V') = (7, W). O

Bemerkung 1.3.10: Korollar gilt nicht, wenn char(K) | |G|. Fir p € N prim und einen
Korper K mit char(K) = p hat die Darstellung

p:Z/pZ — GLg(K?), p(k): (Z;) = ((1) lf) ' (2)

den Charakter x(,x2)(k) = 2 fiir alle k € Z/pZ, also den selben Charakter wie die triviale
Darstellung von G auf K2. Sie ist aber offensichtlich nicht isomorph zur trivialen Darstellung.

Korollar 1.3.11: Sei G eine endliche Gruppe und K algebraisch abgeschlossen mit Charakte-
ristik char(K) = 0. Dann ist eine endlich-dimensionale Darstellung (p, V') von G tiber K einfach
genau dann, wenn (x(,v), X(p,v)) = 1 gilt.

Beweis:
Ist (p,V) einfach, so folgt aus den Orthogonalititsrelationen fiir Charakter in Satz [1.3.7]
(X(pv)s X(p,vy) = 1. Um die Umkehrung zu zeigen, wéhlen wir ein Représentantensystem

(pi, Vi)i=1,..n der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von G iiber K. Dann ist die
endlich-dimensionale Darstellung (p, V') nach Korollar|1.2.11{isomorph zu einer direkten Summe
(p, V) = @1 (pi, V;)®™, und ihr Charakter ist x(,v) = Y _;; MiX(ps,vi)- Daraus ergibt sich

(X(o.v)s X(o.1)) Z Mt (X(o,,i)> X(p3,5) Z mim;0i; = Z m;

3,j=1 3,j=1

Ist (X(o,v)s X(p,v)) = 1, so folgt daraus mit der Bedingung char(K) = 0, dass m; = 1 fiir ein
je{l,..,n} und my, = 0 fiir k # j. Damit ist (p, V) = (p;, V) einfach. O

Eine weitere interessante Aussage ergibt sich, wenn wir die reguldre Darstellung einer endli-
chen Gruppe aus Beispiel betrachten, denn diese enthélt nach Satz [1.2.10] jede einfache
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Darstellung als Unterdarstellung. Mit den Resultaten iiber Charakter kénnen wir nun die Mul-
tiplizitdten der einfachen Darstellung in der reguldren Darstellung bestimmen und erhalten
einen interessanten Zusammenhang zwischen deren Dimensionen und der Gruppenordnung.

Korollar 1.3.12: Sei G eine endliche Gruppe, K algebraisch abgeschlossen mit char(K) 1 |G|
und (p;, V;)i=1....» ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von
G iiber K. Dann ist die Multiplizitat von (p;, V;) in der regulidren Darstellung gegeben durch
m; = dimgV;, und es gilt

Beweis:
Nach Beispiel 2. ist der Charakter der reguldren Darstellung von G gegeben durch

xre(g) = |Glde(g). Mit Korollar und der ersten Aussage in Lemma ergibt sich
fiir die Multiplizitit m; von (p;, V;) in K¢

mz@ (XKGaX(Pi Vi) ZXKG 25 ) XpiVy Z( )@dlmK(%)

SJEG geqG

Nach Formel (2) gilt damit xxe = >, dimg(V;) X(p,,v4), und mit Lemma (1.3.4} 1. folgt

|G| = dimK(KG) =" xge(e Z dimg (Vi) X (v (€) == Z dimg (V;

Die Korollare [1.3.8| bis [1.3.12| zeigen, dass die Charakter der einfachen Darstellungen alle re-
levante Information iiber die endlich-dimensionalen Darstellungen einer endlichen Gruppe G
in leicht zugénglicher Form enthalten. Allerdings ist bis jetzt noch nicht geklirt, ob sie auch
alle Information iiber die Klassenfunktionen oder, dazu dquivalent, alle Information iiber die
Konjugationsklassen der Gruppe G enthalten.

Satz zeigt lediglich, dass die Charakter endlich-dimensionaler Darstellungen ein Ortho-
normalsystem fiir die nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform aus Lemma bilden.
Um zu zeigen, dass die Klassenfunktionen auf G vollstdndig durch diese Charakter beschrie-
ben werden, miissen wir beweisen, dass diese nicht nur ein Orthonormalsystem, sondern eine
Orthonormalbasis bilden.

Satz 1.3.13: Sei G eine endliche Gruppe, K algebraisch abgeschlossen mit char(K) { |G| und
(pi, Vi)iz1,..n ein Représentantensystem einfacher Darstellungen von G iiber K. Dann bilden
die Charakter X(p,,v1)s ---» X(pn,v;) €ine Orthonormalbasis des Vektorraums Klassg (G).

Beweis:

Nach Satz bilden die Charakter x(,,,v1), ---» X(pn,va) €in Orthonormalsystem in Klassg (G)
und sind damit wie jedes Orthonormalsystem linear unabhéngig. Es reicht also, zu zeigen, dass
dimg Klassg (G) < n gilt.

Dazu konstruieren wir eine injektive K-lineare Abbildung ¢ : Klassg(G) — K. Fiir jede Klas-
senfunktion f : G — K und Darstellung (p, V') von G iiber K ist die Abbildung

bro: V=V, v Y fl9)p(g)

geG
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ein Endomorphismus von Darstellungen. Denn ¢y , ist K-linear und fiir alle h € G gilt

Srp(p(h)v) = flg)plghyo =Y f(huh™)p(hujo = f(u)p(hu)o = p(h)dy,(v),

geG uelG uelG

wobei im zweiten Schritt u = h~!gh substituiert wurde. AuBerdem gilt fiir die direkte Summe
zweier Darstellungen (p, V') und (7, W)

Srper(v+w) =D F(9)(plg)v + T(g)w) = ¢1,(v) + pp-(w) (3)

geG

und fiir alle alle f, f" € Klassg(G), p, i/ € Kund v € V

Susinro(0) = > _(1f () + 1 ['(9))p(g)v = s, (v) + 1 b5 p(v) (4)

geG

Fiir die einfachen Darstellungen (p;, V;) gibt es nach dem Lemma von Schur A (f), ..., A\, (f) € K
mit ¢, = A\i(f)idy,. Wir erhalten eine Abbildung

¢ : Klassg (G) = K",  f—= (A(f), ., \u(f))s

und nach ist diese Abbildung K-linear. Ist f € ker(¢), so folgt A\;(f) = 0 und damit
brp =0 furalled € {1,...,n}. Aus der Zerlegung der reguldren Darstellung als direkte Summe
K% = @ (p;, V;)®m«Yi und Gleichung (3) erhélt man dann ¢;xe = 0, und mit den Formeln
fiir die reguléire Darstellung K& aus Beispiel ergibt sich

0= ¢y ke (e Zf 9)pre(g e):Zf(9>5g:

9geG geq

Damit ist ker(¢) = 0, die Abbildung ¢ : Klassg(G) — K" injektiv und dimg Klassk(G) < n. O

Dieser Satz zeigt, dass die Charakter der einfachen Darstellungen einer endlichen Gruppe nicht
nur alle Information iiber ihre endlich-dimensionalen Darstellungen enthalten, sondern auch
iiber ihre Klassenfunktionen. Daraus ergibt sich insbesondere ein Zusammenhang zwischen der
Anzahl der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen und der Konjugationsklassen.

Korollar 1.3.14: Sei G eine endliche Gruppe und K algebraisch abgeschlossen mit Charak-
teristik char(K) 1 |G|. Dann ist die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von
G iber K gleich der Anzahl der Konjugationsklassen in G.

Beweis:

Nach Satz [I.3.13] bilden fiir jedes Reprisentantensystem (p;, V;)i1,..,, von Isomorphieklassen
einfacher Darstellungen die Charakter x,, v, eine Basis von KlassK(G). Andererseits bilden
auch die Klassenfunktionen d¢, : G — K die auf der Konjugationsklasse Cy, = {ghg™' | g € G}
den Wert 1 und auf allen anderen Konjugationsklassen den Wert 0 annehmen, eine Basis von
Klassk (G). Zwei Basen eines endlich-dimensionalen Vektorraums haben gleich viele Elemente. O

Beispiel 1.3.15: In der Gruppe Z/mZ gibt es wegen der Abelizitdt genau m einelementige
Konjugationsklassen. Die einfachen Darstellungen der Gruppe Z/mZ iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Koérper K stehen in Bijektion mit den mten Einheitswurzeln in K.
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Da Z/mZ abelsch ist, ist némlich nach Korollar [1.2.9]jede einfache Darstellung von Z/mZ iiber
K eindimensional und damit durch einen Gruppenhomomorphismus p : Z/mZ — K* gegeben.

Der Gruppenhomomorphismus p ist durch den Wert p(1) eindeutig bestimmt und erfiillt die
Bedingung p(1)™ = p(m) = p(0) = 1, und damit ist p(1) eine mte Einheitswurzel. Da K alge-
braisch abgeschlossen ist, gibt es genau m mte Einheitswurzeln und damit m Isomorphieklassen

einfacher Darstellungen von Z/mZ iiber K.

Beispiel 1.3.16: Einfache Darstellungen der symmetrischen Gruppe .5, iiber einem algebra-
isch abgeschlossenen Koérper K mit char(K) t n! stehen nach Korollar in Bijektion mit den
Konjugationsklassen von S,,. In der Vorlesung Algebra wurde gezeigt, dass zwei Permutationen
genau dann in der gleichen Konjugationsklasse liegen, wenn in ihrer Zykelzerlegung jeweils die
gleiche Anzahl von Zykeln jeder Lange auftritt. Damit ist die Anzahl der Konjugationsklassen
und der einfachen Darstellungen gleich der Anzahl der Partitionen

n:k1—|—+k‘r mit kZGN,].STSH,ICleQZZkT

Da die Charakter der einfachen Darstellungen alle Information iiber die endlich-dimensionalen
Darstellungen und die Klassenfunktionen einer endlichen Gruppe enthalten und selbst Klassen-
funktionen sind, besitzt man alle relevante Information, sobald man die Werte dieser Charakter
auf jeder Konjugationsklasse kennt. Diese Information lésst sich kompakt in Tabellen organisie-
ren, den sogenannten Charaktertafeln. Aus Korollar folgt, dass eine Charaktertafel stets
gleich viele Zeilen und Spalten hat.

Definition 1.3.17: Eine Charaktertafel einer endlichen Gruppe G iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K mit char(K) 1 |G| ist eine Tabelle, deren Spalten durch die Konjuga-
tionsklassen in G und deren Zeilen durch die Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von GG
indiziert werden. Der Eintrag in der ¢ten Zeile und jten Spalte gibt den Wert des Charakters der
iten einfachen Darstellung auf der jten Konjugationsklasse an. Uber den Konjugationsklassen
wird oft auch noch die Anzahl ihrer Elemente angegeben.

Beispiel 1.3.18: Wir bestimmen die Charaktertafel der symmetrischen Gruppe S3 iiber ei-
nem algebraisch abgeschlossenen Korper K mit char(K) ¢ {2, 3}.

e Die einfachen Darstellungen von S3 iiber K stehen nach Beispiel [1.3.16] in Bijektion mit den

Partitionen von 3. Damit gibt es bis auf Isomorphie nur drei einfache Darstellungen, die den
Partitionen 3 =14+ 1+ 1,3 =2+ 1 und 3 = 3 entsprechen. Wir bezeichnen sie mit (p1, V1),

(PQ, ‘/2) und (p37 Vé)

e Diese Partitionen entsprechen den Konjugationsklassen C7 = {id} mit 3 Zykeln der Lénge
1, Cy = {(1,2),(1,3),(2,3)}, die die elementaren Vertauschungen mit einem Zykel der Léange
2 und einem Zykel der Lange 1 enthalt, und C3 = {(1,2,3),(1, 3,2)}, deren Elemente jeweils
einen Zykel der Lange 3 aufweisen.

e Nach Korollar [1.3.12] gilt fiir die Dimensionen der Darstellungsraume

|S5| = 6 = dimg (V1)? 4 dimg (V5)? + dimg (Va)2.
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Also gibt es zwei nicht-isomorphe eindimensionale einfache Darstellungen und eine einfache
Darstellung der Dimension zwei. Erstere sind die triviale Darstellung p; : S3 — K, 7 +— 1
sowie die Signumsdarstellung ps : S3 — K, 7 +— sgn(w). Die zweidimensionale einfache Dar-
stellung von S3 lésst sich aus ihrer dreidimensionalen Darstellung durch Permutationsmatrizen
konstruieren (vgl. Aufgabe [7)

p i Sz — Endg(K?), p(m)e; = ex.-

Denn die Untervektorrdume U = spang{e; +es+e3} und V = spang{e; —es, e; —e3} sind beide
stabil unter der Darstellung p/, und es gilt K3 = U @ V. Also erhalten wir Unterdarstellungen
von (p/,K3) auf U und V. Die Unterdarstellung auf U ist isomorph zur trivialen Darstellung
auf K, und die Unterdarstellung auf V' ist eine einfache Darstellung (p3, V') der Dimension zwei.

e Die Charakter der einfachen Darstellungen ergeben sich als die Spuren der zugehorigen linea-
ren Abbildungen:

- Der Charakter der trivialen Darstellung nimmt offensichtlich auf jeder Konjugationsklasse
den Wert 1 an.

- Der Charakter der Signumsdarstellung ist gegeben durch x(,, ky(7) = sgn(7). Er nimmt auf
C und Cs5 den Wert 1 und auf Cy den Wert -1 an.

- Fiir den Charakter der Darstellung auf V' ergibt sich x(,, v)(id) = dimg} = 2. Die anderen
beiden Werte lassen sich aus den darstellenden Matrizen p3((2,3)) und p3((1,3,2)) von (2,3) €
Cy und (1,3,2) € C5 beziiglich der Basis (e; — e, e; — e3) berechnen. Das ergibt

p3((2,3))(e1 — e2) = €1 — e3, p3((2,3))(e1 —e3) = €1 — €3
p3((1,3,2))(e1 —€2) = —(e1 —e3), p3((1,3,2))(e1 —€3) = €3 —ea = —(e1 —e€3) +e1 — o

01 0 1
Xipen((2,3)) = tr (1 o>=0 X ((1,3,2)) = tr (_1 _1>:_1.

e Damit erhalten wir die Charaktertafel

11213

Cy | Cy | C3

pr| 1|11
e | 1 |-1] 1
o3| 2 |1 0 | -1

1.4 Die Gruppenalgebra

In diesem Abschnitt betrachten wir die Charakter endlich-dimensionaler Gruppendarstellungen
aus einem anderen Blickwinkel, mit dem wir sie spéter als Spezialfall einer allgemeineren Theorie
verstehen konnen. Die Grundidee ist es, den Vektorraum K% der Abbildungen f : G — K
mit f(g) = 0 fiir fast alle ¢ € G mit der Struktur einer Algebra zu versehen, die durch die
Gruppenmultiplikation in G gegeben ist. Dazu nutzen wir aus, dass die Abbildungen , : G — K
mit &,(h) = 0 fiir g # hund §,(g) = 1 eine Basis von K¢ bilden und definieren die Multiplikation
*x : K¢ x K¢ — K% auf dieser Basis durch dg * 0, = Ogp, fiir alle g,h € G. Setzt man diese
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Multiplikation bilinear auf K¢ fort, so erhilt man fiir fi, fo € K¢

fix fo = (Z f1<h>5h> * (Zﬁ(u)au) D Al faw) by %60 =Y fi(h) f2(u)Oha

heG ueG hueG hueG
_z(zfl i g)a
geG \heaG

wobei im letzten Schritt g = hu substituiert wurde. In der Tat definiert diese Multiplikations-
formel eine Algebrastruktur auf K¢ mit neutralem Element ., in der die Klassenfunktionen
eine besondere Rolle spielen.

Satz 1.4.1:

1. Fiir jede Gruppe G ist der K-Vektorraum K¢ mit der Faltung x : K¢ x K¢ — K¢

fix falg Z fi1(g1) fa(g2) = Zfl ) fa(h™tg)

91:92=9g heG
eine Algebra K[G| mit Einselement ¢.. Sie heifit Gruppenalgebra von G.

2. Ist G endlich, so ist das Zentrum der Gruppenalgebra die Unteralgebra
Klassg(G) = Z(K[G]) = {f € K[G] | fx f'=f'x f VI €K[G]}.

Beweis:

1. Die durch die Faltung definierte Multiplikationsabbildung assoziativ, denn es gilt (J, * d5,) *
Ok = Ognyk = Og(nky = g * (0p % ) auf der Basis, und sie ist per Definition K-bilinear. Da
Je x0g = 0gg = 0y = 0ge = 04 % 0, fiir alle g € G, ist d. : G — K das Einselement fiir die Faltung.

2. Ist G endlich, so ist jede Abbildung f : G — K in K¢ und damit gilt Klassg(G) C K¢, Ist
f € Klassk(G), so gilt fiir alle f' € K[G] und g € G

fxf) =3 F e DS iy pgh ) LTS e = [+ f(9)

heG heG uelG

und damit Klassg(G) C Z(K[G]). Ist umgekehrt f € Z(G), so folgt fiir alle g,h € G

=" Fw)on1(utg) = fxG41(9) = s % f9) = D Oy (u) f(uLg) = f(hg)

ueG ueG

und damit Z(K|[G]) = Klassk(G). Das Zentrum einer Algebra ist stets eine Unteralgebra, die
das Einselement enthilt. O

Natiirlich definiert fiir jede Gruppe G auch die punktweise Multiplikation von Abbildungen
eine Algebrastruktur auf dem K-Vektorraum der Abbildungen f : G — K und auf dem Un-
tervektorraum K. Allerdings hat diese Algebrastruktur auf K nur fiir endliche Gruppen ein
Einselement. Denn das Einselement fiir die Multiplikation ist 1 : G — K, g — 1. Ist G unend-
lich, so liegt diese Abbildung nicht in K. Das Faltungsprodukt hat also bessere Eigenschaften
und fithrt auch zu interessanteren Schlussfolgerungen.
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Die Gruppenalgebra lisst sich auch abstrakt durch eine universelle Eigenschaft charakterisieren.
Diese universelle Eigenschaft erfasst die Idee, die Gruppe G zu einer Algebra zu machen, indem
man auch Linearkombinationen von Gruppenelementen zulésst und die Algebramultiplikation
durch die Gruppenmultiplikation definiert. Die resultierende Algebra vermittelt also zwischen
Gruppen- und Algebrastrukturen. Damit liegt es nahe, einen Bezug zu Einheitengruppen von
Algebren zu vermuten, also der Gruppe der Algebraelemente mit multiplikativen Inversen.

Satz 1.4.2: (universelle Eigenschaft der Gruppenalgebra)

Die Inklusionsabbildung ¢ : G — K[G]*, g — d, ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus in
die Einheitengruppe K[G|* der Gruppenalgebra.

Zu jedem Gruppenhomomorphismus ¢ : G — A* in die Einheitengruppe einer Algebra A
tiber K existiert genau ein Algebrahomomorphismus ¢’ : K[G] — A mit ¢ ot = 14 o ¢, wobei
Ly A = A, a > a die Inklusionsabbildung bezeichnet.

G—~K[G]

|
¢j | g’
Y
A — A
LA
Beweis:
Dass die Inklusion ¢ : G — K[G]* ein Gruppenhomomorphismus ist, ergibt sich direkt aus der
Formel 0, * 0, = 04, fiir alle g, h € G. Da die Elemente ¢, fiir g € G eine Basis von K[G] bilden
und aus ¢/ or = 14 0 ¢ die Bedingung ¢'(d,) = ¢’ 0 1(g) = ta o ¢(g) = ¢(g) folgt, gibt es zu jeder
Abbildung ¢ : G — A genau eine K-lineare Abbildung ¢’ : K[G] — A mit ¢’ ot =14 0 ¢:

¢ K[Gl = A f=> fl@)d,— > fl9)elg).

geG geG

Ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus, so ist diese ein Algebrahomomorphismus. O

Beispiel 1.4.3: Eine Darstellung (p, V') einer Gruppe G iiber K ist ein Gruppenhomomor-
phismus p : G — GLg(V) = Endg(V)* in die Einheitengruppe der Algebra Endg (V). Damit
gibt es nach Satz einen Algebrahomomorphismus p’ : K[G] — Endg (V) mit p'(d,) = p(g)
fiir alle g € G.

Da die Klassenfunktionen offensichtlich eine ausgezeichnete Rolle in der Gruppenalgebra K[G]
spielen, stellt sich die Frage nach der Rolle der Charakter. Aus Satz ist bekannt, dass
fiir algebraisch abgeschlossene Korper K mit char(K) = 0 die Charakter der einfachen Darstel-
lungen eine Basis des Untervektorraums Klassg(G) C K[G] bilden, die eine Orthonormalbasis
beziiglich der symmetrischen Bilinearform aus Lemma [1.3.5] ist. Um diese Aussage im Kon-
text der Gruppenalgebra zu interpretieren, miissen wir einen Zusammenhang zwischen dieser
symmetrischen Bilinearform und der Faltung herstellen. Tatséichlich ergibt der Vergleich der
Formeln in Lemma [[.3.5] und in Satz [[.4.1]

~ (fix fo)(e)
(f17f2)_ |G|

Die Aussage, dass die Charakter der einfachen Darstellungen eine Orthonormalbasis fiir die
Bilinearform (, ) bilden, iibersetzt sich damit in eine Aussage iiber ihre Faltungsprodukte.

Vfi, f2 € K[G].
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Satz 1.4.4: Sei G eine endliche Gruppe und (p;, V;)i=1,..» ein Repréisentantensystem der Iso-
morphieklassen einfacher Darstellungen von G iiber einem algebralsch abgeschlossenen Korper
K mit char(K) = 0. Dann sind die Elemente

dlmK‘/Z
€ = — A~ X, Vi

Idempotente in der Gruppenalgebra K[G] mit e; x ¢; = d;;¢; und > | €; = .
Beweis:
Seien By, = (v}, ..., Up, * ) geordnete Basen von V; und ,01 : G — K die Matrixkoeffizienten von

(pr, Vi) beziiglich der Basis By. Dann ergibt sich mit der Formel fiir das Skalarprodukt aus
Lemma [1.3.5 und den Orthogonalitéitsrelationen fiir Matrixkoeffizienten aus Satz [1.3.6]

X(pinVi) * X(p5,v) ( Zzzpkk )on(h™'g) ZZ (Zpkk Vot (h )) (9)

heG k=1 I=1 k=11,s=1 \heqG
- ; |G|5z 0t Oks
ZZ |G| (P £12) PLi(9) ZZ AN (7)
k=1 1l,5=1 k=11,s=1
IEIRN 5ZJ|G|
o Z il dlmKV w1 (9):

Einsetzen der Formeln fiir e; liefert dann e; x e; = d;;p;. Die Identitét Z?:l e; = 0. folgt aus
der Zerlegung K¢ = @, (p;, V;)®" der reguliren Darstellung, die mit Lemma die Formel
XKG = D iy MiX(p,v;) fur ihren Charakter impliziert. Aus der Formel fiir die Charakter der
reguliren Darstellung in Beispiel [1.3.3] 2. (a) ergibt sich dann

By 3 :

1=

Die Idempotente e; in Satz definieren Projektoren P; = ¢; x — : K[G] — K[G], f — pix f,
deren Bilder paarweise disjunkt sind, und jede Klassenfunktion f € Klassk(G) ldsst sich mit
Hilfe dieser Projektoren eindeutig als Linearkombination der Charakter darstellen. Wir werden
in Abschnitt sehen, dass sich diese Zerlegung als Teil einer allgemeineren Theorie ergibt.

1.5 Einfache Darstellungen der symmetrischen Gruppe

In diesem Abschnitt konstruieren wir ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen einfa-
cher komplexer Darstellungen der symmetrischen Gruppe S,,. Der Grundbaustein dieser Kon-
struktion sind die Partitionen von n, denn nach Korollar [1.3.14] stehen die Isomorphieklassen
einfacher Darstellungen von S, iiber K in Bijektion zu den Konjugationsklassen von S,,. Die
Konjugationsklassen in S,, lassen sich iiber die Zykelzerlegung von Permutationen analysieren
und stehen in Bijektion mit den Partitionen von n. Wir erinnern an die relevanten Begriffe und
Resultate aus der Algebra.

e Ein k-Zykel einer Permutation 7 € S, ist ein k-Tupel (i1, ..., i) mit i1, ..., 7, € {1,...,n},
so dass 7(i;) =444 fur j=1,...,k — 1 und 7 (i) = 5.
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e Da jede Zahl i € {1,...,n} in genau einem Zykel von 7 enthalten ist, lasst sich die Per-
mutation schreiben als 7 = (if, ..., 4} ) ... (i}, ...,2%, ) mit {if,...,75 } N {5, ....25 } = 0 fiir
r# sund Ul_{if,...,i5 } = {1,...,n}. Dies wird als Zykelzerlegung von 7 bezeichnet
und ist eindeutig bis auf zyklische Permutation der Eintrdge in den Zykeln und bis auf

die Reihenfolge der Zykel.

e Zwei Permutationen 7,7 € S, sind zueinander konjugiert genau dann, wenn die Zy-
kellangen in ihren Zykelzerlegungen iibereinstimmen.

Denn ist (iy,..., 1) ein k-Zykel von 7 und 7 = g omo o™}, so ist (o(4y),...,0(ix)) ein

k-Zykel von 7. Stimmen umgekehrt die Léngen der Zykel in den Zykelzerlegungen von
und 7 iiberein, so sind die Zykelzerlegungen gegeben durch

T = (i, .y iy, ). (3%, ...,z”;k) 7= (1, dr,) Ut ...,j';k).

Indem wir o (i7) = ;" setzen, erhalten wir dann eine Permutation o € S, mit 7 = gomos 1.

Ordnen wir die Zykelldngen absteigend, so wird das k-Tupel der Zykellingen eindeutig.

e Damit stehen die Konjugationsklassen der S, in Bijektion mit den Partitionen von n,
also Zerlegungen n = Ay + ... + Ay mit A\;, K € N und A\; > Ay > ... > \;. Wir bezeichnen
eine solche Partition mit A = (Aq, ..., Ag).

Mit diesen Ergebnissen ist es naheliegend, dass die Kombinatorik von Partitionen und von
Zykelzerlegungen eine zentrale Rolle in der Konstruktion der einfachen Darstellungen der S,
spielen wird. Partitionen von natiirlichen Zahlen und die Zykelzerlegungen von Permutationen
lassen sich mit den sogenannten Young-Diagrammen und Young-Tableaus veranschaulichen.

Definition 1.5.1: Sei A = (Ay, ..., \x) eine Partition von n.

1. Ein Young-Diagramm der Form ) ist das Diagramm aus n quadratischen Késtchen
mit k£ Zeilen und \; Kéastchen in der iten Zeile:

2. Ein Young-Tableau der Form A ist ein Young-Diagramm der Form A, dessen Késtchen
paarweise verschiedene Eintrége aus der Menge {1,2,...,n} enthalten. Die Menge der
Young-Tableaus der Form \ wird mit Y* bezeichnet.

41813
21716
5 |1

Man beachte, dass die Bedingung A; > ... > A, fiir eine Partition A = (Aq, ..., \y) impliziert,
dass jede Zeile in einem Young-Diagramm oder Young-Tableau fiir A maximal so viele Késtchen
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enthilt wie die Zeile dariiber und jede Spalte maximal so viele Késtchen wie die Spalte links
davon. Damit kénnen wir Young-Diagramme als Visualisierungen von Partitionen und Young-
Tableaus als Visualisierungen von Zykelzerlegungen verstehen, wobei die Eintrége in den Zeilen
genau den Zykeln entsprechen.

Indem wir eine Permutation auf die Eintrage eines Young-Tableaus wirken lassen, erhalten wir
eine Gruppenwirkung der S, auf die Menge der Young-Tableaus. Interpretieren wir Young-
Tableaus als Zykelzerlegungen von Permutationen, so kénnen wir diese Gruppenwirkung mit
der Konjugationswirkung > : S,, x S, — S,,, g>>h = ghg~! in Verbindung bringen. Die Bahnen
dieser Gruppenwirkung sind ndmlich genau die Konjugationsklassen, die durch die Zykelldngen,
also die Zeilenldngen des Young-Tableaus, spezifiziert werden. Nach Beispiel induziert die
Gruppenwirkung > : S, x S, — S,,, g > h = ghg~! eine Darstellung p : S, — GL¢(C") der
S™ auf dem Vektorraum C*, und ihre Bahnen spannen Unterdarstellungen auf.

Diese Unterdarstellungen sind zwar nach dem Satz von Maschke halbeinfach, aber im allgemei-
nen nicht einfach. Um die einfachen Darstellungen der S,, zu konstruieren, betrachtet man daher
geeignete Quotientendarstellungen. Dazu identifiziert man Young-Tableaus, die durch Permu-
tation der Eintrége in den Zeilen auseinander hervorgehen. Die auf diese Weise entstehenden
Aquivalenzklassen von Young-Tableaus sind die sogenannten Young- Tabloide.

Definition 1.5.2: Sei A = (A, ..., \¢) eine Partition von n.

1. Zwei Young-Tableaus der Form A heiflen zeilendquivalent wenn sie durch Permutatio-
nen der Eintrdge innerhalb der Zeilen auseinander hervorgehen.

2. Eine Zeilen-Aquivalenzklasse eines Young-Tableaus der Form A heifit Young-Tabloid
der Form \. Die Menge der Young-Tabloide der Form A wird mit 7* = Y*/ ~ bezeichnet.

Lemma 1.5.3: Sei A = (\q, ..., \¢) eine Partition von n.

1. Die Abbildung > : S, x Y — Y* (7 > m);; = m(my;) ist eine Gruppenwirkung der
Gruppe S, auf die Menge der Young-Tableaus.

4181 3 7(4)|7(8)|7(3)
™ > =

2 | 7|6 m(2)|m(7)|7(6)

5 11 7(5)|7(1)

2. Sie induziert eine Gruppenwirkung > : S,, x T* — T*, 7> [m] = [ > m] der Gruppe S,
auf die Menge der Young-Tabloide.

3. Dies definiert eine komplexe Darstellung der Gruppe S, auf dem von T? frei erzeugten
komplexen Vektorraum M* = cT

p: S, — GLe(M?Y), p(m)[m] =7 [m] = [r>m]
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Beweis:

Die Gruppenwirkung auf die Young-Tableaus ist offensichtlich die Wirkung der symmetrischen
Gruppe S,, auf die Zahlenmenge {1,...,n}. Fiir die zweite Aussage ist nur zu zeigen, dass
zwei zeilensiquivalente Young-Tableaus m,m’ € Y?* durch diese Gruppenwirkung wieder auf
zeilendquivalente Young-Tableaus abgebildet werden. Dies ergibt sich direkt aus der Definition.
Entsteht die ite Zeile von m’ aus der iten Zeile von m durch Vertauschen des kten und
[ten Eintrags, so entsteht auch die ite Zeile von 7 > m' aus der iten Zeile von 7 > m durch
Vertauschen des kten und /ten Eintrags. Nach Beispiel erhéilt man damit eine Darstellung

von S, auf dem komplexen Vektorraum M* = CT* O
1 2 3 2 1 3
4 5 6 4 5 6
7 8 7 8
i T
4 5 7 5 4 7
2 6 1 2 1 6
3 8 3 8

Es stellt sich heraus, dass die Darstellung der symmetrischen Gruppe S,, auf dem von den
Young-Tabloiden erzeugten Vektorraum M?* im allgemeinen nicht einfach ist, sondern echte
Unterdarstellungen enthélt. Diese kann man systematisch konstruieren, indem man Eintrége in
den Spalten eines Young-Diagramms permutiert und die so entstehenden Young-Tabloide unter
Beriicksichtigung des Signums aufsummiert. Dies liefert die nach dem Mathematiker Wilhelm
Specht benannten Specht-Moduln. Wilhelm Specht war ab 1950 bis zu seiner Emeritierung
1972 als Professor am Department Mathematik der Friedrich-Alexander Universitdat Erlangen-
Niirnberg beschéftigt. Die Specht-Moduln konstruierte er allerdings schon 1935 in seiner Zeit
als Assistent im damaligen Konigsberg.

Definition 1.5.4: Sei A = (\1,..., \) eine Partition von n und M*» = C”* der von den
Young-Tabloiden der Form A frei erzeugte komplexe Vektorraum.

1. Der Spaltenstabilisator eines Young-Tableaus m € Y* ist die Untergruppe S(m) C S,,
die unter der Gruppenwirkung > : S, x Y*» — Y?* die Eintriige in jeder Spalte des
Diagramms permutiert.

2. Das Polytabloid fiir ein Young-Tableau m € Y ist der Vektor

em = Z sgn(o) [0 >m] € M*

oceS(m)
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3. Den von den Polytabloiden der Form A erzeugten Untervektorraum
Sp* = spanc{e,, | m € Y} ¢ M*
nennt man den Specht-Modul fiir \.
Bemerkung 1.5.5: Ein Young-Tableau der Form )\ heifit Standardtableau, wenn die Ein-
trage in jeder Zeile und Spalte, respektive, von links nach rechts und von oben nach unten wach-

sen. Man kann zeigen, dass die Polytabloide der Standardtableaus eine Basis des Specht-Moduls
Sp* bilden. Der Beweis ist aufwiindig und kombinatorisch und findet sich in [Sal, Abschnitt 2.5].

Beispiel 1.5.6: Wir betrachten die Partition A = (3,2) von n = 5. Fiir das Young-Tableau

1 2 3
m =
4 5
erhéalt man das Polytabloid
1 2 3 4 2 3 1 5 3 4 5 3
Em = — — +
4 5 1 5 4 2 1 2
Die Standardtableaus fiir A sind
1 2 3 1 2 4 1 2 5
4 5 3 5 3 4
1 3 4 1 3 5
2 5 2 4

Die zugehorigen Polytabloide spannen den Specht-Modul Sp* auf.

Wir werden nun zeigen, dass die Specht-Moduln fiir Partitionen von n ein Re-
prasentantensystem der Isomorphieklassen einfacher komplexer Darstellungen der Gruppe S,
definieren. Der erste Schritt ist es, zu zeigen, dass sie einfache Unterdarstellungen der Darstel-

lung von S,, auf M* aus Lemma bilden.

Satz 1.5.7: Sei A = (Ay, ..., \x) eine Partition von n. Dann ist der Specht-Modul Sp* ¢ M*
stabil unter p : S, — GL¢(M?), und die Einschrinkung von p auf Sp* liefert eine einfache
Darstellung von S, auf Sp*

p: S, — GLc(Sp?) P(T)em = Crom Vm € Y,
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Beweis:

1. Wir bezeichnen mit p : S, — GL¢(M?), p(m)[m] = [r > m] die Darstellung von S, auf
M?* aus Lemma Wir zeigen, dass der Untervektorraum Sp* C M* stabil unter p ist
und die Unterdarstellung auf Sp” durch die Formel im Satz gegeben ist. Sei dazu m € Y
ein Young-Tableau mit zugehorigem Polytabloid e,,. Dann ist fiir jede Permutation 7 € S,
der Spaltenstabilisator von 7t>m gegeben durch S(r>m) = {mocor™! | ¢ € S(m)}, und es folgt

p(m)em = Z sgn(o)w > [o>m] = Z sgn(o) [(mo o) > m]

oeS(m) oeS(m)

:ZSgH(O')[(ﬂ'OO'Oﬂ'_I) (m>m)] ZSgH?‘(‘OO‘Oﬂ' Yirooor™) > (r>m))
ceS(m) ceS(m)

= Z sgn(7) [1 > (7 > m)] Z sgn(7) 7 > [ > m] = erpm.
TeS(m>m) TES(T>m)

Damit ist (p, Sp*) eine Unterdarstellung von (p, V).

2. Um zu zeigen, dass (p, Sp™) einfach ist, benétigen wir eine Hilfsaussage. Wir betrachten fiir
jedes Young-Tableau m € Y* die C-lineare Abbildung

fu : MY = M, [j] = sgn(o) o > [j].

und zeigen, dass fiir jedes Young-Tableau j € Y* entweder f,,([j]) = 0 oder f,,([j]) = *e,, gilt.

Fiir zwei Young-Tableaus m,j € Y* gilt entweder (a) Es gibt i1,i, € {1,...,n} die in einer
Spalte von m und in einer Zeile von j liegen oder (b) Alle Eintrége, die in einer Spalte von m
liegen, liegen in verschiedenen Zeilen von j.

In Fall (a) gilt offensichtlich (i1,42) € S(m) und (i1,42) > [j] = [j]. Damit konnen wir jede
ungerade Permutation o’ € S(m) schreiben als Produkt ¢’ = o o (i1,i2) mit einer geraden
Permutation o = ¢’ o (i1, i2) € S(m), und es folgt

fuli) = Y sen(o)orlj]= Y ox[]-oo(ini)>[l= Y o>[]-o>[]=0.

ceS(m) UEES’()m)l Uef()m)l
sgn(o )= sgn(o)=

In Fall (b) erhalten wir durch Umordnen der Eintrdge in jeder Zeile von j ein zu j zei-
lendquivalentes Young-Tableau j', das durch Anwendung einer Permutation 7 € S(m) im
Spaltenstabilisator von m aus m hervorgeht. Daraus ergibt sich

Full]) = fu([i') = D _sen(0) o = sgu(0)o>[r'>m] = sgu(o) (o on’) > [m]

ceS(m) oeS(m) ceS(m)

= Z sgn(o o ')sgn(n’™) (0 o ') > [m] = sgn(n Z sgn(T [m] = sgn(n’)en.

O'ES(m) TGS )

3. Sei nun U C Sp* € M* ein Untervektorraum, der stabil unter p ist. Aus der Stabilitit unter
p folgt f,,(U) C U fiir alle Young-Tableaus m € Y.

Gibt es ein Young-Tableau m € Y* mit f,(U) # 0, so folgt e, € fn(U) und damit
ersm = p(m)en, € U fir alle m € S,,. Daraus folgt

U = Sp* = spanc{ey, | k € Y} = spanc{erom | 7 € S, }.
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Ist f,,(U) = 0 fiir alle Young-Tableaus m € Y*, so betrachten wir das durch (t,t') = & fiir
alle t,t' € T* gegebene Skalarprodukt auf M*. Aus f,,(u) = 0 fiir alle m € Y* und u € U folgt

:<fm Z sgn(o Z sgn(o [mD = <u7 em>

oeS(m) oeS(m)

fiir alle u € U und m € Y. Damit gilt U c Sp* N Sp* = 0, und (p, Sp?) ist einfach. O

Nach Korollar ist die Zahl der Isomorphieklassen einfacher komplexer Darstellungen von
S, gleich der Zahl der Konjugationsklassen in S,, und damit gleich der Zahl der Partitionen von
n. Dies ist auch die Anzahl der Specht-Moduln fiir n. Um zu zeigen, dass die Specht-Moduln
ein Représentantensystem einfacher komplexer Darstellungen von n bilden, reicht es also, zu
zeigen, dass zwei Specht-Moduln nur dann isomorphe Darstellungen von S,, liefern, wenn die
zugehorigen Partitionen gleich sind.

Satz 1.5.8: Sein € N und A, u zwei Partitionen von n. Dann gilt:

1. Die Darstellungen (p, Sp*) und (p, Sp*) sind isomorph genau dann, wenn \ = .

2. Die Specht-Moduln der Partitionen von n bilden ein Reprisentantensystem der Isomor-
phieklassen einfacher komplexer Darstellungen der Gruppe S,,.

Beweis:
Seien A = (Ay,..., \¢) und g = (py,.., 1) zwei Partitionen von n und ¢ : Sp* — Sp” ein
Isomorphismus von Darstellungen.

Wir setzen ¢ zu einem Homomorphismus von Darstellungen ¢’ : M» — M* fort. Dazu be-
trachten wir das Skalarprodukt { , ) : M* x M* — C mit (¢,t') = & fiir t,#' € T*. Dann gilt
M* = Sp* @ Sp™M als komplexer Vektorraum, Sp* € M?* ist als Unterdarstellung nach Satz
stabil unter p : S, — GL¢(M?*) und Sp™* ist ebenfalls stabil unter p, da aus x € Sp**
und 7 € S, folgt (p(m)x,y) = (z,p(x~")y) = 0 fiir alle y € Sp*, also p(r)z € Sp*". Indem
wir ¢/(v) = ¢(v) fiir alle v € Sp* und ¢'(v) = 0 fiir v € Sp™ setzen, erhalten wir einen
Homomorphismus von Darstellungen ¢’ : M* — M*.

Da ¢ ein Isomorphismus von Darstellungen ist, gilt ¢’ # 0 und es gibt ein m € Y* mit

0 # ¢(em) = ¢'(em) = Y sgn(0) ¢/ (o > [m]) = Y sgn(o) o &> ¢'([m)).

ces(m) oeS(m)

Da ¢'([m]) eine Linearkombination von Polytabloiden der Form g ist, muss es also ein Young-
Tableau z € Y mit g, sgn(o) o &> [z] # 0 geben.

Gébe es zwei Elemente i1, 75 einer Spalte von m, die in der selben Zeile von x liegen, so wire
(11,12) € S(m) und (i1,142) > [x] = [z], und wir kénnten jede ungerade Permutation ¢’ € S(m)
als 0/ = o o (i1, 42) mit einer geraden Permutation o € S(m) schreiben. Daraus ergébe sich

ngn ZO‘D (il,ig))b[x]:Zab[w}—aD[m]zO,
oeS(m) ceS(m) oeS(m)
sgn(o)=1 sgn(o)=1
im Widerspruch zur Annahme. Also liegen alle Eintrége aus einer Spalte von m in verschiedenen
Zeilen von z oder, dazu dquivalent, alle Eintridge aus einer Zeile von x in verschiedenen Spalten
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von m. Durch Anwenden von Permutationen im Spaltenstabilisator S(m) konnen wir dann fiir
alle i € {1, ...,1} das Young-Tableau m in ein Young-Tableau m’ € Y* iiberfithren, so dass die
Eintréige aus den ersten i Zeilen von x in den ersten i Zeilen von m' liegen. Daraus ergibt sich

A N> Vie{l,..,1}.
Indem wir das selbe Argument auf ¢~ : Sp* — Sp* anwenden, erhalten wir analog
M+ N <+ Vie{l,..,k},

und das impliziert | = k und p; = A; fiir alle i € {1, ..., k}. O

Beispiel 1.5.9: Sein € N.

1. Der Modul M* und der Specht-Modul Sp* fiir die Partition A = (n) von n sind eindimen-
sional, denn es gibt zu dieser Partition nur ein einziges Young-Tabloid

Dieses wird von jeder Permutation m € S, auf sich selbst abgebildet, und damit entspricht
der Specht-Modul der Partition A = (n) der trivialen Darstellung von S,,.

2. Fiir die Partition A = (1,1, ...,1) von n gilt dimc(M?) = n! und dime(Sp*) = 1, denn zu
dieser Partition gibt es n! nicht dquivalente Young-Tableaus und damit n! verschiedene
Young-Tabloide, aber nur ein einziges Standardtableau m € Y

1 1
2 2
m= | 3 Em = ZUGSn sgn(o)or> | 3
n n

Es gilt fiir alle 7 € .S,

p(TM)em = erpm = Z sgn(o)m > [o > m| = Z sgn(o)[(mo o) > m|

oGSn UESn
= sgn(7) Z sgn(moo)[(mo o) >m| = sgn(n)ey,.
0ESH

Damit entspricht der Specht-Modul von A = (1,1, ..., 1) der Signumsdarstellung von S,,.
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1.6 Ubungen zu Kapitel

Aufgabe 1: Seien (p, V), (1, W) Darstellungen einer Gruppe G iiber K.
(a) Zeigen Sie, dass durch
praw(@)v +w) = o)) +7(0)w)  prw(s)0@w) = pr(6) ) @pw () (w)
Priome(vn) (9)6 = pw(g) 0 po pv ()™ pv-(9)a=aopy(g™)
Darstellungen von G auf V& W, VoW, Homg(V, W) und V* definiert werden.

(b) Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen Homomorphismen von Darstellungen sind

¢ V'RV - K, a®u— a(v)
VKV =V, AQv +— \v
£:V'@W — Homg(V, W), a®Qw — fa, mit fo.,(v) = a(v)w

wobei K mit der trivialen Darstellung versehen wird.

Aufgabe 2: Sei > : G x M — M eine Gruppenwirkung auf einer Menge M. Zeigen Sie, dass
die Abbildung p : G — GLg(KM) mit (p(g)f)(m) = f(g~' > m) eine Darstellung von G auf
KM definiert mit p(g)d,, = Oy fiir alle m € M, g € G.

Aufgabe 3: Sei G eine Gruppe und N C G eine normale Untergruppe, d. h. eine Untergruppe
N C G mit gng™! € N fiir alle g € G, n € N. Zeigen Sie:

(a) Die Aquivalenzklassen von Elementen in G beziiglich der Aquivalenzrelation g ~ ¢ <
dn € N : ¢ = gn bilden eine Gruppe. (Diese wird als Faktorgruppe und mit G/N
bezeichnet. Die Aquivalenzklassen heilen Nebenklassen von G.)

(b) Ist (p, V) eine Darstellung von G iiber K mit p(n) = idy fiir alle n € N, so definiert dies
eine Darstellung der Faktorgruppe G/N auf V.

Aufgabe 4: Seien G, Gy, ...,G, Gruppen und K ein Korper.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge Xk(G) der Gruppenhomomorphismen f : G — K* mit der
punktweisen Multiplikation eine Gruppe bildet. Sie heifit die Charaktergruppe von G.

(b) Zeigen Sie dass die Gruppen Xg(G1 X ... x G,) und Xg(G1) x ... x Xg(G,,) isomorph
sind.

(c) Zeigen Sie, dass fiir endliche abelsche Gruppen G die Gruppe X¢(G) isomorph ist zu G.

Aufgabe 5: Seien G, H Gruppen, f: H — G ein Gruppenhomomorphismus und (p, V') eine
Darstellung von G iiber K.

(a) Zeigen Sie, dass der Pullback (po f, V) eine Darstellung von H auf V ist.
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(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes Element h € G auch (py, V) mit pj, : G — GLg(V), g — p(hgh™!)
eine Darstellung von G auf V ist und die Abbildung p(h) : V — V| v — p(h)v ein Isomor-
phismus von Darstellungen.

(c) Folgern Sie, dass fiir jedes Element ¢ € Z(G) die Abbildung ¢ = p(c) : V. — V ein
Automorphismus von Darstellungen von (p, V) ist.

(d) Finden Sie eine Gruppe G, einen Gruppenautomorphismus f : G — G und eine Darstellung
(p, V) von G, so dass der Pullback (po f, V) nicht isomorph zu (p, V) ist.

Aufgabe 6: Seien G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe, (p,U) eine Darstellung von G
und (o, V), (1, W) Darstellungen von H iiber K. Wir betrachten den Vektorraum

F(o,V)={f:G—= V| f(hg) =p(h)f(g) Vg€ G, h € H}
mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation.

(a) Zeigen Sie, dass wvy : G = Endg(F(p,V)), (wi(9)f)(¢") = f(¢g'g) eine Darstellung
von G auf F(p,V) ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jeden Homomorphismus von Darstellungen ¢ € Hom((o, V), (7, W)) die
Abbildung F(¢) : F(o,V) — F(1,W), f — ¢ o f ein Homomorphismus von Darstellungen
der Gruppe G ist.

Aufgabe 7: Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K mit char(K) = 0, (vq,...,v,) eine
geordnete Basis von V' und

p: S, — GLg(V) p(T)v; = Vr(s) Vie{l,..,n}
die in der Vorlesung definierte Darstellung der symmetrischen Gruppe S,, auf V.

(a) Bestimmen Sie alle Endomorphismen der Darstellung (p, V).

(b) Zeigen Sie, dass (p,V) die direkte Summe einer eindimensionalen und einer (n — 1)-
dimensionalen Unterdarstellung ist.

Aufgabe 8: Sei G eine Gruppe und K ein Korper. Eine Darstellung (p, V') von G iiber K
heifit treu, wenn der Gruppenhomomorphismus p : G — GLg(V) injektiv ist. Zeigen Sie:
Jede endliche Gruppe G besitzt eine treue Darstellung auf einem endlich-dimensionalen K-
Vektorraum.

Aufgabe 9: Sei K ein Korper und n € N. Bestimmen Sie alle Darstellungen der symmetri-
schen Gruppe S,, auf K.

Aufgabe 10: Bestimmen Sie alle endlich-dimensionalen Darstellungen der Gruppe Z/mZ
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper der Charakteristik 0 bis auf Isomorphie.
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Aufgabe 11: Sei G eine Gruppe und [G,G] = (a-b-a ' -b"': a,b € G) die von Elementen
der Form [a,b] = a-b-a~!-b~! erzeugte normale Untergruppe von G, also die kleinste normale
Untergruppe von G, die alle Elemente dieser Form enthalt.

Zeigen Sie, dass die [somorphieklassen eindimensionaler Darstellungen von G {iber einem Kérper
K in Bijektion stehen mit Gruppenhomomorphismen ¢ : G/|G,G] — K* .

Aufgabe 12: Finden Sie eine einfache reelle Darstellung einer endlichen abelschen Gruppe,
die nicht eindimensional ist.

Aufgabe 13: Sei G eine Gruppe, (p, V) eine Darstellung von G iiber K und (7,U) C (p,V)
eine Unterdarstellung.

(a) Zeigen Sie, dass p' : G — GLg(V/U), p'(g)(v +U) = p(g)v + U eine Darstellung (p', V/U)
von G auf dem Quotientenraum V/U definiert.

(b) Zeigen Sie, dass (p',V/U) einfach ist genau dann, wenn die Unterdarstellung (7, U) maxi-
mal ist, d. h. fiir jede Unterdarstellung (o, W) C (p, V) mit U C W folgt W = V.

Aufgabe 14: Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass der Satz von Maschke falsch wird,
wenn man die Voraussetzung char(K) 1 |G| weglésst.

Aufgabe 15: Sei (p,C") eine einfache komplexe Darstellung einer Gruppe G und M (g) =
(pij(9))ij=1,. n die darstellenden Matrizen der linearen Abbildungen p(g) beziiglich einer Basis
B = (by,...,b,) von C". Beweisen Sie, dass jede Matrix, die mit allen Matrizen M (g) kommu-
tiert, ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.

Aufgabe 16: Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Beweisen Sie sie, oder geben
Sie ein Gegenbeispiel an:

(a) Ist G eine endliche Gruppe und (p, V') eine einfache Darstellung von G der Dimension > 2,
so gilt >0 o p(g)v =0 fiir alle v € V.

(b) Ist G eine einfache endliche Gruppe, so ist auch jede komplexe Darstellung von G einfach.

(c) Ist G eine einfache Gruppe, so ist jede Darstellung von G entweder trivial oder treu
(vgl. Ubungsblatt 1, Aufgabe 6).

(d) Sei > : G x M — M eine Wirkung einer Gruppe G auf einer Menge M und
p: G — GLg(KM) die zugehérige Darstellung von G mit p(g)d,, = Oz fiir g € G und
m € M. Dann ist (p, KM) einfach genau dann, wenn [> nur eine einzige Bahn hat.

(e) Fiir jede Darstellung (p, V) einer endlichen Gruppe G iiber einem Korper K gibt es ein
n € N, so dass alle Eigenwerte der Abbildungen p(g) fiir ¢ € G' nte Einheitswurzeln in K
sind.
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Aufgabe 17: Eine Darstellung (p, V) einer Gruppe G auf einem unitdren Vektorraum
(V,(,)) heifit unitér, wenn (p(g)v, p(g)w) = (v,w) fiir alle g € G und v,w € V gilt. Zeigen
Sie:

(a) Jede endlich-dimensionale unitidre Darstellung einer Gruppe G ist halbeinfach.

(b) Zu jeder endlich-dimensionalen komplexen Darstellung (p, W) einer endlichen Gruppe G
gibt es ein Skalarprodukt (, ) auf W, beziiglich dem p unitér ist.

(c) Jede endlich-dimensionale komplexe Darstellung einer endlichen Gruppe G auf einem
unitdren Vektorraum (V) (, )) ist isomorph zu einer beziiglich (, ) unitdren Darstellung
von G.

(d) Fir n € N ist jede endliche Untergruppe H C GL(n,C) konjugiert zu einer endlichen
Untergruppe der unitaren Gruppe U(n).

Hinweis: Wihlen Sie in (b) ein beliebiges Skalarprodukt auf V' und konstruieren Sie daraus
ein neues Skalarprodukt, indem Sie iiber die Gruppenelemente mitteln.

Aufgabe 18: Sei K ein Korper, G eine endliche Gruppe mit char(K) 1 |G| und H C G eine
Untergruppe. Wir betrachten die Einschrénkungen (p|g, V') einfacher Darstellungen (p, V') von
G iiber K auf die Untergruppe H.

Zeigen Sie, dass zu jeder einfachen Darstellung (7, W) von H {iiber K eine einfache Darstellung
(p, V) von G iiber K existiert, so dass (7, W) isomorph zu einem Summanden in der Zerlegung
von von (p|g, V) als direkte Summe einfacher Darstellungen von H ist.

Aufgabe 19: Beweisen Sie, dass isomorphe endlich-dimensionale Darstellungen einer Gruppe
G iiber einem Korper K den gleichen Charakter haben.

Aufgabe 20:

(a) Bestimmen Sie fiir n € N bis auf Isomorphie alle einfachen komplexen Darstellungen der
Gruppe Z/nZ und deren Charakter.

(b) Sei V' ein komplexer Vektorraum mit Basis B = (v1, ..., v,) und p : Z/nZ — GL¢c(V) die
Darstellung mit p(1)v; = v;44 fiir i € {1,2,...,n — 1} und p(1)v, = v;. Bestimmen Sie die
Multiplizitaten der einfachen Darstellungen aus (a) in der Darstellung (p, V).

Aufgabe 21: Seien G, H endliche Gruppen, (p, V) eine Darstellung von G und (7, W) eine
Darstellung von H iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K der Charakteristik 0.

Zeigen Sie:

(a) (pO7, VW) mit pO7 : G x H — GLg(VRW), (pO7)(g, h)(v@w) = p(g)v@7(h)w ist eine
Darstellung von G x H auf VW.

(b) Sind (p, V') und (7, W) einfach, so ist auch (pO7, V®W) einfach.

(c) Die regulire Darstellung von G x H auf K& ist isomorph zu K¢OK?.
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(d) Fiir jede einfache Darstellung (o, U) von G x H iiber K existieren einfache Darstellungen
(p, V) von G und (7,W) von H mit (o,U) = (p,V)O(7, W). Diese sind eindeutig bis auf
Isomorphie.

Aufgabe 22: Sei G eine endliche Gruppe und (p,V) eine endlich-dimensionale komplexe
Darstellung von G mit Charakter x(,,v).

(a) Zeigen Sie, dass x(,)(g7") = X(pv)(9) fiir alle g € G gilt.
(b) Zeigen Sie, dass
(fi, f2) = |G| Zﬁ f2 fiir f1, fo € Klassc(G)
geG

ein Skalarprodukt auf dem komplexen Vektorraum Klassc(G) definiert und dass es auf
dem von den Charaktern endlich-dimensionaler komplexer Darstellungen von G erzeugten
reellen Untervektorraum von Klassc(G) von mit der symmetrischen Bilinearform auf
Klassc(G) aus der Vorlesung iibereinstimmt.

(c) Sei nun (, ) ein Skalarprodukt auf V und ¢! € Endc(V) bezeichne die zu ¢ € Endc(V)
adjungierte Abbildung mit (v, ¢(v')) = (¢ (v),v’) fiir alle v,v" € V.

Zeigen Sie, dass durch p* : G — GL¢(V), g = p(g~!)T eine weitere Darstellung von G auf
V' definiert wird und dass die Darstellungen (p, V') und (p*, V') isomorph sind.

Hinweis: Nutzen Sie in (a) die Jordan-Normalform.

Aufgabe 23: Sei G eine endliche Gruppe.

(a) Zeigen Sie: Fiir jede einfache komplexe Darstellung (p, V') von G gilt |x(,v(9)| < dimcV
fir alle ¢ € G und |x(,v)(9)] = dimcV genau dann, wenn p(g) = ,idy mit einer
Einheitswurzel £, € C.

(b) Gilt (a) auch fiir endliche-dimensionale einfache komplexe Darstellungen unendlicher
Gruppen?

(c) Zeigen Sie: Fiir ein Element g € G gilt ¢ € Z(G) genau dann, wenn |x(,v)(g)| = dimcV’

fiir alle einfachen komplexen Darstellungen (p, V) von G.

Hinweis: Benutzen Sie in (a) die Jordan-Normalform.

Aufgabe 24: Sei G eine endliche Gruppe und (p1, V1),..., (pn, Vi) ein Reprisentantensystem
einfacher komplexer Darstellungen von GG. Beweisen Sie, dass eine Klassenfunktion f : G — C
genau dann Charakter einer endlich-dimensionalen komplexen Darstellung von G ist, wenn gilt

(f,iXv) ENg  Vi=1,..,n.
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Aufgabe 25: Sei (p1,V41),..., (pn, Vi) ein Reprisentantensystem einfacher komplexer Darstel-
lungen einer endlichen Gruppe G. Zeigen Sie, dass fiir die zugehorigen Charakter gilt

X (@) X (@) = D - Xy (9) Vg €G
k=1
mit Koeffizienten n;, € Ny. Driicken Sie diese Koeffizienten durch die Charakter x(,, v;) aus.

Aufgabe 26: Bestimmen Sie die Charaktertafel fiir die zyklische Gruppe Z/nZ iiber C.

Aufgabe 27: Sei (p1,V1),..., (pn, Vi) ein Repriasentantensystem einfacher komplexer Darstel-
lungen einer endlichen Gruppe G. Beweisen Sie:

- ., % falls g, h in der selben Konjugationsklasse C' liegen
D X0 (@)X (v (B =
— 0  sonst.

Aufgabe 28: Sei G eine endliche Gruppe und (p, V') eine einfache komplexe Darstellung von
G. Zeigen Sie, dass dann dimgV’ die Gruppenordnung teilt.

Hinweis: Betrachten Sie fiir m := |G| den unitalen Unterring

m—1
U= Z[e%i/m] = {Z zpe2Tik/m | 205 ey Zm—1 € Z} cC.
k=0

Zeigen Sie, dass x(,v)(g) € U fiir alle ¢ € G gilt und folgern Sie mit Satz [1.4.4] dass
|G|/dimcV € Z gilt.

Aufgabe 29: Ergénzen Sie in der folgenden Charaktertafel einer endlichen Gruppe G iiber
C die fehlende Zeile:

1136|638

€191 | 92| 93 | 94
pr |11 11111
po | 1|1 [-1]-1]1
ps|3-1|1]-1]0
pe |3 ]-11-111 10
o ? ? ? ? ?

Aufgabe 30: Bestimmen sie mit Hilfe der Specht-Moduln die Charaktertafel der Gruppe
S4. Gehen sie dabei wie folgt vor:

(a) Bestimmen Sie die Anzahl der Konjugationsklassen und ein Element in jeder Konjugati-
onsklasse von Sjy.

(b) Bestimmen Sie die Standardtableaus fiir jede Partition von n = 4 und die Dimensionen
der zugehorigen Specht-Moduln.

(c) Bestimmen Sie die Charakter indem Sie (falls notig) ein Element in jeder Konjugations-
klasse auf die Polytabloide der Standardtableaus wirken lassen.

Hinweis: Uberlegen Sie sich genau, welche Gréfien Sie wirklich berechnen miissen, sonst wird
die Aufgabe sehr aufwéindig.
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2 Moduln iiber Ringen

2.1 Grundbegriffe

In diesem Kapitel werden wir den Begriff des Moduls iiber einem Ring einfithren. Wir werden
sehen, dass dieser Begriff mehrere bekannte Konzepte aus der Algebra wie Vektorrdume iiber
Korpern, abelsche Gruppen und Darstellungen von Gruppen als Spezialfille enthélt. Indem man
das Konzept des Moduls benutzt, kann man diese Strukturen also zusammen behandeln und
ihre Gemeinsamkeiten erfassen. Dazu wiederholen wir zunéchst die wesentlichen Definitionen
zu Ringen.

Definition 2.1.1:
1. Ringe:

e Ein Ring (R, +, ") ist eine abelsche Gruppe (R, +) zusammen mit einer Multiplika-
tionsabbildung - : R x R — R, (r,s) — r - s, die assoziativ und distributiv ist:

r-(s-t)y=(r-s)-t, r-(s+t)=r-s+r-t, (s+t)-r=s-r+t-r VrsteR.

Das neutrale Element der abelschen Gruppe (R, +) wird mit 0 bezeichnet.

e Ein Ring heifit unital oder Ring mit Einselement, wenn ein Element 1 € R
existiert mit 1-r =r -1 =r fiir alle r € R.

e Ein Element r € R eines unitidren Rings heifit Einheit, wenn es ein multiplikatives
Inverses besitzt, d. h. es existiert ein s € R mit - s = s - r = 1. Die Einheiten in R
bilden eine Gruppe, die mit R* bezeichnet wird.

e Ein Ring heifit kommutativ wenn die Multiplikationsabbildung kommutativ ist:
r-s=s-rfiraller,se R.

e Ein Ring heifit nullteilerfrei, wenn fiir alle r,s € R aus r - s = 0 folgt » = 0 oder
s =0.

e Ein Integrititsring oder Integrititsbereich ist ein kommutativer, nullteilerfreier
Ring R # 0 mit Einselement.

e Ein Ring heiflit Schiefk6érper oder Divisionsring, wenn jedes Element aufler 0 ein
multiplikatives Inverses besitzt: R* = R\ {0}.

2. Unterringe und Ideale: Sei (R, +, ) ein Ring.

e Ein Unterring oder Teilring von R ist eine Untergruppe (U,+) C (R, +), die mit
der Einschrinkung der Ringmultiplikation in R wieder einen Ring bildet: v - v’ € U
fiir alle w, v’ € U. Gilt auch 1 € U, so spricht man von einem unitalen Unterring.

e Ein Linksideal in einem Ring (R, +, -) ist eine Untergruppe (I, +) C (R, +), so dass
r-1 € I fir alle r € R, ¢ € I. Analog ist ein Rechtsideal in R eine Untergruppe

(I,+) C (R,+),sodassi-r €[ fir aller € R, i € I. Ist I C R sowohl ein Links-
als auch ein Rechtsideal in R, so nennt man / ein zweiseitiges Ideal.

e Ein Hauptidealring ist ein Integritétsring, in dem jedes Ideal I ein Hauptideal
ist, also von der Form I = (a) = {r-a: r € R} fiir ein festes a € R.
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3.

Ringhomomorphismen:

e Ein Ringhomomorphismus f : (R, +,:) — (5, +, ) ist ein Gruppenhomomorphis-
mus, der die multiplikative Struktur der Ringe respektiert:

Fr+r) = F0)+ £07), frr) = f(0-£(07) Wrr € R

e Sind (R,+,-) und (S, +,-) unitale Ringe, so fordert man zusétzlich, dass ein Ring-
homomorphismus f : R — S die multiplikativen Einheiten aufeinander abbildet:
f(1g) = 1g. Man spricht dann auch von einem unitalen Ringhomomorphismus
oder Homomorphismus von unitalen Ringen.

Konvention 2.1.2: Sofern nicht anders angegeben, sind im Folgenden alle Ringe unitale
Ringe, alle Unterringe unitale Unterringe und alle Ringhomomorphismen Homomorphismen
unitaler Ringe.

Beispiel 2.1.3:

1.

Der Ring der ganzen Zahlen (Z, +, -). Dieser spielt eine besonders wichtige Rolle und wird
auch als initialer Ring bezeichnet. Denn fur jeden unitalen Ring R existiert genau ein
Ringhomomorphismus f : Z — R (Beweis: Ubung).

. Der Nullring R = {0}. Dieser wird auch als terminaler Ring bezeichnet. Denn fiir jeden

Ring R existiert genau ein Ringhomomorphismus f : R — {0}.
Jeder Korper ist ein Ring, also insbesondere Q, R, C, und die endlichen Zahlenkoérper.

Jede assoziative Algebra (A, +,-,0) mit Einselement ist auch ein Ring (R, +, o). Insbe-
sondere gilt das fiir die Gruppenalgebra K[G] aus Satz sowie fiir die Endomorphis-
menalgebra Endg (V) eines K-Vektorraums.

Die Polynome mit Koeffizienten in einem kommutativen Ring R bilden beziiglich der
Polynomaddition und Multiplikation einen Ring, der mit R[X| bezeichnet wird.

. Fir U C R” offen, bilden die reellwertigen Funktionen auf U einen Ring beziiglich der

punktweisen Addition und Multiplikation. Dasselbe gilt fiir die stetigen, die differenzier-
baren und die analytischen Funktionen auf U.

Ist (G, +) eine abelsche Gruppe, so bilden die Gruppenendomorphismen ¢ : G — G einen
unitalen Ring, den Endomorphismenring Endz(G). Die Ringstruktur ist gegeben durch
die punktweise Addition und die Verkettung von Gruppenendomorphismen.

. Ist (R, +, -) ein Ring, so erhélt man einen weiteren Ring (R, +, '), indem man die Multipli-

kation in R umdreht: -’ s := s - r fiir alle r, s € R. Dieser wird als der zu R opponierte
Ring und mit R bezeichnet. Offensichtlich ist der Ring (R, +,-) kommutativ genau
dann, wenn idi : R — R ein Ringhomomorphismus ist.

.Ist f : R — S ein Ringhomomorphismus, so ist ker(f) = {r € R : f(r) = 0} ein

zweiseitiges Ideal in R und Im(f) = {s €S : Ir € Rmit f(r) = s} ein Unterring von S.

Ein weiteres wichtiges Beispiel ergibt sich als eine Verallgemeinerung der Gruppenalgebra aus
Satz Ersetzen wir in Satz den Korper K durch einen Ring R, so erhalten wir den
sogenannten Gruppenring.
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Beispiel 2.1.4: (Gruppenring)
Sei G eine Gruppe, R ein Ring und R die Menge der Abbildungen f : G — R mit f(g) =0
fiir fast alle ¢ € G. Dann bildet R® zusammen mit der punktweisen Addition von Abbildungen
und der Faltung % : R® x RY — R¢

Frk(g)= > flgk(g) =D flwk(ug)

91,92€G": g1-g2=g ueG

einen Ring (R®, +, %) mit Einselement 6, der als Gruppenring und mit R[G] bezeichnet wird.

Wir fithren nun Begriff des Modulsﬂ iiber einem Ring ein. Dabei nehmen wir weiterhin an, dass
die betrachteten Ringe unital sind und Ringhomomorphismen die multiplikativen Einheiten
aufeinander abbilden. Die Definition eines Moduls ist vollig analog zu der eines Vektorraums,
nur dass der Korper in der Definition des Vektorraums durch einen Ring ersetzt wird. Da auch
nicht-kommutative Ringe betrachtet werden, unterscheidet man Links- und Rechtsmoduln.

Definition 2.1.5:

1. Ein (Links)modul iiber einem unitalen Ring R ist eine abelsche Gruppe (M, +) zusam-
men mit einer Abbildung > : R x M — M, (r,m) — r > m, die Strukturabbildung,
so dass fiir alle m,m’ € M und r,7" € R die folgenden Identitéiten gelten:

re>(m4+m)=r>m+r>m (r+ry>pm=r>m+r>m
re>(r'>m))=(r-r)>m l>m=m  Vme M.

2. Ein R-Modulhomomorphismus oder eine R-lineare Abbildung von einem R-Modul
(M, +,>) in einem R-Modul (M, +',>') ist ein Homomorphismus ¢ : (M, +) — (M',+')
von abelschen Gruppen, der kompatibel mit den Strukturabbildungen ist:

p(r>m)=r>'¢(m) Vme M, rcR.

Die Menge der R-Modulhomomorphismen von (M, +,>) nach (M’ +',>') wird mit
Hompg(M, M") bezeichnet.

3. Einen bijektiven R-Modulhomomorphismus nennt man einen Modulisomorphismus.
Gibt es einen Modulisomorphismus ¢ : (M, +,>) — (M’,+',>') so heilen die Moduln
(M,+,>) und (M’',+',>') isomorph, und man schreibt M = M.

4. Ein R-Modulhomomorphismus ¢ : (M,+,>) — (M,+,>) heift R-Modulendo-
morphismus. Die Menge der R-Modulendomorphismen von (M, &) wird mit Endz (M)
bezeichnet. Ein bijektiver Modulendomorphismus heifit Modulautomorphismus.

Bemerkung 2.1.6:

1. Aus den Bedingungen in der Definition des Linksmoduls ergeben sich die Identitéten
0>m=0,r>0=0und (—1)>m = —m fiir alle r € R und m € M (Ubung).

3Der Modul. Der Plural ist Moduln, und das Wort wird auf der ersten Silbe betont.
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2. Alternativ kann man eine R-Modulstruktur auf einer abelschen Gruppe (M, +) auch als
einen Ringhomomorphismus p : R — Endz (M) definieren.

Denn fiir jede R-Modulstruktur o> : R x M — M ist p' : R — Endz (M), p/(r)m :=r>m
ein Ringhomomorphismus, und fiir jeden Ringhomomorphismus p’ : R — Endz(M) ist
>:Rx M — M, (r,m)— p(r)m eine R-Modulstruktur auf M (Aufgabe |33)).

3. Analog definiert man einen Rechtsmodul iiber einem Ring (R, +,) als eine abelsche
Gruppe (M, +) zusammen mit einer Abbildung < : M x R — M, (m,r) — m <r, so
dass fiir alle m,m’ € M und r,7" € R die folgenden Identitéten gelten:

(m+m)<r=m<ar+m'<ar m<(r+r)=m<ar+m<r
(mar)<ar'=m<(r-r) m<1l=m.

Ein Homomorphismus von R-Rechtsmoduln von (M, +, <1) nach (M’ +', <') ist ein
Gruppenhomomorphismus ¢ : (M,+) — (M',+') mit ¢(m < r) = ¢(m) < r fiir alle
m € M und r € R.

Jeder R-Rechtsmodul (M,+,<1) erhdlt durch >' : R? x M — M, r>m = m<r
die Struktur eines R°P-Linksmoduls. Analog hat jeder R-Linksmodul eine R°P-Rechts-
modulstruktur. Rechtsmoduln iiber R sind also nichts anderes als Linksmoduln iiber
R°P. Insbesondere ist fiir einen kommutativen Ring R jeder R-Linksmodul auch ein R-
Rechtsmodul und umgekehrt.

4. Seien R, S zwei Ringe. Ein (R, S)-Bimodul ist eine abelsche Gruppe (M, +), die sowohl
die Struktur eines R-Linksmoduls (M, +,>>) als auch eines S-Rechtsmoduls (M, +, <)
hat, so dass die beiden Strukturabbildungen vertréglich sind

r>(m<s)=(r>m)<s Vre R,se S,me M.

Ein Homomorphismus von (R, S)-Bimoduln von (M, +,>, <) nach (M',+', >/, <)
ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : M — M’, der gleichzeitig ein Homomorphismus von
R-Linksmoduln und von S-Rechtsmoduln ist.

Beispiel 2.1.7:

1. Die Ringmultiplikation gibt jedem Ring R die Struktur eines Links-, Rechts- und (R, R)-
Bimoduls iiber sich selbst mit » > s = r - s = r < s. Die Modulendomorphismen sind die
Gruppenhomomorphismen ¢ : (R, +) — (R, +) mit ¢(r) = r-¢(1), mit ¢(r) = ¢(1)-r und
mit ¢(r) =r-¢(1) = ¢(1) - r fiir alle r € R. Sie sind also durch ¢(1) eindeutig bestimmt.

2. Jede abelsche Gruppe (A, +) hat eine kanonische Z-Modulstruktur > : Z x A — A mit
O>a=0,n>a=na=a+..+afirn e Nundn>a= —|nja = —(a+..+a)
fir —n € N. Die Modulhomomorphismen ¢ : (A, +,>) — (A, +/,>') sind gerade die
Gruppenhomomorphismen ¢ : (A4, +) — (A, +).

Aus Bemerkung [2.1.6] 2. ergibt sich, dass dies die einzige Z-Modulstruktur auf A ist.
Denn die Z-Modulstrukturen auf A entsprechen nach Bemerkung [2.1.6] 2. den Ringho-
momorphismen von Z nach Endz(A4), und nach Bemerkung [2.1.3] 1. existiert genau ein
Ringhomomorphismus von Z nach Endz(A).

3. Ist R = K ein Korper, so sind die Moduln iiber K gerade die K-Vektorrdume, und die
Modulhomomorphismen die K-linearen Abbildungen.
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4. Moduln iiber einer Gruppenalgebra K[G] entsprechen den Darstellungen von G iiber K.

Denn nach Beispiel definiert jede Darstellung (p, V') von G iiber K einen Ringho-
momorphismus ¢ : K[G] — Endg(V), f = > .o f(9)p(g) und damit nach Bemerkung

, 2. eine K[G]-Modulstruktur > : K[G] x V' = V., (f,v) = >_ o f(g)p(g9)v.

Umgekehrt definiert jede K[G]-Modulstruktur > : K[G] x V' — V auf einer abelschen
Gruppe V eine K-Vektorraumstruktur auf V' durch A - v = (Ade) > v und einen Gruppen-
homomorphismus p : G — GLg (V) mit p(g)v = 6, > v (Ubung).

5. Moduln iiber dem Polynomring K[z] {iber einem Kérper K entsprechen Paaren (V, ¢) aus
einem K-Vektorraum V' und einem K-linearen Endomorphismus ¢ : V' — V(Aufgabe .

6. Fiir jeden Ring R und jede Gruppe G tragt der Gruppenring R[G] die Struktur eines
R-Moduls. Die Strukturabbildung ist durch die punktweise Linksmultiplikation mit Rin-
gelementen gegeben: (r > f)(g) =1 - f(g).

7. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus und (M, +,>) ein S-Modul, so ist
Dyt RXM— M, (r,m)— ¢(r)>m

eine R-Modulstruktur auf (M, +). Sie heift Restriktion der Skalare oder Pullback
des S-Moduls entlang ¢.

Ein weiteres interessantes Beispiel ergibt sich, wenn man die R-Modulendomorphismen eines
gegebenen R-Moduls (M, +, >>) betrachtet. Diese bilden mit der punktweisen Addition und der
Verkettung einen Ring, den Endomorphismenring Endg(M). Die abelsche Gruppe (M, +) wird
dann zu ein Modul iiber Endg(M).

Beispiel 2.1.8:

e Fiir jeden R-Modul (M, +, >>) bilden die R-Modulendomorphismen von M mit der punkt-
weisen Addition und der Verkettung einen Ring, der als Endomorphismenring des
R-Moduls M und mit Endg(M) bezeichnet wird.

e Die abelsche Gruppe M hat eine kanonische Endg(M )-Modulstruktur
> Endp(M) x M — M, ¢ m=g¢(m).
e Die Modulendomorphismen des Endg(M )-Moduls (M, +,>’) sind die Gruppenhomomor-

phismen ¢ : M — M, die mit allen R-Modulhomomorphismen vertauschen. Denn aus
Y(d>"m) = ¢ >"P(m) fiir alle R-Modulendomorphismen ¢ : M — M folgt

Yop=q¢o V¢ € Endg(M).

Die Modulendomorphismen des Endg(M)-Moduls M bilden wieder einen Ring, den wir
mit Endgna, (M) bezeichnen.

e Der Ring Endgna, ) (M) enthélt alle Gruppenhomomorphismen ¢, : M — M, m + r>m
fir r € R, denn fiir jeden R-Modulhomomorphismus ¢ : (M,>) — (M, >) gilt

¢r 0 p(m) =1 > d(m) = ¢(r >m) = ¢ o ¢ (m).

Eine kurze Rechnung zeigt, dass die Abbildung ¢ : R — Endgna,an (M), r — ¢, ein
Ringhomomorphismus ist. Wir werden diesen Ringhomomorphismus in Abschnitt ?? noch
genauer untersuchen.
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Aus den Beispielen wird deutlich, dass es sich bei Moduln iiber Ringen um eine sehr vielseitige
und niitzliche Struktur handelt, mit der sich viele schon bekannte Konzepte erfassen lassen.
Fassen wir die bisher betrachteten Beispiele von Moduln iiber Ringen zusammen, so erhalten
wir die Tabelle in Abbildung [1}

2.2 Konstruktionen mit Moduln: Untermoduln und Quotienten

Wir verallgemeinern nun grundlegende Konstruktionen mit Vektorrdumen wie Unterrdume und
Quotientenrdume, direkte Summen, Produkte und Tensorprodukte auf Moduln iiber Ringen.
Die Definitionen und universellen Eigenschaften sind vollig analog zu den entsprechenden Kon-
struktionen von Vektorrdumen. Sie bringen diese aber in Verbindung mit anderen bekannten
Konstruktionen aus der Algebra und Darstellungstheorie.

Definition 2.2.1: Sei R ein Ring und (M, +,>) ein Modul iiber R. Ein R-Untermodul von
M ist eine Untergruppe U C M der abelschen Gruppe M, die stabil unter der Operation des
Rings R aut M ist: r>u € U fiir aller € Rund v € U.

Bemerkung 2.2.2: Jeder R-Modul M besitzt mindestens zwei Untermoduln, ndmlich 0 C M
und M C M. Alle anderen Untermoduln von M werden als echte Untermoduln bezeichnet.

Beispiel 2.2.3:

1. Die Untermoduln eines Rings R als Links-, Rechts- oder Bimodul iiber sich selbst sind
gerade die Links-, Rechts- und zweiseitigen Ideale von R.

2. Die Untermoduln eines Z-Moduls M sind genau die Untergruppen der abelschen Gruppe
M. In diesem Fall ist jede Untergruppe U C M stabil unter der Wirkung von R.

3. Ist R = K ein Korper, so sind die Untermoduln eines K-Moduls M gerade ein Untervek-
torrdume von M.

4. Ist G eine Gruppe und K ein Korper, so sind die Untermoduln eines K[G]-Moduls M
gerade den Unterdarstellungen der zugehorigen Darstellung (p, M).

5. Ist R = K][z], so ist ein R-Modul M nach Beispiel und Aufgabe[37ein Paar (M, ¢) aus
einem K-Vektorraum M und einem Endomorphismus ¢ € Endg(M). Die Untermoduln
von M entsprechen den Untervektorrdumen U C M, die stabil unter ¢ sind: ¢(U) C U.

6. Ist ¢ : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln, so sind ker(¢) C M und im(¢) C N
Untermoduln. Denn fiir m € ker(¢) gilt ¢(r >m) = r> ¢(m) = r >0 = 0. Ebenso erhilt
man fiir n = ¢(m) € Im(¢) die Identitét r >n = r > ¢(m) = ¢(r >m) € Im(¢p).

7. Ist (U;)iesr eine Familie von Untermoduln von M, so sind auch der Schnitt M;e;U; und
ihre Summe +;c;U; = {>,c; wi | u; € Uy, u; = 0 fiir fast alle @ € I} Untermoduln von M.

Ahnlich wie Quotientenriume eines Vektorraums beziiglich einer Unterraums kann man auch
Quotienten eines Moduls beziiglich eines Untermoduls bilden. Dieser trigt dann wieder eine
kanonische R-Modulstruktur und zeichnet sich durch eine charakteristische Eigenschaft aus.
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Beispiele von Moduln iiber Ringen:

Ring R R-Moduln R-Modulhomomorphismen

Z abelsche Gruppen Gruppenhomomorphismen zwischen
abelschen Gruppen

Korper K Vektorrdaume iiber K K-lineare Abbildungen

Gruppenring K|[G]|

Darstellungen von G iiber K

Homomorphismen von Darstellungen

Polynomring K[X]

K-Vektorraum V' mit
linearer Abbildung ¢y : V — V

Lineare Abbildungen ¢ : V. — W
mit gy oY = o Py

Beispiele von Endomorphismenringen eines Moduls:

Modul

EHdR(M)

Ring R als Linksmodul iiber sich selbst

Gruppenhomomorphismen ¢ : (R, +) — (R, +)
mit ¢(r) =7 - ¢(1) fir aller € R

Ring R als Rechtsmodul iiber sich selbst

Gruppenhomomorphismen ¢ : (R, +) — (R, +)
mit ¢(r) = ¢(1) - r fur aller € R

Ring R als Bimodul iiber sich selbst

Gruppenhomomorphismen ¢ : (R,+) — (R, +)
mit ¢(r) =r- (1) = ¢(1) - r fir aller € R

M als Modul iiber Endg(M)

Gruppenhomomorphismen ¢ : M — M
mit w ¢) ¢ =

¢ o1 fur alle ¢ € Endg(M).

Abbildung 1: Beispiele von Moduln iiber Ringen und von Endomorphismenringen
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Satz 2.2.4: Sei M ein R-Modul, U C M ein Untermodul und 7 : M — M /U, m > [m] die
kanonische Surjektion auf die Faktorgruppe. Dann gilt:

1. Auf der abelschen Gruppe M /U existiert genau eine R-Modulstruktur, die 7 : M — M /U
zu einem R-Modulhomomorphismus macht. Die abelsche Gruppe M/U mit dieser R-
Modulstruktur wird als Quotientenmodul oder Faktormodul bezeichnet.

2. Zu jeder R-linearen Abbildung ¢ : M — M’ mit U C ker(¢) gibt es genau eine R-lineare
Abbildung ¢’ : M/U — M’ mit ¢/ o = ¢.

M—¢>M’

j 7
Ve

T s

// 3|¢/

MU
Dies wird als charakteristische Eigenschaft der Quotientenmoduln bezeichnet.

Beweis:

1. Die R-Linearitdt von # : M — M /U, m — [m] legt wegen der Surjektivitdt von = die
R-Modulstruktur auf M /U eindeutig fest auf r > [m] = r>n(m) = n(r>m) = [r > m)] fir alle
m € M. Zu zeigen ist, dass die Abbildung

>:Rx M/U— M/U, (r,[m]) — [r>m]

wohldefiniert ist und tatséchlich eine R-Modulstruktur auf M /U definiert. Gilt [m] = [m/], so
folgt [m—m'] = 0 und damit m—m' € U. Da U C M ein Untermodul ist, folgt r>(m—m’) € U
fir alle r € R und damit r> [m] =[r>m| = r>m/|+[r> (m—m)] =[r>m] =r>[m].
Die iibrigen Identitéiten ergeben sich aus der R-Modulstruktur von M

re>(ml+m))=Frm+m)]=r>om+reom]=rom]l+rem]=r>[m]+r> ]
(r+rY>m]l=[r+r)eoml=r>m+r'>m|=[r>m|+[>m|=r>[m|+r>[m|
1> [m]=[1m|=[m] (rr'y > [m] = [(rr)>m| = [r> (' >m)| =r> (' > [m)]).

2. Die Bedingung ¢' o m = ¢ legt die Abbildung ¢' : M /U — M’ wegen der Surjektivitidt von 7
eindeutig fest, denn sie erzwingt ¢'([m]) = ¢(m) fiir alle m € M. Zu zeigen ist, dass

¢ MU — M’ [m] — ¢(m)

wohldefiniert und R-linear ist. Gilt [m] = [m/], so folgt m —m' € U und wegen U C ker(¢) auch
¢(m —m') = 0. Damit ergibt sich ¢'([m]) = ¢(m) = ¢(m' +m —m') = ¢(m) + ¢p(m —m’) =
o(m') = ¢'([m']). Die R-Linearitét folgt direkt aus der R-Linearitit von ¢

¢'(r > [m]) = ¢/([r > m]) = ¢(r>m) =r>¢(m) =r > ¢'([m]

)
¢'([m] + [m]) = ¢'([m + m']) = p(m +m’) = ¢(m) + ¢(m’) = ¢ (Im]) + ¢'([m]). O

Beispiel 2.2.5:

1. Ist R = K ein Korper und M ein R-Modul, so sind nach Beispiel die Untermoduln
von M gerade die Untervektorraume, und die Quotientenmoduln entsprechen Quotienten
von Vektorrdumen.
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2. Ist R = K[G], so besagt Satz [2.2.4) dass jede Unterdarstellung (p,U) C (p, M) eine
Darstellung der Gruppe G auf dem Quotientenvektorraum M /U definiert (Aufgabe .

3. Im Fall eines Rings R als Links-, Rechts- oder Bimodul iiber sich selbst besagt Satz[2.2.4]
dass jeder Quotient eines solchen Rings beziiglich eines Links-, Rechts- oder beidseitigen
Ideals einen Links-, Rechts- oder Bimodul {iber dem Ring liefert.

4. Ist R = K|z], so ist ein R-Modul M nach Beispiel und Aufgabe [37| ein Paar (M, ¢)
aus einem K-Vektorraum M und einem Endomorphismus ¢ € Endg (M), und die Unter-
moduln von M entsprechen nach Beispiel den Untervektorrdumen U C M, die stabil
unter ¢ sind. Der Quotientenmodul M /U ist dann der Quotientenraum A /U zusammen
mit dem Endomorphismus ¢' : M /U — M/U, m + U — ¢(m) + U. Dass U stabil unter
¢ ist garantiert die Wohldefiniertheit von ¢'.

Die Beschreibung von Quotientenmoduln durch eine charakteristische Eigenschaft hat zwei
wesentliche Vorteile. Der erste ist, dass sie pridgnant zusammenfasst, worum es in der Kon-
struktion eigentlich geht, ndmlich um eine R-Modulstruktur auf der Faktorgruppe M /U, die
mit der kanonischen Surjektion 7 : M — M /U vertréglich ist.

Der zweite Vorteil ist, dass die charakteristische FEigenschaft es einem erlaubt, R-Modulhomo-
morphismen ¢’ : M /U — M’ durch R-Modulhomomorphismen ¢ : M — M’ mit U C ker(¢) zu
beschreiben, was oft deutlich einfacher ist als ein umsténdliches Rechnen mit Aquivalenzklassen.
In vielen Beweisen wird die konkrete Definition der R-Modulstruktur auf dem Quotientenmodul
iiberhaupt nicht benotigt, und man kommt schneller und eleganter zum Ziel, wenn man die cha-
rakteristische Eigenschaft benutzt. Dies wird unter anderem durch den Beweis der Noetherschen
Isomorphiesdtze illustriert, die auf die Erlanger Mathematikerin Emmy Noether zuriickgehen.
Die drei Noetherschen Homomorphiesétze erscheinen in einer etwas anderen Notation auf der
Gedenktafel fiir Emmy Noether am Horsaal H12.

Lemma 2.2.6: (Noethersche Homomorphiesitze)

1. Jeder R-Modulhomomorphismus ¢ : M — N induziert einen R-Modulisomorphismus
¢+ M/ker(¢) — im(9).

2. Sind U € V € M Untermoduln eines R-Moduls M, so ist V/U ein Untermodul von M /U,
und es existiert ein kanonischer R-Modulisomorphismus

¢ (M/U)/(V/U) = M/V.

3. Ist M ein R-Modul und U,V C M Untermoduln, so sind auch UNV C M und U+V C M
Untermoduln, und es existiert ein kanonischer R-Modulisomorphismus

G V/I(UNV) = (U+V)/U.

Beweis:

1. Nach Beispiel 6. ist ker(¢) C M ein Untermodul. Nach der charakteristischen Eigen-
schaft des Quotienten existiert zu der R-linearen Abbildung ¢” : M — im(¢), m — ¢(m) genau
eine R-lineare Abbildung ¢’ : M/ker(¢) — im(¢) mit ¢/ om = ¢”, wobei m : M — M /ker(¢)
die kanonische Surjektion bezeichnet. Da ker(¢’) = w(ker(¢”)) = m(ker(¢)) = 0 ist ¢’ injektiv
und wegen der Surjektivitdt von ¢” auch surjektiv.
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2. Sind U ¢ V € M Untermoduln, so ist die Faktorgruppe V/U eine Untergruppe von M /U.
Aulerdem gilt r > [v] = [r>v] € V/U fiir alle r € R, v € V. Damit ist V/U C M/U ein
Untermodul. Die kanonische Surjektion my @ M — M/V ist nach der charakteristischen
Eigenschaft des Quotienten eine surjektive R-lineare Abbildung mit ker(myv) = V. Damit
gilt U C ker(mys/v), und nach der charakteristischen Eigenschaft des Quotienten induziert sie
eine surjektive R-lineare Abbildung 7T§V[/V : M/U — M/V mit 7T§\/[/V o myyu = Tayv. Diese
erfilllt ker(m}, ;) = mayu(ker(mayv)) = mayo(V) = V/U und induziert damit nach 1. einen
R-Modulisomorphismus ¢ : (M/U)/(V/U) — M/V.

3. Nach Beispiel 2.2.3] 7. sind U +V und U NV Untermoduln von M. Wir betrachten die sur-
jektive R-lineare Abbildung 7ot :V — (U+V)/U, v — [v], wobei ¢ : V — V +U die Inklusion
und 7 : V4+U — (V+U)/U die kanonische Surjektion bezeichnet. Dann gilt ker(mo:) = UNV,
und nach 1. induziert 7 o ¢ einen R-Modulisomorphismus ¢ : V/(UNV) — (U +V)/U. O

Besonders wichtige Beispiele von Untermoduln ergeben sich, wenn man die Menge aller Ring-
elemente betrachtet, die eine gegebene Teilmenge eines Moduls auf die Null abbilden oder die
Menge der Modulelemente, die von einem nichttrivialen Ringelement auf die Null abgebildet
werden. Dies fithrt auf die Konzepte des Annulators und des Torsionselements. Die Prasenz von
Torsionselementen fiihrt oft dazu, dass Moduln iiber einem Ring ein kompliziertes Verhalten
zeigen und erweist sich in vielen Féllen als ein Hindernis.

Definition 2.2.7: Sei R ein Ring und M ein R-Modul.
1. Der Annulator eines Elements m € M und einer Teilmenge U C M sind die Mengen

Ann(m) ={r € R|r>m =0} Am(U)={re R|r>u=0%u € U} = NyegAnn(u).

2. Ein Element m € M heiit Torsionselement, wenn Ann(m) # {0}. Die Menge der
Torsionselemente in M wird mit Torg (M) bezeichnet.

3. Der Modul M heifit treu, wenn Ann(M) = {0} und torsionsfrei, wenn Torg(M) = {0}.

Bemerkung 2.2.8:

1. Der Annulator einer Teilmenge U C M ist ein Linksideal in R.
Denn aus r,7" € Ann(U) und " € R folgt (r+r)>u=r>u+r>u=0+0=0und
(r'"ry>u=7r">(r>u)=r">0=0 fir alle u € U.

2. Ist U € M ein Untermodul, so ist Ann(U) ein zweiseitiges Ideal in R.
Denn aus " > u € U fiir alle 7" € R, u € U folgt (r”")>wu =r > (r" > u) = 0 fir alle

r € Ann(U).
Beispiel 2.2.9:

1. Ist R ein Schiefkorper, so ist jeder R-Modul torsionsfrei und damit insbesondere treu.

Denn dann gilt R* = R\ {0}, und es folgt 7' > (r>m) = (r~'r)>m = 11> m = m fiir
alle r € R\ {0} und damit r > m # 0 fiir alle r € R\ {0}, m € M \ {0}.
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2. Jeder treue Modul iiber einer Gruppenalgebra K[G] definiert eine treue Darstellung
der Gruppe G, also einen injektiven Gruppenhomomorphismus p : G — Endg(M).

Denn aus p(g) = p(g') fir g # ¢ € G, folgt 0 # &, — d, € Ann(M). Es gibt aber
treue Darstellungen von Gruppen, die keine treuen K[G]-Moduln sind, beispielsweise die
Darstellung p : Z/2Z — Endc(C) = C mit p(0) = 1 und p(1) = —1.

3. Ein kommutativer Ring als Linksmodul iiber sich selbst ist torsionsfrei, genau dann,
wenn er nullteilerfrei ist. Denn die Torsionselemente sind genau die Elemente r € R mit
s>r=sr=0firense R\ {0} und damit genau die Nullteiler von R.

4. Im Z-Modul Z/nZ ist jedes Element ein Torsionselement, denn n > m = nm = 0 fir
alle m € Z/nZ. Betrachtet man Z/nZ als Modul iiber sich selbst, so ist Z/nZ nach
3. torsionsfrei genau dann, wenn n eine Primzahl ist.

5. Ein Modul iiber dem Polynomring K[z] ist nach Beispiel und Aufgabe [37] ein Paar
M = (V,¢) aus einem K-Vektorraum V' und einem Endomorphismus ¢ € Endg (V). Ist
dimgV < o0, so ist Ann(M) C K[z] das von dem Minimalpolynom von ¢ erzeugte Ideal
in K[z] und jedes Element von V ist ein Torsionselement (Ubung).

Man beachte, dass die Menge Torg(M) der Torsionselemente kein Untermodul eines R-Moduls
M sein muss (Aufgabe [39). Fiir Moduln iiber einem Integritétsbereich R ist aber Torg(M) ein
Untermodul von M, und durch Quotientenbildung erhélt man einen torsionsfreien Modul.

Satz 2.2.10: Ist M ein Modul iiber einem Integritdtsbereich R, so ist Torg(M) C M ein
Untermodul von M und M /Torg(M) ein torsionsfreier R-Modul.

Beweis:

1. Ist m € M ein Torsionselement, so gibt es ein Element r € R\ {0} mit r > m = 0. Daraus
folgt 0 = 7' > (r>m) = (r'r)>m = (r') >m = r > (' > m), und damit ist auch ' > m
ein Torsionselement fiir alle ' € R. Ist m’ € M ein weiteres Torsionselement, so gibt es ein
Element " € R\ {0} mit 7' >m' = 0, und es folgt (r-7") > (m+m') = (r'r)>m+ (rr')>m/ =
"> (r>m)+r> (' >m) =0. Wegen der Nullteilerfreiheit von R ist rr’ # 0, und damit ist
auch m +m’ ein Torsionselement und Torg(M) ein Untermodul von M.

2. Wir bezeichnen mit [m] die Aquivalenzklasse eines Elements m € M in M/Torg(M). Ist

[m] ein Torsionselement, so existiert ein r € R\ {0} mit r > [m] = [r > m| = 0, und es folgt
r>m € Torg(M). Also existiert ein 7 € R\ {0} mit 7' > (r>m) = (r'r)i>m =0, und da R
ein Integritédtsbereich ist, gilt 7’ # 0. Also folgt m € Torg(M) und [m| = 0. O

2.3 Konstruktionen mit Moduln: Summen und Produkte

Wir setzen nun die systematische Untersuchung der Eigenschaften von Moduln aus dem letzten
Abschnitt fort und befassen uns mit Konstruktionen, die es uns erlauben aus Moduln oder
Mengen neue Moduln zu bilden. Zuéchst erhalten wir wie im Fall der Vektorrdume und Grup-
pendarstellungen einen Begriff von direkten Summen von Moduln.
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Definition 2.3.1: Sei R ein Ring und (M;);e; eine Familie von Moduln, die durch eine In-
dexmenge [ indiziert wird. Dann tragen die Mengen

M = {(m;)ier | m; € M;,;m; =0 fir fast allei € I}
M = {(mi)ier | mi € M;}

kanonische R-Modulstrukturen, die gegeben sind durch
(mi)ier + (M})icr := (M +mj)icr > (mg)ier = (r > my)ier-

Die Menge M mit dieser R-Modulstruktur heiflit direkte Summe der Moduln M; und wird mit
mit @;c; M; bezeichnet. Die Menge M’ mit dieser R-Modulstruktur wird als direktes Produkt
der Moduln M; und mit II;c; M; bezeichnet, fir I = {1,...,n} auch mit M; x ... x M,.

Auch die direkte Summe und das direkte Produkt von Moduln lassen sich durch universel-
le Eigenschaften charakterisieren. Die R-Modulstruktur auf @&;c;M; ist gerade dadurch be-
stimmt, dass sie mit den Inklusionsabbildungen ¢; : M; — @;c;M; kompatibel ist und aus
einer Familie von R-Modulhomomorphismen ¢; : M; — N einen R-Modulhomomorphismus
@DierM; — N macht. Die R-Modulstruktur auf II;c;M; ist dadurch bestimmt, dass sie mit
den Projektionsabbildungen m; : ILie;M; — M; kompatibel ist und aus einer Familie von R-
Modulhomomorphismen v; : L — M; einen R-Modulhomomorphismus v : L — Il;c;M; macht.

Satz 2.3.2: Sei R ein Ring und (M;);es eine Familie von R-Moduln. Dann gilt:

1. Die kanonische R-Modulstruktur auf M ist die einzige R-Modulstruktur auf M, die
die Inklusionsabbildungen ¢; : M; — M, m +— (;;m);e; R-linear macht. Fiir jede
Familie (¢;)ie; von R-Modulhomomorphismen ¢; : M; — N gibt es genau einen R-
Modulhomomorphismus ¢ : G;e;M; — N mit ¢po1; = ¢; fiir allei €

M, _ % N
/1
|
DjerM;.
Dies wird als universelle Eigenschaft der direkten Summe von Moduln bezeichnet.

2. Die kanonische R-Modulstruktur auf M’ ist die einzige R-Modulstruktur auf M’, die
die Projektionsabbildungen m; : M’ — M;, (m;)jer — m; R-linear macht. Fiir jede
Familie (¢;);e; von R-Modulhomomorphismen ; : L — M, gibt es genau einen R-
Modulhomomorphismus v : L — Il;cyM; mit 7; 0 ) = 1); fiir alle s € T

Mi<L/L

T -
T 7
L7 3
TLer M.

Die wird als universelle Eigenschaft des direkten Produkts von Moduln bezeichnet.
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Beweis:
1. Dass die angegebene R-Modulstruktur auf M die Inklusionsabbildungen ¢; : M; — @jerM;
zu R-Modulhomomorphismen macht, folgt durch direktes Nachrechnen:

r>;(m) =1r> (mdj;)icr = (6ij7 > m)ier = tj(r >m)
tj(m) +;(m') = (0iym)icr + (6im)ier = (05(m +m'))ier = t;(m +m’)

fir alle r € Rund m, m’ € M;. Die Eindeutigkeit folgt, da sich jedes Element von M als endliche
Summe (m;)ier = ierm;o0 ti(m;) schreiben ldsst. Damit ist die R-Modulstruktur durch r >
tj(m) = ¢j(r > m) eindeutig bestimmt. Ist (¢;);c; eine Familie von R-Modulhomomorphismen
¢; » M; — N, so ist

¢ @ierM; = N, (my)ier = Zier ¢i(m;)

ein R-Modulhomomorphismus mit ¢ o t; = ¢;. Denn ¢ ist wohldefiniert, da (m;);e; € M
nur endlich viele nicht verschwindenende Eintrdge m; enthélt. AuBlerdem gilt ¢ o ¢j(m) =
¢((0;jm)icr) = Zier 0;;¢:(m). Nachrechnen zeigt, dass ¢ R-linear ist. Da jedes Element von
M eine endliche Summe von Elementen ¢;(m;) ist, bestimmt die Forderung ¢ o t; = ¢; den
R-Modulhomomorphismus ¢ eindeutig.

2. Dass die angegebene R-Modulstruktur auf M’ die Projektionsabbildungen 7; : ILjc; M; — M,
zu R-Modulhomomorphismen macht, folgt durch direktes Nachrechnen

mi(r > (mi)ier) = m((1 > mi)ier) = r >my =1 > m;((mi)ier)

mi(ma)ier + (m5)ier) = m((ms +mi)ier) = my +m}; = 7;((mi)ier) + 75 ((m})icr)-

Andererseits ist die R-Modulstruktur auf M’ durch diese Forderung eindeutig bestimmt. Ist
(1;)ier eine Familie von R-Modulhomomorphismen v; : L — M;, so erhélt man durch

Y L — Iie My, U= (il))ier

einen R-Modulhomomorphismus mit 7; o ¢ = 1;, und dies bestimmt v eindeutig. O

Offensichtlich stimmen die direkte Summe und das direkte Produkt von Moduln fiir endliche
Indexmengen [ iiberein, aber fiir unendliche Indexmengen ist dies nicht der Fall. Aus dem
Beweis von Satz wird deutlich, warum man im Fall der direkten Summe mit Inklusions-
abbildungen und im Fall des direkten Produkts mit Projektionsabbildungen arbeiten muss.

Im Beweis der universellen Eigenschaft der direkten Summe, wird zum Beweis der Eindeutigkeit
der R-Modulstruktur und fiir die Wohldefiniertheit der Abbildung ¢ : ©;c;M; — N benotigt,
dass sich jedes Element von @;c;M; als endliche Linearkombination von Elementen im Bild der
Inklusionsabbildungen darstellen 1&8t. Dies gilt im Fall unendlicher Indexmengen I nur fiir die
direkte Summe, nicht aber fiir das direkte Produkt, wo die Bilder der Inklusionsabbildungen
lediglich den echten Untermodul @;c;M; C Il;c; M; erzeugen. Umgekehrt 148t sich fiir den Fall
der direkten Summe kein R-Modulhomomorphismus L — @;c;M; wie im Beweis des Lemmas
definieren, aufler man fordert zusatzlich, dass nur endlich viele der R-Modulhomomorphismen
; » L = M; nicht verschwinden.
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Beispiel 2.3.3:

1. Ist R = K ein Korper, so entspricht die direkte Summe von K-Moduln gerade der direkten
Summe von Vektorraumen und das direkte Produkt von K-Moduln dem direkten Produkt
von Vektorraumen.

2. Ist G eine Gruppe und R = K[G], so entspricht die direkte Summe von R-Moduln gerade
der direkten Summe von Darstellungen der Gruppe G iiber K.

Bemerkung 2.3.4: Die direkte Summen und das direkte Produkte von R-Moduln sind, re-
spektive, ein Koprodukt und ein Produkt in der Kategorie R-Mod.

2.4 Erzeuger und Relationen

Wir untersuchen nun, wie sich Moduln iiber Ringen konkret beschreiben lassen, indem man eine
Teilmenge von Elementen eines Moduls angibt, aus der alle anderen Elemente entweder durch
Summenbildung oder durch die Ringoperation entstehen. Im Fall von Vektorrdumen, ist dies
bereits bekannt und fiihrt auf den Begriff des Erzeugendensystems. Eine Basis ist ein besonders
effizientes Erzeugendensystem, namlich ein Erzeugendensystem, zwischen dessen Elementen
keinerlei lineare Abhéngigkeiten mehr bestehen.

Die Begriffe des Erzeugendensystems und der linearen Abhéngigkeit lassen sich direkt auf Mo-
duln verallgemeinern, aber man stellt fest, dass im Allgemeinen keine Basis existieren muss.
Dadurch verliert man viele hilfreiche Eigenschaften von Vektorrdumen, wie beispielsweise die
Existenz von Komplementen, also die Tatsache, dass zu jedem Untervektorraum U C V ein Un-
tervektorraum W C V mit V =U@® W und W = V/U existiert. Fiir einen Untermodul U C M
kann man zwar den Quotientenmodul M /U betrachten, es muss im allgemeinen aber kein Un-
termodul W € M mit W = M/U und M = U & W existieren. Um die Situation fiir Moduln
zu verstehen, miissen wir uns systematisch mit deren Beschreibung durch Erzeugendensysteme
befassen, die eine kompliziertere Form annimmt als fiir Vektorrdume.

Definition 2.4.1: Sei R ein Ring.

1. Der von einer Teilmenge A C M eines R-Moduls (M, >) erzeugte Untermodul ist

(A)p = {Zaecara>alr, € Ryr, =0 fiir fast allea € A} = ﬂ U

UCM Untermodul
AcCU

2. Eine Teilmenge A C M heifit Erzeugendensystem von M, wenn gilt (A),, = M. Ein
Erzeugendensystem von M heifit Basis von M, wenn es linear unabhéngig ist:

YacaTe>a=0mitr, € R,r, =0 fiir fast allea € A = r,=0 Va € A.

3. Ein R-Modul M heifit endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem be-
sitzt, zyklisch, wenn er ein Erzeugendensystem besitzt, das aus einem einzigen Element
besteht, und frei, wenn er eine Basis besitzt.
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Beispiel 2.4.2:

1. Jeder Ring R ist ein zyklischer freier Modul als Links- oder Rechtsmodul {iber sich selbst,
denn es gilt (1) = Rund aus 7-1 = 0 oder 1-r = 0 folgt » = 0. Damit ist (1) eine Basis.

2. Ist R = K ein Korper, so ist jeder Modul iiber K ein freier Modul, denn jeder Vektorraum
besitzt eine Basis.

3. Der Z-Modul M = Z/nZ ist zyklisch mit Erzeugendensystem {1}, aber kein freier Modul.

Wiére Z/nZ ein freier Z-Modul, miisste sich das Element 1 € Z/nZ als Linearkombination
von Elementen einer Basis B C Z/nZ darstellen lassen: 1 = 2?:17% > b; mit n; € Z. Dann
wire aber 0 = n = %1 (nn;) > b;, im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von B.

4. Analog zeigt man, dass jeder freie Modul iiber einem Integritdtsbereich torsionsfrei ist.

Bemerkung 2.4.3:

1. Eine Teilmenge B C M eines R-Moduls M ist eine Basis genau dann, wenn M = @R
(Ubung).

2. Ist M frei und endlich erzeugt, so hat M eine endliche Basis.

Denn dann hat M eine Basis B und ein endliches Erzeugendensystem {1, ..., z,, }. Jeder
der Erzeuger z; lait sich als endliche Linearkombination z; = ?:;1 ri > bi, von Ba-
siselementen b}, € B darstellen. Damit ist auch B" = {by,...,bj ,...,b{", ..., 07" } C B ein
Erzeugendensystem von M und als Teilmenge einer linear unabhingigen Menge wieder

linear unabhéingig. Damit ist B’ eine endliche Basis von M.

Wir untersuchen nun, welche Eigenschaften von Basen von Vektorraumen sich auf freie Moduln
verallgemeinern lassen. Eine offensichtliche Frage ist, ob fiir freie Moduln ein Dimensionsbegriff
existiert, also alle Basen eines freien Moduls gleiche Méchtigkeit besitzen. Dies ist der Fall,
wenn man sich auf kommutative Ringe beschrankt.

Satz 2.4.4: Ist R ein kommutativer Ring und M ein freier R-Modul, so haben zwei Basen
von M stets die gleiche Méchtigkeit. Die Anzahl der Elemente in einer Basis von M wird als
Rang von M und mit rang(M) bezeichnet.

Beweis:

Wir fithren diese Aussage durch Quotientenbildung mit maximalen Idealen auf die entsprechen-
de Aussage fiir Vektorrdume zuriick. Sei dazu I C R ein maximales Ideal. Dann ist K = R/I
ein Kérper. Die Menge [ > M = {37, i; >m; | n € No,i; € I,m; € M} C M aller Linear-
kombinationen von Elementen aus M mit Koeffizienten aus I ist ein Untermodul von M, denn
esgilt r>(i>m) = (ri)bme I>M firallei € I, r € Rund m € M. Der Quotientenmodul
M /(I > M) ist ein Vektorraum iiber K mit der Skalarmultiplikation [r] - [m] = [r > m]. Sie ist
wohldefiniert, denn aus r — 1’ € [ und m —m’ € I > M folgt

rom]—=[r'>m=rcm-—rem]=[r—-r)ml+ > (m—m) =1[0]+][0]=0.

Die Vektorraumaxiome ergeben sich durch direktes Nachrechnen aus den Modulaxiomen. Ist B
eine Basis von M, so gilt M =2 ®gRund I > M = &gl - R = ®gl. Daraus folgt

M/(I>M) = (@p R)/(©pl) = ©p (R/I) = 05K
und damit |B| = dimg(M/I > M) fiir alle Basen B von M. O
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Bemerkung 2.4.5: Fiir nicht-kommutative Ringe R folgt aus der Isomorphie R™ = R™ als
R-Linksmoduln nicht unbedingt n = m. Ein Gegenbeispiel wird in Aufgabe konstruiert.
Daher gibt es fiir nicht-kommutative Ringe keinen sinnvollen Dimensionsbegriff.

Eine weitere naheliegende Frage ist die nach der Existenz eines Komplements zu einem Unter-
modul U C M. Im Fall von Vektorraumen lassen sich Komplemente zu einem Untervektorraum
mit Hilfe des Basisergénzungssatzes konstruieren. Sie werden unter anderem in vielen Induk-
tionsbeweisen benutzt, wo eine Induktion {iber die Dimension des Vektorraums gefiithrt wird,
und dienen auch dazu, Quotienten eines gegebenen Vektorraums durch Untervektorrdume zu
beschreiben. Im Fall von Moduln {iber allgemeinen Ringen muss ein gegebener Untermodul
nicht unbedingt ein Komplement besitzen. Man kann aber zeigen, dass sich die Existenz eines
Komplements zu einem Untermodul U C M mit der Frage zusammenhéngt, ob der Quotien-
tenmodul M /U frei ist. Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Komplements 14sst
sich auch etwas allgemeiner formulieren, ndmlich als die Forderung, dass der Modul U Kern
einer surjektiven R-linearen Abbildung in einen freien Modul ist.

Satz 2.4.6: Sei R ein Ring, M ein R-Modul, F' ein freier R-Modul und ¢ : M — F surjektiv
und R-linear. Dann existiert ein R-Modulhomomorphismus ¢ : F' — M mit ¢ o ¢ = idr und
M = im(y)) @ ker(¢). Man sagt, ¢ spalte ¢.

Beweis:

Sei B eine Basis von F. Wir wihlen zu jedem b € B ein Urbild my, € ¢~*(b) und definieren den
R-Modulhomomorphismus ¢ : F' — M durch ¢ (Eleri > bi) = Y¥ r;>my,. Da F ein freier
Modul ist, 188t sich jedes Element f € F' eindeutig als endliche Linearkombination der Basisele-
mente darstellen und die Abbildung v : F' — M ist wohldefiniert. Aulerdem gilt per Definition
¢poth = idp. Nun koénnen wir jedes Element von M schreiben als m = o @(m)+ (m—1pop(m))
mit ¥ o ¢(m) € m(t) und ¢(m — ¢ 0 G(m)) = P(m) — ¢ 0 ¥ 0 $(m) = G(m) — $(m) = 0,
also m — 1 o ¢(m) € ker(¢). Damit ist M = im(¢) + ker(¢). Ist m = ¢(f) € im(¢) N ker(¢),
so folgt f = ¢ o(f) = ¢(m) = 0 und m = ¥(f) = 0. Also gilt im(¢)) Nker(¢) = {0} und
M =1im(¢) @ ker(¢). O

Korollar 2.4.7: Sei M ein R-Modul und U C M ein Untermodul, so dass der Quotienten-
modul M /U ein freier Modul ist. Dann existiert ein Untermodul W € M mit W = M /U und
M=WwWaoU.

Beweis:

Die kanonische Surjektion 7 : M — M /U, m ~ [m] ist ein surjektiver R-Modulhomomor-
phismus. Mit Satz folgt, dass ein R-Modulhomomorphismus ¢ : M/U — M existiert
mit 7 o1 = idyyp und M = im(v) @ ker(n) = im(¢)) @ U. Wir kénnen also den Untermodul
W = im(¢) wéhlen. Per Definition ist 7|y : W — M /U surjektiv, und wegen 7 o9 = idyu
ist 7|y injektiv. Also ist 7|y : W — M/U ein Isomorphismus. O

Nachdem nun geklért ist, dass Moduln im allgemeinen weder Basen besitzen miissen noch sich
als direkte Summe eines Untermoduls und eines Komplements aufspalten lassen, stellt sich
die Frage wie man solche Moduln iiberhaupt moglichst effizient beschreibt bzw systematisch
konstruiert. Die Antwort ist im wesentlichen, dass man sie als Quotienten von freien Moduln
beschreibt. Das fiihrt auf die sogenannten Prasentationen mit Erzeugern und Relationen.
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Definition 2.4.8: Sei R ein Ring.

1.

Der von einer Menge A erzeugte freie R-Modul ist die Menge
(A)p={f:A—= R: f(a) =0 fiir fast allea € A}

mit der kanonischen R-Modulstruktur

(f +9)(a) = fla) +g(a)  (r>[f)la)=r-fla) Vfgec(ArreRacA

2. Fiir eine Teilmenge B C (A)g des von A erzeugten freien Moduls bezeichnen wir mit

(A|B)g den Quotientenmodul (A|B)r = (A)r/(B)ay,- Ist M = (A|B)g, so nennt man
(A|B) R eine Prasentation des R-Moduls M. Die Elemente von A heifien Erzeuger und
die Elemente von B Relationen.

Bemerkung 2.4.9:

1.

Fiir jede Menge A und jeden Ring R gilt (A)r = @4 R. Eine Teilmenge A C M ist eine
Basis von M genau dann, wenn M = (A)g. Insbesondere bilden die Deltafunktionen

do : A — R mit 0,(a) =1 und d,(a’) = 0 fiir a # o’ eine Basis des von A erzeugten freien
Moduls (A)g.

. Der von einer Menge A erzeugte freie R-Modul hat die folgende universelle Eigenschaft:

Zu jeder Abbildung f : A — M in einen R-Modul M existiert genau eine R-lineare
Abbildung f': (A)g — M mit f'(d,) = f(a) fir alle a € A.

. Der von einer Teilmenge A C M erzeugte Untermodul (A),,; ist im Allgemeinen nicht

isomorph zu dem von ihr erzeugten freien Modul (A) .

Beispielsweise ist fir R = M = C und A = {1,2} der von A frei erzeugte Vektorraum
(A) g isomorph zu C?, wihrend der von A erzeugte Unterraum (A),; = C ist.

Jeder R-Modul M besitzt eine Présentation. Ist ¢ : (M)r — M die R-lineare Abbildung,
die nach 2. durch idy; : M — M induziert wird, so gilt

M = im(¢) = (M) g/ker(¢) = (M) r/(ker(¢)) s = (M | ker(¢)) s-

Die Présentation eines Moduls ist alles andere als eindeutig. In der Praxis bemiiht man
sich, mit moglichst wenigen Erzeugern und Relationen auszukommen.

. Ist M = (A|B)g eine Présentation von M und b — b" € B eine Relation, so schreibt man

oft auch b = b statt b — b € B.

Beispiel 2.4.10:

1.

2.

Eine Préasentation des Z-Moduls Z/nZ ist Z/nZ = (1|n), denn der von A = {1} erzeugte
freie Modul ist isomorph zu Z, und der von B = {n} C (A)z = Z erzeugte Untermodul
ist <B>Z = nZ.

Allgemein sind Préasentationen von Z-Moduln gerade die aus der Algebra bekannten
Présentationen von abelschen Gruppen.
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3. Ein Modul iiber dem Polynomring C[z| entspricht nach Beispiel einem Paar (V) ¢)
aus einem komplexen Vektorraum V und ¢ € Endc(V). Ist dimeV < oo, so erhidlt man
aus der Jordan-Normalform eine Présentation von (V) ¢).

Der Vektorraum V lisst sich als direkte Summe V = @F_, V; von Unterrdumen V; schrei-
ben, die von Jordanketten erzeugt werden: V; = spanc{v}, ..., v}, } mit qzﬁ(v;) = )\ivji- + v§+1
fir j =1,...,n; — 1 und ¢(v;,,) = \iv;,,, wobei A; die Eigenwerte von ¢ bezeichnet. Damit
erhélt man eine Prisentation mit einer minimalen Anzahl an Erzeugern

(Vo) 2= (v, vy | (6= Maidy)™ (v1), ey (6 = Aiddy) ™ (0F) g

4. Fiir eine Familie von Untermoduln (M;);c; eines R-Moduls M ist die Summe defniniert
als der von ihrer Vereinigung erzeugten Untermodul

ZiEIMi = <Ui€IMi>M-

Die Summe >;c;M; einer Familie von Untermoduln M; C M ist das Bild der di-
rekten Summe @;c;M; unter dem durch die Inklusionen j; : M; — M induzier-
ten R-Modulhomomorphismus ¢ : @;c;M; — M. Er ist injektiv genau dann, wenn
M; N (3jengiyM;) = {0} fiir alle ¢ # j € I, und in diesem Fall gilt ¥;c; M; = @ M;. Man
bezeichnet dann die Summe Y;c;M; als innere direkte Summe und schreibt @;c;M;.

2.5 Konstruktionen mit Moduln: Tensorprodukte iiber Ringen

Wir lernen nun eine weitere wichtige Konstruktion fiir Moduln kennen, das Tensorprodukt von
Moduln iiber einem Ring R. Diese Konstruktion verallgemeinert das Tensorprodukt von Vek-
torrdumen auf Moduln iiber Ringen. Allerdings liefert das Tensorprodukt von zwei R-Moduln
im allgemeinen keinen R-Modul, sondern lediglich eine abelsche Gruppe. Um eine kanonische
R-Modulstruktur auf dem Tensorprodukt zweier R-Moduln zu erhalten, muss man vorausset-
zen, dass der Ring R kommutativ ist. Wie auch im Fall der direkten Summen und Produkte
werden wir sowohl eine konkrete Konstruktion als auch eine Charakterisierung mittels einer
universellen Eigenschaft angeben.

Definition 2.5.1: Sei R ein Ring, (M, <) ein R-Rechtsmodul und (N, >) ein R-Linksmodul.
Das Tensorprodukt M @z N wird présentiert als die von der Menge M x N erzeugte abelsche
Gruppe mit Relationen

5(m,n) + 5(m’,n) - 5(m+m’,n) 5(m,n) + 5(m,n’) - 5(m,n+n’)
5(m<17",n) = 5(m,rl>n) \V/m, m’ c M, n, n' € N, r e R,

also als der Quotient der abelschen Gruppe (M x N)z beziiglich der von den Relationen er-
zeugten Untergruppe. Wir bezeichnen die Aquivalenzklassen von O(mm) I M ®@p N mit m @n
und mit ® =7wot: M x N - M®grN die Verkettung der Inklusion ¢ : M x N — (M x N)g
mit der kanonischen Surjektion 7 : (M x N)z; — M®gN.

Bemerkung 2.5.2:

1. Die Elemente m ® n mit m € M, n € N erzeugen die abelsche Gruppe M ®r N, denn
die kanonische Surjektion 7 : (M x N)z — M ®@g N ist surjektiv, und die Elemente d(, )
bilden eine Basis von (M x N)z. Jedes Element von M ®p N ld8t sich also als endliche
Summe von Elementen m®n schreiben.
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2. Wir koénnen die Relationen in Definition auch als Rechenregeln in M @z N auffassen:

(m+m)@n=men+m'@n,
men+n)=men+men,
(m<ar)@n=m® (r>n).

3. Ist M ein R-Rechtsmodul und N ein (R, S)-Bimodul, so hat die abelsche Gruppe M @ N
auch die Struktur eines S-Rechtsmoduls mit (m ®n) <s:=m® (n < s).

Analog hat fiir einen (@, R)-Bimodul M und ein R-Linksmodul N das Tensorprodukt
M ®g N die Struktur eines Q-Linksmoduls mit ¢ > (m ® n) := (¢ >m) @ n.

Fiir einen (@, R)-Bimodul M und einen (R, S)-Bimodul N erhdlt M ® g N so die Struktur
eines (@, S)-Bimoduls.

4. Insbesondere besitzt fiir einen kommutativen Ring R das Tensorprodukt zweier R-Moduln
stets eine kanonische R-Modulstruktur, denn jeder R-Linksmodul ist auch automatisch
ein R-Rechtsmodul und ein (R, R)-Bimodul.

5. Da jeder R-Modul eine abelsche Gruppe ist, kann man stets Tensorprodukte von Moduln
iiber Z bilden. In diesem Fall folgt die Relation (m <) ® n = m ® (r > n) aus den ersten
beiden Relationen.

Beispiel 2.5.3:

1. Ist R ein Ring und R*¥ := R® R® ... ® R dessen k-fache direkte Summe, dann gilt

2. Ist R ein kommutativer Ring und bezeichnet R[X}, ..., X,] den Polynomring tiber R in
den Variablen Xi,..., X,,, so gilt

R[X] ®r R[Y] = R[X,Y].

3. Das Tensorprodukt der Z-Moduln Z/nZ und Z/mZ fiir n,m € N ist gegeben durch
ZIn7 @z 7Z/mZ = 7/ggT(m,n)Z,
wobei ggT(m, n) der groBte gemeinsame Teiler von m und n ist (siche Aufgabe [51)).

4. Es gilt Z/nZ @7, Q = {0}, denn fiir alle k € N und ¢ € Q ergibt sich:

K
n

Fog=kneol=tel=o
n

Analog kann man zeigen, dass fiir jeden Integritédtsbereich R das Tensorieren eines R-

Moduls M mit dem Quotientenkorper von R die Torsionselemente in M vernichtet.

Wie direkte Summen und Produkte von Moduln l&sst sich auch das Tensorprodukt von Moduln
nicht nur durch die konkrete Konstruktion in Definition 2.5.1] sondern auch durch eine univer-
selle Eigenschaft beschreiben. Diese beruht auf dem Begriff einer R-bilinearen Abbildung.
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Definition 2.5.4: Sei R ein Ring, (M, <) ein R-Rechtsmodul, (N, >) ein R-Linksmodul und
A eine abelsche Gruppe. Eine Abbildung f : M x N — A heifit R-bilinear, wenn fiir alle
m,m' € M, n,n" € N und r € R gilt:

f(m+m/;n)= f(m,n) + f(m',n)
f(m7n+n/) :f(m,n)+f(m,n'),
fm<ar,n) = f(m,r>n).

Satz 2.5.5: Sei R ein Ring, (M, <) ein R-Rechtsmodul und (N, >) ein R-Linksmodul.
1. Die Abbildung ® : M x N — M ®g N ist R-bilinear.

2. Ist A eine abelsche Gruppe und f : M x N — A eine R-bilineare Abbildung, so existiert
genau ein Gruppenhomomorphismus f': M @g N = A mit f'o® = f

MxN-L -4
7

L G
Ay
M ®gr N.

Dies wird als universelle Eigenschaft des Tensorprodukts bezeichnet.

Beweis:
1. Dies gilt per Definition: die Relationen in Definition sind gerade so gewahlt, dass diese
Bedingung erfiillt ist.

2. Ist f: M x N — A eine R-bilineare Abbildung, dann definieren wir f': M ® g N — A durch
f'(m®n) = f(m,n) und additive Fortsetzung auf M ®z N. Da die Elemente der Form m ® n
die abelschen Gruppe M ®p N erzeugen, ist ' dadurch eindeutig bestimmt. Zu zeigen ist noch,
dass f’ wohldefiniert ist. Dies folgt aus der R-Bilinearitéit von f: M x N — A:

fl(m+m)@n)= f(m+m' n) = f(m,n)+ f(m',n) = f(men)+ f(m @n)
f((m® n+n))=f(mn+n)=f(mn)+ f(mn')=f(man)+ f(men)
flm<ar)®n)=f(m<arn)=f(m,r>n)=f(me (r>n)).

Per Definition ist f’ ein Gruppenhomomorphismus und erfiillt die Bedingung f' o ® = f. Ist
f" M ®r N — A ein weiterer Gruppenhomomorphismus mit dieser Eigenschaft, so folgt
(f"=fYmen) = f"ox(m,n)— ffo®(m,n) = f(m,n)— f(m,n) =0 firallem € M, n € N
und damit f” = f’. O

Wir untersuchen nun noch systematisch die Eigenschaften des Tensorprodukts. Der Nutzen der
universellen Eigenschaft des Tensorprodukts lasst sich gut am Beweis des folgenden Satzes er-
kennen, der auch Tensorprodukte von Modulhomomorphismen definiert. Wie in diesem Beweis,
reicht es zum Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit einer gesuchten Abbildung aus einem
Tensorprodukt, eine entsprechende R-bilineare Abbildung aus dem Produkt zu konstruieren.
Zum Nachweis, dass zwei solche Abbildungen gleich sind, reicht es dann aus, zu zeigen, dass sie
beide die Bedingung aus der universellen Eigenschaft erfiillen.
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Satz 2.5.6: (Tensorprodukt von Modulhomomorphismen)

Sei R ein Ring, M, M’ R-Rechtsmoduln, N, N’ R-Linksmoduln, ¢ : M — M’ ein Homomor-
phismus von R-Rechtsmoduln und ¢ : N — N’ ein Homomorphismus von R-Linksmoduln.

Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus ¢ ® ¢ : M g N — M’ ®@p N’ mit
(p21)) o ® = ® o (¢ x 1)), das Tensorprodukt von ¢ und

M x N—2 0 < N

g |o
M@rN-->=M Qr N'.
Er erfiillt die Bedingungen: B Se R

L. (14 ¢2) ® (1 +1b9) = 1 @Y1 + o @11 + 1 R g + P Ry fiir alle R-Rechtsmodulhomo-
morphismen ¢q, ¢9 : M — M’ und R-Linksmodulhomomorphismen 1,15 : N — N’,

2. idy®idy = idyg,n fiir alle R-Rechtsmoduln M und R-Linksmoduln N,

3. (¢ og)R(¢'oh) = (¢ @) o(p1) fiir alle R-Rechtsmodulhomomorphismen ¢ : M — M,
¢ : M — M"” und R-Linksmodulhomomorphismen ¢ : N — N’ ¢/ : N' — N”.

Beweis:
Die Abbildung ® o (¢ x ¢) : M x N — M' ®@p N', (m,n) — ¢(m)®1p(n) ist R-bilinear:

p(m +m' )@Y (n) = (d(m) + ¢(m))@Y(n) = ¢(m)@1(n) + (M )(n)

p(m)@Y(n +n') = ¢(m)@(¥(n) +1(n')) = d(m)@Y(n) + o(m)@Y(n)

o(m <ar)@y(n) = (¢(m) < r)@Y(n) = ¢(m)@(r > 1h(n)) = ¢(m)@Y(r >n).
Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts existiert damit genau ein Gruppenho-
momorphismus ¢ ® Y : M @g N — M’ @p N’ mit (¢pR1)) o @ = ® o (¢ X 1). Die erste Identitét

ergibt sich direkt aus der Additivitdt von ® in beiden Argumenten. Die letzten beiden folgen
aus der universellen Eigenschaft, denn die folgenden Diagramme kommutieren:

idaprx N (¢'0d) x (¥ 0rp)
M x NideidNM <« N Mx N dxp M x N’ @' xy’ M x N

T N R

/ / " "
M@ Np—x M @p N M@ N— =M @ N' o M"®pN".

O

idare o (¢/06)@(¥'ov)

Satz 2.5.7: (Eigenschaften des Tensorprodukts)

Seien R, S Ringe, I eine Indexmenge, M, M; R-Rechtsmoduln, N, N; R-Linksmoduln fiir alle
i€l, Pein (R,S)-Bimodul und @ ein S-Linksmodul. Dann erhélt man die folgenden Isomor-
phismen von abelschen Gruppen:

1. Nullelement: 0z N = 0 = M®Rz0.
2. Einselement: RQrN = N, M®rR = M.
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3. Distributivgesetze: M®r(©icrNi) = Qicr(MOrN;), (BicrM;)QrN = @ier(M;@rN).
4. Assoziativgesetz: (M @z P) 5 Q = M @ (P ®5 Q).

Beweis:
1. Dies folgt direkt aus der Additivitdt des Tensorprodukts in beiden Argumenten und aus
O0>n=0und m<0=0.

2. Der Gruppenhomomorphismus ¢ : R ®gr N — N, r®n — r > n hat die Umkehrabbildung
¢ ' N = RN, n+— 1®n, denn pogd'(n)=1>n=nund ¢ o d(r@n) =1x(r>n) =
(1 <r)®n = r®n. Damit ist er ein Isomorphismus. Der Beweis, dass M @z R = M ist analog.

3. Die Abbildung ¢ : (BierM;) @rRN — @icr(M; @p N), (my)icr®@n — (m;®n)e; ist ein
Homomorphismus von abelschen Gruppen. Wir betrachten die Inklusionen ¢; : M; — &, M;
und j; : M; ® g N — @jerM; ®r N. Nach der universellen Eigenschaft der direkten Summe
gibt es zu den Gruppenhomomorphismen ¢;®idy : M; g N — (®;e;M;) ®r N genau einen
Gruppenhomomorphismus ¢ : @;c;(M; @g N) = (BiesM;) @g N mit ¢ o j; = ;Qidy, also mit
Y((m;@n)ier) = (my)ier®n. Dies ist die Umkehrabbildung von ¢.

4. Nachrechnen zeigt, dass ¢ : (M ®g P) ®s Q — M ®r (P ®s Q), (m®p)®q — m®(pRq)
ein Gruppenhomomorphismus ist mit Inversem ¢! : M @ (P ®s Q) — (M ®r P) ®s Q,
me(p&q) — (m®p)&q. 0

Bemerkung 2.5.8: Ist R ein kommutativer Ring, dann kann man nach Bemerkung
jeden R-Linksmodul auch als R-Rechtsmodul auffassen und umgekehrt. Das Tensorprodukt
zweier R-Moduln M, N triagt dann eine kanonische R-Modulstruktur, die gegeben ist durch

r>(men):=r>m)@n=Mm<Ir)@n=m(re>n)=m nar).

Das Tensorprodukt zweier R-Modulmorphismen aus Satz und die Gruppenisomorphismen
aus Satz [2.5.7 sind dann auch Homomorphismen von R-Moduln.

Das Tensorprodukt von Moduln iiber Ringen besitzt viele niitzliche Anwendungen. Eine davon
ist die Konstruktion von Moduln iiber einem Ring R aus Moduln iiber einem Unterring S C
R. Wihlt man fiir R eine Gruppenalgebra K[G] und fiir S die Gruppenalgebra K[H] einer
Untergruppe H C G, so erlaubt es einem diese Konstruktion, Darstellungen der Gruppe G aus
Darstellungen der Untergruppe H C G zu konstruieren.

Dies spielt in der Darstellungstheorie eine wichtige Rolle und wird als Induktion von Darstel-
lungen bezeichnet. Wir betrachten diese Konstruktion in einem etwas allgemeineren Rahmen,
namlich fiir zwei Ringe R, S die durch einen Ringhomomorphismus ¢ : R — S in Beziehung ste-
hen. Der Fall von Unterringen entspricht dem Spezialfall, in dem dieser Ringhomomorphismus
eine Inklusionsabbildung ist.

Induzierte Modulstrukturen und induzierte Darstellungen stehen in enger Beziehung zu dem
Pullback von Modulstrukturen und der Restriktion von Darstellungen aus Beispiel 2.2.3] 6 und
Beispiel 5. Die Beziehung zwischen den beiden Konstruktionen werden wir in Kapitel
iiber Kategorien und Funktoren noch genauer untersuchen und als Beispiel von adjungierten
Funktoren identifizieren.
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Beispiel 2.5.9: (Induktion von Darstellungen)

e Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann wird nach Beispiel 8. jeder S-Modul
(M,r>) zu einem R-Modul (M, >4) mit r >, m = ¢(r) > m fiir alle r € R und m € M. Wir
bezeichnen diesen R-Modul mit Res(M).

e Mit dem Tensorprodukt iiber R erhalten wir aus jedem R-Modul (N,>’) einen S-Modul
(S®rN,>g). Dazu statten wir S mit der (S, R)-Bimodulstruktur s > s’ <, r = ss'¢(r) aus
und betrachten S®zrN mit der induzierten S-Linksmodulstruktur s >g (s'@n) = (ss’)@n. Wir
bezeichnen diesen S-Modul mit Ind(V).

e Jeder R-Modulhomomorphismus f : (N, >') = (M, >4) induziert dann einen S-Modulhomo-
morphismus Ind(f) : (S®rN,>g) — (M,>), s®n — s> f(n).

e Umgekehrt liefert jeder S-Modulhomomorphismus g : (S®QgrN, >g) — (M, >) einen R-Modul-
homomorphismus Res(g) : (N,>") = (M,>4), n — g(1®n).

e Es gilt Ind(Res(g)) = ¢ fiir alle S-Modulhomomorphismen g : (S®grN,>g) — (M,>) und
Res(Ind(f)) = f fur alle R-Modulhomomorphismen f : (N,>') — (M, >,) und damit

Hompg (N, Res(M)) = Homg(Ind(N), M)
als abelsche Gruppen. Diese Aussage wird als Frobenius-Reziprozitit bezeichnet.

e Wihlt man S = K[G] und R = K[H] fiir eine endliche Gruppe G und eine Untergruppe
H C G und fiir ¢ die Inklusion ¢ = ¢ : K[H] — K[G], so ist Res(M) gerade die Einschréankung
einer Darstellung von G auf M auf die Untergruppe H. Die durch eine Darstellung (p, N) von
H induzierte Darstellung von G auf K[G]®gy NV ist dann gegeben durch

Pind(v)(9)(0g@n) = g9 @n Vg € G, f € K|G], n € N.
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2.6 Aufgaben zu Kapitel

Aufgabe 31: Sei R ein Ring, der isomorph zu seinem opponierten Ring R ist. Impliziert
dies, dass R kommutativ ist? Beweisen Sie dies oder widerlegen Sie es durch ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 32: Sei R ein Ring. Zeigen Sie, dass jeder R-Linksmodul (M, +,>) durch <’ :
M x R’ — M, m <'r = r > m die Struktur eines R°’-Rechtsmoduls erhélt und jeder R-
Rechtsmodul (M, +, <) durch >’ : R? x M — M, r >'m = m < r die Struktur eines R-
Linksmoduls.

Aufgabe 33: Sei M eine abelsche Gruppe und R ein Ring. Beweisen Sie:

(a) Ist ¢ : R — Endyz(M) ein Ringhomomorphismus, so definiert > : R x M — M, r>m =
o(r)m eine R-Modulstruktur auf M.

(b) Definiert > : R x M — M eine R-Modulstruktur auf M, so ist ¢ : R — Endz(M),
r— ¢, € Endgz (M) mit ¢.(m) = r > m fir alle m € M ein Ringhomomorphismus.

Aufgabe 34: Sei M eine abelsche Gruppe. Zeigen Sie:
(a) M hat hochstens eine Q-Modulstruktur.

(b) Ist M endlich und M # 0, so hat M keine Q-Modulstruktur.

Aufgabe 35: Der Ring der Gauflschen Zahlen ist der Unterring
Zlil={a+ib|a,beZ} CcC

mit der iiblichen Addition und Multiplikation komplexer Zahlen. Bestimmen Sie alle Z[i]-
Modulstrukturen auf der abelschen Gruppe (Z/5Z,+).

Aufgabe 36: Sei GG eine Gruppe und K ein Koérper.
(a) Zeigen Sie, dass K[G]-Moduln genau den Darstellungen von G iiber K entsprechen und
K[G]-Modulhomomorphismen den Homomorphismen von Darstellungen.

(b) Charakterisieren Sie analog die Moduln und Modulhomomorphismen tiber dem Gruppen-
ring Z[G].

(c) Bestimmen Sie alls Z[Z]-Modulstrukturen auf der abelschen Gruppe (Z, +).

Aufgabe 37: Sei K ein Korper und K|z] der Ring der Polynome tiber K.

(a) Zeigen Sie, dass K[z]-Moduln Paaren (V,¢) aus einem K-Vektorraum V und ei-
ner K-linearen Abbildung ¢ € Endg(V) entsprechen. Charakterisieren Sie die K|z]-
Modulhomomorphismen f : (V,¢) — (V' ¢').

69



(b) Zeigen Sie, dass Untermoduln eines K[z]-Moduls M = (V, ¢) den Untervektorrdumen U C
V mit ¢(U) C U entsprechen.

Aufgabe 38: Ein R-Modul M heifit zyklisch, wenn ein Element m € M existiert mit
M={r>m|r e R}

Zeigen Sie, dass jeder zyklische R-Modul isomorph ist zu einem Quotientenmodul der Form
R/I, wobei R als Linksmodul iiber sich selbst betrachtet wird und I C R ein Linksdeal ist.

Aufgabe 39: Finden Sie einen kommutativen Ring R und einen R-Modul M, so dass
Torr (M) kein Untermodul von M ist.

Aufgabe 40: Finden Sie einen Ring R und einen R-Modul M, so dass M treu, aber nicht
torsionsfrei ist.

Aufgabe 41: Finden sie einen Ring R und einen R-Modul M, so dass M treu ist und jedes
Element ein Torsionselement ist.

Aufgabe 42: Bestimmen Sie den Annulator des Z-Moduls Z/(Z X 2/ g7 X . . . X 7./ q.Z, mit
q; € N.

Aufgabe 43: Wir betrachten fiir A € R den Ring Ry = (R? +,:) mit Ringaddition und
Ringmultiplikation

(a,b) + (¢,d) = (a4 ¢, b+ d) (a,b) - (¢,d) = (ac + Abd, ad + bc).

(a) Zeigen Sie, dass es sich dabei um einen kommutativen Ring mit Finselement handelt.

(b) Bestimmen Sie fiir A = 0,1, —1 die Torsionselemente von R, als Linksmodul iiber sich
selbst und untersuchen Sie, ob die Menge der Torsionselemente einen Untermodul bildet.

Aufgabe 44:

(a) Zeigen Sie, dass jeder freie Modul iiber einem Integritétsbereich R torsionsfrei ist.
(b) Geben Sie einen Ring R und einen freien R-Modul M an, der nicht torsionsfrei ist.
(c) Zeigen Sie, dass jeder endlich erzeugte torsionsfreie Z-Modul frei ist.

Aufgabe 45: Sei R ein Ring und (M;);c; eine Familie von R-Moduln.
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(a) Zeigen Sie dass fiir jede Indexmenge I und jeden R-Modul M gilt ®;c;R = (I) g, wobei
(I'r den von I erzeugten freien R-Modul bezeichnet.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der universellen Eigenschaften von direkter Summe und direktem
Produkt, ohne die explizite Definition zu benutzen, dass ®;c; M; = 1l;c; M; fiir alle endlichen
Indexmengen [ gilt.

Hinweis: Betrachten Sie in (b) die Abbildungen f;; : M; — M; mit f;; = 0 : M; — M, fur
v # jund f; = idy, @ M; — M, fiir alle 7 € I und konstruieren Sie daraus eine R-lineare
Abblldung f : EBiGIMi — HiEIMi-

Aufgabe 46: Geben Sie eine Présentation des Z-Moduls Z/nZ x Z/mZ durch Erzeuger
und Relationen an. Versuchen Sie dabei, mit moglichst wenigen Erzeugern und Relationen
auszukommen.

Aufgabe 47: Wir betrachten die Z-Moduln mit Erzeugern x,y und Relationen

Geben Sie jeweils einen Z-Modul der Form Z" X Z/q7Z X ... X Z/qZ mit n € Ny und Primpo-
tenzen ¢y, ..., q an, zu dem die betrachteten Moduln isomorph sind.

Aufgabe 48: Wir betrachten die abelsche Gruppe G mit Erzeugern x,y und einer Relation
der Form ax + by = 0 fiir vorgegebene a,b € Z. Geben Sie eine abelsche Gruppe der Form

L X LInZ x ... X L]qZ

mit n € Ny und Primpotenzen ¢, ..., ¢; an, zu der die abelsche Gruppe G isomorph ist.

Aufgabe 49: Bestimmen Sie fiir die folgenden abelschen Gruppen A abelsche Gruppen der
Form Z" X Z/ 17 X ... X Z./q,Z mit n € Ny und Primpotenzen ¢; € N, die zu A isomorph sind.

(a)Az(x,y,z\x—y,x+z>Z
(b)A:<SL’,y,Z|Z‘—y,x+y>Z
() A=(,y.z |z +y+z 22—y

Aufgabe 50: Sei V' ein unendlich-dimensionaler K-Vektorraum mit abz&hlbarer Basis
B ={b, | n € N} und R = Endg(V) der Ring der K-linearen Abbildungen V" — V.
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(a) Zeigen Sie, dass zu den K-linearen Abbildungen ¢, : V — V mit

¢(b2n) = bna ¢(b2n—1) =0 ¢(b2n) = 0, 77ZJ(bZn—1) = bn Vn e N
K-lineare Abbildungen «, 8 : V — V existieren mit 1 = o ¢ + S0 1.

(b) Folgern Sie, dass der Ring R als Linksmodul iiber sich selbst gegeben ist durch die direkte
Summe R = (R>¢) ® (R> 1), wobei Ri>m = {r>m|r € R}.

(¢) Folgern Sie: R~ R ® R, und somit RF = R! fiir alle k,[ € N.

Aufgabe 51: Beweisen Sie, dass fiir das Tensorprodukt der Z-Moduln Z/nZ und Z/mZ gilt:

Z/nZ ®Rg Z/mZ =7/ggT(n, m)Z.

Aufgabe 52: Sei R ein Integritédtsbereich, K der zugehorige Quotientenkérper und M ein
Modul iiber R. Beweisen Sie, dass gilt:

K ®pg Torgr(M) = 0.

Aufgabe 53: Seien M, N Moduln iiber einem Polynomring K|z] fiir einen Korper K. Zeigen
Sie, dass dann
M@k N = (M@gN)/im(F)

als K-Vektorraume fiir eine geeignete K-lineare Abbildung F' € Endg (M ®gN) gilt und bestim-
men Sie F.

Aufgabe 54: Seien R, S Ringe.

(a) Zeigen Sie, dass das Tensorprodukt R ®z S° eine kanonische Ringstruktur hat. Geben Sie
die Ringmultiplikation explizit an, und bestimmen Sie das neutrale Element.

(b) Beweisen Sie, dass (R, S)-Bimodulstrukturen auf einer abelschen Gruppe M eins-zu-eins
den R ®7 S°P-Linksmodulstrukturen auf M entsprechen.

Aufgabe 55: Wir betrachten G = Z/6Z und die Untergruppe H = {0,2,4} C Z/6Z. Fiir
einen C[H]-Modul M bezeichnen wir mit Ind% (M) den C[G]-Modul CE®c(m M, wobei C¢ mit
der kanonischen C[G]-Modulstruktur und ihrer Einschrinkung auf C[H| ausgestattet ist.

a) Zeigen Sie: Fiir M = CH gilt Ind$(CH) = C¢ als C[G]-Moduln.
H

(b) Sei nun M der durch eine einfache komplexe Darstellung von H definierte C[H]-Modul.
Berechnen Sie den Charakter von Ind% (M) und die Multiplizitéiten der einfachen komplexen
Darstellungen von G in Ind$(M).
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3 Klassifikation von Moduln iiber Hauptidealringen

3.1 Beschreibung von Modulhomomorphismen durch Matrizen

Nachdem wir uns im letzten Kapitel mit grundlegenden Konstruktionen fiir Moduln befasst
haben, konnen wir nun die Struktur von Moduln systematisch untersuchen und Moduln unter
bestimmten Zusatzannahmen vollsténdig klassifizieren. Dabei ist man wieder nur an der Klassi-
fikation bis auf Isomorphie interessiert. Prinzipiell sind zwei Arten von Zusatzannahmen fiir die
Klassifikation denkbar: Einschrénkungen an den zugrundeliegenden Ring und Einschriankungen
an den Modul selbst. Im Fall der Klassifikation von Darstellungen einer endlichen Gruppe wiirde
ersteres beispielsweise der Beschrankung auf komplexe Darstellungen einer gegebenen Gruppe
und letzeres der Beschrankung auf einfache oder halbeinfache Darstellungen entsprechen.

Wir befassen uns zunéchst mit der Klassifikation endlich erzeugter Moduln unter ein-
schrinkenden Annahmen an den zugrundeliegenden Ring. Der einfachst mogliche Fall wére es,
zu fordern, dass der zugrundeliegende Ring ein Kérper ist. Endlich erzeugte Moduln iiber einem
Korper K sind aber gerade endlich-dimensionale K-Vektorrdume, die bereits im Rahmen der li-
nearen Algebra vollstandig klassifiziert wurden. Die Klassifikation endlich erzeugter K-Moduln
bis auf Isomorphie entspricht ndmlich gerade der Aussage, dass jeder endlich-dimensionale
Vektorraum V iiber K isomorph zu K4™=(V) ist. Die Isomorphieklassen von endlich erzeugten
K-Moduln werden also durch Zahlen n € Ny indiziert.

Mochte man die einschrénkenden Voraussetzungen an den zugrundeliegenden Ring lockern, um
interessantere Beispiele zu untersuchen, so ist der néachsteinfache Fall der eines Hauptidealrings.
In diesem Abschnitt werden wir also endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen bis auf
[somorphie vollstandig klassifizieren. Dies ist eine Verallgemeinerung der Klassifikation von
Vektorraumen und des Klassifikationssatzes fiir abelsche Gruppen, denn sowohl Kérper als
auch der Ring Z sind Hauptidealringe.

Offensichtlich wird man dabei nicht mehr mit dem Rang des Moduls als alleiniges Klassifika-
tionsmerkmal auskommen, denn dieser existiert nur fiir freie Moduln, aber nicht jeder Modul
iiber einem Hauptidealring ist frei. Im Fall von Moduln iiber Hauptidealringen ergibt sich aber
im Vergleich zu Moduln iiber beliebigen Ringen dennoch eine wichtige Vereinfachung, ndmlich
die Aussage, dass jeder Modul Quotient eines freien Moduls beziiglich eines freien Untermoduls
ist. Da jeder Modul eine Prisentation besitzt, sich also als Quotient M = F/U eines freien
Moduls F' beziiglich eines Untermoduls U C F' schreiben lésst, reicht es zu zeigen, dass jeder
Untermodul eines freien Moduls frei ist.

Satz 3.1.1: Ist M ein freier Modul iiber einem Hauptidealring R, so ist auch jeder Untermodul
U C M frei, und es gilt rang(U) < rang(M).

Beweis:

Wir beweisen die Aussage fiir freie Moduln endlichen Rangs durch Induktion iiber rang(M).
Der allgemeine Fall wird mit dem Zornschen Lemma bewiesen, siehe z. B. [SS|, Satz I1Ib.3].

n = 0: Aus rang(M) = 0 folgt M = {0}. Damit ist M der von der leeren Menge erzeugte freie
Modul, und die Aussage ist wahr.

n — n + 1: Sei die Aussage bewiesen fiir freie Moduln von Rang < n — 1 und M ein frei-
er Modul vom Rang n. Dann ist fiir jede Basis B = {my,...,m,} von M der Untermodul
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M' = ({ma,....,m,})»r C M ein freier Modul vom Rang n — 1. Fiir jeden Untermodul U € M
ist U' = U N M’ ein Untermodul von M’ und besitzt damit nach Induktionsvoraussetzung eine
Basis By = {uy,...,u;} mit t <n — 1. Wir betrachten nun das Linksideal

I:(s):{reR\Elrg,...,rneRmitrbml—l—ZanieU}CR.
1=2

e Ist s =0, so folgt I =0 und U = U’ C M’'. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung U = U’
ein freier Modul vom Rang < n — 1 < n, und die Aussage ist bewiesen.

o Ist s # 0, so gibt es g, ..., s, € Rmit ug :=s>mq+> ., 8 >m; € U\ {0} (). Wir zeigen,
dass dann {ug, us, ..., u; } eine Basis von U ist:

Jedes Element u € U lédsst sich als Linearkombination der Basiselemente my, ..., m,, schreiben
als u = X r; > m; (xx). Dann gilt 71 € I und damit gibt es ein r € R mit r; = rs. Es folgt

u=r>uy+u—r>u mit u—'rbuo(;)

o —rs)>meUNM =U.
Also gilt u € ({ug, ..., us})pr und {ug, uy, ..., us } erzeugt U. Ist f_gr; > u; = 0, so folgt
0 =1ro D> ug+ St_r; > u ) (108) > my + X o(resi) > my; + Xi_ 7 > u; € (ros) > my + M.

Da {my, ..., m,} eine Basis von M ist, folgt 7os = 0. Da R nullteilerfrei ist und s # 0, ergibt das

ro = 0 und Z§:1 ri>u; = 0. Da {uy,...,u; } eine Basis von U’ ist, folgt daraus r; = ... = r; = 0.
Also ist {ug, u1, ..., u;} linear unabhéngig, und es ist gezeigt, dass U C M ein freier Modul mit
Rang rang(U) = 1+t < n = rang(M) ist. 0

Nach Satz ist also jeder Modul iiber einem Hauptidealring ein Quotient M = F'/U eines
freien Moduls F' beziiglich eines freien Untermoduls U C F. Um endlich erzeugte Moduln iiber
Hauptidealringen zu klassifizieren, miissen wir die Struktur der Untermoduln U C F verstehen,
die den Relationen in der Préasentation des Moduls M entsprechen und diese Relationen in eine
moglichst einfache Form bringen. Dies ist dquivalent dazu, Basen von U und von F' zu finden,
beziiglich derer die Inklusionsabbildung ¢ : U — F’ eine besonders einfache Form hat.

Da wir nur endlich erzeugte freie Moduln iiber einem Hauptidealring R betrachten, kénnen
wir dabei mit Matrizen arbeiten, die R-lineare Abbildungen durch ihre Werte auf Basen cha-
rakterisieren. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass sich Matrizen iiber einem Ring R vollig
analog zu Matrizen iiber Kérpern definieren lassen und auch analoge Eigenschaften aufweisen.
In nicht-kommutativen Ringen R muss man dabei allerdings bei der Matrixmultiplikation auf
die Reihenfolge der Eintrdge achten. Das Konzept der Determinante ist fiir allgemeine Ringe
nicht sinnvoll, verallgemeinert sich aber auf kommutative Ringe.

Bemerkung 3.1.2:

e Fiir jeden Ring R bilden die n x m-Matrizen mit Eintrdgen in R einen R-Modul mit der
iiblichen Matrixaddition und der Strukturabbildung

> : R x Mat(n x m, R) — Mat(n x m, R), 7> (my) = (rm).
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e Fiir jeden Ring R ist die Matrixmultiplikation

air ... Qip b11 e blp Z?:lalibil Ce Z?Zlah-b,-p

Am1 --- Qmn bnl bnp Z?Zlamibﬂ Zleamibip

assoziativ und erfiillt die Distributivgesetze. Damit ist insbesondere Mat(n x n, R) ein
Ring mit Einselement.

o Ist R kommutativ, so ist die Determinante einer Matrix A = (a;;) € Mat(n x n, R)

det(A) = Z SgN(T) Qir(1) - * * nr(n)

WESTL
Sie erfiillt die Bedingung det(A - B) = det(A) - det(B) fiir alle A, B € Mat(n x n, R).

e Aus der Cramerschen Regel, die auch iiber kommutativen Ringen R gilt, folgt, dass eine
Matrix A € Mat(n x n, R) genau dann invertierbar ist, wenn det(A) € R eine Einheit ist.

e Die invertierbaren Matrizen in Mat(n x n, R) bilden mit der Matrixmultiplikation eine
Gruppe GLg(n). Ist R kommutativ, so bilden die Matrizen A € Mat(n x n, R) mit
det(A) = 1 eine Untergruppe SLg(n) C GLg(n).

Mit dem folgenden Satz konnen wir dann analog zu linearen Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdumen R-Modulhomomorphismen zwischen endlich erzeugten freien R-
Moduln durch Matrizen erfassen. Der Beweis der Aussagen in diesem Satzes ist vollig analog
zum Beweis der entsprechenden Aussagen fiir Vektorrdume. Er ergibt sich, indem man die
Skalarmultiplikationen der Vektorrdume durch die Strukturabbildungen der R-Moduln ersetzt.

Satz 3.1.3: Sei R ein kommutativer Ring und M, N endlich erzeugte freie R-Moduln mit
geordneten Basen B = (b1, ...,b,,) und C = (¢4, ..., ¢,). Dann gilt:

1. Zu jeder R-linearen Abbildung f : M — N gibt es genau eine Matrix Mf’c = (fy) €
Mat(n x m, R) mit
f(bi) = Y5 i > Vie {l1,...,m}.

2. Die Abbildung MZ¢ : Homg(M, N) — Mat(n x m, R), f M}B’C ist R-linear.

3. Fiir jeden R-Modulhomomorphismus g : N — P und jede geordnete Basis D = (dy, .., d,)

. B,C B,D
von P gilt: ]\/[QC’D M =My

4. Fiir jede Matrix M € Mat(n x m, R) erhélt man einen R-Modulhomomorphismus

Fy - R"— R, ve—>M-v

Aus diesem Satz ergibt sich insbesondere, dass Basiswechsel der Links- und Rechtsmultiplikation
der beschreibenden Matrix einer R-linearen Abbildung mit invertierbaren Matrizen entsprechen.
Um Basen zu finden, fiir die die beschreibende Matrix einer R-linearen Abbildung eine besonders
einfache Form hat, miissen wir also untersuchen, inwieweit sich eine Matrix mit Eintrigen in
einem Hauptidealring R durch Links- und Rechtsmultiplikation mit invertierbaren Matrizen in
eine besonders einfache Matrix iiberfithren lésst, etwa in eine Diagonalmatrix.
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Im Fall von Matrizen mit Eintrdgen in einem Korper ist dies mit den Gauf-Verfahren stets
moglich. Die dabei auftretenden Operationen - Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit einem
Element des Korpers, Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten und Hinzuaddieren von Vielfachen
von Zeilen oder Spalten zu anderen Zeilen oder Spalten - entsprechen dabei gerade der Links-
und Rechtsmultiplikation mit den sogenannten Elementarmatrizen. Diese kann man auch iiber
kommutativen Ringen definieren. Wir bezeichnen mit Ej; die Matrix, die in der kten Zeile und
[ten Spalte den Eintrag 1 hat und ansonsten nur Nullen enthélt, und betrachten die Matrizen

M;(A) =1, + (A = 1) Ej;
Vik = Ly — Ejj — Ex+ Ex; + Ej
Ap(\) = 1+ AEj AER.

Eine einfache Rechnung zeigt, dass die Elementarmatrizen Vj;, und A;x(\) invertierbar sind,
wihrend M;(\) invertierbar ist genau dann, wenn A € R eine Einheit ist. Wie im Fall der
Vektorrdume konnen wir durch Rechts- und Linksmultiplikation mit diesen Matrizen elementare
Zeilen und Spaltenumformungen durchfiihren. Der Beweis des folgenden Satzes ist vollig analog
zum entsprechenden Beweis fiir Vektorrdume.

Satz 3.1.4: Sei R ein kommutativer Ring und N € Mat(n x m, R). Dann entspricht

(i) die Linksmultiplikation N — M;(A) - N (Rechtmultiplikation N +— N - M;()\)) der
Multiplikation der jten Zeile (Spalte) von N mit A € R,

(ii) die Linksmultiplikation N — Vj;- N (Rechtsmultiplikation N +— N -Vj;) dem Vertauschen
der jten und kten Zeile (Spalte) von N,

(ili) die Linksmultiplikation N + A;x(A) - N (Rechtsmultiplikation N — N - A;;(\) ) dem
Hinzuaddieren der mit dem Skalar A € R multiplizierten kten Zeile (jten Spalte) von N
zur jten Zeile (kten Spalte) von N.

Betrachtet man eine lineare Abbildung ¢ : V' — W zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorraumen, so kann man durch geschickte Wahl zweier Basen By von V und By von
W stets erreichen, dass ihre darstellende Matrix Diagonalgestalt hat und in der Diagonale
nur die Eintrdge 1 und 0 auftreten. Beschreiben wir diese Abbildung ¢ durch eine Matrix
A € Mat(n x m,K), so entspricht dies gerade dem GauB-Algorithmus fiir Matrizen.

Dabei wird eine Matrix A € Mat(n x m,K) durch Links- und Rechtsmultiplikation mit geeig-
neten invertierbaren Matrizen X € GL,(K) und Y € GL,,(K), die Produkte der Elementar-
matrizen Vi, A, () und M;(A) sind, in eine Matrix A" = X AY iberfiihrt, die Diagonalgestalt
hat und in der Diagonalen nur die Eintrdge 1 und 0 enthélt. M&échte man dies auf Matrizen mit
Eintrdgen in einem Hauptidealring R iibertragen, so ergeben sich prinzipiell zwei Probleme:

e Gilt R* C R\ {0}, so ist es nicht moglich eine Diagonalmatrix durch Multiplikation mit

M;(X) in eine Diagonalmatrix zu {iberfithren, die nur Nullen und Einsen enthélt.

e Ist ein Eintrag a;; € R einer Matrix A € Mat(n x m, R) kein Vielfaches des Eintrags
ag; € R (von a;, € R), so kann man durch Hinzuaddieren von Vielfachen der kten Zeile
(Spalte) nicht erreichen, dass der Eintrag a;; Null wird.

Im Fall eines Hauptidealrings kontrolliert man diese Probleme aber dennoch zu einem gewissen
Grad, da man sie auf Teilbarkeitsprobleme charakterisieren kann. Zu erwarten ist also ein
schwécheres Analogon der Aussagen fiir Vektorrdume.
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3.2 Klassifikation mit dem Elementarteilersatz

Wir entwickeln nun ein schwicheres Analogon des Gauf-Algorithmus fiir Matrizen mit Ein-
trigen in Hauptidealringen, den sogenannten Flementarteilersatz. Mit Hilfe dieses Satzes wer-
den wir dann fiir jeden Untermodul U C F eines freien Moduls F' Basen bestimmen koénnen,
beziiglich derer die beschreibende Matrix der Inklusionsabbildung ¢ : U — F' eine besonders
einfache Gestalt hat und damit die endlich erzeugten Moduln klassifizieren, die sich als Quoti-
enten M = F/U beschreiben lassen. Da sich die dabei auftretenden Teilbarkeitsprobleme auch
als Aussagen iiber Ideale formulieren lassen, benétigen wir dazu einige Voriiberlegungen zu
Idealen in Hauptidealringen.

e Zunichst ist in einem Hauptidealring jedes Ideal per Definition ein Hauptideal, also von
der Form I = (r) = {sr | s € R} mit einem Ringelement r € R. Es gilt (r) C (') genau dann,
wenn 7’ ein Teiler von r ist, also wenn es ein Element s € R mit r = sr’ gibt. Daraus folgt
direkt, dass (r) = (r') genau dann, wenn ' = sr mit einer Einheit s € R* gilt.

e Der grofite gemeinsame Teiler ggT(r,s) € R zweier Elemente r,s € R ist das bis auf
Multiplikation mit Einheiten eindeutige Element, das das Ideal

I=(r,s)=rR+sR={xr+ys|z,yec R}

erzeugt. Die Gleichung xr + ys = t mit festen r,s,¢ € R hat genau dann eine Losung, wenn
ggT(r, s) das Element t teilt.

e Ein Hauptideal (p) C R ist maximal genau dann, wenn p € R ein Primelement ist, also
wenn aus p | 71’ folgt p | r oder p | 7. Dies gilt genau dann, wenn R/pR ein Korper ist.

Eine weitere wichtige Aussage zu Teilbarkeit in Hauptidealringen ist, dass es keine unendlichen
Ketten echter Teiler geben kann. Dies entspricht der folgenden Aussage iiber Ideale, die wir
zum Beweis des Elementarteilersatzes benotigen werden.

Lemma 3.2.1: Ist R ein Hauptidealring, so wird jede aufsteigende Kette von Idealen in R
stationdr: Ist (I;);en eine Familie von Idealen in R mit Iy C Iy C I, C ..., so gibt esein k € N
mit I; = I}, fiir alle j > k.

Beweis:

Ist Iy C I C I3 C ... eine aufsteigende Kette von Idealen in R, so ist auch I = U;‘;llj ein
Ideal in R, denn zu 4,7 € I gibt es j,j' € No mit ¢ € I; und 7' € I;. Dann gilt ¢,7" € I,, mit
n = max{i, j} und damit ¢ +¢' € [,, CIund ri € I,, C I.

Da R ein Hauptidealring ist, gibt es Elemente ro,7; € R mit I; = (r;) und [ = (re).
Da 7o € I gibt es per Definition von [ ein j € N mit ro, € [; = (r;), und daraus folgt
(r;) C (rx) C (reo) C (r;) und damit [, = I; fur alle k > j. O

Mit Hilfe dieser Aussagen iiber Ideale konnen wir nun eine modifizierte Version des Gauf-
Algorithmus definieren und den folgenden Satz iiber R-Modulhomomorphismen zwischen frei-
en Moduln beweisen, der die entsprechende Aussage iiber lineare Abbildungen zwischen Vek-
torrdumen verallgemeinert.
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Satz 3.2.2: (Elementarteilersatz)

Sei R ein Hauptidealring, M, N freie Moduln iiber R von Rang m,n und f : M — N ein
R-Modulhomomorphismus. Dann existiert eine Diagonalmatrix D € Mat(n x m, R) mit

di1|das] . . . |dwr r = min(n, m)

und R-Modulisomorphismen ¢y, : M — R™, ¢y : N — R" mit f = ¢ o Fp o by

|

RrR™ —— R"

Fp:v—Dwv

Die Elemente d;; € R sind eindeutig bestimmt bis auf Multiplikation mit Einheiten.

Beweis:
1. Seien (21, ..., Tm), (Y1, ..., Yn) geordnete Basen von M und N. Dann sind

QS/]\/[ : M-)Rm, Z?‘ibxi — (rl,...,rm)T ¢IN : N-)Rn, Z?%Dyl — (rl,...,rn)T

i=1 =1

R-Modulisomorphismen, und der R-Modulhomomorphismus f : M — N ist gegeben durch
durch seine darstellende Matrix A = (a;;) € Mat(n x m, R) mit

n

fx) = Zaji > Y.

J=1

Es reicht also, zu zeigen, dass invertierbare Matrizen B € GLg(m), C' € GLg(n) existieren,
so dass die Matrix D := C - A - B diagonal ist und ihre Eintridge die Teilbarkeitsbedingung
im Satz erfiillen. Denn dann sind ¢p; = F-10¢)y, : M — R™ m — B~'-¢),(m) und
oy =Fcody: N — R", n— C-¢y(n) die gesuchten Isomorphismen im Satz.

2. Wir betrachten das von den Eintrégen einer Matrix ) € Mat(k x [, R) erzeugte Ideal

(Q> = (Q117 - q1l, 4215 -+, 4215 -+ ks -"7le> C R.

Da R ein Hauptidealring ist, ist (Q)) ein Hauptideal, und es existiert ein d € R mit (Q) = (d),
namlich d = ggT(q11, ..., qu). Fiir jede Matrix P € Mat(l x i, R) mit (P) = (¢) gilt dann
(Q-P) C (Q)N(P), denn die Eintrage der Matrix @ - P sind Linearkombinationen der Eintrége
aus () und P, und daraus folgt, dass d und c alle Eintrage von Q- P teilen. Ist P eine invertierbare
Matrix, so folgt auch (Q) = (Q - P-P7') C (Q - P) und (Q - P) = (Q). Analog folgt aus @Q
invertierbar (Q - P) = (P).

3. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Zahl der Zeilen und Spalten der Matrix.

Ist A € Mat(1 x 1, R) = R, so ist die Aussage offensichtlich, denn man kann dy; = a;; wihlen.
Sei die Aussage nun bewiesen fiir alle Matrizen B € Mat(j x k, R) mit j,k < r — 1, und sei
A = (a;j) € Mat(n x m, R) eine Matrix mit max(n,m) = r.

3.a) Wir betrachten zunéchst den Fall (A) = (a11). In diesem Fall teilt a1; alle Eintrége in der
ersten Zeile und Spalte von A, und durch Hinzuaddieren von Vielfachen der ersten Zeile und
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ersten Spalte zu den anderen Zeilen und Spalten kann man erreichen, dass alle Eintréage in der

ersten Zeile und Spalte von A aufler ay; verschwinden. Also existieren invertierbare Matrizen
X € GLg(n), Y € GLg(m), so dass

X -A'Y = ( aél 12, ) mit (A/) C (&11).

Nach Induktionsvoraussetzung existieren invertierbare Matrizen B’ und C’ sowie eine Diago-
nalmatrix D', die die Teilbarkeitsbedingung erfiillt, so dass D' = C’" - A’ - B’. Daraus folgt

1 0 1 0 . aiq 0
(o C')'X'A'Y'(o B’)_(O D’)’
und wegen (a11) D (A') = (C'A'B’) = (D) gilt ayy | dyy | doy | ... | ),

3.b) Wir betrachten nun den Fall (A) 2 (ay;). Wir zeigen, dass dann invertierbare Matrizen
X € GLg(n), Y € GLg(m) und eine Matrix A’ € Mat(n x m, R) existieren mit A" = XAY
und (A) = (A") D (a};) 2 (a11). Dazu betrachten wir die folgenden Fille:

=

[.) Der Eintrag aj; teilt nicht alle Elemente in der ersten Zeile von A.

Durch Permutieren der letzten m — 1 Spalten von A, was der Rechtsmultiplikation mit
einer invertierbaren Matrix Y € GLg(m) entspricht, erhalten wir eine Matrix A’ = A-Y,
so dass aj; = a1 { a}y. Da R ein Hauptidealring ist, existiert dann ein d € R mit
(a},a}y) = (d) und z,y, z,w € R mit d = za}; + ya),, a}; = wd, a}, = zd. Daraus folgt
d = (zw + yz)d und wegen der Nullteilerfreiheit von R auch zw + yz = 1. Dann gilt

/ / /! /
r —z 0 AT+ ajsy —aj 2z + ajpw *
A=A Y'=A-[ y w 0 | =1 dyr+ayy —dyz+adypw x*
0 0 1 * * *
d 0 *
/ / !/ !/
* * *

wobei * fiir Eintrdge von A” steht, die mit den entsprechenden Eintrdgen von A’
tibereinstimmen. Die Matrix Y’ hat die Determinante det(Y’) = zw + yz = 1 und ist
damit invertierbar. Daraus folgt (A”) = (AYY’) = (A) D (d) = (af,) 2 (a11)-

=

I1.) Fall 2: Der Eintrag aq; teilt nicht alle Eintrage in der ersten Spalte von A.

Durch Vertauschen der letzten n — 1 Zeilen, was der Linksmultiplikation mit einer in-
vertierbaren Matrix X € GLg(n) entspricht, erhalten wir eine Matrix A" = XA mit
a;; = ay; 1 ab;. Da R ein Hauptidealring ist, existiert dann ein d € R mit (@}, a};) = (d)
und z,y, z,w € R mit d = za!, + yal,, a}; = wd, ah, = zd. Daraus folgt d = (zw + yz)d
und wegen der Nullteilerfreiheit von R dann zw + yz = 1. Damit ergibt sich

/ !/ / /
z y 0 T+ @Y AT+ ahy ok

" Al . DA Y / 0 /
A" =XA" = z w 0 A = a2+ a5 W —ajez + agw  *
0 0 1 * * *

/ !/
d adjyr +ayy  *
=| 0 —dajyz+adypw *
* * *

Da det(X') = zw 4+ yz = 1, ist X’ € GLg(n) und (A4”) = (A) D (d) = (af;) 2 (a11)-
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III.) Der Eintrag a;; teilt alle Eintrédge der ersten Zeile und der ersten Spalte von A.

Dann kann man durch Hinzuaddieren von Vielfachen der ersten Spalte zu den anderen
Spalten von A erreichen, dass alle Eintrage in der ersten Zeile aufler a;; verschwinden.
Anschliefend kann man durch Hinzuaddieren von Vielfachen der ersten Zeile von A
erreichen, dass alle Eintrége in der ersten Spalte auler a;; verschwinden. Dies entspricht
der Links- und Rechtsmultiplikation mit invertierbaren Matrizen X € GLg(n) und
Y € GLg(m). Wir erhalten so eine Matrix A" = XAY mit a}; = ay, mit aj; = 0,
al, = 0 fiir 4,5 > 2 und mit (A") = (4) 2 (a11) = (a};). Da (A) = (4’) 2 (a11), gibt es
ein aj; mit 4,j > 2, a}; 1 aj;. Durch Hinzuaddieren der jten Spalte zur ersten Spalte,
was der Rechtsmultiplikation mit einer invertierbaren Matrix Y’ € GLg(m) entspricht,
kann man nun a;; in die erste Spalte bringen. Dies liefert eine Matrix A” = A’Y" mit
(A7) = (A') = (A), df, = ain und @f; = a1 1 @) = aj;. Auf diese Matrix kann die
Prozedur in I1.) angewendet werden und liefert die gesuchte Matrix.

Ist also (A) 2 (aq1), so erhdlt man durch Anwendung der Schritte 1.), IL.), III.) eine Matrix

=

A" = XAY mit (A") = (A) D (a};) 2 (a11) und invertierbaren Matrizen X € GLg(n) und
Y € GLg(m). Wiederholen dieser Prozedur liefert eine echt aufsteigende Kette von Idealen
(a11) = (do) € (d1) € (d2) € .... Diese Kette muss nach endlich vielen Schritten abbrechen,
denn nach Lemma [3.2.1] wird jede aufsteigende Kette von Idealen in R station&r. Dies liefert
eine Matrix A" = XAY mit X € GLg(n), Y € GLg(m) und (4') = (A) = (a};). Mit Fall
3a) folgt dann die Behauptung. Dass die Elemente d;; eindeutig bis auf Multiplikation mit
Einheiten sind, ergibt sich induktiv aus der Eindeutigkeit des Ideals (A) und der Aussage, dass

(r) = (r") fiir Elemente r, 7" € R genau denn, wenn es eine Einheit s € R* gibt mit ' =rs. O

Mit Hilfe des Elementarteilersatzes konnen wir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen
durch die Quotienten R/I; fiir eine aufsteigende Kette von Idealen Iy C I, C ...Iy C R
charakterisieren. Diese ergeben sich aus den Diagonalelementen d;; der Matrix in Satz [3.2.2]
Dadurch reduziert sich die Klassifikation von endlich erzeugten Moduln iiber Hauptidealringen
auf die Klassifikation der entsprechenden Ideale.

Satz 3.2.3: Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R. Dann existiert
eine aufsteigende Kette I; C I, C ... C Iy € R von Idealen von R, so dass

M =R/} x...x R/,
wobei auch I; = 0 zugelassen ist und R/0 = R.

Beweis:

1. Sei M ein endlich erzeugter Modul mit n Erzeugern. Nach Bemerkung [2.4.9] 6. gibt es dann
einen Untermodul U C R™ mit M = R"/U. Der Modul U ist nach Satz als Untermodul
eines endlich erzeugten freien R-Moduls ebenfalls ein endlich erzeugter freier R-Modul mit
m = rang(U) < rang(R™) = n und damit von der Form U = R™. Also existiert ein injektiver
R-Modulhomomorphismus f : R — R" mit M = R"/im(f).

2. Nach dem Elementarteilersatz gibt es Matrizen B € GLg(m), C' € GLg(n) und eine
Diagonalmatrix D € Mat(n x m, R), so dass das Diagramm

v»—)Ble va»—)Cv

R —— R"
v—Dv
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kommutiert und D die Teilbarkeitsbedingung dy|das]| . . . |dpmm erfiillt. Also gilt
M= R”/lm(f) = R”/lm(FD) = R x R/dmmR X ... X R/dHR

Setzen wir I; = 0 fir 1 < i <n—mund I,,_;;; = (dy) fiir 1 < i < m, so erhalten wir eine
aufsteigende Kette von Idealen I; C I, C ... C I,, C R, denn aus d;|d;;; folgt (d;i1) C (d;). Sei
nun s = max{i € {1,...n} | [; # R}. Dann gilt R/I; =0 firallei >sund ; C...C [, C R
ist die gewiinschte Kette von Idealen. O

Mit Satz haben wir die endlich erzeugten Moduln {iber einem Hauptidealring schon
recht weitgehend klassifiziert. Allerdings lasst sich die Aussage noch in einer konkreteren und
eingéngigeren Form formulieren. Dazu zerlegt man die Elemente, die die Ideale in Satz [3.2.3]
erzeugen in ihre Primfaktoren. So erhilt man eine eindeutige Charakterisierung eines endlich
erzeugten Moduls M durch Primpotenzen in R.

Satz 3.2.4: Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R. Dann existieren
Primpotenzen ¢y, ...,q; € R und ein n € Ny mit

M=R"XR/aRx...x R/qR.

Die Zahl n € Ny ist eindeutig bestimmt, und die Primpotenzen ¢; sind eindeutig bis auf Mul-
tiplikation mit Einheiten und die Reihenfolge.

Beweis:

1. Nach Satz existiert eine aufsteigende Kette von Idealen I; C I C ... C I, € R, so
dass M =2 R/I; x ... R/I,. Da R ein Hauptidealring ist, existiert zu jedem Ideal I; ein r; € R
mit [; = (r;) und r; = 0 genau dann, wenn I; = 0. Sei nun n = max{i € {1,....,s} | I, = 0}.
Dann lassen sich fiir ¢« > n die Zahlen r; als Produkte r; = Hj;lqij von paarweise teilerfremden
Primpotenzen ¢;; schreiben, und nach dem chinesischen Restsatz gilt dann

R/1; = R/(r:) = R/(qun) % ... X R/(qs,)-

2. Wir beweisen die Eindeutigkeit der Zahl n, indem wir sie auf eine Weise charakterisieren,
die nicht von der Zerlegung abhéngt. Sei K der Quotientenkorper des Hauptidealrings R. Dann
gilt aufgrund der universellen Eigenschaft der direkten Summe

Hompg(M,K) =2 Homg(R",K) x Homg(R/q: R,K) x ... x Homg(R/q R, K).

Da jeder R-Modulhomomorphismus f : R — K wegen f(r) = f(r-1) = r- f(1) durch f(1)
eindeutig bestimmt ist und f(1) beliebig vorgegeben werden kann, gilt Homg(R, K) = K und
damit Hompg(R", K) = K".

Wegen der Nullteilerfreiheit von K ist jeder nichtverschwindende R-Modulhomomorphismus
f: R — K injektiv, denn aus f(r) = rf(1) =0 und f(1) # 0 folgt » = 0. Ist I # 0 ein Ideal in
R, so ergibt sich aus der universellen Eigenschaft des Quotienten

Hompg(R/I,K) = {f € Homg(R,K) :| f(i) =0VI} =0
Damit ist gezeigt, dass n = dimgHompg(M, K) und n nicht von der Wahl der Zerlegung abhéngt.

3. Wir beweisen die Eindeutigkeit der Primpotenzen ¢; bis auf Multiplikation mit Einheiten
und Reihenfolge, indem wir sie unabhéngig von der Zerlegung charakterisieren.
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Fiir jedes Primelement p € R ist das Ideal (p) C R maximal, und damit K, = R/pR ein Korper.
Fiir jeden R-Modul N und alle k € N ist der Quotientenmodul Ny = (p*~1 > N)/(p* > N) ein
Vektorraum iiber dem Korper K, mit Skalarmultiplikation [r] - [n] = [r > n] fiir alle r € R und
n € p"~!' > N. Wir bezeichnen dessen Dimension mit df(N) = dimg, Ny.

Wir zeigen, dass df(M) durch die Primfaktoren ¢; in der Zerlegung bestimmt ist. Da
df5(N @ N') = d(N) + di(N') fiir alle endlich erzeugten R-Moduln N, N, reicht es, d(R),
d’;(R/ p™R) und d’;(R/ ¢™R) fiir teilerfremde Primelemente ¢, p und m, k € N zu bestimmen:

I.) Die Multiplikation mit p*~' definiert einen Vektorraumisomorphismus f : K, — Ry,
[r] = [p*~'7], und es folgt dj(R) = 1.

IL) Es gilt p*~'>(R/p™R) = 0 fiir m < k und damit d}(R/p™R) = 0 fiir m < k. Ist m > k, so
ist f: R — (R/p™R)x, 7 — [p*!r] eine surjektive R-lineare Abbildung mit ker(f) = pR.
Also gilt (R/p™R);, = im(f) = R/ker(f) = R/pR =K, und d}(R/p™R) = 1 fiir m > k.

II1.) Sind p,q € R teilferfremde Primelemente, so ist die Restklasse von p eine Einheit
im Ring R/q¢™R. Die Multiplikation mit p™ definiert damit fiir alle n € N einen
R-Modulisomorphismus f : R/¢™R — R/q™R, [r] — [p"r]. Daraus ergibt sich
p" > (R/¢™R) = R/¢™R und

P> (R/q"R) | R/¢"R

(BRI R = pP> (R/q™R)  R/q™R

~Y k m
~0 = d*R/q"R)=0.

Durch Kombinieren dieser drei Falle erhalt man
di(M)=n+{ie{1,...,1} | P" | a}|

und somit sind die Faktoren R/q; R mit p*|g; fiir alle Primelemente p und k € N eindeutig
bestimmt. Dies legt die Primpotenzen ¢; bis auf Multiplikation mit Einheiten fest. O

Insbesondere erlaubt es uns diese Charakterisierung von endlich erzeugten Moduln iiber Haupt-

idealringen, das Konzept der Torsion besser zu verstehen. Ist R ein Hauptidealring und M ein
Modul iiber R, so bilden nach Satz [2.2.10] die Torsionselemente von M einen Untermodul von
M. Mit Hilfe von Satz konnen wir diesen nun explizit angeben.

Korollar 3.2.5: Sei R ein Hauptidealring. Dann hat jeder endlich erzeugte R-Modul die Form
M = Torg(M) ® R" Torgr(M) =R/¢1R x ...R/qR

mit eindeutigem n € Ny und eindeutig bestimmten Primpotenzen ¢y, ..., ¢;. Insbesondere ist
jeder torsionsfreie endlich erzeugte R-Modul frei.

Beweis:

Nach Satz existiert eine Zerlegung M = R" X R/q1 R X ... X R/q R mit Primpotenzen ¢;,
also ist M gegeben als direkte Summe von Untermoduln M = R" @& (R/¢:1R x ... X R/qR).
Jedes Element m € R/q R % ... x R/qR erfillt (¢q1q2 - - - q)>m = 0 und ist damit ein Torsions-
element. Also gilt R/¢1 R x ... x R/qR C Torg(M). Andererseits folgt aus r > (my +msg) =0
mit m; € R" und my € R/ R X ... X R/qR, dass r = 0 oder m; = 0 gelten muss. Also folgt
Torr(M) = R/q¢1R % ... X R/qR. O
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Eine weitere niitzliche Folgerung aus Satz [3.2.3] und [3.2.4] ist eine vollstindige Klassifikation
endlich erzeugter abelscher Gruppen. Denn abelsche Gruppen sind ja nichts anderes als Moduln
iiber dem Hauptidealring R = Z. Wendet man diese Sitze also auf den Fall endlich erzeugter
Z-Moduln an, so erhélt man das folgende Korollar.

Korollar 3.2.6: Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gilt:

1. Es existieren eindeutig bestimmte Zahlen dy,...,d, € {0,2,3,4,...} mit d;|d;y; fiir alle
ie{l,..,r} sodass
G=Z/dWZ x ... xZ1]dZ

2. Es existieren Primzahlpotenzen ¢y, ..., ¢ und ein eindeutig bestimmtes s € Ny mit

G227 XZL]GWZ % ...x7L]qZ.

Fiir Polynomringe R = K]z] iiber algebraisch abgeschlossenen Koérpern K liefert der Klassi-
fikationssatz die Existenz der Jordan-Normalform (siche Aufgabe [9). Betrachtet man
Polynomringe iiber Kérpern, die nicht algebraisch abgeschlossen sind, so ergeben sich kompli-
ziertere Analoga der Jordan-Normalform, wie etwa die reelle Jordan-Normalform.
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3.3 Ubungen zu Kapitel

Aufgabe 56: Sei R ein Ring, n € N, M ein R-Modul und M®" = M & ... ® M. Zeigen
Sie, dass der Endomorphismenring Endg(M®™) isomorph zum Ring Mat(n x n, Endg(M)) der
n X n-Matrizen mit Eintrdgen im Endomorphismenring Endg(M) ist.

Aufgabe 57: Finden Sie einen kommutativen Ring R, einen freien R-Modul F' und einen
Untermodul U C F', der kein freier R-Modul ist.

Hinweis: Sie konnen den Ring Z/nZ fiir ein geeignetes n € N betrachten.

Aufgabe 58: Sei R ein Integrititsbereich und K = Q(R) sein Quotientenkorper. Zeigen Sie:

(a) Fiir jeden R-Modul M ist M ®r K ein Vektorraum iiber K und fiir jeden Untermodul
UC M ist U9 rK C M®rK ein Untervektorraum.

(b) Ist M ein freier Modul vom Rang n, so gilt dimg (M ®gK) = n.

(c) Fir den Ring R = Clz,y] als Linksmodul iiber sich selbst ist der Untermodul
U = (2%,y) C Clz, y] nicht frei.

Hinweis:
Nutzen Sie in (c) aus, dass (z?,y) C C[z, y| kein Hauptideal ist, und benutzen Sie (b).

Aufgabe 59: Wir betrachten einen endlich erzeugten Modul (M, t>) iiber einem Polynomring
K[z] und die zugehorige K-lineare Abbildung ¢ : M — M, m + x > m. Zeigen Sie:

(a) Jeder zyklische K[z]-Modul M ist isomorph zu einem K[z]-Modul der Form Kiz]/(p) fiir
ein Polynom p € K[z]. Charakterisieren Sie p durch ¢.

(b) M ist ein zyklischer K[z]-Modul genau dann, wenn (i) M = K[z] gilt oder (ii) M ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum ist mit einer Basis der Form B = {m, ¢(m), ..., " (m)}
fir ein m € M und n € Ng.

(c) Ist p # 0, so ist M = K[z]/(p) ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und es gibt eine
Basis des K-Vektorraums M, so dass die beschreibende Matrix von ¢ die Form hat

0 0 ... 0 ao

1 0 ... 0 aq

0 1 : : mit q; € K.
: . .0 Ap—2

0 ... 0 1 Ap—1

(d) Sei nun K = C und p € C[z] eine Primpotenz. Zeigen Sie, dass es eine Basis B des
C-Vektorraums M gibt, beziiglich der die beschreibende Matrix von ¢ ein Jordan-Block ist.
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(e) Folgern Sie aus dem Klassifikationssatz fiir Moduln iiber Hauptidealringen, dass zu jedem
Endomorphismus ¢ € Endc(M) eines endlich-dimensionalen C-Vektorraums M eine Basis
von M existiert, fiir die die beschreibende Matrix von ¢ Jordan-Normalform hat.

Aufgabe 60: Klassifizieren Sie bis auf Isomorphie alle abelschen Gruppen der Ordnung m =
400, d. h. geben Sie alle abelschen Gruppen der Form

L X LInZ X ... X L]qZ

mit n € Ny und Primpotenzen ¢, ..., ¢ an, die Gruppenordnung m = 400 haben.
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4

4.1

(Halb)einfache Moduln

Einfache Moduln

In diesem Kapitel betrachten wir Moduln, die eine besonders einfache Struktur haben, ndmlich
keine echten Untermoduln besitzen oder sich zumindest als direkte Summe solcher Moduln
beschreiben lassen. Die Begriffsbildung ist analog zum Fall von Gruppendarstellungen, nur
wird der Begriff der Unterdarstellung durch den Begriff des Untermoduls ersetzt.

Definition 4.1.1: Sei R ein Ring.

1.

2.

3.

Ein R-Modul M heifit einfach oder irreduzibel, wenn M # 0 und er keine echten
Untermoduln besitzt.

Ein R-Modul M heifit unzerlegbar, wenn M # 0 und er nicht isomorph zu einer direkten
Summe M; & M, nichttrivialer R-Moduln My, My # 0 ist.

Ein R-Modul M heifit halbeinfach, wenn er isomorph zu einer direkten Summe einfacher
R-Moduln ist.

Beispiel 4.1.2:

1.

Der Nullmodul M = 0 ist halbeinfach als leere direkte Summe einfacher R-Moduln und
zerlegbar.

. Ist G eine Gruppe, so ist ein (halb)einfacher K[G]-Modul nichts anderes als eine (halb)

einfache Darstellung von G iiber K, und unzerlegbare K[G]-Moduln entsprechen unzerleg-
baren Darstellungen. Insbesondere sind nach dem Satz von Maschke fiir endliche Gruppen
G mit char(K) { |G| alle K[G]-Moduln halbeinfach.

. Ist K ein Korper, so sind die einfachen K-Moduln gerade die eindimensionalen Vek-

torrdume iiber K. Jeder K-Modul ist halbeinfach, denn jeder Vektorraum ist die direkte
Summe der von den Basisvektoren erzeugten eindimensionalen Untervektorraume.

. Ein Ring als Links-/Rechts-/Bi-Modul tiber sich selbst ist ein einfacher Modul genau

dann, wenn er keine echten links-/rechts-/zweiseitigen Ideale besitzt.

Jeder freie R-Modul M mit rang(M) > 1 ist zerlegbar, denn er ist die direkte Summe der
von den Basiselementen erzeugten Untermoduln. Jeder einfache freie R-Modul ist daher
vom Rang eins. Ein freier R-Modul vom Rang eins ist nach 4. einfach, genau dann, wenn
R keine echten Linksideale besitzt.

. Ein Modul M iiber dem Polynomring Clx] ist nach Beispiel 2.1.7, 6. ein Paar (V,¢)

aus einem komplexen Vektorraum V und ¢ € Endc(V). Seine Untermoduln entsprechen
Untervektorrdumen U C V mit ¢(U) C U. Ist dimcV < oo, so ist M

e cinfach genau dann, wenn dim¢V =1,

e unzerlegbar genau dann, wenn die Jordan-Normalform von ¢ nur einen einzigen
Jordan-Block enthalt,

e halbeinfach genau dann, wenn ¢ diagonalisierbar ist.
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7. Nach dem Klassifikationssatz ist jede endlich erzeugte abelsche Gruppe von der Form
AZZ" X ZL]/GWZ X ... x Z/q-Z mit n € Ny und Primpotenzen ¢; € N. Die Grupppe A ist

e cinfach genau dann, wenn A = Z/pZ mit einer Primzahl p € N,
e unzerlegbar genau dann, wenn A = 7Z oder A = 7 /qZ mit einer Primpotenz ¢ € N,
e halbeinfach genau dann, wenn A =2 Z/pZ X ... X Z/p,Z mit Primzahlen p; € N.

Wie im Fall der Darstellungen von Gruppen beschéftigen wir uns zunéchst mit einfachen Mo-
duln und untersuchen Modulhomomorphismen zwischen einfachen Moduln. Hierbei ergeben
sich Verallgemeinerungen der Aussagen iiber Homomorphismen von Darstellungen.

Lemma 4.1.3: Sei M ein R-Modul und N ein einfacher R-Modul. Dann gilt:

1. Jeder R-Modulhomomorphismus ¢ : N — M ist injektiv oder null.
2. Jeder R-Modulhomomorphismus ¢ : M — N ist surjektiv oder null.
3. Der Endomorphismenring Endg(N) ist ein Schiefkorper.

Beweis:
1. Ist ¢ : N — M ein R-Modulhomomorphismus, so ist ker(¢) C N ein Untermodul, und da N
einfach ist, folgt ker(¢) = 0, also ¢ injektiv, oder ker(¢) = N, also ¢ = 0.

2. Ist ¢ : M — N ein R-Modulhomomorphismus, so ist im(¢) C N ein Untermodul, und da N
einfach ist folgt im(¢) = N, also ¢ surjektiv, oder im(¢) = 0, also ¢ = 0.

3. Ein Schiefkorper ist per Definition ein Ring, in dem jedes Element aufler 0 ein multiplikatives
Inverses besitzt. Aus 1. und 2. folgt, dass jedes Element des Endomorphismenrings Endg(V)
aufer der Null bijektiv ist, also ein multiplikatives Inverses beziiglich der Komposition besitzt. O

Dies legt es nahe, nach einem Analogon des Schurschen Lemmas fiir Moduln zu suchen. Aller-
dings gilt bereits das Schursche Lemma fiir Gruppendarstellungen nur iiber algebraisch abge-
schlossenen Korpern. In der Tat ergibt sich ein direktes Gegenstiick des Schurschen Lemmas fiir
Moduln nur dann, wenn der zugrundeliegende Ring auch gleichzeitig die Struktur eines Vektor-
raums iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K hat, und diese Vektorraumstruktur
kompatibel mit der Ringmultiplikation ist. Man betrachtet also Moduln iiber K-Algebren fiir
algebraisch abgeschlossene Korper K.

Korollar 4.1.4: (Lemma von Schur fiir Moduln)
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, A eine K-Algebra und M ein einfacher A-Modul.
Dann hat M die Struktur eines K-Vektorraums, und falls dimgM < oo, so gilt End (M) = K.

Beweis:

Die K-Vektorraumstruktur von M ist gegeben durch die abelsche Gruppenstruktur von M und
die Strukturabbildung: Am = (Al4) > m fiir alle A € K, m € M. Insbesondere folgt, das alle
A-Modulendomorphismen von M auch K-lineare Abbildungen sind:

d(Am) = ¢((Ala) >m) = (A1) > d(m) = Ap(m) YAeK,me M,¢ € Endys(M).

Da M ein einfacher A-Modul ist, gilt M # 0. Ist dimgkM < oo, so hat jeder Endo-
morphismus ¢ € Ends(M) wegen der algebraischen Abgeschlossenheit von K mindestens
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einen Eigenwert A. Der zugehorige Eigenraum E) = ker(¢ — Aidy;) # 0 und ist als Kern
des A-Modulhomomorphismus ¢ — Aidy; ein Untermodul von M. Da M einfach ist, folgt
ker(¢p — Aidys) = M und ¢ = Aidy,. O

Beispiel 4.1.5: (Schurs Lemma fiir Darstellungen von Gruppen)

Das Lemma von Schur fiir Darstellungen von Gruppen (Satz [1.2.7]) ergibt sich als Spezialfall
des Schurschen Lemmas fiir Moduln, indem man A = K]|G] fiir eine Gruppe G wihlt.

Wir untersuchen nun die Erzeugendensysteme einfacher R-Moduln. Indem wir die von Ele-
menten des Moduls erzeugten Untermoduln betrachten, konnen wir folgern, dass alle einfachen
R-Moduln zyklisch sind und sich durch maximalen Ideale im Ring R charakterisieren lassen.

Lemma 4.1.6:

1. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann ist M einfach genau dann, wenn jedes Element
m € M\ {0} den Modul M erzeugt. Insbesondere sind einfache Moduln zyklisch.

2. Fiir jeden Erzeuger m € M eines zyklischen Moduls M ist der R-Modulhomomorphismus
Gm : R — M, r — r>m surjektiv. Es gilt M = R/ker(¢,,), und M ist einfach genau
dann, wenn das Linksideal ker(¢,,) C R maximal ist.

Beweis:

1. Ist M einfach, so ist fiir jedes Element m € M der von m erzeugte Untermodul (m)y C M
entweder ganz M oder 0. Im ersten Fall erzeugt m den Modul, im zweiten gilt m = 1> m = 0.
Erzeugt umgekehrt jedes Element m € M \ {0} den ganzen Modul M, so kann er keine echten
Untermoduln haben. Denn jedes Element 0 # u C U eines Untermoduls U C M wére ein
Erzeuger von M.

2. Ist m € M ein Erzeuger von M, so ist der R-Modulhomomorphismus ¢,,, : R — M, r — r>m
surjektiv, denn es gilt M = R>m = R> ¢,(1) = ¢m(R>1) = ¢, (R). Der Kern ker(¢n,) C R
ist ein Untermodul von R als Linksmodul iiber sich selbst, also ein Linksideal, und nach dem
Isomorphiesatz gilt M = R/ker(¢.,).

Ist M nicht einfach, so gibt es einen Untermodul U C M mit 0 # U C M. Dann ist ¢,,}(U) ein
Ideal in R mit ker(¢,,) € ¢,,'(U) C R. Also ist ker(¢,,) nicht maximal.

Ist M einfach, so ist fiir jedes Linksideal I C R mit ker(¢,,) € I das Bild ¢,,(I) ein Untermodul
von M mit 0 # ¢,,(I) und somit ¢,,(I) = M. Also existiert ein i € I mit ¢,,(i) =i >m =m,
und es folgt i — 1 € ker(¢,,) C I. Daraus ergibt sich 1 € [ und I = R. Also ist ker(¢,,) ein
maximales Ideal in R. O

Beispiel 4.1.7:

1. Eine abelsche Gruppe A ist ein einfacher Z-Modul genau dann, wenn A eine zyklische
Gruppe ohne echte Untergruppen ist. Damit ist A einfach genau dann, wenn A = Z/pZ

mit p prim ist (siehe Beispiel 6).

2. Jede einfache Darstellung (p, V') einer Gruppe G iiber K ist zyklisch, und fiir jedes Element
v e V\ {0} gilt Spang{p(g)v | g€ G} =V.
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Wir untersuchen nun die Struktur von Moduln, indem wir sie durch ihre einfachen Untermo-
duln beschreiben. Halbeinfache Moduln kénnen wir per Definition als direkte Summen einfacher
Moduln ausdriicken. Allerdings méchte man auch allgemeine Aussagen iiber Moduln machen,
die nicht halbeinfach sind, wie beispielsweise die abelschen Gruppen Z/p"Z mit p € N prim
und n > 1 oder nicht-diagonalisierbare Endomorphismen endlich-dimensionaler komplexer Vek-
torrdume, die nicht-halbeinfachen Clz]-Moduln entsprechen.

Allgemein konnen wir einen R-Modul M mit einem echten Untermoduln nur dann als direk-
te Summe von Untermoduln schreiben, wenn er zerlegbar ist. Auch fiir unzerlegbare Moduln
M konnen wir aber den Quotientenmodul M /U beziiglich des Untermoduls U betrachten und
versuchen M durch ineinander enthaltene Untermoduln zu beschreiben, so dass die Quotien-
ten aufeinanderfolgender Untermoduln einfach sind. Dies fiithrt auf das Konzept eines Moduls
endlicher Lange und der Kompositionsreihe.

Definition 4.1.8: Sei R ein Ring und M ein R-Modul.

M heifit Modul endlicher Linge iiber R, wenn es eine endliche Kette von Untermoduln
0=MyC M, C...C M, =M gibt, so dass alle Quotientenmoduln M;/M;_; einfach sind.

Eine solche Kette heift Kompositionsreihe von M und die Moduln M;/M;_; Subquotienten
oder Kompositionsfaktoren.

Die Lange [(M) des Moduls M ist die minimale Léange n einer Kompositionsreihe von M.

Beispiel 4.1.9:

1. Jede endliche direkte Summe einfacher Moduln ist ein Modul endlicher Lénge. Denn ist
M = @} ,U; mit einfachen R-Moduln Uy, ..., U, und setzt man M; = @f’:lUi, so definiert
dies eine Kompositionsreihe von M

OocMicMyc...cM,,CM,=M
mit M;/M,;_1 = U;. Diese ist eindeutig, bis auf die Reihenfolge der Subquotienten U;.

2. Der Z-Modul Z/12Z = 7/3Z x Z/AZ ist nach Beispiel [4.1.2] 7. nicht halbeinfach, aber
ein Modul der Lénge drei. Die Kompositionsreihen von Z /127 sind

0CZ/3ZCZ/CLCZ/12Z, 0 C Z/2Z C Z/6Z C ZJ12Z, 0 C Z/2Z C Z/AZ C Z]12Z.

3. Ist V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und ¢ € End¢(V), so erhélt man
die Kompositionsreihe des zugehorigen Clz|-Moduls aus einer Jordan-Basis von ¢. Ist
B = (vy,...,v,) eine Basis von V|, beziiglich der die darstellende Matrix von ¢ in Jordan-
Normalform ist, so ist 0 = My C My C ... C M, =V mit M; = spanc{vy,...,v;} eine
Kompositionsreihe fiir (V, ¢).

4. Der Ring Z als Linksmodul iiber sich selbst ist kein Modul endlicher Lange. Dann gébe es
eine endliche Kompositionsreihe 0 = My C M; C ... C M,, = Z, so miisste M; = M; /M
einfach sein, und damit nach Beispiel eine zyklische Gruppe der Form Z/pZ mit
p € N prim. Es gibt aber keine Untergruppe von Z, die isomorph zu Z/pZ ist.
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Anhand von Beispiel wird deutlich, dass es sich bei der Darstellung eines Moduls endli-
cher Léange als Kompositionsreihe um eine Verallgemeinerung der Darstellung endlich erzeugter
halbeinfacher Moduln als direkte Summen handelt. Da nicht jeder Modul endlicher Linge hal-
beinfach ist, ist dies eine echte Verallgemeinerung.

Aus Beispiel ergibt sich aulerdem, das die Wahl von Kompositionsreihen fiir einen Modul
nicht eindeutig ist. Allerdings haben in allen Beispielen die verschiedenen Kompositionsreihen
stets die gleiche Lénge, und im ersten Beispiel sind die Subquotienten eindeutig bestimmt bis
auf deren Reihenfolge.

Ebenso féllt auf, dass in allen drei Kompositionsreihen von Z/127Z jeweils zweimal der Subquoti-
ent Z/27 = (Z/1272)/(Z/6Z) = (Z/6Z)/(Z/3Z) = (Z]/AZ)/(Z/2Z) und einmal der Subquotient
)37 = (Z]127)/(Z]AZ) = (Z/6Z)/(Z]2Z) auftreten. Analog konnte man zeigen, dass fiir den
Z-Modul Z/nZ gerade die Moduln Z/pZ fiir die Primteiler p von n als Subquotienten auftreten,
und zwar jeweils so oft wie sie in der Primfaktorzerlegung von n vorkommen (Ubung). Der Satz
von Jordan-Holder zeigt, dass dies kein Zufall, sondern ein allgemeines Muster ist.

Satz 4.1.10: (Satz von Jordan-Holder)
Sei M ein Modul endlicher Lange iiber R. Dann gilt:

1. Jeder Quotientenmodul und Untermodul von M ist ein Modul endlicher Lange iiber R

mit {((M/U) + (U) = (M) fiir jeden Untermodul U C M.

2. Alle Kompositionsreihen von M haben die gleiche Linge und bis auf die Reihenfolge
isomorphe Subquotienten:

Sind 0 =My C...C M, =Mund 0 = Mj C ... C M = M Kompositionsreihen von
M, so folgt k = n, und es gibt eine Permutation o € S,, mit M;/M; | = Mtly(i)/M;(i)fl'

Beweis:

1.Sei 0 = My C My C ... C M, = M eine Kompositionsreihe von M und U C M ein
Untermodul. Wir konstruieren aus aus dieser Kompositionsreihe von M Kompositionsreihen
des Untermoduls U C M und des Quotienten M /U, deren Léngen sich zu n summieren. Sei
dazu 7 : M — M/U die kanonische Surjektion und U; = M; N U. Wir zeigen, dass jeder
Subquotient der Filtrierungen

0=7(My) Cn(My)C...Cn(M,)=M/U, 0=U,cU;C...CcU,=U

entweder 0 oder einfach ist und konstruieren dann Kompositionsreihen, indem wir die Terme
M; und U; mit 7w(M;)/m(M;—1) = 0 und U;/U;_; = 0 entfernen. Dazu betrachten wir

fz' : Ui/Uz'—l — Mi/Mi—I, U+ Uz'_l — U+ Mi—l
qg; - Mi/Mifl — W(Mi)/ﬂ'(Mifl), m + MZ’,1 —> ’/T(m) + W(Mifl).

Der R-Modulhomomorphismus f; ist injektiv, denn aus fi(u + U;_1) = u+ M;_; = M; 4
folgt w € U; N M;_; = U;_; und damit u + U;,_; = U;_;. Der R-Modulhomomorphismus g; ist
surjektiv, da die Abbildungen m; : M; — w(M;) und 7} : w(M;) — w(M;)/7(M,_1) surjektiv sind
und g;(m+ M;_,) = w,om;(m). Da M;/M,_ einfach ist, folgt mit Lemma ausserdem, dass
fi surjektiv oder f; = 0 und g; injektiv oder g; = 0. Damit ist f; = 0 oder ein Isomorphismus
und g; = 0 oder ein Isomorphismus.

Auflerdem gilt ker(g;) = im(f;), denn aus u € U; folgt ¢g;(u+M;_1) = 7(u)+m(M;_1) = 7(M;_1)
und damit im(f;) C ker(g;). Ist umgekehrt m + M;_; € ker(g;), so gibt es ein m’ € M;_; mit
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m(m —m') = 0 und damit ein v € U; = U N M; mit m —m’ = u. Es folgt m + M, =
(U + m’) + Mi—l =u-+ Mi—l S 1m(fz)

Setzt man diese Aussagen zusammen, so ergibt sich, dass entweder f; bijektiv ist und g; = 0 oder
fi = 0 und g; bijektiv. Im ersten Fall hat man = (M;)/7m(M;_1) = 0 und U;/U;_1 = M;/M; 4,
im zweiten W(Mi)/’]T(Mi_l) = Mi/Mi—l und Ui/Ui—l = {O}

Wir entfernen nun aus der Filtrierung 0 = Uy C Uy C ... C U, = U alle Untermoduln U;
mit U;/U;—; = 0 und aus der Filtrierung 0 = ©w(My) C w(M;) C ... C ©(M,) = M/U alle
Untermoduln 7(M;) mit w(M;)/m(M;—1) = 0. Damit haben wir Kompositionsreihen von U und
7(M) = M/U konstruiert, deren Lénge zusammen gerade die Linge der Kompositionsreihe
von M ergeben. Damit folgt insbesondere, dass jeder Untermodul und Quotient eines Moduls
endlicher Liange ein Modul endlicher Lénge ist.

2. Wir zeigen per Induktion iiber die Lange des Moduls, dass zwei Kompositionsreihen eines
Moduls die gleiche Lénge haben und bis auf reihenfoge isomorphe Subquotienten.

¢(M) = 0: Existiert eine Kompositionsreihe der Léange null, so ist M = 0 und jede Kompositi-
onsreihen von M hat Lénge null. Die Subfaktoren sind dann trivialerweise eindeutig.

n — 1 — n: Sei bereits gezeigt, dass fiir Moduln der Lénge ¢(M) < n — 1 alle Kompositi-
onsreihen des Moduls Linge ¢(M) und bis auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten. Sei M
ein Modul der Lange n mit einer Kompositionsreihe 0 = My, ¢ M; C ... C M,, = M und
0= MjC M C...C M, =M eine weitere Kompositionsreihe von M. Dann erhélt man
durch Quotientenbildung mit dem Untermodul M; # 0 zwei Kompositionsreihen des Moduls
M /M. Nach 1. haben diese Lange n — 1 und k — 1, denn 0 C M; ist eine Kompositionsreihe
des Moduls M; der Lénge eins. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt nun n = k.

Der Untermodul M; = M;/M, ist ein einfacher Untermodul von M und somit gilt fiir alle
Untermoduln M; N M} C M; entweder M; N M = 0 oder M; N M! = M;. Da auflerdem
0C Mj/M, C ... C M /M, = M/M,, gibt es genau ein i € {1,..,n} mit M; N M, = 0 fur
k <iund My N M| = M, fir k > i, und daraus folgt M;/M/ ; = M. Quotientenbildung und
die kanonische Surjektion 7 : M — M /M, liefern dann zwei Kompositionsreihen

0C m(My) Cw(Ms)C...Cn(M,)=M/M

0Cn(My)C...Ccm(M_,) Cnm(My)C...Cn(M,)=M/M,.
Setzen wir M; = m(M;) fir j < i —1 und M; = m(Mj,,) fir j > i, so existiert per In-
duktionsvoraussetzung eine Permutation o € S, 1 mit m(M;41)/7(M;) = M, (j)/My(;)-1. Die
Permutation 7 € S, mit 7(1) =4, 7(j+ 1) =0(j) fir o(j) <i—1und 7(j + 1) = o(j) + 1 fur
o(j) > i erfillt dann
My /My = My = M;/M]_, = M;(1)/M;(1)71
M1 /My = (M /My) [ (Mj/My) = 7(Mjy) /(M) = My )/ Mo jy—1 = M /M ;-1 5 >0,
und die Aussage ist bewiesen fiir Moduln der Lénge [(M) < n. O
Aus dem Satz von Jordan-Holder lassen sich insbesondere Aussagen iiber Ringe herleiten, die
Moduln endlicher Lange als Linksmoduln {iber sich selbst sind. In diesem Fall kann man zeigen,

dass jeder einfache R-Modul als Quotient in einer Kompositionsreihe von R auftritt. Beziiglich
der Kompositionsreihen spielt R als Modul iiber sich selbst also eine dhnliche Rolle wie die

91



reguldre Darstellung einer endlichen Gruppe G beziiglich der direkten Summen: Jeder einfache
Modul tritt als Subquotient in dieser Kompositionsreihe auf, genau wie jede einfache Darstel-
lung einer endlichen Gruppe G als Summand in der reguldren Darstellung enthalten ist.

Korollar 4.1.11: Sei R ein Ring, der als Linksmodul {iber sich selbst endliche Lénge hat.
Dann ist jeder einfache R-Modul isomorph zu einem Quotienten von R und tritt somit in jeder
Kompositionsreihe von R als Subquotient auf.

Beweis:

Sei R ein Ring, der als Linksmodul iiber sich selbst endliche Lange hat, und M ein einfacher
R-Modul. Dann ist nach Lemma jedes Element m € M \ {0} ein Erzeuger von M,
und wir erhalten einen surjektiven R-Modulhomomorphismus ¢, : R — M, r — r > m.
Nach Lemma ist M = R/ker(¢,,). Als Untermodul von R ist auch ker(¢,,) ein Modul
endlicher Linge, und fiir jede Kompositionsreihe 0 = Iy C ... C I}, = ker(¢,,) von ker(¢,,), ist
0=1, C ... Cker(¢,) C R wegen der Einfachheit von M = R/ker(¢,,) eine Kompositions-
reihe von R. Da nach Satz alle Kompositionsreihen von R die gleichen Subquotienten
haben, tritt My, = R/ker(¢,,) in jeder Kompositionsreihe von R als Subquotient auf. O

Insbesondere kann man den Satz dazu benutzen, um Aussagen iiber die Anzahl der Isomor-
phieklassen einfacher R-Moduln zu gewinnen. Dazu betrachtet man Ringe wie etwa den Grup-
penring R = K[G] oder den Endomorphismenring R = Endg (V') eines K-Vektorraums, die
einen Korper K als Unterring enthalten. In diesem Fall ist jeder R-Modul auch ein Vektor-
raum iiber K, insbesondere der Ring R als Linksmodul iiber sich selbst und jeder Subquotient
in einer Kompositionsreihe. Die Dimension von R ist dann die Summe der Dimensionen der
Subquotienten und beschrénkt die Langen der Kompositionsreihen.

Korollar 4.1.12: Sei R ein Ring, der einen Korper K als Unterring enthélt. Dann ist R ein
Vektorraum {iber K, und falls dimg R < oo gibt es maximal dimg R verschiedene Isomorphie-
klassen einfacher R-Moduln.

Beweis:

Da K C R ein Unterring ist, ist jeder R-Modul auch ein K-Modul, also ein Vektorraum iiber
K. Insbesondere gilt das fiir R als Linksmodul iiber sich selbst, und jedes Ideal I C R ist ein
Untervektorraum von R. Jede Filtrierung von R durch Ideale 0 =1y C [, € I, € ... C R ist
in einer maximalen Filtrierung erhalten, die nicht mehr verfeinert werden kann. (Dies ergibt
sich mit dem Zornschen Lemma). Da aus [, C I;y; C R folgt dimg/; < dimg/l1, ist diese
maximale Filtrierung eine Kompositionsreihe endlicher Lange. Nach Korollar tritt jeder
einfache R-Modul M als ein Subquotient in jeder Kompositionsreihe 0 = Ih C ... C [, = R
von R auf und es folgt: dimg R = dimg([1/1Ip) + dimg(Io/11) + ... + dimg (R/I;—1) > k. Also
kann es maximal dimg R Isomorphieklassen einfacher R-Moduln geben. O

Als Spezialfall dieses Korollars fiir den Gruppenring K[G] einer endlichen Gruppe G erhalten
wir eine Abschéatzung fiir die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von G
iiber beliebigen Koérpern K. Denn nach Beispiel 2.1.7], 5. entsprechen die Darstellungen einer
endlichen Gruppe gerade den K[G]-Moduln, und der Korper K ist ein Unterring von K[G| mit
dimgKI[G] = |G].

Korollar 4.1.13: Sei K ein Koérper und G eine endliche Gruppe. Dann gibt es maximal |G|
verschiedene Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von G iiber K.
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4.2 Halbeinfache Moduln

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Struktur halbeinfacher Moduln und werden schliellich
Resultate aus Kapitel [1] fiir die endlich-dimensionalen halbeinfachen Darstellungen endlicher
Gruppen auf halbeinfache Moduln verallgemeinern. Dazu leiten wir zunéchst eine dquivalente
Charakterisierung halbeinfacher Moduln her und untersuchen wie sich Halbeinfachheit unter
dem Ubergang zu Untermoduln und Quotienten verhilt.

Lemma 4.2.1: Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann sind dquivalent:
(i) M ist halbeinfach.
(ii) M ist die (nicht notwendigerweise direkte) Summe einfacher Untermoduln

(iii) Jeder Untermodul U C M besitzt ein Komplement, d. h. es existiert ein Untermodul
VcMmitM=UaV.

Beweis:
Offensichtlich gilt (i) = (ii). Wir zeigen (ii) = (iii) und (iii) = (i).

(ii) = (ili): Sei U C M ein Untermodul. Wir wihlen eine maximale Menge {U; | i € I}
einfacher Untermoduln U; C M mit U N (X;¢;U;) = 0, setzen V' := ¥,;U; und zeigen, dass V'
ein Komplement von U ist.

Gébe es ein Element m € M \ (U + V'), so lieBe sich m nach (ii) schreiben als endliche Summe
m = wy + ...+ w,, von Elementen w; € W; in einfachen Untermoduln W; C M. Da fiir jeden
einfachen Untermodul W; entweder W; N (U + V) = 0 oder W; N (U + V) = W, und damit
W; Cc U+ V gilt, wiirde aus m € M \ (U + V) folgen, dass ein einfacher Untermodul W; C M
mit W; N (U + V) = 0 existiert, was W; N U = 0 impliziert, im Widerspruch zur Maximalitét.
Also folgt U +V = M und wegen UNV = {0} auch M =U & V.

(i) = (i): Sei {U; | i € I} eine maximale Menge einfacher Untermoduln U; C M, so dass die
Summe ¥, ;U; direkt ist. Wir zeigen, dass M = @, U; gilt.

Ist @;c;U; # M, so existiert nach (iii) ein Untermodul 0 2 V C M mit M =V & (D, U;).
Enthélt V' einen einfachen Untermodul, so erhalten wir einen Widerspruch zur Maximalitat der
Menge {U; | i € I}, und die Aussage ist bewiesen.

Um einen einfachen Untermodul von V' zu konstruieren, wéhlen wir ein Element v € V' \ {0}
und betrachten den davon erzeugten Untermodul (v)y, C V C M sowie die R-lineare
Abbildung ¢, : R — M, r — r > v. Dann ist ker(¢,) C R ein Ideal, und wir kénnen ein
maximales Ideal I C R mit ker(¢,) C I € R wihlen. Dann ist ¢,(I) € (v)y ein maximaler
Untermodul von (v)y, denn fiir jeden Untermodul N C (v)y, ist ¢, '(N) C R ein Ideal und
N C N’ impliziert ¢, (N) C ¢, (N’). Nach (iii) gibt es einen Untermodul 0 # W C M mit
M =W @ ¢,(I). Der Untermodul W N (v)y; C V ist einfach. Denn aus ¢,(I) C (v)ys folgt
W N (v)a # 0, und gébe es einen echten Untermodul 0 # X C (W N (v)ar), so wire X @ ¢, (1)
ein echter Untermodul von (v)y mit ¢,(1) € X & ¢, (), im Widerspruch zur Maximalitét des

Untermoduls ¢,(I) C (v) . O

Korollar 4.2.2: Untermoduln und Quotienten halbeinfacher Moduln sind halbeinfach.
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Beweis:

Sei M halbeinfach, U C M ein Untermodul und 7 : M — M /U die kanonische Surjektion.
Dann gibt es nach Lemma [£.2.1] (i) einfache Untermoduln N; C M mit M = Y., N;. Fiir
jeden einfachen Untermodul N; € M gilt entweder 7(V;) = 0 oder w(N) = N;, denn die
R-lineare Abbildung |y, : N; — M/U ist nach Lemma [£.1.3] entweder 0 oder injektiv. Daraus
folgt M/U = m(M) = Zierm(N;) mit 7(2V;) einfach oder null. Also nach Lemma [4.2.1] (ii) auch
der Quotient M /U wieder halbeinfach. Nach Lemma [4.2.1] (iii) existiert aufierdem zu jedem
Untermodul U C M ein Untermodul V' C M mit M = U & V. Daraus folgt U = M/V, und
nach dem ersten Beweisschritt ist M/V einfach. O

Kennen wir eine Beschreibung eines halbeinfachen Moduls M als Summe einfacher Untermo-
duln, so kénnen wir die Untermoduln und Quotienten von M noch expliziter beschreiben, indem
wir sie in einfache Untermoduln zerlegen. Einfache Untermoduln und Quotienten von M sind
dann isomorph zu einfachen Untermoduln in der Summe. Dies zeigt, dass jede Menge einfacher
Untermoduln, die M erzeugt, alle einfachen Untermoduln und Quotienten von M enthélt.

Lemma 4.2.3: Sei M ein halbeinfacher R-Modul und {U; | i € I} eine Menge einfacher
Untermoduln U; C M mit M = ¥;c;U;. Dann ist jeder einfache Untermodul von M und jeder
einfache Quotient beziiglich eines Untermoduls von M isomorph zu einem der Moduln U;.

Beweis:

1. Sei V. C M ein Untermodul von M, so dass M/V einfach ist und = : M — M/V die
kanonische Surjektion. Dann existiert ein ¢ € I mit w(U;) # 0. Die Abbildung =y, : U; — M/V
ist dann ein R-Modulhomomorphismus zwischen einfachen Moduln und wegen 7 (U;) # 0 nach
Lemma [4.1.3| ein Isomorphismus.

2. Sei nun U C M ein einfacher Untermodul. Da M halbeinfach ist, gibt es nach Lemma
einen Untermodul W € M mit M = U & W. Also ist M /W = U einfach, und nach 1. existiert
eini e I mit U= M/W =U,. O

Das Ziel ist es nun, die Aussagen aus Kapitel zur Beschreibung von halbeinfache Grup-
pendarstellungen durch ein Représentantensysteme von Isomorphieklassen einfacher Darstel-
lungen entsprechend auf Moduln zu verallgemeinern. Insbesondere wurde in Korollar [T.2.11]
gezeigt, dass sich jede endlich-dimensionale halbeinfache Darstellung einer endlichen Gruppe
G eindeutig als direkte Summe der Darstellungen im Représentantensystem zerlegen lédsst und
vollstandig durch die darin auftretenden Multiplizitdten charakterisiert ist.

Betrachtet man nun einen allgemeinen Modul M {iber einem Ring R, so muss dieser offen-
sichtlich nicht halbeinfach sein. Ebenso ist nicht garantiert, dass ein Repriasentantensystem der
Isomorphieklassen einfacher R-Moduln endlich ist oder dass es nur endlich viele Untermoduln
von M gibt, die zu einem gegebenen einfachen R-Modul L isomorph sind.

Es liegt aber nahe, dass die einfachen Untermoduln von M einen halbeinfachen Untermodul
von M erzeugen sollten, und dass dieser halbeinfache Untermodul die direkte Summe der Un-
termoduln sein sollte, die zu einem gegebenen einfachen Modul in einem Représentantensystem
isomorph sind. Diese Aussagen setzen weder die Endlichkeit des Représentantensystems, noch
die Halbeinfachheit von M voraus und motivieren die folgende Definition.
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Definition 4.2.4: Sei R ein Ring, M ein R-Modul und L ein einfacher R-Modul.

1. Die isotypische Komponente von M vom Typ L ist die Summe

ML:ZU

L=UCM

2. Der Sockel von M ist die Summe aller einfachen Untermoduln von M

Soc(M) = Z U.

UCM einfach

Satz 4.2.5: (Isotypische Zerlegung)

1. Der Sockel eines R-Moduls M ist der gréfite halbeinfache Untermodul von M. Insbeson-
dere ist M halbeinfach genau dann, wenn M = Soc(M).

2. Ist (L;);er ein Reprasentantensystem der Isomorphieklassen einfacher R-Moduln, so gilt

Soc(M) = @ML
el

Beweis:

1. Sei M ein R-Modul. Nach Lemma [£.2.7] ist der Sockel von M ein halbeinfacher Untermodul
von M. Gébe es einen halbeinfachen Untermodul N C M mit Soc(M) C N, so gidbe es nach
Lemma einen Untermodul N’ C N mit N = Soc(M) & N’ und nach Korollar wére
N’ halbeinfach. Damit hétte N’ aber einfache Untermoduln, die nicht in Soc(M) enthalten
sind, im Widerspruch zur Definition des Sockels. Also ist der Sockel der grofite halbeinfache
Untermodul von M und jeder halbeinfache Modul gleich seinem Sockel.

2. Per Definition ist Soc(M) die Summe der einfachen Untermoduln von M, und jeder einfache
Untermodul U C M ist isomorph zu genau einem Modul L;. Also gilt Soc(M) =", My,. Zu
zeigen ist, dass diese Summe direkt ist.

Angenommen es gibt ein ¢ € I mit Mg, N (EjenyMr,) # 0. Dann ist auch der Modul
U = Mg, N (Zjen(iyMr,) halbeinfach als Untermodul des halbeinfachen Moduls Soc(M)
und hat somit einen einfachen Untermodul V' C U. Daraus ergibt sich V' C M, und
V C M, fiir ein j # 4. Mit Lemma folgt daraus V' = L; = L;, ein Widerspruch zur Defi-
nition des Reprasentandensystems. Es folgt Mp, N(Xjen i3 Mr,) = 0 und Soc(M) = @i My,. O

Beispiel 4.2.6:

1. Moduln iiber dem Polynomring C|z] entsprechen nach Beispiel 2.1.7], 6. Paaren (V, ¢) aus
einem komplexen Vektorraum V und ¢ € End¢ (V). Ist dimcV < oo, so sind die einfachen
Untermoduln von M = (V, ¢) nach Beispiel 6. gerade die Unterrdume U = Cv mit
Eigenvektoren v von ¢. Zwei einfache Untermoduln U = Cv und U’ = Cv’ sind isomorph
genau dann, wenn v,v" € V Eigenvektoren zum selben Eigenwert sind. Damit sind die
isotypischen Komponenten gerade die Eigenrdume zu festen A € C und den Sockel ist die
direkte Summe aller Eigenrdume

Vn=Ex¢) ={veV]o) = v} Soc(V) = @accEr(9)
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2. Nach dem Klassifikationssatz ist jede endlich erzeugte abelsche Gruppe von der Form
AT X L)G7Z X ... x Z]q.Z mit eindeutigem n € Ny und Primpotenzen ¢; = p¢ € N.
Nach Beispiel 6. sind die einfachen Z-Moduln genau die abelschen Gruppen Z/pZ
mit p € N prim, und daraus ergibt sich fiir die isotypischen Komponenten und den Sockel

Az = (Z/pZ)* mit s = {q; | i € {1,...,r},p | a;}] Soc(A) =Z/pZ % ... x L|p 2.

Im Gegensatz zu diesen Beispielen miissen sich die isotypischen Komponenten und Sockel
allgemeiner R-Moduln nicht unbedingt als endliche direkte Summen einfacher Untermoduln
schreiben lassen, sondern es konnen auch unendlich viele Isomorphieklassen einfacher Moduln
auftreten. Das in den Beispielen beobachtete Muster verallgemeinert sich jedoch auf endlich
erzeugte Moduln. Dort l&dsst sich nédmlich jeder Erzeuger in einem endlichen Erzeugendensy-
stem als endliche Summe von Elementen in den isotypischen Komponenten schreiben, und man
kommt mit endlich vielen isotypischen Komponenten aus. Auch in halbeinfachen Moduln end-
licher Lénge ist die Zahl der isotypischen Komponenten beschrankt, da dort nur endlich viele
einfache Untermoduln als Subquotienten auftreten. Sind die betrachteten Moduln zusétzlich
noch halbeinfach, so erhilt man eine direkte Verallgemeinerung von Korollar iiber die
Multiplizitdten von Gruppendarstellungen.

Korollar 4.2.7:
1. Jeder endlich erzeugte halbeinfache Modul M ist ein Modul endlicher Lénge.

2. Jeder halbeinfache Modul M endlicher Linge ist von der Form M = @), LY™ mit
einfachen R-Moduln L;, L; 2 L; fiir i # j und n; € N.

Beweis:

1. Sei M = ®;erL; mit einfachen Moduln L; und {my, ..., m,} ein endliches Erzeugendensystem
von M. Dann lésst sich jeder Erzeuger als endiche Summe mj; = ly; + ... + lp,; mit ly; € L;,
schreiben. Damit gibt es eine endliche Teilmenge J C I mit M = @;c;L;. Nach Beispiel
ist M somit ein Modul endlicher Lange.

2. Sei (L;)ie; ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen einfacher R-Moduln und M
ein halbeinfacher R-Modul. Dann gilt M = @;c;M;, nach Satz [£.2.5] Da M endliche Lénge
hat, muss diese Summe endlich sein, denn jeder Subquotient in einer Kompositionsreihe von
M ist einfach, damit nach Lemma isomorph zu genau einem Modul L; und damit in
genau einer isotypischen Komponente M| enthalten. Also kann es nur endlich viele isotypische
Komponenten geben. Jede isotypische Komponente ist von der Form M, = L?"i mit n; € Ny
und damit ist M von der angegebenen Form. O

Mit diesen Aussagen kénnen wir nun auch den Endomorphismenring eines halbeinfachen Mo-
duls endlicher Léange expliziter beschreiben, indem wir ihn auf die Endomorphismenringe der
isotypischen Komponenten zuriickfiihren. Nach Lemma sind nédmlich alle Modulhomo-
morphismen zwischen nicht isomorphen einfachen Moduln trivial, und die Endomorphismen
der einfachen Untermoduln bilden zwar keinen Kérper, aber immerhin einen Schiefkoérper. Da-
mit erhalten wir eine Verallgemeinerung der Resultate aus Kapitel |1, die die Homomorphismen
zwischen endlich-dimensionalen Darstellungen von Gruppen explizit durch die darin auftreten-
den einfachen Darstellungen und deren Multiplizitdten charakterisieren.
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Satz 4.2.8: Sei M ein halbeinfacher Modul endlicher Lénge {iber einem Ring R. Dann ist
M = @F | L¥™ mit einfachen, paarweise nicht isomorphen R-Moduln L;, und Endg(M) ist
isomorph zu einem endlichen Produkt von Matrixringen {iber Schiefkérpern:

Endg(M) = Mat(ng, Ry) X ... X Mat(ng, R;) mit n; € N,  R; = Endg(L;).

Beweis:

Nach Korollar ist ein halbeinfacher Modul endlicher Linge von der Form M = @k | LF™
mit L, einfach, n; € Nund L; 2 L; fiir ¢ # j. Da Hompg(L;, L;) = 0 fiir i # j nach Lemmam
gilt auch HomR(LZ@”",L;Bn") = 0. AuBerdem ist nach Lemma @ der Endomorphismenring
R; = Endg(L;) ein Schiefkorper, und aus der universellen Eigenschaft der direkten Summe und
des direkten Produkts von Moduln ergibt sich Homp(L{™, L™) =2 Mat(n;, Endg(L;)) (siehe
Aufgabe [56). Daraus folgt

k k
Endgp(M) = @D Homp(L}", L}?) = @ Homp (L}, L")
i,j=1 i=1

%Mat(nl,EndR(Ll)) X ... X Mat(nk.,EndR(Lk)).

Ist der Ring R in Satz eine Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K, so
gilt nach dem Schurschen Lemma fiir Moduln Endg(L) = K fiir jeden einfachen R-Modul L,
und wir erhalten das folgende Korollar.

Korollar 4.2.9: Sei A eine Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K. Dann
gilt fiir jeden halbeinfachen A-Modul M endlicher Lange

Endgr(M) = Mat(ny,K) x ... x Mat(ng, K) mit eindeutig bestimmten n; € N.

Beispiel 4.2.10:

Ein C[z]-Modul M = (V,¢) mit dim¢V < oo und ¢ € Ende(V) ist nach Beispiel hal-
beinfach genau dann, wenn ¢ diagonalisierbar ist. Nach Beispiel sind die isotypischen
Komponenten gerade die Eigenrdume F)(¢), und die einfachen Untermoduln die von einem
Eigenvektor aufgespannten Untervektorrdume L = Ce mit Endcp,)(Ce) = C. Hat ¢ paarweise
verschiedene Eigenwerte Ay, ..., A, mit Eigenrdumen E),, so ergibt sich

Endc(V, ¢) = Mat(ny,C) x ... x Mat(n,, C) n; = dime(FEy,).

4.3 Strukturtheorie halbeinfacher Ringe

Wir mochten die Resultate iiber (halb)einfache Moduln nun insbesondere auf Ringe anwen-
den, die (halb)einfach als Moduln iiber sich selbst sind, und anschliefend die Moduln iiber
solchen Ringen klassifizieren. Dabei ist zu beachten, dass ein Ring R sowohl eine kanonische
R-Linksmodulstruktur als auch eine kanonische R-Rechtsmodul- oder R°’-Linksmodulstruktur
und eine kanonische (R, R)-Bimodulstruktur oder R® R°-Linksmodulsstruktur besitzt. Wenn
wir von halbeinfachen oder einfachen Ringen sprechen, miissen wir daher genau spezifizieren,
auf welche dieser Modulstrukturen wir uns beziehen.
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Definition 4.3.1: Ein Ring R heifit

e links(halb)einfach, wenn er (halb)einfach als Linksmodul iiber sich selbst ist,

e rechts(halb)einfach, wenn er (halb)einfach als Rechtsmodul iiber sich selbst ist,
e einfach, wenn er linkshalbeinfach und einfach als R® R°P-Modul ist.

e halbeinfach, wenn er linkshalbeinfach ist.

Bemerkung 4.3.2: Offensichtlich ist ein Ring linkseinfach (rechtseinfach), wenn er keine
echten Linksideale (Rechtsideale) besitzt und einfach, wenn er keine echten zweiseitigen Ideale
besitzt. Da zweiseitige Ideale auch Linksideale und Rechtsideale sind, sind linkseinfache oder
rechtseinfache Ringe immer einfach. Die Umkehrung gilt allerdings nicht. Ein Ring ohne echte
zweiseitige Ideale, muss nicht einmal halbeinfach sein, weswegen man dies in der Definition
eines einfachen Rings zusatzlich fordert.

Beispiel 4.3.3:
1. Der Ring Z ist nach Beispiel nicht halbeinfach.

2. Der Ring Z/nZ ist halbeinfach genau dann, wenn in der Primfaktorzerlegung von n
jede Primzahl nur einmal auftritt, denn fir n = p™ - - - p7* mit paarweise verschiedenen

Primzahlen p; und m; € N gilt
ZInZ = 7)p\" L X ... X L]pT=7

als abelsche Gruppen, und die Untergruppen Z/p;" Z sind Z/nZ Untermoduln. Die echten
Ideale im Ring Z/p“Z sind genau die Ideale Z/pfZ mit k € {1,...,m; — 1}.

3. Der Ring Mat(n,K) der n x n-Matrizen mit Eintrédgen in einem Korper K ist einfach
(siehe Aufgabe [74)).

4. Jeder Schiefkorper R ist linkseinfach und rechtseinfach und damit einfach. Dennist U C R
ein Linksideal oder Rechtsideal, so existiert zu jedem w € U \ {0} ein multiplikatives
Inverses u™' € Rmit u-u™' =u~!-u = 1. Also gilt entweder U = {0} oder 1 € U, und
letzeres impliziert r =r-1=1-r € U fiir alle r € R, also U = R.

5. Fiir jeden Korper K und jede endliche Gruppe G mit char(K) 1 |G| ist der Gruppen-
ring K[G] halbeinfach. Denn K[G] als Linksmodul iiber sich selbst entspricht gerade der
reguliren Darstellung von G. Diese ist nach dem Satz von Maschke (Satz halbein-
fach, und ihre Zerlegung als direkte Summe einfacher Darstellungen entspricht gerade der
Zerlegung von K[G] in einfache Linksideale.

Die Halbeinfachheit eines Rings R hat direkte Auswirkungen auf seine gesamte Darstellungs-
theorie. Denn Halbeinfachheit ist eine Eigenschaft, die unter der Bildung von direkten Summen
erhalten bleibt und sich damit auf freie Moduln iiber R iibertragt. Da Quotienten von freien
Moduln frei sind und sich jeder R-Modul als Quotient eines freien Moduls schreiben lésst, ist
damit jeder Modul iiber einem halbeinfachen Ring automatisch halbeinfach.

Satz 4.3.4: Ist R ein halbeinfacher Ring, so ist auch jeder R-Modul halbeinfach.
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Beweis:

Jeder R-Modul M ist nach Bemerkung , 7. ein Quotient M = F/U eines freien R-Moduls
F' beziiglich eines Untermoduls U C F. Da der freie R-Modul F von der Form F' = &;R
ist und R halbeinfach ist, ist auch F' halbeinfach. Nach Lemma sind damit auch der
Untermodul U C F und der Quotient M = F/U halbeinfach. O

Wir interessieren uns nun zunéchst dafiir, halbeinfache Ringe so weit wie méglich zu klassifizie-
ren und wollen anschlieBend die Moduln iiber solchen halbeinfachen Ringen betrachten. Eine
explizite Charakterisierung von halbeinfachen Ringen erhélt man direkt aus den Ergebnissen
des letzten Abschnitts. Kombiniert man Satz mit dem Satz iiber die isotypische Zerlegung,
so kann man den Endomorphismenring Endg(R) eines halbeinfachen Rings R als Produkt von
Matrixringen iiber Schiefkérpern ausdriicken. Indem man ausnutzt, dass sich jeder Endomor-
phismus in Endg(R) durch Rechtsmultiplikation mit einem geeigneten Element aus R ergibt,
erhélt man eine analoge Charakterisierung fiir R.

Satz 4.3.5: (Struktursatz von Wedderburn)

Sei R ein halbeinfacher Ring. Dann existieren Schiefkorper K7, ..., K, und natiirliche Zahlen
ni,...,n,. € N, jeweils eindeutig bis auf die Reihenfolge, so dass

R = Mat(ny, K1) % ... x Mat(n,, K,).

Beweis:

Da R halbeinfach ist und als Linksmodul iiber sich selbst endlich erzeugt, ist R nach Korollar
4.2.7|ein Modul endlicher Lénge als Linksmodul iiber sich selbst, und seine isotypische Zerlegung
ist von der Form R = @;_, L} mit L; einfach, L; 2 L; fiir i # j und n; € N. Nach Lemma
sind die Endomorphismenringe Endz(L;) Schiefkérper, und mit Satz ergibt sich

Endg(R) = Mat(n,, Endg(Ly)) X ... x Mat(n,, Endg(L,)).
Die Abbildung ¥ : R” — Endg(R), r — 1, mit ¢,(s) = sr ist ein Ringhomomorphismus, denn
Uy (8) = sr+ 51" = 0.(8) + V() Uy (8) = sr7" = by 0 9P, () P(s) =sl=s

fiir alle s € R. Sie ist injektiv, denn aus v, = ¢, folgt r = ¥,.(1) = ¢»(1) = 7/, und surjektiv,
da aus ¢ € Endg(R) folgt ¢(r) = ¢(r-1) = r-¢(1) fir alle r € R und damit ¢ = ¥(¢(1)). Also
gilt Endgr(R) = R°, und wir erhalten

R = (R?)? = (Endg(R))” = Mat(ny, Endg(L1))? % ... x Mat(n,, Endg(L,))?”
=~ Mat(ny, Endg(Lq)?) x ... x Mat(n,, Endg(L,)),

Der letzte Ringisomorphismus wird durch den Righomomorphismus
T: Mat(n, EDdR(Li))Op — Mat(n, EndR(Li)Op), (aij) — (aji)

induziert, der eine Involution und damit ein Ringisomorphismus ist. Die Eindeutigkeit der

Zahlen n; und Schiefkorper K; = Endg(L;) ergibt sich aus ihrer Eindeutigkeit in Satz[4.2.8, O
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Bemerkung 4.3.6: Aus dem Struktursatz von Wedderbrun folgt insbesondere, dass
(links)halbeinfache Ringe auch rechtshalbeinfach sind und umgekehrt (Aufgabe [77)).

Alternativ konnen wir die Zerlegung eines halbeinfachen Rings R in Matrixringen iiber
Schiefkorpern im Satz von Wedderburn auch abstrakt, mit Hilfe der isotypischen Komponen-
ten von R formulieren. Dabei geht man von derselben Beschreibung des Rings R als direkte
Summe einfacher Moduln aus und zeigt, dass die isotypischen Komponenten zweiseitige Idea-
le in R sind. Indem man das Element 1 € R als Summe von Elementen in den isotypischen
Komponenten schreibt, sieht man, dass diese auch unitale Ringe sind.

Satz 4.3.7: Sei R ein halbeinfacher Ring. Dann gilt:

1. Es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen einfacher R-Moduln.

2. Ist M ein einfacher R-Modul, so ist die isotypische Komponente R); C R ein zweiseitiges
Ideal in R.

3. Ist Lq,..., L, ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen einfacher R-Moduln mit
zugehorigen isotypischen Komponenten R, C R, so folgt

R=Rp, x...xRyp,,
und die Elemente e; € Ry, mit 1 = X7, e; sind Idempotente mit e; - e; = 0 fiir ¢ # j.

Beweis:

1. Da R ein halbeinfacher Ring ist und damit ein endlich erzeugter halbeinfacher Modul ist, gilt
nach Korollar R = ?ZlL?"" mit einfachen R-Moduln L;, n; € N und L; 2 L, fiir ¢ # j.
Nach Korollar tritt jeder einfache R-Modul als Subquotient in einer Kompositionsreihe
von R auf und ist damit isomorph zu einem der Moduln L;. Damit kann es nur endlich viele
Isomorphieklassen einfacher R-Moduln geben, die von Ly, ..., L,, repriasentiert werden. .

2. Jede isotypische Komponente Ry, = L™ C R ist als Untermodul von R ein Linksideal in
R. Wir zeigen, dass sie auch ein Rechtsideal ist. Da sich nach dem Satz iiber die isotypische
Zerlegung jedes Element r € R als Summe r = )" | 7, mit r; € Ry, = LE™ schreiben lisst,
reicht es dafiir, zu zeigen, dass U - V = 0 gilt fiir einfache Untermoduln U,V C R mit L; 2 U
und L; =V C R fiir ¢ # j. Da 'V C R ein Linksideal ist, ist U -V C V, und da U C R ein
Linksideal ist, ist U-V C V ein Linksideal in V. Da V einfach ist, folgt U-V =0 oder U-V = V.
Fiir jedes v € V ist aber ¢, : U — V| u + u - v eine R-lineare Abbildung zwischen einfachen
R-Moduln, also nach Lemma [4.1.3| entweder ¢, = 0 oder ein Isomorphismus. Letzteres wiirde
L; = U =V = L, implizieren, ein Widerspruch. Also gilt ¢, = 0 fiir alle v € V und damit
U -V = 0. Damit ist R, ein zweiseitiges Ideal in R.

3. Wir zeigen zunéchst, dass die Elemente e; € Ry, mit 1 = X7, e; aus dem ersten Beweisschritt
Einselemente in Ry, sind. Da Ry, - Ry, = 0 fiir ¢ # j, ergibt sich fiir alle r € Ry,

reg=rei+..+re,=r-l=r=1-r=er+..+e,r =er. (5)

Damit ist jede isotypische Komponente R, ein Ring mit Einselement e; € Ry, und das

Element e; ist als Einselement von Ry, eindeutig. Da R, - Ry, =0 fiir i« # j, erhalten
wir einen Ringisomorphismus ¢ : Ry, X ... X Ry, — R, (ry,...,r,) — X7 mit Inversem
¢d':R— Rp, X ...X Rp,,r+> (reg,...,rey,). O
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Der Zusammenhang zwischen der Zerlegung in Satz und in Satz ergibt sich aus
der Beobachtung, dass die Ringe Mat(n;, K;) in Satz als Linksmoduln iiber sich selbst
halbeinfach sind, und ihre einfachen Untermoduln gerade den Spalten der Matrizen entspre-
chen (vgl. Aufgaben [72] [73 und [74). Damit ist die Anzahl der einfachen Untermoduln gleich
den Multiplizititen n; in der Zerlegung R = @, LY™ und gleich der Anzahl der einfachen

Untermoduln in den isotypischen Komponenten Ry, = L{™. Nach Sitzen [4.3.5/ und 4.3.7] gilt

Ry, = Endg, (Rr,)” = Endg(Rr,)” = Endg (L") 22 Mat(n;, Endg(L;)?) = Mat(n;, K;).

Die Idempotente e; in Satz entsprechen dabei gerade den Einheitsmatrizen im Ring
Mat(n;, K;) in Satz [4.3.5]

Mit Satz und Satz lassen sich auch direkt die isotypischen Komponenten beliebiger
Moduln iiber einem halbeinfachen Ring bestimmen. Dazu driickt man das Einselement 1 € R als
Summe der Idempotente in Satz bzw. der Einheitsmatrizen in den Ringen Mat(n;, K;) in
Satz aus. Die Wirkung dieser Idempotente auf einen R-Modul M liefert dann Projektoren
auf dessen isotypische Komponente vom Typ L;.

Korollar 4.3.8: Sei R ein halbeinfacher Ring, L, ..., L, ein Repréasentantensystem der Iso-
morphieklassen einfacher R-Moduln. Dann ist fiir jeden R-Modul M die isotypische Kompo-
nente My, gegeben durch My, =e; > M, wobei e; € L; mit 1 = X7 e;.

Beweis:

Die Untergruppe e; > M C M ist ein Untermodul von M, denn nach gilt e;r = re; fiir alle
i =1,...,n. Daraus ergibt sich r > (e; >m) = (re;) >m = (e;r) >m=¢;> (r>m) € e, > M
fir alle m € M, und somit ist e; > M C M ein Untermodul. Jedes Element m € M 1afit
sich schreiben als m = 1>m = (X" ,e;) > m = ¥ ;e; > m, und damit ist M die Summe
der Untermoduln M = X7 je; > M. Ist m € (e; > M) N (e; > M) so gibt es m’,m"” € M mit
m =e; >m' =e; >m" und damit

m=e>m = (e-e)>m =e>m=¢e> (e;>m") = (ee;)>m’" =0>m" =0.

Also gilt (e; > M) N (ej > M) = {0} und M = &} ,e; > M. Fiir jedes Element m € e; > M
ist ¢ : Rp, — (m)y, r — 7 > m ein surjektiver R-Modulhomomorphismus und somit
(m)y = Ryp,/ker(¢n,). Nach Lemma ist damit jeder einfache Untermodul U C ¢; > M
isomorph zu L; und e;>M C Mp,. Da M = @ M, = @ e;> M folgt dann e;> M = M. O

Bemerkung 4.3.9: Insbesondere ergibt sich aus Satz[£.3.7 und Korollar [4.3.8 dass die Paare
(ni, K;) von Zahlen n; € N und Schiefkérpern K; im Struktursatz von Wedderburn (Satz {4.3.5)
bis auf Permutationen eindeutig bestimmt sind. Beweis: Ubung (Aufgabe [76]).

Sowohl Satz als auch Satz konnen als Verallgemeinerungen der Aussagen iiber die
Gruppenalgebra in Abschnitt aufgefasst werden. Dabei betrachtet man die Gruppenalgebra
R = K|G] als Linksmodul iiber sich selbst, also die reguldre Darstellung. Die Zerlegung der
reguldren Darstellung in einfache Darstellung liefert die Multiplizitdten n;. Dieser Spezialfall
ist auch unter dem Namen Fouriertransformation fiir endliche Gruppen bekannt.

Beispiel 4.3.10: (Fouriertransformation fiir endliche Gruppen)
Sei G eine endliche Gruppe, K algebraisch abgeschlossen mit char(K) = 0 und (p1,V1),...,
(pn, V) ein Reprisentantensystem einfacher Darstellungen von G iiber K.
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e Dann sind nach Korollar [1.3.12| die isotypischen Komponenten der Gruppenalgebra K[G]|

K[G] = @?:1K[G](pi,%) mit K[G](pi,Vi) = (Pia Vz‘)@dimKVi (6)

e Nach Satz sind die Idempotente e; Vielfache der Charakter der Darstellung (p;, V;)

n

. dimgV;
]-]K[G} = (56 = Zei €; x €; = 5ij €; mit e, = |G| — 7 X(pi,Vi)-
=1

e Ein Ringisomorphismus, der die Isomorphie aus Satz realisiert, ist

¢ : K[G] — Endg(V4) X ... x Endg(V4,), (7)
EgGG}‘g(sg = (ZQGG)\gpl(g)a ey EgGG)\gpn<g))-

Direktes Nachrechnen zeigt, dass dies ein Ringhomomorphismus ist und damit insbeson-
dere eine K-lineare Abbildung. Ist a = > A0, € ker(®), so ist wegen () auch die
Linksmultiplikation mit @ in K[G] die Nullabbildung und damit a = a % d, = 0. Damit ist
® injektiv. Da nach Korollar

dimg (K[G]) = |G| EZ‘ (dimg (V;)? = dimg (Endg (V) % ... x Endg(V},)),

ist ® auch surjektiv und damit ein Ringisomorphismus.

Die Bezeichnung Fouriertransformation fiir den Ringisomorphismus in Beispiel zweifach
gerechtfertigt. Zunéchst ist die Multiplikation im Gruppenring durch die Faltung von Funk-
tionen f : G — K gegeben, und die Ringmultiplikation in Endg(V]) x ... x Endg(V;,) ist die
Komposition von Endomorphismen. Im Fall einer eindimensionalen Darstellung entspricht diese
Komposition gerade der Multiplikation von Elementen im Korper K. Dies verallgemeinert die
Aussage, dass die Fouriertransformierten der Faltung zweier Funktionen das punktweise Pro-
dukt ihrer Fouriertransformierten ist. Der zweite Grund fiir die Bezeichnung ist, dass sich die
iibliche Fouriertransformierte auch als Ringhomomorphismus zwischen einer Verallgemeinerung
des Gruppenrings und dem dem Produkt der Endomorphismenringe ihrer Darstellungsraume
verstehen lisst. Dazu betrachten wir endliche zyklische Gruppen und die Gruppe S*.

Beispiel 4.3.11:  Wir betrachten den Gruppenring C[Z/mZ]. Nach Korollar ‘1 2.9| sind die
einfachen komplexen Darstellung von Z/mZ eindimensional und nach Beispiel [1.3.15 gibt es
genau m einfache Darstellungen py

pp 2 ZJmZ — C, [ > H/m ke{0,..,m—1}.
Damit sind die zugehorigen Ringhomomorphismen @, : C[Z/mZ] — C gegeben durch
C[Z/mZ) — C, f s St f(I)e*m*/m
und der Ringisomorphismus aus aus Beispiel hat die Form

O :C[Z/mZ] — Cx ... xC, [ (S f(), gt f(D)emm o sm b f()emitm=1/m),

102



Beispiel 4.3.12: Wir betrachten die Gruppe G = S' = {z € C: |z| = 1} mit der Multipli-
kation in C als Gruppenmultiplikation.

Da es sich um eine abelsche Gruppe handelt, sind nach Korollar alle einfachen endlich-
dimensionalen komplexen Darstellungen eindimensional und entsprechen somit Gruppenhomo-
morphismen S* — C*. Man kann zeigen, dass die stetigen einfachen endlich-dimensionalen
komplexen Darstellungen genau den Gruppenhomomorphismen p, : S' — CX, z + 2" fiir
n € 7Z entsprechen.

Verallgemeinert man den Gruppenring C[S?], indem man stetige Funktionen f : S* — C zuliisst
und die endlichen Summen durch Integrale ersetzt, so erhélt man

O, (fle= [ f(2)pn(2)cdz = ( f(z)z" dz) cc=2rm (/1 f(emim)e2mmie dx) ¢ VeeC™.
St St 0

Identifiziert man stetige Abbildungen f : S' — C mit Z-periodischen stetigen Abbildungen
g:R—=C, z+ f(e™) so entspricht ®,(g) der Multiplikation mit den Fourierkoeffizienten

1
Gn = 27T/ g(x)e™ .
0

Diese Verallgemeinerung des Ringisomorphismus aus Beispiel 4.3.10f ordnet einer periodischen
Funktion ¢ : R — C mit g(z + Z) = g(x) also gerade ihre Fourierkoeffizienten zu.

Das zentrale Argument aus Satz , namlich den Ring R mit dem Ring Endg(R) der Mo-
dulendomorphismen von R als Linksmodul iiber sich selbst zu identifizieren, l&sst sich in etwas
allgemeinerer Form auch auf allgemeinere Moduln M {iber einem Ring R anwenden. Dabei
betrachtet man einerseits den Endomorphismenring Endg(M) des Moduls und andererseits die
Gruppenhomomorphismen f : M — M, die mit allen Modulendomorphismen kommutieren.

Diese wurden bereits in Beispiel betrachtet, wo gezeigt wurde, dass fiir jeden R-Modul
M die R-Modulendomorphismen von M einen Ring Endg(M) bilden und die abelsche Gruppe
M durch > : Endg(M) x M — M, ¢ >m = ¢(m) die Struktur eines Endgz(M)-Moduls
erhélt. Die Endgz(M )-Modulendomorphismen von M sind gerade die Gruppenhomomorphismen
Y M — M mit Yo ¢ = ¢ o fiir alle ¢ € Endg(M) und bilden den Endomorphismenring
Endgnar) (M). Die Strukturabbildung definiert einen kanonischen Ringhomomorphismus

Q0 R — Endgna,on (M), 7 ¢, mit  ¢.(m) =r>m (8)

Dieser spielt in vielen weiterfithrenden Konstruktionen mit Moduln eine Rolle, die wir allerdings
in dieser Vorlesung nicht alle behandeln kénnen. Da es sich hierbei um einen kanonischen
Ringhomomorphismus handelt, der fiir jeden Ring R und jeden R-Modul M definiert ist, drangt
sich aber die Frage nach der Injektivitdt und Surjektivitit dieses Ringhomomorphismus auf.
Diese untersuchen wir zunéchst fiir einige Beispiele.

Beispiel 4.3.13:

1. Ist R = C und V ein C-Vektorraum, so ist Endgnq.(v) (V) = C.

Denn der Ringhomomorphismus ®y : C = Endgna.vy(V), A = Aidy ist injektiv. Der
Ring Endgna.v) (V') enthélt die Gruppenendomorphismen von V', die mit allen Vektorrau-
mendomorphismen kommutieren. Insbesondere miissen solche Gruppenhomomorphismen
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K-linear sein, denn Aidy € Endc(V) fiir alle A € C. Jedes Element aus Endc(V), das
mit allen Element aus Endc (V) kommutiert, ist nach einem Ergebnis aus der Linearen
Algebra ein Vielfaches der Identitdtsabbildung. Damit ist ®y auch surjektiv.

2. Fiir jeden kommutativen Ring R und jeden R-Modul M gilt Endgna, (M) C Endg(M).

Denn wegen der Kommutativitdt von R ist fiir jedes Element r € R ist ¢, : M — M,
m +— r>m ein R-Modulhomomorphismus. Ist ¢ : M — M ein Gruppenhomomorphismus
mit ¥ o ¢ = ¢ o @ fiir alle ¢ € Endg(M), so folgt ¥(r >m) =1 o ¢.(m) = ¢, 0p(m) =
r > (m) fir alle r € R, m € M. Damit ist Endgna, (M) C Endg(M).

3. Ist R ein Schiefkérper, so ist ®y; : R — Endgpa,oan (M), r — ¢, injektiv, denn aus
¢r = ¢ fiir r,r’ € R ergibt sich (r — ') > m = 0 fur alle m € M und somit r = /. Wir
werden spater zeigen, dass @), in diesem Fall auch surjektiv ist.

4. Fiir Z als Linksmodul iiber sich selbst ist ®z : Z — Endgna,(z)(Z), 2 — ¢. bijektiv. Denn
da jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : Z — Z von der Form ¢ (z) = (1) - z ist, gilt
Endy(Z) = Z.

5. Fir R = Z und M = Z/nZ ist ®znz : Z — Endgna,z/nz)(Z/nZ), m — ¢y, nicht
injektiv, denn ¢, : Z/nZ — Z/nZ, Z — n > Z = 0 ist die Nullabbildung. Allerdings ist
®y/nz surjektiv, denn jeder Gruppenhomomorphismus Z/nZ — Z/nZ ist von der Form
Or LT — L)nZ, Z — 1> Z = TZ.

Offensichtlich enthélt der Ringhomomorphismus ®; : R — Endgua,an (M), r — ¢, wichtige
Informationen iiber den Ring R und den R-Modul M. Insbesondere suggerieren die Beispiele,
dass die Surjektivitit des Ringhomomorphismus ® etwas mit der Frage zu tun haben kénnte, ob
der Modul M halbeinfach ist. Wir zeigen dazu zunéchst dass das Bild des Ringhomomorphismus
@, fiir halbeinfache R-Moduln M in einem gewissen Sinn dicht in Endgpa,an (M) ist.

Satz 4.3.14: (Dichtesatz von Jacobson)

Sei M ein halbeinfacher R-Modul. Dann existiert zu jedem ¢ € Endgna,an (M) und zu belie-
bigen Elementen my, ...,m, € M stets ein r € R mit p(m;) =r>m,; fur allei =1,...,n.

Beweis:

1. Sei zunéchst n = 1. Dann besitzt nach Lemma fir jedes m € M der Untermodul
(m)y C M des halbeinfachen Moduls M ein Komplement, also einen Untermodul U C M mit
M = (m)y @ U. Die Abbildung ¢ : M — M, r > m + u — 7 >m ist R-linear und kommutiert
somit mit jedem ¢ € Endgna,a)(M). Daraus folgt 1)(m) = ¢ o ¢(m) = ¢ o1p(m) € (m)y, und
es gibt ein r € R mit ¢¥(m) =r > m.

2. Die Aussage fiir n > 1 folgt aus 1. , indem wir zu vorgegebenen my,...,m, € M und
Y € Endgnqr)(M) den R-Modul M’ = M®" = M @...® M betrachten, der als direkte Summe
halbeinfacher R-Moduln wieder halbeinfach ist, den Endg(M’)-Modulhomomorphismus
P =% = (¢, .., 0) : MP" — M®" und das Element m' = (my, ..., m,). O

Der Dichtesatz von Jacobson besagt, dass sich fiir halbeinfache Moduln M die Gruppenhomo-
morphismen ¢ € Endgna, ) (M) zumindest durch einen Gruppenhomomorphismus der Form
¢r : m +— r > m approximieren lassen. Ist der Endg(M)-Modul M endlich erzeugt, so kénnen
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wir ¢ auf den Erzeugern des Moduls durch einen Gruppenhomomorphismus ¢, beschreiben,
und damit auf dem ganzen Modul.

Korollar 4.3.15: Sei M ein halbeinfacher R-Modul, so dass M als Endg(M)-Modul endlich
erzeugt ist. Dann ist der Ringhomomorphismus ®y; : R — Endgna, ) (M), 7 — ¢, surjektiv.

Beweis:

Dann existiert nach dem Dichtesatz von Jacobson zu jedem 1 € Endgpg,( M)(M ) ein r € R mit
Y(m;) = r>m;. Ist {my,...,m,} ein Erzeugendensystem des Endg(M)-Moduls M, so gibt es
zu jedem m € M Endomorphismen 1, ..., 1, € Endg(M) mit m = " | ¥;(m;). Daraus folgt

Y(m) = (X i(my)) = B0 o hy(my) = B o (my) = XL 9 0 o (my) = ¢ (m)

und somit ¢ = ¢,. O

Im Fall eines Schiefkérpers R kann man sogar zeigen, dass fiir jeden nichttrivialen R-Modul M
der zugehorige Endg(M)-Modul M einfach ist, und zusammen mit Beispiel 4.3.13] 3. impliziert
das, dass ¢j; ein Isomorphismus ist.

Satz 4.3.16: Ist M ein Modul iiber einem Schiefkérper R, so ist ®y; : R — Endgna, (M),
r+— ¢, mit ¢.(m) = r > m ein Ringisomorphismus.

Beweis:

Nach Beispiel 4.3.13, 3. ist ®,; injektiv. Nach Beispiel ist der Schiefkorper R linkseinfach,
und nach Satz[4.3.4]ist damit der R-Modul M halbeinfach. Es reicht nun zu zeigen, dass M als
Endg(M)-modul zyklisch ist, denn daraus folgt mit Korollar |4.3.15| die Surjektivitét von ¢y;.

Fiir jedes m € M \ {0} gilt (m)y = R/ker(¢y,) fiir den surjektiven R-Modulhomomorphismus
¢Om : R — (m)ar, r — r>m. Da R ein linkseinfach ist und m # 0, folgt ker(¢,,) = 0 und ¢,, ist
ein Isomorphismus. Da M halbeinfach ist, hat der R-Untermodul R = (m), C M ein Komple-
ment U C M. Zu jedem Element m’ € M erhélt man damit einen R-Modulendomorphismus
f:M— M, v+uw— ¢, (v)>m fiir alle v € (m)y und w € U, also mit f>m = f(m) =m/.
Damit ist M ist ein zyklischer Endg(M)-Modul, der von jedem Element m € M \ {0} erzeugt
wird, also nach Lemma sogar einfach. O

Betrachten wir Ringe, die Algebren {iber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K sind, so
konnen wir umgekehrt folgern, dass jeder Unterring R C Endg (M) fiir den M ein einfacher
R-Modul ist, bereits der ganze Endomorphismenring ist.

Korollar 4.3.17: (Satz von Wedderburn)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
R C Endg(V) ein Unteralgebra, so dass V' ein einfacher R-Modul ist. Dann gilt R = Endg (V).

Beweis:

Nach dem Lemma von Schur fiir Moduln (Korollar 4.1.4)) gilt Endz (V) = K. Da ¢, (m) = x(m)
fiir alle xy € R ist der Ringhomomorphismus ®y : R = Endgna,v)(V) = Endg(V), 7 — ¢, die
kanonische Inklusion, also insbesondere injektiv. Da V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
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ist, ist V' schon als K-Modul und damit auch als R-Modul endlich erzeugt, und nach Korollar
ist @y damit auch surjektiv. O

Mit Hilfe des Satzes von Wedderburn kénnen wir nun insbesondere folgern, dass fiir jede ein-
fache Darstellung (p, V') iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K der Ringhomomor-
phismus @, ) : K[G] = Endg(V), EgeaAgdy — XgeaAgp(g) surjektiv ist. Wir konnen also
jedes Element des Endomorphismenrings Endg (V') als Linearkombination der Automorphis-
men p(g) € Endg (V) fiir g € G schreiben.

Korollar 4.3.18: Sei K algebraisch abgeschlossen und (p, V') eine endlich-dimensionale ein-
fache Darstellung einer Gruppe G iiber K. Dann ist ®(,y) : K[G] = Endg(V), EgeaAgdy —
YgeaAgp(g) ein surjektiver Ringhomomorphismus.

Beweis:

Offensichtlich ist das Bild R = Im(®(,)) C Endg(V) des Ringhomomorphismus ®, 1) eine
Unteralgebra der Endomorphismenalgebra Endg (V). Der endlich-dimensionale K-Vektorraum
V' ist ein einfacher R-Modul, denn es gilt ¢ > v = ¢f(v) = f > v = Eyeaf(g)p(g)v fiir alle
v € V und f € K|[G], und die Darstellung (p,V) ist ein einfacher K[G]-Modul. Mit dem
Satz von Wedderburn folgt dann R = Im(®(,v)) = Endg (V) und der Ringhomomorphismus
@, vy : K[G] — Endg (V) ist surjektiv. O
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4.4 Ubungen zu Kapitel

Aufgabe 61: Beweisen Sie, dass der Z-Modul Z/nZ halbeinfach ist genau dann, wenn jeder
Primfaktor in einer Primfaktorzerlegung von n hochstens einmal auftritt, also n = p; - - - p,, mit
paarweise verschiedenen Primzahlen p; und m € N.

Aufgabe 62: Zeigen Sie, dass der Z-Modul Q weder einfache noch maximale Untermoduln
besitzt. (Erinnerung: Ein maximaler Untermodul eines R-Moduls M ist ein Untermodul N C
M, so dass kein Untermodul N’ C M mit N C N’ C M existiert.)

Aufgabe 63: Geben Sie einen Ring R, einen R-Modul M und einen Untermodul N C M an,
so dass N und M /N halbeinfach sind, aber M nicht.

Aufgabe 64: Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und ¢ : V. — V eine
lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass der zugehorige C[z]-Modul V' halbeinfach ist, genau dann,
wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von ¢ besitzt. Gilt eine analoge Aussage fiir Vektorrdume
V' iiber beliebigen Kérpern? Beweisen Sie dies, oder geben Sie ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 65: Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Ist M ein zyklischer R-Modul mit Erzeuger m € M, so gilt M = R/Ann(m).

(b) Ein zyklischer R-Modul M mit Erzeuger m € M ist einfach genau dann, wenn Ann(m) ein
maximales Linksideal in R ist.

(c) Ist I C R ein zweiseitiges Ideal in R, so gilt Ann(R/I) = I.

(d) Ist R kommutativ, dann induziert die Zuordnung I — R/I eine Bijektion zwischen der
Menge der maximalen Linksideale in R und den Isomorphieklassen einfacher R-Moduln.

Aufgabe 66: Beweisen Sie oder widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel: Ist R ein
Schiefkorper, so ist jeder einfache R-Modul isomorph zu R.

Aufgabe 67: Geben Sie alle Kompositionsreihen des Z-Moduls Z/18Z an.

Aufgabe 68: Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und ¢ :
V' — V eine lineare Abbildung, die beziiglich einer bestimmten Basis von V' durch eine obere
Dreiecksmatrix gegeben ist. Geben Sie eine Kompositionsreihe fiir V' als K[X]-Modul an.
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Aufgabe 69: Wahr oder falsch? Beweisen Sie die folgenden Aussagen oder widerlegen Sie
sie durch Gegenbeispiele.

Sei R ein Ring, M ein R-Modul, K ein Kérper, V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum {iber
K und ¢ € Endg (V).

(a) Ein Untermodul U C M ist maximal (d. h. es gibt keinen Untermodul V' C M mit
U CV C M) genau dann, wenn M /U einfach ist.

(b) Ist R = C|[G] fiir eine endliche Gruppe G, so ist M ein Modul endlicher Lénge.

(c) Ist R eine Algebra iiber K mit dimg R < oo und M zyklisch, so ist M ein Modul endlicher
Lénge.

(d) Der K[z]-Modul (V, ¢) hat endliche Lénge genau dann, wenn ¢ trigonalisierbar ist.

Aufgabe 70: Sei K ein Korper. Wir betrachten den Ring

R:{(a b) \a,b,cEK}
0 ¢

mit der Matrixmultiplikation und -addition als Linksmodul {iber sich selbst. Bestimmen Sie:

a) alle einfachen und alle maximalen Untermoduln von R.

(
(b) alle Kompositionsreihen von R.
(c) den Sockel von R.

(

ein Repréasentantensystem der Isomorphieklassen einfacher R-Moduln.

C

)
)
)
d)

Aufgabe 71: Sei I eine Indexmenge und (R;);c; eine Familie von Ringen. Das kartesische
Produkt der Ringe R; ist die Menge II;c; R; mit der punktweisen Addition und Multiplikation

(xi)iel + (yi)iel = (Iz + yi)z’el (xi)iel : (yi)iel = (xz : yi)iel-

(a) Zeigen Sie, dass das kartesische Produkt II;c;R; der Ringe R; ein Ring ist.

(b) Sei nun K ein Kérper und S = KN = II;cyK. Zeigen Sie, dass U; = {(A\d;;)ien | A € K} fiir
j € N ein einfacher Untermodul von S als Linksmodul {iber sich selbst ist und die Summe
der Untermoduln U; direkt ist.

(c) Zeigen Sie, dass der Ring S nicht halbeinfach ist.

Aufgabe 72: Sei S ein Ring und R = Mat(n, S) der Ring der (n x n)-Matrizen mit Eintragen
in S. Zeigen Sie:

(a) Ist M ein S-Modul, so ist M %™ mit der Strukturabbildung
>: R X MEBn — M@n, A (ml, ey ’I’I’Ln) = (27;:1&1]' > My, ..oy E?:lanj > mj),

ein R-Modul, und fiir jeden S-Untermodul L C M ist L®" C M®" ein R-Untermodul.
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(b) Jeder R-Untermodul von M®" ist von der Form L#" fiir einen S-Untermodul L C M.
(c) Ist M ein einfacher S-Modul, so ist M®" ein einfacher R-Modul.

(d) Sind Ly, Ly zwei S-Moduln und ¢ : L; — Ly ein S-Modulhomomorphismus, dann ist die
Abbildung
P LY — LS (I, 1) = (0(lh), ...y 0(11))

ein R-Modulhomomorphismus.
(e) Die Abbildung ¢ : Endg(L) — Endg(L®"), ¢ — ¢®" ist ein Ringhomomorphismus.

(f) Ist S ein Schiefkorper, so ist S®" ein einfacher R-Modul.

Aufgabe 73: Sei S ein Schiefkérper und R C Mat(n, S) ein Unterring des Rings Mat(n, S).
Zeigen Sie: Ist S™ ein halbeinfacher R-Modul (mit der R-Modulstruktur aus Aufgabe[72)), dann
ist R halbeinfach.

Aufgabe 74: Wir betrachten den Ring Mat(n, R) der (n x n)-Matrizen mit Eintrdgen in
einem Ring R.

(a) Zeigen Sie, dass alle zweiseitigen Ideale in Mat(n, R) von der Form I = Mat(n,.J) mit
einem zweiseitigen Ideal J C R sind.

(b) Folgern Sie, dass der Ring Mat(n, R) fiir einen Schiefkérper R einfach ist.

Hinweis: Arbeiten Sie mit den Elementarmatrizen E%, die in der iten Zeile und jten Spalte
den Eintrag 1 und ansonsten nur Nullen enthalten.

Aufgabe 75: Geben Sie einen Ring R und einen R-Modul M an, so dass M nicht einfach
ist, aber Endg(M) ein Schiefkorper ist.

Aufgabe 76: Zeigen Sie, dass die Zahlen n; € N und die Schiefkorper K; im Struktursatz
von Wedderburn (Satz [4.3.5) bis auf Permutationen eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 77: Zeigen Sie mit Hilde des Struktursatzes von Wedderburn, dass linkshalbeinfache
Ringe auch rechtshalbeinfach sind und umgekehrt.

Aufgabe 78: Zeigen Sie: Ist R ein einfacher Ring und L C R ein einfaches Linksideal, so ist
der Ringhomomorphismus

d:R— EndEndR(L)(L), T = qbr mit Qbr(l) =r>I

ein Ringisomorphismus.
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5 Kategorien und Funktoren

5.1 Kategorien, Funktoren und natiirliche Transformationen

Kategorien und Funktoren spielen iiberall dort in der Mathematik eine Rolle, wo Beziehungen
oder Gemeinsamkeiten zwischen verschiedenen mathematischen Strukturen untersucht werden
sollen. Beispielsweise werden in der algebraischen Topologie topologische Rdume mit Hilfe von
algebraischen Strukturen wie Gruppen, abelschen Gruppen und Vektorrdumen beschrieben. Da-
bei stellt sich die Frage, was ein sinnvolles mathematisches Konzept ist, um solche Beziehungen
zwischen verschiedenen mathematischen Strukturen zu beschreiben.

Das Konzept der Abbildung eignet sich schon deswegen nicht, weil die betrachteten Strukturen
keine Menge bilden miissen. Auflerdem greift es zu kurz, wenn die mathematischen Struktu-
ren jeweils nur bis auf Isomorphie betrachtet werden sollen, was fast immer der Fall ist. In
diesem Fall benotigt man nicht nur eine Zuordnung zwischen den betrachteten mathemati-
schen Strukturen sondern auch zwischen den strukturerhaltenden Abbildungen dazwischen, die
jeweils Isomorphismen auf Isomorphismen abbildet. Man kann dabei also nicht die mathemati-
schen Strukturen isoliert betrachten, sondern muss immer die strukturerhaltenden Abbildungen
mitberiicksichtigen. Kombiniert man mathematische Strukturen und die zugehorigen struktur-
erhaltenden Abbildungen, so erhélt man das Konzept der Kategorie. Beziehungen zwischen
verschiedenen Kategorien werden durch Funktoren charakterisiert. Sie beinhalten jeweils Zu-
ordnungen zwischen den betrachteten mathematischen Strukturen und zwischen den struktur-
erhaltenden Abbildungen.

Die Definition der Kategorie beschreibt die Systematik in der Untersuchung mathematischer
Strukturen, die sich bereits in den Grundvorlesungen abgezeichnet hat. So folgt beispielsweise
auf die Definition der Menge der Begriff der Abbildung, auf die Definition einer Gruppe, eines
Rings und einer Algebra der Begriff des Gruppen-, Ring- und Algebrahomomorphismus, auf
den Begriff des topologischen Raums der Begriff der stetigen Abbildung und auf den Begriff
des R-Moduls der Begriff der R-linearen Abbildung. Dabei wurde jeweils eine mathematische
Struktur definiert (Menge, Gruppe, Ring, Algebra, topologischer Raum, R-Modul) und an-
schliefend die Abbildungen zwischen solchen Strukturen untersucht, die die Strukturmerkmale
erhalten, also mit den entsprechenden Strukturabbildungen oder Verkniipfungen vertauschen.
In all diesen Féllen ergibt die Verkettung zweier strukturerhaltender Abbildungen wieder eine
strukturerhaltende Abbildung, die Verkettung ist assoziativ, und die Identitétsabbildung ist
strukturerhaltend. Dies sind genau die Bedingungen, die in einer Kategorie gefordert werden.
Allerdings nimmt man dort nicht mehr auf Abbildungen Bezug, sondern gibt diese Bedingungen
abstrakt vor.

Definition 5.1.1: Eine Kategorie C besteht aus:
e ciner Klasse ObC von Objekten
e fiir je zwei Objekte X, Y € ObC einer Menge Hom¢(X,Y') von Morphismen
e fiir je drei Objekte X, Y, Z einer Kompositionsabbildung

o: Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z),
so dass die folgenden Axiome erfiillt sind:
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(K1) Die Morphismenmengen Home (X, Y") sind paarweise disjunkt.

(K2) Die Komposition ist assoziativ: fo (goh) = (f og) o h fiir alle Objekte W, XY, Z und
Morphismen h € Home(W, X)), g € Home(X,Y), f € Home(Y, Z)

(K3) Fiir jedes Objekt X gibt es einen Morphismus 1x € Home(X,X), der Iden-
titdtsmorphismus auf X, mit 1y o f = f und go 1x = g fiir alle f € Home(W, X),
g € Home(X,Y).

Statt f € Home(X,Y) schreibt man auch f: X — Y. Das Objekt X heifit dann Quelle und
das Objekt Y Ziel des Morphismus f.

Ein Morphismus f : X — Y heifit Isomorphismus , wenn es einen Morphismus g : ¥ — X
mit go f = 1x und fog = 1y gibt. Zwei Objekte X und Y heiflen isomorph, wenn ein
Isomorphismus zwischen ihnen existiert, und man schreibt dann X ~ Y.

Man beachte, dass in der Definition einer Kategorie zwar gefordert wird, dass die Morphismen
zwischen zwei gegebenen Objekten X, Y eine Menge Home (X, Y') bilden, nicht jedoch, dass die
Objekte eine Menge bilden. Eine Kategorie, in der auch die Objekte eine Menge bilden, heifit
kleine Kategorie.

Zu fordern, dass die Morphismen Mengen bilden, ist oft notwendig, um eine verniinftige De-
finition zu erhalten, mit der man in der Praxis arbeiten kann. In der Literatur zu Kategorien
wird diese Bedingung manchmal gelockert. Dort heiflen die Kategorien, fiir die das der Fall ist,
lokal Kleine Kategorien.

Der Grund, warum man dies bei Objekten nicht fordert, ist, dass man so ein wichtiges Beispiel
einer Kategorie verlieren wiirde, ndmlich die Kategorie Set, deren Objekte Mengen und deren
Morphismen Abbildungen sind. Wiirde man fordern, dass die Objekte einer Kategorie eine
Menge bilden, so miiite man die Menge aller Mengen betrachten, die nicht existiert, da sie zum
Russelschen Paradox fiihrt.

Beispiel 5.1.2:

1. Die Kategorie Set der Mengen: die Objekte sind Mengen, die Morphismen Abbildungen,
und die Isomorphismen Bijektionen.

2. Die Kategorie Set* der punktierten Mengen: die Objekte sind Paare einer Menge M und
cines Elements m € M, die Morphismen f : (m, M) — (n, N) Abbildungen f: M — N

mit f(m) = n. Die Isomorphismen sind die Bijektionen mit dieser Eigenschaft.

3. Die Kategorie Top der topologischen Rdume (Objekte: topologische Radume, Morphismen:
stetige Abbildungen, Isomorphismen: Homéomorphismen).

4. Die Kategorie Top* der punktierten topologischen Rédume, deren Objekte Paare aus ei-
nem topologischen Raum X und einem ausgezeichneten Basispunkt x € X und deren
Morphismen f : (xz,X) — (y,Y) basispunkterhaltende stetige Abbildungen sind, also
stetige Abbildungen f: X — Y mit f(z) = y.

5. Die Kategorie Vectx der Vektorrdume iiber einem Korper K: die Objekte sind K-
Vektorraume, die Morphismen K-lineare Abbildungen, und die Isomorphismen K-lineare
Isomorphismen.
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Kategorie | Objekte Morphismen Isomorphismen
Set Mengen Abbildungen Bijektionen
Set* punktierte Mengen | basispunkterhaltende basispunkterhaltende
Abbildungen Bijektionen
Grp Gruppen Gruppenhomomorphismen | Gruppenisomorphismen
Ab abelsche Gruppen Gruppenhomomorphismen | Gruppenisomorphismen
Ring Ringe Ringhomomorphismen Ringisomorphismen
Field Korper Korperhomomorphismen Korperisomorphismen
Vectyk K-Vektorrdume K-lineare Abbildungen Vektorraumisomorphismen
K-Alg Algebren iiber K Algebrahomomorphismen | Algebraisomorphismen
R-Mod R-Moduln R-Modulhomomorphismen | R-Modulisomorphismen
Mod-R R-Rechtsmoduln R-Modulhomomorphismen | R-Modulisomorphismen
Repk (G) Darstellungen der Homomorphismen Isomorphismen
Gruppe G iiber K von Darstellungen von Darstellungen
Top topologische Rédume | stetige Abbildungen Homo6omorphismen
Top* punktierte basispunkterhaltende basispunkterhaltende
topologische Réume | stetige Abbildungen Homdoomorphismen
hTop topologische Raume | Homotopieklassen Homotopiedquivalenzen

stetiger Abbildungen

Abbildung 3: Beispiele von Kategorien
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10.

. Die Kategorie R-Mod der Moduln iiber einem Ring R: die Objekte sind R-Moduln, die

Morphismen R-lineare Abbildungen, und die Isomorphismen R-Modulisomorphismen.

Die Kategorie Grp der Gruppen (Objekte: Gruppen, Morphismen: Gruppenhomomor-
phismen, Isomorphismen: Gruppenisomorphismen), die Kategorie Ring der Ringe (Ob-
jekte: Ringe, Morphismen: Ringhomomorphismen, Isomorphismen: Ringisomorphismen),
die Kategorie K-Alg der Algebren iiber K (Objekte: K-Algebren, Morphismen: Algebra-
homomorphismen, Isomorphismen: Algebraisomorphismen).

. Eine Kategorie mit nur einem Objekt ist nichts anderes als ein Monoid.

. Eine kleine Kategorie, in der alle Morphismen Isomorphismen sind, heifit Gruppoid.

Fiir jedes Objekt X in einem Gruppoid G ist (Homg(X, X),o) eine Gruppe mit der
Verkettung von Morphismen als Gruppenmultiplikation und dem Identitédtsmorphismus
1x als neutralem Element.

Jede Gruppe G definiert eine Kategorie BG mit einem einzigen Objekt, Elementen von
G als Morphismen und der Gruppenmultiplikation als Verkettung von Morphismen.

Diese und noch einige weitere Beispiele sind in Abbildung [3| zuammengefasst.

In allen konkreten Beispielen in Beispiel sind die Objekte Mengen mit gewissen
zusétzlichen Strukturen und die Morphismen Abbildungen zwischen diesen Mengen, die mit
den zusatzlichen Strukturen kompatibel sind. Solche Kategorien bezeichnet man als konkrete
Kategorien. Es gibt jedoch auch viele wichtige Kategorien, die nicht konkret sind.

Beispiel 5.1.3:

1.

Die Kategorie Rel der Mengen und Relationen:

Die Objekte von Rel sind Mengen und die Morphismenmengen Hompgq(X,Y) = P(X xY)

bestehen aus Relationen von X nach Y, also aus Teilmengen von X x Y. Die Verkettung
von Relationen R C X xY und S CY X Z ist gegeben durch

SoR={(r,z2) EXxZ|JyeY:(v,y) €R (y,z2) €S}

Die Identitétsmorphismen sind 1y = {(z,z) | z € X} und die Isomorphismen die bijek-
tiven Abbildungen (Aufgabe [80).

. Eine partiell geordnete Menge ist ein Paar (M, <) aus einer Menge M und einer

Relation < auf M, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

e Reflexivitit: m < m fiir alle m € M,
e Antisymmetrie: aus m < m’ und m’ < m folgt m = m’,
e Transitivitdt: aus m < m’ und m’ < m” folgt m < m”.

Jede partiell geordnete Menge (M, <) bildet eine Kategorie C mit ObC = M und Mor-
phismenmengen Home(m,m') = @ falls m A m’ und Home(m,m’) einelementig, falls
m =< m’. Die Komposition von Morphismen ergibt sich aus der Transitivitit von <.
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Wie auch fiir andere mathematischen Strukturen gibt es fiir Kategorien einige naheliegende
Konstruktionen, mit denen man aus gegebenen Kategorien neue Kategorien konstruieren kann.
Man kann die Verkniipfung von Morphismen in einer Kategorie umdrehen, man kann Produkte
verschiedener Kategorien betrachten und Unterkategorien konstruieren, indem man Objekte
und Morphismen aus einer Kategorie entfernt. Auch das Bilden von Quotienten ist moglich.

Definition 5.1.4: Seien C, D Kategorien.

1. Die zu C opponierte Kategorie C? ist die Kategorie mit ObC?? = ObC(C, mit
Homeer (X, Y) = Home(Y, X) fiir alle Objekte X, Y und Komposition f ocor g = g oc f.

2. Das kartesische Produkt C x D hat als Objekte Paare (X,Y’) von Objekten X € ObC
und Y € Ob D und als Morphismenmengen die kartesischen Produkte der entsprechenden
Morphismenmengen in C und D, die komponentenweise verkniipft werden:

Homeywp((U, V), (X,Y)) = Home(U, X) x Homp(V,Y)
(flag/) OcxD <f7g> = (f/ oc f ) gl °p g)

3. Eine Unterkategorie von C ist eine Kategorie Y mit ObY/ C ObC, mit Homy (X,Y) C
Home(X,Y) fiir alle X, Y € ObU und der Verkniipfungen von Morphismen aus C. Die
Unterkategorie U heifit voll, wenn Homy(X,Y) = Home(X,Y) fiir alle X, Y € ObU/.

4. Sei C eine Kategorie mit Aquivalenzrelationen ~xy auf jeder Morphismenmenge
Home (X, Y), die kompatibel mit der Verkettung von Morphismen sind:

frxy ffundg~yz g = gof~xzdof,

Dann erhélt man die Quotientenkategorie C. mit ObC. = ObC und Aquivalenzklassen
von Morphismen in C als Morphismen: Home_(X,Y) = Home(X,Y)/~xy (Aufgabe 3.

Beispiel 5.1.5:

1. Die Kategorie Vectg" der endlich-dimensionalen Vektorrdume iiber K ist eine volle Un-
terkategorie der Kategorie Vecty.

2. Die Kategorie Ab der abelschen Gruppen ist eine volle Unterkategorie der Kategorie Grp.
3. Die Kategorie Field der Korper ist eine volle Unterkategorie der Kategorie Ring.

4. Die Homotopiekategorie hTop topologischer Réume ist eine Quotientenkategorie der Ka-
tegorie Top. Die Aquivalenzrelation ~y y auf der Menge Homr,, (X, Y) ist gegeben durch

f~xyg < f,g homotop.

Die Objekte von hTop sind also topologische Radume und die Morphismenmengen
Homypop (X, Y) die Menge der Homotopieklassen stetiger Abbildungen f : X — Y. Die
Isomorphismen in hTop sind genau die Homotopiedquivalenzen (siche Aufgabe [88)).
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Aus den Beispielen wird deutlich, dass es sich bei Kategorien um eine sehr flexible und all-
gemeine Struktur handelt, die in verschiedenen Gebieten der Mathematik auftritt. Die Frage
ist nun, wie man Beziehungen zwischen verschiedenen Kategorien charakterisiert. Anhand der
Definition der Kategorie ist es naheliegend, dass die entsprechende mathematische Struktur,
nicht nur die Objekte in den zwei Kategorien in Verbindung bringen muss, sondern auch ihre
Morphismen, und zwar auf eine Art und Weise die kompatibel ist mit deren Quellen- und Zie-
lobjekten, den Identitdtsmorphismen und der Verkettung von Morphismen. Dies fiihrt auf die
Definition des Funktors.

Definition 5.1.6: Seien C, D Kategorien. Ein Funktor F': C — D besteht aus:

e ciner Vorschrift, die jedem Objekt X € ObC ein Objekt F'(X) € ObD zuordnet,
e fiir je zwei Objekte X, Y in C einer Abbildung

F : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)), [+ F(f),

die kompatibel mit der Komposition und den Identitdtsmorphismen sind:

F(fog)=F(f)oF(9)  Vfe€Home(X,Y) g€ Home(W, X)
F(lx)le(X) VX € ObC.

Ein Funktor F': C — C wird oft als Endofunktor bezeichnet. Ein kontravarianter Funktor
F :C = D ist ein Funktor F : C? — D.

Die Verkettung zweier Funktoren /' : C — D und G : B — C ist der Funktor FG : B — D
mit X — FG(X) fir alle Objekte X € Ob B und den Abbildungen

FG=F oG :Homg(X,Y) — Homp(FG(X), FG(Y)), fw— F(G(f)).

Beispiel 5.1.7:

1. Fiir jede Kategorie C ist der Identitatsfunktor ide : C — C, der jedes Objekt und jeden
Morphismus auf sich selbst abbildet, ein Endofunktor.

2. Vergissfunktoren: Der Funktor R-Mod — Ab, der einem R-Modul M die zugrundelie-
gende abelsche Gruppe M zuordnet und jeder R-linearen Abbildung die entsprechende
Abbildung heifit Vergissfunktor.

Analog erhédlt man Vergissfunktoren Grp — Set, Ring — Set, K-Alg — Set, Top —
Set und R-Mod — Set, die einer Gruppe, einem Ring, einer Algebra, einem topologischen
Raum und einem R-Modul die zugrundeliegende Menge zuordnen und jedem Morphismus
auf die zugehorige Abbildung.

3. Freie Erzeugung von Moduln:
Jeder Ring R definiert einen Funktor F' : Set — R-Mod, der einer Menge A den von A
erzeugten freien R-Modul (A) g zuordnet und einer Abbildung f : A — B den zugehdorigen
R-Modulhomomorphismus (f)g : (A)r — (B)r aus Bemerkung [2.4.9]

4. Dualraum:
Der Funktor # : Vect(K) — Vect(K), der jedem K-Vektorraum V' seinen Dualraum V*
und jeder K-linearen Abbildung f : V — W die dazu duale Abbildung f* : W* — V*,
f*(a) = ao f fiir alle & € W* zuordnet.
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5. Gruppendarstellungen: Sei G eine Gruppe und BG die Kategorie mit einem Objekt
und Elementen g € G als Morphismen. Dann entsprechen

e Funktoren F : BG — Set Gruppenwirkung von G auf Mengen
e Funktoren F': BG — Vectg Darstellungen von G iiber K
e Funktoren F': BG — BH Gruppenhomomorphismen von G nach H

6. Die Hom-Funktoren: Ist C eine Kategorie, so erhélt man fiir jedes Objekt X € ObC
einen Funktor Hom(X, —) : C — Set, der einem Objekt Y in C die Menge Hom¢(X,Y)
zuordnet und einem Morphismus f : Y — Z in C die Abbildung

Hom(X, f) : Home(X,Y) - Home(X, Z), g+ fogy.

Ebenso erhilt man einen Funktor Hom(—, X)) : C — Set, der einem Objekt W in C die
Menge Home (W, X') zuordnet und einem Morphismus f : V' — W in C die Abbildung

Hom(f, X) : Hom¢(W, X) — Home(V, X), g~ go f.

7. Tensorprodukte: Der Funktor ® : R°’-Mod x R-Mod — Ab ordnet einem Paar (M, N)
aus einem R°’-Modul M und einem R-Modul N das Tensorprodukt M ®z N zu und
einem Paar (f,g) von Modulhomomorphismen f : M — M’ und g : N — N’ den
Gruppenhomomorphismus f ® g : M @g N — M’ @ N’ aus Satz [2.5.6]

Fixiert man eines der beiden Argumente, so erhélt man Funktoren M®pr— : R-Mod — Ab
und —®gzN : R’-Mod — Ab fiir jeden R-Rechtsmodul M und R-Linksmodul N.

Ist R kommutativ, so definiert dies einen Funktor ®g : R-Modx R-Mod — R-Mod sowie
Funktoren M®gr— : R-Mod — R-Mod und —®zN : R-Mod — R-Mod.

8. Pullback:
Ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S definiert einen Funktor F' : S-Mod — R-Mod,
der einem S-Modul (M,>) den R-Modul (M,>,) mit r >y m = ¢(r) > m zuord-
net und einem S-Modulhomomorphismus ¢ : (M,>) — (M',>'), m — ¥(m) den R-
Modulhomomorphismus ¢ : (M, >4) — (M',1>3), m = 1 (m).

9. Induktion von Darstellungen:
Ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S definiert einen Funktor F' : R-Mod— S-Mod, der
einem R-Modul (M, >) den S-Modul S®zM aus Beispiel zuordnet, wobei das Ten-
sorprodukt beziiglich der R-Rechtsmodulstruktur s <tr = s¢(r) auf S gebildet wird und
die S-Modulstruktur auf S®zrM gegeben ist durch s> (s'®@m) = (ss')@m. Er bildet einen
R-Modulhomomorphismus f : (M,>) — (M',>') ab auf den S-Modulhomomorphismus
F(f) = (ids®f) : SQrM — SQpM’, s@m +— s f(m).

Ist ¢ = ¢ : K[H] — K[G], 6, — 0, fiir eine Untergruppe H C G so spricht man von
induzierten Darstellungen (vgl. Beispiel [2.5.9).

Interessante Beziehungen zwischen verschiedenen Gebieten der Mathematik nehmen héufig die
Form von Funktoren an. Beispiele solcher Funktoren finden sich beispielsweise in der algebrai-
schen Topologie, wo sie die Kategorie Top der topologischen Raume, die Kategorie Top™ der
punktierten topologischen Rdume und deren Homotopiekategorien hTop, hTop* mit Kategori-
en aus dem Bereich der Algebra in Verbindung bringen wie der Kategorie der Gruppen, der
abelschen Gruppen oder der Moduln iiber einem Ring. Wichtige Beispiele sind die Homotopie-
gruppen 7, : Top* — Grp und 7, : hTop* — Grp.
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Da wir mit dem Begriff des Funktors Beziehungen zwischen verschiedenen Kategorien herstel-
len konnen, stellt sich insbesondere die Frage, wann wir zwei Kategorien als im wesentlichen
gleich, dquivalent oder isomorph betrachten wollen. Eine mégliche Definition ergibt sich, indem
man den Begriff der Isomorphie von Abbildungen auf Funktoren verallgemeinert, also einen
Isomorphismus als einen Funktor F' : C — D definiert, zu dem es einen inversen Funktor
G : D — C gibt mit FG = idp und GF = id¢. Diese Definition ist jedoch zu naiv und liefert
wenig interessante Beispiele. Um ein sinnvolles Konzept zu liefern, muss diese Forderung auf-
gelockert werden. Der tiefere Grund dafiir ist, dass es eine weitere Ebene von Struktur gibt, die
verschiedene Funktoren in Beziehung bringt, ndmlich die natirlichen Transformationen.

Definition 5.1.8: Seien F,G : C — D Funktoren. Eine natiirliche Transformation 7 :
F — @ ist eine Zuordnung eines Morphismus 7o : F(C') — G(C) zu jedem Objekt C in C, so
dass fiir jeden Morphismus f : C' — C’ das folgende Diagramm kommutiert

F(C)—L~aG(0)
lF(f) LG(f)
F(C) 2 q(e).
Die Morphismen ne : F(C) — G(C) heiflen Komponentenmorphismen der natiirlichen

Transformation 7. Sind alle Komponentenmorphismen ¢ : F(C') — G(C') Isomorphismen, so
nennt man 7 : ' — G einen natiirlichen Isomorphismus und schreibt F' ~ G.

Bemerkung 5.1.9:

1. Fiir jede kleine Kategorie C und jede Kategorie D bilden die Funktoren F' : C — D
und natiirlichen Transformationen zwischen solchen Funktoren eine Kategorie, die als
Funktorkategorie und mit Fun(C, D) bezeichnet wird (siche Aufgabe [8F)).

2. Natiirliche Transformationen konnen mit Funktoren verkettet werden.

Ist n : I — G eine natiirliche Transformation zwischen Funktoren F,G : C — D, so
erhélt man fiir beliebige Funktoren H : D — &, K : B — C natiirliche Transformationen
Hn: HF — HG und nK : FK — GK mit Komponentenmorphismen

(Hn)e = H(ne) : HF(C) — HG(C) (nK)p = nk(p) : FK(B) — GK(B).

Beispiel 5.1.10:

1. Fiir jeden Funktor F': C — D ist idp : F' — F mit (idp)c = 1¢ : C — C ein natiirlicher
[somorphismus.

2. In der Kategorie C = Vectg existiert zwischen den Funktoren id : Vectx — Vectkx und
xx : Vectg — Vectg eine kanonische natiirliche Transformation can : id — #x. Ihre
Komponentenmorphismen cany : V. — V** v — f, bilden einen Vektor v € V auf das
Element f, € V** = Homg (V*,K) mit f,(a) = a(v) fir alle « € V* ab.

3. Ist G eine Gruppe und g € G ein fest gewéhltes Element, so erhélt man einen Gruppeniso-

morphismus C;, : G — G, h+— g-h-g~" und nach Beispiel , 8. einen Pullbackfunktor
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F, : K[G]-Mod — K[G]-Mod, der eine Darstellung (p, V') auf die Darstellung (p,, V) mit
pg(h) = p(g-h-g ') abbildet und jeden Morphismus von Darstellungen auf sich selbst.

Die K-linearen Isomorphismen 7,y = p(g) : V. — V mit Inversen (1,v)"" = p(¢g™")
definieren dann einen natiirlichen Isomorphismus 7 : idkjgmoa — Fy. Denn sie sind
Homomorphismen von Darstellungen von (p, V') nach (pg, V):

po(h) oy =plg-h-g~") o plg) = p(g) o p(h) = npvyop(h)  VheG,
und fiir jeden Homomorphismus von Darstellungen f : (p, V) — (o, V') gilt

fonyy = foplg)=r(g)of=mnmyelf.

4. Wir betrachten die Kategorie CRing der kommutativen Ringe, die Kategorie Grp der
Gruppen und die folgenden Funktoren

e Der Einheitenfunktor x : CRing — Grp, der einem kommutativen Ring R seine
Einheitengruppe R* zuordnet und einem Ringhomomorphismus f : R — S den
induzierten Gruppenhomomorphismus f* : R* — S*, r — f(r).

e Der Funktor GL, : CRing — Grp, der einem kommutativen Ring R die Grup-
pe GL,(R) der invertierbaren Matrizen mit Eintrdgen in R zuordnet und einem
Ringhomomorphismus f : R — S den zugehodrigen Gruppenhomomorphismus
GL,.(f) : GL,(R) — GL,(S), (rij) — (f(ri;)) der durch Anwendung von f auf
alle Eintrige der Matrizen entsteht.

Die Determinante definiert eine natiirliche Transformation det : GL,, — X mit Kom-
ponentenmorphismen detg : GL,(R) — R*, denn fiir jeden Ringhomomorphismus
f: R — S kommutiert das Diagramm

detpr
—_—

GL,(R) ™2 R~
GLn(f)l fo
detg
GL,(5) %5 5%

Mit Hilfe natiirlicher Transformation kénnen wir nun die naive Bedingung fiir die Isomorphie
zweier Kategorien abschwéchen. Statt zu fordern, dass Funktoren F': C — D und G : D — C
mit F'G = idp und GF = id¢ existieren, fordern wir nur noch, dass Funktoren F' : C — D
und G : D — C existieren, so dass FG : D — D und GF : C — C natiirlich isomorph zu den
Identitatsfunktoren idp und ide sind.

Definition 5.1.11: Ein Funktor F : C — D von einer Kategorie C nach D heifit Aquivalenz
von Kategorien, wenn ein Funktor G : D — C und natiirliche Isomorphismen € : FG — idp,
n :ide — GF existieren. Die Kategorien C und D heifien #quivalent, wenn eine Aquivalenz
von Kategorien F': C — D existiert.

Diese Definition ist konzeptionell und einleuchtend, aber in der Praxis oft schwer zu handhaben,
da sie dazu zwingt, die natiirlichen Isomorphismen explizit zu konstruieren. Schon im Fall von
Abbildungen ist es oft viel einfacher, zu zeigen, dass eine Abbildung surjektiv und injektiv ist,
als ihre Umkehrabbildung zu finden. Wir suchen also nach einem Kriterium, mit dem man
feststellen kann, ob ein Funktor F' : C — D eine Aquivalenz von Kategorien ist, ohne einen
Funktor G : D — C und natiirliche Isomorphismen 7 : id¢ — GF und ¢ : FFG — idp explizit
anzugeben. Dieses Kriterium ist die wesentliche Surjektivitdt und Volltreue des Funktors.
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Definition 5.1.12: Ein Funktor F' : C — D heifit

e treu (volltreu), wenn die Abbildung F' : Hom¢(C,C’") — Homp(F(C), F(C")) injektiv
(bijektiv) ist fiir alle Objekte C,C’" € ObC_,

e wesentlich surjektiv, wenn es zu jedem Objekt D € ObD ein Objekt C' € ObC gibt
mit D = F(C).

Satz 5.1.13: Ein Funktor F : C — D ist eine Aquivalenz von Kategorien genau dann, wenn
er volltreu und wesentlich surjektiv ist.

Beweis:

1. Sei F : C — D eine Aquivalenz von Kategorien. Dann gibt es einen Funktor G : D — C und
natiirliche Isomorphismen € : FG — idp, n : id¢ — GF'. Zu jedem Objekt D in D gibt es damit
einen Isomorphismus €p : FG(D) — D, und F ist wesentlich surjektiv.

Sind f, f' : €' — C’" Morphismen in C mit F(f) = F(f’), so kommutieren die Diagramme

GF(C)LL—cC GF(C)LL—cC (9)
GF(f)L Lf GF(f’)L lf’
GF(C) e C" GF(C) "

und daraus folgt f ) ngt oGF(f)one =ng o GF(f") one ) f’. Damit ist F' treu, und analog
zeigt man, dass auch G treu ist.

Zu einem Morphismus ¢ : F(C) — F(C") ist f = ng' 0o G(g)one : C — C’ ein Morphismus mit
g = F(f), denn aus den kommutierenden Diagrammen (9] folgt

Net © GF(f) one 2 f=mnc'oGlg)one.

Da n¢ und ner Isomorphismen sind, impliziert das GF(f) = G(g), und da G treu ist, F/(f) = g.
Damit ist gezeigt, dass F' volltreu ist.

2. Sei nun F': C — D ein wesentlich surjektiver und volltreuer Funktor. Dann wihlen wir zu
jedem Objekt D in D ein Objekt Cp in C mit F(Cp) = D und einen Isomorphismus €p :
F(Cp) — D. Wir definieren einen Funktor G : D — C, indem wir G(D) := C)p fiir alle Objekte
D € Ob D setzen und einem Morphismus g : D — D’ den wegen der wesentlichen Surjektivitét
und Volltreue von F existierenden und eindeutigen Morphismus G(g) : G(D) — G(D’) mit
F(G(g9)) =€p ogoep: FG(D) — FG(D') zuordnen.

Dann gilt G(1p) = 1¢,, denn der Morphismus 1¢,, erfiillt F(l¢,) = lpc,) = €5 © 1p 0 €p.
Firg: D — D' und h : D' — D" erhilt man

F(G(h)oG(g)) = FG(h) o FG(g) :(—:B},Ohoe[)/oeg}ogoq):eglo(hog)oeD:FG(hog)

Damit gilt G(1p) = lgpy und G(ho g) = G(h) o G(g), und G ist ein Funktor. Die Gleichung
FG(g) = €5 0 goep bedeutet genau, dass die Morphismen €p : FG(D) — D einen natiirlichen
[somorphismus € : FG — idp bilden.
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Um den natiirlichen Isomorphismus 7 : id¢ — GF konstruieren, defnieren wir den Komponen-
tenmorphismus ¢ : C — GF(C) fiir ein Objekt C' € ObC als den wegen der wesentlichen
Surjektivitiat und Volltreue von F' existierenden und eindeutigen Morphismus mit

F(ne) = 6;«“20) : F(C) — FGF(C).

Dann ist das Inverse von 7o der wegen der wesentlichen Surjektivitidt und Volltreue von F
existierenden und eindeutigen Morphismus mit F(nz') = ep(c), denn es gilt

F(ng'one) = F(ng') o F(ne) = erc) © €pey = Lr) = F(le)
F(noong') = F(ne) o F(ng') = €piey © €ro) = lraro) = F(laro)

und mit der Volltreue von F folgt n'one = 1o und neong' = 1gr(c). Wegen der Natiirlichkeit
von € gilt fiir jeden Morphismus g : C' — C’

F(GF(g)onc) = FGF(g)oF(nc) = FGF(g)ocpc) = €pionoF(g9) = Fne) o F(g) = F(ncrog)

und da F' volltreu ist, auch GF(g) o nc = ner o g. Damit ist 7 ein natiirlicher Isomorphismus
und F' : C — D eine Aquivalenz von Kategorien. O

Bemerkung 5.1.14: Der Beweis von Satz [5.1.13] zeigt aulerdem, dass die natiirlichen Iso-
morphismen € : FG — idp, n : id¢ — GF fiir alle Objekte X in C und W in D die Beziehungen

erx) o F(nx) =1pxy  Glew) o naw) = law)

erfiillen. Eine Aquivalenz von Kategorien, bei der fiir die natiirlichen Isomorphismen solche
Beziehungen gelten, bezeichnet man auch als adjungierte Aquivalenz.

Wir werden nun noch einige wichtige Beispiele fiir Aquivalenzen von Kategorien betrachten, die
zeigen, dass dieser Begriff ergiebiger und interessanter ist als die Forderung nach der Existenz
eines inversen Funktors. Es zeigt sich auflerdem, dass dieser Begriff sehr gut zu Klassifikations-
problemen passt.

Beispiel 5.1.15:

1. Die Kategorie Vectﬁ;m der endlich-dimensionalen K-Vektorrdume ist dquivalent zu der
Kategorie C deren Objekte Zahlen n € Ny und deren Morphismen f : n — m Matrizen
Mat(m x n,K) sind, mit der Matrixmultiplikation als Komposition von Morphismen.

Eine Aquivalenz von Kategorien erhilt man, indem fiir jeden Vektorraum eine Basis wihlt.
Ordnet man dann jedem Vektorraum seine Dimension und jeder linearen Abbildung die
beschreibende Matrix beziiglich der gewihlten Basen, so definiert dies einen Funktor,
denn die Verkettung von linearen Abbildung entspricht gerade der Multiplikation der
beschreibenden Matrizen, und die beschreibende Matrix der Identitédtsabbildung beziiglich
jeder fest gewéhlten Basis ist eine Einheitsmatrix.

Dieser Funktor ist wesentlich surjektiv und volltreu, denn jede natiirliche Zahl tritt als
Dimension eines Vektorraums auf und die Wahl zweier Basen definiert eine Bijektion
zwischen den linearen Abbildungen ¢ : V' — W und ihren beschreibenden Matrizen in
Mat(dim(W) x dim(V'), K).
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2. Ein Skelett einer Kategorie C ist eine volle Unterkategorie S von C, so dass jedes Objekt
von C isomorph ist in C zu genau einem Objekt von §. Fiir jedes Skelett S von C ist
der Inklusionsfunktor ¢ : S — C eine Aquivalenz von Kategorien. Denn per Definition ist
jedes Objekt von C isomorph zu genau einem Objekt ¢(S), S € ObS und da S eine volle
Unterkategorie ist, gilt auBerdem per Definition Home(¢(S),¢(S")) = Homg(S, S”).

Offensichtlich ist das erste Beispiel ein Spezialfall dieser Konstruktion. Allgemeiner ist
das Angeben eines Skeletts fiir eine gegebene Kategorie C dquivalent zur Klassifikation
ihrer Objekte bis auf Isomorphie. Man kann zeigen (Aufgabe , dass zwei Kategorien
mit Skeletten dquivalent sind genau dann, wenn ihre Skelette isomorph sind.

3. Die Kategorie der endlichen Mengen hat als Skelett die Kategorie der endlichen Ordi-
nalzahlen mit Objekten 0 = (), 1 = {0}, ...., n = {0,1,...,n — 1} und als Morphismen
f :n — m die Abbildungen f: {0,1,...,n—1} — {0,1,...,m — 1}. Somit ist die Katego-
rie der endlichen Mengen #quivalent zur Kategorie der endlichen Ordinalzahlen, die eine
kleine Kategorie ist.

5.2 Universelle Eigenschaften und adjungierte Funktoren

Nachdem wir uns mit den grundlegenden Begriffen in Kategorien befasst haben, untersuchen
wir nun, wie sich auf universellen Figenschaften beruhende Konstruktionen im Rahmen von
Kategorien realisieren lassen. Die zentrale Idee bei der Verallgemeinerung solcher Konstruktio-
nen auf Kategorien ist es, die universellen Eigenschaften als Bedingungen an die Morphismen zu
interpretieren, genauer gesagt als eine Bijektion zwischen gewissen Morphismenmengen. Kann
man ein Konzept durch eine solche universelle Eigenschaft charakterisieren, ohne dabei auf
Mengen Bezug zu nehmen, so lisst es sich direkt auf Kategorien verallgemeinern.

Wir prézisieren dies am Beispiel der direkten Summe und des direkten Produkts von R-Moduln,
deren universelle Eigenschaften in Satz hergeleitet wurden. Betrachtet man fiir einen
gegebenen Ring R die Kategorie R-Mod der Moduln iiber R, so sind die direkte Summe und
das direkte Produkt einer Familie (M;);c; R-Moduln offensichtlich wieder Objekte in R-Mod,
zusammen mit Familien von Morphismen, respektive die Inklusionsabbildungen ¢; : M; —
@;erM; und die Projektionsabbildungen 7; : IL;c; M; — M;.

Die universelle Eigenschaft der direkten Summe in Satz besagt, dass zu jeder Familie (f;)cr
von R-Modulhomomorphismen f; : M; — N eine eindeutig bestimmter R-lineare Abbildung
[ ®ierM; — N existiert mit for; = f; fiir alle ¢ € I. Die universelle Eigenschaft des Produkts
in Satz besagt, dass zu jeder Familie (g;);c; von R-Modulhomomorphismen g; : L — M,
eine eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung g : L — Il;c; M; existiert mit m; o g = g; fiir alle
1 € I. Diese Forderungen lassen sich direkt auf Kategorien verallgemeinern und liefern dann die
folgende Definition.

Definition 5.2.1: Sei C eine Kategorie und (C});e; eine Familie von Objekten in C.

1. Ein Produkt der Objekte C; ist ein Objekt II;c;C; in C zusammen mit einer Familie
(mi)ier von Morphismen 7; : IL;c;C; — C;, so dass fir jede Familie ( f;);e; von Morphismen
fi : D — C; in C ein eindeutig bestimmter Morphismus f : D — Il;¢;C; existiert, so dass

122



fiir alle ¢ € I das folgende Diagramm kommutiert

D-"Le,c

Dies wird als die universelle Eigenschaft des Produkts bezeichnet.

2. Ein Koprodukt der Objekte C; ist ein Objekt I1;c;C; in C zusammen mit einer Familie
(ti)ier von Morphismen ¢; : C; — IL;¢;C}, so dass zu jeder Familie (g;);e; von Morphismen
gi - C; = D ein eindeutig bestimmter Morphismus ¢ : II;c;C; — D existiert, so dass fiir
alle i« € I das folgende Diagramm kommutiert

D < = ;e C;

RN

Ci

Dies wird als die universelle Eigenschaft des Koprodukts bezeichnet.

Im Allgemeinen miissen in einer Kategorie C Produkte oder Koprodukte nicht fiir alle Familien
von Objekten existieren. Wenn sie aber existieren, so sind sie eindeutig bis auf eindeutige
Isomorphie. Es sind also nicht nur alle Produkte oder Koprodukte isomorph, sondern es gibt
genau einen Isomorphismus zwischen zwei Koprodukten oder zwischen zwei Produkten.

Dass Findeutigkeit bis auf eindeutige Isomorphie eine viel stéarkere Forderung ist als Isomorphie
sieht man am Beispiel der Vektorrdume. Fiir alle n € Ny sind n-dimensionale Vektorrdume iiber
einem Korper K eindeutig bis auf Isomorphie: zwischen zwei einelementigen K-Vektorrdumen
gibt es immer mindestens einen Vektorraumisomorphismus. Nulldimensionale Vektorraume sind
dagegen eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie, d. h. zwischen zwei 0-dimensionalen Vek-
torrdumen iiber K gibt es genau einen Vektorraumisomorphismus. Deswegen spricht man von
einem n-dimensionalen Vektorraum aber von dem Nullvektorraum.

Die Eindeutigkeit bis auf eindeutige Isomorphie gilt auch fiir alle anderen Strukturen in Kate-
gorien, die iiber universelle Eigenschaften definiert werden. Auch der Beweis dieser Eindeutig-
keitsaussagen hat immer die gleiche Struktur und verlduft immer wie im folgenden Satz.

Satz 5.2.2: Sei C eine Kategorie. Dann sind Produkte und Koprodukte in C eindeutig bis
auf eindeutige Isomorphie:

1. Sind (ILie;C;, (7;)ier) und (I, Cy, (77)icr) Produkte einer Familie von Objekten (C})ier
so gibt es genau einen Morphismus 7’ : II}_;C; — ILic;C; mit m; o 7' = ;] fiir alle ¢ € I,
und dieser ist ein Isomorphismus.

2. Sind (e Cy, (44)ier) und (I Gy, (4)ier) Koprodukte einer Familie von Objekten (C;)ier
so gibt es genau einen Morphismus ¢ : I;¢;C; — I ;C; mit ¢/ o¢; = ¢ fiir alle ¢ € I, und
dieser ist ein Isomorphismus.

Beweis:
Wir beweisen die Aussage fiir Produkte. Der Beweis fiir Koprodukte ist analog. Sind
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(ILierCi, (73)icr) und (I, Cy, (7))icr) zwei Produkte einer Familie von Objekten (C;)icr, so
gibt es nach der universellen Eigenschaft des Produkts (Il;c;C;, (7;)icr) genau einen Morphis-
mus 7' : I} ;C; — I;c;C; mit m; o 7 = 7} und nach der universellen Eigenschaft des Produkts

(IL,c;C;, (7})icr) genau einen Morphismus 7 : IL;e;C; — I, C; mit 7 o m = 7, fiir alle i € 1

O O e, C; -2~ 11 _,C
ierCi — — > ier Gy ielCy — = > 1Ly
. /

NG N

Dann gilt fiir die Morphismen 7o 7’ : I} ,C; — II;_;C; und 7’ o 7 @ [Lic;C; — ;e C;

/ A A ) / o o .
momom =mom =m =molw_c, momom=mon=m =m0 ly_c, Vi e I
I e, 1
ic1%i MierCy
I cmnf C 1 cm C
ierYi ety — = LU el — = L U — = e r Uy

LA S

i i

Mit der universellen Eigenschaft der Produkte (IL;c;C;, (m;)ier), (ILic;Ci, (m))ier) folgt daraus

;o / _ iy I ; =1
mom =1l _c und 7' o = Iy, ¢;, und damit ist 7’ ein Isomorphismus mit 7' = . O

Wichtige Spezialfille von Produkten und Koprodukten ergeben sich, wenn man leere Indexmen-
gen, also leere Familien von Objekten betrachtet. Existiert das leere Produkt in einer Kategorie
C, so besteht es aus einem Objekt C' = II;c¢X; und fiir jedes Objekt D in C genau einem Mor-
phismus fp : D — C. Denn die Familien (m;);er, (fi)ier aus Definition sind leer. Die
Bedingung an den Morphismus f : D — II;c;C; reduziert sich dann auf die Existenz genau
eines Morphismus fp : D — C.

Existiert das leere Koprodukt in einer Kategorie C, so besteht es aus einem Objekt C' = I1;4C;
und fiir jedes Objekt D in C genau einem Morphismus gp : C'— D. Denn die Familien (¢;);er,
(9i)ier aus Definition sind leer. Die Bedingung an den Morphismus ¢ : II;c;C; — D

reduziert sich dann auf die Existenz genau eines Morphismus gp : C — D.

Definition 5.2.3: Ein Objekt C in einer Kategorie C heifit:
1. final oder terminal, wenn es zu jedem Objekt D in C genau einen Morphismus
fD D —C glbt,

2. kofinal oder initial, wenn es zu jedem Objekt D in C genau einen Morphismus
gp : C — D gibt,

3. Nullobjekt, wenn es initial und terminal ist.

Aus der Eindeutigkeit von Produkten und Koprodukten bis auf eindeutige Isomorphie in Satz
ergibt sich direkt, dass terminale, initiale und Nullobjekte, wenn sie existieren, eindeutig
bis auf eindeutige Isomorphie sind: Sind C' und C” zwei initiale, terminale oder Nullobjekte
Objekte in C, so gibt es genau einen Morphismus f : C'— C’; und er ist ein Isomorphismus.
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Beispiel 5.2.4:

1. Die direkte Summe von Moduln ist ein kategorielles Koprodukt und das direkte Produkt
von Moduln ein kategorielles Produkt in der Kategorie R-Mod, und der Nullmodul ist ein
Nullobjekt in R-Mod. In R-Mod existieren Produkte und Koprodukte fiir alle Familien
von Objekten.

2. Das kartesische Produkt von Mengen ist ein Produkt und die disjunkte Vereinigung von
Mengen ist ein Koprodukt in der Kategorie Set. Die leere Menge ist ein initiales und jede
einelementige Menge ein terminales Objekt in Set. In der Kategorie Set existieren also
Produkte und Koprodukte fiir beliebge Familien von Objekten.

3. Das Produkt und die Summe topologischer Raume sind ein Produkt und ein Koprodukt
in der Kategorie Top. Der leere topologische Raum ist ein initiales und der Einpunktraum
ein terminales Objekt in Top.

4. Das kartesische Produkt X;c;G; einer Familie (G;);c; von Gruppen ist das kartesische
Produkt der Mengen G; mit der Gruppenmultiplikation (g;)ies -+ (hi)icr = (gi * hi)ier-
Es ist ein Produkt in der Kategorie Grp, denn die Projektionen my : (g;)ie; — gx sind
Gruppenhomomorphismen, und zu jeder Familie (f;);c; von Gruppenhomomorphismen
fi + H — G; gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus f : H — X;c;G;, der die
Bedingung 7 o f(h) = fx(h) erfillt, ndmlich f : h — (f;(h));er. Die triviale Gruppe ist
ein Nullobjekt in Grp.

5. Analog definiert man fiir eine Familie (R;);c; von Ringen das kartesische Produkt als
das kartesische Produkt der Mengen R; mit der Ringstruktur

(ri)ier + (8i)ier = (1i + Si)ier (13)ier - (8i)icr = (75 - Si)ic1-

Dies definiert ein Produkt in der Kategorie Ring. Der Nullring ist ein terminales Objekt
in Ring, und der Ring Z ein initiales Objekt in Ring.

Auf eine dhnliche Weise wie Produkte und Koprodukte kénnen wir alle durch universelle Fi-
genchaften definierten Konzepte in entsprechende Konzepte fiir Kategorien iibersetzen. Es gibt
aber noch eine elegantere und konzeptionellere Weise, universelle Eigenschaften in Kategorien
zu erfassen. Diese erhélt man, wenn man die Morphismen noch stiarker in den Vordergrund
stellt, also Morphismen zwischen den durch universellen Eigenschaften definierten Objekten
betrachtet, und die entsprechenden Konstruktionen als Funktoren interpretiert. Wir illustrieren
dies am Beispiel des Produkts.

Beispiel 5.2.5:  Sei C eine Kategorie, in der Produkte fiir alle durch eine gegebene Indexmenge
I indizierten Familien (C;);c; von Objekten existieren.

e Wir betrachten die Kategorie Cy, deren Objekte und Morphismen durch [ indizierte Familien
von Objekten (C;);c; und Morphismen ( f;);c; in C sind, die komponentenweise verkettet werden.

e Das Produkt definiert einen Funktor II; : C; — C, der einer Familie (C;);e; von Objekten ihr
Produkt I;c;C; und einer Familie ( f;);e; von Morphismen f; : C; — C! den durch die universelle
Eigenschaft des Produkts eindeutig bestimmten Morphismus I1;(( f;)ics) : Iie;Cs — i, Cl mit
7. o ((fi)ier) = fi om; fiir alle ¢ € I zuordnet.
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e Ebenso erhalten wir einen Diagonalenfunktor A : C — C;, der einem Objekt C' in C die
Familie (C');e;r und einem Morphismus f : C' — C’ die Familie (f);c; zuordnet.

e Die universelle Eigenschaft des Produkts besagt dann, dass man fiir alle Objekte C' € ObC
und (C;)ier € ObCr eine Bijektion erhalt

QSC’(CZ,)Z.GI : Homc(C, Hieloi) — HOII’ICI(A(C), (Cz‘)iel)a h — (71',‘ o h)iel- (10)

e Die Bijektionen ¢¢ (c,),., sind mit der Verkettung von Morphismen in C und C; vertréglich.

Fiir alle Morphismen f : B — C' in C und Morphismenfamilien (g; : C; — D;);er gilt

0B.(C)ics(ho f) = (mioho fier = (mioh)icr o (f)ier = b ci)ic; (h) © A(f) (11)
(Gi)ier © O (Ciyic; (R) = (gi om0 h)ier = (m3 0 1 ((95)icr) © h) = dcy(iyie; Ui ((95)icr) o h).

Ersetzen wir die Kategorie C; in Beispiel durch eine beliebige Kategorie D und den Pro-
duktfunktor II; : C; — C und Diagonalenfunktor A : C — C; durch Funktoren G : D — C
und F' : C — D, so konnen wir den Zusammenhang zwischen Produkt- und Diagonalenfunk-
tor in und die Bedingungen , die die universelle Eigenschaft des Produkts erfassen,
verallgemeinern.

Wir fordern dann die Existenz von Bijektionen ¢¢ p : Home(C,G(D)) — Homp(F(C), D)
mit ¢cr p(h o f) = ¢ep(h) o F(f) und g o ¢pcp(h) = ¢c.p(G(g) o h) fiir alle Morphismen
h:C—GD), f:C"— Cund g : D — D'. Die Beziehung zwischen den Funktoren F' und
G erinnert dabei an adjungierte Abbildungen in unitdren Vektorrdumen, wobei die Ausdriicke
Home( , ) und Homp( , ) die Rolle des Skalarprodukts einnehmen und die Bijektionen ¢¢ p
das Gleichheitszeichen ersetzen. Deswegen spricht man von adjungierten Funktoren.

Definition 5.2.6: Ein Funktor F' : C — D heifit linksadjungiert zu einem Funktor
G : D — C und G rechtsadjungiert zu F', wenn zu allen Objekten C' € ObC und D € ObD
eine Bijektion

¢C,D : HomC(C’, G(D)) — HOIHD(F(O), D)

existiert, so dass fiir alle Morphismen f : C" — C'in C und g : D — D’ in D das Diagramm

Hom(f,G(9)):

Homc(07 G(D)) h—G(g)ohof

lfbc,D

Homp(F(C), D

Home(C', G(D'"))
o

) MDY (F(CT), DY)

h—gohoF(f)

kommutiert. Dies bezeichnet man als die Natiirlichkeit der Bijektionen ¢¢ p. Sie bedeutet

gerade, dass die Bijektionen ¢xy einen natiirlichen Isomorphismus zwischen den Funktoren
Hom(F(—),—) : C? x D — Set und Hom(—, G(—)) : C? x D — Set definieren.

Indem wir Beispiele von adjungierten Funktoren betrachten, erkennen wir, dass dies ein sehr
allgemeines und niitzliches Konzept ist, das viele bekannte Konstruktionen mit universellen
Eigenschaften enthélt und auch unerwartete Zusammenhénge zwischen bekannten Konstruk-
tionen liefert.
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Beispiel 5.2.7:

1. Produkte, Koprodukte und Diagonalfunktoren:

Nach Beispiel ist der Produktfunktor II; : C; — C rechtsadjungiert zum Diagonalen-
funktor A : C — C;. Analog zeigt man (Ubung), dass das Koprodukt in einer Kategorie
C einen Funktor II; : C; — C definiert, der linksadjungiert zum Diagonalenfunktor ist.

2. Vergissfunktoren und freie Erzeugung von Moduln:
Sei R ein Ring. Wir betrachten
e den Vergissfunktor G : R-Mod — Set.

e den Funktor F': Set — R-Mod, der einer Menge A den von A erzeugten freien R-
Modul F(A) = (A) g und einer Abbildung f : A — B den R-Modulhomomorphismus
F(f): (A)r — (B)g mit F(f)ota =tpo f zuordnet.

Dann ist F' linksadjungiert zu G. Denn nach Bemerkung 2. gibt es zu jeder Abbil-
dung f : A — M in einen R-Modul M genau eine R-lineare Abbildung (f)r: (A)rg — M
mit (f)grota = f, also eine Bijektion

(bA,M : Homset(A, G(M)) — HomR,Mod(F(A), M), f — <f>R
Fiir alle Abbildungen f: A’ =+ A, h: A — M und R-linearen Abbildungen g : M — M’
gilt dann per Definition
go(h)ypo F(f)ota =go(h)rotaof=gohof={(gohoflroia,

und mit der universellen Eigenschaft des frei erzeugten Moduls folgt

(goho flr=go(h)roF(f).
Also gilt die Natiirlichkeitsbedingung in Definition [5.2.6] und F' ist linksadjungiert zu G.

3. Vergissfunktoren ohne Links- und Rechtsadjungierte:
Der Vergissfunktor V' : Field — Set hat keinen links- oder rechtsadjungierten Funktor.

Denn gébe es einen zu V' linksadjungierten Funktor F': Set — Field, so géibe es zur leeren
Menge () und zu jedem Korper K Bijektionen

(I)@,K : Homset(@, V(K)) — Hompield(F(@), K)

Da es zu jeder Menge B genau eine Abbildung fp : ) — B gibt, wiirde dies bedeu-
ten, dass F()) ein Korper sein miifite, so dass zu jedem anderen Korper K genau ein
Koérperhomomorphismus g : F(f)) — K existiert. Da Kérperhomomorphismen injektiv
sind, wire F(()) damit Teilkorper jedes Korpers K. Ein solcher Korper existiert nicht, da
dann char(K) = char(F(0)) fiir alle Kérper K gelten miisste.

Hétte F einen rechtsadjungierten Funktor G : Set — Field, so gébe es zu jedem Korper
K eine Bijektion

P, (p) - Hompiaa (K, G({p})) = Homse (V(K), {p})

Da es zu jeder Menge M genau eine Abbildung f : M — {p} gibt, gidbe es dann zu jedem
Korper K einen Kérperhomomorphismus f' : K — G({p}). Damit wire jeder Kérper K
ein Teilkorper des Korpers G({p}) und char(K) = char(G({p})) fiir alle Kérper K, ein
Widerspruch.
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4. Diskrete und indiskrete Topologie:
Wir betrachten
e den Vergissfunktor V' : Top — Set,

e den Funktor D : Set — Top, der einer Menge X den topologischen Raum X mit
der diskreten Topologie zuordnet und einer Abbildung f : X — X' die stetige
Abbildung f : X — X' zwischen den zugehorigen diskreten topologischen Réaumen,

e den Funktor I : Set — Top, der einer Menge X den topologischen Raum X mit
der indiskreten Topologie zuordnet und einer Abbildung f : X — X' die stetige
Abbildung f : X — X’ zwischen den zugehorigen indiskreten topologischen Raumen.

Dann ist D linksadjungiert zu V und [ rechtsadjungiert zu V. Denn die diskrete Topologie
auf X macht jede Abbildung f : X — Y in einen topologischen Raum Y stetig, und die
indiskrete Topologie auf X macht jede Abbildung f : Y — X aus einem topologischen
Raum Y stetig. Damit gilt

Homge (X, V(Y)) = Homr,(D(X),Y) Homrop (Y, (X)) = Homget (V(Y), X).

Da alle beteiligten Funktoren jede Abbildung auf sich selbst abbilden und sie nur als
Morphismus in verschiedenen Kategorien interpretieren, ist die Natiirlichkeitsbedingung
trivialerweise erfiillt.

5. Inklusionsfunktor fiir abelsche Gruppen und Abelisierung:

Den Inklusionsfunktor G : Ab — Grp ist rechtsadjungiert zum Abelisierungsfunktor
F : Grp — Ab, der einer Gruppe G die abelsche Gruppe G/[G, G| und einem Gruppen-
homomorphismus f : G — H den zugehorigen Homomorphismus von abelschen Gruppen

f:G/|G,G] — H/[H, H], g+ [G,G] — f(g) + [H, H] zuordnet (Ubung).

6. Gruppenalgebra und Einheitengruppe:
Wir betrachten:

e den Funktor F': Grp — K-Alg, der einer Gruppe H ihre Gruppenalgebra K[H] und

einem Gruppenhomomorphismus f : H — H’ den induzierten Algebrahomomor-
phismus F(f) : K[H] — K[H'], 6, — &) zuordnet,

e den Funktor G : K-Alg — Grp, der einer Algebra A ihre Einheitengruppe A* und

einem Algebrahomomorphismus f : A — B den induzierten Gruppenhomomorphis-
mus G(f) : A% — B*, a— f(a) zuordnet.

Dann ist F' linksadjungiert zu G. Denn nach der universellen Eigenschaft der Gruppenal-
gebra (Satz gibt es zu jedem Gruppenhomomorphismus f : H — A* genau einen
Algebrahomomorphismus f’ : K[H] — A mit f' oty = ta 0 f, wobei 1y : H — K[H],
h— 6, und 14 : A* — A die Inklusionen bezeichnen. Dies definiert Bijektionen

¢H,A : HomGrp(Ha AX) — HomK—Alg(K[G]v A>7 f — f,

die die Natiirlichkeitsbedingung in Definition erfiillen.

7. Tensorprodukte und Hom-Funktoren:
Sei R ein Ring und M ein R-Rechtsmodul. Wir betrachten:
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e den Funktor Fiy = M ®p— : R-Mod — Ab, der einem R-Linksmodul L die abelsche
Gruppe M ®pz L und einem R-Modulhomomorphismus f : L — L' den Grup-
penhomomorphismus Fi(f) =idy® f : MQrL — M®pg L’ aus Satz zuordnet.

e den Funktor Gj; = Hom(M, —) : Ab — R-Mod, der einer abelschen Gruppe A die
abelsche Gruppe Homy (M, A) mit der durch (r > ¢)(m) = ¢»(m < r) definierten R-
Linksmodulstruktur zuordnet und einem Gruppenhomomorphismus f: A — A’ den
R-Modulhomomorphismus Hom(M, f) : Homg (M, A) — Homg (M, A’), ¢ — f o).

Der Funktor F); ist linksadjungiert zu Gj,. Denn fiir alle abelschen Gruppen A und
R-Linksmoduln L erhélt man eine Bijektion

¢r.a : Hompg(L,Homz (M, A)) — Homz(M ®g L, A),

die einem R-Modulhomomorphismus ¢ : L — Homgz(M, A), | — 1, die Abbildung
W M x L — A, (m,l) — (m) zuordnet. Da ¢ : L — Homg(M, A) R-linear ist,
gilt Yri(m) = (r> ) (m) = ¥i(m < r). Also ist ¢' R-bilinear und induziert nach der
universellen Eigenschaft des Tensorprodukts einen eindeutig bestimmten Gruppenhomo-
morphismus ¢ 4(¢) : M @ L — A mit ¢ 4(¢p) o®@ =

Das Inverse der Bijektion ¢, 4 ordnet einem Gruppenhomomorphismus x : M ®r L — A
den Gruppenhomomorphismus ¢, (x) : L — Homgz (M, A), I — 1 mit ¢ (m) = x(m®1)
zu, der die Bedingung ¢,-;(m) = x(m® (r>1)) = x((m <r) ®1) = ¢ (m < r) erfiillt und
somit ein R-Modulhomomorphismus ist.

Ist f: L' — L eine R-lineare Abbildung und ¢g : A — A’ ein Gruppenhomomorphismus,

so zeigt eine kurze Rechnung, dass das folgende Diagramm kommutiert

Hompg(L, Homy (M, A)) irtiomig)ohe] Hompg(L', Homy (M, A"))

jCDL,A j‘i’L/,A/

Homyz (M ®g L, A) Frrgokelidugar) Homgz(M ®g L', A")

Also ist Fijy=M®p—: R-Mod — Ab linksadjungiert zu G =Hom(M, —) : Ab — R-Mod.

Analog zeigt man, dass der Funktor I}, = —®z M : R°”-Mod — Ab linksadjungiert zum
Funktor Hom(—, M) : Ab — R°-Mod ist fiir jeden R-Linksmodul M.

Ein weiteres sehr wichtiges Beispiel fiir adjungierte Funktoren ergibt sich aus dem Pullback
von Modulstrukturen. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so erhilt nach Beispiel [2.1.3]
9. jeder S-Modul (M,>) die Struktur eines R-Moduls (M, >4) mit r >4 m = ¢(r) > m und
jede S-lineare Abbildung f : (M,>) — (M’,>) ist auch R-linear beziiglich >4 und >7,. Nach
Beispiel [5.1.7], 8. definiert dies einen Funktor S-Mod— R-Mod. Wir zeigen nun, dass dieser
Funktor sowohl einen links- also auch einen rechtsadjungierten Funktor besitzt.

Satz 5.2.8: Seien R, S Ringe, ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus und P : S-Mod — R-Mod
der Pullbackfunktor aus Beispiel |5.1.7, Dann gilt:

1. Der Induktionsfunktor F = S ®p — : R-Mod — S-Mod aus Beispiel [5.1.7, 9. mit

F(M)=S®rM und F(f) =ids®f fir alle R-Moduln M und R-Modulhomomorphismen
f: M — N ist linksadjungiert zu P.
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2. Der Koinduktionsfunktor G=Hom(S, —) : R-Mod — S-Mod mit G(M)=Homg(S, M)
und G(f) : Homg(S, M) — Homg(S,N), g — f o g fir alle R-Moduln M und R-
Modulhomomorphismen f : M — N ist rechtsadjungiert zu P.

Beweis:

1. Wir versehen den Ring S mit der durch ¢ : R — S und durch die Multiplikation in S
definierten (S, R)-Bimodulstruktur: s> s <ir = s-5"-¢(r) fir alle r € R, s, 5" € S, wodurch die
abelsche Gruppe S ® g M die Struktur eines S-Linksmoduls mit s> (s'®@m) = (ss’)@m erhalt.

Nach Beispiel [5.1.7, 9. ordnet F' einem R-Linksmodul M den S-Linksmodul F(M) =S ®pr M
zu und einem R-Modulhomomorphismus f : M — N den S-Modulhomomorphismus idg ®p f.
Um zu zeigen, dass F' linksadjungiert zu P ist betrachten wir die Gruppenhomomorphismen

CDMJ\] : HOHIR(M,P(N)) — HomS(S KRR M, N), f — ¢M,N(f) S®@Mmi— s> f(m)
Uy n : Homg(S ®r M, N) — Hompg(M, P(N)), g VYun(g):m— g(l@m).

Eine direkte Rechnung zeigt, dass diese zueinander invers und somit Isomorphismen von abel-
schen Gruppen sind. Die Natiirlichkeitseigenschaft beweist man durch direktes Nachrechnen:
Zu zeigen ist, dass alle R-Modulhomomorphismen [ : M’ — M, S-Modulhomomorphismen
g : N — N’ und R-Modulhomomorphismen h : M — N die Bedingung

Py ni(gohof)=go®yn(h)o(ids® f)
erfiillen. Der Morphismus auf der linken Seite ist gegeben durch
Oy n(goho fl(s@m')=sg(h(f(m')) VseSm'eM,
und der Morphismus auf der rechten Seite durch

go ®an(h)o (ids ® f)(s @m') = g(s > h(f(m))) = s > g(h(f(m))),

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass g ein S-Modulhomomorphismus ist. Also ist die
Natiirlichkeitsbedingung erfiillt und F ist linksadjungiert zu P.

2. Wir versehen S mit der R-Linksmodulstruktur r > s = ¢(r) - s und die abelsche Gruppe
Hompg(S, M) mit der durch (s > f)(s') := f(s' - s) definierten S-Linksmodulstruktur. Der
Funktor G ordnet einem R-Linksmodul M den S-Linksmodul Hompg(S, M) zu und einem R-
Modulhomomorphismus f : M — N den S-Modulhomomorphismus

G(f) = Hom(S, f) : Homg(S, M) — Homg(S,N), g+ fog.

Die Zuordnung ist vertrédglich mit den Identitdtsmorphismen und der Komposition und definiert
daher einen Funktor G : R-Mod — S-Mod. Um zu zeigen, dass G rechtsadjungiert zu P ist,
betrachten wir die Gruppenhomomorphismen

Hompg(P(N), M) — Homg(N, Hompg(S, M)) Homg(N,Hompg(S,M)) — Hompg(P(N), M)
fr= (= (s f(s>n))) g (n—g(n)(1)).

Wie im ersten Beweisschritt kann man zeigen, dass diese zueinander invers sind und die
natiirliche Eigenschaft besitzen. Also ist G rechtsadjungiert zu P. O
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Ein wichtiger Spezialfall dieses Satzes ergibt sich, wenn man man Darstellungen einer Grup-
pe G und einer Untergruppe H C G iiber einem Korper K betrachtet und die Inklusion
¢ : K[H] — K[G], 6, — 05, als Ringhomomorphismus wihlt. In diesem Fall entspricht der
Pullbackfunktor P der Restriktion von Darstellungen und der Induktionsfunktor liefert die in-
duzierte Darstellung aus Beispiel 2.5.9] Die Aussage, dass der Induktionsfunktor linksadjungiert
zum Pullbackfunktor ist, entspricht gerade der Frobenius-Reziprozitét in Beispiel 2.5.9

Der Koinduktionsfunktor liefert eine alternative Methode, eine Darstellung der Gruppe G aus
einer Darstellung (p, V) von H zu konstruieren. Fiir eine gegebene Darstellung (p, V') von H
erhilt man dann eine Darstellung (p/, V') von G mit

Vi={f:G—= V] [f(hg) =p(h)f(g)Vh € H,g € G} (P (9 )d) = fld'g).

Nachdem wir geniigend Beispiele von adjungierten Funktoren kennengelernt haben,
beschéftigen wir uns nun mit deren Eigenschaften. Eine offensichtliche Frage ist hier die Exi-
stenz und Eindeutigkeit, wobei Beispiel 3. bereits zeigt, dass nicht jeder Funktor links-
oder rechtsadjungierte Funktoren besitzen muss.

Die Frage der Eindeutigkeit ldsst sich aber sowohl fiir links- als auch fiir rechtsadjungierte
Funktoren bejahen. Hierzu biete es sich an, zunichst eine alternative Charakterisierung von
links- und rechtsadjungierten Funktoren durch die Existenz gewisser natiirlicher Transforma-
tionen zum Identitatsfunktor zu entwickeln. Diese macht auch den Zusammenhang und die
Unterschiede zwischen adjungierten Funktoren und Aquivalenzen von Kategorien deutlich. Wir
benotigen dazu die Verkettung von natiirlichen Transformationen mit natiirlichen Transforma-
tionen und mit Funktoren aus Bemerkung [5.1.9,

Satz 5.2.9: Ein Funktor F': C — D ist linksadjungiert zu einem Funktor G : D — C genau
dann, wenn es natiirliche Transformationen € : FG — idp und 7 : id¢ — GF' gibt, so dass

(Ge) o (nG) = idg (eF) o (Fn) = idp.
Ein Paar adjungierter Funktoren definiert genau dann eine Aquivalenz von Kategorien, wenn

¢ : FG — idp und 7 : ide — GF natiirliche Isomorphismen sind.

Beweis:
1. Sei F': C — D linksadjungiert zu G : D — C. Dann gibt es fiir alle Objekte D in D und alle
Objekte C' in C Bijektionen

¢G(D),D : Homc(G(D), G(D)) — HOIHD(FG(D), D)
b (e + Homp(F(C), F(C)) — Home(C,GF(C)).
Wir betrachten ep = ¢¢(p),p(lem)) : FG(D) — D und ne = Qba,lF(C)(lF(C)) :C — GF(C) und

zeigen, dass sie natiirliche Transformationen € : FF'G — idp und 7 : id¢ — GF definieren. Aus
dem kommutierenden Diagramm in Definition erhilt man fiir die Morphismen f : D — D’:

ep o FG(f) =¢con.p(1apn) © FG(f) = ¢am),p(law) o G(f))
=¢a(p),0(G(f) o lap)) = [ ° ¢a),p(lam)) = f o ep.

Dies zeigt, dass die Morphismen €p eine natiirliche Transformation € : FFG — idp definieren.
Ebenso ergibt sich aus dem kommutierenden Diagramm in Definition [5.2.6

er(c) © F(ne) =¢aro).rc)(Lore) © Fég e (1re)) = éerc)(Lare) © bepe) (Lrc)

= ¢C,F(C) © ¢5}F(c)(1F(C)) = 1F(C)v
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und damit gilt (eF') o (Fn) = idp. Der Beweis, dass die Morphismen 7 : C — GF(C) eine
natiirliche Transformation 7 : id¢ — GF' definieren und dass (Ge) o (nG) = idg ist analog.

2. Seien nun F' : C — D und G : D — C Funktoren, fiir die natiirliche Transformationen
¢ : FG — idp und n : id¢ — GF mit (eF) o (Fn) = idr und (Ge) o (nG) = idg existieren. Dann
erhélt man fiir alle Objekte C' € ObC und D € ObD Abbildungen

¢c.p : Home(C,G(D)) - Homp(F(C), D), f~—epoF(f)
Yep : Homp(F(C), D) — Home (X, G(Y)), g+ G(g)onc

Nun gilt fiir alle Morphismen f: C — G(D) und g : F(C) — D

l/}C,D © ¢C,D(f) = G(ED) © GF(f) oTNc = G(ED) © Na(p) © f=1rf
¢c.p °vop(g) =€p o FG(g) o F(ne) = goerc) o F(ne) =g,

wobei die Natiirlichkeit von € und 7 und die Identitdten aus Satz benutzt wurden. Dies
zeigt, dass die Abbildung ¢¢ p : Home (X, G(Y)) — Homp(F(X),Y) bijektiv ist.

Zu zeigen ist noch die Natiirlichkkeitseigenschaft aus Definition Seien dazu f : C" — C,
h : C'— G(D) Morphismen in C und g : D — D’ ein Morphismus in D. Einsetzen der Definition
von ¢xy und Ausnutzen der Natiirlichkeit von e ergibt dann

¢cr.p/(G(g) o ho f) = epr o FG(g) o F(h) o F(f) = goepo F(h) o F(f) = go dcn(h) o F(f).

3.5ind F: C = D und G : D — C ein Paar adjungierter Funktoren, so dass die natiirlichen
Transformationen ¢ : F'G — idp und n : ide¢ — GF' Isomorphismen sind, so sind nach
Definition F und G Aquivalenzen von Kategorien. Bilden umgekehrt F' : C — D und
G : D — C eine Aquivalenz von Kategorien, so folgt aus dem Beweis von Satz (siehe
Bemerkung, dass diese auch zueinander adjungiert sind mit natiirlichen Isomorphismen
€e: FG —idp und n:ide — GF. O

Satz 5.2.10: Adjungierte Funktoren sind eindeutig bis auf natiirliche Isomorphie:

1. Sind F, F’ : C — D linksadjungiert zu G : D — C, so gibt es einen natiirlichen Isomor-
phismus « : F' — F'.

2. Sind G, G : D — C rechtsadjungiert zu F' : C — D, so gibt es einen natiirlichen Isomor-
phismus k : G — G.

Beweis:
Wir beweisen die erste Aussage. Der Beweis der zweiten Aussage ist analog (Ubung).

Sei F' : C — D linksadjungiert zu G mit natiirlichen Transformationen € : FG — idp und
n : ide — GF, die die Bedingungen (Ge) o (nG) = idg und (eF) o (Fn) = idp aus Satz
erfiilllen. Sei F’ : C — D ebenfalls linksadjungiert zu G mit entsprechenden natiirlichen
Transformationen € : F'G — idp und 7’ : ide — GF".

Wir betrachten dazu die natiirliche Transformationen k = (eF’) o (Fn/) : F — F' und
k' = (€F)o(F'n) : F' — F mit Komponentenmorphismen k¢ = epr(cyo F(nz) : F(C) — F'(C)
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und kg = €poy 0 F'(ne) « F'(C) — F(C) (vgl. Bemerkung 5.1.9) und zeigen, dass sie natiirliche
Isomorphismen sind. Die Morphismen k¢ und k, sind zueinander invers, da

nat k/

Ko o Kg = emoy o F(ng) o kg = ere) © Kgpney © F'(06)

def k' nat €’

= em(0) © €pgr(c) © F (Marc)) o F'(e) "= €poy o F'Gerc)) o F'(narc)) o F'(ne)
= €prcy © F'(Gler o)) o nar(cy) © F'(ng) = €pey © F'(ne) = Levey,

wobei in den letzten beiden Schritten die Identitidten (Ge)o(nG) = idg und (€'F")o(F'n) = idp
angewendet wurden. Eine analoge Rechnung, bei der F mit F’ und x mit k' vertauscht wird,
liefert ko ko = 1p(c). Damit gilt k' = k7 und « und &’ sind natiirliche Isomorphismen. O

5.3 Darstellbare Funktoren und das Yoneda-Lemma

Zum Abschluss des Kapitels Kategorien befassen wir uns noch etwas genauer mit den Hom-
Funktoren. Fiir jedes Objekt C' € ObC erhalten wir zwei Funktoren Hom(C, —) : C — Set und
Hom(—,C) : C®? — Set, die einem Objekt D in C die Morphismenmengen Hom¢(C, D) und
Home¢ (D, C') zuordnen und einem Morphismus f : D — D’ die Abbildungen

Hom(C, f) : Hom¢(C, D) — Home(C, D'), Hom(f,C) : Hom¢(D', C') — Home (D, C),
grrfog grrgof

Neben den Identitédtsfunktoren und konstanten Funktoren sind dies die einzigen Funktoren, die
fiir alle Kategorien definiert sind und sich intrinsisch aus der Definition einer Kategorie ergeben.
Sie haben damit eine Sondstellung und spielen in vielen Anwendungen und Konstruktionen eine
besonders wichtige Rolle, insbesondere im Zusammenhang mit adjungierten Funktoren.

Dabei stellt sich die Frage, welche Funktoren F' : C — Set oder F : C? — Set sich durch
die Hom-Funktoren beschreiben lassen, also natiirlich isomorph zu Funktoren Hom(C, —) oder
Hom(—,C) fiir ein Objekt C' € ObC sind. Offensichtliche Kandidaten sind dabei die Ver-
gissfunktoren V' : C — Set in konkreten Kategorien.

Definition 5.3.1: Sei C eine Kategorie.

1. Ein Funktor F' : C — Set heifit darstellbar, wenn es ein Objekt C' € ObC und einen
natiirlichen Isomorphismus 7 : Hom(C, —) — F gibt. Das Objekt C heifit dann darstel-
lendes Objekt von F.

2. Ein Funktor F' : C? — Set heiffit darstellbar, wenn es ein Objekt C' € ObC und
einen natiirlichen Isomorphismus 7 : Hom(—,C) — F gibt. Das Objekt C' heifit dann
darstellendes Objekt von F'.

Beispiel 5.3.2:

1. Der Identitatsfunktor idge : Set — Set ist darstellbar mit der einelementigen Menge {m}
als darstellendem Objekt.
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Denn Abbildungen ¢ : {m} — X stehen in Bijektion mit Elementen 2z € X. Die Ab-
bildungen 7y : Homge({m},X) — X, f — f(m) definieren einen natiirlichen Iso-
morphismus 7 : Hom({m},—) — idgse, denn fiir alle Abbildungen g : X — X' gilt

gonx(f) = g(f(m)) = nx:(g o f) = nx-(Hom({m}, g)(f)) = nx: o Hom({m}, g)(f) und

damit kommutiert das Diagramm

Homge ({m}, X) X240

Hom({m},f):ngogl g
Homget({m}, X') — X'

nxs:frf(m)
. Der Vergissfunktor V' : Top — Set ist darstellbar mit dem Einpunktraum {m} als
darstellendem Objekt.

Denn stetige Abbildungen g : {m} — X stehen in Bijektion mit Punkten x € X. Die
Abbildungen nx : Homr,,({m},X) — X, f — f(m) definieren in diesem Fall einen
natiirlichen Isomorphismus 7 : Hom({m},—) — V.

. Der Vergissfunktor V' : R-Mod — Set ist darstellbar mit dem Ring R als Linksmodul
iiber sich selbst als darstellendem Objekt.

Denn R-lineare Abbildungen f : R — M sind wegen f(r) = f(r>1) = r > f(1) durch
das Element f(1) € M eindeutig bestimmt. Die Abbildungen 1, : Homg(R, M) — M,
f+ f(1) definieren einen natiirlichen Isomorphismus 7 : Hompg yjoq (R, —) — V/, denn fiir
alle R-linearen Abbildungen g : M — M’ gilt

nar o Hom(R, f)(g) = nu(f o g) = f(g(1)) = f(nm(g)) = fonu(g)

und damit kommutiert das Diagramm

nar:f=f(1)

Homp yoa (R, M) ——""" M
Hom(R,f):ngOgj !

n___ o !

HOmR—MOd(R’ M ) njulif’_)f(l)M .

. Der Vergissfunktor V' : Grp — Set ist darstellbar mit darstellendem Objekt Z.

Denn jeder Gruppenhomomorphismus f : Z — G ist eindeutig bestimmt durch f(1)
und damit stehen Gruppenhomomorphismen f : Z — G in Bijektion mit Elementen von
G. Die Abbildungen n¢ : Home,,(Z,G) — G, f — f(1) definieren einen natiirlichen
Isomorphismus 7 : Hom(Z, —) — V.

. Analog zeigt man, dass der V' : URing — Set darstellbar ist mit dem Polynomring Z[z]
als darstellendem Objekt.

Aus der Definition eines darstellbaren Funktors F': C — Set ergibt sich sofort die Frage nach
der Eindeutigkeit des darstellenden Objekts C' und des zugehorigen natiirlichen Isomorphismus
n : Hom(C,—) — F. Wir werden schen, dass sich erstere aus letzterem ergibt und befassen
uns daher zuerst mit der Eindeutigkeit des natiirlichen Isomorphismus 7 : Hom(C, —) — F fiir
ein festes darstellendes Objekt C. Dazu betrachten wir das kommutierende Diagramm fiir die
Natiirlichkeit von 7 fiir ein besonders einfaches Objekt, ndmlich das darstellende Objekt C' und
den Identitdtsmorphismus auf C'.
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Lemma 5.3.3: (Yoneda-Lemma)

Sei F' : C — Set ein Funktor und C' ein Objekt in C. Dann bilden die natiirlichen Trans-
formationen 7 : Hom(C, =) — F eine Menge Mcr = Hompun(c,ser)(Hom(C, —), F) und die
Yoneda-Abbildung Y : M¢ r — F(C), n+— nc(le) ist eine Bijektion.

Beweis:
1. Injektivitit der Yoneda-Abbildung: Eine natiirliche Transformation n : Hom(C, —) — F'
definiert fiir jedes Objekt C” in C eine Abbildung e : Home(C, C") — F(C"), so dass fiir jeden
Morphismus f : C" — C” das folgende Diagramm kommutiert

Home(C, C") 2~ F(C")

g—fog EF(f)

Home (C, C") X~ F(C").
Setzt man C'= C" und g = 1¢ € Home(C, C), so erhilt man

ne(f) = F(f)onc(le)  Yf € Home(C,C").

Dies zeigt, dass die Abbildung ne : Home(C,C') — F(C’) durch F und nc(1le) eindeutig
bestimmt ist. Somit ist die Yoneda-Abbildung Y : Mg p — F(C) injektiv.

2. Surjektivitidt der Yoneda-Abbildung: Um zu zeigen, dass die Yoneda-Abbildung sur-
jektiv ist, konstruieren wir zu jedem Element ¢ € F(C) eine natiirliche Transformation
7 : Hom(C, —) — F mit 7¢(1¢) = ¢. Dazu betrachten wir fiir gegebenes ¢ € F(C') die Abbildung

7o+ Home(C,C") — F(C"),  hws F(h)(c)

Offensichtlich gilt dann 7¢(1¢) = F(l¢)(c) = 1pc)(c) = idpe)(c) = c. Dass die Morphismen
7o » Home(C, C") — F(C") eine natiirliche Transformation definieren ist dann dquivalent zur
Kommutativitdt des Diagramms

Home(C, ¢y "M pion
h»—)fohl LF(f)
Home(C', €*) o h F(R)(c) F(CT)

fiir alle Morphismen f : C" — C”. Diese ergibt sich durch direktes Nachrechnen:
F(f)(F(h)(c) = (F(f) e F(h))(c) = F(f o h)(c).

Die Morphismen 7¢ : Hom¢(C D) F(D) definieren also eine natiirliche Transformation
7: Hom(C, —) — F mit 7¢(1¢) = C, und die Yoneda-Abbildung ist surjektiv. O

Aus dem Yoneda-Lemma ergibt sich nun auch direkt die Eindeutigkeit der darstellenden Ob-
jekten bis auf Isomorphie.

Korollar 5.3.4: In jeder Kategorie C gilt:

1. Die Funktoren Hom(C, —), Hom(C’, —) : C — Set fiir zwei Objekte C,C" in C sind genau
dann natiirlich isomorph, wenn die Objekte C' und C” isomorph sind.
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2. Ist ein Funktor F': C — Set darstellbar, so ist das darstellende Objekt eindeutig bis auf
[somorphie.

3. Analoge Aussagen gelten fiir die Funktoren Hom(—,C) : C®? — Set und fiir Funktoren
F :C? — Set.

Beweis:
1. Existiert ein Isomorphismus € : €' — (', so definiert man fiir jedes Objekt D in C die
Bijektionen

np : Home(C, D) — Home(C', D), g+ goe ' np' : Home(C', D) — Home(C, D), g — goe,

einen natiirlichen Isomorphismus 7 : Hom(C,—) — Hom(C’,—). Denn fiir alle Morphismen
f: D — D' kommutiert das folgende Diagramm

s goe—1
Home(C, D) "2 Home(C', D)

Hom(C,f):lg»—)fog Hom(C’,f):Lgr—)fog
’: oe~ 1
Home(C, D') kit & Home(C', D).

~

Existiert umgekehrt ein natiirlicher Isomorphismus 7 : Hom(C, —) — Hom(C’, —), so erhilt
man einen Morphismus f = /(1) : C — €’ mit Inversem f~' = nc(1¢) : ¢’ — C. Denn
wegen der Natiirlichkeit von 1 kommutieren die Diagramme

—1

Home (C, C') —<~ Hom¢ (C", C) HomC(C”,C’)LHomC(C’, ")
Hom(af):lngog Hom(CCf):lngog anc(lc)ogl LanC(IC)Og
Home (C, €") —— Home(C7, C7). Hom¢(C", C') —= Home (C, C).
e}

Wertet man das linke Diagramm auf dem Element 1o € Home(C, C') aus und das rechte auf
ler € Home(C7, C"), so erhélt man

fonc(le) =ne(fole)=nc(f) =1l
ne(le) o f=nc(le) ong' (o) = nc'(ne(le) o 1e) = ng' (ne(le)) = 1o

Also ist f : C — C' ein Isomorphismus mit Inversem f~' =nc(1¢) : C" — C.

2. Sind C, C" zwei darstellende Objekte von F': C — Set, so gibt es natiirliche Isomorphismen
n: Hom(C, —) — F und n' : Hom(C’, —) — F’. Diese definieren einen natiirlichen Isomorphis-
mus 17'~! on : Hom(C, —) — Hom(C", —), und mit 1. folgt C = (", O

Dieses Korollar und das Yoneda-Lemma sind deswegen so hilfreich, weil sich damit Aussagen
iiber Funktoren und natiirliche Transformationen in Aussagen iiber die Isomorphie von Mor-
phismenmengen {ibersetzen lassen. Insbesondere lassen sich diese Ergebnisse leicht auf Funkto-
ren anwenden, die gerade iiber Beziehungen zwischen Morphismenmengen charakterisiert sind,
wie links- oder rechtsadjungierten Funktoren. So liefert das Yoneda-Lemma einen alternativen
Beweis fiir die Eindeutigkeit links- und rechtsadjungierter Funktoren.
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Korollar 5.3.5: Besitzt ein Funktor F': C — D einen linksadjungierten oder einen rechtsad-
jungierten Funktor, so ist dieser eindeutig bestimmt bis auf natiirliche Isomorphie.

Beweis:
Seien F F' : C — D linksadjungiert zu G : D — C mit Bijektionen

P p : Home(C, G(D)) — Homp(F(C), D) ®¢ p : Home(C, G(D)) — Homp(F'(C), D)
wie in Definition fiir alle Objekte C' € ObC und D € ObD. Dann erhalten wir Bijektionen
) = ep 0 dg'p : Homp(F(C), D) — Homp(F'(C), D).

Da die Isomorphismen ¢¢ p und ¢, , die Natiirlichkeitsbedingung aus Definition erfiillen,
kommutiert das Diagramm

C
o

{f/_\

c

1 P
Homyp (F(C), D) —2 Home(C, G(D)) —= Homp (F'(C), D)
Hom(F(C%f):ngogl gHG(f)Ogl Hom(F’(C),f):ngogl
a1, .,
Homyp (F(C), D') —=2 Home (C, G(D')) —% Homp (F'(C), D')

\/

C
7]53/)

fiir alle Morphismen f : D — D’ in D. Damit definieren die Morphismen n(DC) fiir jedes Objekt
C' in C einen natiirlichen Isomorphismus

0@ : Hom(F(C), =) = Hom(F'(C), =), 1<) = ¢ p o ok

Nach dem Beweis von Korollar [5.3.4) sind 7¢ = n}cg)cy)(l ro)) - F'(C) = F(C) Isomorphismen,
und mit der Natiirlichkeitsbedingung aus Definition folgt, dass das folgende Diagramm
fiir alle Morphismen f : C' — C kommutiert

)
Homyp(F(C), D) ——= Hom¢(C, G(D)) ——= Homp(F'(C), D)
gHgoF(f)j gHQOfL gHgoF’(f)j

q)fl (I)/

Homp (F(C), D) —Z% Home (C', G(D)) ——£ Homp (F'(C"), D).
0"
Setzt man darin D = F(C') und g = 1p(), so erhilt man
F'(f) =0\ F(f) =00 (F(f) o Lpen) = F ) (pen) = F
e o F'(f) = ey (Lrey © FI(f)) = 1y (F'(f) © Lreny) = F(f) 0 1 in(Lren) = F(f) o 7o,

wobei wieder die Natiirlichkeitseigenschaft in Definition benutzt wurde. Also bilden die
Isomorphismen 7¢ : F'(C) — F(C) einen natiirlichen Isomorphismus 7 : F' — F. O
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Mit Hilfe dieser Ergebnisse kénnen wir nun auch die Beziehung zwischen adjungierten Funk-
toren und den Produkten und Koprodukten in einer Kategorie kldren. Die Definition eines
links- und eines rechtsadjungierten Funktors ergab sich ja gerade als Verallgemeinerung der
Beziehung zwischen den durch Produkte und Koprodukte definierten Funktoren und dem Dia-
gonalenfunktor. Wir zeigen nun, dass rechts- bzw. linksadjungierte Funktoren mit Produkten
und Koprodukten in den zugrundeliegenden Kategorien kompatibel sind, d. h. bis auf Isomor-
phie Produkte und Koprodukte erhalten.

Satz 5.3.6: Sei F': C — D linksadjungiert zu G : D — C. Dann vertauscht G mit Produkten
und F' mit Koprodukten:

G (IerD;) = i/ G(D;) F (ILic;C;) = e F(C).

Beweis:
Wir beweisen die Aussage fiir Produkte. Der Beweis der Aussage fiir Koprodukte ist analog.
Sei Il;c;D; ein Produkt in D und C' ein beliebiges Objekt in C. Dann gilt:

Home(C, G(Ilier D;))=Homp (F/(C), i1 Di)=1e fHomp (F(C), D;)
gH,‘g[HOIHc(C, G(Dz))gHOch<C, HzelG(Dz))

wobei in beiden Zeilen zunéchst benutzt wurde, dass F' linksadjubgiert zu G ist und anschlieend
die universelle Eigenschaft des Produkts. Dies definiert einen natiirlichen Isomorphismus 7 :
Hom(—, G(IL;e;D;)) — Hom(—,IL;c;G(D;)), denn indem man die universelle Eigenschaft der
Produkte sowie die kommutierenden Diagramme in Definition benutzt, sieht man, dass
das Diagramm

HOIIlc(C, G(H161D1>> L HomC(C, H161G<Dz))
gHgOfl ngQOf
Homc(C’, G(H’LEID’L)) 7> Homc(C", H161G<DZ>>
C

fiir alle Morphismen f : ¢ — C kommutiert. Mit Korollar folgt nun, dass die Objekte
G (e D;) und I, ;G(D;) isomorph sind. O
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5.4 Ubungen zu Kapitel

Aufgabe 79: Zeigen Sie:

(a) Identitdtsmorphismen in einer Kategorie C sind eindeutig:
Sind 1x,1% : X — X zwei Morphismen in C mit 1yof = 15yof = fund goly = goly =
fiir alle Morphismen f: W — X und g : X — Y, so gilt 1x = 1.

(b) Inverse Morphismen in einer Kategorie C sind eindeutig:
Ist f : X — Y ein Morphismus in C und ¢,¢" : Y — X zwei Morphismen mit
gof=gof=1xund fog= fog =1y, sofolgt g =g

(c) Ist F': C — D ein Funktor und f : X — Y ein Isomorphismus in C, so ist F'(f) : F(X) —
F(Y') ein Isomorphismus in D.

Aufgabe 80:

e Eine Relation zwischen zwei Mengen A und B ist eine Teilmenge R C A x B.

e Eine Relation R C A x B heifit Abbildung von A nach B, wenn es zu jedem a € A
genau ein b € B gibt mit (a,b) € R.

e Die Verkniipfung von zwei Relationen R C A x B und S C B x C ist die Relation

SoR={(a,c)e AxC|3beB: (a,b) € R,(b,c) e S} CAxC.

(a) Zeigen Sie, dass die Mengen und Relationen eine Kategorie Rel mit Mengen als Objekten
und Morphismenmengen Homge (A, B) = P(A x B) bilden.

(b) Bestimmen Sie die Isomorphismen in der Kategorie Rel.

Aufgabe 81: Fiir eine Gruppe G sei BG die Kategorie mit einem Objekt e und mit Grup-
penelementen g € G als Morphismen.

(a) Zeigen Sie, dass Funktoren F': BG — Set genau den G-Mengen entsprechen und natiirliche
Transformationen 7 : F' — G zwischen solchen Funktoren Morphismen von G-Mengen.

(b) Zeigen Sie: fiir jede G-Menge (X, >) erhdlt man ein Gruppoid X//G mit Ob(X//G) = X,
mit Homx/,a(z,y) = {(x,9) | ¢ € G mit g > x = y}, wobei (y,h) o (x,9) = (x, hg) fiir
alle g,h € G, z,y € X mit g > 2 = y. Morphismen von G-Mengen f : (X,>) — (X', >’)
induzieren Funktoren Fy: X//G — X'//G.

(c) Bestimmen Sie die Gruppe Homy/ /¢ (z, z) fiir x € X sowie ein Skelett von X//G.
(d) Zeigen Sie: (a) und (b) definieren einen Funktor F' : Fun(BG, Set) — Grpd.

(e) Wir betrachten den Funktor Hom(e, —) : BG — Set und fiir jedes Gruppenelement g € G
die natiirliche Transformation Hom(g, —) : Hom(e, —) — Hom(e, —), ¢ — ¢og. Bestimmen
Sie die Gruppenwirkung zu Hom(e, —) und den Morphismus von G-Mengen zu Hom(g, —)
sowie das zugehorige Wirkungsgruppoid und Funktor von Wirkungsgruppoiden.

Hinweis: Eine G-Menge ist Paar (X, >) aus einer Menge X und einer Gruppenwirkung > von
G auf X, also einer Abbildung > : G x X — X, (¢g,x) — g>x mit g> (¢’ >2x) = (9¢') >z und
e>x =z fiir alle g, ¢’ € G, x € X. Ein Morphismus von G-Mengen von (X, >) nach (X', >')
ist eine Abbildung f: X — X' mit g’ f(z) = f(g>z) fir alle x € X und g € G.
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Aufgabe 82: Sei (G,o0) eine Gruppe, die wir als Kategorie BG mit einem Objekt X, mit
Hompg (X, X) = G und mit der Gruppenmultiplikation als Verkettung von Morphismen inter-
pretieren. Zeigen Sie:

(a) Ist (H,o) eine weitere Gruppe, die wir ebenfalls als Kategorie BH mit einem Objekt inter-
pretieren, so stehen Funktoren F': BG — BH in Bijektion mit Gruppenhomomorphismen
¢o:G— H.

(b) Funktoren F' : BG — Vecty stehen in Bijektion mit Darstellungen von G iiber F,
d. h. Paaren (V,¢) aus einem F-Vektorraum V und einem Gruppenhomomorphismus
¢ G — Aut]F(V).

(¢) Funktoren F' : BG — Top stehen in Bijektion mit G-Raumen, also topologischen
Gruppenwirkungen > : G x Y — Y auf topologischen Raumen (Y, Oy ), wobei G mit der
diskreten Topologie ausgestattet wird.

(d) Charakterisieren Sie fir (a) bis (c¢) jeweils die natiirlichen Transformationen zwischen zwei
solchen Funktoren F,G : BG — D fiir die angegebenen Kategorien D.

Aufgabe 83: Sei C eine Kategorie und X ein Objekt von C.

(a) Zeigen Sie, dass man einen Funktor F' : C — Set erhilt, wenn man jedem Objekt Y in C
die Morphismenmenge F(Y) = Home(X,Y) und einem Morphismus f: Y — Y’ in C die
Abbildung F(f) : Home(X,Y) — Home(X,Y), g — f o g zuordnet.

(b) Zeigen Sie, dass man einen Funktor G : C®* — Set erhélt, wenn man einem Objekt Y in
C° die Morphismenmenge G(Y) = Home(Y, X) und einem Morphismus f:Y — Y’ in C
die Abbildung G(f) : Home(Y’, X)) — Home(Y, X), g — g o f zuordnet.

Hinweis: Man benutzt héufig die Notation Hom(X, —) = F': C — Set und Hom(—, X) = G :
C% — Set und bezeichnet diese Funktoren als Hom-Funktoren.

Aufgabe 84: Fiir eine Gruppe G ist die Kommutatorgruppe [G,G] die von Elementen
lg,h] :==g-h-g~'-h~! mit g, h € G erzeugte Untergruppe:

G, G| ={lgn, hn] - [9n-1,hn—-1] -+ [g1, 1] : n € N, g;, h; € G fur allei € {1,...,n}}.

(a) Zeigen Sie, dass [G,G] C G eine normale Untergruppe und die Faktorgruppe G/[G, G]
eine abelsche Gruppe ist.

(b) Zeigen Sie: Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so existiert genau ein Gruppenho-
momorphismus ¢, : G/[G,G| — H/[H, H] mit ¢..ong = mg o ¢, wobei mg : G — G/[G, G]
und 7y : H — H/[H, H] die kanonischen Surjektionen bezeichnen.

(c) Zeigen Sie, dass die Zuordnungen G — G/[G, G|, ¢ — ¢~ Funktoren F' : Grp — Grp und
F'": Grp — Ab definieren.

(d) Folgern Sie, dass die kanonischen Surjektionen 7 : G — G/[G,G] eine natiirliche
Transformation zwischen dem Identitétsfunktor idg,, : Grp — Grp und dem Funktor
F : Grp — Grp definieren.

Aufgabe 85: Seien D, £ Kategorien und B, C kleine Kategorien.
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(a) Zeigen Sie, dass die Funktoren F' : C — D und natiirlichen Transformationen zwischen
solchen Funktoren eine Kategorie Fun(C, D) bilden.

(b) Zeigen Sie, dass jeder Funktor H : D — & einen Funktor H* : Fun(C,D) — Fun(C, &)
induziert und jeder Funktor K : C — D einen Funktor K, : Fun(C, D) — Fun(C, ).

Aufgabe 86: Wir betrachten die Kategorie Grp und auf Homg,,(G,H) die
Aquivalenzrelation ¢ ~gpy ¢ < 3 € H : ¢'(9) = h-¢(g) - h7! fiir alle ¢ € G und
Gruppenhomomorphismen ¢, ¢ : G — H. Zeigen Sie, dass diese Aquivalenzrelationen
mit der Verkettung von Morphismen vertriglich sind, und bestimmen Sie die zugehorige
Quotientenkategorie.

Aufgabe 87: Sei G ein Gruppoid. Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes Objekt X in G ist Endg(X) = Homg (X, X) mit der Verkettung von Morphismen
eine Gruppe.

(b) Sind X,Y Objekte in G, so dass es einen Morphismus f : X — Y gibt, so sind die Gruppen
(Endg(X), o) und (Endg(Y), o) isomorph.

Aufgabe 88: Seien X,Y topologische Ridume. Zwei stetige Abbildungen f,g : X — Y
heiflen homotop, f ~ g, wenn eine stetige Abbildung i : X x [0,1] — Y mit h(z ,O) f(z)
und h(z,1) = g(z) fir alle x € X existiert.

(a) Zeigen Sie, dass die Homotopie von Abbildungen eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der stetigen Abbildungen von X nach Y definiert.

(b) Zeigen Sie, dass fiir topologische Rdume XY, Z und stetige Abbildungen f,g : X — Y,
h,k:Y — Z aus f ~ gund h ~ k folgt ho f ~kog.

(c) Zeigen Sie, dass die topologischen Raume und die Homotopiedquivalenzklassen stetiger
Abbildungen eine Kategorie hTop bilden und bestimmen Sie die Isomorphismen in dieser
Kategorie.

(d) Zeigen Sie, dass dies einen Funktor 7 : Top — hTop definiert, der wesentlich surjektiv,
aber nicht volltreu ist.

Aufgabe 89: Sei X ein topologischer Raum. Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung c :
[0,1] — X. Die Verkettung zweier Wege ¢, d : [0,1] — X mit ¢(1) = d(0) ist der Weg cxd :

0,1] = X mit
~e(2e) tel0,3)
dxelt) = {d(2t —-1) telin)

Zwei Wege ¢, : [0,1] — X mit gleichen Anfangs- und Endpunkten ¢(0) = ¢(0), ¢(1) = ¢(1)
heiBen homotop, ¢ ~ ¢, wenn eine stetige Abbildung A : [0, 1] x [0, 1] — X mit h(t,0) = c(t),
h(t,1) = d(t) fur alle t € [0, 1] und h(0, s) = ¢(0), h(1,s) = ¢(1) fir alle s € [0, 1] existiert.

(a) Untersuchen Sie, ob die Verkettung von Wegen assoziativ ist.
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(b) Zeigen Sie, dass die Homotopie von Wegen eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege
¢:[0,1] — X mit festem Anfangs- und Endpunkt ¢(0) = ¢, ¢(1) = 1 definiert.

(c) Zeigen Sie: Sind ¢,,d,d : [0,1] = X Wege mit ¢(0) = ¢(0), ¢(1) = (1) = d(0) = d'(0)
und d(1) = d'(1), so dass gilt ¢ ~ ¢/, d ~ d’', dann folgt dxc ~ d' x .

(d) Zeigen Sie, dass man eine Kategorie erhélt, deren Objekte Punkte des topologischen Raums
X und deren Morphismen Homotopiedquivalenzklassen von Wegen in X sind. Uberlegen
Sie sich, dass das nicht der Fall ist, wenn man versucht, als Morphismen Wege in X zu
wéhlen.

(e) Zeigen Sie, dass die Kategorie aus Aufgabenteil (d) ein Gruppoid ist. Sie wird als Funda-
mentalgruppoid des topologischen Raums X bezeichnet.

(f) Zeigen Sie: Ist eine Kategorie C ein Gruppoid, so bilden fiir jedes Objekt X in C die
Morphismen f : X — X eine Gruppe. Folgern Sie, dass fiir jeden fest gewédhlten Punkt
r € X die Homotopiedquivalenzklassen von Wegen ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = ¢(1) = «
eine Gruppe bilden. Diese wird als Fundamentalgruppe des topologischen Raums X mit
Basispunkt = und mit 7 (x, X) bezeichnet.

Aufgabe 90: Seien X,Y,Z topologische Rdume mit ausgewéihlten Punkten z € X,y €
Y,z € Z und m(x,X), m(y,Y), mi(z,Z) die zugehorigen Fundamentalgruppen. Fiir Wege
¢ : 10,1 — X mit ¢(0) = ¢(1) = = bezeichnen wir mit [c|x die entsprechende Homoto-
piedquivalenzklasse in 7 (z, X') und analog fiir Y und Z. Zeigen Sie:

(a) Ist f: X — Y eine stetige Abbildung mit f(z) = y, dann erhdlt man durch m(f)([¢]) :=
[f o ¢] einen Gruppenhomomorphismus 7 (f) : m(x, X) — m(y,Y).

(b) Es gilt m(idx) = ids, (z,x) und fiir alle stetigen Abbildungen f: X =Y, g:Y — Z mit
flz) =y, g(y) = z folgt (g o f) = m(g) o m(f).

(c) Die Zuordnungen (z, X) — m(z, X) und f — m1(f) definieren einen Funktor m; : Top® —
Grp von der Kategorie Top® der punktierten topologischen Raume in die Kategorie Grp
der Gruppen.

Aufgabe 91: Zeigen Sie, dass die Kategorie Vectﬂfzn der endlich-dimensionalen K-
Vektorrdaume mit K-linearen Abbildungen als Morphismen #quivalent ist zur Kategorie C
der nichtnegativen ganzen Zahlen mit Hom¢(m,n) = Mat(n x m,K), indem Sie Funkto-
ren [ : Vectﬂfgn — Cund G : C — Vect{g” und natiirliche Isomorphismen € : FFG — idc,

n :id — GF angeben.

fin
Vecty

Aufgabe 92: Seien C, D Kategorien, S¢ ein Skelett von C und Sp ein Skelett von D. Zeigen
Sie, dass die Kategorien C und D &quivalent sind genau dann, wenn die Kategorien S¢ und Sp
isomorph sind.
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Aufgabe 93: Betrachten Sie den Beweis der Aussage, dass ein Funktor genau dann eine
Aquivalenz von Kategorien ist, wenn er wesentlich surjektiv und volltreu ist, und ergénzen
Sie alle Schritte, die dort nicht genau ausgefiihrt sind. Zeigen Sie, dass die in diesem Beweis
definierten natiirlichen Isomorphismen € : FG = idp und 7 : ide = GF die Bedingungen

€rX)ormy) = lrx)  Glew) o new) = low)

erfiillen und somit die Funktoren F, G eine adjungierte Aquivalenz bilden.

Aufgabe 94: Seien (G1, GG3 Gruppen mit neutralen Elementen e; und e; und G; NGy = Qﬁ
Dann ist das freie Produkt G x G5 definiert als die Menge der freien Woérter in GG; und Gs

GixGa={(91,92,---,9n) : n€Ng,g; € (G1 \ {e1}) U (G2 \ {e2}),9: € G1 & git1 € Ga},

mit der Verkniipfung

falls g, s - h11s = €, fiir0 < s < k
(915 - Gn—t—1> Gn—t * P15 - ) und g g, hgy1 € G, mit
(glﬂ"wgn)'(hlw“,hm) = gn—k'hk—i-l %eik

falls gp—s - h11s = €, fir0 < s <k
(917"'7gn—k7hk+17“7hm) L .
L und g, € Gj, hyy1 € Gymiti # j

Die Inklusionsabbildungen ¢; : G; — G x G5 sind definiert durch
€;
u(g) = (9) 9#
0 g=e.
Zeigen Sie:

(a) Die Menge Gy % Gy mit dieser Verkniipfung bildet eine Gruppe mit dem leeren Wort () als
neutralem Element und Inversen (g1, ..., g,) " = (g%, ..., g7 1)

(b) Ist H eine Gruppe und ¢; : G; — H, ¢9 : G — H Gruppenhomomorphismen, so existiert
genau ein Gruppenhomomorphismus ¢; x ¢, : Gy xGy — H, so dass das folgende Diagramm
kommutiert

Gy

e S
Prxp2

Gl*GQ

RN

G

Dies nennt man die universelle Eigenschaft des freien Produktes von Gruppen.

H

(c) Das freie Produkt von Gruppen ist assoziativ.

(d) Sind Gy, ..., G, Gruppen mit G; NG, = 0 fiir i # j, so ist das freie Produkt G; xGax...xG),
ein Koprodukt der Objekte Gy, ..., G,, in der Kategorie Grp.

4Diese Voraussetzung beschrankt die Allgemeinheit der Aussage nicht - man kann ansonsten eine der beiden
Gruppen durch eine dazu isomorphe Gruppe ersetzen
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Aufgabe 95: Wir betrachten die Kategorie Rel mit Mengen als Objekten, mit Morphismen-
mengen Hompge (M, N) = P(M x N) und der Verkettung von Relationen

SoR={(l,n)e LxN|3dImeM:(l,m)e R,(mn)eStCLxN

fir S C M x N und R C L x M. Zeigen Sie, dass die disjunkte Vereinigung von Mengen ein
Produkt und ein Koprodukt in der Kategorie Rel definiert.

Aufgabe 96: Sei C eine kleine Kategorie, D eine Kategorie , in der Produkte (Koprodukte)
fiir beliebige Objektfamilien (D;);c; existieren. Zeigen Sie, dass dann auch in der Kategorie
Fun(C, D) Produkte (Koprodukte) fiir beliebige Familien (F;);c; von Funktoren F; : C — D
existieren.

Aufgabe 97: Wir betrachten die Kérper R und C und den durch die Inklusionsabbildung
definierten Ringhomomorphismus ¢: R — C.

(a) Zeigen Sie, das der durch Restriktion von Skalaren definierte Funktor ® : C-Mod — R-Mod
gerade die kanonischen Struktur eines rellen Vektorraums fiir jeden komplexen Vektorraum
V angibt. Uberlegen Sie, sich, wie man aus einer Basis des komplexen Vektorraums V eine
Basis des reellen Vektorraums ® (V') erhilt.

(b) Zeigen Sie, dass der dazu linksadjungierte Funktor F' : R-Mod — C-Mod mit F(V) =
C®r V und F(f) =idc ®g f gerade der Komplexifizierung von Vektorrdumen entspricht.
Geben Sie fiir eine gegebene Basis B des reellen Vektorraums V' eine Basis des komplexen
Vektorraums C ®g V' an.

(c¢) Untersuchen Sie den zu ® rechtsadjungierten Funktor G : R-Mod — C-Mod, der einem
rellen Vektorraum V' den komplexen Vektorraum G(V') = Homg(C, V) der R-linearen Ab-
bildungen C — V zuordnet und einer R-linearen Abbildung f : V' — W die C-lineare
Abbildung G(f) : Homg(C,V) — Homg(C,W), g — f o g. Konstruieren Sie zu einer
gegebenen Basis B von V' eine Basis des komplexen Vektorraums Homg (C, V).

(d) Zeigen Sie, dass die komplexen Vektorrdume F(V) = C ®g V und G(V) = Homg(C, V)
stets isomorph sind.

Aufgabe 98: Seien F : C — D und G : £ — D Funktoren.

(a) Zeigen Sie, dass eine Kategorie F' | G existiert, die als Objekte Tripel (C, E, f) aus Ob-
jekten C' € ObC, E € Ob¢& und einem Morphismus f : F(C) — G(F) in D hat, und als
Morphismen von (C, E, f) nach (C’, E', F') Paare (h, k) von Morphismen A : C' — C”" und
k: E — E’ so dass das folgende Diagramm kommutiert

F(C)—L~G(E)
F(h)j lG(k)
F(C') —~G(E).



(b) Konstruieren Sie Projektionsfunktoren /' { G — C und F' | G — €.

(c) Zeigen Sie, dass zu jedem Objekt D € ObD eine Kategorie D/D existiert, die als Objekte
Morphismen f : D — X in D und als Morphismen von f : D — X nach g : D — Y
Morphismen u : X — Y in D mit wo f = g hat.

(d) Zeigen Sie, dass die Kategorien in (c) ein Spezialfall der Konstruktion in (a) sind, und
bestimmen Sie die zugehorigen Projektionsfunktoren.

Aufgabe 99: Wir betrachten den Funktor F' : Grp — Ab, der einer Gruppe G die abelsche
Gruppe G/[G, G] und einem Gruppenhomomorphismus f : G — H den eindeutig bestimmten
Gruppenhomomorphismus F(f) : G/|G,G] — H/[H, H] mit F(f) o ng = my o f zuordnet,
wobei g : G — G/[G, G| die kanonische Surjektion bezeichnet. Zeigen Sie, dass dieser Funktor
linksadjungiert zum Inklusionsfunktor 7 : Ab — Grp ist.

Aufgabe 100: Der Quotientenkorper eine Integritédtsbereichs R ist die Menge
Q(R)={(r,s)|r,s € R,s # 0}/ ~ mit (r,s) ~(r',s") & rs =sr'
mit den Verkniipfungen +,-: Q(R) x Q(R) — Q(R)

[(r, )] + [0, )] = [(rs’ + 57", s8] [(r9)] - [(r', 8')] = [(rr, s5)].

(a) Uberzeugen Sie sich, dass der Quotientenkérper ein Korper ist und die folgende universelle
Eigenschaft besitzt:

Die Inklusionsabbildung tg : R — Q(R), r + [(r,1)] ist ein injektiver Ringhomomorphis-
mus, und zu jedem injektiven Ringhomomorphismus f : R — K in einen Kérper K gibt es
genau einen Korperhomomorphismus f*: Q(R) — K mit f' o1 = f.

(b) Wir betrachten die Kategorie Int mit Integritétsbereichen als Objekten und
Homp(R,S) ={f: R — S| f injektiver Ringhomomorphismus}.

Zeigen Sie, dass der Inklusionsfunktor I : Field — Int einen linksadjungierten Funktor hat,
der jedem Integritatsbereich seinen Quotientenkorper zuordnet.

Aufgabe 101:

(a) Zeigen sie, dass der Vergissfunktor V' : Grp — Set darstellbar ist mit dem Ring Z als
darstellendem Objekt.

(b) Zeigen Sie, dass der Vergissfunktor V' : URing — Set darstellbar ist mit dem Polynomring
Zlx] als darstellendem Objekt.

Aufgabe 102: Sei R ein Ring, M ein R-Rechtsmodul und N ein R-Linksmodul. Zeigen Sie:
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(a) Man erhélt einen Funktor Fj; n : Ab — Set, indem man einer abelschen Gruppe A die
Menge Fyn(A) der R-bilinearen Abbildungen ¢ : M x N — A zuordnet und einem
Gruppenhomomorphismus f : A — A’ die Abbildung Fyy n(f) : F(A) = F(A'), ¢ — foo.

(b) Der Funktor F n ist darstellbar.

Aufgabe 103: Sei C eine Kategorie und F, : C — Set und F*® : C®” — Set die konstanten
Funktoren, die jedes Objekt C' in C auf eine einelementige Menge Fo(C) = F*(C) = {e} und
jeden Morphismus f in C auf die Abbildung F,(f) = F°*(f) = idge : {e} — {e} abbilden.

Beweisen Sie:

(a) Ein Objekt C' € ObC ist initial genau dann, wenn der Funktor Hom(C,—) : C — Set
natiirlich isomorph zu Fy ist.

(b) Ein Objekt C' € Ob( ist terminal genau dann, wenn der Funktor Hom(—,C) : C? — Set
natiirlich isomorph zu F'* ist.

(¢) Der Funktor F, (F*) ist darstellbar genau dann, wenn C ein initiales (terminales) Objekt
besitzt.

Aufgabe 104: Sei C eine kleine Kategorie. Wir betrachten die Funktorkategorie Fun(C, Set),
deren Objekte Funktoren F,G : C — Set und deren Morphismen natiirliche Transformationen
n: F — G sind.

(a) Zeigen sie, dass fiir jeden Morphismus f : X — Y in C die zugehorigen Abbildungen
Hom(f,Z) : Home(Y,Z) — Home(X,Z), g — g o f eine natiirliche Transformation
Hom(f,—) : Hom(Y,—) — Hom(X, —) zwischen den Funktoren Hom(Y,—) : C — Set
und Hom(X, —) : C — Set definieren.

(b) Zeigen Sie, dass die Zuordnung X — Hom(X,—) fiir jedes Objekt X in C und f —
Hom(f, —) fiir jeden Morphismus f : X — Y in C einen Funktor ¢ : C®? — Fun(C, Set)
definiert. Er heifit kontravariante Yoneda-Einbettung.

(c) Zeigen Sie, dass das Yoneda-Lemma bedeutet, dass der Funktor ¢ : C°” — Fun(C, Set) aus
(b) volltreu ist. Folgern Sie, dass die Kategorie C® isomorph zu einer vollen Unterkategorie
von Fun(C, Set) ist.

Aufgabe 105: Sei G eine Gruppe. Wir betrachten die Kategorie BG mit einem Objekt e,
mit Hompg(e, @) = G und mit der Gruppenmultiplikation als Verkettung von Morphismen.

(a) Bestimmen Sie fiir einen Funktor F' : BG — Set alle natiirlichen Transformationen
n : Hom(e,—) — F sowie die Yoneda-Abbildung. Formulieren Sie IThre Ergebnisse in der
Sprache von G-Mengen und Homomorphismen von G-Mengen.

(b) Zeigen Sie, dass ein Funktor ' : BG — Set darstellbar ist genau dann, wenn die zugehorige
Gruppenwirkung > : G x X — X transitiv und frei ist, d. h. nur eine Bahn besitzt und
Stab(z) ={g € G| g> oz =2} = {e} fiir alle v € X gilt.
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