KAPITEL 2

Losungsmethoden fiir spezielle Differentialgleichungen 1.
Ordnung

Bemerkungen:

(1) Unter einem Intervall verstehen wir ein offenes, halboffenes oder abgeschlossenes Intervall, also
(a,b) mit a € RU{—o00}, b€ RU {0}, a < b,

(a,b] mit a e RU{—o0}, b€ R, a <b,

[a,b) mit a € R, b e RU{oo}, a <D,

[a,b] mit a € R, b € R, a < b. (Wenn wir differenzierbare Funktionen auf [a, b] betrachten,
ist die Voraussetzung a < b sinnvoll.)

(2) Eine Differentialgleichung 1. Ordnung wird gegeben durch

' = f(t,x).
Dabei ist f : D — R eine Funktion, die auf einer Menge D C R? definiert ist.
(3) Unter einer Lésung der Differentialgleichung verstehen wir eine auf einem Intervall I defi-
nierte und differenzierbare Funktion ¢ : I — R, sodass gilt

(t,p(t)) e Dfirallet € I und ' (t) = f(t,(t)) fiir alle t € I.

Die Losung ¢ : I — R ist maximal, wenn sie nicht zu einer Losung ¢ : I - R mit [ - I
fortgesetzt werden kann.
(4) Fiir (to,z0) € D definiert
¥ = f(t,x), x(to) = z0
ein sogenanntes Anfangswertproblem. Eine Losung des Anfangswertproblems ist eine Losung
¢ : I — R der Differentialgleichung, sodass auflerdem

(to) = o
gilt.

(5) Ab und zu sind Beispiele oder Hausaufgaben inspiriert durch Staatsexamensaufgaben zur Ana-
lysis. Ein Bezug zur Staatsexamensaufgabe vom Frithjahr/Herbst xxxx, Thema Nr. y, Aufgabe
Nr. z wird durch Fxxxx/y/z bzw. Hxxxx/y/z abgekiirzt. Handelt sich um eine Aufgabe aus dem
nichtvertieften Staatsexamen, héngen wir nv an.

1. Die homogene lineare Differentialgleichung =’ = ax mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten zunéchst die homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien-

ten

2 =ax

mit einer festen reellen Zahl a. Man sieht sofort, dass die Funktion

eat

die Differentialgleichung 16st. Ist x(t) irgendeine Losung der Differentialgleichung, d.h. 2/(t) = ax(¢), so
betrachten wir

y(t) = z(t)e™®,  d.h. wir schreiben  2(t) = y(t)e™.
Wann ist z(¢) eine Losung der Differentialgleichung?

P(t) =ax(t) <= Y t)e +yt) ae” =ay(t)e” <= Yt =0 <= y(t)=0.
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Genau dann 16st z(t) = y(t)e*" die Differentialgleichung, wenn y(t) = ¢ konstant ist. Es folgt
z(t) = ce®.

Die Losungen der Differentialgleichung 2’ = ax sind also

Die folgenden Bilder zeigen Losungen fiir a =1 und a = —1:

z(t) = ce® mit einer Konstanten c.
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An Hand dieser Differentialgleichung erldutern wir noch eine geometrische Darstellungsmoglichkeit:

-3

2

Richtungsfelder: Ist eine Differentialgleichung ' = f(t, z) gegeben und ist x(¢) eine Losungskurve, die
durch den Punkt (¢g, o) geht, so ist die Steigung der Kurve dort z'(tg) = f(to, o). Der Tangentialvektor
ist dort

< 1 ) bzw. normiert ; < 1 ) .
f(to, o) 1+ f(to,x0)2 \f(to,70)

Wir heften nun an den Punkt (¢g, () diesen Vektor an. Tun wir dies fiir eine Reihe von Punkten, so
erhalten wir das Richtungsfeld der Differentialgleichung.

Im Fall der Differentialgleichung =’ = ax ist die Steigung in einem Punkt (¢, z) einfach ax, der zugehorige

Richtungsvektor also
(o) o oot = ()
bzw. normiert ——— .
axr 1 + a2x2 ax
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Isoklinen: Zu einer Differentialgleichung =’ = f(¢,2) kann man die Niveaulinien der Funktion f(¢,x)
betrachten, also die Kurven
f(t,x) = ¢ = konstant.
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Man nennt sie Isoklinen. Alle Punkte einer Isokline haben den gleichen (normierten) Richtungsvektor.
Dies kann beim Skizzieren eines Richtungsfelds helfen, wenn man die Isoklinen gut beschreiben kann:

Man wihlt eine Isokline f(t,2) = ¢ und heftet dann an alle/viele Punkte der Isokline den gleichen
Richtungsvektor

arale)

Im Fall der Differentialgleichung z’ = ax sind die Isoklinen einfach ax = ¢, also die Parallelen zur ¢-Achse:
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Die Differentialgleichung z’ = ax kommt auch bei natiirlichen Vorgéingen vor. Wir geben zwei Beispiele.

Newtons Abkiihlungsgesetz EI: Ein Koérper mit Temperatur 7'(¢) wird in eine Umgebung mit konstant
bleibender Temperatur Ty gebracht. Die Anderungsrate der Temperatur
AT(t) dT(t) y
~—==T(t
At dt ®)
ist dann nach dem Newtonschen Abkiihlungsgesetz proportional zur aktuellen Temperaturdifferenz T'(t) —
Ty, d.h. es gibt eine Konstante k£ mit

T'(t) = —k-(T(t) — Tv).
Dann geniigt aber T'(t) — Ty der Differentialgleichung
(T(t) = Ty) = —k(T(t) — Tv).
Es gibt also eine Konstante ¢ mit T(t) — Ty = ce™*t. Hat der Korper zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Temperatur
To, so gilt Tp — Ty = T(0) — Ty = ¢, sodass wir fiir die Temperatur die Gleichung
T(t) =Ty + (To — Ty)e ¥

erhalten.

Beispiel: Eine Flasche Sekt wurde bei Raumtemperatur (20 Grad) aufbewahrt. Durch Legen in ein mit

Eiswiirfeln gekiihltes Wasserbad (0 Grad) soll die Sektflasche auf 7 Grad abgekiihlt werden. Wie lange
braucht dies?

Wir messen die Zeit in Minuten und die Temperatur in Grad. Dann ist also Ty = 0 und 7°(0) = 20. Obige
Formel liefert

T(t) = 20e~k".
Die Grofle k& kennen wir noch nicht. Nun messen wir nochmals: Nach 10 Minuten ist die Temperatur
bereits auf 12 Grad gesunken, d.h. 7(10) = 12. Damit erhalten wir die Gleichung

12 = T(10) = 20e~*19,

1D. Meschede. Gerthsen Physik. 24., iiberarbeitete Auflage. Springer, 2010. S.274
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also

20
elok _ 2V

) 5
-2 Is 10k = In =
23 also 0k n3,

und damit ) :
k=-—1In- ~0.051.
10 n3 0.05

Wir erhalten also
T(t) = 20e 051,

20
15+

10|

Nun gilt:
—0.051¢ 20 0.051¢ 20
Tt)=7 <= 20e =7 < — =e = ln7:O.051t =
In 2—70
= t= ~ 20.58.
0.051

Nach 20 bis 21 Minuten sollte also die Sektflasche auf 7 Grad abgekiihlt sein.

Radioaktiver Zerfall: Sei N (¢) die Anzahl der Isotope eines Elements zum Zeitpunkt ¢. (Wir betrachten
N(t) der Einfachkeit halber als kontinuierliche Grofie.) Dann nimmt die Anzahl N(t) proportional zur
noch vorhandenen Anzahl ab, d.h. es gilt

% 2 % = —k - N(t) mit einer Konstanten k > 0.
N(t) geniigt also der Differentialgleichung N'(t) = —k N (t). Es ist also
N(t) = ce™** mit einer Zahl c.
Wegen ¢ = N(0) kénnen wir auch schreiben
N(t) = Noe™*,
wenn Ny die Anzahl der Isotope zum Zeitpunkt ¢ = 0 angibt. Es gilt
1 1 In2 In2

§N(t) = §Noefkt = Noe " . e712 = Noe P+ = N(t + 3 ).
Nach der Zeit % halbiert sich N(¢) immer. Man nennt dies die Halbwertszeit 7T} /,:
In2
Ty =—
1/2 k )
und damit
In2
k=—.
T2

Mit der Halbwertszeit konnen wir also auch schreiben
In 2 t

N(t) = N()ei Tz,
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2. Die lineare Differentialgleichung a' = a(t)x 4 b(¢)
Wir betrachten zunichst die allgemeine homogene lineare Differentialgleichung
' =a(t)r

mit einer auf einem Intervall I definierten stetigen Funktion a : I — R. Durch etwas Probieren kommt
man auf folgende Losungsidee: Ist A : I — R eine Stammfunktion von a, d.h.

A'(t) = a(t),

so ist
A(t)

eine Losung der Differentialgleichung, denn
(eA(t))’ — AW L A() = D (1) = aft) - 4D,

Die Losung ist ebenfalls auf I definiert. Sei z(¢) irgendeine Losung der Differentialgleichung, d.h. «’(t) =
a(t)z(t). Wir betrachten

y(t) = z(t)e A, also  x(t) = y(t)eA W,
und bilden
Y (t) =2/ (t)e D + (1) (—A'(t)e A = a(t)z(t)e D — z(t)a(t)e ") =0,
also ist y(t) = ¢ konstant. Wir erhalten daher
z(t) = ce® mit einer Konstanten c.

Wir fassen dies kurz zusammen:

SATZ. Ist a : I — R eine auf einem Intervall I stetige Funktion und A : I — R eine Stammfunktion von
a, d.h. A'(t) = a(t), so sind die Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung

¥ =a(t) x

die Funktionen
z(t) = ce®® mit c € R.

(Man spricht dann auch von der allgemeinen Lésung der Differentialgleichung.) Die Lisungen bilden
also einen 1-dimensionalen R-Vektorraum. Die Losungen sind auf ganz I definiert.

Bemerkung: Ist a : I — R stetig und ¢y € I, so ist

At) = /t a(u)du

to
eine Stammfunktion von a.
Beispiele:
(1) Wir betrachten die Differentialgleichung
2 = tx.
Wir brauchen eine Stammfunktion von a(t) = ¢; wir wihlen A(t) = 3t?. Daher ist

x(t) = cer” mit c € R

die allgemeine Losung der Differentialgleichung.
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(2) (H2016/3/6nv) Gesucht ist eine Losung des Anfangswertproblems
=) -z, =x(1)=1.

Die Funktion a(t) = In(¢) ist auf I = (0, 00) definiert. Eine Stammfunktion von In(t) ist ¢ Int —t,
sodass die allgemeine Losung der homogenen Gleichung durch

z(t) = ce!™D~t — cile™ mit c € R
gegeben ist. Fiir diese Losung gilt

1) = celnM-1 _ €
xz(1) =ce ;

Daher erhalten wir eine Losung des Anfangswertproblems fiir ¢ = e. Die gesuchte Losung ist
also

z(t) =e- etIn(t)—t _ tIn(t)—t+1

(Die Losung ist insbesondere eindeutig bestimmt und auf ganz (0, co) definiert.)

(3) (H2018/2/4nv) Wir betrachten die Differentialgleichung

cos(t
=z (14 = (*) ,
sin(t)
wobei wir den Definitionsbereich auf I = (0, 7) einschréinken, damit keine Nullstellen im Nenner
vorkommen. Wir brauchen eine Stammfunktion von

=1+
Wegen sin(t) > 0 fiir ¢ € (0,7) und
cos(t) . ,
1+ sn(t) (t + In(sin(t)))

koénnen wir ¢ + In(sin(t)) wihlen. Daher ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung

z(t) = ce™mEN®) — ¢ gin(t) ! mit ¢ € R.
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(Da wir die Differentialgleichung nur fiir ¢ € (0, ) betrachten, ist die Lésung auch nur in diesem

Intervall sinnvoll definiert.)
(4) (H2012/2/5/nv) Bestimmt werden soll die allgemeine Losung der Differentialgleichung

fiir ¢ > 0. Wir brauchen eine Stammfunktion von

t + In(#?). Dann ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung

und wéhlen A(t)

ct? et mit c € R.

t+In(t?) _

xz(t) =ce
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Wir betrachten nun die allgemeine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

alt) -z + b(t).

Hier gilt folgender Struktursatz:

SATZ. Gegeben sei eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

' =a(t) -z + b(t),

wobei a und b stetige Funktionen sind, die auf einem Intervall I definiert sind. Ist xp(t) die allgemeine

Lésung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung
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also
ap(t) = ce®™® mit c € R und A'(t) = a(t),
ist x5(t) eine spezielle (oder auch partikulire) Losung der inhomogenen Gleichung, also
() = a(t) - 25(t) + b(t),
so ist die allgemeine Ldsung der inhomogenen Gleichung

z(t) = 2 (t) + 25(t) = ce™™ +a,(t) mit c € R.

Beweis: Zunichst gilt fur x(t) = x5, (t) + zs(t) natiirlich
2'(t) = (zn(t) + 25(1)" = 23,(t) + 24 (t) = a®)zn(t) + a(t)z(t) + b(t) = a(t)x(t) + b(?),

sodass z(t) = zp(t) + zs(t) die Differentialgleichung lost. Ist nun umgekehrt x(¢) eine Losung der Diffe-
rentialgleichung, so folgt aus

(@(t) = 24(1))" = a®)x(t) + b(t) — a(t)as(t) = b(t) = a(t)(x(t) — zs(1)),

dass z(t) — x4(t) eine Lésung der homogenen Gleichung ist, d.h. dass ein ¢ € R existiert mit x(t) —z(t) =
ce®) . Dann ist

x(t) = ce® 4 z4(t),
was wir zeigen wollten. B

Der Struktursatz kann auch praktisch helfen, wenn man eine spezielle Losung der Differentialgleichung
erraten kann.

Beispiel: (F2017/3/5nv) Die Losung des Anfangswertproblems
x’z%—f—t, z(l)=1
soll bestimmt werden, wobei das Definitionsintervall (0, cc0) sein soll. Die homogene Gleichung
, T

=
t

hat offensichtlich die Losung x(t) = t, sodass die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
zp(t) = ct mit c € R
ist. Durch etwas Probieren findet man, dass
zy(t) =2

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist. Daher ist die allgemeine Losung der Differential-
gleichung

z(t) = ct +t* mit ¢ € R.
Die Anfangswertbedingung ergibt
z(l)=1 <<= c¢+1=1 <= ¢=0,
sodass das Anfangswertproblem durch die Funktion
x(t) =
gelost wird.

Wir zeigen jetzt einen Weg, wie man die inhomogene Differentialgleichung ' = a(t) - = + b(t) allgemein
16sen kann. Dieser Weg ist unter dem Namen Variation der Konstanten bekannt.

Variation der Konstanten: Gegeben sei die Differentialgleichung «’ = a(t) -  + b(t), wobei a und b
auf einem Intervall I definierte und stetige Funktionen sind.
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e Zunéchst bestimmt man die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung
' =a(t) -,
also
zp(t) = ce™® mit ¢ € R und A'(t) = a(t).
Sei x1(t) eine von 0 verschiedene Losung der homogenen Gleichung, also

A mit einer reellen Zahl ¢; # 0.

z1(t) = cre
Dann ist also die allgemeine Loésung der homogenen Gleichung
xp(t) = cxq(t) mit ¢ € R.
e Jede Funktion x : I — R ldsst sich schreiben als
x(t) = c(t) z1(t)

mit einer Funktion ¢ : I — R, da 21 (t) = c;e*® nie 0 wird. Mit diesem Ansatz (Variation der
Konstanten) untersuchen wir nun, wann z(¢) die Differentialgleichung 16st:

'(t) =at) - z(t) +b(t) <= (B)z1(t) +c(t)x)(t) = a(t)c(t)z1(t) +b(t) <+

b(t)
— d)zi(t)=0bt) <= @)= .
¢ (D (t) = bit) ‘0= 10k
Genau dann haben wir also eine Losung der Differentialgleichung, wenn ¢(t) eine (beliebige)

Stammfunktion der stetigen Funktion % ist. Ist ¢(t) eine festgew#hlte Stammfunktion, so

kann man weiter umformen:

b(t
d(t) = ((2) — J@t)=7@t) <= c(t)=¢(t)+ C mit einer Zahl C € R.
T
Die Losungen der Differentialgleichung 2’ = a(t)z + b(¢) sind also

2(t) = (&) + C)z1 (t) mit C € R.

e Zusammenfassung;:
— Man bestimmt zunéchst eine von 0 verschiedene Losung z1(¢) der homogenen Differential-
gleichung =’ = a(t)x.
— Nun macht man den Ansatz x(t) = c(¢)x1(t) und untersucht, wann z(¢) die Differential-
gleichung =’ = a(t)x + b(t) lost.

Beispiele:
(1) (F2017/3/5nv) Wir betrachten nochmals die Differentialgleichung
o =24t
t

Eine Losung der homogenen Gleichung 2’ = %ac ist offensichtlich
x1(t) =t.
Wir setzen also an:
z(t) = c(t)t.
Wann erfiillt z(¢) die Differentialgleichung?

x(t)

Tt

c(t)t
t
— Jdit)=1 <= c(t)=t+CmitCeR.

2 (t) +t = JdWt+clt)= +t = dJtt=t <=
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also

z(t) = (t+O)t = t* + Ct mit C € R.
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(F2010/1/5nv) Bestimmt werden soll die Losungsgesamtheit der Differentialgleichung
x’ = 2tx — 6L.

Fiir die homogene Gleichung 2’ = 2tz withlen wir A(¢) = ¢? als Stammfunktion und erhalten

daher

xzp(t) = ce’” mit c € R

also allgemeine Losung der homogenen Gleichung. Nun machen wir den Ansatz
2(t) = c(t)e”
und erhalten:
(et +c(t) - 2te’” =2t c(t)e!” —6t
= Jd{t)=—6te "
— c(t)= 3¢ + C mit C € R.

2'(t) =2tz(t) —6t <= ¢

Daher ist
x(t) = (3642 + C’)et2 =Ce” +3mit C €R
die allgemeine Losung der Differentialgleichung. (Insbesondere ist 3 eine spezielle Losung der

Differentialgleichung, die man eventuell auch hétte erraten konnen.)
(F2009/3/5nv) Wir wollen die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung

o — z—1
2+
bestimmen. Schreibt man die Gleichung in der Form
1 1

/
x = T — ,
241 241
so sieht man besser, dass es sich tatséichlich um eine lineare Differentialgleichung handelt. Da
arctan(t) eine Stammfunktion von ist, ist

_1
241

zp(t) = e mit ¢ € R
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die allgemeine Losung der homogenen Gleichung. Um die allgemeine Losung der Differential-
gleichung zu finden, machen wir den Ansatz

I’(t) — C(t)earctan(t).

Es gilt:
R
— c/(t)earctan(t) + ¢(t) - parctan(t) ﬁ — ﬁ _c(t)earctan(t) -5 i : —
— Cl(t)earctan(t) — _ﬁ c’(t) _ 5 i : — arctan(t) —
= ot) = e~ ¥t L O it C € R.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also
x(t) — (67 arctan(t) + O) earctan(t) — C«earctan(t) +1.

(Auch hier hitte man sofort sehen kénnen, dass 1 eine Losung der Differentialgleichung ist.)
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(4) Gegeben sei die Differentialgleichung
¥=1+t—u.
Die homogene Gleichung 2’ = —z hat offensichtlich die allgemeine Losung
zp(t) = ce”" mit c € R.

Um die allgemeine Losung der Differentialgleichung zu finden, machen wir den Ansatz
z(t) = c(t)e .
Es gilt:
Pt)=1+t—2(t) <= dWet+tet)(—e)=1+t—ct)e" =

— d)et=1+t <<= dt)=010+t)e <+—=
— c(t)=te' + C mit C € R.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also

z(t) = (te' + Ce ' =t + Ce™ " mit C € R.

(Auch die spezielle Losung xs(t) = t héitte man eventuell erraten kénnen.) Die Isoklinen ergeben
sich als Losungen von

l1+4t—x=m, also z=t+1—m
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fir m € R. Es handelt sich also um Parallelen zur Winkelhalbierenden. Auf diesen Parallelen
zur Winkelhalbierenden ist die Steigung 2’ jeweils gleich, ndmlich m.
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Bemerkung: Zur Losung der Differentialgleichung @’ = a(t) -  + b(t) hatten wir zunéchst die allgemeine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung bestimmit:

zp(t) = ce™® mit ¢ € R und A'(t) = a(t).

Zum Finden der allgemeinen Losung der Differentialgleichung kénnen wir den Ansatz x(t) = c(t)e(®
machen, der zur Gleichung
d(z) = b(t)e AW

fithrt. Ist ¢y im Definitionsbereich von a(t) und b(¢), so ist

t
/ b(u)e~ AW dy

to

eine Stammfunktion von b(t)e=4®) sodass die letzte Gleichung #quivalent zu

t
c(t) = / b(u)e W dy 4+ C mit C € R

to

ist. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also
t

¢
z(t) = c(t)er® = (/ b(u)e A du, + C’> e = CeAl 4 eA(t)/ b(u)e 2™ du mit C € R.

to to

Wir fassen das Ergebnis zusammen:

SATz. Seien a und b auf einem Intervall I definierte und stetige Funktionen. Sei A(t) eine Stammfunktion
von a(t) und tg € I. Dann ist
t
z(t) = CeAlt) 4 AW / b(u)e AW du mit C € R
to

die allgemeine Lisung der Differentialgleichung ' = a(t)x + b(t). Insbesondere ist jede Lisung auch auf
dem Intervall I definiert. Jedes Anfangswertproblem ist eindeutig ldsbar.

Beispiel: Zwar haben wir die Differentialgleichung

/
Tr =

x+t
t
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oben schon gelost, wir wollen aber nochmals die Formel des Satzes anwenden. Als Stammfunktion von
a(t) = 1 wihlen wir A(t) = In(t), auBerdem ¢, = 1 und b(t) = t. Dann ergibt sich

x(t)

x t
C et 4 AW b(u)e‘A(")du =C e 4 / ue™ MWy =
0o 1

t t

1

Ct+t/ u~fdt:ct+t/ du=ct+tt—1)=(c—1)t+t
1 U 1

3. Die autonome Differentialgleichung 2’ = h(x)

Eine Differentialgleichung ' = f(t, z) heifit autonom, wenn die rechte Seite f(¢,z) nicht von ¢ abhéngt,
wenn man also f(¢,z) = h(x) schreiben kann.

Es gibt einen Ansatz, der zunichst mathematisch nicht sauber begriindet wird, der aber prignant und
einfach zu merken ist:

Ansatz zur Losung eines Anfangswertproblems =’ = h(x), x(ty) = xo: Dabei wird die Funktion
h(z) als stetig in einer Umgebung von xy = vorausgesetzt.

(1) Fall h(zg) = 0: Dann ist
¢ : R — Rmit o(t) =z
eine Losung des Anfangswertproblems.
(2) Fall h(zg) # 0:
e Schreibe z’ = h(x), x(to) = xo als

dx
i h(z), x(to) = o
e Trenne die Variablen:
dz
=dt to) = xo.

Integriere:

x dy /t
—— = [ du.
/zo h(y) to
Lose die Gleichung nach x = x(t) auf.

Uberpriife, ob x(t) das Anfangswertproblem 16st.
Eine prézisere mathematische Darstellung folgt im n#chsten Satz.

Beispiel: Wir wollen das Anfangswertproblem

losen. Wir schreiben

de 1
at z’ 2(0)
bezichungsweise
xdr =dt, z(0)=-1

x t
/ ydy:/ du,
-1 0

1 ,]" 1 1
{yﬂ =t also —2%—--=t,
27 =y 2 2

und integrieren

was

und damit

22 =2t+1, also x=+V2t+1
liefert. Wegen 2:(0) = —1 brauchen wir das negative Vorzeichen:

r=—V2t+1.
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Wir schreiben die Losung jetzt als x = o(t):

o(t) = —Vv2t+ 1.

Wo ist ¢(t) definiert? Der Ausdruck —+/2t +1 ist nur fir ¢ > —3 definiert. Im Fall ¢ = —3 wiirde
ga(f%) = 0 folgen, aber fiir z = 0 ist die Differentialgleichung nicht definiert. Daher betrachten wir
1

@: (_5’00) — R mit ¢(t) = —v2t+ 1.

Man iiberpriift nun, dass ¢ tatséichlich das Anfangswertproblem 16st. (¢ ist eine maximale Losung des
Anfangswertproblems, da der Definitionsbereich nicht vergréfiert werden kann.)
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Wir beginnen mit zwei Beispielen.

Beispiel: Wir suchen nach einer Losung des Anfangswertproblems
¥ =e", x(0)=0.

Wir schreiben

,trennen die Variablen*

und integrieren:

Wir erhalten

[—e_y]zzo =t also 1—e %=t
und damit
e ?=1-t
Durch Logarithmieren ergibt sich —x = In(1 — ¢) bzw.
1
z=1In .
1—-t

Damit die Losung definiert ist, muss 1 —¢ > 0, also ¢ < 1 gelten. Wir wiéhlen daher

¢ :(—00,1) = R mit cp(t):lnl_t.

(Sicherheitshalber kann man nun nachrechnen, dass ¢ das Anfangswertproblem 16st.) Es gilt

t_l}r_noogo(t) =—00 und ltlgl (t) = oo.
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Dies zeigt, dass die Losung ¢ nicht auf ein grofleres Intervall fortgesetzt werden kann, ¢ ist also eine
maximale Losung des Anfangswertproblems. (Obwohl die Differentialgleichung auf ganz R bzw. R x R
definiert ist, ist die Losung nicht auf ganz R definiert.)
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Beispiel: Wir suchen nach einer Losung des Anfangswertproblems
=221, z(0)=0.
Wir schreiben

d
d—f:xz—l, z(0) =0
und ,,trennen die Variablen“:
dx
R =dt, z(0)=0

Integration liefert

x d t
/ 2;1/ :/du:t.
o y*—1 0

Mit Partialbruchzerlegung ergibt sich, wenn wir beachten, dass unsere Losung x wegen x(0) = 0 zuniichst
nahe 0 definiert sein muss:

T dy /11 1 1
5 — [ _ . dy:
o y°—1 0o \2 y-— 2 y—1

y=0
1 1 1, 1—=x
= —In(l—2)— =In(1 ==1 :
2n( x) 211( +x) 2n1+x
Wir erhalten also
1. 1—-=2
n _
2 14z
Diese Gleichung wollen wir nach z auflésen:
1. 1-x 11—z 1—-=x o
—1In =t < In =2 = =e =
2 14z 1+ 1+
= l-z=1+12) = 1-e=01+er —=
1—e2
— T

- 14 e2t’
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Die rechte Seite ist fiir alle t € R definiert. Daher definieren wir
1—e?
T ltet
Man kann nun sicherheitshalber noch nachrechnen, dass ¢ tatséchlich das Anfangswertproblem 16st. Da

sich die Differentialgleichung auch in der Form 2’ = (z — 1)(z 4 1) schreiben lésst, sieht man, dass auch
die konstanten Funktionen

¢ : (—00,00) = R mit ¢(t)

w1 :R—=>Rmit p1(¢() =1 und ¢_1:R—=Rmitp_1(t) =—1

Losungen der Differentialgleichung sind.
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Bemerkung: Wir haben die Losungen der Differentialgleichung ' = h(z) aus der Gleichung
T dy /t
—— = [ du
/I() h(y) to
gewohnen. Ist ¢ : I — R eine (stetig differenzierbare) Funktion mit

w(t) dy ¢
h(e(t)) #0 fir allet € I und / — = / du,
x h(y) to

0

so erhélt man durch Differenzieren nach ¢ mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

h(;(t) ) =1, ako  ¢(t) = hip(t).

Die Funktion ¢ 16st also die Differentialgleichung a2’ = h(x).

Der folgende Satz betrachtet die Situation etwas theoretischer. Zuvor erinnern wir noch an ein Ergebnis
aus der Analysis I:

LEMMA. Sei I C R ein Intervall, f: I — R differenzierbar mit f'(x) > 0 fir alle x € I (bzw. f'(z) <0
fir alle x € I). Sei J = f(I) das Bildintervall. Dann ist f : I — J bijektiv, die Umkehrabbildung
[t J = I ist differenzierbar mit

Nun kommen wir zum versprochenen Satz:
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SATZ. Sei h eine auf einem offenen Intervall I definierte stetige Funktion und xo € I, auflerdem tg € R.
Wir betrachten das Anfangswertproblem

' =nh(z), z(to) = o
und unterscheiden zwei Fille:
(1) Fall h(zg) = 0: Dann ist die konstante Funktion
p:R =R mit o(t) =z

eine Losung des Anfangswertproblems. (Dies muss nicht die einzige Lisung des Anfangswert-
problems sein.)
(2) Fall h(zg) # 0:
o Sei (x_,x4) (mit z— € RU{—o0}, z4+ € RU {o0}) ein mazimales offenes Intervall im
Definitionsbereich von h mit h(x) # 0 fiir alle x € (x_,x4) und x¢ € (z_,z4).
e Sei H eine Stammfunktion von 4 auf (x_,x) mit H(xo) = to, also

H:(x_,zy) = R mit H(z) = und H(xqg) = to.

1
h(z)
Natiirlich kann man H auch als Integral schreiben:

o H ist injektiv und das Bild H((x—,x4)) ein offenes Intervall:
H((z—,zy)) = (t_,t4) mitt- e RU{—o0},t; € RU{o0}.

Genauer:
— Fall h(xzg) > 0: Dann ist h(xz) > 0 fir alle x € (x—,z4) und H streng monoton
steigend. t— und ty lassen sich so berechnen:

t_=lim H(z) wnd ty= lim H(x).

zlr_ o

— Fall h(zg) < 0: Dann ist h(z) < 0 fir alle x € (x_,zy) und H streng monoton
fallend. t_ und ty lassen sich so berechnen:

t_- = lim H(z) wund ty= lim H(x).

oty ala_

Insbesondere ist dann

H:(w—,oq) = (L 14)
bijektiv.

o Sei o = H™! die Unkehrabbildung, d.h.
G (toty) = (oo,ay) mit H(p(t) =t
Die Funktion o lost das Anfangswertproblem, d.h.
©'(t) = h(p(t)) fir allet € (t—,ty) und p(ty) = xo.
— Im Fall h(xo) > 0 gilt

}i?} p(t)=z_ und tl%rtri o(t) = x4

— Im Fall h(zg) < 0 gilt

tli?,l o(t)=zy und tlgri o(t) =z_.
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ty [ —

to

T_ Zo T+ T_ ) Ty

o Es gelten folgende Eindeutigkeitsaussagen:
(a) Fir die eindeutige Lésbarkeit des Anfangswertproblems gilt folgende Aussage: Ist
¥ J = R eine weitere Losung des Anfangswertproblems, so gilt

Y(t) = o(t) fir allet € JN(t—,ty4).

Insbesondere ist das Anfangswertproblem (im Fall h(xo) # 0) lokal eindeutig
16sbar.

(b) Isttp: J — R eine Lisung des Anfangswertproblems mit h(y(t)) # 0 fir alle t € J,
so gilt

Y(t) = (t) fir allet € J und J C (t_,t1).

Beweis:
(1) Ist h(zg) = 0, so ist die konstante Funktion ¢(t) = 29 wegen ¢’(t) = 0 trivialerweise eine Losung
des Anfangswertproblems.

(2) Wir betrachten den Fall h(zg) > 0. Da h stetig ist, gilt h(xz) > 0 fiir alle € (z_,zy). Dann

ist natiirlich H wegen H'(x) ﬁ > 0 streng monoton steigend. Insbesondere existieren die

Grenzwerte

t_=lim H(z) und ¢4 = lim H(x)

Tl o e

in RU{—o0} bzw. RU {oco}. Dann ist
H:(z—,wy) = (I, t4)
bijektiv, die Umkehrfunktion
p=H 1 (t,ty) = (z-,24)
also wohldefiniert. Klar ist auch

li =2 li =z
tﬁ{ls@(t) - und t%?l‘p(t) Ty

Wegen H'(z) = h(z) > 0 fiir alle 2 € (z_,2y) ist die Umkehrfunktion H~! nach einem Satz
aus der Analysis I auch differenzierbar. Aus H(¢(t)) = ¢ folgt durch Differenzieren

H'(p(t)¢'(t) =1, also

und damit
O'(t) = h(p(t)) firallet € (t_,ty).
Aus H(xg) = to folgt p(to) = zo. Also ist ¢ eine Losung des Anfangswertproblems.
(2’) Der Fall h(xo) < 0 geht ganz analog.
(3) Wir wollen nun die Eindeutigkeitsaussagen beweisen.
(a) Sei also ¢ : J — R eine weitere Losung des Anfangswertproblems, d.h.

'(t) = h((t)) fiirallet € J  und  (tg) = xo.

Fiir die Behauptung kénnen wir annehmen, dass J C (t_,ty) gilt.
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e Wir definieren Teilmengen des Intervalls J:
Ur={teJ:o(t)=p)} uwd Uy={teJ:¥()# o)}
Trivialerweise gilt
UpUU;=J und U NU; =0.

e Wir wollen zeigen, dass U; eine offene Teilmenge von J ist. Sei also ¢t; € U;. Dann
gilt ¥ (t1) = p(t1) € (x—,x4). Da 1) stetig ist, gibt es ein § > 0 mit

Y(t) € (x—,xy) fir alle t € JN (¢ — 0,1 +9).
Firt € JN (t1 — d,t1 +0) ist H(¢(t)) definiert und es gilt
(H(1) = H'(%(6)¢' (1)
Also gibt es eine Konstante ¢ mit
H((t)) =t+cfirallet € JN(t; —6,t1 + 6).
Fiir t = #; folgt
t1+c=H(t1)) = H(e(t1)) =t1, also ¢=0,
und damit
H(y((t)) =tfiralete Jn (t1 —d,t1 +9).
Wegen der Injektivitéit von H folgt dann aus H(¢(t)) = ¢ sofort
P(t) = (t) fiir alle t € J N (¢ — 6,t1 + ).

Es folgt
JN(t1 —6,t1 +9) CUs.

Dies beweist, dass Uy eine offene Teilmenge von J ist.

e Da ¢ und ¢ stetig sind, ist Uy = {t € J : 9(t) # (t)} natiirlich eine offene Teilmenge
von J.

e Nun lésst sich aber ein Intervall J nicht in disjunkte, nichtleere offene Mengen Ui, Us
zerlegen. Eine der Mengen Uy, Us muss also leer sein. Wegen to € Uy muss also Uy = ()
gelten, und damit U; = J, also

P(t) = @(t) fir alle t € J,

was wir zeigen wollten.
(b) Sei nun ¢ : J — R eine Losung des Anfangswertproblems mit h(1)(t)) # 0 fiir alle ¢ € J.

' =h(x), x(ty) = xo.
Wegen ¢(ty) = ¢ und der angenommenen Maximalitit von (z_,zy) gilt dann
P(t) € (x_,xy) fiir alle t € J.
Also ist H o1 definiert. Es gilt
(H o) (t) = H'(d(t))¢'(t) =
Also gibt es eine Konstante ¢ mit
H@(t) =t+cturte J
Aus H(zg) = to folgt dann ¢ = 0 und damit
H(y(t)) =t fiir alle t € J.
Diese Gleichung zeigt, dass J im Bild von H liegt, d.h.
JC(t-ty).

o) =1 e

Weiter folgt
Y(t) = H1(t) = p(t) fiir alle t € J,
und damit die Behauptung. ®
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Beispiele:

(1)

Wir betrachten nochmals das Anfangswertproblem

Mit den Bezeichnungen des Satzes wihlen wir

1
h:I—Rmit I = (-00,0)und h(x) = —, tr =0, zo=—1.
x

Natiirlich ist (z_,zy) = (—00,0) = I ein maximales offenes Intervall im Definitionsbereich von
h, in dem h von 0 verschieden ist. Wir definieren

 dy r 1,]" 1
H:(—00,0 —>RmitHx:/ — +t :/ ydy—[yQ] =—z° ——.
( ) (z) A T 5
Es ist

1
L:limH(az):—i und ¢y = lim H(z) = oo,

10 x]—o0

also wegen H((z,z4)) = (t—,t)
H((~50,0)) = (~3,0).

Die Umkehrfunktion
1
o=H": (—5,00) — (—00,0) CR

lost das Anfangswertproblem. Wir berechnen sie aus der Beziechung H (o(t)) = t:

#(t)€(=00,0)

Hp(t) =t = —pt)’—==t <<= o) >=2t+1

= o) =2+
©: (—%,oo) — Rmit p(t) = —v2t+1

16st das das Anfangswertproblem. Auf dem Intervall (—%,oo) ist die Losung auch eindeutig
bestimmt. Da die Differentialgleichung fiir = 0 nicht definiert ist, kann die Losung ¢ wegen
limgy 1 ©(t) = 0 auch nicht auf ein grofieres Intervall fortgesetzt werden, d.h. die Losung ist
maximal.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

Mit den Bezeichnungen des Satzes ist tqg = 0, zg = 1, h(x) = 2. Das maximale offene Intervall,
in dem h von 0 verschieden ist und 1 liegt, ist (z_, z4) = (0, 00). Auf diesem Intervall definieren
wir die Funktion

) T o dy T dy 17" 1 1
H:(O,oo)%letH(x):/ @: 3[22} =553
o 1 y y y:l €T

Das Bild von H ist H((0,00)) = ({—,t4) mit

Tl 210 \ 2 2332
und
1 1 1
t. = lim H =1 I ——
+= Jm Hz) m#rélo(2 2:[;2) 2
Dabher ist
1
H :(0,00) = (—00, 5)
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bijektiv. Wir brauchen die Umkehrfunktion ¢ = H~! und gewinnen sie aus der Relation
H(p(t)) =t:
1 1 1 1
H(pt) =t = --— =t < =--1t <=
) 2 2007 2007~ 2
1 (t)€(0,00) 1
2 ® 00
= () :72(1—15) = o(t) = - .
Die Losung des Anfangswertproblems ist also
(~o0, ) =+ B mit p(t) = ———
@ : (=00, =) = R mit ¢(t) = .
2 V-2
Wegen lim,, 1 p(t) = oo, kann das Definitionsintervall nicht nach rechts vergrofiert werden.
Daher ist die Losung maximal.
'Y I A A B A L A A U A L A D L L D D B |
O A B A R R
N N A B A B AR
BN S O T S S T S O S S B O O B B B
A B AR [ R
O A N A A A N A
T O A A A N N A A N T A A |
ST A A A A A A A A AR N A AR
P A N A A N N A A ) O A A
VA AV AV A A A A A A AV AV AV AV A A AV
L P A P A A O B |
0
B R R T T T T T T S U N I VN
BRI
T T T T T T T T T T A
20 1 11 1 1l 1 1 L1 1.l 1 1 1 1 11 1 1]
5 4 3 -2 -1 0 1 2
(3) Wir betrachten das Anfangswertproblem
. m
2’ = sin(z), x(O):Q.

Im Intervall (z_,z4) = (0,7) ist hA(x) = sin(x) immer positiv. Dort kénnen wir definieren

10 = [ =/,

Nun hat - ( ; die Stammfunktion In( sin(y) 7), Weswegen wir weiter erhalten

1+Cos
sin(x _sin(z)
H —
(z) = [ 1+ cos(x ] T 1+ cos(z)’
Wegen sin(z) = /1 — cos(z)? fir z € (0,7 gﬂt
In sin(x) W 1 — cos(x)? I 1 — cos(z) _ lln 1- cos(x).
1+ cos(x) 1+ cos(x) 1+cos(z) 2 1+ cos(x)

Damit folgt
1 N 1 — cos(x)

H(z)=-In——= fii .
(z) 2 1+ cos(x) ir 2 € (0,m)
Das Bild H((0,7)) von H ist (t_,t4) mit
_= lig)lH(:c) =—-oc0 und t; = li%nH(x) = o0.

Also ist
H:(0,7) = (—00,00)
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bijektiv. Wir berechnen die Umkehrfunktion ¢ = H~! aus der Relation H(p(t)) = t:
1. 1—-cos(p(t)) 1 —cosp(t) 2

H(p(t) =t = --Ih———FZ =1t = —
(1)) 2 14 cos(e(t)) 1+ cosp(t)
< 1—cosp(t)=(1+cosp(t))e* —
— cospt)(1+e*)=1-¢" <
1— 2t 176%
<~ cosy(t) = T <  ¢(t) = arccos (1—|—e2t> .
Daher 16st
1+€2t
(- — R mit p(t) = —re
¢ (—00,00) mit ¢(t) = arccos (1 n 62t>
das Anfangswertproblem. Es ist
li t 0 d 1l t) =m.
Jim p(t) =0 und - lim p(t) =7
e o = = = = L e ] = e e e = e = —
3_—!"' - — - - - — - - - - - - — el — - -
P S S S S S S - o o o v A
25L~ 4 & & F© F F F x| oy P A N S S .
VARV AR AR AR S S A S A N S P S A S S S S .
£5552%%%59377%%%5%%% %
1225555550045 555%55%7
A A A A R A A SR A/ G A A S A S S S A S i
S D A A A A A A A A A A A A A A A A A
VA A A R S S S S S N S S S S SN S S S .
1£” 2~ ~A 7 ZA 7 7 7 VAR A S S S S S S .
VARV AV S S Y L S P S R R L S S S Y S S .
P A A A A A P A I A A A A A A A .
o5L > F ¥ o x x E A S I S S O S S S N 2N o
- A - L | L L
- - - - - - - - — — - — — - - - - -
0= —— —
4 2 0 2 4

(4) Wir betrachten das Anfangswertproblem
' =+/|z], z(0) =z mit 29 > 0.

Das maximale, xy enthaltende offene Intervall auf dem h(z) = 4/|x| von 0 verschieden ist, ist
(x_,24) = (0,00). In diesem Intervall ist h(x) = \/|z| = /= positiv. Dort gilt

dy Y= — 2¢/xp.
T =2V, =2V —2V/30

Das Bild von H ist H((0,00)) = (¢t—,t4) mit
_= 11?01H(a:) =-2/xg und ¢ty = hTm H(x) = oo.

Also ist

H: (0,00) = (—24/xq, )
bijektiv. Die Umkehrfunktion ¢ = H~! 16st das Anfangswertproblem. Wir berechnen sie aus
der Beziehung H (¢(t)) = t:

H(pt) =t <= 2p Q\ﬁ:t =
= Vo 7+\ﬁ =

e QO(t) = <2 + \/l’o)
Daher ist

1 (—24/Tg,00) = R mit ¢(t) = <; + Jﬂ))
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eine Losung des Anfangswertproblems. Es gilt weiter

lim t)=0 und lim p(t) = oco.
o Jm () lim ¢ (t)

Die angebene Losung ist aber nicht maximal, da sie sich ganz einfach zu einer Lésung ¢ : R — R
fortsetzen ldsst:

t 2 . B
¢ : R — R mit p(t) = (L + /@) fiir t > —2,/x,
0 fiir t < —2,/Z¢

lost das Anfangswertproblem. (Es gibt auch noch andere Lsungen.)
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Bemerkung: Wann ist die Losung ¢ : (t_,t4+) — R eines Anfangswertproblems =’ = h(x), z(tg) = xo
maximal? Die folgenden Aussagen sind sofort klar.

e Das Intervall (¢t_,t,) lisst sich nicht nach rechts vergrofiern zu (t_,t,) 2 (t_,t,), falls gilt
— t4 = 0o oder
— t4 < oo und limyyy, ¢(t) = F00 oder
— ty < oo und limyyy, ¢(t) existiert (in R) und lims, () liegt nicht im Definitionsbereich

von h.
e Das Intervall (¢t_,t,) lisst sich nicht nach links vergroBern zu (t_,t,) 2 (t_,t, ), falls gilt
— t_ = —o0 oder

— t_ > —oo und lim;;_ ¢(t) = oo oder
— t_ > —oound lim;; ¢(t) existiert (in R) und lim;); »(¢) liegt nicht im Definitionsbereich
von h.

Bemerkung: Wir betrachten ein Anfangswertproblem

= f(t,x), x(ty) = xo.
Man sagt, das Anfangswertproblem ist lokal eindeutig l6sbar, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
e Das Anfangswertproblem besitzt eine Losung ¢ : I — R.
e Ist ¢ : J — R eine weitere Losung des Anfangswertproblems, so gibt es § > 0 mit
P(t) = p(t) fur allet € INJ N (to — d,t0 + 9).

Die Fragen nach der eindeutigen Losbarkeit bzw. lokal eindeutigen Losbarkeit von Anfangswertproblemen
wird uns spéter noch intensiv beschéftigen. Hier schreiben wir nochmals explizit auf, was eigentlich schon
im letzten Satz steht. (Im Satz ist sogar explizit ein Intervall (¢t_,¢;) angegeben, auf dem die Losungen
eindeutig sind.)
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FOLGERUNG. Ist h: I — R eine auf einem Intervall I definierte stetige Funktion, xq € I und tg € R mit
h(zg) # 0, so ist das Anfangswertproblem

2 =h(x), xz(ty) =0

lokal eindeutig losbar.
Manchmal kann man auch eine Aussage iiber die globale Eindeutigkeit machen:

FOLGERUNG. Ist p: J — R eine mazimale Losung des Anfangswertproblems
' =h(z), =z(0)= =g
(mit einer auf einem Intervall stetigen Funktion h) und gilt
h(p(t)) # 0 fir alle t € J,

so ist das Anfangswertproblem global eindeutig losbar und ¢ ist diese Lisung.

Die Folgerung liefert ein Kriterium, das auch in der Praxis oft hilfreich ist: Man bestimmt eine Losung
¢ : J = R eines Anfangswertproblems x' = h(x), z(tg) = xo, testet, ob die Lésung maximal ist und
ob h(p(t)) # 0 fiir alle t € J gilt. Wenn ja, hat man die eindeutig bestimmte maximale Losung des
Anfangswertproblems gefunden.

Das folgende Beispiel zeigt, dass ein Anfangswertproblem ' = h(z), z(tg) = xo auch unendlich viele
Losungen haben kann. Wegen des Satzes bzw. der Folgerung muss dann h(xzg) = 0 gelten.

Beispiel: Wir wollen alle Losungen = : R — R des Anfangswertproblems
o= Va2, 2(0)=0
bestimmen.
(1) Sei ¢ : R — R eine Losung des Anfangswertproblems. Dann ist ¢(0) = 0 und ¢'(¢) = {/(t)? >
0, insbesondere ist ¢ monoton steigend. Sei
I={teR:yp(t) =0}
die Menge der Nullstellen von ¢. Da ¢ stetig ist, ist I abgeschlossen in R. Aus der Monotonie
und ¢(0) = 0 folgt:
o Ist u_ < 0 mit u_ €1, s0ist [u_,0] C I.
o Ist uy > 0 mit uy €I, soist [0,us] C 1.
Daher ist I ein abgeschlossenes Intervall [a,b], wobei auch die Félle (—oo,b] und [a,c0) und
(—00, ) zugelassen sind. Es gibt also Zahlen
a € RU{—oc0},b € RU{oo} mita <0<bund I =[a,b]NR.

(2) Ist a = —o0, so gilt p(t) = 0 fiir alle t < 0. Wir betrachten den Fall —oco < a < 0. Sei tg < a
und ¢ = ¢(tg). Mit den Bezeichnungen unseres Satzes withlen wir

(z_,24) = (—00,0) und h(z) = Va2 = (—z)%/>.
und berechnen H : (z_,21) — R mit
T dy o —(=y)'*7"
H(z) = +to=/ (—y) " Pdy +to = [ +itg =
Zo v y2 Zo 1/3 y=xq
= —3(=2)"3 4 3(—x0) /% + to.
Das Bild von H ist H((x_,x1)) = (t—,t+) mit

t_ = iim H(z)=—-0c0 und ¢4 = li%l H(z) = 3(—x0)"? + to.
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Fiir t € (t_,¢4) gilt H(p(t)) = t, also:
Hp) =t = =3(p(t)"/* +3(-2)' P +to=t =
o B Pt =t e (el) P =gl-t) =

1

= (e®)i=ta -y = —ﬂw=(;u—w) —

= wwz—(;u—wf.

Es gilt offensichtlich

e(t) <0firt <ty und lime(t) =0.
ths

Aus der Definition der Zahl a folgt daher ¢4 = a. Wir kénnen also schreiben

t—a\®
o(t) = <3) fiir t < a.

(3) Ist b = oo, so gilt p(t) = 0 fiir alle t > 0. Wir betrachten nun den Fall 0 < b < oo. Sei tg > b
und 2o = ¢(tp). Mit den Bezeichnungen des Satzes withlen wir

(z_,x4) = (0,00) und h(z) = Va2 = 2>

und berechnen H : (z_,z1) — R mit

© dy ! —2/3 y/? ’ 1/3 1/3
H(z) = ; W*‘to: wy dy +to = 3 +tog=3x"" —3xy’" + to.
Y==To

0 0

Das Bild von H ist H((x—,x4)) = (t—,t4+) mit
t_ = lig)lH(x) = —333(1)/3 +t und tp= liTrn H(z) = 0.

Fir t € (t_,t4) gilt H(p(t)) =t, also:

13 _ t—t-

=
3

Bp(t) /P —3x)P tto=t <« Bp®)P+t_=t = o)

— o) = (t‘;—)g.

Offensichtlich gilt
p(t) > 0 fiir t > ¢t_ und tlirn o(t) = 0.

Dies impliziert £ = b und damit

(4) Wir fassen zusammen:

(559)°  firt <a,
p(t) =<0 fira <t <b,
(52)° fiie ¢ > b.

Nun iiberpriift man leicht, dass die angegebene Funktion tatséichlich das Anfangswertproblem
16st. Wir erhalten also eine 2-parametrige Schar - abhéngig von a und b - von Lésungen des



26 2. LOSUNGSMETHODEN FUR SPEZIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

Anfangswertproblems.

4. Differentialgleichungen mit getrennten Variablen - Trennung der Variablen

Unter einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen verstehen wir eine Differentialgleichung
der Gestalt

o’ = g(t)h(z).
Ist o' = f(t,x), so lasst sich also f(¢, ) in ein Produkt f(¢,x) = g(¢t)h(x) zerlegen, wo g nur von ¢ und h
nur von x abhingt. Die Variablen sind ,,getrennt“. Im Fall g(¢) = 1 haben wir den Spezialfall, den wir im
letzten Abschnitt behandelt haben, eine autonome Differentialgleichung 1. Ordnung. Wir beginnen mit
einem Ansatz, der zwar mathematisch nicht sauber begriindet ist, aber priagnant und einpriagsam ist.

Ansatz zur Loésung einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen durch ,,Trennung
der Variablen*: Gegeben sei die Differentialgleichung ' = g(¢t)h(x).

e Schreibe 2’ = g(t)h(x) als

dz
o = g(0)h).
e _Trenne die Variablen*:
=
h(z) g

Integriere:

/h(éi)/g(t)dtJrc, ceR.

Lose die letzte Gleichung nach x = x(t) auf.
Uberpriife, ob x(t) die Differentialgleichung 16st.

Oft kann man auf diese einfache Weise Losungen finden. Ob man dann alle gefunden hat, ist hier iiber-
haupt nicht klar.

Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung

z = ta?,
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die auf ganz R x R definiert ist. Wir schreiben

dx 9
= —¢
at ~
,trennen die Variablen*
dr
poi tdt
integrieren:
dx
x
und erhalten
L_lp,
—— = c.
r 2
Aus dieser Gleichung kénnen wir x = x(t) berechnen:
1
x(t) =
( ) _ 1t2 —_c

Den gleichen Ansatz kénnen wir auch zum Lésen von Anfangswertproblemen benutzen:

27

Ansatz zur L6sung eines Anfangswertproblems fiir eine Differentialgleichung mit getrennten

Variablen durch ,,Trennung der Variablen*: Wir betrachten das Anfangswertproblem
o’ = g(t)h(z), x(to) = o,
wobei g und h als in einer Umgebung von tg bzw. xg definierte und stetige Funktionen sind.
(1) Fall h(zg) = 0: Dann ist
@ : R — R mit ¢(t) =z
eine Losung des Anfangswertproblems.
(2) Fall h(zg) # 0:
e Schreibe z’ = h(x), x(tg) = xo als

dz
o = g(Oh(a),  wlto) = wo.
e Trenne die Variablen:
dz

e Integriere:

[ty = f oo

e Lose die Gleichung nach x = z(t) auf.
e Uberpriife, ob z(t) das Anfangswertproblem 15st.

e Bemerkung: Die Vorgehensweise ist zwar prédgnant und einprégsam, aber mathematisch

nicht sauber begriindet.

Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem

Wir schreiben

,trennen die Variablen*

integrieren
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erhalten
LN S
x 2 2
Die letzte Gleichung kénnen wir leicht nach « = z(¢) auflosen:
1 2
z(t) = 5 T = .
2121

Offensichtlich miissen wir (—1,1) als Definitionsintervall wihlen, das dann auch maximal ist.
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Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem
a' =sin(t) -2%, 2(0) = 1.

Wir schreiben es als

d
d—f =sin(t) - 2%, 2(0) =1,
,trennen die Variablen*
dz .
5= sin(t)dt, x(0) =1,
integrieren
T d t
/ —‘g = / sin(u)du,
1 Y 0
erhalten
| - st
- = [—cos(u)],_q >
2y2 y=1 u=0
b 11 1 1
———+—-=1—cos(t), also — =2cos(t)—1, also r=4t——.
20 2 ) z? () 2cos(t) — 1
Wegen x(0) = 1 miissen wir das positive Vorzeichen wéhlen und erhalten
1
T =
2cos(t) — 1

Wir definieren also !

e —
#(t) V2cos(t) —1
Man kann iiberpriifen, dass ¢(t) (lokal um ¢ = 0) das Anfangswertproblem 16st. Die angegebenen Funktion
ist genau dann definiert, wenn 2 cos(t) —1 > 0 ist, was wiederum dquivalent zu cos(t) > 1 ist. Das grofte,

0 enthaltende Intervall mit dieser Eigenschaft ist (—%, §). Also setzen wir nun
1
T 7)Y 5 R mit o(t) =

2 (_§7§) Wt)—l
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An den Rindern des Intervalls strebt die Losung o(t) gegen co. Also handelt es sich um eine maximale
Losung.

T "1 1 T T T T T T T T
I R R I A L A Y IR
N
frt ot . fobot ot
Vbbb bbb
fr ot . A

3 Vbbb b
T foroA ottt
R A A S R R B PO IR
AR R L SR PR B A I
2y g TV
- Fay, 4t
A R L R B N RN DS VR R
TNV VYT
AR SNNENENEN o - A
///I_’_"_‘“\ —_] - ~ oA
0
1f A A A R B ]
AN R R R RS
NESENRNEN SNV Ny
AR
R A A A BN SRS
] = N R VT W W f . LNV T U T
5 -4 3 2 -1 0 1 2

Der folgende Satz préazisiert nun, was in den vorangegangenen Ansétzen passiert ist.

SATzZ. Wir betrachten das Anfangswertproblem

' = gt)h(x), x(ty) = o.

Ist h(zo) = 0, so ist die konstante Funktion p(t) = xo, t € R eine maximale Losung des Anfangswertpro-
blems. Daher konnen wir im Folgenden h(xo) # 0 annehmen.

o Sei I CR ein offenes Intervall, to € I und g : I — R stetig. Dazu wird definiert

t
G:IT—->Rmit G(t) = / g(u)du,
to
d.h. G ist eine Stammfunktion von g mit G(tg) = 0.
e Sei J C R ein offenes Intervall, xg € J und h : J — R stetig. Wir setzen voraus, dass h(xg) # 0
gilt. Sei (x_,x4) C J ein mazimales offenes Intervall mit xg € (x_,xy), sodass h(z) # 0 fir
alle z € (x_,x4) gilt, und

Cdy
v DY)’

d.h. H ist eine Stammfunktion von % mit H(xo) = 0. Dann ist H ist injektiv, das Bild
H((x_,xy)) ein offenes Intervall und H=' : H((x_,z,)) — R differenzierbar.
o Sei (t_,ty) C I mazimal mit to € (t_,t4), sodass gilt

G((t-,t4)) € H((z—, 24)).

(G((t—,ty)) ist ein nicht notwendig offenes Intervall.)
e Dann ist

H:(z_,zy) > R mit Hz) =

p=H oG (t_,ty) > (o_,2,) CR
wohldefiniert, differenzierbar und erfillt das Anfangswertproblem
¥ =g(t)h(x), z(to) = 0.

(Es gilt: H(p(t)) = G(t) firte (t_,t4).)
e (1. Pindeutigkeitsaussage) Ist ¢ : I, — R eine Ldsung des obigen Anfangswertproblems, so gilt

W(t) = (t) fir allet € (t—,t4) N L.

(Das Anfangswertproblem ist also auf dem Intervall (t_,t;) eindeutig losbar.)
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e (2. Eindeutigkeitsaussage) Ist ¢ : I, — R eine Lisung des obigen Anfangswertproblems und gilt

h(1(t)) # 0 fiir alle t € I,
so gilt
Iy C(t—,ty) und ¥(t) = (t) fir allet € I.

Beweis:

(1) Man iiberlegt zuniichst, dass ¢ sinnvoll definiert ist. Aus ¢ = H ~1oG folgt dann H (¢ (t)) = G(t).
Differenzieren ergibt

H ()¢ (t) = G'(t), also

Weiter gilt

~@'(t) = g(t), und damit  ¢'(t) = g(t)h(e(t)).

¢(to) = H=1(G(to)) = H*(0) = .

p:(t—,t4) = R 16st also das Anfangswertproblem.

(2) Wir wollen nun die 1. Eindeutigkeitsaussage anschauen. Sei also 9 : I, — R eine weitere
Lésung des Anfangswertproblems. Fiir die Behauptung kénnen wir I, C (t—,t;) annehmen.
Wir zerlegen das Intervall I, in zwei disjunkte Mengen:

Ur={tely:¢(t)=¢)} und Up={iecly:y(t)#e()}

o Wir zeigen, dass U; offen ist. Sei t; € Uy, also ¢(¢t1) = ¢(t1). Dann ist (t1) € (z_,z4),
sodass es wegen der Stetigkeit von 1 ein 6 > 0 gibt mit

Y(t) € (x_,zy) fir alle t € (¢ — §,t1 + 9).

Da H auf (z_,z4) definiert ist, konnen wir H anwenden, d.h. H(¢(t)) bilden und dann
differenzieren:

(H((0)) = H OW/() = —

h((t)

Also existiert eine Konstante ¢ mit
H(y(t)) = G(t) + c fiir alle t € (t; — 6,t1 + 0).

Wir setzen t = t; ein und erhalten mit ¥(t1) = ¢(t1)
c=H((t)) - G(tr) = H(p(t)) — G(t1) =0,

gOR((E)) = g(t) = G'(t) fiir alle t € (t,—0,¢,+0).

also
H(y(t)) = G(t) fiir alle t € (t; — d,t1 + 9).
Es folgt
Y(t) = HH(G(t) = o(t) fiir alle t € (t; — 6,t1 + 6).
Daher gilt

(tl *5,151 +5) - Ul.

Dies zeigt, dass U; eine offene Menge ist. Wir bemerken auch, dass U; wegen to € Uy nicht
leer ist.
e Da 1 und ¢ stetige Funktionen sind, ist Uy = {t € I, : ¥(t) # (¢)} natiirlich eine offene
Menge.
Da sich ein Intervall nicht in zwei disjunkte offene Mengen zerlegen lésst, folgt aus der Offenheit
von U; und Us und

Iy = Uy UUs, Uy NU, =0, Ul#[b,

dass Uy = Iy gilt, d.h.
Y(t) = (1) fir alle ¢t € I,
wie behauptet.
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(3) Wir betrachten nun die 2. Eindeutigkeitsaussage. Sei ¢ : I, — R eine Losung des Anfangswert-
problems mit
h(y(t)) # 0 fiir alle t € I.

Da (z_,zy) maximal gewihlt wurde, gilt
P(t) € (x_,x) fiir alle t € J.
Also ist H o1 : J — R definiert. Wir differenzieren:

(H 00 () = H @O0 = s

Daher gibt es eine Konstante ¢ mit
H((t)) = G(t) + c fiir alle t € J.
Wegen H(xg) =0, ¥(to) = zo, G(to) = 0 folgt ¢ = 0, also
H(y(t)) = G(t) fiir alle ¢t € J.

~g(t)h(p(t)) = g(t) = G'(t) fiir alle t € J.

Dann gilt also
G(J) C H((z—,2+)).
Da (t_,t4+) maximal mit G((t—,t1)) € H((x—,x1)) gewdhlt wurde, folgt
JC(t-,ty).
Der Rest folgt aus der 1. Eindeutigkeitsaussage. B

Beispiele:
(1) Wir betrachten das Anfangswertproblem
o' =4t32x? x(0) = 1.
e Wir definieren g : R — R mit g(¢) = 4t3 und ¢, = 0, dazu G :— R mit

G(t) = /Otg(u)du = /Ot 4uddu = t*.

e Wir definieren A : R — R mit h(z) = 22 und xo = 1. Das grofite Intervall, das zg = 1
enthélt und in dem h von 0 verschieden ist, ist
(2, 24) = (0,00).
Wir definieren H : (0,00) — R mit
o= [ [ L
v hy) P Yl,—1 r
Da H injektiv ist, ist das Bild ein offenes Intervall, ndmlich
H((0,00)) = (—00,1).
Wir wissen also:
H :(0,00) = (—00,1) ist bijektiv
und
H™':(—00,1) = (0,00) ist bijektiv und differenzierbar.
e Wir brauchen das gréfite Intervall (¢_,¢4) mit 0 € (¢_,¢1) und
G((t—,t4)) S H((z-,24)) = (—00,1).
Es gilt:
G(t) € H((0,00)) = (—00,1) == t*€(-00,1) = t'<l =
— te(-11).
Also ist
(t,t2) = (~1,1).
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e Daher ist nun
o=H'oG:(t_,t;) =R

wohldefiniert, differenzierbar und 16st das Anfangswertproblem. Mit H (¢(t)) = G(t) fithren
wir folgende Umformungen aus:

H(p(t)) = G(t) <+ LI R R

() o(t)
— o(t)= ! .
1—1t4
Also ist .
v:(=1,1) > R mit o(t) = T
eine Losung des Anfangswertproblems. Auf dem Intervall (—1,1) ist die Losung eindeutig.
Wegen

tliinl p(t) =00 und 1tlTI? o(t) = o0

ist die Losung auch maximal. Daher ist ¢ die eindeutig bestimmte maximale Lésung des
Anfangswertproblems.
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(2) Wir betrachten nochmals das zuvor behandelte Beispiel
a' =sin(t) -2%,  2(0) = 1.

Mit den Bezeichnungen des Satzes haben wir
t
I=R, g(t)=sin(t), G:R— RmitG()= / sin(u)du = 1 — cos(t).
0

J=R, h(z)=2% (r_,z.)=(0,00), H:(0,00) =R

mit
o) = |5 - [‘zy] S
Es ist
1
H((0,00)) = (—o0, 5)
Wir suchen nun (¢_,¢;) maximal mit G((t—,¢4)) € H((0,00)). Es gilt
1 1 1
G(t) € (—oo0, 5) — 1-cos(t) < 5 = cos(t) > 5= cos(%).

Da (t_,t4) auch tg = 0 enthalten soll, wihlen wir
T

(t—7t+) = (_gv g)
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Um die Losung ¢ = H 1oG : (t_,t,) — R des Anfangswertproblems zu bestimmen, verwenden
wir die Beziehung H(p(t)) = G(¢):

1 1
H(p®) =G(t) <= -(1- =1~ t =
(p(t) = G(t) 5( w(ﬂQ) cos(t)
1
= 1- 5 =2—2cos(t) <=
p(t)
= ! 2c08(t) -1 <=
= 2cos(t) —
p(t)?
1 pt)E(@_ry)
= Y= =
wlt) 2cos(t) — 1
1
— ) = —.
#(0) 2cos(t) — 1
Wir erhalten also (wie zuvor) die Losung
T 1

<p:(—§, 3)—>Rmit ap(t):m.

Wegen

lim p(t) =oc0 und lime(t) =0
Jim, ¢ (?) lme(?)

ist die Losung auch maximal.

Wir betrachten das Anfangswertproblem
in(¢
o =30 o) =o.
cos(x)

Mit den Bezeichnungen des Satzes haben wir

I=R, g(t)=sin(t), G:R— RmitG(t)= /Ot sin(u)du) = 1 — cos(t)

und
T= (55 M= s ) =R HiCLD R
mit
I A .
H(z) = ; @—/0 cos(y)dy = sin(x).
Es ist
H((=3,5) = (=1,1).

Nun suchen wir (f_, ;) maximal mit 0 € (¢_,¢4) und G((t—,t4+)) € H((z—,z4+)) = (—1,1). Es
gilt
Git)e(-1,1) <= 1-cos(t)e(-1,1) <<= —-1<l-cos(t)<l <=
<= cos(t) <2und cos(t) >0 <= cos(t) > 0.

Wir wihlen also
T

toty) = (—=, =)
( ) +) ( R 2)
Dann l6st ¢ = H oG : (t_,t,) — R das Anfangswertproblem. Zur Berechnung von ¢ beniitzen
wir die Relation H(p(t)) = G(1):
H(p(t) =G(t) <= sin(p(t)) =1—cos(t) <=  ¢(t) = arcsin(1l — cos(t)).
Wir erhalten also die Losung

@ (—g, g) — R mit ¢(t) = arcsin(1 — cos(t)).
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FOLGERUNG. Ist g : I — R eine stetige Funktion und tq € I, ist h : J — R eine stetige Funktion und
xg € J, sodass gilt h(xg) # 0, so ist das Anfangswertproblem

¥ =gt)h(x), z(to) =m0

lokal eindeutig losbar.

FOLGERUNG. Ist ¢ : J — R eine maximale Lisung des Anfangswertproblems
¥ =g(t)h(x), z(0)=m

(mit Intervallen stetigen Funtionen g und h) und gilt
h(p(t)) #0 fir alle t € J,

so ist das Anfangswertproblem global eindeutig 16sbar und ¢ ist diese Lisung.

Auch diese Folgerung liefert ein Kriterium, das in der Praxis hilfreich sein kann: Man bestimmt eine
Losung v : J — R eines Anfangswertproblems a’ = g(t)h(x), x(tg) = xo. Dann testet man, ob die Losung
maximal ist und ob h(¥(t)) # 0 fiir alle t € J gilt. Wenn ja, hat man die eindeutig bestimmte maximale
Losung des Anfangswertproblems gefunden.

Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem

o = tzeﬁ 2(0) =0
Wir schreiben es in der Form J Y
T e
EitQ—Fl’ SC(O):O,
,trennen die Variablen*:
e dxr = dt
t2+1

und integrieren:
x t
d
/fydy:/igu :
0 o Uu +1

1—e % =arctan(t), also e ® =1— arctan(¢),

Dies ergibt

und damit
x = —In(1 — arctan(t)).
Der letzte Ausdruck ist definiert im Fall 1 — arctan(t) > 0, d.h. arctan(t) < 1, also fiir ¢ < tan(1) =~ 1.56.
Daher definieren wir
¢ : (—oo,tan(l)) — R mit ¢(t) = — In(1 — arctan(t)).
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Man iiberpriift zunéchst, dass ¢ das Anfangswertproblem 16st. Wegen limyq¢an(1) ¢(t) = oo ist die Losung

maximal. Da e” nie 0 wird, ist die Losung auch eindeutig. Also ist ¢ die eindeutig bestimmte maximale
Losung des Anfangswertproblems.
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5. Exakte Differentialgleichungen und integrierende Faktoren
Wir betrachten hier implizite Differentialgleichungen 1. Ordnung der Gestalt

g(t,x) + h(t,z) -2’ = 0.

Schreibt man 2’ = ‘fl—f und ,,multipliziert“ man die Gleichung mit dt, so erhilt man die Gestalt

g(t,x)dt + h(t,z)dx = 0,

unter der man die Gleichung auch findet. Wir bevorzugen aber die erste Darstellung.

DEFINITION. Sei D eine offene Teilmenge von R?, seien g, h : D — R stetige Funktionen. Die Differen-
tialgleichung

g(t,x) +h(t,z) -2’ =0

heifst exakte Differentialgleichung, wenn es eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : D — R
gibt, sodass gilt

_of _of ;
g(t,z) = a(t,z) und  h(t,x) = %(t,x) fiir alle (t,z) € D.
Die Funktion f heiffit dann eine Stammfunktion fir die (exakte) Differentialgleichung.

Beispiele:

(1) Die Differentialgleichung

t+azax' =0
ist exakt. Als Stammfunktion kann man
Lo 15
flt,z) = §t + 5%
wéhlen.
(2) Die Differentialgleichung
x4+t =0
ist exakt, denn
ft,x) =tx

ist offensichtlich eine Stammfunktion.
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SATZ. Sei
g(t,z) + h(t,z)z’ =0
eine exakte Differentialgleichung mit Stammfunktion f, d.h.

g(t,xz) = %(t,x) und  h(t,x) = %,

wo f, g, h auf einer offenen Menge D C R? definierte Funktionen sind.
(1) Ist ¢ : I — R eine Lisung der Differentialgleichung, so gibt es eine Konstante ¢ mit

f(t,¢t) =c firallet e 1.

(2) Ist umgekehrt ¢ : I — R eine auf einem Intervall definierte differenzierbare Funktion, sodass
eine Konstante c existiert mit

f(t,p) =c firaletel,

so ist @ eine Losung der Differentialgleichung.
(3) Soll eine Lisung ¢ : I — R der Differentialgleichung das Anfangswertproblem x(ty) = xq ldsen,
s0 muss gelten

f(t,p(t)) = f(to, o) fiir allet € I.

Beweis:
(1) Sei ¢ : I — R eine Losung der Differentialgleichung, d.h.
g(t, (1)) + h(t,o(t))¢'(t) = 0 fiir alle t € 1.
Wir bilden f(t,(t)) und betrachten die Ableitung:

@ Ft(0) = T 0,0(0) + 5L (1,009 (1) = 9lt,0(0) + hit, 20! (8) = 0.

Daher existiert eine Konstante ¢ mit
ft,p(t)) =cfirallet e l.
(2) Sei nun ¢ : I — R eine differenzierbare Funktion, sodass gilt
ft,o(t)) =cfiiralle t € 1.

Differenzieren liefert
af
ot

(1, 0(6)) + 5L (1, 006! () = .

d.h.
g(t, (1)) + h(t, ()¢ (t) = 0.
Also ist ¢ eine Losung der Differentialgleichung.
(3) Dies ist unmittelbar klar.

Beispiele:
(1) Wir haben gesehen, dass die Differentialgleichung
t+azx' =0
exakt ist und
1 1
ba) = 242 4 22
fta) =5t + 5w

als Stammfunktion hat. Ist ¢ : I — R eine Losung der Differentialgleichung, so gibt es also eine

Konstante ¢ mit . .
fltp®) =c,  dh. St 4 opt)? =c,

also
o(t)? =2c—t* fiir alle t € 1.
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(2) Wir betrachten das Anfangswertproblem
t+zx' =0, z(1)=1.
Die Differentialgleichung ist exakt, wir verwenden als Stammfunktion wieder

1 2 1 2
tx) = =2 + —2>.
ft2) =5t"+ 5

Lost o(t) das Anfangswertproblem, so gilt

1 1

St o) = flte(t) = fF(1,1) =1,

also gilt p(t)? = 2 — t2, also wegen (1) =1

o(t) =2 —t2
Die Losung ist nur auf dem Intervall [—\/5, \@] definiert. Nun ist aber
ot
V2 =2

In den Punkten ¢ = ++/2 ist die Ableitung nicht mehr definiert, weswegen (—\/57 \/5) das
maximale Losungsintervall ist. Die Losung ist also

(t) = -

@ (—V2,V2) = R mit () = V2 — 12,
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(3) Wir betrachten die Differentialgleichung
x+tx' = 0.
Die Differentialgleichung ist exakt, da man
ft,x) =tx
als Stammfunktion wéhlen kann. Die Losungen der Differentialgleichung ergeben sich aus

o c
tr = c mit einer Konstanten ¢, also x= 7

Es gibt verschiedene Lésungen:
e ©:(—00,0) — R mit () = ¢ fiir cc R\ {0}.
e ©:(0,00) = Rmit p(t) = § fiir ce R\ {0}.
e v : R — R mit p(t) =0.
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Wie sieht man, dass eine Differentialgleichung g(t,x) + h(t, )z’ = 0 exakt ist? Wie findet man gegebe-
nenfalls eine Stammfunktion?

SATzZ. Seien g,h auf einer offenen Menge D C R? definierte und stetig partiell differenzierbare Funktio-
nen. Wir betrachten die Differentialgleichung

(1)

Beweis:

(1)

g(t,x) + h(t,z)z’ = 0.
Ist die Differentialgleichung exakt, so ist die sogenannte Integrabilititsbedingung

Jg _ Oh ,
%(t,x) = E(t,x) fiir alle (t,z) € D

erfillt.
Ist D von der Form (t1,t2) X (x1,22) (Rechteckgebiet), wobei t1,x1 € RU {—00} und tg,z2 €
R U {oo} gilt, und ist die Integrabilititsbedingung

dg  Oh

dx — at
erfillt, so ist die Differentialgleichung exakt, d.h. es existiert eine Stammfunktion. Ist (to,zq) €
U, so kann man als Stammfunktion

fta) = [ gl 2)du + / h(to, y)dy

to

wdahlen.

Ist die Differentialgleichung exakt, so gibt es eine stetig partiell differenzierbare Funktion f :
D — R, sodass gilt
of of

g(t,z) = a(t,x) und At z) = %(t,m) fiir alle (¢,x) € D.

Da g und h als stetig partiell differenzierbar vorausgesetzt waren, ist f mindestens zweimal
stetig partiell differenzierbar. Nach einem Satz aus der Analysis, der manchmal auch als ,,Satz
von Schwarz“ bekannt ist, spielt dann die Reihenfolge des Differenzierens keine Rolle, d.h. es

gilt
o (of\ 0 (0f
e (o) = a1 (50):
und damit
0 0
2t = o

was zu zeigen war.
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(2) Seinun D = (t1,t2) X (z1, 22) und die Integrabilitdtsbedingung erfiillt. Da D Rechteckform hat,
ist f: D — R durch

ftta) = [ gl 2)du + / h(to, y)dy

to

wohldefiniert. Wir bilden die Ableitungen:

L) = olt.o),

of _ [tog _ ['on _
%(t,x) = /to ax(u,x)du—&-h(to,x)—/to 8t(u,x)du+h(to,x)_

t
- [h(u, x)] + h(to, ) = h(t,z).
u=t0
Dies zeigt, dass f eine Stammfunktion der Differentialgleichung ist. Insbesondere ist die Diffe-
rentialgleichung exakt. B

Alternativbestimmung einer Stammfunktion: Wie findet man eine Stammfunktion f, sodass also

gilt
0 0
6—{(@3@) =g(t,z) und a—i(t,x) = h(t,x),

wenn die Integrabilitidtsbedingungen erfiillt sind? Aus %{(t,x) = g(t,x) folgt, dass f(¢,z) eine Stamm-
funktion von g(¢, ) beziiglich der Variablen ¢ ist. Wir integrieren also g(¢, ) beziiglich ¢ und erhalten

f(t,z) = / ot x)dt + clx),

wobei die Integrationskonstante noch von x abhéingt. (Wir denken uns nun [ g(¢, z)dt fest gewiihlt.) Nun

muss noch die Bedingung
_0f, . _ 9 :
h(t,z) = %(t,z) = % (/g(t,z)dt) +c'(2)

erfiillt sein. Aus dieser Gleichung berechnen wir ¢(x) (bis auf eine Konstante).

Beispiele:
(1) Die auf ganz R? definierten Funktionen
gt,z) =2tz und h(t,z)=t>+1

erfiillen die Integrabilitdtsbedingung g—g =2t = %}g. Wir integrieren g(¢, ) nach ¢ und erhalten

f(t,x) =2z + c(x).
Nun muss noch gelten

t2+1=h(t,z) = g—f(tw) =t 4+ (), also (z)=1.
T

Wir wéhlen ¢(xz) = x und erhalten damit die Stammfunktion
f(t,z) =t*z + .
(2) Die auf ganz R? definierten Funktionen
gt,r)=(t—x+1)e' +2t und h(t,z)=—e" -1
erfiillen die Integrabilitdtsbedingung
dg . 0Oh

or ¢ " ot

Wir integrieren ¢(¢,x) nach ¢ und erhalten aus

/(tet—xet—i—et—i—%)dt:(t—l)et—xet+et+t2+5
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den Ansatz
f(t,x) =te! —xet + 1% + c(x).
Nun muss weiter gelten
0
—e' —1=h(t,z) = a—i(t,x) =—e'+(z), also d(z)=-1.

Wir withlen ¢(z) = —z und erhalten damit die Stammfunktion

t t 2
f t’ t — + t — .
( x) e xe X

Bemerkung: Wir haben gesehen, dass die Integrabilitdtsbedingung notwendig fiir die Exaktheit einer
Differentialgleichung ¢(t,z) + h(t,z)z’ = 0 (unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen) ist.
Hinreichend ist die Bedingung, wenn die Definitionsmenge D beispielsweise Rechteckgestalt (¢1,t2) x
(z1,x2) hat. Dies ldsst sich auf Mengen D verallgemeinern, die sogenannte Sterngebiete oder einfach
zusammenhéngend sind. (Wir gehen nicht ndher darauf ein.) Allerdings kann man dann nicht erwarten,
dass die Formel des Satzes fiir die Stammfunktion weiterhin anwendbar ist. Das folgende Beispiel zeigt,
dass es Differentialgleichungen gibt, bei denen die Integrabilitdtsbedingung erfiillt ist, die aber nicht exakt
sind.

Beispiel: Auf D = R?\ {(0,0)} betrachten wir die Differentialgleichung

T t ,

- 2 =0,
24722 12422 .
Es gilt mit g(¢t,z) = 7.7 und h(t,x) = —7152_;32
dg 12 — 22 oh
8(E( ,JJ) (t2+$2)2 3t( 733)7

die Integrabilitéitsbedingung ist also erfiillt. Angenommen, es géibe eine Stammfunktion f : R?\ {(0,0)} —
R, d.h.

of x of t

a(t,x) und —(t,x):7t2+x2.

T 212 oz
Wir definieren ¢ : R — R durch

L(t) = f(cos(t),sin(t)).
(Wegen (cos(t), sin(t)) # (0, 0) fiir alle t € R ist die Funktion wohldefiniert.) Offensichtlich ist die Funktion
¢ periodisch mit Periode 27, d.h.
0(t +2m) = £(2).
Nun bilden wir die Ableitung:

0t = Z—{(cos(t)7sin(t)) - (—sin(t)) + %(cos(t),sin(t)) -cos(t) =
B sin(t)? — cos(t)?

B sin(t) (— sinf)) — cos(t) .
~ cos(t)? +sin(t)? ( ®)) cos(t)? + sin(t)? cos(t)? + sin(t)?

Die Funktion £(t) ist also streng monoton fallend, was aber im Widerspruch zur Periodizitit £(t + 2m) =
£(t) steht. Also muss die Annahme, dass eine Stammfunktion f existiert, falsch sein.

cos(t) = =-1.

Wir betrachten noch ein paar Beispiele.

Beispiele:
(1) Die Differentialgleichung
2tz + (2 +1)-2' =0
ist exakt mit Stammfunktion
ft,z) = t?z + z,
wie wir oben gesehen haben. Ist ¢ : I — R eine Losung der Differentialgleichung, so gibt es eine
Konstante ¢ mit

flto(t) =c, also () +¢t) =c,
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und somit

Die Skizze zeigt einige Losungskurven.
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Schreibt man die Differentialgleichung in der Form

/

2t

=i

41

so sieht man, dass es sich um eine lineare Differentialgleichung handelt, die man natiirlich auch
mit den fritheren Methoden 16sen kann.
(2) Wir betrachten die Differentialgleichung

t + sin(x) + (tcos(z) — 2z)z’ = 0.

Um die vorangegangenen Formeln anwenden zu kénnen, setzen wir

Es ist

g(t, ) =t + sin(z),

Jg
— = COi

or

h(t,z) = tcos(x) — 2z.

s(z) = 5

Oh
t)

die Integrabilititsbedingung ist also erfiillt, die Differentialgleichung ist exakt, da der Definiti-
onsbereich ganz R? ist. Zur Berechnung einer Stammfunktion f (¢, x) integrieren wir g(¢, z) nach

t:

ft,z) = /g(t, x)dt + c(z) = / (t + sin(x)) dt + ¢(z) = %tz + tsin(x) + e(x).

Nun muss noch gelten

tcos(z) — 22 = h(t,x) =

of /
a—x(t,x) = tcos(z) + ().

Wir wihlen ¢(z) = —2% und erhalten daher als Stammfunktion

Ist ¢ : I — R Losung der Differentialgleichung, so gibt es eine Konstante ¢ mit

1
f(t,z) = §t2 + tsin(x) — 2.

ft, o) = %tQ +tsin(p(t)) — p(t)? = c fir alle t € 1.
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Aus dieser Gleichung erhilt man keine explizite Darstellung fiir (). Die Skizze zeigt die Kurve

flt,x) =0.
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Natiirlich wird eine Differentialgleichung der Form g(t, z) + h(t,2)z’ = 0 im Allgemeinen nicht exakt sein.
Manchmal kann man sie aber exakt machen:

Integrierende Faktoren - Eulersche Multiplikatoren: Ist die Differentialgleichung
9(z,y) +h(z,y) -y’ =0

nicht exakt, so kann man versuchen, die Gleichung mit einem sogenannten integrierenden Faktor (oder
Eulerschen Multiplikator) u(t, z) zu multiplizieren, sodass sie exakt wird:

Die Bedingung fiir die Exaktheit lautet nun

2 (ult,2)g(1,2)) = S (ult, 2)h(t, ).

Natiirlich muss pu(t,z) entsprechende Differenzierbarkeitseigenschaften haben. Im optimalen Fall wird
wu(t, z) nie 0. (Die letzte Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung fiir x. Man kann nicht hoffen,
sie allgemein zu 16sen. Deshalb versucht man es meist mit konkreten Ansitzen fiir pu.)

Beispiele:
(1) Wir betrachten die Differentialgleichung
(1+2t%2%) + 32 -2’ = 0.

Wir setzen
g(t,z) =1+ 26222, h(t,z) = t3z.
Dann gilt
dg 9 oh 9
Ox T *

Die Differentialgleichung ist also nicht exakt. Wir versuchen es mit einem integrierenden Faktor
= p(t, x), betrachten also

p(t, o) (14 2t22%) + p(t, x) -tz -2’ = 0.

Wir bilden
%(,u(t, z)(1 +2t%2%)) = %(1 +2t22%) + p - 4%z,
%(u(t,x) ) = g—/; t3r+ - 3t
Fiir die Exaktheit erhalten wir die Bedingung
o 3 — @(1 +2t%2?) = p - t3.

ot ox
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Wir versuchen es mit
p(t,x) =t.
Dann ist die Differentialgleichung

(t+2t32%) +ttx -2’ =0

exakt. Wir suchen nach einer Stammfunktion:

t x t
1 1 1 1
flt,z) = / (u + 2uPz?)du —I—/ 0dy = |=u? + —u*z? = —t? + ~t*2?
A o 2" T3 2" T3

Ist ¢ : I — R eine Losung der Differentialgleichung, so gibt es eine Konstante ¢ mit

u=0

1 1
§t2 + §t490(t)2 =cfiiralle t € I.

Es folgt

p(t)? = 26; £
Wir betrachten nun das Anfangswertproblem

(1+2t%2%) + P2 -2’ =0, z(1)=1.
Wir setzen in die in (1) gefundene Losung ein:

1 1
22 T2 =
50+ 35 p(t)" =c

und erhalten ¢ = 1, also
2 —t?

o(t)? = e

p(t) = \/2;?

Das maximale, 1 enthaltende Intervall, auf dem der Ausdruck 2;}2 definiert ist, ist (0, \/5]

Wiire aber ¢ in /2 definiert, so miisste ¢(v/2) = 0 gelten, was den Widerspruch 1 = 0 liefert,
wenn man dies in die Differentialgleichung einsetzt. Daher ist das maximale Definitionsintervall

(0,v2).

also wegen ¢(1) =1
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Wir betrachten die Differentialgleichung
2sin(x) + tcos(z) - 2’ = 0.

Wir setzen
g(z,y) = 2sin(z), h(x,y) = tcos(x).
Wegen
dg oh
pr 2 cos(x), i cos(x)
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ist die Differentialgleichung nicht exakt. Wir versuchen, einen integrierenden Faktor pu(¢,x) zu
finden. Wir versuchen zunéchst den Ansatz p = p(t). Es gilt

(,%(u(t) -2sin(x)) = 2u(t) cos(z),
%(u(t) tecos(z)) = p/(t)-tcos(z)+ u(t) - cos(z).

Fiir die Exaktheit erhalten wir die Bedingung
W' (t) - teos(x) + u(t) - cos(x) = 2u(t) - cos(x),
also
W' (t) - teos(x) = u(t) - cos(x).
Offensichtlich 16st p(t) = ¢ die Gleichung. Wir betrachten also die Differentialgleichung
2t sin(x) + t* cos(z) - 2’ = 0.
Setzen wir nun
g(t,x) = 2tsin(z) und h(t,x) = t* cos(z),
so gilt
dg oh

pr 2t cos(z) = s

die Differentialgleichung ist also exakt. Wir suchen nach einer Stammfunktion:

t x t xT
— d h dy = i d dy =
£(t,) / o(u, z)du + / (0, y)dy / 2usin(z)du + / 0dy

2

= [u sin(x)]izo = t*sin(z).

Ist also ¢ : I — R eine Losung der Differentialgleichung, so gibt es eine Konstante ¢ mit
t?sin(p(t)) = c.

Es folgt
sin(i(t)) = -

Natiirlich ist ¢(¢) durch diese Gleichung nicht eindeutig bestimmt. In der folgenden Skizze sind
die blauen Kurven die Niveaulinie f(t,z) = 1.

10 [

(2’) Wir wollen nun das Anfangswertproblem

2sin(z) 4+ tcos(z) -2’ =0, 2(V2) =

|

losen. Nach (2) gilt dann

¢ = sin(p(t)) = (V2)?- sin(%) —2. % — 1,
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also

Es folgt
1
o(t) = arcsm(t—Q).
arcsin(7;) ist auf dem v/2 enthaltenden Intervall [1,00) definiert. Wire ¢ auch in 1 definiert, so
wire ¢(1) = Z. Setzt man aber ¢ = 1 in die Differentialgleichung ein: 2sin(p(t)) 4 ¢ cos(p(t)) -
¢'(t) = 0, so erhélt man 1 = 0, einen Widerspruch. Das maximale Definitionsintervall ist also

das Intervall (1, 00). Die Funktion ¢(¢) ist in der letzten Zeichnung rot eingetragen.
(Explosives Wachstum) Wir betrachten fiir g > 0, k > 0, @ > 1 das Anfangswertproblem

¥ = rx®, x(0) = zq,
die ,,explosives Wachstum® beschreibt. (Natiirlich handelt es sich auch um eine autonome Dif-

ferentialgleichung, die wir auch mit anderen Methoden behandeln kénnen.) Wir kénnen die
Differentialgleichung in der Form

kx® —2' =0
schreiben. So geschrieben ist die Differentialgleichung aber noch nicht exakt wegen

0
oy a—1
(kx®) = Koz ™", By

ox
Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit dem Faktor u(x) = x~

(~1) = 0.

@ und erhalten

k—x % =0.
Setzen wir nun
g(t,x) =k, h(t,x)=—a"°,
so ist
dg oh

oz VT o

die Differentialgleichung ist also exakt. Wir bestimmen eine Stammfunktion, wobei wir ty = 0
wiahlen:

ft,r) = /Otg(u,x)du + /x: h(0,y)dy = /Ot kdu + /xj(—y_a)dy =
y—otl

R
—a+1], ., (a — 1)yt

Y==o
‘4 1 1 1
K — )
a—1\zo"t ot

Die Losung des Anfangswertproblems erhalten wir aus f (¢, ¢(t)) = f(0,2) = 0. Wir formen
die Bedingung um:

1 1

ftot) =0 +—= (a-Dkt+—"5—-——7=0 <
(1, 0(0) O
1 1
pt)t g
1
— )yt = —
() T (a— Drt
= (t) = ! -
A= L — (a— 1)kt
Zo
Man sieht sofort, dass
lim o(t) = o0
xr—r
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gilt. Anders als beim exponentiellen Wachstum ist die Losung also nicht auf ganz R definiert.
Die Skizze zeigt den Fall zg =1, a =2, k = 1:

6[]

NN e m e m e e = = = o
N m = m = = . e e e e o
N T e e |
NN m e e = = A
N e
N m o m m m eeeowo—d
NN e e o

I

N T T e e e

(= ~3 1 v v = == === === = = 7

7
== .
[ A A A R #
2fl}f‘lfl‘l.‘fl!l)ﬁl ‘L
4 3 2 1 [ 1 2
(4) Die Differentialgleichung
r—t-2' =0
ist wegen
0 0
r=1#—-1=—(—t
ox 7 6t( )
nicht exakt. Wir haben zuvor gesehen, dass die nach Multiplikation mit ﬁ zu einer Diffe-
rentialgleichung
T t
2’ =0

[ e R A R
wird, die auf R?\ {0} definiert ist und die Integrabilititsbedingung erfiillt, die aber nicht exakt
ist. Wir multiplizieren die urspriingliche Gleichung nun mit u(t,2) = -, wobei wir uns auf
den Definitionsbereich D = {(t,z) € R? : ¢ > 0,7 > 0}, also auf den ersten Quadranten

einschréanken:
1 1
- ——-2' =0.
t x
Diese Differentialgleichung ist offensichtlich exakt. Wir bestimmen eine Stammfunktion, inte-

grieren also % nach t:

ﬂLM:i/%ﬁ+c@):m@y+d@.

Nun muss weiter gelten
1 af (@)
——=—=((z
x Ox ’
also wéhlen wir

f@@:mmfm@qug.

Ist ¢ : I — R Losung der Differentialgleichung, so gibt es eine Konstante ¢ mit f(¢, o(t)) = ¢
fiir alle t € I, also

t 1
——=¢, also t)=--tfiralletel.
o(t) c
(Natiirlich ist dies nicht iiberraschend, wenn man die Differentialgleichung in der Form x’ = % -x
schreibt.)

Wir erinnern an einen wichtigen Spezialfall, den wir schon behandelt haben:

Differentialgleichungen mit getrennten Variablen: Seien g : I — R und h : J — R auf Intervallen
definierte und stetige Funktionen. Wir betrachten die Differentialgleichung

' = g(t)h(z),
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die wir auch in der Form
gt)h(xz) —2' =0
schreiben konnen. In dieser Form wird die Differentialgleichung im Allgemeinen nicht exakt sein. Ist
J C J ein Teilintervall, sodass gilt
h(z) # 0 fiir alle z € J,

so wird die Differentialgleichung auf I x J mit dem integrierenden Faktor u(x) = ey 21

g(t)—ﬁuﬂzo.

Diese Differentialgleichung ist offensichtlich exakt mit einer Stammfunktion

ft.o) = [gae— [ hc(li)

Die Bernoullische Differentialgleichung: Darunter versteht man eine Differentialgleichung der Ge-
stalt

' = a(t)xr + b(t)x,
wobei « eine reelle Zahl ist. In den Féllen o = 0 und o = 1 handelt es sich um eine lineare Differen-
tialgleichung, weswegen wir hier a # 0,1 annehmen kénnen. Wir wollen die Differentialgleichung durch
Multiplikation mit einem integrierenden Faktor u(t,z) zu einer exakten Differentialgleichung machen.
Zwar konnten wir den integrierenden Faktor gleich angeben, wir wollen aber schrittweise vorgehen:

Uberlegungen:
(1) Wir bringen die Gleichung zunéchst in die Gestalt

(a(t)x +b(t)z™) — 2’ = 0.

Setzen wir
q1(t,x) = a(t)x + b(t)x*, hi(t,x) = -1,
so gilt
891 _ a—1 ahl _
9 a(t) + ab(t)z* ™", 5 = 0.

Die Differentialgleichung g, (¢, z) + h1 (¢, z) - 2’ = 0 ist noch nicht exakt.

(2) Nun multiplizieren wir die Differentialgleichung mit z~%:

(a(®)z' > 4+ b(t)) + (—z) -2’ = 0.

Setzen wir
go(t,x) = a(t)x' = +b(t), holt,z) = —27°,
so gilt
892 o —a ahQ o

Die Differentialgleichung ist noch nicht exakt.
(3) Wir multiplizieren mit e*®):

(eL(t)a(t)ajka + eL(t)b(t)> + (—eL(t)af’l) -z’ =0.

Setzen wir
g3(t,z) = e"Da(t)z' = + X Op(t),  hg(t,z) = —e*Pa,
so gilt
893 L _ Ohs _
293 (1 - (t) a =8 _ L(t) a
o (1—-a)e"Ma(t)z™, ot (t)e "\

Die Differentialgleichung gs(¢,z) + hs(t, z) - 2’ = 0 ist also genau dann exakt, wenn gilt
Og3 _ Ohs

— L(t) p—o — 2
(1-a)a(t)e”" Ve o ot

= —L’(t)eL(t)x_a,

also wenn gilt

L'(t) = (a — Da(t).
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Ist A(t) eine Stammfunktion von a(t), d.h. A'(t) = a(t), so konnen wir L(t) = (a — 1)A(?)
wahlen. Wir fassen das Ergebnis zusammen:

SATZ. Gegeben sei die Bernoullische Differentialgleichung
' = a(t)x + b(t)z®.
Ist A(t) eine Stammfunktion von a(t), d.h. A'(t) = a(t), definiert man

[L(t,l‘) — e(afl)A(t)xfa’

so0 ist u(t,x) ein integrierender Faktor, wenn man die Differentialgleichung in der From
(a(t)z +b(t)z*) — 2’ =0

schreibt.

Beispiele:
(1) Wir betrachten die Bernoullische Differentialgleichung
, sint
r=x+ —.
T

(Als Definitionsbereich konnen wir die Halbebene x > 0 wihlen.) Mit den Notationen des Satzes
ist also
a(t)=1, b(t) =sin(t), a=-1.
A(t) =t ist eine Stammfunktion von a(t) = 1. Als integrierenden Faktor wihlen wir daher
w(t,z) = elamDAWM) p—a — =2t
Schreiben wir die Differentialgleichung in der Form

x+ —z’' =0,

so entsteht nach Multiplikation mit u(t, 2) die exakte Differentialgleichung
(e72 22 + e sin(t)) + (—e **x)2’ = 0.
Wir setzen
g(t,x) =e 22?4 e ?sin(t), h(t,z) = —e 'z

und erhalten mit der vorangegangenen Formel eine Stammfunktion, wenn wir tg = 0, o = 1

wéhlen:
t x t T
fi,x) = / g(u,x)du+/ h(0,y)dy z/ (e7?"2” + e " sin(u)) du+/ (—y)dy =
0 1 0 1
1 2 1
= 2 (5 cos(t) — : sin(t) — 2x2) + %
Wir wollen eine Losung des Anfangswertproblems

z(0)=1
bestimmen. Wegen f(0,1) = 0 gilt fiir die Losung ¢ : I — R die Bedingung f(t, ¢(¢)) = 0, die

wir umformen konnen:

flt,o(t) =0 = e <—1 cos(t) — gsin(t) - 1(,0(t)2) T 0 e

5 5 2 10
= ! cos(t) 2 sin(t) ! (t)? et =
_- — Zgin(t) — = -
5 5 2% 10
= p(t)? = — cos(t) — £ sin(t) + —e?t.
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Das maximale Definitionsintervall der Losung ist hier nicht offensichtlich.
(2) Wir hatten zuvor die Differentialgleichung

2 = ka®

(mit k > 0, @ > 1) fiir explosives Wachstum behandelt. Auch diese Differentialgleichung kann
man als Bernoullische Differentialgleichung auffassen.

6. Losen einer Differentialgleichung durch Zuriickfithrung auf einen bekannten
Differentialgleichungstyp durch eine geeignete Substitution

Wir geben nur ein paar Beispiele an.

Homogene Differentialgleichung: Eine Differentialgleichung ' = f(¢, ) nennt man homogen, wenn
gilt

f(Mt, Ax) = f(t,x) fiir alle .
Dann ist f(t,x) = f(1, 7), die Differentialgleichung lisst sich also in der Form

)

T
[ —
' =g(5

schreiben. Durch die Substitution
y =

erhélt man eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen fiir y:

T
t

/

y/:g_g:g(%) i _9w -y
t 2 t t t
Beispiel:
;T 12
R

Substituieren wir y = %, so erhalten wir

y = Sz Yle gy Low L0 1) w1
t 2t \t ‘x t t ot y2 ) ot ty?

Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen fiir y.

Differentialgleichungstyp =’ = g(at 4+ bz + ¢) mit b # 0: Wir verwenden die Substitution
y =at + bx + c.
Dann gilt

Yy =a+bx' =a+bg(y),
y geniigt also einer autonomen Differentialgleichung 1. Ordnung.
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Beispiel:
= (t+ )2
Wir substitutieren y = ¢ + = und erhalten
Y =1+2"=1+(t+2)? =1+

y geniigt also einer autonomen Differentialgleichung 1. Ordnung.

Bernoullische Differentialgleichung: Hier handelt es sich um eine Differentialgleichung der Gestalt
' = a(t)r + b(t)x,
wo o € R\ {0,1} ist. Wir haben bereits einen Losungsansatz gesehen, der die Differentialgleichung mit

einem integrierenden Faktor multipliziert und sie damit auf eine exakte Differentialgleichung zuriickfiihrt.
Eine andere Moglichkeit ist die Substitution

y=u
Dann gilt fiir y:
Yy = (1—a)z % =1 —-a)z - (a(t)x +bt)z™) = (1 — a)a(t)z' ™ + (1 — a)b(t) =
= (1 —a)al)y+ (1 - a)b(t),

y geniigt also einer linearen Differentialgleichung.

Beispiel: Wir betrachten die Bernoullische Differentialgleichung

ot sin(t).

Hier ist a(t) = 1, b(t) = sin(t) und o = —1. Wir substituieren

y =" = 2%

Dann gilt fiir y:
/ , sint 9 . .
y =2zx’ =2z |z + — | =22 + 2sin(t) = 2y + 2sin(t).
x
Bei
y' = 2y + 2sin(t)
handelt es sich um eine lineare Differentialgleichung. Die zugehorige homogene Gleichung y’ = 2y hat die
allgemeine Losung y(t) = ce?* mit ¢ € R, weswegen wir den Ansatz y(t) = c(t)e?’ machen (Variation der
Konstanten) um die Losung der inhomogenen Gleichung zu finden:

y'(t) =2y(t) +2sin(t) <= (t)e* +c(t) - 2e* = 2c(t)e® + 2sin(t) =
— dt)e* =2sin(t) <= () =2"sin(t) =

Die allgemeine Losung fiir y ist daher

y(t) = c(t)e* = 7% cos(t) — %sin(t) + Ce* mit C € R.

Fiir 2 erhalten wir dann wegen y = 22

z(t) = :t\/i cos(t) + %sin(t) + Ce?t.
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