KAPITEL 6

Galoiserweiterungen

1. Einfiihrung

Bemerkungen: Sei L|K eine endliche Korpererweiterung.

(1) Ist L|K separabel, so gibt es nach dem Satz vom primitiven Element IT ein o € L mit L = K («).

(2) Ist der Grundkorper K vollkommen, also beispielsweise von Charakteristik 0 oder ein endlicher
Korper, so ist L| K separabel. Bei uns wird dies meist der Fall sein.

(3) Sei nun L = K («) separabel vom Grad n iiber K und f € K|[z] das Minimalpolynom von «
iiber K. Dann gibt es paarweise verschiedene Elemente as, ..., q, € K mit

f=@—a1)...(x — an).
(Natiirlich kann man «; = o annehmen.) Man erhiilt dann n verschiedene K-Korperhomomor-
phismen
oi: K(a) = K mit 0;(a) = a;.
(4) Seinun L = K (o) zusétzlich normal tiber K, d.h. L ist der Zerfillungskorper eines Polynoms g €
K|[z]. Dann zerfiillt f iiber L in Linearfaktoren, d.h. a1, ..., a, € L und die K-Homomorphismen
o; : L — K sind wegen o;(L) = L Automorphismen von L:
Aut(LIK) = {o1,...,0n}.

Insbesondere gilt also |[Aut(L|K)| = [L : K]. (Solche Erweiterungen werden wir im Folgenden
studieren.)

DEFINITION. FEine algebraische Korpererweiterung LI K heifit Galoiserweiterung, Galois-Erweiterung
oder galoissch, wenn L|K normal und separabel ist. Man schreibt
Gal(L|K) = Aut(L|K)

und nennt die Automorphismengruppe auch die Galoisgruppe (oder Galois-Gruppe) von L|K.
Die Erweiterung heifit abelsch, wenn Gal(L|K) abelsch ist; die Erweiterung heifst zyklisch, wenn
Gal(L|K) eine zyklische Gruppe ist.

Wir werden im Folgenden nur endliche Galoiserweiterungen anschauen. Der folgende Satz stellt zusam-
men, was wir bereits wissen.

SATZ. Sei L|K eine Galoiserweiterung vom Grad n.

(1) Es gibt ein o € L mit L = K(«). Sei f € K[z] das Minimalpolynom von « iber K. Es hat Grad
n.
(2) Das Polynom f zerfillt in L[z] in paarweise verschiedene Linearfaktoren:

f@)=(z—a)(z—a2)...(x — ay).
(3) Durch o;(a) = o, i =1,...,n, werden K-Automorphismen o; : L — L definiert, d.h.
Gal(L|K) = Aut(L|K) = {01, ...,0n}.
(4) Es gilt
|Gal(L|K)| =n=[L: K].
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Beweis:

(1) Da L|K galoissch ist, ist L| K separabel. Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es ein € L
mit L = K(«). Das Minimalpolynom f € K|x] von a hat dann natiirlich Grad n = [L : K].

(2) Da « separabel iiber K ist, hat das Minimalpolynom in einem algebraischen Abschluss n ver-
schiedene Nullstellen o, ..., a,, sodass

f=@—-a)...(x —a,) € K[z].

O.E. ist a; = «a. Da das iiber K irreduzible Polynom f einen Nullstelle in L hat, nidmlich «,
liegen auch die anderen Nullstellen aq, ..., a, in L, da L|K normal ist.

(3) Die K-Homomorphismen o : K(a) — K ergeben sich aus den Nullstellen von f in K, sodass
sich die angegebene Form ergibt.

(4) Dies folgt aus (3). W

Beispiel: Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und d € K \ K2. Dann ist f = 22 —d € K|[z]
irreduzibel und separabel. Ist o eine Nullstelle von f, so gilt wegen o2 = d
f=@—-a)(z+a),
neben der Identitdt gibt es also noch den Automorphismus o mit
ola) =—a, also o(u+va)=u—vafiruveK.

Es ist

Gal(K(a)|K) = {idg(a), 0 }-
Insbesondere gilt also Gal(K ()| K) ~ Zs.

Beispiel: Sei a € C eine Nullstelle des iiber Q irreduziblen Polynoms f = 2% — 3z +1 € Q[z]. In Aufgabe
P23 haben wir die Zerlegung

f=(a—a) - o) - )
gezeigt. Als ist Q(a)|Q auch normal. Wir erhalten durch
1 a—1
oa) = 2, 7(0)=

zwei Automorphismen, und damit

Gal(Q(w)|Q) = {idQ(a), o,T}.
Es ist 1 ) 1 1 1
) -,

:l—o(a)zl—— —a a
also 02 = 7. Da es 3 Automorphismen gibt, gilt Gal(Q(«)|Q) ~ Zs.

0*(a) = o(0(0) = o(1— ;

Beispiel: Q(v/2,/3) ist Zerfillungskérper der Polynome z? — 2 und 2% — 3 iiber Q, also normal iiber
Q. Da Q Charakteristik 0 hat, ist die Erweiterung auch separabel, und daher galoissch. Daher folgt aus
[Q(v/2,v/3) : Q] = 4 sofort

Gal(Q(v2, V3)|Q)| = 4.
Wie sehen die Automorphismen aus? Ist f € Q[z] und o € Q(v/2,+/3) mit f(a) = 0, so gilt auch
f(o(a)) = 0 fiir jeden Automorphismus 0. Wendet man dies auf 22 — 2 und 22 — 3 an, so ergibt sich

o(V2) e {£v2} und o (V3) € {£V3}.

Da es vier Automorphismen gibt und diese durch ihre Wirkung auf v/2 und /3 bestimmt sind, kénnen
wir die Automorphismen direkt angeben:
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Es folgt sofort o2 = idg(y3,v3), und damit Gal(Q(v2,V3)|Q) ~ Zy x Zs.

Beispiel: Q(e/i) ist keine Galoiserweiterung von Q, da die Erweiterung nicht normal ist. Das Minimal-
polynom von a = /2 ist f = % — 2. Mit der 3-ten Einheitswurzel ¢ = ’HT“E gilt
f=(—a)(z—(a)(z—Ca).
Zerfallungskorper von f ist
Q(a, ¢, (Par) = Q(a, ¢).

Daher ist Q(«, ¢) eine Galoiserweiterung von Q.

2. Der Hauptsatz der Galoistheorie

Die Galoistheorie liefert eine Beziehung zwischen den Untergruppen der Galoisgruppe und den Zwi-
schenkorpern einer Galoiserweiterung.

SATZ. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Gal(L|K).
(1) Ist H C Gal(L|K) eine Untergruppe der Galoisgruppe, dann ist

¥ ={a€L:o(a)=a firaleoc H}
ein Unterkorper von L, der K enthilt, also ein Zwischenkdrper der Erweiterung LK. Man
nennt LT auch den Fixkorper der Untergruppe H.
{idj CHCGal(L|K) = LDOLYDOK.
(2) Ist E ein Zwischenkérper der Erweiterung L|K, d.h. E ist ein Korper mit K C E C L, so ist
L|E eine Galoiserweiterung und Gal(L|E) eine Untergruppe von Gal(L|K).

KCECL = Gal(L|K)2 Gal(L|E) D {id}.

Beweis:

(1) Da die Elemente von Gal(L|K), also auch die von H, den Korper K festlassen, gilt K C L.
Sind nun «, 8 € L¥ | d.h. fiir alle 0 € H gilt o(a) = a und o(8) = 3, so gilt natiirlich auch

ocla+B)=a+pf und o(af)=af
fiir alle o € H. Auflerdem gilt im Fall o £ 0
0(&) T o

Dies zeigt, dass LT ein Korper ist, der K enthélt.

(2) Sei E ein Kérper mit K C F C L. Da L Zerfillungskorper von Polynomen aus K|[z] ist, ist
natiirlich L auch Zerféllungskorper von Polynomen aus F[z] - man nehme die gleichen Polynome.
Dies zeigt, dass L|E normal ist. Da L|K separabel ist, ist auch L|E separabel. Daher ist L|E
eine Galoiserweiterung. Die Kérperhomomorphismen aus Gal(L|E) sind Automorphismen von
L, die E festlassen, lassen auch K festlassen. Daher kénnen wir sie als Teilmenge von Gal(L|K)
auffassen, d.h. Gal(L|E) ist eine Untergruppe von Gal(L|K). &

Achtung: Ist K C E C L und L|K galoissch, so ist auch L|E galoissch. Die Erweiterung F|K muss
nicht galoissch sein, wie man aus dem vorangegangenen Beispiel

Q CQ(V2) CQ(V2,()

sehen kann.

Was passiert, wenn wir die im Satz angegebenen Abbildungen hintereinander ausfithren? Sei L|K eine
endliche Galoiserweiterung.
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e Ist H eine Untergruppe von Gal(L|K), so ist L ein Zwischenkoérper und damit L|LH eine
Galoiserweiterung, also Gal(L|L) eine Untergruppe von Gal(L|L). Daher ist es naheliegend
zu fragen, in welcher Beziehung

H und Gal(L|L™)

stehen.
e Ist E ein Zwischenkorper der Erweiterung L| K, so ist Gal(L|E) eine Untergruppe von Gal(L|K),
wir koénnen also den Fixkorper LGa(IE) hetrachten und fragen, in welcher Beziehung

E und LGal(L|E')

stehen.
Tatséchlich gilt in beiden Féllen die Gleichheit.

Satz. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung.
(1) Ist H eine Untergruppe von Gal(L|K), so gilt

H = Gal(L|L®).
(2) Ist E ein Zwischenkorper der Erweiterung LI K, so gilt
E = LGal(L|E)'

Beweis:
(1) o Gal(L|LH) enthilt die Kérperhomomorphismen von L, die L festlassen. Da L# unter H
festbleibt, gilt natiirlich
H C Gal(L|LH).
e Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es ein @ € L mit L = K(«). Dann gilt
natiirlich auch

L=1L"(a).
Sei my, v € K H[z] das Minimalpolynom von « iiber L. Wir betrachten nun

f=1I@-a(@).

c€EH
Fir 7 € H gilt

7(f) = [ @ —r(o(a)) = [] (¢ = o)) = /.

occH occeH
Die Koeffizienten von f bleiben fest unter den Elementen von H, sie liegen also in L7, d.h.
feLfz).

Wegen f(a) = 0 und der Eigenschaft des Minimalpolynoms folgt m,, pu | f, also grad(mg,, =) <
grad(f). Es folgt

|Gal(L|L¥)| = [L : L") = [L" () : L] = grad(m,, n) < grad(f) = |H]|.
Nun haben wir eben H C Gal(L|L) gezeigt, was
|H| < |Gal(L|L™)|
impliziert. Setzen wir beide Abschétzungen zusammen, so ergibt sich
[H| = |Gal(Z|L™)],
also wegen H C Gal(L|L*) dann
H = Gal(L|L™),

was zu zeigen war.
(2) e E bleibt unter Gal(L|E) fest, was sofort

EC LGal(L|E)

liefert.
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e Wenden wir (1) auf H = Gal(L|E) an, so ergibt sich
Gal(L|E) = Gal(L|LC(LIE)),
Es folgt
[L: E] = |Gal(L|E)| = |Gal(L| LS E1E))| = [L . LGB,
Mit E C LGP ergibt sich dann
(L LGB [[GalEIE) . g — (L. B] = [L : LGB,
also [LG2LIE) : B] = 1, und damit
E = [Ga(IB)

was wir zeigen wollten. B

Zur Vorbereitung des Hauptsatzes stellen wir noch einen Satz vor:

SaTz. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung.

(1)

(2)

Beweis:

(1)

3)
(4)

Ist H eine Untergruppe von Gal(L|K), so gilt fir alle o € Gal(L|K)
o(LH) = LoHo "
Fiir Zwischenkérper E,E" und o € Gal(L|K) gilt
o(E)y=F <<= oGal(L|E)o ! =Gal(L|E).
Fiir einen Zwischenkorper E gilt:
E|K galoissch <= Gal(L|E) ist Normalteiler in Gal(L|K).

Ist E ein Zwischenkirper, sodass E|K galoissch ist, so ist die natiirliche Abbildung Gal(L|K) —
Gal(E|K) surjektiv mit Kern Gal(L|E). Insbesondere gilt

Gal(L|K)/Gal(L|E) = Gal(E|K).

Fir a € L gilt:
a € o(Lf) cHa)el?! = 1 Ya)=0c" o) firaller € H <=

o(t(c™ ) =afiraller € H <+

(ore ™) =afiraller € H <<=

() =afiraler c cHo™! <«

= LO’H0'71

A

Es folgt die Behauptung.
Sei E =L und E' = L*". Mit (1) ergibt sich:
o(B)=FE <= o(l")=ILF «— [H =1 —
< oHo'=H <= o¢Gal(LlE)oc ! =Gal(L|E).
E ist genau dann normal, also galoissch iiber K, wenn o(E) = E fiir alle 0 € Gal(L|K) gilt.
Die Behauptung folgt dann mit (2).

Die Aussage folgt daraus, dass sich jeder K-Automorphismus £ — E zu einem K-Automorphismus
L — L fortsetzen lasst. m

Wir fassen die vorangegangenen Sétze im Hauptsatz der Galoistheorie zusammen:

SATZ (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung.



6 6. GALOISERWEITERUNGEN

(1) FEs gibt eine Bijektion zwischen folgenden Mengen:
{E Zwischenkérper von LK} < {H Untergruppe von Gal(L|K)}
E — Gal(L|IE)
" « H
Dabei gilt
E = LGB ypd  H = Gal(L|LT).

(2) Die Abbildungen in (1) sind inklusionsumkehrend, d.h.
o F1 C By — Gal(L|E2) - Gal(L|E1)
® ngH2:>LH2 gLHl
(3) Fiir einen Zwischenkorper E von L|K gilt:
E\K ist galoissch <= Gal(L|E) ist Normalteiler von Gal(L|K).
(4) Ist E ein Zwischenkérper von LK und E|K galoissch, so gilt o(E) = E fiir alle 0 € Gal(L|K)

o—olL

und die Abbildung Gal(L|K) —— Gal(E|K) induziert einen Isomorphismus
Gal(L|K)/Gal(L|E) = Gal(E|K).

Beispiel: Sei a = /2 € R. Das Minimalpolynom von « ist f = z3 — 2. Mit ¢ = *HT“@ gilt
f=(z—a)(@—C(a)(z ().
Der Zerfallungskorper von f ist also
= Q(a, ¢, ¢*a) = Q(, ).
Wegen o € Rund ¢ € R, (? + ¢+ 1 =0 gilt [Q(c, ¢) : Q(ax)] = 2. Es folgt
[L: Q] =[Q(a; () : Q)] - [Q(a) : Q] =2-3 =6.
Da die Elemente von Gal(L|Q) die Zahlen a,(a, (?a permutieren und es genau 6 Permutationen gibt,
liefert jede Permutation auch einen Automorphismus:

v | o [Co[Ca](
id(z) a | Ca |Cal ¢
0(12 (@) || Ca | a [Cal?
(@) [Calca | a [
0(23 () | a [Ca| o[
123)($) Ca CQCY o ¢
ocasy(@) [ Ca] a [ Ca | ¢

Die Gruppe S3 besitzt drei Untergruppen der Ordnung 2, ndmlich

((12)), ((A3)), ((23)),

und eine Untergruppe der Ordnung 3, ndmlich
(123)) = {id, (123), (132)}.

Als Untergruppendiagramm erhélt man

123
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Damit erhélt man das zugehorige Unterkdrperdiagramm:

3. Ein galoistheoretischer Beweis zum Satz vom primitiven Element II

Beim Satz vom primitiven Element IT haben wir zunéchst in einem Lemma gezeigt, dass K(a + ¢f) =
K(a, B) gilt, wenn man einige Werte fiir ¢ ausschliefit. Der nachfolgende Beweis mit Galoistheorie zeigt,
warum die Charakterisierung der auszuschlieBenden Werte fiir ¢ natiirlich ist.

LEMMA. Sei K ein Korper und f,g € K|[z] separable irreduzible Polynome. Sei L ein Zerfillungskorper
von f und g iber K. Dann ist L|K separabel und normal, also galoissch. Sei

f@)=(@-a)(r—a)...(z —am) und g(z)=(r—PF)(x—7F).. (z—Fn)

mit a, 2, ..., m, B, 82,...,0, € L. Dann gilt

K(a,B) = K(a+ ¢B) fiir alle c € K \ {0}

:2<i<m,2<j<n}

Beweis: Sei ¢ € K\{0}. Natiirlich gilt K (a+c¢8) C K(«, ). Wir betrachten den Fall K (a+c¢8) € K(«, ).
Dann gilt

Gal(LIK (o + cB)) 2 Gal(L|K (a 5)).
Es gibt also einen Automorphismus o € Gal(L|K) mit
ola+cf)=a+cB, aber o(a)# aoder a(f)#p.
Wegen ¢ # 0 gilt dann
s@)£a wd o(f)£6.

o permutiert die Nullstellen von f, also {«, as, ..., an}, und die Nullstellen von g, also {8, fa, ..., Bn}-
Es gibt dann ein ¢ € {2,...,m} und ein j € {2,...,n} mit

ola)=a; und o(B)=p;.

Es folgt
atcf=o(a+ch)=0(a)+co(f)=ai+chj, also a—a;=cB;—7),
und damit
a—aq;
c= 55

Schlie8t man also ¢ von obiger Form aus, so gilt K(a + ¢8) = K(«,5). 1
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4. Beispiele fiir Galoisgruppen

In der folgenden Tabelle sind ein paar Beispiele fiir Galoisgruppen (ohne Beweis) angegeben.

Kérpererweiterung iiber Q | Galoisgruppe
Q Z
Q(vd) mit d € Q*\ Q*? Zy
Q(a) mit o® —3a+1=0 Z
Q(\v/10 +v/10) Zy
Q(v2,V3) Zy X Zs
Q(V/2, =113 Sy
@(\/(2+\/§)(5+\/5)) Zy % Zy
Q2+ V2B +V3) Qs
Q(V3+V3,V2) Dy (baw. Dy)
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