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Aufgabe 36: Sei a ∈ N und f : [a,∞) → [0,∞) monoton fallend mit limx→∞ f(x) = 0, was insbesondere
f(x) ≥ 0 für alle x ≥ a impliziert. Zeige:

(1) Für b ∈ N mit b ≥ a gilt

f(b) +

∫ b

a

f(t)dt ≤
b∑

n=a

f(n) ≤ f(a) +

∫ b

a

f(t)dt.

(2) Es gilt:
∞∑

n=a

f(n) konvergiert ⇐⇒
∫ ∞

a

f(t)dt = lim
x→∞

∫ x

a

f(t)dt < ∞.

Aufgabe 37:

(1) Zeige, dass die Reihe
∞∑

n=2

1

n(log n)α

für 0 < α ≤ 1 divergiert und für α > 1 konvergiert. (Hinweis: Bestimme eine Stammfunktion
von 1

x(log x)α und wende Aufgabe 36 an.)

(2) Bestimme für α ∈ R>0 die Konvergenzabszisse σk der Dirichlet-Reihe∑
n≥2

1

(log n)α · ns
=

∑
n≥2

1
(logn)α

ns
.

Aufgabe 38: Sei α ∈ R. Bestimme die Konvergenzabszisse σk und die absolute Konvergenzabszisse σa

der Dirichlet-Reihe ∑
n≥1

αn

ns
.

Aufgabe 39: Zeige:

(1) Hat die Dirichletreihe
∑

n≥1
an

ns die Konvergenzabszisse σk und die absolute Konvergenzabszisse

σa, so hat für α ∈ R die Dirichletreihe
∑

n≥1
ann

α

ns die Konvergenzabszisse σk + α und die
absolute Konvergenzabszisse σa + α.

(2) Hat
∑

n≥1
an

ns die Konvergenzabszisse σk und
∑

n≥1
bn
ns die Konvergenzabszisse σ′

k, und gilt

σk ̸= σ′
k, so hat

∑
n≥1

an+bn
ns die Konvergenzabszisse sup(σk, σ

′
k). Die analoge Aussage gilt auch

für die absoluten Konvergenzabszissen.
(3) Ist 0 < δ < 1, so hat die Dirichletreihe∑

n≥1

1 + (−1)n−1nδ

ns

die Konvergenzabszisse σk = 1 und die absolute Konvergenzabszisse σa = 1 + δ, also

σa − σk = δ.
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Aufgabe 40: Zu einer reellen Zahl α mit 0 ≤ α ≤ 1 werde eine Folge (an)n∈N durch a1 = 1 und rekursiv
für n ≥ 1

an+1 =

{
1, falls a1 + · · ·+ an < nα,

−1, falls a1 + · · ·+ an ≥ nα

definiert.

(1) Zeige, dass die Dirichletreihe ∑
n≥1

an
ns

die Konvergenzabszisse σk = α und die absolute Konvergenzabszisse σa = 1 hat.
(2) Welche Dirichletreihen entstehen in den Fällen α = 0 und α = 1?


