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8.1 Separable DGLen

Einer der einfachsten Typen von DGLen ist
die separable DGL, auch DGL mit getrennten
Veranderlichen genannt:

Y (z) = f(z) g(y) -
Hat g(y) die Nullstelle y*, ist y(x) = y* ei-
ne triviale konstante LOosung der DGL. Fir
g(y) #= 0 kann man die DGL umformen:

y(@) _ .. dy _
GGy 1) saoper ey = J(@)de

(Trennung der Variablen). Eine Anfangsbe-

dingung y(xg) = yg, wobei g(yg) # 0, einbe-
ziehend, integriert man diese Gleichung gemani

z /(&)
L atacen €= L, Feoae

Yy d’q
— = f(E)dE :
Yo g(n) y:y(a}) L0
=": Substitution y(§) = n. ,,<": Da die linke Sei-
te nahe yg eine Mindest-Anderungsrate bzgl. y auf-

weist, ferner stetig und monoton ist, hat die entste-
hende Gleichung in z und y flur = nahe zo jeweils ge-

=

nau eine Losung y = y(x), die man maoglichst durch
explizites Auflosen der Gleichung nach y angibt. Mit
G(y) = fyi 1/g folgt y(x) = G_l(ffo f), also ist y(x)
differenzierbar. Per Kettenregel folgt die DGL.
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1) Ein mit Wasser gefiilltes quaderformiges
Bassin der Tiefe H habe seinen Auslass im
Boden, durch den das Wasser unter alleini-
ger Wirkung des hydrostatischen Drucks ab-
flieBe.

Nach 3.3.1 wissen wir, dass die AusflieBge-
schwindigkeit beim Wasserstand h(t) den Wert
v(t) = /29 h(t) hat.

Also kann man sagen (mit einer empirischen
Konstanten c¢)

h'(t) = —c\/h(t), h(0)=H

Es folgt

K (t)

ol

2(y/h(t) = VH) = -
h(t) = (\/ﬁ— §t>2.

Die Gesamtdauer T der Beckenentleerung un-
ter diesen Modell-Annahmen ergibt sich aus
vVH —T'/2 =0, betragt also

2
T=-VvH.

c
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2) ¢y =sinx expy.
g(y) = €Y hat keine Nullstelle. Trennung der
Variablen:

dy

d—=eysin:r; & e Ydy =sinz dz,
Xz

Y x
/ e~ "ldn = / sin £d¢
Yo Zo
und damit e7¥%0 —e™Y = cosxzg—cosx, folglich
y(x) = —In <e_y0 + cos & — cos wo) .

Fur zg = O und variierende yg einige Losungs-
verlaufe:

Nur fur Anfangswerte mit e=% > coszg + 1
existieren die Losungen auf ganz R.
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3)* ¢y = e%siny.
Konstante Losungen: y(x) = kr mit k € Z.
Fur y #= kr:

d y d x
YW ety o all =/ efde (%)
siny yo SINM xo
Nebenrechnung:
2 2
/ _ CcoS ”é"—l—sm g )
Sinx 2sin X cos2
]_ .
_/ cos2 /_§S|n%da';
sm cos%
CIZ xr
= In|sin—| —In|cos— C
|sin | —In| cos _| +
xXr
=In|tan5|+C.
Also

(*) < In|tan%|—ln|tany2—0|=ex—ex0

| tan g| = |tan y—0| exp (e? — e*0)
& tan=—= y( ) = tan%oexp (e’ — e"0)

Die letzte Aquwalenz wegen siny #= 0 (also
sin4,cos4 # 0) und Stetigkeit.
Da tan(xz 4+ w) = tanx, folgt mit einem k € Z

y(x) = 2kw+ 2 arctan (tan %Oexp< e“”O)) :
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Mit

kom — 5 <% < kom+ 35 ko < U5HT < ko + 1
gilt arctan(tan ) = y20 ko .

Daher ergibt die Losung fur x = zg

y(xo) = 2kmw + 2 arctan(tan %) = 2(k—ko)m+yo = Yo ,

weshalb k = kg = L%J zu setzen ist.
Fazit:

y(z) = 2|_ J7T—|—2 arctan (tan% e® _ew())

ist die Losung der DGL zu gegebenen An-
fangswerten y(zg) = ygo ¢ ©Z. Diese streng
monotonen Losungen verlaufen ganz zwischen
zwei benachbarten Vielfachen von « und stre-
ben fur x — oo sehr rasch gegen die konstan-
ten Losungen y = (2k — 1)7 der DGL.

10

8

6
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4) Die Traktrix (Schleppkurve).

Eine Masse am Punkt
(0,a) (0,a) ist mit  einem
Schlepptau der Lange a
verbunden, dessen anderes
Ende sich am Punkt (0,0)
befindet und von dort
aus die positive z-Achse
> entlangbewegt wird.

Die Traktrix ist der Weg, den bei diesem
Schleppvorgang die Masse beschreibt.

Nach Pythagoras gilt
y(x)

y(z) = ——m,

und die Losung ergibt sich aus

Yy 2,2 a®—y? 2
__/ Al T / ( a _1)dt
a n 0

(z,y(x))

——

222 CL2 _ t2
—2pdn=2tdt
a a—++\/a?— y )
= —1In (# :ij"‘ift)
2 a[ _ y a a
T = ( ( + /% —1) —/1— Z—z) ist eine explizite

Darstellung der Traktrix, x=z(y); z'(y) = —, /“—2 — 1.

Y

Oder: ¢ = £Initese _ gcosa = a(Incot? — cosa),
y = asina; 3y'(x) = —tana. (Schlepp-Durchlaufungssinn

mit Parameter 8 =7 — a: x = a(Intan g + cos ),y = asin ,6.)

Rotiert die Traktrix um die z-Achse, entsteht die Pseu-
dosphare, eine Flache mit konstanter negativer Gaul-

scher Kriimmung —a?.
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5)** Freier Fall aus groBer H6he.
Dabei wirkt auf einen Korper der Masse m die
Gravitationskraft K = 2™ mit der Gravita-
tionskonstanten G, der Erdmasse M und dem
Abstand h zwischen den Massenschwerpunk-
ten. Also gilt nach Newton (&: Multiplikation
mit A und Integration — Energie-Erhaltung!)

GM o+ h? GM

B:—? S 5= —-|—c<:>h—j:\/2GM/h+2c.
Man erhalt
+1 d
il d7' (%)

V2 Jhg \/GM/n—I—c to
Im Spezialfall h = 0 fiir h = oo folgt ¢ = 0.
Also beschreibt (hg = rg = 6371km, tg = 0)

V2 3/2 3/2\ _
= _GM<h (t) — > >—t,
3vGeM \2/°

= (r%/zi vz t)

den Grenzfall einer Fluchtbewegung (,, +* und
t=0...00) sowie die genau entgegengesetzte
Fallbewegung (,, — “ und t = —c0...0) aus un-
endlicher Entfernung.

Als Fluchtgeschwindigkeit ergibt sich A(0) = ,/%;TM,
also mit g =9.806% = %L

h(0) = \/2grp = 11.18km/s.
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Wir bestimmen nun die Losung von (x) fiir den frei-
en Fall, der ruhend in groBer Hohe H zum Zeitpunkt
to startet, also mit den Anfangsbedigungen h(tg) =
H,h(top) = 0 und damit c = —GM/H. Zu |&sen ist also

~Jaait )y ¢1/ﬁ71m=/tom

Flira>0,0<x<1/a gilt

/\/m T /(t2+a)2 (=i a3/2/(1+u2)2

d
Pl ey Ve

2 du u
= — _ - . I
a3/2 (/ 14 u? /u (1 4 u2)2 du) (partiell 1)
2 <1arctanu-|— u/2 )

C g3/2 1+ w2

1 /1 /1
= a3/2arctan ——1—— ——1—|—C

Damit ergibt sich:

| H h(t) (. h(?) V2GM
arctan ) \/ )_ 3 (t—to)

Man kann dies zwar nicht nach h(t) aufldsen; aber
(t(h),h) (ho < h < hy) ist als LOosungs-Parametrisie-
rung ebenso brauchbar wie (t,h(t)) (to <t <t1).

Fir H = 384400km ergibt sich als Fallzeit T (mit
to =0, h(T) = rg, Luftwiderstand unberiicksichtigt)
T = 419209 Sekunden =~ 4.85 Tage
und als Aufprallgeschwindigkeit (mit g = 9.806ms—2)

. 1 1 1 1
MT) = V2GMy|— — — = /2grg,/— — — = 11.085km s .
TE H TE H

Luftwiderstand gibt’s nur in den letzten Fall-Sekunden.
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Zum Vergleich des Falls aus unendlicher Hohe und aus
Mondentfernung die Plots der Fallgeschwindigkeiten
und der Restfallzeiten als Funktion der Hohe [km s]:

12
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Die Maximalhohe H in Abhangigkeit von der Startge-
A . . _ T vy /49T
SChWIndngelt 0. H = W = TE + + 1-v2/29rs °

vo [km/s] 0 1 2 5 10 11
H [km] | 6371 | 6422 | 6582 | 7965 | 31908 | 201630

Nun Ultra-Fluchtbewegungen, d.h. solche mit Start-
Geschwindigkeit vp > 11.18km/s; anders gesagt: der
Fall c=92 /2 >0 der DGL. Fir a >0, z > 0 gilt

[ e 2 2w
1/z4+a mf (t2—a)2

Py
t 1 t—
= 2 /_aa + 2a3/2 t+ \/—’ + C1 = (Subst.u.Umformg.)

= q3/? (\/ax(l +azx) — In(+/ax + V1 + a:z:)) +C.
Diese Gestalt der Stammfunktion strebt fiir a \, 0 gegen 23?2
(I'H6pital), fiihrt also zur passenden Auflésung von (x). Hier ein

Plot der Flugzeit [Tage] bis zur Mondentfernung als Funktion

VON ve > 0 [km/s], der (unteren) Fluggeschwindigkeits-Grenze:

Tage

Voo
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Ohne die Bahnen genau auszurechnen, sei abschlie-
Bend noch die Frage geklart, ob die Fluchtgeschwin-
digkeit im Abstand r vom Erdmittelpunkt

2GM /29
Ve (1) = = Y29TE _11.18km/s- /2
r \/F r

auch bei anderer als radialer Startrichtung zum Ent-

fliehen aus der Erdanziehung reicht.
Bekanntlich umkreist

ein  kleiner Korper
die Erde auf einer
Ellipsen-Bahn, in
deren einem Brenn-
punkt (v/a? — b%,0)

die Erde sitzt.

Perigaum P und
Apogdum A, d.h.

der erdnachste und

erdfernste Punkt,
sind dabei die beiden Endpunkte der groBen Achse der
Bahnellipse; groBe und kleine Halbachse: a und b.

Wir rechnen elementar nach, dass der Perigdumskreis
(z — Va2 —b2)2 + 42 = (a — V/a® — b2)? bis auf den
Punkt (a,0) ganz innerhalb der Ellipse (g)Q—I— (%)2 =1
verlauft (beim Apogdumskreis ist’s trivial wegen Radius > a):

Auf dem Kreis gilt y°> = a? — 22 — 2(a — )V a® — b?,

auf der Ellipse y? = a®—a2—+/a? — b2 YoV . ate(q g,
Also ist Kklar, dass der Kreis innerhalb der Ellipse liegt.
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Wir nutzen nun den Energiesatz und Keplers Fla-
chensatz, um die Geschwindigkeiten der Ellipsenbahn
Zu bestimmen.
Sei € := 1/a? — b?/a (numerische Exzentrizitat der Ellipse).
Aufgrund des Flachensatzes gilt fur die Geschwin-
digkeiten v, und v im erdnachsten bzw. erdfernsten
Bahnpunkt:

vpa(l —¢) =vaa(l+e).

Und da die Summe aus kinetischer Energie Fyjn, = %UQ

und aus potenzieller Energie Epot = mi]‘,f konstant

ist (vgl. Seite 128; Normierung hier so, dass Epot im

Unendlichen verschwindet), gilt auBerdem
m 02 mGM m 5 mGM

— Y = v — —————.
PR a(l—e) 27 a(l+4+e)
Beide Gleichungen zusammen ergeben

(1—e)GM (14+e)GM
Vo =(\|—7——~— VUp=(\|—F——F—
(1+4+¢e)a (1—¢e)a
als Grenzen der Geschwindigkeiten, die der Korper auf
seiner Bahn annimmt.
Wegen v2 (7“) = QGM v2(r) — QGM = 02— 2GM_ (Ener-

a(l—e)
giesatz) und v2 < QGM & 14e < 2 ist die Ellipsenbahn-

Geschwindigkelt v((rl) tberall kleiner als die lokale Flucht-
geschwindigkeit vq.(r). Das bedeutet:

Startet ein Korper im Abstand r in irgendeiner Rich-
tung mit vg > ve.(r), Wird’'s keine Ellipsenbahn, son-
dern eine Flucht — oder eine Kollision.

Fir v(r) mit a(1 —¢) <r < a(l 4 ¢) auf der Ellipsenbahn gilt:

(Apogium) 1—s< v%(r) L <1—|—€
pogaum =1——
¢ 2 T2 (r) 2a — 2

Flucht

(Perigadum).
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