Vorlesung ,, Korpertheorie“ (Sommersemester 2024 )

Ubungsblatt 3 (1.5.2024-8.5.2024)

Mit P werden Prasenzaufgaben, mit H Hausaufgaben bezeichnet.
Prasenzaufgaben

Aufgabe P11: (Staatsexamensaufgabe) Betrachten Sie den Kérper K := Q(~v/3, V7).

a) Zeigen Sie, dass K = Q(a) fiir a = v/3 - /7.
b) Bestimmen Sie den Grad der Korpererweiterung Q C K.
¢) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von « iiber Q.

Aufgabe P12: (Teil einer Staatsexamensaufgabe) Es sei K = Q(v/2,/3,1).
Bestimmen Sie den Grad der Koérpererweiterung [K : Q).

Aufgabe P13: Das Polynom f = z* +z + 1 € Fy[z] ist irreduzibel. Sei K = Fa[z]/(f) = Fa(«a), wobei «
das Bild von z unter der natiirlichen Abbildung Fy[x] — Fa[z]/(f) ist. Insbesondere gilt a? + a + 1 = 0.

(1) (Teil einer Staatsexamensaufgabe) Bestimmen Sie die Grade [Fa(3) : Fa] in den beiden Féllen
B=a+1und B=0a>+1.

(2) Bestimme den Grad [Fa(y) : Fo] fiir v = o + 1.

(3) Bestimme den Grad [Fy(8) : Fo] fiir 6 = o2 + a.

Aufgabe P14:
(1) Sei L|K eine Korpererweiterung, seien «q,...,a, € L algebraisch iiber K vom Grad 2, d.h.
[K(a;): K| =2fiiri =1,...,n. Zeige, dass gilt
[K(a1,...,ap): K] | 2™
(2) (Staatsexamensaufgabe) Zeigen Sie durch Gradbetrachtung einer geeigneten Erweiterung von
Q, da der Grad des Minimalpolynoms der komplexen Zahl
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iiber Q ein Teiler von 32 ist.

Aufgabe P15: (Staatsexamensaufgabe) Es sei K C L eine Korpererweiterung, und es seien «, 8 € L, so
dass a + 8 und af beide algebraisch iiber K sind.
Zeigen Sie, dass dann auch « und § algebraisch iiber K sind.
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Hausaufgaben]

Aufgabe HT7: Gegeben seien die komplexen Zahlen ¢ = 71%\/773, a=+2und B =(V2.

(1) Bestimme das Minimalpolynom von ¢ iiber Q. Zeige, dass ¢* = 1 gilt.
(2) Bestimme die Minimalpolynome von o und g iiber Q.

(3) Zeige: Q(a) # Q(B).

(4) Zeige: Q(a, B) = Q(av, Q).

(5) Berechne [Q(a,ﬂ) : Q).

(6) Gilt [Q(a, 8) : Q] | [Q(a) : Q] - [Q(B) - Q)7

Aufgabe HS8: (Staatsexamensaufgabe) Fiir n € N, sei a, := *V/2. Weiter seien A := {a,, | n € N} und
K :=Q(A). Zeigen Sie:
()[( n) 1 Q] =2 fiir jedes n € Ny
(b) [K:Q] = o0
(C) K = Un6N+ ( )
) K

(d ist eine algebraische Korpererweiterung von Q.

Aufgabe H9: (Staatsexamensaufgabe) Sei z € C eine algebraische Zahl, also eine solche, die Nullstelle
eines von 0 verschiedenen Polynoms aus Q[X] ist.
Man beweise: Auch Re (z) und |z| sind algebraische Zahlen.

1Abgabe der Hausaufgaben bis 8.5.2024, 10:00 Uhr in den Ubungskisten oder in den Ubungsgruppen



