
Lineare Abbildungen
Matrix-Darstellung und einige wichtige Beispiele

Eine Abbildung , wobei  und  Vektorräume über    sind, heißt 
linear genau dann, wenn

 für beliebige  und .

Gleichbedeutend: 

(i)  (  homogen) und (ii)  (  additiv).

Im Falle  gilt also für eine lineare Abbildung   
(wegen  ):

   mit    

Die Spalten der Abbildungsmatrix sind die Bilder der Koordinaten-Einheitsvektoren.

D.h.:  

   mit   .

Beispiele:

a) Das Vektorprodukt als lineare Abbildung. 
Es sei . Wir betrachten die Abbildung  mit einem festen 
Vektor  . Aufgrund der Rechenregeln fürs Vektorprodukt ist klar: Dies  ist 
eine lineare Abbildung! Für die zugehörige Abbildungsmatrix  folgt demnach:

.
Nun gilt

,  ,  

und  .   Damit erhält man mit   :

(Bitte überprüfen Sie das auch selbst rechnerisch!). 

D.h.:

 .

Matrizen-Multiplikation:

  .

Damit folgt 
.
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Diese fürs Rechnen mit Vektorprodukten sehr nützliche Darstellung des  zwei-
fachen Vektorprodukts heißt Grassmannscher Entwicklungssatz. 

(Dabei wurde in der Mitte die Matrizenprodukt-Schreibweise benutzt, und rechts sind deshalb 
skalare Faktoren, die beiden Skalarprodukte, hinter statt vor die Vektoren geschrieben. In der 
Form  nennt man es auch salopp die „Bac-cab-Regel“.)

b) Ebene Drehungen. Wir betrachten Drehungen mit Drehwinkel    um den 
Nullpunkt in der euklidischen Ebene, d.h. Abbildungen im  .

Da es dabei um orientierte Winkel geht, ein paar Vorbemerkungen zu Winkeln.
Der über das Skalarprodukt eingeführte Winkel zwischen zwei Vektoren im  ,
definiert durch 

,

ist ein nichtorientierter Winkel, immer ein Wert zwischen 0 und  (Bogenmaß) 
bzw. zwischen 0 und 180° (Gradmaß). Im Falle   kann man auch gar nicht 
davon sprechen, dass einer der beiden Vektoren „links vom anderen“ liege: 
Man kann ihre gemeinsame Ebene ja von verschiedenen Seiten aus betrachten. 

Nur im  macht es Sinn, zu sagen,  liege links von , und zwar genau dann, 
wenn

 .

Dabei ist  der gegenüber  um 90° im Gegenuhrzeigersinn gedrehte Vek-

tor  und   der gegenüber   um 90° im Uhrzeigersinni 

gedrehte. Man sagt dann auch,   und   seien in dieser 
Reihenfolge  positiv orientiert. Beispielsweise sind die Ein-
heitsvektoren    so positiv orientiert.

Mit unserer Anschauung verbunden ist dies nur dadurch, 
dass wir die Punkte der Ebene auf eine  im anschaulichen 
Sinn „rechtshändig“-rechtwinklige  Einheitsvektor-Basis 

 beziehen.

Drehungen im Gegenuhrzeigersinn ordnet man im  positive Winkel zu; beim 
Durchlaufen der Peripherie des Einheitskreises im Gegenuhrzeigersinn,  beim 
rechten Punkt (1,0) beginnend, nimmt der Sinus des Winkels von 0 an wachsen-
de positive Werte an. Es ist natürlich nur eine Konvention, den positiven Dreh-
sinn so festzulegen. 

Sei   die Drehung um den Punkt  mit Winkel . Es ist anschaulich klar, dass 
dabei  und auch ; denn dreht man das 
am Nullpunkt ansetzende Vektorparallelogramm zu   insgesamt um  , 
werden dabei  die  Seiten und die  Diagonale um   gedreht.  Es  ist  also eine 

lineare Abbildung. Wird nun   um   gedreht, entsteht daraus   . 

Das Bild von  liegt rechtwinklig zu und links von , ist also .

Damit ergibt sich die Abbildungsmatrix, die wir mit  identifizieren:

, 

die ebene Drehmatrix. Dazu auch eine Grafik:
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Da offensichtlich , folgt  , also , und 
wegen    gilt . Fazit:   .
Ferner ergibt sich aus

durch Matrizen-Multiplikation und Vergleich beider Seiten:

,
.

Diese grundlegenden Additionstheoreme für Sinus und Cosinus sind also reine 
Drehbeziehungen.

c) Raumdrehungen.
Zunächst einmal gehen wir aus vom rechtwinkligen System der drei Koordina-
teneinheitsvektoren  . Es gilt    und ; die Vektoren 
sind in dieser Reihenfolge positiv orientiert. 

Bei einer räumlichen Drehung um den Nullpunkt des    gehen diese Vektoren 
in Einheitsvektoren    über mit    sowie  . 

Jede Linearkombination der   geht dabei über in  dieselbe Linearkombination 
der , ganz analog zum ebenen Fall. Die Drehung ist also eine lineare Abbil-
dung mit der Abbildungsmatrix . 

Die Bildvektoren sind wieder positiv orientiert.  

Allgemein nennt man drei Vektoren  des  positiv orientiert (in der gege-
benen Reihenfolge), wenn  . 

Wie im ebenen Fall gilt  , wegen    ; also .

(In diesem Abschnitt benutzen wir für die Einheitsmatrix  die kürzere Schreibweise .)

Anschaulich klar: Bei Raumdrehungen bleiben nicht nur die Vektorlängen, son-
dern auch die (nichtorientierten) Winkel zwischen Vektoren unverändert. 
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Man kann dies leicht algebraisch nachrechnen, da ja   : 

.

Ebenso anschaulich klar:      für beliebige . 

Wir wollen es aber auch formal-algebraisch begründen:
Aus   folgt mit dem Grassmannschen Entwicklungssatz (am Ende 
von a)) rein algebraisch, dass für die  dieselbe -Verknüpfungstafel gilt wie 
für  die  :   ,  .  (Bitte  selbst 
nachrechnen!  Z.B.:   
nach Grassmann.)  Es folgt:

Man kann es auch etwas unmittelbarer durch die drei das Vektorprodukt cha-
rakterisierenden geometrischen Eigenschaften nachweisen:

Wegen  ,  ,  ,  ergibt sich

(i) ;
(ii)   wegen  ;
(iii)   gemäß  De-
terminanten-Multiplikationssatz und wegen .

Zusammen bedeuten (i), (ii), (iii), dass  .

Es ist nicht ganz selbstverständlich, sondern bedarf eines Beweises, dass es bei 
jeder beliebigen „Verdrehung“ des Koordinatensystems im   eine  Drehachse 
und einen Drehwinkel gibt, ein zuerst von L. Euler erkannter Sachverhalt.

Beweis dieses Eulerschen Theorems:

Was bedeutet überhaupt „Es gibt eine Drehachse“? Es heißt: Es gibt einen Einheits-
vektor  ,  so  dass   und  damit  auch  .  Alle  Punkte  der 
„Achse“  werden auf sich selbst abgebildet, bleiben an ihrem Platz bei der 
Drehung. Mit anderen Worten: Eine Drehmatrix   besitzt immer den 
Eigenwert 1.  Der  kürzeste Beweis  dafür  benutzt  ein  paar  einfache Determinanten-
Eigenschaften:

und damit  . Es gibt also einen Vektor  mit  und .

Wir betrachten die Ebene ; sie ist Unterraum des . Da Skalar-
produkte erhalten bleiben und weil  injektiv ist, gilt . Sei  irgendein 
Einheitsvektor in  , und der Einheitsvektor   sei so gewählt, dass   
und  in dieser Reihenfolge positiv orientiert sind, also  gilt. Dazu 
ist   zu  wählen;  nach  Grassmann gilt  dann  auch  ,  . 
(Dies ist auch anschaulich völlig klar, wenn man eine Skizze anfertigt.) 

Der Bildvektor zu  , da , lässt sich schreiben als   mit einem 
; also . 

Für  gilt      mit , , und es folgt 

mit der ebenen Drehmatrix  aus b). Mit anderen Worten: Der zu  orthogonale An-
teil von , die Projektion von  in die - -Ebene, wird einer ebenen Drehung um 
unterzogen. Das bedeutet gerade: Drehung um die Achse  mit Winkel .                 ∎

Die ebene Drehung hat nur einen Parameter, den Drehwinkel. Die räumliche Drehung 
hingegen hat drei echte Parameter: den Drehwinkel und z.B. den Längen- und Breiten-
grad auf der Einssphäre im  zur Festlegung der Drehachse.
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Nachdem wir nun wissen, dass jede Raumdrehung eine Drehung um eine Achse  (da-
bei sei immer  vorausgesetzt) mit einem Winkel  ist, wollen wir sie auch so be-
zeichnen: . Es folgt eine unmittelbare anschauliche Herleitung der Darstel-
lung der Drehmatrix durch diese beiden Kenngrößen.

Die orthogonale Projektion eines Punktes  auf die durch  erzeugte Achse, also 
der  Punkt  ,  ist  der  Mittelpunkt  des Kreises,  auf  dem   um den 
Winkel   gedreht  wird.  Radius  dieses  Kreises  ist  .  Der  von   aus  in  der 
Kreisebene um  weitergedrehte Punkt ist . Der von  aus 
um  weitergedrehte Punkt ist , und das ist . 
Daraus ergibt sich die Drehmatrix

.

Eine zweite Darstellung der Drehung: Da nach Grassmann  (auch 
anschaulich klar), gilt  

.

Mit einer unter a) eingeführten Bezeichnung:  .
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Da    nach Grassmann,  folgt
; die Folge der   ist also . Somit 

 ,

eine sehr bemerkenswerte weitere Darstellung der räumlichen Drehmatrix.

Wegen   gilt

.

Die Parameter   sind also durch die Drehmatrix   nicht  ganz eindeutig bestimmt. 
Durch Vorzeichenwahl bei der Drehachse kann man sich auf Drehwinkel    be-
schränken.     Es  gilt    ,    , 

.   Also ergibt die sogenannte Spur    von 
 wegen  stets den Wert . Ferner sieht man:

.  Also:

,  .

Ausnahme: , also  (Halbkreisdrehung). Dann gilt  jede der Spal-
ten von  ist Vielfaches von , mindestens eine , und .

Wichtige Spezialfälle sind die reinen Achsendrehungen mit . Und zwar:

,    ,    .

Sie gehen auseinander hervor, indem die Elemente zyklisch einen Platz nach rechts und einen 
Platz nach unten rücken, entsprechend zyklischem Rollen-Tausch der Koordinaten-Achsen. 

Man kann jede Drehung aus drei reinen Achsendrehungen zusammensetzen, indem man durch 
Eulersche Winkel den Zusammenhang zwischen den Basen  und  erfasst. 
Rückwärts betrachtet: Durch  wird die Schnittgerade zwischen der - -Ebene und der 

- -Ebene mit der  -Achse zur Deckung gebracht, dann durch  die  - -Ebene in 
die - -Ebene geklappt, schließlich durch  die -Richtung in die -Richtung gedreht. 
Wie bei der folgenden Grafik unten notiert, ergibt sich in umgekehrter Reihenfolge und mit den 
entgegengesetzten Winkeln , , , den Eulerschen Winkeln, die Drehmatrix.  

Eine weitere Darstellung der Drehungen durch sogenannte Hamiltonsche Quaternionen (= vier-
dimensionale Zahlen!) vom Betrage 1 ist von großer praktischer Bedeutung in der Computer-
Grafik,  bei  der  Computer-Animation von Bewegungen. Dass der  vierdimensionale Raum bei 
dreidimensionalen Drehungen eine mathematisch gewichtige Rolle spielt, ist eine faszinierende 
Tatsache; die Behandlung dieser Zusammenhänge würde aber hier viel zu weit führen.
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