Lineare Abbildungen
Matrix-Darstellung und einige wichtige Beispiele

Eine Abbildung f : V — W, wobei V und W Vektorraume Uber R sind, heilt
linear genau dann, wenn

flaty 4+ Bia) = af (1) + Bf(v:) fur beliebige o, 8 € R und v1,72 € V.
Gleichbedeutend:
(i) f(a?v) = af(V) (f homogen) und (ii) f(U1 + v2) = f(vh) + f(ve) (f additiv).

Im Falle V =R", W = R"™ qilt also fir eine lineare Abbildung f
(wegen f(Z) = f(x1€1+ -+ xp€y) =x1f(€1) + -+ xnf(€n) ):
I x
f: | (617---7571) I mit @ = f(€) (1<i<n)

:A’
Abbildungsmatrix

Tn In

Die Spalten der Abbildungsmatrix sind die Bilder der Koordinaten-Einheitsvektoren.
D.h.:
(%) = AT mit A= (f(é’l), el f(é’n)) e R™X",

Beispiele:

a) Das Vektorprodukt als lineare Abbildung.

Es sei V =W = R® Wir betrachten die Abbildung f:Z — @ x ¥ mit einem festen
Vektor @ < R3. Aufgrund der Rechenregeln flirs Vektorprodukt ist klar: Dies ist
eine lineare Abbildung! Fur die zugehorige Abbildungsmatrix A folgt demnach:

A= (f(él),f(éé),f(é},)) = (CT X 51,6 X 52,6 X 53)

Nun gilt
6_)1X€_’2:—6_’2X€_’1:_»3, 52X€3:—€3X52:51, €3X€1:—€1X€3:52
und €; X €; = 0(1<i< 3). Damit erhdlt man mit a = Zle a;€;
0 —das ao
A= Xc‘i = as 0 —an
—as al 0

(Bitte Uberprufen Sie das auch selbst rechnerisch!).

D.h.:
ai I 0 —Aas an I aAoXT3 — A3T2
as | X | o = as 0 —aq o = | as3xri1 —ai1xs
as T3 —as  a 0 T3 a1Ty — AT

Matrizen-Multiplikation:
0 —as a9 0 —b3 bg —agbg — agbg a2b1 a3b1 5 -
e
as 0 —an bs 0 b | = a1ba —a1b1 — asbs asbo =b - (a’ . )E3 '
—a9 a1 0 —b2 b1 0 a163 a2b3 —a161 — a2b2

Damit folgt

-

@x (bx &) =ba'7—7d'b=b@-x) — &(@-b).
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Diese furs Rechnen mit Vektorprodukten sehr nutzliche Darstellung des zwei-
fachen Vektorprodukts heilSst Grassmannscher Entwicklungssatz.

(Dabei wurde in der Mitte die Matrizenprodukt-Schreibweise benutzt, und rechts sind deshalb
skalare Faktoren, die beiden Skalarprodukte, hinter statt vor die Vektoren geschrieben. In der

Form @ x (b x &) = b(@ - &) — &a - b) nennt man es auch salopp die ,,Bac-cab-Regel”.)

b) Ebene Drehungen. Wir betrachten Drehungen mit Drehwinkel ¢ um den
Nullpunkt in der euklidischen Ebene, d.h. Abbildungen im R2.

Da es dabei um orientierte Winkel geht, ein paar Vorbemerkungen zu Winkeln.
Der Uber das Skalarprodukt eingefiihrte Winkel zwischen zwei Vektoren im R",
definiert durch

(a, 5) Arccos r— m | |b‘ (@, b+ 0),
ist ein nichtorientierter Wlnkel, immer ein Wert zwischen 0 und 7 (Bogenmald)
bzw. zwischen 0 und 180° (GradmaRB). Im Falle n > 3 kann man auch gar nicht
davon sprechen, dass einer der beiden Vektoren ,links vom anderen” liege:

Man kann ihre gemeinsame Ebene ja von verschiedenen Seiten aus betrachten.

Nur im R? macht es Sinn, zu sagen, b liege links von @, und zwar genau dann,

wenn
—ag by ai by \ - N B _
( aq > (172)_ <a2>' (—b1>_det(a’ ) = arbz —azby >0

Dabei ist (*a"'?) der gegenliber @ um 90° im Gegenuhrzeigersinn gedrehte Vek-
tor und (_b;) der gegeniiber b um 90° im Uhrzeigersinnvﬁ2 &
gedrehte. Man sagt dann auch, @ und b seien in dieser \

y

Reihenfolge positiv orientiert. Beispielsweise sind die Ein-
heitsvektoren ¢€7,¢é> so positiv orientiert.

Mit unserer Anschauung verbunden ist dies nur dadurch, )
dass wir die Punkte der Ebene auf eine im anschaulichen p
Sinn  ,rechtshandig”-rechtwinklige  Einheitsvektor-Basis ‘
{€1, €>} beziehen, " \

Drehungen im Gegenuhrzeigersinn ordnet man im R? positive Winkel zu; beim
Durchlaufen der Peripherie des Einheitskreises im Gegenuhrzeigersinn, beim
rechten Punkt (1,0) beginnend, nimmt der Sinus des Winkels von 0 an wachsen-
de positive Werte an. Es ist naturlich nur eine Konvention, den positiven Dreh-
sinn so festzulegen.

Sei D, die Drehung um den Punkt 0 mit Winkel . Es ist anschaulich klar, dass
dabei D, o = aD,Z und auch D, (Z + %) = D,Z + D,y; denn dreht man das
am Nullpunkt ansetzende Vektorparallelogramm zu Z+ ¢ insgesamt um ¢,
werden dabei die Seiten und die Diagonale um ¢ gedreht. Es ist also eine

lineare Abbildung. Wird nun €; um ¢ gedreht, entsteht daraus €;’' = (00590).

sin ¢

Das Bild von € liegt rechtwinklig zu und links von €1/, ist also €3’ :<_ Sin@),
COS

Damit ergibt sich die Abbildungsmatrix, die wir mit D, identifizieren:

D — (€Oos¢¥ — sin ¢
“ \singp cosp

die ebene Drehmatrix. Dazu auch eine Grafik:
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Da offensichtlich D, D, = Dy, +,, folgt D_,D, = Dy = E,, also D_, = D', und
wegen cos(—p) = cosp, sin(—yp) = —sing gilt D_, = Dg. Fazit: D;l = Dg :
Ferner ergibt sich aus

cospr  —singr) (cospy —sings) _ (cos(pr +@2) —sin(p1 + @2)
sinp;  cos sin g COS P9 sin(ip1 + p2)  cos(p1 + ¢2)

durch Matrizen-Multiplikation und Vergleich beider Seiten:

COS (1 COS (Pg — sin 1 sin o = cos(p1 + p2),
sin @1 cos pa + €os 1 sin o = sin(p; + p2).

Diese grundlegenden Additionstheoreme fur Sinus und Cosinus sind also reine
Drehbeziehungen.

c) Raumdrehungen.

Zunachst einmal gehen wir aus vom rechtwinkligen System der drei Koordina-
teneinheitsvektoren €71,¢és,€3. Es gilt €1 L é5 und é3 = €1 X éy; die Vektoren
sind in dieser Reihenfolge positiv orientiert.

Bei einer raumlichen Drehung um den Nullpunkt des R?® gehen diese Vektoren
in Einheitsvektoren ¢€;’,é;’,é3’ Ubermit &,/ L &' sowie &' x &' =é3’.
Jede Linearkombination der €; geht dabei Uber in dieselbe Linearkombination
der €;’, ganz analog zum ebenen Fall. Die Drehung ist also eine lineare Abbil-
dung mit der Abbildungsmatrix D = (é’l ' ey, €E3 ’).

Die Bildvektoren sind wieder positiv orientiert.

Allgemein nennt man drei Vektoren a, 5, ¢ des IR? positiv orientiert (in der gege-
benen Reihenfolge), wenn det(d,b,¢) = (@ x b) - &> 0.
Wie im ebenen Fall gilt DD = E, wegen ¢&;’-é,’ =% ”“; ;also D~ = DT,

1, i=

100
(In diesem Abschnitt benutzen wir fir die Einheitsmatrix &; die kiirzere Schreibweise E := (¢, &, &) = (o 1 o).)
00 1

Anschaulich klar: Bei Raumdrehungen bleiben nicht nur die Vektor/angen, son-
dern auch die (nichtorientierten) Winkel zwischen Vektoren unverandert.
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Man kann dies leicht algebraisch nachrechnen, daja DD =E:
&'y = (D¥) - (DY) ="' D' Dyj=3"FEyj=3"§=17

@1

Ebenso anschaulich klar: &’ x 4’ = D(Z x §) fir beliebige #, 7 € R,

Wir wollen es aber auch formal-algebraisch begrinden:
Aus ¢’ x &y’ = &3’ folgt mit dem Grassmannschen Entwicklungssatz (am Ende
von a)) rein algebraisch, dass fur die ¢;’ dieselbe x-VerknUpfungstafel gilt wie
fur die é;: €; X é}' = +te, & a‘/ X é}’ :igk/, €; X €; :éi,;/ X 57;/ :6. (Bitte selbst
nachrechnen! Z.B.: 52/X€3/:€2/X(51/X52/):51,(52/'52,)—52/(52/'51/)251/
nach Grassmann.) Es folgt:
D(# x §) = D37 j_y wiy; & % &) = 27 ;o wiy; D(E x &) = 320, way; & x & = D(&) x D(§)
Man kann es auch etwas unmittelbarer durch die drei das Vektorprodukt cha-
rakterisierenden geometrischen Eigenschaften nachweisen:
Wegen # =12, 17| = 171 D@ < )| = |7 x 3|, £(7',§") = £(7,) ergibt sich

i) [D(T x §)|* = & x §1* = [Z1*|7]*sin® £(Z,9) = |Z'P*|g"[* sin® £(Z", §");
(II)D(mxy)J_i"' D(Zxy) Ly wegen ZFxy L@ ZxyLly;
(iii) det(z',y’, D(Z x 7)) = det(D(Z, ¥, x 7)) = det(D) det(Z, 7,7 x ) >0 gemal De-
terminanten-Multiplikationssatz und wegen det(D) = (é1' x &y') - €3’ = 1.

Zusammen bedeuten (i), (ii), (iii), dass D(Z x §) =7’ x ¢".

Es ist nicht ganz selbstverstandlich, sondern bedarf eines Beweises, dass es bei
jeder beliebigen ,Nerdrehung” des Koordinatensystems im R? eine Drehachse
und einen Drehwinkel gibt, ein zuerst von L. Euler erkannter Sachverhalt.

Beweis dieses Eulerschen Theorems:

Was bedeutet Uberhaupt ,Es gibt eine Drehachse“? Es heilst: Es gibt einen Einheits-
vektor @ € R®, so dass Dg=a und damit auch DAd = \d@ (A € R). Alle Punkte der
~Achse” A\d (A € R) werden auf sich selbst abgebildet, bleiben an ihrem Platz bei der
Drehung. Mit anderen Worten: Eine Drehmatrix D = (¢1’,é>’,é3’) besitzt immer den
Eigenwert 1. Der kurzeste Beweis dafur benutzt ein paar einfache Determinanten-
Eigenschaften:
det(D — E) = det((D — E)") = det(D" — E) = det(D" (E — D)) = det(D") det(E — D) = —det(D — E)

und damit det(D — E) = 0. Es gibt also einen Vektor @ mit |d| = 1 und Dd = a.

Wir betrachten die Ebene {@}* := {Z € R® | # L a@}; sie ist Unterraum des R®. Da Skalar-
produkte erhalten bleiben und weil D injektiv ist, gilt D({@}*) = {@}*. Sei by irgendein
Einheitsvektor in {@}*, und der Einheitsvektor by € {@}™* sei so gewahlt dass by L by
und bl,bg,a in dieser Reihenfolge positiv orientiert sind, also (bl X bg) a > 0 gilt. Dazu

ist bQ =a X b1 zu wahlen; nach Grassmann gilt dann auch 61 X b2 =a, b2 X a = bl
(Dies ist auch anschaulich vollig klar, wenn man eine Skizze anfertigt.)

Der Bildvektor zu bl, da L a, lasst 5|ch schreiben als b1 = Cosgobl + Sln<pb2 mit elnem
¢ € [0,2m); also by = D(a X bl) —axb = =cospd x by —i—smgoa X by = cosgobg —smgobl
Fir @ € RS gl|t T = fl bl + fz bz + (SE CL)CL mit fl = (.I‘ bl), 52 = (ZL‘ bg), und es folgt

Dz = D(51,5) (2) 4 (@ @)d = (bi,b) D, @) + (&)
mit der ebenen Drehmatrix D, aus b). Mit anderen Worten: Der zu d orthogonale An-

teil von 7, die Projektion von ¥ in die 51-52-Ebene, wird einer ebenen Drehung um ¢
unterzogen. Das bedeutet gerade: Drehung um die Achse @ mit Winkel . ]

Die ebene Drehung hat nur einen Parameter, den Drehwinkel. Die rdumliche Drehung
hingegen hat drei echte Parameter: den Drehwinkel und z.B. den Langen- und Breiten-
grad auf der Einssphare im R3 zur Festlegung der Drehachse.

© Edgar M. E. Wermuth, TH Nirnberg, 16.-20. April 2025 4



Nachdem wir nun wissen, dass jede Raumdrehung eine Drehung um eine Achse a (da-
bei sei immer |d| = 1 vorausgesetzt) mit einem Winkel ¢ ist, wollen wir sie auch so be-
zeichnen: D = D3 .. Es folgt eine unmittelbare anschauliche Herleitung der Darstel-
lung der Drehmatrix durch diese beiden KenngrofSen.

Dz, & =m+cosp(Z—m)+sinpd X &

= (1 —cosy)@a’d 4+ cospZ +sinpd x &

0 —as a
= |cospE+ (1 —cosp)da’+sinp| az 0 —a1||&
—a2 ap 0

Die orthogonale Projektion eines Punktes # € R? auf die durch @ erzeugte Achse, also
der Punkt m = (d@-%)d = da’ ¥, ist der Mittelpunkt des Kreises, auf dem # um den
Winkel ¢ gedreht wird. Radius dieses Kreises ist |# —m|. Der von # aus in der
Kreisebene um 7 weitergedrehte Punkt ist 7 4 @ x (Z — ni) = m +a x Z. Der von ¥ aus
um ¢ weitergedrehte Punkt ist m + cos p(Z —m) +sinpd x &, und das ist DI = Dz ,%.
Daraus ergibt sich die Drehmatrix

0 —as az di1 diz2 dis
Dg , =cosp E + (1 — cos Lp)d’&'T +sinp | as 0 —ay1 | = |do1 daz dss |
—as a; 0 d31 dsz ds3

Eine zweite Darstellung der Drehung: Da nach Grassmann @ x (a X ) = m — & (auch
anschaulich klar), gilt

Dg , £ =% +sinpd XX+ (1 —cosp)d X (@ X ).

Mit einer unter a) eingefliihrten Bezeichnung: Dz , = E +sinp Xz + (1 — cos ¢) Xé :
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Da adx(@x(axZ)=d(@-(@xx))—(a@axz)(d-d)=—-axz nach Grassmann, folgt
X3 = _ X die Folge der X% (n > 0) ist also (E, Xz, X2, —Xa,— X2, Xz X2, ...). Somit
e k 3 2 4
eXz .= Nk L _¥ .. _¥ L3y X:=D,
© '_,;)kzxﬁ’_E+(1! a1 T I XatCGr—o ™ )Xa=Dae.

eine sehr bemerkenswerte weitere Darstellung der rdumlichen Drehmatrix.
Wegen cos ¢ = cos(—¢) = cos(2m — @), sin(—p) = sin(21 — ¢) = —sin ¢ gilt
DEi"P = D_(_iv —® = D_av 277_90'

Die Parameter d, ¢ sind also durch die Drehmatrix D nicht ganz eindeutig bestimmt.
Durch Vorzeichenwahl bei der Drehachse kann man sich auf Drehwinkel ¢ € [0, 7] be-
schranken. Es gilt di; = cos @ + (1 — cos p)a?, doy = cos ¢ + (1 — cos p)a3,
dss = cosp + (1 — cosp)a3. Also ergibt die sogenannte Spur S := di1 + dag + d33 von
Dz , wegen a + a3 + a3 = 1 stets den Wert S = 2cos ¢ + 1. Ferner sieht man:

d32 — d23 = QSiDQO(Il, d13 — d31 = ZSiIlgOCLQ, d21 — d12 = 2singpa3. Also:

et 1 ds2 — d23
¢ = + arccos %11t 2"’2"' 38— G = ﬁ dis — ds1 |.
21 — d12

Ausnahme: S = -1, also ¢ = +7 (Halbkreisdrehung). Dann gilt D+FE =2aa”, jede der Spal-

ten von D+F ist Vielfaches von @, mindestens eine #0, und D; ,=D_s ,=Ds _,=D_5 _.

Wichtige Spezialfalle sind die reinen Achsendrehungen mit d € {é;, &, es}. Und zwar:

1 0 0 cose 0 sing cose —sing 0
Dz =10 cosp —singp| Dg ,= 0 1 0 | Dg,o,=|sinp cosp 0]}
0 singp cosyp —singp 0 cosyp 0 0 1

Sie gehen auseinander hervor, indem die Elemente zyklisch einen Platz nach rechts und einen
Platz nach unten ricken, entsprechend zyklischem Rollen-Tausch der Koordinaten-Achsen.

Man kann jede Drehung aus drei reinen Achsendrehungen zusammensetzen, indem man durch
Eulersche Winkel den Zusammenhang zwischen den Basen {1, é2,e3} und {€1’,e>2’,é3'} erfasst.
Rickwarts betrachtet: Durch Dg, _,, wird die Schnittgerade zwischen der éi-e>-Ebene und der
é1'-é>'-Ebene mit der ¢€;-Achse zur Deckung gebracht, dann durch D¢, _,, die é '-é&'-Ebene in
die €;-é>-Ebene geklappt, schlieBlich durch Dz, _,, die €;’-Richtung in die €;-Richtung gedreht.
Wie bei der folgenden Grafik unten notiert, ergibt sich in umgekehrter Reihenfolge und mit den
entgegengesetzten Winkeln 1, 2, ¢3, den Eulerschen Winkeln, die Drehmatrix.

_ =/ =/ =)/ _ . . .
D = (617 €9, 63) = D637903D617§02D637901

Eine weitere Darstellung der Drehungen durch sogenannte Hamiltonsche Quaternionen (= vier-
dimensionale Zahlen!) vom Betrage 1 ist von groRer praktischer Bedeutung in der Computer-
Grafik, bei der Computer-Animation von Bewegungen. Dass der vierdimensionale Raum bei
dreidimensionalen Drehungen eine mathematisch gewichtige Rolle spielt, ist eine faszinierende
Tatsache; die Behandlung dieser Zusammenhange wirde aber hier viel zu weit fihren.
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