Funktionentheorie 11
Wolfgang M. Ruppert
Wintersemester 2025/2026

10. Februar 2026

Skript zu einer im Wintersemester 2025/2026 am Department Mathematik der Universitét
Erlangen-Niirnberg gehaltenen Vorlesung






Inhaltsverzeichnis

[Kapitel 1. Grundlagen|
1. Wiederholung|
2 Die Umlaufzahll
B Dor Resid [Residuenl
4. Null- und Polstellen zéhlen — Der Satz von Rouchél

|[Kapitel 2. Folgen holomorpher Funktionen|
1. Konvergenz von Funktionenfolgen (Wiederholung)|
2. Der Satz von Hurwitz und Folgen injektiver holomorpher Funktionen|

[B_Der Satz von Montell

|Kagitel 3. Die Riemannsche Zahlenkugel (Cl
1. Einfihrung

2. Meromorphe Funktionen auf (Cl
3. Verzweigung - Die Riemann-Hurwitz-Formel fiir (Cl
4. Die Riemannsche Zahlenkugel und stereographische Projektion|

|Kapitel 4. Mobius-Transformationen|

|1. E;iniﬁﬁrung

2. as Doppelverhéltnis
3. erallgemeinerte Geraden|

IKapitel 5.  Biholomorphe Abbildungen|

1.  Biholomorphe Abbildungen|

2. Aut(E) - die Automorphismengruppe von E|

3. Die Automorphismen der oberen Halbebene - Aut(H)|
4. Die biholomorphen Abbildungen H — [

[5. Die Automorphismen von C - Aut(C)|

IKapitel 6. Der Riemannsche Abbildungssatz|
2. Reduktion von G C C zu G C K|
3. Funktionen auf einfach zusammenhéngenden Gebiete in [
4. Warum gibt es eine Funktion f € Fg mit |f'(0)| = sq|
[5. Zurtick zum Riemannschen Abbildungssatz]

IKapitel 7. Meromorphe Funktionen auf C
[Ll. Meromorphe Funktionen|
2. Meromorphe Funktionen mit nur endlich vielen Polen|

[3.__Meromorphe Funktionen mit unendlich vielen Polen|

4. onvergenz von Reihen meromorpher Funktione
5. er Satz von Mittag-Leftler|

6. Doppeltperiodische Funktionen - elliptische Funktionen|

|Kapitel 8. Exkurse|

[L.  Uber Funktionen, die die gleichen Werte an den gleichen Stellen annehmen|

[2. Beispiele ausgetiillter Julia-Mengen fiir quadratische Polynome|

3

10
13
17

25
25
28
29

33
33
36
40
45

49
49
95
57

67
67
69
75
76
7

79
79
80
81
83
84

87
87
89
89
90
93
96

103
103
107



4 INHALTSVERZEICHNIS

[Kapitel 9. Ubungsaufgaben| 109
G R 123




KAPITEL 1

Grundlagen

Hier sind nochmals Grundlagen der Funktionentheorie zusammengestellt, wobei die meisten Aussagen
normalerweise auch in einer Funktionentheorie-I-Vorlesung vorkommen.

1. Wiederholung

In diesem Abschnitt ist einiges zusammengestellt, was in der Funktionentheorie I behandelt wird.

DEFINITION. Ist U C C offen und f : U — C eine Funktion, so heifst f komplex differenzierbar in
zo € U, falls der Grenzwert
L S) = f(z0)

220 Z— 2y

existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert f'(zo) beschrieben und als Ableitung von f in zy bezeichnet.

Beispiele:
(1) Durch
o 2" o~ (=1)" ; G VA +1
exp(z) = E —, cos(z) = E r27", osin(z) = E e LA
i — (2n)! — (2n+1)!

werden fiir alle z € C Funktionen definiert, die in allen z € C komplex differenzierbar sind mit
Ableitung
exp’(z) = exp(z), cos'(z) = —sin(z), sin’(z) = cos(z).

Man schreibt auch e* = exp(z).
(2) Jedes z € C\ {0} ldsst sich eindeutig schreiben als

z=re mit r = [z| und 0 < ¢ < 27.
Dann heif3t
Log(z) = In(r) + iy
der Hauptzweig des Logarithmus. Fiir alle z € C\ R<g ist Log komplex differenzierbar mit
Ableitung

1
Log'(z) = ~.
z

Es gilt eMos(2) = 2.

DEFINITION. Sei U C C offen und f : U — C eine Funktion.
(1) f heifst holomorph (oder auch analytisch) in/auf U, wenn f in allen Punkten von U komplex
differenzierbar ist.
(2) f heift holomorph in zy € U, wenn ein r > 0 existiert mit K,(z0) C U, sodass f in allen
Punkten von K, (z9) komplex differenzierbar ist. (Dabei ist K. (z9) = {z € C: |z — 2| <r}.)

DEFINITION. (1) Fiir eine Teilmenge M C C heifit eine Funktion f : M — C lokal konstant,
wenn fiir jedes zg € M ein v > 0 existiert, sodass die Einschrinkung f|ynk, (=, konstant ist.

Datei: ftii_grundlagen.tex. Version vom 10.2.2026
Datei: ftii_wh.tex. Version vom 14.10.2025



6 1. GRUNDLAGEN

(2) Fine Teilmenge M C C heifft zusammenhingend, wenn jede lokal konstante Funktion f :
M — C konstant ist.
(3) Eine nichtleere Teilmenge G C C heifst ein Gebiet, wenn G offen und zusammenhdingend ist.

DEFINITION. (1) Eine Kurve (oder ein Weg) ist eine stetige Abbildung eines kompakten Intervalls
nach C:
a: [a,b] = C mit a,b € R,a < b.

Dabei heifit a(a) der Anfangspunkt, a(b) der Endpunkt der Kurve (oder des Wegs).

(2) Ist a(a) = a(b), so spricht man von einer geschlossenen Kurve (oder einem geschlossenen
Weg).

(3) Fine Kurve heifit glatt, falls sie stetig differenzierbar ist.

(4) Fine Kurve heifit stiickweise glatt, wenn es eine Unterteilung a = ag < a1 < -+ < a, = b
gibt, sodass die Einschrinkungen a\[aj_lyaj] firj=1,...,n glatt sind.

Freitag/Busam verwenden die Bezeichnung Kurve, Remmert/Schumacher die Bezeichnung Weg.

DEFINITION. Sei U C C offen, f: U — C stetig und « : [a,b] — C eine Kurve mit Bild(alpha) C U, d.h.
a([a, b)) CU. Ist a glatt, so wird das Kurvenintegral (oder Wegintegral) von f lings o durch

[ sz~ [ " Fla)e ()t

definiert. Ist a stickweise glatt, d.h. ezistiert eine Partition a = ag < a1 < --- < an, = b, sodass
g = Qlla,_y.ap fiir k=1,...,n glatt ist, so definiert man
n n
[r@i=3 [ 1@i=3 [ reoaind.
« k=1"Y %k k=1"Y 2k—1,0k

Bemerkung: Ist a : [a,b] — C eine stiickweise glatte Kurve, so schreiben wir trotzdem oft [ f(z)dz =
f: fla(t))d! (t)dt, obwohl o (t) in endlich vielen Punkten des Intervalls [a,b] nicht definiert sein muss.

DEFINITION. Die Lénge einer stickweise glatten Kurve o : [a,b] — C wird definiert als

b
E(a):/ |/ (t)]|dt.

Fiir das Kurvenintegral gibt es eine Reihe von Rechenregeln, die wir nicht alle zusammenstellen. Wir
erinnern aber an ein paar wichtige Aussagen:

SaTz. Sei U C C offen, f : U — C stetig und « : [a,b] — C eine ganz in U verlaufende, stickweise glatte
Kurve.

(1) Standardabschitzung: Gilt |f(«(t))| < M fir alle t € [a,b] (mit M € R>g), so gilt

/af(z)dz

(2) Ist F : U — C eine Stammfunktion von f, d.h. F ist holomorph mit F' = f, so gilt

[ #)z = Pla) - Flala).

< M - L(a).

Der folgende Satz charakterisiert die Existenz einer Stammfunktion mit Hilfe von Kurvenintegralen.

SATZ. Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion. Dann sind dquivalent:
(1) f besitzt eine Stammfunktion, d.h. es gibt eine holomorphe Funktion F : G — C mit F' = f.
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(2) Fiir jede geschlossene, stiickweise glatte Kurve o, die ganz in G verlduft, gilt

/a F(2)dz = 0.

(3) Sind 21,29 € G und o, 8 zwei ganz in G verlaufende, stiickweise glatte Kurven mit Anfangspunkt
z1 und Endpunkt z3, so gilt
/ f(z)dz = / f(z)dz.
a B

Den (im mathematisch positiven Sinn durchlaufenen) Rand eines Kreises K (zg) schreiben wir manchmal
auch einfach |z — 29| = r. (Eine Parametrisierung ist beispielsweise « : [0, 1] — C mit a(t) = zg + re?™t.)

SaTz (Cauchy-Integralformel). Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Ist zo € U und r > 0 mit
{z€C:|z—a|l <r} CU, so gilt fir alle a € K,(z)

fla) = 1 f(2)

271 zZ—a

dz.

|z—z0|=r

Die abgeschlossene Kreisscheibe {z € C : |z — zg| < r} schreiben wir auch manchmal K ,.(z).

SaTz (Verallgemeinerte Cauchy-Integralformel). Sei U C C und f : U — C holomorph. Dann gilt:

(1) f st beliebig oft (komplex) differenzierbar.
(2) Ist 20 € U und r > 0 mit K,(20) C U, so gilt fiir alle n € N

f™(a) = L'/ &dz fir alle a € K, (z0).
|z—z0|=r

271 (z —a)ntl
DEFINITION. FEine auf ganz C definierte und holomorphe Funktion wird eine ganze Funktion genannt.
SaTz (Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Satz (Potenzreihenentwicklungssatz). Sei U C C offen, f : U — C holomorph, zo € U und R > 0 mit
Kg(z) CU und

f(")(zo)

n!

ap, = fiir alle n € Ny.
Dann gilt:
(1) Der Konvergenzradius der Potenzreihe Y, <o an(z — 20)" ist mindestens R.
(2) Esist
f(z)= Z an(z — 20)" fir alle z € Kgr(z0),
n>0
was man auch in der Form

flz)= Z f(")(!zo) (z — 20)" fir alle z € Kg(20)

n
n>0

schreiben kann. (Dann spricht man auch von Taylorreihe und der Taylorreihenentwick-
lung.)
(3) Istr e R mit 0 <7 < R, s0 ist K.(z0) CU und es gilt

1 / f(2)
Ap = — —————dz.
211 |z2—z0|=r (Z — Zo)n+1
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Bemerkung: Ist G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, nicht identisch 0 und 2y € G, schreibt man
die Potenzreihenentwicklung von f in zy als

72) =Y an(z = 20)",
n>0
so definiert man die Nullstellenordnung von f in zj als
ord , (f) = min{n € Ny : a, # 0} = min{n € Ny : f(™(z0) # 0}.
Man kann dann schreiben
F(2) = (2 = 20)° 40D - g(2),

wobei g : G — C holomorph ist mit g(z) # 0. (Fiir die Nullfunktion definiert man manchmal ord ., (0) =
00.)

Satz (Identitiitssatz fiir holomorphe Funktionen). Sei G C C ein Gebiet und f,g : G — C holomorphe
Funktionen. Dann sind folgende Ausssagen dquivalent:

(1) f=g.
(2) Die Menge {z € G : f(z) = g(z)} hat einen Hiufungspunkt in G.
(3) Es gibt einen Punkt 2o € G mit f(™(zy) = g™ (20) fiir alle n € Ny.

SATZ (Offenheitssatz - Satz von der Gebietstreue). Sei G C C ein Gebiet und f : G — C nichtkonstant
holomorph. Fiir jede offene Teilmenge U C G ist dann auch f(U) C C offen. Ist U C G ein Gebiet, so

auch f(U).

Aus dem letzten Satz folgt beispielsweise das Maximumprinzip: Ist G C C ein Gebiet, f : G — C
holomorph und a € G mit |f(z)| < |f(a)| fiir alle z € G, so ist f konstant.

SATZ (Laurentzerlegung). Sei zp € C und R € (0,00] und f : Kgr(20) \ {20} = C holomorph. Dann gilt:

(1) Es gibt eine Potenzreihe y .- | b,2" mit Konvergenzradius oo, sodass

00 bn
"=

n=1

auf ganz C\ {20} holomorph ist und f(z) — h(z) eine hebbare Singularitit in z = zy hat. (Man
nennt h(z) den Hauptteil von f(z). Er ist eindeutig bestimmt.)
(2) Entwickelt man f(z) — h(z) in eine Potenzreihe um zg, also

F2) = h(z) = an(z = 20)",
n=0

so ist der Konvergenzradius > R. (Man nennt dies auch den Nebenteil von f(z).)
(3) FEs gilt

- by - n o

f(z) ZerZan(Z*Zo) fiir alle z € Kr(zo) \ {z0}-
n=1 n=0

Setzt man a_, = b, fir n € N, so kann man auch schreiben

o0

f(z)= Z an(z — 20)".

n=-—oo

Man nennt dies die Laurentreihenentwicklung von f(z) um zg.
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Bemerkung: Sei G C C ein Gebiet und f : G \ {20} holomorph. (Man nennt dann zy eine isolierte
Singularitit von f.) Sei

oo
:E —|—E anz—zo
— Z—ZO

die Laurentreihenentwicklung von f(z) in zp. An der Laurentreihenentwicklung kann man auch den
Singularitdtentyp der isolierten Singularitéit zy ablesen:

(1) f hat genau dann eine hebbare Singularitét in zo, wenn {n € N:a_, # 0} = () gilt, d.h. der
Hauptteil der Laurentreihenentwicklung verschwindete.

(2) f hat genau dann einen Pol in zp, wenn {n € N : a_,, # 0} endlich, aber nichtleer ist, d.h.
der Hauptteil der Laurentreihenentwicklung hat nur endliche viele Summanden, ist aber von 0
verschieden. Ist m = max{n € N : a_,, # 0}, so hat f in zy einen Pol m-ter Ordnung. Es gibt
eine holomorphe Funktion g : G — C mit

£2) = - 0(2).

(z — zp)™

(Man definiert auch ord ., (f) = —m.)
(3) f hat genau dann eine wesentliche Singularitét in zg, wenn {n € N : a_,, # 0} unendlich ist,
d.h. unendlich viele a_,, sind von 0 verschieden.

DEFINITION. Sei G C C ein Gebiet. Man sagt, f ist eine meromorphe Funktion auf G, wenn eine in
G diskrete Teilmenge Sy C G existiert, sodass f : G\ Sy — C holomorph ist und f in den Punkten von
Sy nur hebbare Singularititen oder Pole hat. Die Menge der auf G meromorphen Funktionen wird auch
mit M(G) bezeichnet.

SATZ. Fiir ein Gebiet G C C sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1) Jede holomorphe Funktion f : G — C besitzt eine Stammfunktion.
(2) Fiir jede holomorphe Funktion f : G — C und jede geschlossene, stickweise glatte, ganz in G

verlaufende Kurve o gilt
[ #eiz =

(3) Jede geschlossene, ganz in G verlaufende Kurve a : [0,1] — C ldsst sich in G auf einen Punkt
2o zusammenziehen, d.h. es gibt eine stetige Funktion H : [0,1] x [0,1] — C mit

H(t,u) € G fir alle t,u € [0, 1]
und
H(t,0) = a(t) fir allet €]0,1] und H(t, 1) =z fiir alle t € [0,1].

Man nennt dann G einfach zusammenhingend.

Bemerkungen:

(1) Sterngebiete sind einfach zusammenhiingend. (Ein Sterngebiet ist eine offene Teilmenge G C
C, fiir die ein Punkt z, € G (Sternmittelpunkt) existiert, sodass fiir alle z € G die Verbindungs-
strecke [z, z] ganz in G liegt.)

(2) Sind G; und Gs einfach zusammenhéngende Gebiete in C und ist der Durchschnitt Gy N G
nichtleer und zusammenhéngend, so ist auch G; U G2 einfach zusammenhéngend.
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2. Die Umlaufzahl

DEFINITION. Sei « eine stickweise glatte, geschlossene Kurve in C und zo € C\ Bild(«). Dann heifst

1 dz
X(O[,Zo) = /

271 Z— 20

die Umlaufzahl (oder die Windungszahl oder der Index) von « beziiglich zy. (Bei Remmert/Schu-
macher findet sich die Notation ind, (2o).)

Beispiel: Die Kurve « : [0,27] — C mit a(t) = 2z + e’ durchliuft den Kreis um z mit Radius r genau
einmal. Es ist

1 d 2m (¢ 1 27 . it 1 1
27 Jo 2 — 20 o alt)— 2 27t Jo  rett 2mi 2mi

wie es sein sollte.
Die folgenden Lemmatas zeigen einige Eigenschaften der Umlaufzahl und skizzieren Beweise.

LEMMA. Sei a: [a,b] = C eine stiickweise glatte, geschlossene Kurve, dann gilt

1 d
x(a, z9) = 27”[7 . —Zzo € Z fir alle zy € C\ Bild(a).

Beweis: Es gibt eine Unterteilung a = ap < a1 < -+ < a,, = b, sodass « in (a;_1, a;) stetig differenzierbar
ist; in a; ist « eventuell nur links- und rechtsseitig differenzierbar. Die Funktion F : [a,b] — C mit

B t o/(u) y
o= [ G w

o' (t)
a(t)—zo

ist im Intervall [a, b] stetig und fiir ¢ # a4, ..., a,—1 differenzierbar mit Ableitung . Es ist - sofern

definiert - /
(e—F(t)(a(t) B ZO)> _ _a(a (t)

———— e O (a(t) = z) + e /(1) = 0.
t) — 20

Dabher gibt es ein ¢ € C mit
e PO (a(t) — z) = ¢ fiir alle t € [a, D).

Aus a(a) = a(b) folgt e F(@) = ¢=F®) also wegen F(a) = 0 dann e"'®) = 1. Daher gibt ein ein k € Z
mit F(b) = 2mi - k. Es folgt
1 dz 1

_— =— . Fb=kecZ
27i J, 2 — 29  2mi (6) €&

und damit die Behauptung. ®

LEMMA. Sei «: [a,b] — C eine stiickweise glatte Kurve. Dann ist

b /
C\ Bild(a) — C, zo»—>/a dz :/a a(a(t)dt

z— 20 t) — 20

stetig.

Beweis: Wir wollen zeigen, dass die Funktion stetig in zo € C \ Bild(«) ist. Sei § = inf{|a(t) — 20| : t €
[a,b]}. Dann ist § > 0. Ist nun |z — 29| < 3, so folgt
]

la(t) = 2 = [(alt) = 20) + (20 = 2)| 2 |a(t) = 20 = |z = 20| 20— 5 = g

Datei: ftii_uz.tex. Version vom 16.10.2025
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und damit

b Cv/(t) B b a'(t)
[ e L o

<

b (t)(z — 2)

/a (@) — 2)(a®) — )"
o/ (D)]]2 - 7ol o/ (O)lz = 20l ,

/|a ) — #l[a(0) —zO|‘”</ T

«
6—2/ |/ (#)]dt - |2 — 20| = (5(2 ) |z = zo].

Dies impliziert die behauptete Stetigkeit. B

FOLGERUNG. Sei « eine stickweise glatte, geschlossene Kurve. Ist «y : [a,b] — C eine ganz in C\ Bild(«)
verlaufende Kurve, so ist die Umlaufzahl konstant auf vy, d.h.

x(a,y(a)) = x(a,(t)) fir alle t € [a,b].

Beweis: Da C\ Bild(«) — Z mit x(«, z) stetig ist, ist auch
[a,b] = Z, ¢t x(o, (1))

stetig, also konstant. B

LEMMA. Sei a : [a,b] — C eine stiickweise glatte, geschlossene Kurve. Sei U C C\ Bild(«) zusam-
menhingend. Dann ist z — x(«, z) konstant auf U. Ist U (zusammenhingend und) unbeschrinkt, so ist

x(a, z) =0.

Beweis: Da z — x(a, z) stetig ist und nur ganzzahlige Werte annimmt, ist die Funktion lokal konstant. Aus
der Definition von zusammenhéngend folgt dann, dass die Funktion auf U konstant ist. Ist |a(t) — z| > R

fiir alle ¢ € [a, b], so folgt
1 [P o) 1% o) 1P ‘()
— | —F—dt| < — dt < "(t)|dt = ——=.
271'@'/(1 alt) —z ‘QW/G |a(t) — 2| 727TR‘/G [ (2)] 2R

Ist R > Z(a , so folgt |x(a, z)| < 1, also x(«, z) = 0. Enthélt U einen Punkt z mit |a(t) — 2| >
x(a, z) = 0 Es folgt die Behauptung [ |

Ix(e,2)] =

a) , SO ist

Wie berechnet man die Umlaufzahl? Wir zeigen nun eine Moglichkeit, wie man die Umlaufzahl unter
bestimmten Voraussetzungen berechnen kann. Sei also « : [a,b] — C eine stiickweise glatte, geschlossene
Kurve und zp € C\ Bild(a). Wir wihlen einen von z, ausgehenden Strahl S = {zp 4+ tv : t € R>¢} (mit
v € C\ {0}) und machen folgende Annahmen:

e Die Kurve schneidet den Strahl in nur endlichen vielen Punkten.
e In jedem Schnittpunkt ,kreuzt“ die Kurve den Strahl, entweder von rechts nach links oder von
links nach rechts (von zy aus betrachtet).

Kreuzt die Kurve den Strahl m-mal von rechts und links und n-mal von links nach rechts, so gilt

x(a, z9) = m — n.

Beweis: Nach einer eventuellen Translation und Drehung kénnen wir
zZ0 = 0 und S = RSO

annehmen.

e Wir wollen
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berechnen. Wir wéhlen eine Partition a = a9 < a1 < -+- < aqg = b, wobei die Eigenschaften
noch festgelegt werden. Es gilt dann

Da « stiickweise stetig differenzierbar sein soll, kénnen wir annehmen, dass die Unstetigkeits-

stellen von % in der Menge {aq,...,aq—1} liegen, also ist ((tt)) stetig im offenen Intervall

(@i—1,a;).
Wir nehmen an, dass nur endlich viele Punkte von o auf dem Strahl R<q liegen. Durch entspre-
chende Wahl der Partition konnen wir annehmen, dass fiir alle ¢ € (a;—1,a;) die Zahl «(t) nicht
in RSO ist.

Unter den bisherigen Voraussetzungen besitzt il((tt)) im offenen Intervall (a;—1,a;) die Stamm-

funktion Log(a(t)), wo Log den Hauptzweig des Logarithmus bezeichnet. Wir erhalten:

[ - £L 2o L)

X @i
i=

= Z hm Loga(t) Z hm Loga(t)
—0

= ltig)l Loga(t) + Z (}1&: Loga(t) — hm Loga(t )) - ltljzl Loga(t).

Liegt a(a) = «(b) nicht auf der negativen z-Achse, so ist Log in a(a) = «a(b) stetig, also
Loga(a) = htrin Loga(t) und Loga(b) = ltig)l Loga(b),

und wir erhalten

a(t) tta;

Liegt (a;) nicht auf der negativen z-Achse, so ist Log dort stetig und es gilt

/ Tal(t) gy _ zd: <lim Loga(t) — lim Lo a(t))
a - i=1 ¢ ta; ¢ .

lim LL —lim L =0.
Jim oga(t) fim oga(t) =0

Liegt a(a;) auf der negativen z-Achse, so nehmen wir an, dass die Kurve die negative z-Achse
in diesem Punkt , kreuzt.
Da 0 nicht auf der Kurve liegt, konnen wir fiir alle ¢ € [a, b] schreiben

alt) = |a@)| - e® mit — 7 < (t) < 7.
Es ist
Loga(t) = In(Ja(t)]) + ip(t).

Liegt «(a;) auf der negativen z-Achse, so gilt p(a;) = 7. Kreuzt die Kurve die negative z-Achse
von rechts nach links (von oben nach unten), so gibt es fiir alle € > 0 ein ¢ > 0 mit

(m—e,m) fiir alle ¢ € (a; — 6, a;),
p(t) € )
(—m,—m+¢) fir alle t € (a;,a; + 9).
Dann ist
%iTm Loga(t) = In(|a(a;)|) + i und }im Logo(t) = In(Ja(as)|) — .

Es folgt
lim Loga(t) — %im Loga(t) = 2mi.

tTai
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Kreuzt die Kurve die negative z-Achse von links nach rechts (von unten nach oben), so gibt
es fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 mit

) € (—m,—m+¢) firallete€ (a; — 6, a;),
4 (m—e,m) fiir alle ¢ € (a;,a; +9).

Dann ist

}iTm Loga(t) = In(|a(a;)|) — i und }im Loga(t) = In(|a(a;)]) + im,

. . .
hIIl LOga(]&) - hInZ Loga(t) == _2712.

e Nach Definition von m und n folgt dann

bo/(t) _ ' ) L )
/a a(t)dt_m 27t + n - (—2mi),

und damit
x(a,0) =m —n,
wie behauptet. ®

DEFINITION. Fiir eine stiickweise glatte, geschlossene Kurve o definiert man das Innere und das AuBere
von « durch

Int(a) = {z € C\ Bild(a) : x(a,2) #0} und Ext(a)={z € C\ Bild(a) : x(a, z) = 0}.

LEMMA. Ist G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet und o eine stiickweise glatte, geschlossene,
ganz in G verlaufende Kurve, so liegt das Innere von a ganz in G:

Int(a) C G.

Beweis: Ist z9p € C\ G, so ist z — ﬁ eine in ganz G holomorphe Funktion. Da G einfach zusam-

menhéngend ist, gilt
/ dz
= O7
a X — R0

x(a,zp) =0, und damit 2y € Ext(a).

Also erhalten wir C \ G' C Ext(a). Da Inneres und Aufieres von « disjunkt sind, folgt sofort Int(a) C G,
wie behauptet. B

also

3. Der Residuensatz und Residuen

DEFINITION. Seizy € C, U C C eine offene Umgebung von zo und f : U\ {20} eine holomorphe Funktion.
(20 ist also eine isolierte Singularitit von f.) Sei

o0

f(z):Z(Z_ZO +Zanz—z0

n=1

die Laurentreihenentwicklung von f in zo. Dann heifst der Koeffizient bei ﬁ das Residuum von f im
Punkt 2y, also

Res(f,20) = a_1.
(Bei Remmert/Schumacher findet sich die Bezeichnung res,, f.)

Motiviert wird der Begriff durch den folgenden Satz:

Datei: ftii_res.tex. Version vom 11.10.2025
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SaTz (Residuensatz). Sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, seien z1,. ..,z € G paarweise
verschiedene Punkte, sei f : G\ {z1,...,2-} = C holomorph und « eine stiickweise glatte, geschlossene
Kurve in G\ {z1,...,2-}. Dann gilt:

Beweis:

(1)

/ f(z)dz = 2mi - Zx(a, zj)Res(f, zj).

Sei

N aj
hj(z) = —
! ; (z —z)"
der Hauptteil der Laurentreihenentwicklung von f(z) in z;. (Die Potenzreihe > 7  a; _,z"
konvergiert auf ganz C, h;(z) ist auf ganz C\ {z;} holomorph.) Dann hat f(z) — h;(z) in z;
eine hebbare Singularitét.
Definieren wir

9(z) = f(2) = > hy(2),
j=1

so ist g(z) holomorph in G\ {z1,..., 2.} mit hebbaren Singularitéiten in z, ..., 2., kann also als
holomorphe Funktion auf G betrachtet werden.
Da G einfach zusammenhéngend ist, liefert der Cauchy-Integralsatz (oder die Definition)

und damit sofort

Nun gilt auf C\ {z;}

> (o a; — = _n
hi(z) = Z( 2 =L 3 gz 20) T =
n=2

z—zj)"  z— 2
[e.¢]

aj,—1 , d Qj,—n N ngl
z—zj+dz <22—n+1(z 20) )

n—=

Integriert man nun ldngs der geschlossenen Kurve «, so wird der zweite Summand 0 und es folgt
(mit der Definition der Umlaufzahl und des Residuums)

- 1 d
/(th(z)dz = /a Zaj_’izljdz = 275 - o ).z _sz dz-a; 1 =2mi- x(o, z5) - Res(x, zj)-

Die in (3) gezeigte Gleichung liefert
/ f(z)dz = Z/ hj(z)dz = 2mi - Zx(a, zj) - Res(f, z;),
a j=1v¢ Jj=1

wie behauptet. B

In der Praxis hat man meist einfache Kurven, bei denen man die Umlaufzahl sofort sieht. Wir geben
daher noch eine zweite Variante des Residuensatzes an:

SaTz (Residuensatz, 2. Variante). Sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, seien z1,...,2, €
D paarweise verschiedene Punkte und sei f : G\{z1,..., 2.} holomorph. Ist nun « eine stickweise glatte,
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geschlossene Kurve in G, sodass fir jedes j € {1,...,r} der Punkt z; entweder im Auperen von a liegt,
oder im Inneren von « liegt und genau einmal von o« umlaufen wird, so gilt:

/f(z)dz:27ri~ Z Res(f, z;).

1<j<r
zj€lnt ()

Beweis: Die Punkte aus G koénnen auf o, im AuBeren oder im Inneren von « liegen, d.h.
D = Ext(«a) UBild(a) U Int(a).
Nach Voraussetzung gilt aber z; € Ext(a) U Int(a), sodass wir nur zwei Fille unterscheiden miissen:
e Ist z; € Ext(a), so ist x(«, z;) =0, also x(a, z;)Res(f,z;) = 0.
o Ist z; € Int(w), so heifit dies zundchst x(a, z;) # 0. Da wir gefordert haben, dass die inne-
ren Punkte von « aber genau einmal umlaufen werden, bedeutet dies x(«,z;) = 1, sodass

X(a, zj)Res(f, z;) = Res(f, z;) gilt.
Der Residuensatz liefert daher

/ f(z)dz = 2mi - ix(oz, zj)Res(f, z;) = 2mi - Z Res(f, z;),
« =1

1<j<r
z;j €Int ()

wie behauptet. ®

Beispiel: Was ist

/ dz o
=14y =2 22— 17

Die Funktion —*— hat Polstellen in 1 und —1. Die Kurve |z — (14i)| = 2 berandet den Kreis um 1+ mit

Radius 2. Der Punkt 1 liegt im Innern, der Punkt —1 im AuBern. Wir brauchen daher nur das Residuum
von f in 1. Es ist

1 R S
2-1  (z=D(z+1) =2-1 \2 )’
woraus dann 1
1) = =
Res(ZQ_ , 1) 5

folgt. Der Residuensatz liefert nun
/ dz - 1 .
—— =27 - = = Ti.
|z|=2 22 -1 2

Bemerkung: Sei G ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und f : G — C holomorph. Sei zg € G und
« eine stiickweise glatte, geschlossene Kurve in G\ {zp}. Wir betrachten die Funktion g(z) = Zf_(zzl, die
in G\ {z0} holomorph ist. Das Residuum in zq ist f(zp). Daher folgt mit dem Residuensatz

(2)

42— 2ri (01 20) - Res(g,20) = 2mi- x(,20) - £(z0),
a — <0

also

1 [ )
2 J, 2 — 20
Dies verallgemeinert die Cauchy-Integralformel fiir Kreisscheiben.

dz.

x(a, 20) - f(20) =

Wie berechnet man Residuen? Natiirlich kann man sich die Laurentreihenentwicklung anschauen. Es gibt
aber manchmal auch andere Moglichkeiten. Der folgende Satz stellt einige Hilfen bereit:

SATZ. Sei G C C ein Gebiet, z9 € G und f,g: G\ {20} — C holomorphe Funktionen mit einer hebbaren
Singularitdt oder einem Pol in z.

(1) Istord ., (f) >0, so ist Res(f,z9) = 0.
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(2) Istord ., (f) = —1, so gilt
Res(f,z0) = lim (z — 20) f(2).

zZ—r20

(3) Ist ord ., (f) = —k mit k € N, so hat f(z) = (z — 20)¥ - f(2) in 2o eine hebbare Singularitit,
kann also als in G holomorphe Funktion betrachtet werden. Dann gilt

FED (z0)
Res(fa ZO) = (k — 1)? .
(4) Ist ord . (f) >0 und ord ,,(g9) = 1, so gilt
! i _ f(z0)
Res(g,zo) = U0

(5) Ist f nicht identisch 0 auf G, so gilt
/

Res(f?, z0) = ord ,, (f).

(6) Ist f micht identisch O auf G und ord ,,(g) > 0, so gilt
I

Res(g - f7,zo) = g(z0) - ord ., (f).

Beweis:
(1) Hier ist

F(2) =) an(z = 20)",

n>0
woraus sofort Res(f, z9) = 0 folgt.
(2) Esist
f(Z) = Z an(z - Zo)na
n>—1
und damit

(z—20)f(2) = Z an(z — 20)" ! = Z an-1(z — 20)".

n>—1 n>0

(z — 2z0) f(2) hat in 2z eine hebbare Singularitét mit Wert a_;, sodass folgt
Res(f,20) =a_1 = ILm (z — 20) f(2).
z zZ0

(3) Es ist
1 n
f(z) = n;kan(z - ZO) = m 'T;)an_k(z — ZO) ,
also B
f(z) = Z an—k(z — 20)".
n>0
Es folgt
Flk—1)
M = 0g—1-k = 01 = Res(f, ZO)a

wie behauptet.

(4) Ist ord ., (f) > 1, so ist f(z0) = 0 und ord ZO(%) > 0, die Behauptung folgt dann aus (1). Ist
ord ., (f) =0, so ist ord Zo(g) = —1 und mit (2) folgt wegen g(z9) =0

Res(D) = tim (2 — 20)2 ) — i - SG)__ SC0)

g e g(z) 2520 9(2)—g(20) g’(zo)’
zZ—Zz0

wie behauptet.
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(5) Wir schreiben f(z) = (z — 20)* - f(2) mit ord o (f) =0 und k = ord 2 (f). Dann gilt
F'(z) = k(z = 20)* " F(2) + (2 = 20)* - F1(2),

also

f(z)  z—2 * flz)’

woraus wegen f(zp) # 0 und f’(z) € C sofort

Res(]%,zo) =k =ord ., (f)

folgt.
(6) Wir verwenden die Darstellung aus dem Beweis von (5), also

OB

fz) 2=z f(z)
Da * héchstens einen Pol 1. Ordnung hat, folgt mit (1) oder (2)

Res(g - j;,/, z0) = Zlingo(z — 20)9(2) j;((zz)) = ZlLIIzlo <g(z)k +g(2) fl(z) (z — zo)> =

9(20)k = g(20) - ord 5, (f),

wie behauptet. B
Einen wichtigen Fall erwidhnen wir noch gesondert:

SATz. Sei G C C ein Gebiet und f auf G meromorph. Dann ist auch fTI meromorph auf G. Genau in

den Null- und Polstellen zy von f hat fT/ einen Pol, und zwar von 1. Ordnung mit Residuum ord ., (f).

4. Null- und Polstellen zidhlen — Der Satz von Rouché

Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, f eine meromorphe Funktion auf G. Seien 21, ..., 2, €
G paarweise verschiedene Punkte, sodass die Nullstellen und Polstellen von f im {z1,..., 2.} liegen. fT
hat dann héchstens in 21, ..., 2z, Polstellen, ist also holomorph in G\ {z1,...,2.}. Es gilt
/
RGS(fT’Zj) = ord (f, zj).

Ist « eine stiickweise glatte, geschlossene Kurve in G\ {z1,..., 2.}, so liefert der Residuensatz

1 /
m/aJ;(( Zxazj Res‘]; Zxazj ord(f,zj)

Man spricht hier auch vom Null- und Polstellen zahlenden Integral.
Ist a eine Kurve, die jeden inneren Punkt von a genau einmal umlauft, so erhélt man folgenden Satz:

SaTz. Sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet und [ eine in G meromorphe Funktion, die
nicht identisch 0 ist. Sei o eine stiickweise glatte, geschlossene Kurve in G, die jeden inneren Punkt von
a genau einmal umlduft, und auf der weder eine Nullstelle noch eine Polstelle von f liegt. Sind dann
Z1y. .., 2p die im Innern von o gelegenen Null- und Polstellen von f, so gilt
f'(z)
% ki Zord f25).

Alternative Formulierung: Ist N bzw. P die mit Vzelfachhezt gezihlte Anzahl der Nullstellen bzw. Polstel-
len von f im Innern von «, so gilt

'), _
i ). F =N P

Datei: ftii_nullpol.tex. Version vom 27.11.2025
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Bemerkung: Fiir den Beweis miisste man eigentlich noch iiberlegen, dass man G so einschréanken kann,
dass f nur endlich viele Null- und Polstellen in G hat.

Die folgenden Uberlegungen verwenden das Nullstellen zihlende Integral und stellen eine Verbindung zu
Umlaufzahlen her.

Uberlegungen: (Bilder von Kreisen und Umlaufzahlen) Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph,
a € Cund r > 0 mit K,(a) € G. Uns interessiert das Bild f(K,(a)). Dafiir fragen wir, ob fur ein
gegebenes p € C die Beziehung
p € f(K.(a))

gilt. Genauer konnen wir fragen, wie oft p von Punkten aus K,.(a) als Wert angenommen wird. Dafiir
schauen wir uns die Funktion

fp:G—=Cmit f(2) = f(z) —p
an. Es ist p € f(K,(a)) genau dann, wenn f,(z) eine Nullstelle in K, (a) hat.
Der Kreis K,.(a) wird berandet von der Kurve

a:[0,27] = C mit a(t) = a + re’,
die ganz in G liegt. Es ist
Int(a) = K, (a).
Die Frage ist nun, wieviele Nullstellen f, im Innern von « hat. Dies ist genau die Anzahl der z € K, (a)
mit fp(2) = p. Liegt p nicht auf der Kurve «, d.h. p & Bild(a), dann hat f, keine Nullstelle auf der Kurve

und wir kénnen das Nullstellen-zihlende Integral verwenden: Die (mit Vielfachheit gezihlte) Anzahl der
Punkte aus K,.(a), die den Wert p annehmen, ist

1)
2 ) "
Nun ist aber
1 dz 1 [* (foa)@®)dt 1 [* f'(alt)) o (t)dt
MO = 50 Jwz—p 3wty o) ®—p  2midiy Fa®)-p

! ) 1 [ )
= 27r/f()—pd_27r ek

Wir erhalten also die gesuchte Anzahl als Umlaufzahl der Kurve f o o um p. Wir fassen das Ergebnis in
folgendem Satz zusammen:

SATZ. Sei G C C ein Gebiet und f: G — C holomorph. Sei a € G und r > 0 mit K,(a) C G. Die Kurve
a:[0,27] = C mit a(t) = a +re”

berandet dann den Kreis K,(a). Sei p € C gegeben mit p & f({z € C: |z —a| = r}). Dann ist die (mit
Vielfachheit gezihlte) Anzahl der z € K,.(a) mit f(z) = p genau die Umlaufzahl x(f o o, p).

Beispiel: Wir betrachten f : C — C mit f(z) = 62° — 222 + 2z + 1. Wir interessieren uns fiir f(K;(0)),
genauer, wie oft ein p € C von Punkten aus K;(0) angenommen wird. Wir wollen also sehen, welche der
Nullstellen von
f(2)=f(z) —p=62°-222+ 2+ (1 —p)
im Kreis K;(0) liegen. Der Einheitskreis wird berandet von der Kurve
a:[0,27] = C mit a(t) = €.
Dann ist
(foa)(t) f(eit):6€6it_262it+eit+1:
6(cos(6t) + isin(6t)) — 2(cos(2t) + isin(2t)) + (cos(f) + isin(t)) + 1 =
(6 cos(6t) — 2 cos(2t) 4 cos(t) + 1) + i(6 sin(6t) — 2sin(2t) + sin(t))



4. NULL- UND POLSTELLEN ZAHLEN — DER SATZ VON ROUCHE 19

In den folgenden Bildern ist links die Kurve f o a und der betrachtete Punkt p. Rechts sind die Punkte
aus f~1(p), also die Nullstellen des Polynoms f,(z) = f(z) — p. Die Umlaufzahl x(f o o, p) sollte mit der
Anzahl der im Einheitskreis liegenden roten Punkte iibereinstimmen.

Im Fall p = 1 44 ist die Umlaufzahl x(f o a,p) = 6, im Einheitskreis liegen tatséchlich 6 Punkte von
f~1(p): —0.87 — 0.074i, —0.30 + 0.434, —0.16 — 0.863,0.034 + 0.777,0.53 — 0.434,0.77 + 0.17i.

Fiir p = —4 — 3.5i ist die Umlaufzahl x(f o o, p) = 3, im Einheitskreis liegen 3 Punkte von f~1(p):
—0.93 + 0.33¢,—0.77 — 0.517,0.82 + 0.554.

Das folgende Beispiel soll zeigen, dass Phinomene auftreten kénnen, die man im Bild nicht sieht.

Beispiel: Sei f(z) = 62° — 222 + 1. Wir fragen, wie oft ein p € C von Punkten aus K;(0) angenommen
wird. Wir wollen also sehen, welche der Nullstellen von

fo(2) = f(2) = p=62° - 222 + (1 — p)
im Kreis K7 (0) liegen. Der Einheitskreis wird berandet von der Kurve

a:[0,27] — C mit a(t) = €.
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Es ist
(foa)(t) = f(eit) =68 — 2% 41 = 6(cos(6t) + isin(6t)) — 2(cos(2t) 4+ isin(2t)) + 1 =
= (6 cos(6t) — 2 cos(2t) + 1) + i(6 sin(6t) — 2 sin(2t))

Wir betrachten p = 6 + 2i. Der Wert wird von 4 Punkten aus K7(0) angenommen, ndmlich: —0.48 +
0.817, —0.38 — 0.897,0.38 4+ 0.897, 0.48 — 0.817. Andererseits scheint aber die Umlaufzahl 2 zu sein:

Hier stimmt etwas nicht! 4 Punkte von f=1(6 + 2i) liegen im Kreis K;(0), aber fiir die Umlaufzahl gilt
offensichtlich x(f o «,6 + 2i) = 2. Wo ist der Fehler? f(z) ist eine gerade Funktion, d.h. f(—z) = f(2).
Daher ist f(e') = f(e’**™). Fiir ¢ € [r, 27] wird also die gleiche Kurve nochmals durchlaufen. Das sieht
man natiirlich nicht im Bild. Man muss also die ,sichtbare Umlaufzahl mit 2 multiplizieren. Dann ist
X(f oa,6+ 2i) =4, wie es sein soll.

Wir verwenden das Nullstellen zidhlende Integral zum zum Beweis des Satzes von Rouché:

SATZ (Rouché). Sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet und « eine stickweise glatte, ge-
schlossene, ganz in G verlaufende Kurve, sodass jeder Punkt im Innern der Kurve genau einmal von «
umlaufen wird. Sind f: G — C und g : G — C holomorphe Funktionen, sodass gilt

lg(2)| < |f(2)| fiir alle z € Bild(«),

so haben f und f + g gleich viele Nullstellen im Innern der Kurve, wenn man mit Vielfachheiten zdhlt.
(f und f+ g haben keine Nullstelle auf der Kurve.)

Beweis: Wir geben zwei Beweise fiir diesen Satz an.
e 1. Beweis: Sei fiir t € [0, 1] die Funktion h; : G — C definiert durch

hi(2) = f(2) +tg(2).
Fiir z € Bild(«) gilt (mit der Voraussetzung |g(2)| < |f(2)])
he(2)] = [f(2) +tg(2)| = |f(2)] = tlg(2)| = [f(2)] = 9(2)| > 0.

Also hat hi(z) keine Nullstelle auf Bild(«). Sei N(t) die mit Vielfachheiten gezihlte Anzahl der
Nullstellen von h:(z) im Innern von «. Der letzte Satz liefert eine Formel fiir N (t):

RO P S I ORRIOM
N = 27i /a ht(z)d C2mi J, f(2) +tg(2) d

Da offensichtlich N (t) eine stetige Abbildung von [0, 1] nach Z ist, ist N(t) konstant. Dies zeigt,
dass hg = f und hy = f 4 g die gleiche Anzahl von Nullstellen im Innern von « besitzen.
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e 2. Beweis: Wir betrachten die (meromorphe) Funktion

f(z) +9(2)
FO=""15
und dazu die Kurve F' o «. Es gilt
o 9(e®)

Also liegt die Kurve F o o ganz im offenen Kreis K7 (1). Die Umlaufzahl um 0 ist daher 0:
1 [P F'(a(t)d (t)
0=x(F 0 ——————"dt.
X(Fea,0) =55 / F(a(t))
Daher folgt

/F@Mmewwmﬁ

F(z) Fa(t))
Wegen
F_(f+g) f
Fo g
folgt

(f+9) f'(z
2mi (fT T om /

Nach dem Satz iiber das Null- und Polstellen-zéhlende Integral haben f und f 4+ g die gleiche
Anzahl von Nullstellen im Innern der Kurve o. B

Bemerkung: Eine typische Anwendung ist folgende: Man hat eine holomorphe Funktion F': C — C und
mdochte zihlen, wieviele Nullstellen es mit |z| < r gibt. Man versucht zu zerlegen

F(z) = f(2) + 9(2),
sodass gilt
lg(2)] < |f(2)] fiir alle z € C mit |z| = 7.

Ist dies der Fall, so haben F'(z) und f(z) gleichviele Nullstellen mit |z| < r (und keine mit |z| = r). Ist
f(2) so gebaut, dass man die Anzahl der Nullstellen bestimmen kann, so folgt eine entsprechende Aussage
fiir F(z).

Beispiel: Wir betrachten das Polynom F(z) = 2% + 2z + 2. Sei f(z) = 2% und g(2) = 2z + 2. Dann ist
F(z) = f(2) + g(2). Fiir |z| = 2 gilt:
lg(2)| = |22 +2[ < 202| +2=6 <8 = |2’ = |f(2)].

Da f(z) = 2% (mit Vielfachheit gezihlt) genau drei Nullstellen in K5(0) hat, gilt dies auch fiir F(z) =
f(z) + g(2), d.h. alle Nullstellen von F(z) = 2% + 2z + 2 liegen im Kreis K5(0). Tatsiichlich findet man
mit Sage (f.roots(ring=CC)) die Nullstellen

—0.770916997059248, 0.385458498529624 — 1.563884510526961, 0.385458498529624 + 1.56388451052696:.
mit den Absolutbetrigen
0.770916997059248, 1.61068712553210, 1.61068712553210.

Beispieﬂ: Wir wollen sehen, wieviele Nullstellen F(2) = 2* — 5z + 1 in den Gebieten
{zeC:lz| <1}, {z€C:1<|z]<2}, {z€C:|z]>2}
besitzt. Wir 16sen die Aufgabe mit Hilfe des Satzes von Rouché.

1Staatsexamen Herbst 2003, Thema Nr. 2, Aufgabe 1
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(1) Wir withlen f(2) = =5z, g(2) = z* + 1. Fiir |2| = 1 gilt
g < lal* +1=2<5=]f(2)].

Daher haben f(z) und F(z) = f(z) 4+ ¢g(%) nach dem Satz von Rouché die gleiche Anzahl von
Nullstellen in {|z| < 1} und keine Nullstelle mit |z| = 1. Da f(z) genau eine Nullstelle besitzt,
nédmlich z = 0, hat also auch F(z) genau eine Nullstelle im Gebiet {z € C: |z| < 1}.

(2) Wir wihlen nun f(2) = 2%, g(2) = =52 + 1. Fiir |z| = 2 gilt

lg(2)] <5lz| +1=5-2+1=11<16 = |2|* = |f(2)].

Da f(z) genau vier Nullstellen in K5(0) hat, némlich eine vierfache Nullstelle in z = 0, gilt dies
nach dem Satz von Rouché auch fir F'(z) = f(z) + g(z). AuBerdem hat F'(z) keine Nullstelle
mit |z| = 2. Da F(z) also keine Nullstelle mit |z| = 1 und |z| = 2 besitzt, hat F(z) nach (1)

genau drei Nullstellen im Kreisring {1 < |z| < 2}.
(3) {z€C:|z| >2}. Aus (1) und (2) folgt sofort, dass F(z) keine Nullstelle mit |z| > 2 besitzt.

Mit Sage findet man die Nullstellen
0.200322066207957, 1.63730577541758,

—0.918813920812767 — 1.48481264383494i, —0.918813920812767 + 1.48481264383494
mit den Absolutbetrigen

0.200322066207957, 1.63730577541758, 1.74610641381659, 1.74610641381659

Beispie} Wir betrachten f(z) = 620 — 222 + 1. Es ist f(0) = 1. Da f(z) nicht konstant ist, ist f eine
offene Abbildung, also gibt es ein r > 0 mit K,.(1) C f(K1(0)). Wir werden mit dem Satz von Rouché
zeigen, dass

K4(1) € f(EK1(0))
gilt.
Sei b € K4(1) beliebig, d.h. |b — 1| < 4. Wir wollen sehen, dass ein a mit |a| < 1 existiert mit f(a) = b.
Dazu betrachten wird die Funktion

Fy(2) = f(2) —b=62° — 222 + (1 - b).
Wir wollen zeigen, dass sie eine Nullstelle mit |z| < 1 hat. Wir zerlegen
Fy(2) =625 + (=222 +1 ).
Fiir alle z mit |z| =1 gilt:
| =222 41 b <222+ b—1|=2+]b—1] <2+4=6=1625|.

Nach dem Satz von Rouché haben Fy(z) und 62° gleichviele Nullstellen mit |z| < 1. Da 62° eine Nullstelle
hat, gilt dies auch fiir Fj(z), d.h. es gibt ein ¢ mit |a| < 1 und Fp(a) = 0, also f(a) = b. Dies wollten wir
zeigen.

Wir schétzen noch weiter ab: Fiir z € K1(0) gilt

If(z) =1 =162° —22% < 6|2 + 222 < 6+2=8, also f(z) € Kg(1).

Damit erhalten wir insgesamt
Ky(1) C f(K:1(0)) € Ks(1).

Die 8 auf der rechten Seite kann nicht verbessert werden, weil beispielsweise eF) =1 — 8i gilt.
g

Wir beweisen mit dem Satz von Rouché nochmals den Fundamentalsatz der Algebra:

SATZ. Ist F(2) = 2" + a12" ' + as2" 2 + --- + a, ein Polynom vom Grad n € N mit Koeffizienten aus
C, so hat F (mit Vielfachheit gezihlt) genau n Nullstellen in C.

2Nach: Staatsexamen Analysis Frithjahr 2015, Thema Nr. 1, Aufgabe 1



4. NULL- UND POLSTELLEN ZAHLEN — DER SATZ VON ROUCHE 23

Beweis: Wir withlen f(2) = 2" und g(z) = 12" 1 + ag2" "2 + - + a,, sodass F(z) = f(2) + g(2) gilt.

(Wir kénnen A > 0 voraussetzen, da der Fall F(z) = 2" trivial ist.) Fiir A = max(|a1], |az/|, ..., |an|) und
|z] > 1 gilt

n n n n—1

n—j n—j n—j j |Z|n*1
9 = 1< Y eyl < A D[ = A e = A <
j=1 j=1 j=1 3=0
2" A
< a4 el

=17 Tl -1
Ist nun R > A+ 1, so folgt fiir z € C mit |z| = R

A A
. E < .
TG = 72 @I < 1)
Nach dem Satz von Rouché haben F(z) = f(z) + g(z) und f(z) = 2™ keine Nullstelle mit |z| = R und
gleich viele Nullstellen mit |z| < R. Da f(z) (mit Vielfachheit gezdhlt) genau n Nullstellen hat, némlich
eine n-fache Nullstelle in z = 0, hat auch F(z) genau n Nullstellen im Kreis Kz(0). Da R beliebig grof3
gewahlt werden kann, folgt die Behauptung. B

l9(2)] <

Der nachfolgende Satz ist noch eine schone Anwendung des Satzes von Rouché. Dem Satz schicken wir
eine Bemerkung voraus.
Bemerkung: Fiir n € N betrachten wir die Funktion
f:C— Cmit f(z) =2".
Fiir w € C gilt dann
1 fiirw=0,
n  fir w #0.
Der folgende Satz sagt, dass sich jede holomorphe Funktion lokal dhnlich verhélt.

[ (w) =z €C: 2" = w}| = {

SATz. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C nichtkonstant holomorph und zyg € G. Es gibt eine offene
Umgebung Uy von zg mit Uy C G und ein s > 0, sodass gilt

(W) = Ks(f(20))  mit  Ks(f(20)) ={w e C: |w— f(z0)] < s}
und mit n = ord (f — f(20), 20)

1 fir z =z,

ir alle A mat || < s.
n fiir 2 € Up\ {20} fir alle X mit |\ < s

HzeUs: f(2) = f(20) + A} = {

Beweis:
(1) Wegen n = ord (f — f(20), 20) hat f(z) — f(z0) eine Nullstelle der Ordnung n in zo, also hat
MO (I zp eine hebbare Singularitét, es gibt also eine holomorphe Funktion g : G — C mit

(z—z0)"
f(z) = f(z0) + (2 = 20)"g(2) und  g(20) # 0.
(2) Fiir spitere Zwecke brauchen wir die Ableitung

!

(G =20)"9()) =nl=z = 20)""9(2) + (2 = 20)"g'(2) = (= = 20)" ™" (ng(2) + (= = 20)g'(2)) .
Es ist
(n9(2) + (= = 20)'(2)) (z0) # 0.

Wir koénnen daher ein » > 0 finden mit K, (z9) C G, sodass die Funktionen

!’

(= 20)"9(z) wnd  ((z = 20)"g(2)) (2)
in K,(z0) \ {20} keine Nullstelle haben.
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(3) Sei A € C ,klein®. Wir suchen nach Losungen von

f(2) = f(z0) + A
in der Nahe von zj, also nach Nullstellen von
ha(z) = f(z) = fz20) = A = (2 — 20)"g(2) — A
in der Nahe von zj.
(4) Wir wollen Rouché auf (z — z9)"g(z) und A anwenden und betrachten daher
s =inf{|(z — 20)"g(2)| : |z — 20| = r}.
Es ist s > 0. Ist nun |A| < s, so gilt auf dem Kreisrand |z — zg| = r
Al <'s < |(z = 20)"g(2)];
also haben nach Rouché die Funktionen hy(z) und (z — 29)"g(z) gleichviele Nullstelle im Kreis
K, (29), also n Stiick. Im Fall A # 0 haben hy(z) und A/ (z) keine gemeinsame Nullstelle in

K, (2p), also sind die n Nullstellen von hy(z) einfach, und daher paarweise verschieden. Men-
genméfig gilt also:

0< A <s = Hze€K.(2):f(z)=f(20)+ A} =n.
Dies zeigt auch
Ks(f(20)) € f(Kr(20)).

Setzen wir

Up = Kr(20) N fﬁl(KS(f(ZO)))a
so gilt also f(Up) = Ks(f(20)), woraus dann die Behauptung folgt.

FoLGERUNG. Sei G C C ein Gebiet und f : G — C nichtkonstant holomorph und zo € G.
(1) Ist f'(z0) # 0, so gibt es eine Umgebung Uy C G von zg, sodass die Einschrinkung f|Uy injektiv
181.
(2) Ist f'(20) = 0, so ist f in keiner Umgebung von zo injektiv. Genauver: Zu jedem € > 0 gibt es
21,22 € Ko(20) NG mit 21 # z2 und f(z1) = f(22).

Beweis: Ist n = ord (f — f(20), 20), so kénnen wir zerlegen
f(2) = f(z0) + (2 = 20)"g(2)  mit g(z0) # O,
wo g : G — C holomorph ist. Aus
£(2) = 9(z2) + (z — 20)9'(2) fiir n = 1,
n(z —20)" " Lg(2) + (2 — 20)"¢'(z) fiir n >2

sieht man

g(z0) #0  firn=1,
0 fir n > 2.

Der Rest folgt aus dem vorangegangenen Satz. B

FOLGERUNG. Ist C C ein Gebiet und f : G — C eine injektive holomorphe Funktion, so gilt f'(z) # 0
Fiir alle z € G.

Bemerkung: Die Umkehrung der letzten Folgerung gilt nicht, wie man am Beispiel der exp-Funktion
sehen kann: Die Ableitung ist exp selbst, hat also keine Nullstellen, aber es gilt

et = e*? <— 21 =29+ 2mi-k firein k € Z,

die exp-Funktion ist also nicht injektiv auf ganz C.



KAPITEL 2

Folgen holomorpher Funktionen

1. Konvergenz von Funktionenfolgen (Wiederholung)

Bereits in der Analysis I stellt man fest, dass punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge (fy)n>0 oft
nicht ausreicht, damit sich ,schone“ Eigenschaften der Funktionen f,, auf die Grenzfunktion iibertragen.

Beispiel: Definiert man fiir n € Ny die Funktion f,, : R — R durch

x2n
o) = T3
so gilt
0 fir |z <1,
: 1 g _
nh_{r;o Jo(x) =45 firlz]=1,
1 fir |z] > 1.

Waéhrend die Funktionen f, stetig sind, ist die Grenzfunktion in = 41 nicht mehr stetig.

Dabher fithrt man den Begriff der gleichméfigen Konvergenz ein:

DEFINITION. Sei M eine (beliebige nichtleere) Menge und (fn)n>0 eine Folge von Funktionen f, : M —
C. Die Funktionenfolge (fn)n>0 konvergiert gleichméBig gegen eine Funktion f : M — C, wenn es zu
jedem € > 0 ein N, € Ny gibt, sodass gilt

|fn(2) — f(2)| < e fir alle n > N, und alle z € M.

Das Cauchy-Kriterium lautet nun folgendermaflen:

LEMMA (Cauchy-Kriterium). Sei M eine nichtleere Menge, (fn)n>0 eine Folge von Funktionen f, : M —
C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) (fn)n> konvergiert gleichmdfSig gegen eine Funktion f : M — C.
(2) Zu jedem e > 0 existiert ein N, € Ny, sodass gilt

| fm(2) — fn(2)| < € fiir alle n,m > N, und alle z € M.

Fiir unsere Anwendungen sind lokale Varianten der gleichméfiigen Konvergenz wichtig:

DEFINITION. Sei M C C eine (nichtleere) Teilmenge von C, (fn)n>0 eine Folge von Funktionen f, :
M — C und f: M — C eine Funktion.

(1) Die Folge (fn)n>0 konvergiert lokal gleichmiBig gegen f, wenn es zu jedem Punkt a € M
eine Umgebung U, gibt, sodass die eingeschrinkte Funktionenfolge (fn|Us N M)y>0 gleichmdfig
gegen flU, N M konvergiert.

(2) Die Folge (fn)n>0 konvergiert kompakt gegen f, wenn fir jede kompakte Teilmenge K C M
die eingeschrinkte Funktionenfolge (fn|K)n>o gleichmdfig gegen f|K konvergiert.

Datei: ftii_folgen.tex. Version vom 10.2.2026
Datei: ftii_konv.tex. Version vom 27.11.2025
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Bei uns sind die Funktionen in der Regel auf offenen Teilmengen von C definiert. Das folgende Lemma
zeigt, dass wir in diesem Fall nicht zwischen lokal gleichméfliger und kompakter Konvergenz unterscheiden
miissen.

LEMMA. Sei M C C eine nichtleere Teilmenge, (fn)n>0 eine Folge von Funktionen f, : M — C und
f+ M — C eine Funktion. Dann gilt:
(1) Konwvergiert (fn)n>0 lokal gleichmdflig gegen f, so konvergiert (fn)n>0 auch kompakt gegen f.
(2) Ist M offen und konvergiert ( fr)n>0 kompakt gegen f, so konvergiert (fn)n>0 auch lokal gleichmdjSig
gegen f.

Beweis:

(1) Sei K C D eine kompakte (nichtleere) Teilmenge. Fiir jedes z € K gibt es eine offene Umgebung
U, von z, sodass (nach Voraussetzung) die Einschrankung (f,|U, N M),>0 gleichméBig gegen
f|U. N M konvergiert. Die offenen Mengen U,, z € K iiberdecken K, also gibt es eine endliche
Teilitberdeckung, d.h. 21, ..., 2y € K mit K C U,, UU,,U- - -UU,, . Die gleichméfige Konvergenz
von (fu|U., N D)p>o fiir j = 1,...,m liefert dann sofort die gleichméfige Konvergenz von

(f n |K )nZO . o

(2) Ist nun M C C offen und z € M, so gibt es ein r > 0 mit Ko,(z) C M. Dann ist aber K, (z)
eine kompakte Umgebung von z, auf der die Funktionenfolge nach Voraussetzung gleichmif8ig
gegen f konvergiert. Es folgt die Behauptung. B

LEMMA. Sei U C C offen und f, : U — C eine Folge stetiger Funktionen, die lokal gleichmdfig gegen
eine Funktion f : U — C konvergieren. Dann gilt:

(1) Die Grenzfunktion f : U — C ist stetig.
(2) Fiir jede stickweise glatte, ganz in U verlaufende Kurve o gilt

lim fn(z)dz:/f(z)dz.

n—oo

Beweis:

(1) Sei zp € U und K, (z9) eine Umgebung von zg, in der die Folge f,, gleichm#Big gegen f konver-
giert. Sei ¢ > 0 beliebig gegeben. Dann gibt es ein N, mit

|f(2) = fu(2)| < e fir n > N. und z € K,(20).
Da fn_(z) in zo stetig ist, gibt es ein 6 > 0 mit der Eigenschaft
z€ Ks(z0) = [fnv.(2) = no(20)] <e
Es folgt fiir alle z € Ks(zo)
1f(2) = f(z0)| = |f(2) = fn.(2) + fn.(2) = [ (20) + [ (20) = f(20)] <
< f(2) = AN (@) + [ (2) = [ (20)] + [ fnv. (20) = f(20)] <

< e4ec4e=3e

A

Daraus folgt die Stetigkeit von f.

(2) Da f stetig ist, ist [ f(z)dz definiert. Da Bild(a) € U eine kompakte Teilmenge von U ist,
konvergiert f, auf Bild(«) gleichméBig gegen f. Sei nun & > 0 beliebig vorgegeben. Dann
existiert ein IV, mit der Eigenschaft

|f(2) = fu(2)] < e fiir n > N, und alle z € Bild(«).
Mit der Standardabschétzung fiir Kurvenintegrale folgt fiir n > N,

[ 5t~ [ sea] = [[ 6 - ne] <

sup{|f(2) — fu(2)] : z € Bild()} - () <
e-l(a).

INIA
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Daraus folgt die Behauptung. ®

Satz (WeierstraBl). Sei U C C offen und f, : U — C eine Folge holomorpher Funktionen, die lokal

gleichmdfig gegen eine Funktion f : U — C konvergieren. Dann gilt:

(1) f ist holomorph.
(2) Die Folge der Ableitungen (f})n>0 konvergiert lokal gleichmdfig gegen die Ableitung f'.

Beweis:

(1) Seien aj,a2,a3 € U mit A(ay,as,a3) € U. Das Lemma von Goursat (oder der Cauchy-

Integralsatz fiir Sterngebiete) liefert dann

/ fn(2)dz = 0 fiir alle n.
(a1,az2,a3)

Mit dem vorangegangenen Lemma folgt

/ f(z)dz = lim fn(z)dz = 0.
(a1,a2,a3)

o (a1,a2,a3)

Da f stetig ist (nach dem letzten Lemma), folgt aus dem Satz von Morera, dass f holomorph

ist.

(2) Sei 29 € U und r > 0, sodass K ,(z9) C U gilt. Dann haben wir mit den Cauchy-Integralformeln

fiir die 1. Ableitung fiir alle a € K, (29)

’a—l &zun ’OL:L Fn(2) 2
f'(a) /lz_zol_T( 2z wnd fi(a) = o /z_zo_,. L.

T omi z—a)

Fiir a € Kz (20) und |z — 2| = r gilt

rooor
|z—a\:|(z—zo)+(zo—a)\Z|z—zo|—|z0—a|>r—§:§

und damit
1 r

G-aR| S GF 2

Dabher gilt fiir a € Kz (29) mit der Standardabschétzung

i £ = Fule)
/zzo—r !

<

=
—
Q
~—
|
=
33
Q
-
I

2mi (z —a)?

A

< % ssup{|f(2) = fu(2)| : 2 € DK, (20)} - % oy —

= sup{lf(2) ~ fa(2)] : = € DK, (z0)} -

Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Da f,, lokal gleichméfig gegen f konvergiert, konvergiert f,,

auf der kompakten Menge 0K, (zg) gleichmiflig gegen f, also gibt es ein N, mit
[f(2) = fu(2)| < € fiir alle n > N und alle z € 9K ,-(20).

Es folgt
sup{|f(2z) — fu(2)| : 2 € 0K, (20)} < ¢ fiir alle n > N

und damit
4
|f'(a) — f1(a)] < —e fiir alle n > N, und alle a € K (20).

Dies zeigt, dass f], lokal gleichméBig gegen f’ konvergiert. B

Bemerkung: Im Reellen ist 'die obige Aussage nicht richtig. Definiert man fiir n > 1 die Funktion
frn i R = R durch f,(z) = %, so konvergiert die Funktionenfolge (f,)n>1 gleichmiBig gegen die

0-Funktion, aber die Folge der Ableitungen f; mit f;(x) = \/n - cos(nz) konvergiert in keinem Punkt.
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2. Der Satz von Hurwitz und Folgen injektiver holomorpher Funktionen

Fiir den Beweis des folgenden Satzes verwenden wir das Nullstellen-zéihlende Integral. Freitag/Busam
benennen den Satz nach Hurwitz.

Satz (Hurwitz). Sei G C C ein Gebiet und (fn)n>0 eine Folge von holomorphen Funktionen f, : G — C,
die keine Nullstelle in G besitzen. Die Funktionenfolge (fn)n>0 konvergiere lokal gleichmdfig gegen die
Funktion f : G — C. (Nach dem Satz von Weierstraf$ ist dann auch f holomorph in G.) Dann ist
entweder f identisch 0 oder f besitzt auch keine Nullstelle in G.

Beweis: Ist f(z) = 0 fiir alle z € G, so ist nichts zu zeigen. Wir betrachten den Fall, dass f nicht identisch
0 ist. Sei a € G. Wir miissen zeigen, dass f(a) # 0 gilt. Wir konnen ein r > 0 so wihlen, dass gilt:
Kgr(a) g G.
(fn)n>0 konvergiert in Ky, (a) gleichméBig gegen f.
(f1)n>0 konvergiert in Ky, (a) gleichméBig gegen f’. (Dies folgt aus dem Satz von Weierstra$.)
f hat in K5, (a) hochstens a als Nullstelle.

y P

@Z )n>0 konvergiert auf |z — a| = r gleichméBig gegen 7

Die letzte Aussage folgt aus den vorangegangenen mit Hilfe der Abschétzung

fa(z) _ f'(2) /2 (2)f(2) = ['(2) fa(2)| _ |(Fn(2) = (D) [ (2) = [/(2)(Fnl2) = )]
fa(z)  f(2) [Fn ()] (2)] [Fn ()] (2)] -
[f2.(2) = F"If ()] + 1 fnl2) = FEI (2]

[fn(2)]f(2)] '

Da Ky, (a) einfach zusammenhéngend ist, konnen wir den Satz iiber das Nullstellen-zéhlende Integral auf
den Kreis |z — a] = r anwenden. Weder f, noch f haben eine Nullstelle mit |z — a| = r. Da f,, keine
Nullstelle in G hat, f hochstens eine Nullstelle in K5, (a) hat, ndmlich in a, gilt

<

1 faz) b O
211 |z—a|=r fn(Z) dz=0 und 271 /|Za|—7‘ f(Z) dz o d(f7 a,).

Da (%)nzo auf |z — a| = r gleichmiiflig gegen fTI konvergiert, diirfen wir Limesbildung und Integration

vertauschen. Es folgt
. fa(2) 1 . fa2) 1 f(2)
= lim —— dz = — 1 dz = — dz = ord .

0 nlzrgo 2mi |z—al=r fn(Z) ‘ 27 |z—al=r nl)ngo f’ﬂ(z) : 2 |z—al=r f,(z) i o (f7 Z)

Also gilt f(a) # 0, was wir zeigen wollten. B

Beispiele:

(1) Wir betrachten f,(z) = 2e? auf C. f,(z) hat keine Nullstelle in C, die Funktionenfolge konver-
giert lokal gleichmiflig gegen die Nullfunktion f(z) = 0.

(2) Auf G = K1(1) = {z € C: |z— 1| < 1} betrachten wir f,(2) = 2%+ +. f,(z) hat keine Nullstelle
in K1(1). (Die Nullstellen sind :I:ﬁz) (fn)n>1 konvergiert auf K;(1) gegen f(z) = 22, eine
Funktion, die auch keine Nullstelle in K;(1) hat.

(3) Im Reellen gilt die Aussage des Satzes von Hurwitz nicht. Betrachtet man f,,(z) = 2> —&—% auf R,
so konvergiert (f,)n>1 auf R gleichmiBig gegen f(z) = z2. Die Funktionen f,(x) haben keine
Nullstellen in R, die Funktion f(z) hat aber die Nullstelle 0.

FOLGERUNG. Sei G C C ein Gebiet und (fn)n>0 eine Folge injektiver holomorpher Funktionen f,, : G —
C, die lokal gleichmajig gegen eine Funktion f : G — C konvergieren. Dann ist f konstant oder injektiv.

Datei: ftii_hurwitz.tex. Version vom 27.11.2025
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Beweis: Ist f konstant, so sind wir fertig. Wir konnen also den Fall betrachten, dass f nicht konstant ist.
Sei a € G. Wir betrachten g,,(z) = fn(2) — fn(a) und g(2) = f(z) — f(a) auf G\ {a}. Da f,(z) injektiv
ist, gilt fn(2) # fn(a) fiir alle z € G\ {a}, also g,(z) # 0 fiir alle z € G\ {a}. Wir wenden den Satz von
Hurwitz auf (g,,)n>0 und G\ {a} an. Da (g, ),>1 lokal gleichméBig gegen ¢(z) konvergiert und g(z) nicht
konstant ist, hat g(z) keine Nullstelle in G\ {a}, d.h. f(z) # f(a) fiir alle z € G\ {a}. Da a € G beliebig
gewéhlt werden konnte, beweist dies die Injektivitdt von f auf G. m

3. Der Satz von Montel

Der Satz von Bolzano-Weierstrafl besagt, dass jede beschriinkte Folge reeller (oder komplexer) Zahlen
eine konvergente Teilfolge besitzt. Eine analoge Aussage liefert der Satz von Montel fiir Folgen holo-
morpher Funktionen. (Man findet verschiedene Varianten des Satzes. Wir folgen hier Freitag/Busam.)

SATZ (Montel). Sei U C C offen, C > 0 und (f)n>1 eine Folge holomorpher Funktionen f, : U — C mit
|fn(2)| < C fiir alle n € N und alle z € U. Dann existiert eine lokal gleichmdf$ig konvergente Teilfolge.

Bemerkung: Im Reellen stimmt der Satz nicht, so hat die Folge f,, : R — R mit f,,(z) = sin(na) nicht
einmal punktweise konvergente Teilfolgen (Remmert/Schumacher, Funktionentheorie 2, S.149).

Dem Beweis des Satzes von Montel schicken wir zwei Lemmas voraus.

LEMMA. SeiU C C offen, K C U kompakt und C > 0. Dann ezistiert zu jedeme > 0 ein d = 6(U, K, C) >
0 mit folgender Eigenschaft: Ist f : U — C eine (beliebige) holomorphe Funktion mit |f(z)| < C fiir alle
z € U, so gilt die Implikation

21,22 € K mit |21 — 23| <§ = |f(z1) — f(z2)| <e.

Beweis:
(1) Da U offen ist, gibt es fiir jeden Punkt a € K eine Zahl r, > 0 mit

KSra (a) g U

Wegen

K c | Ky, (a)
a€EK
und der Kompaktheit von K gibt es endlich viele Punkte a4, ..., a, mit

KCK,, (a1)U---UK,, (an).

Dabei gilt
Kgraj(aj) CUfirj=1,...,n.

. 2r 2r
(5:m1n(ra1,..., N

Wir werden zeigen, dass mit diesem & die Aussagen des Lemmas gelten.
(3) Sei also nun z1, 22 € K mit |21 — 22| < §. Dann gibt es einen Index j mit

(2) Zue >0 sei

2 € Ky, (aj).
Es folgt
|22 —aj| = |22 — 21 + 21 —aj| < |21 — 22| 4|21 —aj| <G+ 1oy, <Tay +Ta; =20,
Wir haben also jetzt
7 € K, (a;) und 29 € Kor,, (aj).

J

Datei: ftii_montel.tex. Version vom 27.11.2025
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Wir wollen die Cauchy-Integralformel auf dem Kreisrand |z —a;| = 3a; anwenden. Wir schiitzen
zunéchst |z — z1| und |z — 22| ab. Mit |z — a;| = 3a; gilt

|z = 21| = |z—aj+a; —2|>|2—aj| = |21 —aj| =3rq; — |21 — a;| > 3ra; — 14, = 21,
|z — 22| = |z2—a;+aj—2|>|z—aj] —|z2—aj| >3ry, —2rq; =714,
also
1 1 1 1
— < — und ————— < —
|z — 21| 2rg, |z — 22| Tq;

Ist nun f : U — C eine (beliebige) holomorphe Funktion mit |f(2)| < C fiir z € U, so folgt (fiir
z mit |z — a;] = 3rq;)

1) R

zZ— z1 zZ — Z9

f(2)(z1 — =) C- |z — 2
(z — 21)(z — 29) 2rg,

Mit der Cauchy-Integralformel und der Standardabschétzung erhalten wir

1 1
7/ Mdz——,/ f(z) dz| =
271 l2—a;|=8rq, # = Z1 2mi 2—a;|=8ra, # = 22

|f(21) - f(22)| =

1 _
_ 1 / FR) (= 2) o0
27 |z—a;|=3ra; (Z - Zl)(z - 22)
1 C |Zl - 22‘ 30
< — .2 = = or3r, = a —
S o 7y - 3, 2. |21 — 22| <
27
< 30-5§ 50 Ta’~6=5.
214, 2re; 3C

Dies war zu zeigen. R
Wir beniitzen das vorangegangene Lemma zum Beweis des folgendes Lemmas:

LEMMA. Sei U C C offen und (f,) eine Folge holomorpher Funktionen f, : U — C, sodass |fn(2)| < C
fiir alle z € U und alle n gilt. Es gebe eine Teilmenge S C U mit folgenden Eigenschaften:

o Fiir alle a € S konvergiert (die Zahlenfolge) (fn(a))n>1-
e S liegt dicht in U.

Dann konvergiert die Funktionenfolge (f,) in ganz U und zwar lokal gleichmifig.

Beweis:
e Sei K C U eine beliebige kompakte Teilmenge. Wir wollen zeigen, dass (f,) auf K gleichmiifig
konvergiert. Zu € > 0 werden wir ein N, angeben, sodass gilt:
m,n >N = |fm(z) — fn(2)] < 3¢ fiir alle z € K.

Dies beweist dann die kompakte, also auch die lokal gleichméflige Konvergenz der Funktionen-
folge.
e Nach Voraussetzung gilt |f,,(z)| < C fiir alle z € U und alle n € N. Mit dem vorangegangenen
Lemma finden wir zu ¢ eine Zahl 6 = §(U, K, C) mit
21,22 € K mit |21 — 22| <§ = |fu(z1) — fu(22)] <e (fiir alle n).
e Da S dicht in U liegt, gilt

K C ] Ks(a).
a€sS
Wegen der Kompaktheit von K gibt es endlich viele aq,...,a, € S mit

K C Ks(a)U---U Ks(ay).
Da die (endlich vielen) Folgen (f,(a1))n>1, - .-, (fn(ar))n>1 konvergieren, gibt es ein N, mit
m,n >N, = |fm(a;)— folaj)| <efurj=1,...,r
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e Sei nun z € K beliebig. Dann gibt es einen Index j mit |z — a;| < . Dann folgt fiir m,n > N,

[fm(2) = a2 < [fm(2) = fin(ay)| + [ fm(ay) = fulag)| + | fu(ay) = fu(2)] < 3e.

Dies zeigt, dass (f,) auf K gleichméflig konvergiert. Dies beweist die lokal gleichméBige Kon-
vergenz. i

Mit Hilfe des vorangegangenen Lemmas kénnen wir nun den Satz von Montel beweisen:

Beweis des Satzes von Montel:

e Sei also U C C offen, C > 0 und (f,) eine Folge holomorpher Funktionen f, : U — C mit
|fn(2)] < C fiir alle n € N und alle z € U.
e Wir wihlen eine abzéhlbare dichte Teilmenge von S C U, beispielsweise
S={z+iyeU:zyecQ}
Wir zéhlen S auf:
S = {81,82,83, v }
e — Wir betrachten die Zahlenfolge (f,,(s1)). Da sie durch C betragsmiflig beschrénkt ist, gibt
es nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (f1n(51))n>1-

— Wir betrachten nun die Folge (f1,(2))n>1 I s2, also (fin(s2))n>1. Dies ist eine beschrénkte
Folge komplexer Zahlen, besitzt also nach Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge
(fan(s2))n>1- Da (fan) eine Teilfolge von (f1,,) ist, konvergiert die Folge (fan(2))n>1 fiir
z =81 und z = $9.

— So machen wir weiter. Im m-ten Schritt erhalten wir eine Teilfolge (fyn(2))n>1, die in
S1,82,-..,Sm konvergiert.

e Wir betrachten nun die ,,Diagonalfolge* (fnn(2))n>1. Sie konvergiert in sq, $2, 83, ..., also in
allen Punkten von S. Nach dem vorangegangenen Lemma konvergiert die Folge ( fin(2))n>1 auf
ganz U, und zwar lokal gleichméfig. B






KAPITEL 3

Die Riemannsche Zahlenkugel C

1. Einfiihrung
Wir fithren einen neuen Punkt oo ein und definieren
C =CuU {0}

Man findet auch die Schreibweisen C und Co. R
Durch nachfolgende Definition erhélt man eine Topologie auf C:

DEFINITION. FEine Teilmenge U C C heift offen, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
(1) UNC ist offen in C.
(2) Ist o €U, so gibt es einrT >0 mit {zeC:|z| >r} CU.

Bemerkungen:

(1) Typische offene Umgebungen von oo sind die Mengen {z € C : |z| > r} U {o0}.

(2) Mit obigen Definitionen erhilt die Schreibweise z, — oo eine klare Bedeutung: Zu jedem r > 0
existiert ein n, € N mit der Eigenschaft, dass gilt

|zp| > r fiir alle n > n,.

Datei: ftii_rzk.tex. Version vom 10.2.2026
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LEmMMA. C ist kompakt.

Beweis: Sei (U ) ;e eine Familie von offenen Mengen, die C iiberdecken. Dann gibt es ein U;, das 0o enthiilt.
Wir nennen es Us. Es gibt dann ein » > 0 mit {z € C: |2| > r} C Us. Nun ist aber {z € C: |z| < r}
kompakt in C. Da diese Menge auch von (U;);¢r iiberdeckt wird, existiert eine endliche Teiliiberdeckung,
d.h. i1, ..., 4 € I mit
{ZGC:|Z‘ ST}QUiIU"'UUim.
Dann folgt aber
C=U;,U---UU;, UUy,

was die Kompaktheit von C beweist. m
C wird daher auch als Kompalktifizierung von C bezeichnet.

Bemerkung: Ist U C C eine offene Umgebung von oo, so gibt es ein r > 0 mit
{zeC:lz| >r} CU.

Um das Verhalten einer Funktion in co zu untersuchen, nutzen wir aus, dass fiir » > 0 die Abbildung
1 1
{zeC:lz|>r}=2{zeC:|z|<=}\{0}, z— -
r z
bijektiv (und sogar biholomorph) ist. Ist eine Funktion f auf {z € C: |z| > r} definiert, so ist
1 1
t— f(-) fir |t| < -
F() fr ftf < =

definiert.

DEFINITION. Sei U C C eine offene Umgebung von oo und f : U \ {o0} — C eine holomorphe Funktion.
Dann ist

1
Uoz{tE(C\{O}:; eU}u{o}
eine offene Umgebung von 0 und

1

fo: U\ {0} — C mit fo(t) = f(;)

holomorph. (Wir substituieren also t = 1.) Ist f definiert in 0o, so setzen wir fo(0) = f(c0).

(1) f ist holomorph in co, wenn f(oo) definiert und fo holomorph in t =0 ist.

(2) f hat in co eine hebbare Singularitit, wenn sich f zu einer in oo holomorphen Funktion
fortsetzen ldsst.

(3) f hat in oo einen Pol, wenn fo in 0 einen Pol hat. (Aquivalent dazu ist lim, o, f(2) = cc.)

(4) Ist f in co holomorph oder hat f in oo einen Pol, so definieren wir ord (f,00) = ord (fy,0).

(5) f hat in co eine wesentliche Singularitit, wenn fy in t = 0 eine wesentliche Singularitit
hat.

(6) Ist ), cpant™ die Laurentreihenentwicklung von fo in 0, so ist ), a_n2" die Laurentreihen-
entwicklung von f in oo.

Beispiele:
(1) Wir betrachten
~ 1
f:C\{3,00} = C mit f(z) :2+73.
- —
Natiirlich ist f holomorph in C\ {3}. Was passiert in co? Dazu betrachten wir die zugehorige

Funktion fy mit
1 1 t
t)=f(-)=2 =2 .
Offensichtlich ldsst sich fy zu einer in ¢ = 0 holomorphen Funktion fortsetzen mit fo(0) = 2.
Definieren wir also f(o0) = 2, so ist f auch holomorph in co, und damit auf ganz C\ {1}.
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(2) f:C — Cmit f(z) = 22 + 1 ist holomorph. f ist auf C \ {oo} definiert. Was passiert in co?

Wir betrachten
1 1

fo(t) :f(;) = t3+1~

fo hat in 0 einen Pol 2. Ordnung, also hat auch f in oo einen Pol 2. Ordnung.
(3) f(2) = sin(2) ist eine ganze Funktion. Was passiert in co? Mit t = 1 betrachten wir

S NS B O DL |
folt) = 1) =) = 2 oy

fo hat in 0 eine wesentliche Singularitit, weswegen auch f in oo eine wesentliche Singularitéit
hat.

SATz. Sei f eine ganze Funktion, also eine holomorphe Funktion f : C — C. Dann hat f in oo eine
isolierte Singularitdt.

(1) Hat f in oo eine hebbare Singularitit, so ist f konstant.
(2) Hat f in oo einen Pol der Ordnung m, so ist f ein Polynom vom Grad m.

Beweis: Sei

= E anz"

n>0
die Potenzreihenentwicklung von f in z = 0. Dann ist
1 a a
foll) =1 =2 G a2 5
n>0 n>1
die Laurentreihenentwicklung von fy in ¢ = 0.

(1) Hat f in oo eine hebbare Singularitiit, so hat fy in ¢ = 0 eine hebbare Singularitét, also gilt
an =0 fiir n > 1, und damit f(z) = ag, d.h. f ist konstant.
(2) Hat f in oo einen Pol der Ordnung m, so hat fy in ¢ = 0 einen Pol der Ordnung m, es ist also

o an
fo(t):ao—i—zt—n mit a,, # 0.
n=1

Es folgt
m
f(z)=aop+ Z a,z" mit a,, # 0.

n=1

Also ist f ein Polynom vom Grad m. R

SATZ. Jede holomorphe Funktion f : C — C st konstant.

Beweis: Sei f : C—>cC holomorph ist.
e 1. Beweis: Da f|C eine ganze Funktion ist, die in co eine hebbare Singularitit hat, folgt dies

sofort aus dem letzten Satz.
e 2. Beweis: Angenommen, f : C — C ist holomorph, aber nicht konstant. Da |f| stetig auf
der kompakten Menge C ist, nimmt |f| sein Maximum in einem Punkt zg € C an. Nach dem
Maximumprinzip ist zo € C, also zyp = co. Dann hat aber die zugehdrige Funktion fo(t) = f(7)

in 0 ein Maximum, was auch nicht sein kann. Also muss f konstant sein. B

Wir beweisen jetzt nochmals den Satz von Liouville:

Satz (Liouville). Jede beschrinkte, holomorphe Funktion f : C — C ist konstant.
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Beweis: Wir betrachten f als holomorphe Funktion C \ {o0} — C. Dann ist oo eine isolierte Singularitét.
Da f beschrinkt ist, hat f nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz in co eine hebbare Singularitéit, kann
also als holomorphe Funktion f : C — C betrachtet werden. Nach dem letzten Satz ist dann f konstant,
wie behauptet. B

2. Meromorphe Funktionen auf C

Bemerkungen:

(1) Eine auf einem Gebiet G C C meromorphe Funktion f ,besteht“ aus einer diskreten Teilmenge
Sy C G, sodass f : G\ Sy — C holomorph ist und f in den Punkten von Sy Polstellen hat. Die
Definition tibertragt sich sofort auf Gebiete in C.

(2) Eine Polstelle zg einer meromorphen Funktion f l4sst sich auch durch die Bedingung lim,_, ,, | f(z)| =
oo charakterisieren, was wir auch in der Form lim,_,,, f(z) = oo schreiben konnen. Definieren
wir f(z9) = 00 € ((A:, so ist f also in zq stetig.

(3) Nach der letzten Bemerkung kénnen wir eine auf einem Gebiet G C C meromorphe Funktion f
auch als eine stetige Funktion f: G — C definieren, sodass fiir eine diskrete Teilmenge Sy C G
die Einschrankung f|(G \ Sy) holomorph ist.

(4) Da C kompakt ist, kann eine auf C meromorphe Funktion nur endlich viele Polstellen haben.

SATZ. Jede meromorphe Funktion auf@ ist eine rationale Funktion, d.h. von der Gestalt 58 mit Poly-

nomen P(z) und Q(z) (und Q(z) #0).

Beweis: Seien z1,...,z. die in C gelegenen Polstellen von f(z), wobei z1,..., 2z, paarweise verschieden
sein sollen mit ord (f, z;) = —n; (mit n; € N) und > 0. Die Laurentreihenentwicklung von f in z; hat
die Gestalt
Wi .
> aj,n(Z—ZO)"Zﬁf--,
n>-n; J

also hat (2 — 2;)™ f(2) in z = z; eine hebbare Singularitét, kann also als eine in z = z; holomorphe
Funktion betrachtet werden. Daher ist

fR)-(z—z)™ . . (z—2.)"
holomorph auf C mit einem méglichen Pol in co. Nach einem vorangegangenen Satz ist dies ein Polynom
P(z):
f)-(z—z)™ ... (2= 2z)" = P(2).
Setzen wir Q(z) = (z — z1)™ ... (2 — 2,)", so folgt die Behauptung. B

LEMMA. Sei f eine nichtkonstante meromorphe Funktion auf ((Aj, also f(z) = ggz; mit Polynomen

P(z),Q(z) € C[z] mit grad(P(z)) = m > 0 und grad(Q(z)) =n > 0, ggT(P(z),Q(z)) = 1. Sei

m

P(z) = Zajzj mit a, 20 und  Q(z) = zn:bjzj mit by, # 0.
j=0 j=0
Dann ist
ord(f,00) =n—m
und es gilt:

e Fiirn > m hat f eine Nullstelle der Ordnung n —m in oo.
e Firn =m ist f holomorph in oo mit f(oo) = 4=.
e Fiirn >m hat f eine Polstelle der Ordnung m — n in oco.
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Beweis: Um zu sehen, was in oo passiert, betrachten wir fo(t) = f(3) in t = 0:

Mt = flye P(}) _ Z;’Lo%‘(%)f _ t%-Z?:oajt’_”‘j _pem Omtamoatt.
AECTET R S TR SN TR b Bt
Mit
A + A1t + . ..
t =
9=
gilt also
n—m M a
fot) =t - g(t) mit g(0) = b—m
Es folgt

ord (f,00) = ord (fo,0) =n —m.
Dies ergibt:
e Im Fall n > m hat f in co eine Nullstelle der Ordnung n — m.

e Im Fall n = m gilt f(oo) = ¢=.

e Im Fall n < m hat f in co eine Polstelle der Ordnung m — n.

Damit sind die Aussagen bewiesen. B

SATZ. Ist f eine auf@ meromorphe Funktion, so hat f nur endlich viele Null- und Polstellen und es gilt
Zord(f,z) =0.
zE@

Mit Vielfachheiten gezdhlt hat also f genauso viele Null- wie Polstellen.

Beweis: Wir schreiben f(z) = % mit teilerfremden Polynomen P(z) und Q(z). Sei grad(P(z)) = m

und grad(Q(z)) = n. Wir faktorisieren
Pz)=am(z—a1)™ ...(z—a;)™ und  Q(2) =by(z—b1)" ... (2 — bs)™
mit paarweise verschiedenen aq,...,a,,b1,...,bs und
Miy.eeyMpy,Ny,...,Ns €N und mi+---+my.=m und ny+---+n,=n.
Es gilt:
Ist z = aj, so gilt ord (f,a;) = m; (f hat in a; eine Nullstelle der Ordnung m;.
Ist z = by, so gilt ord (f,bx) = —ni (f hat in b; einen Pol der Ordnung ng.

Ist z € C\{a1,...,an,b1,...,bs}, soist ord (f,z) = 0.
Fiir z = oo gilt nach dem letzten Lemma ord (f, 00) =n — m.

Man sieht, dass es nur endlich viele Pol- und Nullstellen gibt. Es folgt

Zord(f,z) = Zord(f,aj)+Zord(f,bk)+ord(f7oo) =
k=1

zeC J=1

Domi Y () +(n—m) =Y my—m+n—y n=0.
j=1 k=1 =1 k=1

Dies wollten wir zeigen. &

LEMMA. Sei f(z) = % eine meromorphe Punktion auf C mit teilerfremden Polynomen P(z),Q(z).

Dann hat f mit Vielfachheit gezdhlt genau

max(grad(P(z)), grad(Q(z)))
Polstellen.



38 3. DIE RIEMANNSCHE ZAHLENKUGEL C

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnungen des vorangegangenen Beweises und fragen, wieviele Polstellen
f hat. Natiirlich sind in by,...,bs Polstellen, mit Vielfachheit gezihlt

S
E ne = n.
k=1

Nun betrachten wir oo:

e Ist n > m, so hat f keinen Pol in co. Mit Vielfachheit gezdhlt gibt es also n Polstellen.
e Ist n < m, so hat f in oo einen Pol der Ordnung m — n. Insgesamt gibt es - mit Vielfachheit
gezahlt - dann

n+(m—n)=m
Polstellen.

Dies kann man so zusammenfassen: Mit Vielfachheit gezihlt gibt es genau max(m,n) Polstellen. m

DEFINITION. Ist f(z) eine nichtkonstante meromorphe Funktion auf C, so kann man schreiben f(z) =
P

% mit teilerfremden Polynomen P(z),Q(z). Der Grad von f wird definiert als

grad(f) = max(grad(P(z)), grad(Q(z))).

Das vorangegangene Lemma kann man dann auch so formulieren: Eine nichtkonstante meromorphe Funk-
tion f auf C hat mit Vielfachheit gezihlt genau grad(f) Polstellen.

Sprechweisen: Sei f eine auf C meromorphe Funktion und zg, wg € C. Gilt f(20) = wo, so sagen wir, f
nimmt in zg den Wert wqg an.

e Ist wy € C so sagen wir, f nimmt in zo den Wert wg mit Vielfachheit ord (f(z) — wo, 20) an.
(Im Fall zp = oo ist ord (f(2) — wo,00) = ord (f(1) — wo,0).)

e Ist wy = 00, so hat f in zy einen Pol. Wir sagen, f nimmt in zy den Wert wy mit Vielfachheit
—ord (f, 20) an. (Im Fall zy = oo ist —ord (f(z),00) = —ord (f(%,0).)

e Die Vielfachheit, mit der die Funktion f(z) den Wert f(zp) in z = zp annimmt, schreiben wir
auch als e(f(2), z0). Dann ist also

_ Jord(f(2) = f(20),20) fiir f(z0) € C,
e(f(2), 20) = {—ord (f(2),20) fiir f(z9) = o0.

Es ist e(f(2),20) € N.

SATz. Ist f eine auf@ nichtkonstante meromorphe Funktion, so nimmt f jeden Wert w € C mit Viel-
fachheit gezihlt genau grad(f) mal an, also

Z e(f(2),z0) = grad(f) fir alle wy € C.
zo€f 1 (wo)
Insbesondere gilt:
1< |fHwo)| < grad(f) fiir alle wy € C
und
1 <e(f(z),2) < grad(f) fir alle zo € C.

Beweis: Fiir wy = oo haben wir die Aussage bereits bewiesen. Sei nun wy € C. Dann haben f(z) und
f(z) — wg die gleichen Polstellen. Da f(z) — wp nach einem fritheren Satz gleichviele Null- wie Polstellen
hat, also

Z ord (f(z) — wo, 20) = 0,

20 G(E
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folgt

Z ord (f(z) — wo, 20)

20€f~1(wo)

> ord (f(z) — wo, 20) =
Z[)E@
ord (f(z)—wp)>0

- Z ord (f(2z) —wo, 20) =

Z()E@
ord (f(z)—wp)<0

- _ Z ord (f(z) —wo, 20) =

zo€f~1(o0)

= Y. (—ord(f(2), ) = max(grad(P(2)), grad(Q(2))) =

zo € f~1(oc0)
= grad(f),

was zu zeigen war. i

Beispiel: Wir betrachten f(z) = jz:é als Funktion C — C. Es ist f(c0) = 1. In +v/2 hat f Pole 1.
Ordnung, also
F7H(o00) = {£V2}.

Fir w € C und z € C gilt:

22 -1 _
22 -2
Wir unterscheiden ein paar Falle:

e Fiirwe C\ {1,1} gilt

fG)=w < w = Pol=wl 2w = (1-w)=1-2uw.

1-—2w
_ 2 _
f)=w <= 2z= o
Wegen 1=22 ¢ C\ {0} hat die Gleichungen 2 Losungen:

1—2w _
1—w} und | fHw)| = 2.

FHw) = {=£
o Fiir w =1 gilt:
fz)=1 <<= 022=-1,
was keine Losung besitzt. Da aber f(oco) = 1 gilt, folgt
1) ={cc} umd |fTHQ)[ =1
Mit welcher Vielfachheit wird der Wert 1 in co angenommen? Es ist

ord (f(z) — 1,00) = ord (fo(t) — 1,0).

Nun ist
L-1 1-¢ (1—12)— (1 —2t%) t2
t) =L = d t)—1= = .
folt) T 122 ™ Jol®) 122 1— 22
Also gilt

ord (fo(t) —1,0) =2, und damit e(f(z),00) = ord (f(z) — 1,00) = 2.

e Fiir w= % gilt:

1 1
fz)== <= =-2*=0 <<= 2z=0.

2 2
Daher ist 1
7(3) = {0}
Mit welcher Vielfachheit wird der Wert % in z = 0 angenommen? Es ist
1 z2—1_1 2(22 —1) — (22 -2) 22

& =5=25"37" 3y T 2(x2—2)
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also
(f(2).0) = ord (£(=) 3,0 =

Wir haben also fiir w € C
_ 2 firw 0,11,
i) =42 w10
1 firwe{0,35}.

Fiir 2 Stellen gilt also |f~!(w)| < grad(f), fiir den Rest gilt |f~!(w)| = grad(f). Dieses Verhalten wird
in der folgenden Formel noch genauer beschrieben.

3. Verzweigung - Die Riemann-Hurwitz-Formel fiir C

DEFINITION. Sei f : C — C eine nichtkonstante rationale Funktion. Ein Punkt Zo € C heifit Ver-
zweigungspunkt, wenn f(z) in zo den Wert f(z9) mit Vielfachheit > 1 annimmt, d.h. wenn gilt
e(f(2),20) > 1. (e(f(2), z0) wird auch Verzweigungsindex von f(z) in zo genannt.)

(P

LEMMA. Sei f(z) = 58 eine nichtkonstante rationale Funktion auf C mit teilerfremden Polynomen
P(2),Q(2). Dann gilt P'(2)Q(2) — P(2)Q'(z) # 0 und

1+ ord (P'(2)Q(2) — P(2)Q'(%),a) fira e C,
2grad(f) — 1 — grad(P'(2)Q(z) — P(2)Q'(2))  fiir a = oo.
Im Fall grad(P(z)) # grad(Q(z)) gilt

e(f(z),00) = [grad(P(z)) — grad(Q(2))|  fir —grad(P(z)) # grad(Q(2)).

e(f(2),a) = {

Beweis:

(1) Seia € Cmit f(a) € C. Dann nimmt f den Wert f(a) in a mit Vielfachheit ord (f(z) — f(a)), a)
an. Sei v = ord (f(z) — f(a),a). Es ist v € N. Dann kénnen wir um z = a schreiben

f(2) = fa) = (z = a)" - g(2) mit g(a) # 0,
wo g(z) eine in z = a holomorphe Funktion ist. Es ist
fl(z) =v(z=a)" ! - g(2) + (2 — )¢/ (2),
also (wegen v > 1)
ord (f(z) — f(a),a) =v=1+(v—1) =1+ord (f'(2),a).

Nun ist / /
£2) = p (Z)Q(Zq)?(—z)lj(Z)Q (=)

Da f in z = a definiert ist, ist Q(a) # 0, und es folgt
ord (f(2) — f(a),a) = 1 +ord (f'(2),a) = 1 +ord (P'(2)Q(z) — P(2)Q'(2), a).
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Ist a € C mit f(a) = oo und ist v = e(f(2),a), so hat f(z) in a einen Pol der Ordnung v. Wir
konnen also schreiben Q(z) = (z — a)¥ - R(z) mit R(a) # 0 und P(a) # 0. Es ist
P'(2)Q(2) = P(:)Q'(z) = P'(2)(z—a)"R(z) = P(2) - (v(z = a)" "' R(2) + (2 — a)"R'(2)) =
= (z=0a)""1wP(2)R(2) + (2 — )" (P'(2)R(2) = P(2)R'(2)),
also
ord (P'(2)Q(2) — P(=)Q'(2),0) = v — 1,
und damit
e(f(2),00) = v =1+ ord (P'(2)Q(2) = P(2)Q'(2))-

Zur Vorbereitung fiir die nichsten Schritte setzen wir

P(z) = Zajzj und  Q(z) = Zbkzk.
=0 k=0

Es ist

P(2) = amz™+..., P'(2)=mamz™" +..., Q@) =buz"+..., Q(z)=mnbyz""+...,
also

P()Q() - P()Q'(2) = (mamz™ "+ .. ) (bnz" +...) — (ame™ +...)(nbp2""t +...) =

= (m—=n)amby 2™ 4.

Im Fall m # n erhélt man
grad(P'(2)Q(z) — P(2)Q'(z)) =m +n — 1.

Was passiert fiir a = oo im Fall m > n? Dann ist grad(f) = m und f(z) hat in co einen Pol der
Ordnung m — n. Die Vielfachheit von f in oo ist m — n, also

e(f(2),00) =m —n.
Mit grad(P'(2)Q(z) — P(2)Q’(2)) = m +n — 1 folgt
e(f(2),00) + grad(P'(2)Q(2) — P(2)Q'(2)) = 2m — 1 = 2grad(f) — 1,
also
e(f(2),00) = 2grad(f) — 1 — grad(P'(2)Q(z) — P(2)Q'())-

Was passiert fiir a = oo im Fall n > m? Dann hat f(z) in co eine Nullstelle der Ordnung n —m,
also

e(f(z),00) =n—m.
Mit grad(P’'(2)Q(z) — P(2)Q'(z)) = m +n — 1 und grad(f) = n folgt
e(f(2),00) + grad(P'(2)Q(2) — P(2)Q'(2)) = 2n — 1 = 2grad(f) — 1,
also
e(f(2),00) = 2grad(f) — 1 — grad(P'(2)Q(2) — P(2)Q'(2)).

Was passiert in a = oo im Fall m = n. Dann ist f(co) = §=. Nach Definition nimmt f(z) den
Wert f(oo) in oo mit Vielfachheit

e(f(2).00) = ord ((3) = 5,0)

an. Es ist

1 am+am_1t+-~«+a0tm 1 bm+bm_1++b0tm
P(3) = = Q)= =

)
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also
1 A Gpt Qi+ apt™  am
L Sy ST S N
b (@m + G 1t + -+ aot™) — @ (b + b1t + - -+ bot™)
b + b1t + - - + bot™
S (bmam—j — ambm—j)t)
bm + b1t + - - - + bot™

Ist e = ord (f(3) — 72), so gilt also

bnm—j = ambm—; fir j =0,...,e—1 und bpam—c # ambm—ec-

Anders geschrieben:

bmaj =amb; fir j=m—e+1,....m und bpam—ec # ambm—c.
Dann gilt
m ) m—e ) m ) m—e ) bm m )
Q=) = ijzj = Z bz + | Z bz = Z bz + o Z a;z =
7=0 7=0 j=m—e+1 7=0 j=m—e+1
= bz + b P(z) — a;z) | = b—mP(z) + Z (bj _ b aj>
(079%% (079% - m
7=0 7=0 7=0
Definieren wir
m—e b
R =3 (- 2a).
i=0 tm
so gilt grad(R(z)) = m — e wegen by, Gm—c # Ambm—c. Wir haben damit
bm
Q) = 2 P(2) + R(:).
Es folgt
b bm
PR - PERE) = PO (2PE) +RE)) - PE) (P64 R(G) =

= P'(2)R(z) — P(z)R/(2).
Da die Polynome P(z) und R(z) unterschiedlichen Grad haben, sieht man wie oben grad(P’(z)R(z)—
P(2)Q'(z)) =m+ (m —e) — 1, und damit
grad(P'(2)Q(2) — P(2)Q'(2)) = grad(P'(2)R(z) — P(2)R'(2)) =
= m+(m—e)—1=2m—e—1=2grad(f) —e— 1.
Also gilt
e(f(2),00) = e = 2grad(f) — 1 — grad(P'(2)Q(z) — P(2)Q'(2)).

Damit ist alles gezeigt. B

Beispiele: Wir bestimmen bei den schon betrachteten Beispielen die Verzweigungspunkte. Dazu schrei-
ben wir f(z) = ggzg mit teilerfremden Polynomen P(z), Q(z) und nutzen die Formel
e(f,a) =1+ ord (P'(2)Q(z) — P(2)Q'(2),a) fiir a € C.
(1) f(z) = 2+ -5 = 225 hat keine Verzweigungspunkte, da f(z) Grad 1 hat und immer 1 <
e(f.a) < grad(f) gilt.
(2) f(2) = 22+ 1. Wir schreiben P(z) = 22+ 1, Q(z) = 1 und bilden
P'(2)Q(z) — P(2)Q'(2) = 22.
Daher ist 0 ein Verzweigungspunkt mit e(f,0) = 2. Wegen grad(P) # grad(Q) erhalten wir
e(f,00) = 2. Die Verzweigungspunkte sind also 0 und oo.
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(3) f(z) = ji:% Wir setzen P(z) = 2% — 1 und Q(z) = 22 — 2. Es ist
P(2)Q(z) = P(2)Q'(z) = —22.
Also ist 0 Verzweigungspunkt mit e(f,0) = 2. Dies sieht man auch an der Darstellung

1 1 9
f(z)_§:m'z-

Es ist f(o0) =1 und
1
-1=—.
&) -1= 5
Hieran sieht man, dass co ein Verzweigungspunkt ist mit e(f, 00) = 2.

4) f(z)= 322212722?1 Wir setzen P(z) = 22 + 22 + 3, Q(2) = 322 + 2z + 1 und bilden

P/(2)Q(2) - P(2)Q(2) = —4(* + 42 + 1) = —4(z — (=2 + V3)(2 — (-2 - V).

Die Verzweigungspunkte sind also —2 + /3, jeweils mit Verzweigungsindex 2. Wegen f(c0) = %

und ) 4 +9
z
& =-3=3 377271

gilt e(f,00) = 1. (Esist f~(3) = {—2,00}.

SaTz (Riemann-Hurwitz-Formel fiir @) Sei f eine nichtkonstante meromorphe Funktion auf C.
(1) f besitzt nur endlich viele Verzweigungspunkte, d.h. Punkte a mit e(f(z),a) > 2. Es gilt

> (e(f(2),a) — 1) = 2grad(f) — 2.
aeC

(2) Firw e C gilt |f~H(w)| = grad(f) genau dann, wenn f~1(w) keinen Verzweigungspunkt enthiilt.
Enthilt f~Y(w) einen Verzweigungspunkt, so gilt |f~1(w)| < grad(f).

(3) Es gilt
> (grad(f) = |f(w)]) = 2grad(f) — 2.
we@
Beweis:
(1) Nach dem vorangegangenen Lemma gilt

) 1+4ord (P'(2)Q(2) — P(2)Q'(2),a) fir a € C,
e(f(2),a) = {Qgrad(f) —1—grad(P'(2)Q(z) — P(2)Q'(z)) fiir a = o0,
also
_Jord (P'(2)Q(2) — P(2)Q'(2), a) fiir a € C,
e(f(2),a) - 1= {Qgrad(f) —2—grad(P'(2)Q(z) — P(2)Q'(z)) fiir a = oo.
Da P'(2)Q(z) — P(2)Q’(z) nur endlich viele Nullstellen hat, gibt es nur endlich viele Verzwei-
gungspunkte und es gilt

Y ord (P'(2)Q(2) = P(2)Q'(2),a) = grad(P'(2)Q(=) — P(2)Q'()).

acC
Es folgt
Y o(elf(z)a)=1) = Y (e(f(2),a) = 1)+ (e(f(2),00) = 1) =
aeC acC
= Y ord(P'(2)Q(2) — P(2)Q'(2),a) +
acC

+2grad(f) — 2 — grad(P'(2)Q(z) — P(2)Q'(2)) =
= 2grad(f) — 2.
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(2) Fiir w € C gilt
> elf(2),0) = grad(f).
a€f~1(w)
Gibt es ein a € f~H(w) mit e(f(2),a) > 2, so ist
grad(f) = Y e(f(z),a)> Y 1=[f"'(w)l
a€f—1(w) a€f~1(w)

Liegt kein Verzweigungspunkt in f~1(w), so folgt entsprechend grad(f) = |f~*(w)].

(3) Fiir w € C gilt
grad(f) = |/ M)l = Y (e(f(2),0) = 1),
a€f=1(w)
und damit

> (grad(f) = |f 7 (w)]) Yol Y UEha -1 =

wel weC \e€f~(w)
= S (elf(2).a) — 1) = 2grad(f) 2.
ae@

Dies wollten wir zeigen. &

Bemerkung: Im Fall grad(f) = 3 liefert die Riemann-Hurzwitz-Formel

> (elf(2),a) —1) =14,
ae@
sodass es folgende Moglichkeiten fiir die Verzweigungspunkte gibt (1 < e(f(2),a) < 3):

e 4 Verzweigungspunkte mit e = 2.
e 2 Verzweigungspunkte mit e = 2 und 1 Verzweigungspunkt mit e = 3.
e 2 Verzweigungspunkte mit e = 3.

Als Anwendung der Riemann-Hurwitz-Formel zeigen wir, dass die Fermat-Gleichung x™ + y™ = 2" fiir
n > 3 keine nichttriviale Losung mit komplexen Polynomen hat.

SATZ. Seien a(z),b(z), c(z) paarweise teilerfremde Polynome aus C[z] mit max(grad(a), grad(b), grad(c)) >
1 undn € N mit
a(z)" +b(2)" = c(2)".
Dann folgt n < 2.
Beuweis: Nach eventueller Vertauschung von a, b, ¢ und Multiplikation mit ¢ % (Es ist e a(2))" = —a(z)™.)
kénnen wir o.E.
grad(a) = grad(¢) und grad(b) < grad(c)

annehmen. Durch

wird eine nichtkonstant meromorphe Abbildung f : C — C definiert mit grad(f) = ngrad(c). Wegen
grad(a) = grad(c) ist f(oco) € C\ {0}. Es ist

FTHO)=c7H(0), also  |fTH0)] < grad(c),

und damit

grad(f) —|f~(0)| = ngrad(c) — grad(c) = (n — 1)grad(c).
Es ist

fHo0)=a"1(0), also [f71(0)] < grad(a) = grad(c),
und damit

grad(f) — |~ (00)| > ngrad(c) — grad(c) = (n — L)grad(c).
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Fiir z € C gilt

c(2)" _ a(2)" +b(2)" b(=)" b(2)"
f(z) o) ) 1+ ) also  f(z)—1 o)
Es folgt
A NC=5b740), also [f 1) <14+]6710)] <1+ grad(e),
und damit

grad(f) — |f~(1)| > ngrad(c) — 1 — grad(c) = (n — 1)grad(c) — 1.
Die Riemann-Hurwitz-Formel besagt
> (grad(f) — |~ (w)]) = 2grad(f) — 2.
we@

Insbesondere gilt dann

> (grad(f) — |IfH(w)]) < 2grad(f) - 2.
we{0,00,1}

Wir setzen die obigen Abschitzungen ein und erhalten:

(n — 1)grad(c) 4+ (n — 1)grad(c) 4+ ((n — 1)grad(c) — 1) < 2ngrad(c) — 2.
Es folgt

3(n — 1)grad(c) — 1 < 2ngrad(c) — 2, also ngrad(c) < 3grad(c) — 1,
und damit 1

<3 - —-.
"= grad(c)

Dies liefert aber sofort n < 3, und damit n > 2, wie behauptet. B

4. Die Riemannsche Zahlenkugel und stereographische Projektion

Wir wihlen in R? die Koordinaten 1, x5, x3 und identifizieren C mit der (z1,z2)-Ebene durch die Ab-
bildung
C—R3 z=z+iy— (z,y,0).
Wir betrachten die 2-Sphiére
S?* = {(w1, 29, x3) € R®: 2] + 23 + 23 = 1} mit dem ,Nordpol* N = (0,0,1).

Die Geraden durch N = (0,0,1) liefern (durch den Schnitt mit S* und C) eine Bijektion zwischen den
Punkten von S? \ {N} und den Punkten von C (stereographische Projektion).

2.0
.
0.0 R
/N
———F=
), Y
50 2.0
0.0
2.0 |
2.0 0.0 >0

Wir beschreiben die Zuordnung genauer:
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(1) Sei P = (z1,79,23) € S?\ {N}, also 22 + 23 + 22 = 1 und x5 < 1. Die Gerade durch P und N
lasst sich durch
(1 —-1)(0,0,1) 4+ t(x1, 22, x3) = (tx1,twe,l —t + tag) mit t € R

parametrisieren. Der Schnitt mit der (z1, z2)-Ebene ergibt sich aus der Gleichung 1—t+tz3 = 0,
was t = ﬁ und damit den Schnittpunkt

( 0)

ergibt. Wir definieren daher (stereographische Projektion)

x T2

1—33371—1‘3’

xr1 + (EQi
1-— T3 '
(2) Sei (x,y,0) ein Punkt der (z1,x2)-Ebene. Die Gerade durch (z,y,0) und (0,0, 1) wird durch
(1-1)(0,0,1) + t(x,y,0) = (tz,ty,1 —t) mit t € R

parametrisiert. Die Schnittpunkte der Geraden mit der Kugel erhélt man aus der Gleichung

1= (te)® + (ty)> + (1 — 1) = 1+t(t(m2+y2+1)—2)).

¢S2\{N}—)C, (1’1,252,.’[3)*—)

t = 0 liefert den ,Nordpol“, den anderen Schnittpunkt erhélt man fiir ¢t = #yzﬂ:

( 2z 2y ) 2 - 2z 2y a?+y? -1
w2+ 22+ 1722+ 92+ 177 22492 +17 ‘22424172242 + 122+ y2 + 1

Wir definieren also

Y:C—S*\ {N}, x+yi»—><

).

2z 2y 22 +9y? -1
2 +y?+ U a2+ 2+ 122 +y2+1)
Dies lésst sich auch in der Form

W):(me(z) olm (2) z|2_1>

22417 22+ 17|22+ 1

schreiben.
(3) Offensichtlich sind die Abbildungen ¢ und % stetig und invers zueinander. Setzen wir die Ab-
bildungen ¢ und v durch

$(N)=occ und t(sc) = N,
so erhalten wir stetige Bijektionen
¢:SQ—>6 und ¢:é—>§2,

die invers zueinander sind. Man nennt C daher auch Riemannsche Zahlenkugel.

DEFINITION. Sei S? = {(x1, %2, 23) € R3 : 23 + 23 + 22 = 1} und N = (0,0, 1). Durch

¢:SQ\{N}—>C, ($1,$2,$3)’—)w
1—x3
und 9 o
. 2T 2y ¢ +y* -1
:C— S?\ {N —
¥ VNG @ty (z2+y2+1’x2+y2+1’z2+y2+1>
bzw.

2Re () 2Im(z) |z> -1
zZ , ,
|22 +17 22+ 172> +1
werden zueinander inverse stetige Abbildungen definiert, die durch
d(N)=o00 und P(c0)=N
zu stetigen Bijektionen
$:S* = C und (0)=N
fortgesetzt werden. ¢ heifit stereographische Projektion, S? dann Riemannsche Zahlenkugel.
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Verwendet man in R? den iiblichen, iiber die Norm ||-|| definierten Abstand, also ||(x1, 2, 23)—(y1, Y2, y3)|| =
V(@1 —y1)? + (22 — y2)% + (z3 — y3)?, so kann man auch den Abstand |[1)(z1) —1(22)|| betrachten. Man
erhélt folgende Formeln:

LEMMA. Fir z1,2z2 € C gilt
2|Zl — ZQ|

V(al + (2 +1)

[9(z1) —(z1)] =

und fir z € C
2

1(2) — ¥ (c0)|| = W

Beweis: Wir schreiben z; = x1 + ty1, 22 = X2 + iy2, 2 = x + 1y und erhalten:
(1) — 9 (z2)II? ¥ (21 + iy1) — (@2 +iy2)|* =

201 2m 2y 2y wi4yi -1 a4ys—1
mf+y%+1 r%—‘—y%—i—l’z%—&-y%—‘—l m§+y§+17x%+yf+l m§+y§+1

2
SAGE

4@ —2mmr + 2l +uf — 2y +93) _ 4w — @)’ + (w1 —y2)?
(e +yi+D(@3+v3+1) (e} +yi+ D@3 +v3+1)
421 — zQ\2

(lz112 + D(|z22 + 1)’

2

) 2 2z 2y z® +y® — 1
_ —0. -0, _
b+ 39) — ()] H(IQWQH T O
2 sacE 4 _ 4
T4y 41 22410

_ 2z 2y —2
a H<12+y2+1’w2+y2+1’m2+y2+1>
Es folgt die Behauptung. ®

Schneidet man im R? eine Kugel mit einer Ebene, so ist der Schnitt leer, ein Punkt oder ein Kreis auf
der Kugel. Im folgenden Lemma wird betrachtet, was im Fall der Riemannschen Zahlenkugel aus den
Kreisen unter der stereographischen Projektion passiert.

LEMMA. Seien a,b,c,d € R und
E = {(x1, 29,23 € R® : axy + bry + ca3 = d}.
Dann gilt
{(x,y) e R? :az + by = ¢} fiir ¢ =d,
“YB)= 2 2
(] ( ) {(g;"y)ERQI(l'—diC) —|—(y—dic) :W} fiir ¢ # d.

Beweis: Es gilt

2z 2y 22 +y? -1
b =
a:c2+y2+1+ x2+y2+1+cac2+y2+1
= 2ax+2by+c@®+y -1 =d2*+y*+1) —
— 2ar+2by+(c—d)(2* +y*)=d+c

Im Fall d = ¢ kénnen wir so fortfahren:

Y(z,y) e E —

Y(x,y) € E <= 2ax+2by=2c <= ax+by=c
Im Fall d # c gilt:

Y(z,y) €EE = 2ax+2y+ (c—d)(2®*+y*)=c+d <—
- 2 x+—2b + 2%+ 2_ctd
c—d c—d’ LA
2 2
b c+d a2+ b?
= (x—l—d) +(y+cd> _7c—d+7(c—d)2

— n a 2+ n b 2_a2+bz+02—d2
T 4 N (c—d)?






KAPITEL 4

Mobius-Transformationen

1. Einfiihrung

Eine M&bius-Transformation (oder fractional linear map oder fractional linear transformation)
ist eine meromorphe Funktion auf C vom Grad 1, hat also die Gestalt

az+b
f(z)_cz—Fd

mit teilerfremden Polynomen az + b und cz 4+ d mit max(grad(az + b), grad(cz + d)) = 1.

SATZ. Eigenschaften von Mdbius-Transformationen:
(1) Fiir a,b,c,d € C gilt:

b
flz) = @zt ist Mébius-Transformation ~ <= ad —bc # 0.
cz+d
(2) Fine Mobius-Transformation f(z) = zzz_tdb ist eine bijektive Abbildung C — C mit
d a .
f(—;):oo und f(oo)zz im Fall ¢#0

und
f(oo) =00 im Fall ¢=0.
(3) Fiir eine Mébius-Transformation f(z) = “EL ist die Umkehrabbildung ebenfalls eine Mobius-

cz+d
Transformation, die durch
dz—b

—cz+a

OE

gegeben ist.

(4) Sind f1(z) = % und fo(2) = % 2wei Mébius-Transformationen, so ist auch f1o0 fa eine

Mébius- Transformation:

(F1 o fo)(z) = (102 + brca)z + (a1bs + bidy)

(cras + dica)z + (e1be + dids)”

Beweis:

(1) = Ist f(2) = ijrrs eine Mobius-Transformation, so sind die Polynome az + b und cz + d
b

teilerfremd, also gilt insbesondere (¢, d) # 0. Wire ad — be = 0, so wiren wegen det (CCL i) =

ad —be = 0 die Vektoren (a,b) und (¢, d) linear abhiingig, es giibe ein A € C mit (a,b) = A(c, d),
also a = A¢, b = A, und damit az + b = A(cz + d), die Polynome az + b und ¢z + d wiren nicht
teilerfremd. Dies geht nicht, also folgt ad — be # 0.

<= Aus ad—bc # 0 folgt natiirlich (¢, d) # (0,0), also ist cz+d ein von 0 verschiedenes Polynom,

die Funktion f(z) = gzzig also definiert. Mit der Beziehung

—c(az +b) + alcz +d) = ad — bc # 0

sieht man, dass az + b und cz + d teilerfremd sind. Daher ist f(z) = ‘CIZZIZ
Mébius-Transformation.

nach Definition eine

Datei: ftii_moebius.tex. Version vom 10.2.2026
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o az_;’_b . . .
= ¢, eine bijektive

50
(2) Als rationale Funktion vom Grad 1 ist eine Mobius-Transformation f(z)

Abbildung C — C.

(a) Fall ¢ # 0: Dann ist
az+b
f@) = —F
co(z = (~9))
in z = —< hat f einen Pol 1. Ordnung und es gilt
und lim f(z) = —.
Z—00 C

lim f(z) =00
z——2

Das konnen wir auch in der Form

FD =0 wmd floo) =2

c
schreiben.
(b) Fall ¢ = 0: Dann ist f(z) = 2z + 5. Es gilt
lim f(2) = oo,
was wir auch in der Form
f(o0) =00
schreiben.
= 2ztb 6ine bijektive Abbildung C — C ist, existiert f—1.

T cztd

(3) Da eine Mébius-Transformation f(z)
—

Mit den Umformungen
az+b

f(z)—CZer = (cz4+d)f(z)=az+b =

_d-f(z) =D

<~ z = —c-f(z)—i—a

df (z) —b=az —czf(2)

<~ z-(—cf(z)+a)=df(z)—b
sieht man, dass die Umkehrabbildung auch wieder eine Mobius-Transformation ist, und zwar
dz—b

-1 o
@)=
zwei Mobius-Transformationen, so ist

(4) Sind f1(2) = V2 und fy(z) = 22240
(fiofo)(z) = arfa(z) + by _u ijzjrrgg +h — a1(022 +bo) + bi(eoz + do) =
1 f2(2) + dy 01% +d;  ci(azz+ b)) +di(coz + da)

- (alag + blcg)z + (albg -+ b1d2)
(craz + dica)z + (c1by + dids)’

f1 0 fo ist also wieder eine Mobius-Transformation.

Bemerkung: (Diese Bemerkung hétte man auch schon im Abschnitt iiber die Riemannsche Zahlenkugel

machen kénnen.) Fiir f(z) = zjjr's gilt

az+b az+bn

f(ﬁ): c%—i—d_ cz+dn’

floo) = 4(5) = o =

Fiir n = 1 erhélt man einfach f(z). Stellt man sich co als % vor, also z = 1, n = 0, so erh&lt man

Tc1+d0 ¢
Mathematisch exakter kann man dies machen, wenn man die projektive Gerade
PYC) = {(z:n):2n€C,(z,n) # (0,0)}

einfiihrt.
Der vorangegangene Satz deutet schon an, dass die Mobius-Transformationen eine Gruppe bilden, die

eng mit der Matrizengruppe GLy(C) verwandt ist.
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SATZ. Sei M die Menge der Mébius-Transformationen, also

M{f:@%@mitf(z)aziz mita,b,c,dGCundadbc#O}.
cz

(1) Mit der Hintereinanderausfiihrung o von Abbildungen als Verkniipfung bildet M eine Gruppe.

(2) Die Abbildung
a b az+b
: GL
w: GLy(C) —» M, (C d) — (zn—> cz+d)
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern
Kern(p) ={A-12: A € C\ {0}}.
(Mit dem Homomorphiesatz aus der Gruppentheorie kann man auch schreiben PGLy(C) ~ M.)

(3) Fiir f(z) = Zzzidb und g(z) = Z:ZZIS:

ra=a = (4 h)=a(l h) sranrecio)

Beweis:
(1) Die meisten Gruppeneigenschaften folgen aus dem vorangegangenen Satz. Das neutrale Element
ist die Identitdt z — z, die wegen éjfl) auch eine Mobius-Transformation ist.

(2) Wegen
ar b az ba\ _ [aiaz +bica arby + bids
(01 dl) <CQ d2> - (Claz + d102 Clbg + d1d2>
folgt die Homomorphieeigenschaft mit den Formeln aus dem letzten Satz. Die Surjektivitét ist
klar. Wir berechnen den Kern:
az+b

a b
<c d)GKern(u) — rd

< 022+(d_a)2_b20 — b:Oa CZO, d:a7

2 = az+b=c+dz —

also
0

a
0 a

) GGLQ((C)} —{A-1,:2eC\{0}}

(
=9 = w(l h=u(l W) =
(=0 (= By=w(y 9)
= (=0 ) e —

—1 2 /
N D —

c d d
a v\ a b\, .. .
= (c’ d’) =X <c d)) fiir ein A € C\ {0}.

Damit ist die Behauptung bewiesen. ®

Wir erinneren zunichst an folgende Sprechweise: Ein Fixpunkt eine Abbildung f : M — M ist ein
Element z € M mit f(z) = z.

Bemerkung: Wir stellen hier ein paar einfache M6bius-Transformationen vor:

e Fiir a € C ist
T.(2)=z+a
die Translation um a. Im Fall a = 0 ist es die Identitiit. Es ist T, (0c0) = co. Im Fall a # 0 hat
T, genau einen Fixpunkt, ndmlich oco.
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o Fiir a # 0 sei
M, (2) =az
die Multiplikation mit a. Es ist M,(c0) = oo. Es gibt genau 2 Fixpunkte, ndmlich 0 und oo.
Schreibt man
a=re™ mit r >0 und 0 < o < 27,
so ist
M, = M, o M,:,.
M, ist die Streckung um den Faktor r mit Zentrum 0, M., die Drehung um den

Winkel ¢ mit Zentrum 0.
e Die Abbildung
1
J(z) = -
() = -
wird auch Inversion genannt. Es ist
J(0) =00, J(o0)=0, J{z€C:lz]<1}={z€C:|z| >1}U{oo}
J{ze€C:lz| >1}={z€C:|z] <1} \ {0}
Das folgende Lemma besagt, dass sich jede Mobius-Transformation als Produkt von obigen einfachen
Mobius-Transformationen schreiben lésst.

LEMMA. Sei f(z) = %“2tb eine Mobius-Transformation. O.E. ist ¢ = 0 oder ¢ = 1. Dann ist

T cz+d
Ty, o Ma im Fall ¢ =0,
f=q 80
TooMy gq0JoTy im Fall c=1.
Beweis: Im Fall ¢ = 0 ist 5 5
az + a
f(z) = 7 :32+E=(T%OM%)(Z).

Im Fall ¢ # 0 kénnen wir o.E. ¢ = 1 annehmen und dann schreiben
az+b az+b alz+d)—ad+b b—ad
fo)= Bty et d —a+

= = = (T,oMy_gq0JoT,
cz+d z+d z+d “ z+d (Ta 0 My—aa o J o Ta)(2)

SATZ. Sind z1, z9, z3 drei verschiedene Punkte in C und wy, we, w3 drei verschiedene Punkte in C, so gibt
es genau eine Mdbius-Transformation f mit

flz1) = w1,  f(22) = w2, f(z3)=ws.

Insbesondere ist eine Mdbius-Transformation mit 3 Fizpunkten die Identitdt.

Beweis: Der Einfachkeit halber nehmen wir an, dass z1, 22, 23, w1, we, w3 € C gilt.
(1) Fiir a,b,¢,d € C gilt:

i+ b
'LUj:aZ]‘—’_ =  cwjzj +dw; =az;j +b = azj +b—cwjz; —dw; =0 <=
czj +d
a
b
< (Zj 1 —’ijj —’LUj) c = 0,
d
und damit
azi 4 b Z1 ]. —W1%21 —wW1 (Z
w; = —2—— fir j =1,2,3 <<= |22 1 —wizo —wo =0
czj +d 1 — _ ¢
z3 ws3Zz3 ws d

Da die 3 x 4-Matrix hochstens Rang 3 hat, gibt es natiirlich nichttriviale Losungen. Wegen
w1 # ws ist f(2z) nicht konstant, also muss auch ad — be # 0 gelten.
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(1’) Was passiert, wenn z; oder w; der Punkt oo ist? Im Fall z; = oo, w; € C erhalten wir die

Bedingung
a
a b
wj = also a—wjc=0, also (1 0 —w; 0) o= 0.
d
Im Fall z; € C, w; = oo erhalten wir die Bedingung
a
b
czj +d =0, also (0 0 2z 1) . =0.
d
Fiir z; = 0o, w; = oo erhalten wir die Bedingung ¢ = 0, also
a
o010’ =0
c
d
Wir erhalten also wieder eine lineare Bedingung an a, b, ¢, d.
(2) Im Fall w; = z; fiir j = 1,2, 3 erhalten wir
1 —22 —z “
. b 21 1 1
zjzﬂfﬁrjzl,Q,B — 29 1 —22 —2 b =0.
CzZj +d z3 1 —22 —Z ¢
3 3 d
Es ist
z1 1 —zf
Z9 1 72% = —(21 — 2’2)(21 — Zg)(ZQ — Zg).

z3 1 —22
Sind z1, 29, 23 paarweise verschieden, so ist der Rang der Matrix also 3, das Gleichungssystem
hat eine 1-dimensionale Losung, die zur Identiét fiihrt.
(2’) Im Fall w; = z; erhalten wir die Bedingung

00 1 0 Z
2o 1 —23 -z =0.
2 c
z3 1 —25 —z3 d
Wegen
0 O 1
Z92 1 72% = Z2 — 23

23 1 —23
ist der Rang der Matrix 3, das Gleichungssystem hat eine 1-dimensionale Losung, die wieder
zur Identitét fiihrt.
(3) Sind jetzt f, g Mobius-Transformationen mit

f(zj) = g(z;) = w; fir j =1,2,3,

soist g~lof eine Mébius-Transformation mit den 3 Fixpunkten 21, 29, 23. Nach (2) folgt g~ tof =
id, also f = g. Damit ist alles bewiesen. B

Bemerkungen:

(1) Sind 21, 29, 23 und w1, wy, w3 jeweils 3 verschiedene Punkte in (ﬁ, so kann man wie im Beweis ein
Gleichungssystem aufstellen und damit die Mobius-Transformation f(z) = gzz_ts mit f(z;) = w;
fir j = 1,2,3 bestimmen. Die folgende SAGE-Funktion funktioniert so. (Dabei ist auch der

Punkt oo zugelassen.)
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k.<i>=NumberField (x~2+1)
R.<z>=k[]

# Bestimmung einer Moebius-Transformation f(z) mit
# f(z1)=wl, £(z2)=w2, f(z3)=w3 zu vorgegebenen Punktetripeln (z1,z2,z3)
# und (wl,w2,w3). Der Punkt oo kann als oo eingegeben werden.
def MT(z1,z2,z3,wl,w2,w3):
zz,ww,A=[z1,z2,23], [wl,w2,w3], []
for j in range(3):
if zz[jl==o00 or ww[jl==o00:
if zz[jl==00 and ww[j]l==o0o0:
A.append([0,0,1,01)
elif zz[j]l==oo0:
A.append([1,0,-ww[j],0])
else:
A.append([0,0,zz[j],1]1)
else:
A.append([zz[j],1,-wwljl*zz[j],-ww[jl])
A=Matrix(k,A)
a,b,c,d=A.right_kernel() .basis_matrix() [0]
return (a*z+b)/(c*xz+d)

(2) Man kann natiirlich auch das Gleichungssystem f(z;) = w;, j = 1,2, 3 durch einfache Manipu-
lationen losen.

Beispiele:

az+b
cz+d

Wir erhalten die Bedingungen
b b — b
a+o . . a+ —3

= 7:2 _—
iy e R N ———

mit

(1) Wir suchen eine Mébius-Transformation f(z) =

)

also

a+b=ic+id, b=(2+1i)d, —a+b=-3c+3d
Wir setzen b = (2 +4)d in die anderen Gleichungen ein:

a+(2+i)d=ic+id, —a+ (2+i)d=—3c+ 3d,
also

a=ic—2d, —a=-3c+(1—1)d.
Addition liefert
0= (ic—2d) + (=3c+ (1 —i)d) = (=34 i)c+ (-1 —4)d,

also ‘ ‘
. (1+Z).d: 71—2zd'
-3+ 5
Es folgt
0 —ic—2d =ity _9qg_ 871,

Insgesamt ergibt sich

f(z)_az+b_%dz+(2+i)d_(—8—¢)z+(10+5i)
Cez+d  F2dr+d 0 (-1-20)z45

(Man iiberpriift, dass tatsdchlich f(1) =14, f(0) =2 +1, f(—1) = 3 gilt.
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(2) Wir suchen eine Mobius-Transformation f(z) = %Is mit

f(1) =00, f(o0) =2, [(0)=3.
f(1) = oo liefert die Bedingung ¢ +d = 0. Aus f(oo) = 2 folgt & = 2. Aus f(0) = 3 ergibt sich
% . Wir koénnen die 3 Bedinungen auch scheiben als

c=—d, a=2c=-2d, b=3d
und erhalten
F(2) = az+b —2dz2+3d —2z+3 22-3
Ccz+d —dz+d  —z+1 z-—1"
Man sieht sofort, dass die geforderten Bedingungen erfiillt sind.

2. Das Doppelverhiltnis

Bemerkung: Seien z1, 29, 23 drei verschiedene Punkte in C. Wir , basteln® uns eine Funktion mit f(z1) =
1, f(22) =0, f(z3) = oo. Die Funktion

zZ — Z9
Z
zZ— Z3
erfiillt die beiden letzten Bedingungen. Multiplizieren wir nun mit ﬁ, so erhalten wir eine Mo6bius-

Transformation
Z—Z9 21 —Z3

f(z) =

zZ— 23 Z1— 22’
die die Bedinungen
f(z1) =1, f(z2) =0, [f(z3) =00

erfiillt. Die oben betrachtete Funktion hat auch einen Namen:

Z—Z9 Z1 —Z3
DV (z, 21, 22, 23) = :

Z— 23 21— 22
heifit das Doppelverhiltnis der Zahlen z, 21, 25, 23.

DEFINITION. Fiir vier verschiedene Zahlen z1, z2, 23, 24 € C definieren wir das Doppelverhiltnis (cross
ratio) durch

(21 - 2’3)(2’2 - 2’4)

(21— 24) (22 — 23)

DV(z1, 22,23, 24) =

mit den ,Sonderfillen“

20 — 24 21 — %3
DV(c0, 22, 23, 24) = , DV(z1,00,23,24) = ——
29 — 23 21 — 24
und
20 — 24 21 — X3
DV(z1,22,00,24) = ——, DV(z1, 29,23,00) = —.
21 — 24 22 T 24
Bemerkungen:

(1) Leider kommen in der Literatur verschiedene Definitionen fiir das Doppelverhéltnis vor.

e Wie oben wird das Doppelverhéltnis in den Funktionentheorie-Biichern von Burg/Haf/Wil-
le/Meister (S.171), Conway (S.48) und Lang (S.238) definiert. (Als Differenzen treten hier
die Zahlen 21 — 23,21 — 24,20 — 23, 29 — 24 auf.)

e Bei Bullach/Funk (S.375), Fischer/Lieb (S.235) und Fritzsche (S.195) gibt es folgende De-

g L _ z1—=2 zZ3—2 : _
finition: DV (21, 29, 23, 24) = Z=22 . 22 Esgilt DV (z1, 22, 23, 24) = DV (21, 23, 22, 24).

(2) Ist o eine Permutation der Zahlen 1,2, 3,4, so gilt
DV(ZU(I)a 25(2)r #o(3)> 20(4)) = DV(le 22, 23, 24) fiir o € {(1)a (12)(34)’ (13)(24)7 (14)(23)}

Eine fundamentale Eigenschaft des Doppelverhéltnisses findet sich in folgendem Satz:

SaTz. Ist f(z) = %ﬂ; eine Mobius- Transformation, sind z1, z2, 23, 24 vier verschiedene Punkte in C, so

gilt
DV (f(21), f(22), f(23), f(24)) = DV (21, 22, 23, 2a).
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Beweis: Sei

_azi+ b
YT e+ d
Mit SAGE finden wir
_ (ad —bc)(z1 — 2z3)
s = (cz1 +d)(cz3 +d)’
B ~ (ad —bc)(z1 — 24)
Tt = (cz1 +d)(czqg + d)’
B _ (ad —bc)(z2 — 2z3)
w2t = (cza +d)(cz3 +d)’
_ (ad —bc)(z2 — z4)
w2t = (cza +d)(czg + d)’

und damit
DV(wb w2, W3, w4) = DV('Zlv 292,23, 24)-

Dies war zu zeigen. R

Bemerkung: Man kann die Formel des letzten Satzes auch zur Konstruktion von Mébius-Transformationen
benutzen. Sind z1, 22, 23 und wy,ws, ws gegeben und sucht man f(z) mit f(z1) = wi, f(22) = wo,
f(23) = w3, so muss gelten

DV(f(2), w1, w2, ws) = DV(f(2), f(21), f(22), f(23)) = DV(z, 21, 22, 23).

Lost man DV(f(z), w1, w2, ws) = DV(z, 21, 22, 23) nach f(z) auf, so erhélt man eine Darstellung fiir f(2).

Beispiel: Wir suchen eine Moébius-Transformation mit

Es ist
DV(2,1,0,—1) = 22+Z1’
. . B (f(z)—2—i)(i—3)_(—3+i)f(z)+(7+i)
DV(E)2H03) = oy —gay —  2f@+6

Nun setzen wir die beiden Ausdriicke gleich:

DV(f(z),i,24+14,3) =DV(z,1,0,-1) <—

(=3+0)f(2) +(T+1) 2z
—2f(2) +6 241

(B3+)(z+1)f2)+(T+i)(z+1)=—4zf(2) + 122 —

£(2) - ((—S—i—i)z—i— (—3+1) +4z) =122 — (T+i)z— (T+i)

<~

£(2) - ((1+i)z+ (—3+i)) = (G-t (—T—i) =

(5 —1i)z+ (=7—1)
(I4+d)z+(=3+19)

rroeee

f(z) =

Man iiberzeugt sich durch Einsetzen, dass f(z) die gewiinschten Bedingungen erfiillt. Zuvor hatten wir
bereits die Darstellung
(=8 — i)z + (10 + 5¢)

(-1—-2i)z+5

—8—i 10451\ _ —3—i (5—i —T—i
—1—2i 5 T2 144 —3+14

sind die Darstellungen tatséchlich gleichwertig.

f(z) =
hergeleitet. Wegen
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3. Verallgemeinerte Geraden
Was ist das Bild einer Geraden in C unter einer Mobius-Transformation? Wir beginnen mit einem Beispiel:
Beispiel: G = {1+ it : t € R} ist eine Gerade in C. Sei f(z) = 1. Was ist f(G)?

O = {7

Das Bild zeigt {7z — itz : t € [-10,10]}:

11—t

0.4

0.2 1

Es ist

1 1 11—t 1
‘1—1—1’15_2 2(1 + it) '2(1+it) 2
Dies schaut nach dem Kreis mit Mittelpunkt % und Radius % aus. Allerdings ist 0 € f(G), obwohl 0 auf
dem Kreis liegt. Es ist naheliegend, zu vermuten, dass

f(G)z{ze(C:

2_‘2(1+it)

S I

gilt.

Bemerkung: Es zeigt sich, dass Geraden und Kreise unter Mébius-Transformationen eng verwandt sind,
dass es aber sinnvoll ist, zu Geraden noch den Punkt co hinzuzunehmen.

e Ein Kreis in C ist eine Teilmenge der Gestalt
{zeC:|lz—m|=r} mitmeC und r>0.

Dabei ist m der Mittelpunkt und r der Radius.
e Eine Gerade ist eine Teilmenge der Gestalt

a+Rv={a+tv:te€R} mit a€C, veC\{0}
Es gilt
a+Rv=a+R0 <<= a=a+I,v=pwwmitAeR,pueR)\{0}.
e Eine verallgemeinerte Gerade ist eine Gerade zusammen mit dem Punkt oo, also
(a +vR)U {o0}.

e Ein verallgemeinerter Kreis ist ein Kreis oder eine verallgemeinerte Gerade.
Die Aussagen des folgenden Lemmas sind im Wesentlichen aus der Elementargeometrie bekannt.
LEMMA. Durch 3 verschiedene Punkte z1, zo, z3 € C wird ein verallgemeinter Kreis in C bestimmi:

o Sind z1,29,23 € C mit z3 € 21 + R(22 — 21), so bestimmen 21, 22, z3 die Gerade z1 + R(z2 — 21),
zu der man noch den Punkt oo hinzunimmt.
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o Ist 0.E. z3 = 00, so bestimmen z1, za, z3 die Gerade z1 + R(zy — 21) zusammen mit dem Punkt

0.
o Sind z1,22,23 € C mit z5 € 21 + R(22 — 21), so bestimmen z1, zo, 23 einen Kreis.

Im folgenden Lemma wird das Urbild der verallgemeinerten Geraden R U {co} unter einer Mobius-
Transformation berechnet:

LEMMA. Sei f(z) = fj_ts eine Mobius-Transformation, also ad — be # 0.
e Ist f(oc0) =00, so ista #0, c=0 und

YR) = —g + g ‘R und f(c0) = 0.

o Ist f(co) €R, also ¢ # 0 und 2 € R, so ist

flmuwm(bd !

— + —= R)U{oo}.
ad —bc ad— bc

o Ist f(oo) € C\R, also c# 0 und 2 € C\ R, so ist ac —ac # 0 und

ad — bc d—>b
FTHRU{o0}) = {ZE(C: PRk i }
ac — ac ac — ac
Dies ist ein Kreis.
Beweis:
(1) Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ = 0. Dann ist ad # 0 und
a b

Es ist f(oo0) = oo. Fiir z € C gilt:

f(z)eR «— gz—kéeR = %zﬁ—g:tfﬁreinte]& =

d d
t—20
<— z= adﬁireintER =
d
b d .
<— z=——+—-tfireinteR <+
a a
b d
— ze—+--R
a a

Daher gilt:
b d
T R)=—4+—--R und f!(c0)=o00.
a a
(2) Nun setzen wir ¢ # 0 voraus. Es ist
f(o0) = % eC und f(—-)=o0.

Fiir z € C\ {—4} gilt:
— az+b az+b
fOER = f0)-T0) « Zo-Th
< (az+b)(cz+d)=(@az+b)(cz+d) <+
<= (a¢—ac)zz + (ad — be)z + (bé — ad)z + (bd — bd) = 0.
An der vorletzten Zeile sieht man, dass fiir z = —g die letzte Gleichung auch erfiillt ist. Also
gilt fiir z € C:
f(z) eRU{x} <= (ac—ac)2z + (ad — bc)z + (be — ad)z + (bd — bd) = 0.

Wir machen jetzt eine Fallunterscheidung.
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(a) Fall ac —ac # 0: Fir z € C gilt weiter:
f(z) eERU{x} <= (ac—ac)zz+ (ad—bc)z+ (be—ad)z+ (bd—bd) =0 <+
_ad—bc be —ad_  bd —bd
= Z+——2+——7Z+ ——=0
ac—ac ~ ac—ac  ac—ac
< ad — bc> < adbc) bd — bd ad —be ad — be
<~ Z+ = - Z+ —— ——— = -
ac — ac ac — ac ac—ac ac—ac ac—ac
- Z+€d—b?2: (ad — be)(ad — be) — (ac — ac)(bd — bd)
ac — ac |at — ac|?
ad—be|>  (ad — be)(ad — be)
= |z+ = o —
ac — ac |at — ac|?
ad —be|*  |ad —be|?
= | ==
ac — ac ac — ac
ad — be ad — bc
= |- ——|=|—].
ac — ac ac — ac
(b) Fall a¢ — ac = 0: Fiir z € C gilt:
f(z) eERU{x} <= (ac—ac)2z+ (ad —bc)z + (be —ad)z + (bd —bd) =0 <=
< (ad—bec)z+ (be —ad)z+ (bd —bd) =0 <+
< (ad —bc)z — (ad be)z + (bd — bd) =0 <=
< 2i-Im((ad —bc)z) +2i-Im(bd) =0 <=
< Im((ad —bc)z+bd) =0 <=
< (ad—bc)z+bd=tfireintcR <=
t —bd
= z=—= fireimnte R <
ad — be
bd 1
= z2€-——=— —R.
ad—bc ad—bc
Es folgt:
bd 1
“HRuU NC=-—— R.
. {oc}) ad —bc  ad — bc
Aus a¢ —ac = 0 folgt ¢ = 2, also ¢ € R. Wegen f(co0) = £ ist also co € f~!(R). Damit
folgt
bd 1
“RuU —( +]R<)u :
A too}) ad—bc ad—be {oe}

Dies war zu zeigen. &

FoLGERUNG. Es gilt:

(1) Ist K ein verallgemeinerter Kreis in ((A:, so gibt es eine Mdbius-Transformation f mit K =
FHRU {oo}).

Wiihlt man 3 verschiedene Punkte 21, 22, z3 auf einem verallgemeinerten Kreis K, ist f(z) die
Mébius-Transformation mit f(z1) =1, f(z2) =0, f(23) = 00, so gilt K = f~}(RU {cc}).

Ist K ein verallgemeinerter Kreis und f(z) eine Mdébius-Transformation, so ist f(K) ein ver-
allgemeinerter Kreis.

Sind K1, Ky zwei verallgemeinerte Kreise, so gibt es eine Mdbius- Transformation mit f(K;) =
K.

Beweis:
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(1) Nach dem vorangegangenen Lemma ist f~1(RU{oo}) ein verallgemeinerter Kreis, der die Punkte
21, 22, 23 enthilt. Da ein verallgemeinerter Kreis durch 3 Punkte bestimmt ist, folgt K = f~1(RU

{oo}).
(1) Dies folgt aus (17).
(2) Mit (1) schreiben wir K = g7}(R U {co}). Dann ist
FK) = (fog H(RU{oo}) = (g0 f71) T (RU {oo}).
Die Behauptung folgt dann aus dem letzten Lemma.
(3) Nach (1) finden wir Mébius-Transformationen fi, f» mit K; = fi '(RU {oc}), Ky = f5 "(RU
{OO}) Es fOlgt fl(Kl) =RU {OO} = fQ(KQ), also
Ky = f ' (fi(EL) = (f2 ' o fu)(K0).
Mit f = f; * o fi folgt die Behauptung.

Beispiel: Wir hatten zuvor gefragt, was das Bild der Geraden G = {1+ it : t € R} unter der Abbildung
f(z) = % ist. Wir wahlen drei Punkte auf G, beispielsweise 1 — 4, 1,1 + ¢ und bestimmen die Bildpunkte:

1 1 1 1
1—1)=—-+4+ =1 1)=1 1+4)=—-— -1t
FU-i =t ti f=1 fQ+i=1 L
Wir sehen:
) 1 1 1 1 ) 1 1
fa-i-j3| =5 [o-3=5 |ara-gl=5
also liegen die Bildpunkte auf dem Kreis |z—3| = 3. Nun wissen wir, dass f(GU{oc}) ein verallgemeinerter

Kreis ist. Da ein verallgemeinerter Kreis durch 3 Punkte bestimmt ist, folgt

G\ foo)) = {z€C ]z~ 2| = 5}
Wegen f(oco) =0 gilt dann
f(G)={z€C: = - 5] = )\ {0}.

Das hatten wir zuvor vermutet.

LEMMA. 4 verschiedene Punkte 21,22, 23,24 € C liegen genau dann auf einem verallgemeinerten Kreis,
wenn gilt
DV(Zl, 29,23, 24) € R.

Beweis: zs, 23, z4 bestimmen einen verallgemeinerten Kreis K. Wir wéihlen eine M6bius-Transformation
f(z) mit f(z2) =1, f(23) =0, f(24) = 0co. Dann ist K = f~1(RU {oo}). Es ist f(K) = RU {co}. Wir

berechnen Doppelverhéltnisse:
_ _ _ (f(z1) —0)(1 — o0)
DV (21, 22, 23, 24) = DV(f(21), f(22), f(23), (1)) = DV(f(21),1,0,00) =

(f(z) =o0)(1-0)

= f(z1).
Dann gilt:
21, 29, 23, 74 llegen auf einem Kreis <= 2z € K <= f(z1)€ f(K)=RU{x} <=
— DV(Z1,22,2’3,Z4) ERU{OO}.
Da das Doppelverhéltnis von 4 verschiedenen Punkten nicht oo wird, folgt die Behauptung. ®
Ist K ein verallgemeinerter Kreis und sind z1, 22, 23 drei verschiedene Punkte von K, so konnen wir das
folgende Doppelverhiltnis als M6bius-Transformation betrachten:

(2 — 22)(21 — 23)

DYz 21, 22, 23) = (2 —23)(21 — 22)

Dann ist
DV(z1,21,22,23) =1 und DV(ze,21,22,23) =0 und DV(z3,21,29,23) = 0.

Wir kénnen das vorangegangene Lemma dann wie folgt erweitern:
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FOLGERUNG. Ist K ein verallgemeinerter Kreis und sind z1, 22, 23 drei verschiedene Punkte von K, so
gilt

K ={2¢€C:DV(z,21,2,2) € RU{x}}
und

C\K ={2€C:DV(z,21,2,2) € C\R}.

C \ K zerfillt in 2 Zusammenhangskomponenten, ndamlich
{z€C:Im(DV(z,21,22,23)) >0} und {z€C:Im(DV(z,2,2,23)) <0}
Beweis: Die erste Aussage wurde bereits gezeigt. Da die Mobius-Transformation z — DV(z, 21, 22, z3) ein
Homdomorphismus ist, liefern die Zusammenhangskomponenten von C \ R, némlich
{z€C:Im(2) >0} und {z€C:Im(z)<0}

die Zusammenhangskomponenten von C \K.m

Wir definieren nun:

DEFINITION. Ist K ein verallgemeinerter Kreis und sind 21, z2, z3 drei verschiedene Punkte von K, so
definieren wir die rechte Seite von K beziiglich (z1, 29, 23) als

rS(K, (21,22,23)) = {z € C:Im (DV(z, 21, 22,23)) > 0}
und die linke Seite von K beziiglich (z1, 22, 23) als
IS(K, (21, 22,23)) = {z € C:TIm (DV(z, 21, 22, 23)) < 0}.

(Die linke und die rechte Seite von K sind also die zwei Zusammenhangskomponenten von C \K.)

Bemerkung: Ein Tripel (z1, 23, 23) gibt eine ,,Orientierung® an, wie man den verallgemeinerten Kreis K
durchlduft: Von z; nach z9 nach z3. Bei einem Kreis sind zwei Punkte zu wenig um eine Durchlaufrichtung
festzulegen.

DEFINITION. Sei K ein verallgemeinerter Kreis und (z1,22,23), (%1, 22,23) zwei Tripel verschiedener
Kreispunkte. Wir sagen, (21, 22, 23) ist dquivalent zu (Z1, 22, 23), wenn gilt

rS(K, (21, 22, 23)) = rS(K, (21, 22, 23)),

und damit natiirlich auch
IS(Ka (217 22, 23)) = IS(K7 ('217 2123 2?5’)))7

Eine Aquivalenzklasse nennen wir eine Orientierung von K.

LEMMA. Sei K ein verallgemeinerter Kreis und z1, 22, 23 drei verschiedene Punkte von K. Dann gilt:
1S(K, (21, 22,23)) = 1S(K, (22, 23,21)) = 1S(K, (23, 21, 22)) =
IS(K, (ZQ, Z1, 23)) = IS(K, (23, Z92, Zl)) = IS(K, (Zl, 23, 22))
und

IS(K7 (217Z2723)) = IS(Ka (227237Z1)) :1S(K7 (23721722)) =
rS(K, (22, 21, 23)) = rS(K, (23, 22, 21)) = rS(K, (21, 23, 22))
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Beweis: Sei f(z) = x + yi. Dann rechnet man nach:

DV(z,21,20,23) = f(z)=x+yi,
1 1 (1—x)+yi
DV = = p—
Govmn) = T T -y U-aft g
1 1 T — Yyl —x + 1yt
(2,23, 21, 22) f(z) T+ yi z2 + 2 - 22 +y2’
DV(Z722721723) = l—f(z):1—(x+yl):(l—x)—yz,
. . 1) — i 2 2\
DV(z,23,20,21) = flo) _ oty _(wrsille-l o 4y —2) Z,
f(z)=1 (x—1)+yi (z—1)2+y? (z—1)2+y?
1 1 T — Yl

DV(z,21,23,22) = f(2) - T+ yi - x? 4 y?

Es folgt:
Im (DV(z, 21, 22,23)) = v,
Im (DV (2, 22,23,21)) = 1- xg)Jz + 42
1 1 T —yi Y
Im (DV(z, 23, 21,22)) = 1_m:1_x+yi:1_a:2+y2:m2+92’
Im (DV(Z’Z2721aZ3)) = -y,
Im(DV(Zin%ZQaZl)) = _m’
Im (DV(2, 21, 23,22)) = _IQLW

Nach der Definition von linken und rechten Seite eines verallgemeinerten Kreises folgt daraus die Be-
hauptung. ®

LEMMA. Sei K ein verallgemeinerter Kreis, seien z1, ze, 23 stetige Funktionen z; : [0,1] — K mit

z21(t) # z2(t), 21(t) # 23(t), 2za2(t) # 23(t)  fiir alle t € [0,1].
Dann ist

rS(K, (21(t), 22(t), 23(t)))

unabhdngig von t € [0, 1].

Beweis: Sei z € C \ K fest gewihlt. Wir betrachten die Funktion

A:[0,1] = C mit A\(t) = DV(z, 21(t), 22(t), 23(t)) = Ez : Zg;;gmg ; _ZE ;3
(

Da keine der 4 Punkte z, z1(t), 22(t), z3(¢) zusammenfallen und z nicht auf K liegt, ist A(t) € C\ R. Da
A stetig ist, kann Im (A(¢)) nicht das Vorzeichen wechseln. Damit folgt die Behauptung. B

Wir schauen uns zuerst (gewohnliche) Kreise an.

SATzZ. Sei K ein Kreis, also von der Form K ={z € C: |z—m| =r} mit m € C und r > 0. Wir wdhlen
(= _1%“/5 Dann ist (% = A_T“/g Es gilt:
(1) Durchlduft man den Kreis im mathematisch positiven Sinn, so kann dies durch das Tripel (m +
r,m+(r,m+C%r) beschrieben werden. Der Punkt oo liegt auf der rechten Seite, der Mittelpunkt
m auf der linken Seite.
(2) Durchliuft man den Kreis im mathematisch negativen Sinn, so kann dies durch das Tripel
(m+r,m+C%r,m+(r) beschreiben werden. Der Punkt oo liegt auf der linken Seite des Kreises.

Beweis:



3. VERALLGEMEINERTE GERADEN 63

(1) Wir betrachten
2y _ (o—(m+¢r)((m+r)—(m+¢r)
DV(co,m +r,m+ (r,m+(*r) = (o — (M ) (m ) = (mrir)
(m+r)—(m+¢r) 1-¢

= i) —(mie) 1-¢ ¢

_ (m—(m+r))((m+r) = (m+Pr) _
DVlmym+ram o+ Grom + ) = ) (m 4 1) = (m 4 C))
¢ (1-¢) _14¢
—¢-(1-0) ¢

=1+
Mit
1+¢=1+ _1_;\/§i = 1+2\/§i und 1+ =1+ —
folgt die Behauptung.
(2) Dies folgt sofort aus (1), da statt (z1, 29, 2z3) nun (z1, 23, 22) betrachtet wird. B

1-v3i  1—-+/3i
2 2

Was passiert mit Geraden?

e Eine Gerade G wird festgelegt durch zwei verschiedene Punkte a,b € C. (Die zugehorige verall-
gemeinerte Gerade enthilt dann co.) Wir stellen uns vor, wir gehen von a nach b. Wir kénnen
die Gerade in der Form

G={a+tb—a):tecR}

parametrisieren. v = b — a ist dann ein Richtungsvektor. Dreht man den Vektor v umd 90 Grad
nach rechts, so erhélt man den Vektor

e %

5Bl

v = —iv.
Der Punkt @ — iv = @ — i(b — a) sollte bei unserer Vorstellung von Orientierung also rechts der
Geraden liegen.

e Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die drei vorgegebenen Punkte a,b, o0 sind. Wo liegt
a — v beziiglich der Orientierung?

((a—iv) ~ (a+v))(a—o0) _ (=i—1
((a —iv) — 0)(a — (a +v)) —v
Der Punkt a — iv liegt also auf der rechten Seite der Geraden, wie erhofft.

e Ist oo einer der drei Punkte 21, 29, 23, so kénnen wir (z1, 29, 23) zyklisch so verschieben, bis wir
zum Fall (a, b, 00) kommen, den wir schon behandelt haben. Nochmals konkreter:

DV(a — iv,a,a + v, 00)

=1+1.

(00, a,b) — (a,b, 00).
(a,00,b) — (b, a, 00).
e Wir betrachten jetzt den Fall (z1,z29,23) = (a,b,c¢) mit a,b,c € C. Wir schreiben mit obiger
Notation ¢ = a + tv.
DV(a —iv,a,b,¢) = DV(a—iv,a,a+v,a+tv) =
((a —iv) — (a+v))(a— (a+tv))
((a—iv)—(a+to){a—(a+v)
(—i—1Dv-(=tv)  (1440)t (144)(t—1)t
Jv-

(—i— (—v)  t+i 241
=i+t 1)t (L4t + (- 1)t
N 241 N 241 N

2+t tt—1) .

21 241

Ist t < 0 oder t > 1, so liegt a — tv rechts der Geraden. Ist 0 < ¢t < 1, so miissen wir die
Orientierung umkehren.
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Kann man das als Satz formulieren?

Fiir die Anwendung ist nun wichtig, dass die Orientierung unter Mébius-Transformationen erhalten bleibt:

SATZ. Sei f eine Mébius-Transformation und K ein verallgemeinerter Kreis und einer Orientierung, die
durch ein Tripel (21, z2, z3) gegeben ist. Dann ist f(K) ein verallgemeinerter Kreis mit einer Orientierung

(f(21), f(22), f(23)), wobei gilt
FS(K, (21, 22, 23))) = 1S(f(K), (f(21), f(22), f(23)))

und

FAS(K, (21, 22, 23))) = 1S(f(K), (f(21), f(22), f(23)))-

Beweis: Die Behauptung folgt einfach aus der Formel

DV(f(Z), f(zl)v f(ZQ)a f(Z3)) = DV(Z; 21,22, Z3)>
Etwas ausfiihrlicher: Fiir z € C gilt:

z € f(rS(K, (21,22, 23))) FHz) €rS(K, (21,22, 23)) ==

Im (DV(f1(2), 21, 20,23)) >0 <=

Im (DV(z, f(21), f(22), f(23))) >0 <=
)

2 €rS(f(K), (f(21), f(22), £ (23)))-

[

Dies war zu zeigen. &

Beispiele:

(1) Die Gerade G = {1 + it : t € R} wurde unter f(z) = L auf den Kreis [z — 1| = § abgebildet
(mit f(oc0) = 0). Dabei hatten wir benutzt:

Ny Ny
fl—i)= 3 t3b f=1, fA+1)= 3~ 5t
Die Orientierung (1 —4,1,1 + %) auf der Geraden
r1S(GU{o0}) = {z € C: Re(z) > 1}.

Die zugehorige Orientierung (% + %i, 1, % - %z) ldsst den Kreis im mathematisch negativen Sinn
durchlaufen, also ist

1. 1 1
—52))—{Z€C-|Z—§|<§}’

das Innere des Kreises.

(2) Wir suchen eine Mébius-Transformation, die die rechte Halbebene {z € C : Re (z) > 0} auf das
innere des Einheitskreises {z € C : |z| < 1} abbildet. Wir wihlen die Punkte 0,4, 00 auf der
Geraden G = {z € C: Re(z) = 0} U {oo} und 1, —i, —1 auf dem Einheitskreis K. Dann ist

{z€ C:Re(z) >0} =1S(G, (0,i,00)) und {ze€C:|z| <1} =rS(K,(1,—i,—1)).
Wir finden unter den Bedingungen
fO)=1, f(i)=—i, floo)=-1
die M&bius-Transformation
—z+1

(Natiirlich ist die gefundene Mobius-Transformation abhiéingig von den gewéhlten Punkten.)
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(3) Wir suchen eine Mébius-Transformation, die die obere Halbebene H = {z € C: Im (2) > 0} auf
das innere des Einheitskreises E = {z € C : |z| < 1} abbildet. Auf RU {oo} wihlen wir die drei
Punkte 0,1, 00, so H die linke Seite der Geraden wird. Auf dem Einheitskreis wihlen wir die
Punkte —1, —4, 1, sodass E auf der linken Seite liegt. (Hier haben wir etwas probiert, damit die
Mobius-Transformation einfach aussieht). Mit dem Ansatz

f0)=—-1, f(1)=—i, f(oo)=1

finden wir

Nachtrag/Frage: Gegeben sei ein Kreis mit Mittelpunkt a und Radius r, aufilerdem drei verschiedene
Kreispunkte z1, z2, z3. Wir kdnnen schreiben
21 =a+7re?, zy=a+re?? 23 =a+re
Wir betrachten
(z — 22)(21 — 23)
(z — 2z3)(21 — 22)

f(z) =DV(z, 21, 22,23) =

Es ist
21 —23 = (a+re?) — (a+rei?) = (e — %) = rel?i(1 — eilvs=e)),
21—z = =711l —eilven),
21 — 23 1 — eilws—ep1)
21 — 29 - 1 — etlp2z—¢1)’

21 —23  1—ellvse) (1 = eilwvs=w1))(1 — gmilv2—¢1))

fleo) = - _ _

21 — %9 T 1 — eilpa—p1) (1 — ei(gozfgal))(l — e*i(éazﬂpl))

1 — eilwa=w1) _ gilbr—w2) 4 cilps—p2)

2 — eilp2—p1) — g—i(p2—¢p1)
1 — eflpz—p1) _ gilpr—¢p2) 4 ilps—¢2)
2(1 = cos(p2 — 1))
Frage: Kann man in Abhéngigkeit von 1, g, p3 einfach charakterisieren, wenn co auf der rechten Seite
des Kreises (beziiglich (21, 29, 23)) liegt, d.h. wann Im (f(o0)) > 0 gilt?







KAPITEL 5

Biholomorphe Abbildungen

1. Biholomorphe Abbildungen

DEFINITION. Seien G1,G2 C C zwei Gebiete in C. Eine Abbildung f : G1 — G2 heifit biholomorph,
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(1) f: Gy — Gy ist bijektiv, insbesondere existiert die Umkehrabbildung f~* : Go — G.
(2) f und f=1 sind holomorph.

Existiert eine biholomorphe Abbildung f : G1 — G2, so nennt man G1 und G4 biholomorph dquivalent
(oder konform &quivalent). Ist G ein Gebiet und f : G — G biholomorph, so nennt man f einen

Automorphismus von G. Die Menge der Automorphismen von G wird Automorphimengruppe von
G genannt: Aut(G) = {f : G — G biholomorph}.

Beispiel: Die Mobius-Transformation f(z) = ‘Z_; bildet H = {z € C : Im(2) > 0} auf E = {z € C :

|z| < 1} ab. (Die Umkehrabbildung f~1(z) = % ist natiirlich auch holomorph.) Also sind H und E
biholomorph dquivalent. Dieses Beispiel lasst sich leicht verallgemeinern:

SATZ. Ist f eine Méobius-Transformation und G C C ein Gebiet mit f~1(c0) € G, so ist f(G) ein Gebiet
in C und G L f(G) eine biholomorphe Abbildung.

Beweis: Wegen f~1(c0) ¢ G gilt f(G) C C. Da die Umkehrabbildung f~! eine Mébius-Transformation
ist, ist auch f(G) ENNYE' holomorph. Daraus folgt die Behauptung. B

Bemerkungen:

(1) Sind G1,Gs, G5 Gebiete in C, sind f : G; — G5 und g : G2 — G3 biholomorphe Abbildungen,
so ist natiirlich auch g o f : G; — G3 biholomorph.

(2) Die Automorphismengruppe Aut(G) eines Gebiets G wird zu einer Gruppe, wenn man als
Verkniipfung die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen nimmt. Das neutrale Element ist
die Identitét idg.

LEMMA. Sei f: Gy — Go eine biholomorphe Abbildung zwischen Gebieten Gy und Gs. Dann gilt:
(1) Die Zuordnung

¢ : Aut(Gy) — Aut(Go) mit ¢(g) = fogo f!

ist ein Gruppenisomorphismus. (Insbesondere sind Aut(G1) und Aut(Gs) isomorphe Gruppen.)
(2) FEs gilt

{f: G1 — G biholomorph} = {fog:ge€ Aut(Gy)} =
= {hof:heAut(Ga)}.

Kennt man also Aut(G1) oder Aut(Gz), so kann man alle biholomorphen Abbildung G1 — G2
angeben.

Datei: ftii_bi.tex. Version vom 13.1.2026
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Beweis: Ubung. m

Der folgende Satz liefert ein einfaches Kriterium, wann eine Abbildung G; — G schon biholomorph ist.

SaTz. Ist G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und injektiv, dann ist f(G) auch ein Gebiet und
f~1: f(G) — G holomorph. Insbesondere ist G ER f(G) eine biholomorphe Abbildung.

Beweis:

(1)
(2)

3)

Erinnerung: Als Folgerung aus dem Satz von Rouche hatten wir gezeigt, dass fiir eine injektive
holomorphe Funktion f : G — C immer f/(z) # 0 gilt.

Da G ein Gebiet und f : G — C holomorph und nicht konstant ist - f ist injektiv -, ist nach dem
Satz von der Gebietstreue auch H = f(G) ein Gebiet. Dann ist f : G — H bijektiv, g = f~1
also definiert mit g : H — G. Ist U C G offen, so ist nach dem Offenheitssatz f(U) = g~ 1(U)
offen. Dies zeigt, dass g stetig ist.

Ist g holomorph? Sei yo € H und (y,)n>1 eine Folge in H, die gegen yo konvergiert, wobei aber
Yn 7 Yo fiir n > 1 gilt. Wir betrachten

9(n) — 9(yo)
Yn —Yo
Sei zg = ¢(yo) und x, = ¢g(y,). Die Stetigkeit von g impliziert x,, — 2o in G. Weiter ist
yo = f(xo) und y,, = f(z,). Es folgt
9Wn) —9(yo) _  xn — o
Yo =% flaa) = flzo)
Nach der Erinnerung in (1) gilt f'(x¢) # 0. Dann folgt

9(yn) — g(yo) 1 L1
Yn —yo  Len)=SG@e) T f(zg)”

Ip—X0

Dies zeigt, dass g in 1y komplex differenzierbar ist. Also ist g holomorph. Dies beweist, dass f
eine biholomorphe Abbildung zwischen G und f(G) liefert. m

Beispiele:
(1) Wéhlen wir ein Gebiet G C C so, dass gilt

—z &€ G fiir alle z € G,

so definiert das Quadrieren z — 22 eine injektive holomorphe Abbildung. Man erhélt also eine
biholomorphe Abbildung

a2 eaq).
(a) Wir wihlen H= {z € C:Im(z) > 0}. Es ist
H={re:r>00<¢<mn}
und
{(22:2zeH} = {2 :r>00<p<7n}=
= {re:r>0,0<¢<2r}=C\Rxg.
Daher ist
H 2% €\ R

eine biholomorphe Abbildung. (Was ist die Umkehrabbildung?)
(b) Analog erhiilt man eine biholomorphe Abbildung

2>—22

H 2222, €\ Reo.
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(¢) Wir kennen die biholomorphe Abbildung

Invers ist

H— E, zn—)z_z_.
Z4+1

E—-H 2z~ zz+z'
—z+1

Nun fiithren wir danach die Abbildung aus (b) aus:

E—)C\Rgo, Zl—>—(

z4+1

e N

—z+4+1

(d) Bei folgendem Beispiel kénnen wir die Umkehrabbildung explizit durch bekannte Funktio-
nen ausdriicken. Wir betrachten G = {z € C: Re(z) > 0}. Es ist

G =
{(:2:2€G} =

{rew:r>0,—g<g0<g},
26020 150, L < p< L) =
{re r . ® 2}

{re:r>0,—1 < p<7}=C\Rso.

Auf C\ R< ist der Hauptzweig des Logarithmus Log definiert und holomorph: Schreibt
man z = 7e'? mit —7 < ¢ < 7, so ist Log(re®¥) = In(r) + i¢. Daher konnen wir die

Umkehrabbildung zu

222

{z€ C:Re(z) >0} —— C\ R

so beschreiben:

C\RSO

zr—)exp(%Log(z))
R

{ze€ C:Re(z) > 0}.

2. Aut(E) - die Automorphismengruppe von E

Im Folgenden wollen wir die Automorphismengruppe des (offenen) Einheitskreises

E=K 0)={z€C:|z] <1}

bestimmen. (Man findet auch die Schreibweise D.) Das folgende Lemma von Schwarz spielt eine zentrale

Rolle bei der Bestimmung von Aut(E).

LEMMA (Schwarz). Sei f : E — E holomorph mit f(0) = 0.

(1) FEs gilt

|f(2)| < |z]| fiir alle z € E.
(2) Gibt es ein zo € E\ {0} mit |f(20)| = |20, so gibt es ein ¢ € C* mit
f)=C2 wnd [¢|=1.

Man kann schreiben ¢ = €9 mit ¢ € R und erhilt dann die Darstellung

f(z) = ez

(f ist also die Drehung um den Winkel ¢ mit Drehzentrum 0.)

(3) Es st |f'(0)] < 1.

(4) Ist | f(0)] = 1, so gibt es ein ¢ € C mit |¢| =1 und f(z) =z fiir alle z € E.

Beweis:
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Da z = 0 eine Nullstelle von f(z) ist, gibt es eine holomorphe Funktion ¢ : E — C mit
f(z) = z - g(z) fiir alle z € E.

Nur zur Erinnerung: Ist

flz) = Z anz"
n=1

die Potenzreihenentwicklung von f(z) im Nullpunkt, so ist

[eS) )
—1
g(z) = Z anzn = Z a7z+1zn-
n=1 n=0

Behauptung: Es gilt |g(z)] <1 fiir alle z € E.
Beweis: Sei zgp € E ein beliebiger Punkt. Sei 7 € R mit |z < r < 1. Wir betrachten
die Funktion g auf K,(0). Ist g nicht konstant, so nimmt g nach dem Maximumprinzip

sein Betragsmaximum auf dem Rand an, d.h. es gibt ein z, € K,.(0) mit |z,| = r und
(insbesondere) |g(z0)| < |g(z:)|. Ist g konstant gilt natiirlich trivialerweise |g(20)| < |g(2r)|-
Es folgt

lf(z)] 1
< = -
|g(’20)| — |g(z7“)‘ |Zr| < T7
und damit
- 1g(20)] < 1.
Da dies fiir alle r mit |zo9] < r < 1 gilt, ergibt sich fiir r — 1
l9(20)| < 1.

Da zg € E beliebig gewiihlt werden konnte, folgt die Behauptung.

Mit f(z) = zg(z) und |g(z)| < 1 folgt sofort |f(z)| < |z] fiir alle z € E.
Sei zp € E\ {0} mit |f(z0)|] = |20]- Dann ist |g(zo)| = Lol — 1 Wire g(z) nicht konstant, so

[zo0]

wére g(E) eine offene Teilmenge von K;(0), dann kénnte aber g(zp) nicht auf dem Rand liegen.
Daher muss g(z) konstant sein. Mit ¢ = g(z) = g(z0) folgt dann f(z) = zg(z) = z(, also die

Behauptung.
Aus f(z) = zg(z) folgt f'(2) = g(z) + z¢'(2), also f/(0) = ¢(0). Aus |g(z)| < 1 folgt dann
1F'(0) = |g(0)] < 1.

(4) Ist |f'(0)] = 1, so ist |g(0)] = |f(0)] = 1. Wegen |g(z)] < 1 muss dann g(z) wieder konstant

sein. Der Rest folgt wie im Beweis von (2). B

FOLGERUNG. Ist f € Aut(E) mit f(0) =0, so gibt es ein ( € C mit |¢| =1 und

f(z) =(z fir alle z € E.

(Schreibt man ¢ = e mit 0 < ¢ < 2, so sieht man, dass

f(z) = ez

gilt, dass also f eine Drehung um den Winkel o mit Drehzentrum 0 ist.)

Beweis: Wir haben also holomorphe Abbildungen f : E — E und f~! : E — E mit f(0) = 0 und
f71(0) = 0. Das Lemma von Schwarz liefert fiir f und f~!

fI< el und  [f7H ()] <zl

Ersetzen wir in der zweiten Abschiitzung z durch f(z), so erhalten wir

DI < IfR)] also 2] < [f(2)].

Zusammen mit der ersten Abschitzung folgt

|f(2)] = |#] fiir alle z € E.

Der zweite Teil im Lemma von Schwarz liefert ein ¢ € C mit |(| = 1 und f(z) = { z, wie behauptet. B
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Im folgenden Lemma lernen wir weitere Automorphismen von [E kennen, die sich durch Mébius-Transformationen
beschreiben lassen:

LEMMA. Fir a € E definiert

z—a
#alz) = az—1
eine Mobius-Transformation.
(1) Es gilt
0l =a  als0  paopa =idg
und
va(0)=a und u(a)=0.
(2) FEs gilt
va(E) = E,
und damit
©q € Aut(E).
Bewets:

(1) pq wird durch die Matrix
1 —a
= )
det(A) = —1+aa=|a>—1<0
wegen |a| < 1. Also liegt tatséchlich eine Mobius-Transformation vor. Mit den Formeln fiir die
inverse Mobius-Transformation finden wir
—zZ+a zZ—a

_1 = = =
Soa, (Z) - *EZ+]. a2 — 1 SOa(Z)7

beschrieben. Es ist

wie behauptet.
(2) Wir betrachten die Bilder der Kreispunkte 1,7, —1 unter ¢,:

1—a i1—a —1—-a
alzia a.:,.i, a_lzf .
val)=——7, ¢al)=——, ¢al-1)=——
Da komplexe Konjugation den Absolutbetrag nicht &ndert, gilt
la—1] = Ja—1]=[1—al,
lai—1 = |—ai—1|=|—ai+i| =|il|i —a| =i —al,
|-a—-1 = |—a-1=]|-1—a|
Es folgt
lpa(D)] = l@a(i)] = [ea(=1)] =1,
also

Pa(1), a(i); pa(=1) €{z € C: |2] = 1}.
Daher wird {z € C : |z] = 1} durch ¢, auf sich selbst abgebildet. Es folgt ¢,(E) = E oder
0o(E) = {z € C: |z] > 1} U {oo}. Wegen ¢,(a) = 0 und a € E bleibt nur die Mdglichkeit
vo(E)=E. =

FOLGERUNG. Zu a,b € E gibt es einen Automorphismus ¢ € Aut(E) mit
p(a) = b,

beispielsweise @y, 0 pq.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir alle Automorphismen von E beschreiben:
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SATz. Es gilt

Aut(E) {ZHC- — :a,CE(Cmita|<1und|C|:1}.

az—1

az—1

In der Darstellung f(z) = (- £=% sind ¢ und a durch f eindeutig bestimmt, es gilt nimlich
!
_ 1 _ [0
a=f7°(0) wund C__1—|a|2'

Beweis:
(1) D Dies ist nach den Vorbereitungen klar.
(2) C Sei f € Aut(E) und a = f~1(0) € E. Dann gilt fiir f o ¢, € Aut(E)
(f ©%a)(0) = f(#a(0)) = f(a) = 0,
also gibt es nach dem Lemma von Schwarz ein ¢ € C mit |[¢| = 1 und
(f o pa)(z) = (2.

Ersetzen wir z durch ¢,(z), so folgt mit ¢, o v, = idg sofort

z—a
1) ===,
was noch zu zeigen war.
Fiir f(2) = (=% gilt
Es ist also £(0)
CL:f_l(O) und CZ—?W

Dies zeigt, dass a und ¢ durch f eindeutig bestimmt sind. B

Bemerkungen:
(1) Achtung: Wihlt man in der Darstellung f(z)
f(z) = =Cz (und nicht z — (z).
(2) Schreiben wir

¢ - =% die Zahl a = 0, so erhilt man

S'={2€C:|z|=1} und E={z€C:|z|<1},
so liefert der letzte Satz eine Bijektion
a

Aut(E) » S'XE, (2 (- ;Z__ o) = (G ).

Da Aut(E) eine Gruppe ist, kann man auf S! x E eine Gruppenstruktur so einfithren, dass
Aut(E) — S! x E ein Gruppenisomorphismus ist. Nun ist

(Cl C1a1> ] (Cz Czaz> _ (C1C2 —Qamaz Gar — C1C2a2> _

a1 a; -1 (2a1 — a3 —Caagay + 1
_ (GG —amm)  Glar—Caz) ) _
Car —az  —((earaz — 1)
Ca2—aias a1 —Caaz
= (Gaiaz — 1) <C1<g§§1a321 “ <2a_1il2l> .
Cearaz—1
Fiir das Produkt (¢,a) = (¢1,a1) - (2, a2) sollte dann gelten:
— a10z 1 — Cearaz 1 - Gaiaz
¢ 17@* 2 = (16 77@ = GG 7<2i 2,
Gearaz — 1 Cearaz — 1 1 — Coaraz
0 - 1 a; —Gaz 1 (eajag —1 a; — (aaz
G e B N =
¢ 7 Caraz —1 G G —aa Cearaz — 1

a1 — (202 _ (aaz — ay

G—amaz (o —aiag
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Hier ist noch eine Anwendung des Lemmas von Schwarz und der Automorphismen ¢, :

LEMMA (Schwarz-Pick). Ist f : E — E holomorph, so gilt

()
1= [f(@)F = T—[aP

fiir alle a € E.

Beweis: Durch
F(z) =¢f@a)0 fopa
wird eine holomorphe Funktion F': E — E definiert. Es ist
F(0) = 0100 (F(2a0))) = o5 (£ (@) = 0.

Wir koénnen also das Schwarzsche Lemma anwenden. Mit

jal* —1

(@z —1)2
erhalten wir mit der Kettenregel fiir das Differenzieren

F(0) = @hay(f(#a(0) - f(9a(0)) - 06(0) = ¢y (f(a) - /() - ,(0) =

Po(2) =

_ @P =1 e :w./a.az_ )
- @ P - = R @) - )
- f(a ‘CL|2—1 — (a 1—|a|2

= SO faE= = TreE

Das Schwarzsche Lemma liefert |F’(0 )| < 1, woraus sofort die Behauptung folgt. m

Anwendungsbeispiel: Sei a € (—1,1), also a € R mit |a|] < 1. Wir betrachten

U, =E\ [a,1).
Aus E wurde also die Strecke [a, 1) entfernt. Wir wollen zeigen, dass
z—a
fz)=~-——
eine biholomorphe Abbildung
U, — Uy

definiert.

An der Gestalt von f sehen wir, dass f € Aut(E) gilt. Nun ist f(1) = 1 und f(a) =0 und f(—1) = —1. Ist
K = RU{oo}, so gilt also f(K) = K. Die Strecke (a, 1) ist eine Zusammenhangskomponente von K\{1, a},
die den Punkt —1 nicht enthélt. Also ist f((a,1)) eine Zusammenhangskomponente von K \ {0,1}, die
den Punkt —1 nicht enthélt. Also gilt f((a,1)) = (0,1). Daher liefert f eine bijektive Abbildung U, — Uy,
woraus die Behauptung folgt.

Bemerkung: Gruppentheoretisch gibt es eine ,schonere* Beschreibung von Aut(E). Wir betrachten
G = {(:}L Z) S GLQ((C) : \u|2 — |’U|2 = 1} - SLQ(C)

Man rechnet nach, dass es sich um eine Gruppe handelt. Sie wird manchmal mit SU(1, 1) bezeichnet.

SATZ. FEs gilt
uz +v

vz +u

Aut(E) = {z — u,v € C mit ul®* — [v]? =1}

Der Beweis ergibt sich aus folgendem Lemma:
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LEMMA. (1) Sind u,v € C mit |u|®> — |v|* = 1, definiert man
C = 725 a = 737
u
so gilt
uz +v zZ—a

=1, <1 d = .
<l la b vz+u az —1

(2) Sind (,a € C mit |¢| =1 und |a| < 1, schreibt man ¢ = ¢ (mit o € R), definiert man

1 L e
U= —=-1-€'2, v=—ua,
V1-—laf?
so gilt
z—a_uz+v
az—1 ©vz+u

lul> = [v]2=1  wund ¢

Beweis:
(1) Seien u,v € C mit |u|? — [v|> =1 und f(z2) = %ji% Dann gilt:
uz+v w2+ u, z2—(=2)
f(Z) - — = ="'7 = (7:) T
vz+u  u Zz+1 u (—5)2'—1
Setzen wir
C = 727 a=——
u U
so erhalten wir
z—a
fe) =%
Es gilt auflerdem
I€]=1 wund |a|= [v <1
|ul
(2) Esist
_ 1 ( ) 772% u i- e’% ip C
u = —i)-e ', —=—"2-=—¢¥=—(.
1—|al? U —j-ei%
Also:
u=—Cu, v=-—ua=_ua.
Damit ergibt sich
uz+v  —Quz+Cua —Cu z—a = —(u z—a
vz+u Zuﬁz — Zu Zu az—1 Z (=Cu) az—1
B z—a
N az —1
und
1
ul? = |ol* = [ul* = ul*[al]* = |ul? - (1~ |a]?) = T—jaf (1—laf*) =1.

Damit ist alles gezeigt. B
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3. Die Automorphismen der oberen Halbebene - Aut(H)

Uberlegungen:
(1) Wir kennen

Aut(E):{zHC.f;al;a,Ce(Cmit la] <1 und (| = 1}.
az —

Ist f(z) = (- £=%,s0ist ( = —f(0) und @ = f~(0), ¢ und a sind also durch f eindeutig

z—1"
bestimmt. Wir schreiben
z—a

wealz) = ¢ az—1

(2) Wir wissen, dass
Z—1

AMNH—-E, 2z+— -
Z+1

biholomorph ist. Es folgt
Aut(H) = {A P oprqaoA:a,¢ €Cmit|a| <1und [¢| =1}

(3) Es gilt
ARU{oc})={2€C:|z| =1}
und
vea{z€C:z|=1}) ={z€C:|z| =1}
Es folgt

(A toweaoN)(RU{x}) =RU{co}.
(4) Wir wissen, dass sich die Mobius-Transformationen f mit f(R U {oco}) = RU {oo} schreiben

lassen als

az+b .
flz)= 1 d mit a,b,c,d € R und ad — bc # 0.

(a,b,c,d sind nur bis auf eine Konstante bestimmt.) Es ist

(5) Sei
f(z) = azi—z mit a,b,c,d € R.
cz
Es ist
) = ai+b  (ai+b)(—ci+d) (ac+bd)+i(ad—bc)
YT d+d (citd)(—citd) i + d? -
ac+bc . ad—bc

it d? U lardP
Es muss Im (f(i)) > 0, also ad — bc > 0 gelten. Dies liefert folgenden Satz:

SATz. Fir die Automorphismengruppe der oberen Halbebene H = {z € C : Im (z) > 0} gilt

az+b [a b az+b .
Auwt(H) = {Z'_)cz—l—d'(c d)ESLQ(R)}—{Zb—>Cz+d.a,b,c,dERmztad—bc-l}—

= {z»—) az+b:a,b,c,dERundad—bc>0}.
cz+d

Der folgende Satz macht eine Aussage iiber die Fixpunkte eines Automorphismus von H:

SaTz. Sei f € Aut(H) \ {idg} und f(z) = ‘jjis mit a,b,c,d € R (und ad — bc > 0). Dann gilt:

(1) Ist (a+d)? < 4(ad — be), so hat f genau einen Fizpunkt in H.
(2) Ist (a+d)? > 4(ad — be), so hat f keinen Fizpunkt in H.

Beweis: Ubungsaufgabe. m

Beispiel: Die Translationen f(z) = z +b (mit b € R\ {0}) sind fixpunktfreie Automorphismen von H.
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4. Die biholomorphen Abbildungen H — E

Wir kennen bereits die sogenannte Cayley-Abbildung

z—1

z41

Der folgende Satz beschreibt das Bild der zur reellen Achse parallelen Geraden Im (z) = h unter A:

A:H — E mit A(z) =

SATZ. Fir A : H — E mit A(2) = == und h € R+ gilt

z+1
MzeCim()=h)=fzec: .- o=ty
z :Im (z) = =<z - —| = —— .
h+1 h+1
Das Bild ist also ein Kreis mit Mittelpunkt hL_H und Radius h%_l ohne den Punkt 1.

Beispiele:

1.0+

Beweis: Da A(z) = 2—4__2 eine Mobiustransformation ist, wird fiir A € Rs die verallgemeinerte Gerade
{z€C:Im(z) =h}U{o0}
auf einen Kreis abgebildet, bis auf den Punkt 1 = A(co). Nun findet man fiir € R

) h _ |(@+idh) =i ho | |z+i(h—1) h |
Al +ih) - - “'x+uh+n h+1| -

h+1 (z+ih)+i h+1
B (:U—l—i(h—1))(h+1)—(m+i(h—|—l))h‘_
B (x+i(h+1))(h+1) N

_ x(h+1)+i(h2—1)—xh—i(h2+h)’:

w(h+1)+i(h+1)2

B z—i(1+h) 1
(h+1)(x—|—i(h+1))’_ h+1

r—ih+1)] 1
r+i(h+1)] h+1
Also gilt

)\({ZG(C:Im(z)zh}U{oo}):{zE(C:

L D
Thi|l T hy1f
Mit A(oo) =1 folgt die Behauptung. B

Die Cayley-Abbildung A\(z) = Zi ist ein Beispiel einer biholomorphen Abbildung H — E. Der folgende

Satz beschreibt alle biholomorphen Abbildungen H — E:

SATZ. Die biholomorphen Abbildung H — E werden durch die Mébius- Transformationen folgenden Bauart
beschreiben:

f(z)zcz;g mit ¢ € C,|¢| =1 und b € H.
o
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Beweisskizze: Sei f : H — E biholomorph. Dann ist f o A™! : E — E biholomorph, es gibt also a,( € C
mit |a| < 1, |{| =1 und
1 z—a

(fod™)(z) =¢
Sei b = A7!(a) € H. Setzen wir statt z nun \(z) mit z € H ein, so erhalten wir
_ Az)—a Az) — (D)

z) = oA H(A\(2)) = =(=—= =
J0) = oA =T =G S

az—1

L sEom _2oimimthd) |
briz Bz — i) = (2 +14)
_ b+iz—b
b+iz—1b

Wegen |(%| =1 hat f(z) die behauptete Gestalt. m

5. Die Automorphismen von C - Aut(C)

Diese haben wir bereits bestimmt:

SATZ. Fiir die Automorphismen von C gilt
Aut(C) ={z—az+b:a,be C,a+#0}.






KAPITEL 6

Der Riemannsche Abbildungssatz

1. Einfiihrung

Bemerkungen:

(1) Einfach zusammenhéngende Gebiete G in C lassen sich funktionentheoretisch dadurch charak-
terisieren, dass jede holomorphe Funktion f : G — C eine Stammfunktion besitzt.
(2) Beispiele einfach zusammenhéngender Gebiete in C:

C, H, E, C\Rg, C\I[-1,1],

(3) Ist G ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und f : G — C holomorph, so muss f(G) nicht
einfach zusammenhéngend sein, wie das Beispiel

G=C, flz)=¢, [f(G)=C\{0}

zeigt.
(4) Ist f : G — H eine biholomorphe Abbildung zwischen Gebieten G und H, so gilt:

G einfach zusammenhéngend <= H einfach zusammenhéngend.

Beweis: Wir zeigen dies funktionentheoretisch. Sei G einfach zusammenhéngend. Wir zeigen,
dass auch H einfach zusammenhéngend ist. Sei also h : H — C eine beliebige holomorphe
Funktion. Wir miissen zeigen, dass sie eine Stammfunktion besitzt. Wir betrachten die holo-
morphe Funktion G — C, z — h(f(2)) - f'(2). Da G einfach zusammenhéingend sein soll, gibt
es eine Funktion F' : G — C mit F'(z) = h(f(2)) - f'(2). Wir betrachten jetzt die Funktion
L=Fof t:H—C,also L(z) = F(f~%(2)). Es ist
L'(z) FI(FHE) - (Y @) =h(FFH @) - R - () () =
— (=) (o S () = h2).

Also ist L eine Stammfunktion von h. Dies beweist, dass auch H einfach zusammenhéngen ist.
Die Umkehrung ist dann natiirlich auch klar.

(5) Wir haben bereits einige Beispiele biholomorpher Abbildungen (einfach zusammenhéngender
Gebiete) gesehen:

H--E, H- C\Rc,
(6) C und E sind nicht biholomorph #quivalent. Ist ndmlich f : C — E irgendeine holomorphe
Funktion, so ist diese nach dem Satz von Liouville konstanfc.. )
(7) Das Erstaunliche ist nun, dass es beziiglich biholomorpher Aquivalenz nur zwei Aquivalenzklas-
sen einfach zusammenhingender Gebiete in C gibt. Es gilt ndmlich
C, falls G=C,

G C C einfach zusammenhéingend — G~
E, fallsGCC.

Dies ist im Wesentlichen der Inhalt des Riemannschen Abbildungssatzes:

SATZ (Riemannscher Abbildungssatz). Sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit G # C.
Dann ist G biholomorph dquivalent zu E, d.h. es gibt eine biholomorphe Abbildung f : G — E.

Datei: ftii_ras.tex. Version vom 18.1.2026
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Wir werden spéter noch Varianten des Satzes angeben, bei der zusétzliche Bedingungen an die biholo-
morphe Abbildung f : G — E gestellt werden.
Der Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes wird in mehreren Schritten erfolgen.

2. Reduktion von G C C zu G CE

Wir wollen zunéichst zeigen, dass wir jedes einfach zusammenhéngende Gebiet G C C biholomorph auf
ein einfach zusammenhéngendes Gebiet in E abbilden kénnen. Wir machen dies schrittweise.

LemMA (I). Ist G C C einfach zusammenhdingend und zo € G und z1 € G, so ist f : C — C mit
z—z
f(z) = —

21— 20

injektiv holomorph mit f(z9) = 0 und f(z1) = 1. Insbesondere ist f(G) biholomorph dquivalent zu G mit
0¢ f(G) und 1 € f(G).

Beweis: Klar. &

Das folgende Lemma beniitzt den Logarithmus, um ein einfach zusammenhéngendes Gebiet nach E
abzubilden.

LeEMMA (IT). Sei G C C einfach zusammenhingend mit 0 ¢ G und 1 € G.

(1) Fiira € G sei,q eine ganz in G verlaufende, stiickweise glatte Kurve mit Anfangspunkt 1 und
Endpunkt a. Dann definiert £ : G — C mit

eine injektive holomorphe Funktion mit
=z und V(z2)= % fiir alle z € G.
(2) £: G — C ist eine injektive holomorphe Funktion, £(G) ein Gebiet mit 0 € £(G).
(3) Ist r >0 mit K,.(0) C4QG), so gilt
|¢(z) — 2mi| > r fir alle z € G.

(4) Durch
-

f(Z):m

wird eine injektive holomorphe Funktion f : G — C definiert mit
|f(2)] <1 fir alle z € G.
Insbesondere ist G biholomorph dquivalent zu f(G) mit

f(G) CE.

Beweis:

(1) Da G einfach zusammenhéngend ist mit 0 ¢ G, besitzt die auf G holomorphe Funktion z — %
eine Stammfunktion, die sich wie angegeben beschreiben lisst. Es handelt sich um einen Zweig
des Logarithmus auf G.

(2) Zur Injektivitiit: Sind 21, 2o € G mit £(21) = £(2y), so folgt sofort z; = /(1) = f(22) = 2, was
die Injektivitit beweist. Der Satz von der Gebietstreue liefert, dass £(G) ein Gebiet ist. Wegen
(1) =01ist 0 € £(G).
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(3) Anngenommen, es gibt ein z; € G mit |€(z1) — 2wi| < r. Da ¢(G) offen ist, gibt es dann sogar
ein zo € G mit |¢(22) — 2mi| < r. Dann ist
U(z2) — 2mi € K,.(0) C 4(G),
es gibt also ein z3 € G mit
E(ZQ) — 2w = 6(2’3)
Es folgt
eE(zQ)—27ri

2o = €'?2) = = (%) = 24

insbesondere also £(z2) = £(z3), was im Widerspruch zu ¢(z2) — 2mi = £(z3) steht. Die Annahme
ist falsch, die Behauptung also richtig.
(4) Aus |4(z) — 27i| > r folgt

< 1 fir alle z € G.

_r
(z) — 2m1
Also definiert f(z) = 7)== €ine holomorphe Funktion G — E. Da £(z) injektiv ist, ist auch

f(2) injektiv. Da f injektiv und holomorph ist, ist f(G) biholomorph &dquivalent zu G, wobei
nun f(G) CE gilt. m

LEMMA (III). Ist G C E einfach zusammenhingend mit a € G, so ist G biholomorph dquivalent zu ¢, (G)
mit 0 € pa(G). (Dabei ist pq(2) = Z=% und p, € Aut(E).)

az

Beweis: Klar. &

LemMA (IV). Ist G € C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, so ist G biholomorph dquivalent zu
etnem Gebiet G CE mit 0 € G.

Beweis: Dies ergibt sich sofort aus Anwendung von Lemma I, IT, IIT auf G. m

3. Funktionen auf einfach zusammenhingenden Gebiete in E

Wir betrachten jetzt einfach zusammenhéngende Gebiete G C E, die die 0 enthalten. Wir suchen nach
injektiven holomorphen Funktionen f : G — E, sodass f(G) moglichst groB ist.

DEFINITION. Fir ein einfach zusammenhingendes Gebiet G CE mit 0 € G definieren wir
Fo =A{f: G — C injektiv holomorph mit f(0) =0 und f(G) C E}
und
Ac ={f'(0)eC: f e Fa}

und

se = sup{[f'(0)| : f € Fa}.

LeMMA (V). Sei G C E einfach zusammenhdngend mit 0 € G.
(1) Fsistidg € Fg und 1 € Ag.
(2) Esist0¢& Ag.
(3) Fir feFoundr,p e R mit0 <r <1 ist
(z>re’?f(2)) € Fo  und e f'(0) € Ag.
(4) Ista € Ag, so gilt

Kjq)(0)\ {0} € Ag.
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(5) Ist 0 > 0 mit Ks(0) C G, so gilt fir f € Fa

1
/
< —
70)] < 3
und
Aq QK%(O)
(6) Es gilt

1

1< < —.

S Sg > 5

Beweis:

(1) Wegen idg € Fg ist 1 € Ag.

(2) Ist f € Fg, so ist f injektiv, also f/(0) # 0. Daher ist 0 & Ag.

(3) Ist f € Fg, sind 7, € R mit 0 < r < 1, so ist auch ¢ mit
g(z) = re'? f(2)

in Fo und '

g'(0) = re™ f(0).

(4) Dies folgt sofort aus (3).

(5) Wegen 0 € G gibt es ein § > 0 mit Ks(0) € G. Sei f € Fg. Wir schreiben f/(0) mit Hilfe der

Cauchy-Integralformeln:
1 f(z)
£ =-— / M)
( ) 21 |z|=6 (Z - 0)2

Wegen f(G) CE und |z| = § kénnen wir fiir z € C mit |z] = § leicht abschétzen:

) _ @l 1
22 182 T 82
Die Standardabschétzung liefert
1 1 1
"0)] < =—- = -270 = ~.
OIS 5 55 2md =
Es folgt
Ag C K% (0).

Daher existiert
s = sup{|a| € A}
und es gilt 1 < s < %. Es folgt
Ag = KS(O) \ {0} oder Ag= KS(O) \ {0}
(6) Dies folgt aus (1) und (5).

Das folgende Lemma dient nur zur Vorbereitung des nichsten Lemmas. Wir suchen fiir ein einfach
zusammenhéngendes Gebiet G C E mit 0 € G eine Funktion ¢ € Fg mit [¢'(0)] > 1.

LeEMMA (VI). Ist G C E einfach zusammenhdingend mit 0 € G und a € G, so definiert

¥(2) = ¢ a(V pal(2))
eine injektive holomorphe Funktion mit
G(G)CE, 0ew(G) und [(0)> 1.
Dabei ist z — \/z eine Wurzel auf der einfach zusammenhingenden Menge ¢,(G), die die 0 nicht enthilt.

Beweis:

(1) Die Funktion
z—a

va(z) = =
az — 1
hat keine Nullstelle in G. Auch ¢, (G) ist einfach zusammenhéngend, enthilt aber nicht die 0.
Also gibt es eine holomorphe Wurzel auf ¢, (G), die wir einfach mit v/ bezeichnen.
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(2) Esist
,  (az—-1)—(z—a)a la]? — 1
Pal2) = @z —1)2 @ -1
¢, (0) = la]* -1,
O e N 7 e B
Soa( ) = (6@—1)2 - (\a|2—1)2 - |a|2—1'

Die Funktion z — 1/p4(2) bildet 0 auf \/a ab. Daher gilt fiir

¥(2) = ¢ ya(Vea(2))
¥(0) = 0. Es ist

!/ . / . 1 . ! 2
¥() = (Vo) g (2
O = a0 g h0) = aVa) 5 (1) =
- #.L.(M?_l): a? =1 _ 1+]a]
VaP 1 27 (al-1)-2/a  2/a

Es ist
Val* =|va-Va| =al, also |[Va|=+/]al.
Daher folgt
vy LHlal o 1=2/lal+1a] _ . (1—+/la])?
[¥'(0)] = =1+ =1+
2/l 2¢/lal 2y/lal
Dies beweist die Behauptung. B

> 1.

LemMA (VII). Sei G C E einfach zusammenhingend mit 0 € G und f € Fqg. Ist f(G) C E, wdihlt
man a € E\ f(G) und ¢ passend zu f(G) und a wie im letzten Lemma, so ist g = o f € Fg mit

lg'(0)] > [(0)]-

Beweis: Fiir g =1 o f gilt:
also wegen [¢'(0)| > 1
wie behauptet.

LEMMA (VIII). Sei G C E einfach zusammenhingend mit 0 € G. Ist f € Fg mit |f'(0)] = sq, so gilt
f(G) =R, also ist G biholomorph dquivalent zu E.

Beweis: Dies folgt aus der Definition von sg und dem vorangegangenen Lemma VII. B

4. Warum gibt es eine Funktion f € Fg mit |f'(0)| = sg

Im Beweis des folgendes Lemmas spielen die frither bewiesenen Sétze von Montel und Hurwitz eine
wesentliche Rolle.

LEmMA (IX). Sei G CE ein einfach zusammenhdngendes Gebiet mit 0 € G. Dann gibt es ein
feFe mit f'(0)=sc.
(Dabei ist sg = sup{|¢’(0)| : g € Fa}.)

Beweis:
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e Wir wihlen eine Funktionenfolge (f,)n>1 mit f,, € Fg und
. / _
Jim [ £, (0)] = sa-
Indem wir eventuell f,, durch e*" f,, fiir ein geeignetes ¢, ersetzen, kénnen wir f/(0) = |/ (0)|
annehmen, und damit
nlLH;o f,,/l(O) = SG.
e Die Funktionenfolge (f,)n>1 ist betragsmifBig durch 1 beschrénkt. Nach dem Satz von Mon-
tel existiert eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge. Durch Umbenennung kénnen wir an-
nehmen, dass (f,)n>1 selbst lokal gleichmiflig gegen eine holomorphe Funktion f : G — C

konvergiert.
e Dann konvergieren auch die Ableitungen lokal gleichméiflig gegen f’. Es folgt

£1(0) = lim_£1(0) = sc.

e Die Funktionen f,, sind (nach Voraussetzung) injektiv, also ist nach dem Satz von Hurwitz f

injektiv oder konstant. Wegen f'(0) = sg > 1 ist f nicht konstant, muss also injektiv sein.
o Wegen |f,,(2)] < 1 folgt |f(2)| <1 fiir alle z € G. Gébe es ein zp € G mit |f(z0)| = 1, so wire

f keine offene Abbildung. Es folgt also

f(G) CE.
Aus f,(0) = 0 folgt auch f(0) = 0. Daher gilt
feFa.

Damit ist alles gezeigt.

5. Zuriick zum Riemannschen Abbildungssatz

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Riemannschen Abbildungssatz aus den vorangegangenen
Lemmas folgern.

Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes: Sei G C C ein einfach zusammenhiingendes, von C verschie-
denes Gebiet.
e Zunéichst kann man von G zu einem biholomorph dquivalenten Gebiet G C E mit 0 € G
iibergehen (Lemma IV).
e Fir G C E mit 0 € G haben wir

Fe ={f : G — E injektiv holomorph mit f(0) = 0}
betrachtet und dazu
se =sup{|f'(0)| : f € Fe}.
Lemma VIII besagt, dass G biholomorph #quivalent zu E ist, wenn man ein f € Fg mit
|7'(0)] = s¢ findet.
Lemma IX zeigt, dass tatséichlich ein f € Fg mit |f/(0)| = sg existiert.
e Aus den beiden letzten Aussagen ergibt sich der Riemannsche Abbildungssatz. B

Der folgende Satz ergéinzt den Riemannschen Abbildungssatz:

SaTz (Riemannscher Abbildungssatz II). Sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet.

(1) FEs existiert eine biholomorphe Abbildung f : G — E.
(2) Zu zy € G existiert eine biholomorphe Abbildung f: G — E mit f(zo) = 0.
(3) Zu zg € G existiert existiert genau eine biholomorphe Abbildung f : G — E mit f(z0) = 0 und

f'(20) € Rsg.

Beweis:

(1) Dies haben den Riemannschen Abbildungssatz in dieser Form bereits bewiesen. Sei f : G — E
eine biholomorphe Abbildung.
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(2) Fiir 29 € G ist mit f : G — E auch ¢y, o f eine biholomorphe Abbildung G — E. Diese bildet
zo auf 0 ab.
(3) e Euxistenz: Sei jetzt f : G — E eine biholomorphe Abbildung mit f(z9) = 0. Da f injektiv
ist, ist f'(z0) # 0, wir konnen also schreiben
f'(z0) = re"” mit r > 0 und 0 < p < 27.
Betrachten wir statt f(z) die Abbildung g(z) = e~ f(z), so ist g : G — E biholomorph
mit g(z9) = 0 und ¢'(z0) = r € Rso.
o FEindeutigkeit: Seien f,g : G — E biholomorph mit f(z9) = g(z0) = 0 und f’(20),9'(20) €
R~ . Wir betrachten
p=fog l:E—-E.
Natiirlich ist auch v biholomorph, also ein Automorphismus von E. Aus 4(0) = f(g~*(0)) =
f(z0) = 0 folgt, dass ein ¢ € C mit |¢] =1 und
P(z) = (2
existiert. Aus f = 1 o g folgt
r(
F(e0) = ¥'(a(a0) ' (c0) = 0/(0) =o' en), also ¢ = T2 € R
Zusammen mit || =1 ergibt sich ( = 1, also psi(z) = z, und damit f = g, wie behauptet.
Damit ist alles bewiesen. B







KAPITEL 7

Meromorphe Funktionen auf C

1. Meromorphe Funktionen

Wir beginnen mit der Erinnerung an ein paar Begriffsbildungen und Sprechweisen:

(1) Eine Teilmenge M heifit diskret in C, wenn zu jedem z € C eine offene Umgebung U, von z
existiert, sodass M NU, = 0 oder M NU, = {z} gilt. (Jede kompakte Teilmenge von C enthélt
dann nur endlich viele Punkte von M.)

(2) Eine meromorphe Funktion auf C besteht aus einer diskreten Teilmenge L von C, sodass
f:C\ L — C holomorph ist und f in den Punkten von L Pole hat.

(3) Ist f eine auf C meromorphe Funktion und hat f in zp einen Pol der Ordnung m, so hat die
Laurentreihenentwicklung von f in zy die Gestalt

_ a_m a—m+1 . a—1 _ _ 2
f(z) = (z—zo)m+(z—zo)m—1 + +Z_Zo+ao+a1(z z0) +az(z — z0)* + ...
Dabei heif3it a a a
Ht — —m —m+1 —1
(£,20) (z — z0)™ + (2 — 29)m1 Tt Z— 20

der Hauptteil von [ in zp. Definiert man ein Polynom P(z) durch
P2)=a_1z4+a_ 92>+ -+ a_p,2™,

so ist der Hauptteil von f in 2 einfach P(=2—). Man beachte, dass P(0) = 0 ist.

Z—Z0

Wir wollen uns die Polstellen zusammen mit den Hauptteilen einer meromorphen Funktion anschauen.

Beispiele:

(1) Die rationale Funktion
- 225 4+ 2+ 283422 -2+ 1
- 25+ 23

f(2)

hat wegen
P+ B =23+ =22 —0) (2 +19)
Polstellen in 0, ¢ und —i. Man findet die Zerlegung (Partialbruchzerlegung)

1 1 1 i
=9 - 2 2 .
Iz +(z3 z2>+zi+z+i

An dieser Darstellung kann man sofort die Hauptteile ablesen:

1 1 1 1
H =~ ——, Ht(f,i)=—2—, Ht(f, —i)=—2—.
(2) Wir betrachten die auf C meromorphe Funktion f(z) = Sinl(z). Die Polstellen sind die Zahlen
7k mit k € Z.
e Fiir k = 2m mit m € Z gilt
. z—m-2m . z—T-2m . z
lim ———— = m ———F =1m——=
z—m2m  sin(z) z=m2msin(z — 7 - 2m)  z—0 sin(z)

Also ist der Hauptteil von f(z) in 7 - 2m
1
z—m-2m’

Datei: ftii_meromorph.tex. Version vom 3.2.2026
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e Fir £k =2m + 1 mit m € Z gilt
sin(z) = sin((z—7-2m+1))+7-2m+1)) =
= sin(z—7-(2m+ 1)) cos(m - (2m + 1)) + cos(z — 7 - (2m + 1)) sin(7 - (2m + 1)) =
= sin(z —7- (2m+ 1)) cos(w) = —sin(z — 7 - (2m + 1)).
Damit erhélt man

) z—m-(2m+1) . z—m-(2m+1)
lim ———— = lim - =
z—m-(2m41) sin(z) 2o (2m+1) —sin(z — 7 - (2m + 1))

z
= lim ——— = -1
sy —sin(z)

Der Hauptteil von f(z) in 7 - (2m + 1) ist also
[
z—m-(2m+1)’

Zusammengefasst erhélt man fiir den Hauptteil von f(z) = ﬁ ink-m, ke

1 _ (=t

(3) Die Funktion ﬁ hat genau in den ganzen Zahlen Polstellen. Im letzten Beispiel sahen wir,

dass die Laurentreihenentwicklung von ﬁ in k-7, k € Z, so aussieht:

L (=" JrZaj(sz%T)j

sin(z) z—k-w =

Ersetzen wir z durch 7z, so ergibt sich

L O

Zaj(wz—k-ﬂ)j,

sin(rz) wz—k-7 *

j=>0
also
m (*1)]c j+1 j
— . AV
sin(rz)  z—k * Z a; - ® (2 k)
j=>0
Daher ist

7T (=D*
H = fii Z.
t (sin(wz)) k" ke

Wie weit bestimmen Pole und Hauptteile eine meromorphe Funktion?

SATZ. Seien f und g meromorphe Funktionen auf C. Dann sind folgende beiden Aussagen dquivalent:

(1) f und g haben die gleichen Polstellen und in allen Polen die gleichen Hauptteile.
(2) f=g+h fir eine ganze Funktion h auf C.

Beweis: = Es ist Ht(f — g) = 0 in allen Polstellen von f und g, also hat f — g in allen Polstellen von f
und g hebbare Singularitdten, also ist f — g eine ganze Funktion.

<= Da die Addition einer in zy holomorphen Funktion nichts an den Hauptteilen in zy &ndert, folgt die
Behauptung. ®

Wir wollen jetzt folgender Problemstellung nachgehen: Gegeben sei eine diskrete Teilmenge {z1, 22, 23, ... }
von C und fiir jedes z, ein Polynom P, mit P, (0) = 0. Gibt es eine auf C meromorphe Funktion f mit

1
Polstellen(f) = {#1,22,23,...} und Ht(f, z,) = P,(——) firallen?

Z—zp
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2. Meromorphe Funktionen mit nur endlich vielen Polen

Seien z1, ..., 2, paarweise verschiedene Punkte in C und P;(2),..., Py, (2) nichtkonstante Polynome mit

P;(0) = 0. Dann ist

£2) = Pl )+ + Pl =)

eine auf C meromorphe Funktion mit den Hauptteilen P(i) in z;. Jede andere auf C meromorphe
J
Funktion mit den gleichen Polstellen und Hauptteilen hat dann die Gestalt

.

zZ—2 Z— Zm

Py( ) + g(2) mit einer ganzen Funktion g(z).

Kann man eine solche Konstruktion auch mit unendlich vielen Punkten machen?

3. Meromorphe Funktionen mit unendlich vielen Polen

Wir beginnen mit ein paar Beispielen.

Beispiele:
(1) Suchen wir eine meromorphe Funktion f mit Polstellen(f) = Z und

(-1)"

zZ—n

Ht(f,n) = fir n € Z,

so haben wir dazu bereits eine Funktion gefunden, ndmlich
7r
f(z) =

(2) Gibt es eine meromorphe Funktion f mit Polstellen(f) = Z und

sin(mz)’

Ht(f,n) = firneZ?

z—n
In Analogie zum Fall mit nur endlich vielen Polstellen kénnte man schauen, ob man nicht einfach

die Reihe
Z :
z—n
neZ

wiéhlen kann. Allerdings ist nicht klar, wie man ) _, zu lesen hat. Man kénnte die Reihe als

=1 =1
;z+n+n;0z—n

1

— schon fiir alle z € R>(, weswegen dieser Ansatz nicht

interpretieren. Leider divergiert Y - |
sinnvoll ist.

(2’) Man kann mit Hilfe von (1) auch die Aufgabe in (2) losen: Es ist cos(mn) = (—1)" fir n € Z,
woraus mit den vorangegangenen Ergebnissen folgt, dass

fle)=m
genau in den ganzen Zahlen Polstellen hat mit den Hauptteilen

1
Ht <7TCOS(7TZ) n) = fir z € Z.

sin(7z)’ z—n

cos(7z)

sin(7z)

Da die Kotangens-Funktion durch cot(z) = zif((jg definiert wird, kann man auch
Hi (r cot(2), n) — fiir n € Z
(mwcot(mz),n) S, firn

schreiben.
Da man natiirlich nicht hoffen kann, alle moglichen Hauptteilvorgaben durch bekannte Funktionen 16sen
zu konnen, werden wir den Reihenansatz weiterverfolgen.
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4. Konvergenz von Reihen meromorpher Funktionen

Wir wiederholen eine Reihe wichtiger Aussagen.
Ist f, : G — C eine Folge von Funktionen, so kann man die zugehorige Reihe

k=Y fo=fo+hi+fat...
n=0

n>0

betrachten, die formal tiber die Folge der Partialsummen

(7).,

definiert wird. Die Begriffe gleichmé8lige Konvergenz, lokal gleichmiflige Konvergenz und kom-
pakte Konvergenz iibertragen sich dann direkt von den Funktionenfolgen auf Reihen.

Beispielsweise konvergiert die Reihe ) -, f, lokal gleichmiBig gegen eine Funktion f : G — C, wenn
es zu jedem zy € G eine Umgebung U gibt, beispielsweise U = K,.(z), sodass zu jedem & > 0 ein N,
existiert mit der Eigenschaft:

N
Z fn(z) — f(2)| < e fiir alle N > N, und alle z € U.
n=0

Aquivalent dazu ist, dass es zu jeder kompakten Menge K C G und jedem e > 0 ein N, gibt mit

N
an(z) — f(#)| < e fiir alle N > N, und alle z € K.
n=0

Fiir die Anwendungen ist folgender Konvergenzbegriff wichtig.

DEFINITION. Eine Reihe Y, fn von Funktionen f, : G — C heifit normal konvergent (in G ), wenn
es zu jedem zy € G eine Umgebung U C G und eine Folge (M,,)n>0 (mit M, € R>q) gibt mit

|fr(2)| < M, fir alle z € U und ZM" < 00.

n=0

LEMMA. Fine normal konvergente Reihe Y f, von Funktion f, : G — C konvergiert absolut und lokal
gleichmafig. Die Reihe kann beliebig umgeordnet werden ohne Konvergenz und Grenzwert zu dndern.

Beuweis: Sei zy € D beliebig gegeben. Dann gibt es 7 > 0 und eine Reihe Y 2 M,, < oo mit M,, € Rxo,
sodass gilt
|fr(2)| < M, fir alle z € K,(20).

(1) Die absolute Konvergenz ist klar:

S ()] < 30 M, < .
n=0 n=0

Da absolut konvergente Reihen konvergieren, gibt es eine Funktion f : D — C mit
> fal2) = f(2).
n=0

(2) Fiir die lokal gleichmiiflige Konvergenz zeigt man, dass das Cauchy-Kriterium (fiir lokal gleichm#8i-
ge Konvergenz) erfiillt ist.

(3) Da man absolut konvergente Reihen beliebig umordnen kann ohne Konvergenzverhalten und
Grenzwert zu dndern, folgt auch die letzte Aussage. B
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Beispiel: Die Reihe

00 _1)»
>

konvergiert lokal gleichméfig in C \ N, ist aber nicht normal konvergent (Ubungsaufgabe).

SATZ (Weierstrass). Sei G C C offen und f,, : G — C eine Folge von holomorphen Funktionen, sodass
die Reihe Yo7 fn in G mnormal konvergiert.

(1) Die Reihe Y . fn konvergiert gegen eine holomorphe Funktion f : G — C.
(2) Die Reihe der Ableitungen > o f1, konvergiert gegen f'.
(3) Die Reihe Y-, f1 konvergiert normal.

Beweis:
(1), (2) Die Partialsummen

N
SN = an
n=0

sind ebenfalls holomorph und konvergieren nach dem vorangegangenen Lemma lokal gleichméBig
gegen f. Daher ist f holomorph nach einem vorangegangenen Satz und

N—oc0

N e’}
flz)= lim Y fl(z) = ful2).
n=0 n=0

(1) Warum liegt bei den Ableitungen normale Konvergenz vor? Sei zp € G beliebig vorgegeben.
Dann existiert r > 0 mit K, (zp) € G und eine Folge M,, € R>¢ mit

|frn(2)| < M, fiir z € K,(z0) und Z M, < occ.

n=0

Fiir a € Kz (20) und z € 0K, (z9) gilt

ror
|z—a|:\(z—zo)—|—(zo—a)|2|z—zo|—|zo—a|>r—§:§,
also
1 4
(z—a)?| — r?’

Die Cauchy-Integralformel fiir f} (a) lautet

PN e
f1(a) /|| e

T 2mi z—a)?
und ldsst sich fiir a € Kr(20) wie folgt abschétzen
1 4 4
4 < — M, — -2nr=M, - —.
Fola)| < g Mo~ 200 = My

Daraus folgt sofort die normale Konvergenz von Y >/ f/. ®

SATZ. Die Reihe Y o7 | = konvergiert normal in {z € C : Re(z) > 1}. Die Grenzfunktion wird Rie-

n=1 n*
mannsche Zeta-Funktion ((z) genannt, also

(Dabei ist - = e~*108m)

Beweis:
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(1) Fir z € C und n € N gilt nach Definition

1 1 —logn-z —log n-(Re (2)+4iIm (z)) 1 —i-log n-Im (z)
Ezezlogn =€ ¢ =¢€ ¢ :nRe(z) "€ ¢ ’
also
11
; " pRe(2)”

(2) Seinun zg € {z € C:Re(z) > 1}. Wihle ein ¢ > 0 mit
1 <1+d < Re(z).

Dann ist zg € {z € C: Re(z) > 146}, d.h. {z € C:Re(z) > 1+ d} ist eine offene Umgebung
von zg. Fiir alle z € {z € C: Re(z) > 14 6} gilt

1 1 1

—| = < .
n? nRe(z) — pl+d

Da bekanntlich folgende Reihe konvergiert

=1
> niFs <%
n=0

erhalten wir sofort die behauptete normale Konvergenz. m

Bemerkung: Ist L C C eine diskrete Teilmenge von C, hat man fiir jedes a € L einen Polynom P,(z)
(mit P,(0) = 0) und einen zugehorigen Hauptteil P,(-1-), so kénnte man die Reihe

1 .
E P,( P a) oder allgemeiner E fa(z)
a€L a€Ll

betrachten. Allerdings ist nicht klar, wie man ) ., lesen soll, da wir {iblicherweise _, oo oder >
verwenden. Da L aber diskret ist, ist L abzéhlbar, d.h. wir kénnen die Elemente von L durchnummerieren:

L= {al,ag,ag,...}.

Wir koénnen dann definieren

Z fa(z) = Z fan (2)-

a€Ll
Wenn die Reihe rechts normal konvergiert, kénnen wir die Reihe umordnen. Dann ist ) ., definiert
unabhingig von der Aufzéhlung von L.

Beispiel: Wir wollen zeigen, dass die Reihe

auf C\ Z normal konvergiert.
e Sei R > 0. Dann gilt fiir |z| < R und alle n € Z mit |n| > 2R

1 1
[z =nl 2 n| = 2| 2 In| = B 2 |n| = S|n| = 3|nl,
und damit
1 1 4
(z=n)?| = Yn2 02
e Sei nun n1,n9,n3, ... eine Aufzidhlung der ganzen Zahlen. Wir wollen zeigen, dass
>t
= (z—my)?

normal konvergiert.
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e Sei K C C\ Z eine beliebige kompakte Menge. Sei R > 0 mit K C {z € C: |z| < R}. Es gibt
dann einen Index jo mit |n;| > 2R fiir alle j > jo. Fiir z € K folgt

oo

1 4
> (z —n,)? §Zﬁ<oo~

j=jo ! j=jo "I
e Da K kompakt ist, gibt es fiir j =1,...,50 — 1 ein M; mit

1
( 2 < M; fiir alle z € K.
Z =Ny
Es folgt
Jj=1 Jj=jo 7

Daraus folgt die normale Konvergenz der Reihe

>
— 2

= (z—n)

Die Funktion stellt also eine meromorphe Funktion dar mit Polen in den ganzen Zahlen und
Hauptteilen
1

G—np

(Stellt die Reihe eine bekannte Funktion dar?)

Bemerkung: Ist L C C eine diskrete Teilmenge von C, ist Pa(ﬁ) ein Hauptteil in a € L, so kann man
schauen, ob die Reihe
1

zZ—aQ

1) =3 Pu

a€Ll
normal konvergiert. Leider ist dies nicht immer der Fall. Man kann aber Polynome @, (z) finden, sodass

10 =% (Pl - ula)

€L

normal konvergiert. Das besagt der Satz von Mittag-Leffler.

5. Der Satz von Mittag-Leffler

Satz (Mittag-Leffler). Sei L C C eine diskrete Teilmenge. Fir jedes a € L sei P,(z) ein von 0 verschie-
denes Polynom mit P,(0) = 0. Dann existieren Polynome Q. (z) fir a € L, sodass die Reihe

10=% (Rt -ae)

acL

auf C\ L normal konvergiert. f ist holomorph auf C\ L und hat Polstellen in a € L mit

Ht(f,a) = P,( ) fir a € L.

zZ—aQa

Ist g(z) eine weitere meromorphe Funktion auf C mit

Polstellen(g) = L und Ht(g,a) = Py( ) fiir a € L,

zZ—a

so gibt es eine ganze Funktion ¢ : C — C mit
9(2) = f(2) + ¢(2).

Beweis:
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Wir kénnen annehmen, dass L unendlich ist, da der endliche Fall schon behandelt wurde. Wir
nummerieren die Elemente von L:
L= {al,ag,ag, N }
Statt P,, (z) schreiben wir einfach P, (z).
Wir betrachten den Fall a,, # 0. Die rationale Funktion
1
)

z— P
z— ap
ist holomorph in K|,,|(0). Wir entwickeln die Funktion in eine Potenzreihe um 0:

oo

P, ( ! ):chzk.

Z 7 On k=0

(Natiirlich héngt ¢ von n ab.) Der Konvergenzradius ist |a,, |, insbesondere konvergiert die Reihe
dann absolut fiir %, d.h.

o] an
S ler (5] < oo,
k=0

Es gibt dann ein d,, € Ny mit

o0
>l < 5
k=dn+1
Definieren wir
dn
Qn(z) = chz )
k=0
so folgt fiir 2] < 1ay,|
1 o0 oo
— k k
PC) - @@ = | 3 afs 3 lalds

IA
o
ol
—
Q
EN
S~—
=
A\
N
3

Zusammengefasst: Wir haben (im Fall a,, # 0) Polynome @, (z) so gewihlt, dass gilt
1
5 an) - Qn (Z)

Im Fall a,, = 0 withlen wir Q,,(z) = 0.
Sei nun R > 0 beliebig. Wegen der Diskretheit von L gibt es einen Index Ni € N mit

P, (

1
R< §|an| fiir alle n > Np.
Ist |z| < R, so folgt fiir n > Np
1

und damit ) )
\Pn(ﬁ) —Qn(2)] < on fiir |z2| < Rund n > Ng.
Sei nun K C C\ L eine beliebige kompakte Menge. Da Pn(ﬁ) — Qn(z) auf C\ L holomorph
ist, ist
1
zZ—anp
Wegen der Kompaktheit von K gibt es ein R > 0 mit

K C{zeC:|z| <R}

My ,n, = sup{|P(

) —Qn(2)]:z€ K} < .
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Dann gilt aber

1 1
| P, ( ) — Qn(2)| < — fiir z € K und n > Np,
Z— Qn 2n
und damit L
MK,n S 27 fir n Z NR.
Fiir z € K folgt
0o 1 [ Nr—1 ) 1
> Pa(=5) — @nl2)l < D Min < Y Mgt D 5p <00
n=1 n=1 n=1 n=Npgr
Dies beweist die normale Konvergenz der Reihe
> (Pt )~ @u).
— Z— ay
Der Rest ist klar. B
Beispiel: Wir suchen eine meromorphe Funktion f(z) auf C mit
Polstellen(f) =Z und Ht(f,n) = fir n € Z.

z—n
e Wir haben schon angedeutet, dass die Reihe

1
Zz—n

nez

nicht ,,schén“ konvergiert. Deswegen versuchen wir, wie im Beweis des Satzes von Mittag-Leffler
vorzugehen.

e Fiir n = 0 soll der Hauptteil % sein. Wir lassen ihn einfach stehen.

e Sein € Z\ {0}. Wir betrachten die Taylorreihe von —— in 0:

n

1 1 1 1 z 22 28
= -=. =—=(1+2+5+5 4.0 ) =
z—n n 1-2 n ( n n? nd )
1 1 1 1 .
= —E—ﬁz—ﬁzz—ﬁzs—...
Wir wihlen @,,(2) = —1 und miissen daher
1 1
z—n  n
untersuchen.
e Fiir n # 0 betrachten wir
1 I n+(z-—n) z
z—n n  (z—n)n  n(z—n)’

Fiir R >0, |z2| < R und |n| > 2R gilt

1 1
2=l 2 [n] = |21 2 |nl = & > [n| — 2fnl = 2pnl,
also
1 IS z B | 2] 2R
z—n  n| |n(z—n)| |n|lz—n|] = |n|?"

e Da anl # konvergiert, folgt wie im Beweis von Mittag-Leffler, dass die Reihe

@i+ T (5+0)

n€Z\{0}

normal konvergiert. Daher definiert f(z) eine meromorphe Funktion auf C mit

fir n € Z.

Polstellen(f) =Z und Ht(f,n) =

Z—nNn
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cos(mz)

o Wir wissen, dass g(z) = T () die gleichen Pole und Hauptteile hat wie f(z). Es gibt daher
eine ganze Funktion ¢ : C — C mit

s (e h) - o

neEZ

Was kann man iiber ¢(z) sagen? (Tatséichlich kann man zeigen, dass ¢(z) = 0 ist. Einen (nicht
offensichtlichen) Beweis findet man in der 4. Auflage des Funktionentheorie-Buches von Hurwitz
auf Seite 122. Einen anderen Beweis findet man in ,, Grundkurs Funktionentheorie“ von Fritzsche
auf den Seiten 202-205.)

Wir geben eine theoretische Anwendung des Satzes von Mittag-Leffler:

SATZ. Seien f,g ganze Funktionen ohne gemeinsame Nullstelle, d.h. {z € C : f(z) = g(z) = 0} = 0.
Dann existieren ganze Funktionen A, B mit

Af + Bg = 1.

Beweisskizze:

e Ist g identisch 0, so hat f keine Nullstellen, also ist % eine ganze Funktion und wir kénnen
A= % und B = 0 wahlen.
e Sei also g nicht identisch 0. Wir nummerieren die Nullstellen von g:

{ZE(Cg(Z) :0} :{bl,bg,bg,}

Wegen f(b,) # 0 und g(b,) = 0 hat ﬁ einen Pol in b,. Mit Mittag-Leffler finden wir eine
meromorphe Funktion M mit

1

Polstellen(M) = {by,ba,b3,...+ und Ht(M,b,) = Ht(f—,
)

b).

e Die Funktion M — ﬁ ist dann holomorph in b,,. Wir definieren

A=Mg und B:f(Mfi)f:foJrl.
fg g

Sowohl A als auch B sind ganze Funktionen und leisten das Verlangte. B

6. Doppeltperiodische Funktionen - elliptische Funktionen

DEFINITION. FEin Gitter in C ist eine Teilmenge der Gestalt
L = {mwy + nwy : m,n € Z},

wobei wy,ws eine R-Basis von C ist. Dabei nennt man wi,ws auch eine Gitterbasis.
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Die folgenden Bilder zeigen Gitter in C.

LEMMA.

Beweis:

(1)

wh

—4 —4
. . . . .

Sei L C C ein Gitter. Dazu sei fiir n € Ny
L,={weL:n<|z|<n+1}.
L ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von C.
L ist eine diskrete Teilmenge von C, weswegen auch
5— %min{|w| cwe L\ {0})

wohldefiniert und positiv ist.
Fiir w,w’ € L mit w # W' gilt

Ks(w)N Ks(w') = 0.
Firne N undn >0 ist

U Ksw)
w€Ly
eine disjunkte Vereinigung und
U Ks(w)C{zeC:n—-06<|z|<n+1+6}.
weL,
FirneN undn >0 ist
60 + 3
2

|Ln| <

Es gilt die Konvergenzaussage

1
O[GR>2 — Z W<OO

Dies folgt aus

(OEL), (w,w’eL:>w+w’€L) und <w6L=>—weL).

97

Sei wy,wy eine Gitterbasis von L. Dann ist wy # 0 und % ¢ R, es gibt also a,b € R mit b # 0

und 5—? = a + bi, und damit

L = {mwy +nws : m,n € Z} = {w1(m +n(a+bi)) : m,n € Z}.
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Fir m,n € Z und R > 0 gilt:

wi(m -t n(a+b))| <R <= |(m+na)+nbi| <

||
2
— (m+na)?+n??< o =
wi
2 R2
— < 5 und (m+na)2 < 5 — n’? =
|t | s |
R
— In| < und |m + na| < 5 —ni? =
1] | | |
R
<— |n| < —— und
1] |

R? R?
—na — 4/ o n?b? <m < —na+ 4/ g n?b2.

Dies zeigt, dass nur endlich viele Gitterpunkte im abgeschlossenen Kreis Kr(0) liegen. Da R
beliebig grofl gewihlt werden kann, folgt die Behauptung.
Wire z € K5(w) N Ks(w'), so wiirde folgen

w—w|=|(w-2)+(z-W)|<|z—w|+]z - <5+ =26,

ein Widerspruch zur Definition von 4.
Die Disjunktheit der angegebenen Mengen folgt aus (3). Sei nun w € L,, d.h. n < |w| <n+ 1.
Dann gilt fir z € Ks(w):

|z —w|<d = >jw—z>w -zl >n—-]z] = n-§<]z|,
lz—w|l<d = |zl=|¢C—w +w<|z—w|+|w<d+n+1,
zusammengefasst:
|z —w|<d = n-0<|z|<n+1+0.
Daraus ergibt sich
Ksw)C{zeC:n—-6<|z| <n+1+4d},

und damit die Behauptung.
Wir berechnen Flichen:

Flémhe( U K(;(w)) = > 7w =|L,| 7o’

wEL, wELp
und
Flaiche({z € C:n—0<|z| <n+1+4}) =
= an+1+6)>*—7(n—46)7>=
- ﬂ((n+1+5)+(n76))<(n+1+5)f(n—é)) -
= 7m(2n+1)(20 +1)
Da die erste Fliche in der zweiten enthalten ist, folgt
|L| - w62 < m(2n 4 1)(26 + 1),
also

Lo @nD2541) neN 2n4n)(2041) _ 3n-(2541) _ 60+3
nl = 67 = 52 T R

n.
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(6) Mit (5) folgt fiir n > 6
1 1 60 + 3 1 60 + 3 1

D D e

w€Ly, weLnp

Da die Reihe > >, n% bekanntlich fiir o > 1 konvergiert, konvergiert

XY e

n>§ weL,

fiir @ > 2, woraus die Behauptung folgt. m

SaTz. Sei L C C ein Gitter. Dann konvergiert die Reihe

CL(Z)Z%-F <1+1+ZQ>

Z—Ww w w

auf C\ L normal. Die Grenzfunktion heifst Weierstraf3sche ¢-Funktion (;,(z). Die Polstellen von r(z)
sind genau die Punkte von L mit Hauptteil Ht(Cp(2),w) = .

Beweis:
e Es ist fiir w # 0 und |z| < |w]
1 11 1 =28 &
c-w ;'5—1:75. ngEZwk w’”‘l
1 z 2 2k
- ‘;‘ﬁ‘gm’
= 2k 22
;W - w3zwk :w3lf; :wQ(wfz)'
Ist nun R > 0, |z| < R und |w| > 2R, so folgt
Sl e e
=w lw?lw — 2] 7 |wP(lw] = 2]) ~ [w(jw] — R)
R? oR?
w?(lw] = Flwl) — [w]?’
also
L 1, z2| 2’
2w w o w?| T |w?

o Aus der hergeleiteten Abschitzung folgt zusammen mit ) L\{0} ﬁ < oo mit der iiblichen
Argumentation die Behauptung. B

Bei einer normal konvergenten Reihe darf man gliedweise differenzieren und erhélt wieder eine normal
konvergente Reihe.

SATZ. Sei L C C ein Gitter.
(1) Die Weierstraf3sche p-Funktion des Gitters L wird definiert als

p(2) = —C1(2)
und ist gegeben durch die normal konvergente Reihe
1
-3 T (e3)
weL\{0}

p(z) ist eine gerade Funktion, d.h. p(—z) = p(z).
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(2) p(z) ist periodisch beziiglich des Gitters, d.h.
p(z +w) = p(2) fir alle w € L.

(Dies folgt schon aus p(z + wi) = p(z + w2) = p(2), wenn wy,ws eine Gitterbasis von L ist.
Deswegen nennt man solche Funktionen auch doppeltperiodisch.)
(3) Die Ableitung ¢'(z) wird gegeben durch die normal konvergente Reihe

Auch @' (z) ist periodisch beziglich L.

Beweis:
e Da die Reihe fiir {1,(2), also

CL(Z)Z%-F (1+1+Z)

Z—w w  w?

normal konvergiert, erhélt man durch gliedweises Differenzieren die Ableitungen, wobei die
Ableitungen wieder durch normal konvergente Reihen gegeben sind:

oz) = e =s+ 3 ( — wl)

weL\{0}

e Es ist

) = ﬁ > (e )

weL\{0}

1 ersetze w durch —w
= =t Z ( (2 + w)? oﬂ) -

weL\{0}

- ziﬁ > (e o)

weL\{0}

= %Jr > ( o —;>=@(2),

weL\{0}

was zeigt, dass p(z) eine gerade Funktion ist.
e Natiirlich gilt ¢'(z + w) = p'(2) fiir alle w € L. (Bei einer normal konvergenten Reihe darf man
die Summationsreihenfolge abéindern.) Sei jetzt wy,ws eine Gitterbasis von L und

fi(z) = p(z + wj) — p(2) fiir j = 1,2.

Dann ist

fi(2) = ¢'(z +wj) = ¢'(2) =0,
also ist f;(z) = f; konstant. Setzen wir in

p(z +wj) =p(z) + f;
nund z = —%wj ein, so erhalten wir
1 1
@(5%) = P(—iwj) + /-

Da p(z) eine gerade Funktion ist, folgt f; = 0, also gilt

p(z 4+ w) = p(z) fiir alle w € L.

Das war zu zeigen. &



6. DOPPELTPERIODISCHE FUNKTIONEN - ELLIPTISCHE FUNKTIONEN 101

Bemerkung: Wir schauen uns die Laurentreihenentwicklung von p(z) in z = 0 an. Es ist
1 1 1
-5+ X (o)
weL\{0}
also gilt
1
Hi(p(2),0) = —.

Der folgende Satz beschreibt die Laurentreihenentwicklung:

SATzZ. Sei L C C ein Gitter.
(1) Fiirn € N, n > 3 konvergiert die Reihe
1
Go= 2. &
weL\{0}

absolut. G,, heifst Eisensteinreihe.
(2) Fliir ungerades n > 3 ist G, = 0.
(3) Die Weierstrafische p-Funktion zum Gitter A hat folgende Laurentreihenentwicklung um 0:

1 |« n
p(z) = = + Z(2n + 1)Gopy22®™.

n=1
Beweis:
(1) Wir haben zuvor gezeigt, dass fiir o € Rso gilt
Z i < o0.
weL\{0} |w|a

Daraus ergibt sich die Behauptung.
(2) Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe fiir G,, kénnen wir w durch —w ersetzen und erhalten

> 1 5 1 -y 1 .
w (—w) w
wel\{0} wel\{0} wel\{0}

Im Fall n =1 mod 2 folgt G,, = —G,,, und damit G,, = 0.
(3) Wir betrachten die in z = 0 holomorphe Funktion

10=v0-5= ¥ (= 2)-

weL\{0}

Wegen der normalen Konvergenz diirfen wir gliedweise differenzieren:

19 = ¥ (E-ar-k).

weL\{0}

FE o= Y () -w)?

weL\{0}
weL\{0} weL\{0}

weL\{0} weL\{0}

fMz) = Z (=)™ (n+ 1) (2 —w)~ "+,

weL\{0}

() = Z ()" (2 (2 —w) "),

weL\{0}
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Fir n > 1 gilt

(=D

fM%) = D D"+ (z—w) T =l (n+1)~m:
weL\{0} weL\{0}
1
weL\{0}

Es folgt fir n > 1

f(”)(O) — (1) Z

weL\{0}
Damit ergibt sich die Taylorreihenentwicklung
LN () J— .
10 = 10+ X S G
n=1 : n=1

Da aber G, fiir ungerade n Null ist, miissen wir nur iiber gerade n summieren:

oo

f(z) = (2n+1)Gaps22™".

n=1

Daraus folgt die Behauptung. ®



KAPITEL 8

Exkurse

1. Uber Funktionen, die die gleichen Werte an den gleichen Stellen annehmen

Wir beginnen mit einem merkwiirdigen Satz, den wir hier nicht beweisen wollen:

SAaTZ (Nevanlinna - Five Value Theorem). Sind f,g meromorphe Funktionen auf C und gibt es 5 ver-
schiedene Punkte aq,as,as,as,a5 € C mit

F N ag) = 97N ay) fir j=1,...,5,
so gilt schon f =g.

Der Satz mit Beweis findet sich im Buch Meromorphic Functions von W. K. Hayman [H|, Theorem 2.6,
S.48]. Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass 4 Punkte nicht ausreichen um die Gleichheit der Funktionen
Zu zeigen.

Beispiel: Wir betrachten die auf C holomorphen Funktionen
f(z)=¢€¢* und g(z)=e"".
Es gilt
f7H0) = 0=g7"(0),
1) = {2k-wikeZ} =g (1),
) {k+1)-7i:keZ} =g (1),
[7Ho0) = 0=y (c0).

Die Funktionen e und e™% nehmen also die 4 Werte 0,1, —1,00 an den gleichen Stellen an, sind aber
nicht gleich.

Im Folgenden betrachten wir die Fragestellung des Satzes zunéchst fiir Polynome und dann fiir meromor-
phe Funktionen auf C. (Die Beweise orientieren sich an [AS] und [P].)

Bemerkung: Ist f(z) ein nichtkonstanten Polynom (mit komplexen Koeffizienten) und ist fiir a € C
fYa) ={a1,...,aq},
so hat f(z) die Gestalt
f)=a+c(z—a1)®...(z — aq)® mit natiirlichen Zahlen eq,...,eq und ¢ € C\ {0}.

Variiert man ey, ..., eq und ¢, so erhilt man immer noch f~!(a) = {a1,...,aq}. Der folgende Satz sagt,
dass ein Polynom aber durch einen zweiten Wert, also durch f~1(b) fiir ein b # a eindeutig bestimmt ist.

Satz. Seien f,g € C[z] nicht konstante Polynome derart, dass Zahlen a,b € C mit a # b existieren mit
fHa)=g7a) und [fTHb) =g (b).
Dann gilt f = g.

Datei: ftii_exkurse.tex. Version vom 10.2.2026
Datei: ftii_werte.tex. Version vom 10.2.2026
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Beweis: O.E. sei grad(g) < grad(f). Wir betrachten die rationale Funktion F : C — C mit
/ J—
roy - JOUE g
(f(2) —a)(f(2) = b)
Der Zihler-Grad ist sicher kleiner als der Nenner-Grad, woraus F'(co) = 0 folgt. Wir wollen sehen, dass

F keine Polstellen hat. Sei (z — £)¢ ein Teiler des Nenners. Da f(z) — a und f(z) — b teilerfremd sind,
konnen wir o.E. annehmen, dass (z — £)¢ das Polynom f(z) — a teilt, d.h.

f(z) —a=(2—£&)°- h(z) mit einem Polynom h(z).

Dann ist
fl(z) = e(z =) h(z) + (2 = ©)°N'(2),

also teilt (z — €)¢~! das Polynom f/(z). Es ist f(£) = a, also gilt nach Voraussetzung auch g(¢) = a.
Wegen

f(2) =9(z) = (f(z) —a) = (9(2) —a) = (f(2) = f(§)) = (9(2) — 9(£))
teilt z — £ das Polynom f(z) — g(z). Insgesamt folgt, dass (z — §)¢ das Polynom f'(2)(f(z) — g(z)) teilt.
Daher kiirzt sich (z — £)© in F(z) heraus. Also hat F(z) keine Polstellen. Wegen F(c0) = 0 ist F(z) das
Nullpolynom, also f(z) = g(z), wie behauptet. B

Wir betrachten die Situation nun fiir rationale Funktionen, also fiir meromorphe Funktionen C — C. Das
folgende Beispiel zeigt, dass (in obigem Sinn) eine rationale Funktion durch 3 Werte noch nicht festgelegt
ist.

Beispiel: Sei a = 3=V3i ¢ C (Die Zahl « geniigt der Gleichung o — o + % =0.) und

6
_ (z—a)*(¢—(1-20a)) - (=)= (1 —20))
1(z) = 22(2—1) 92 = 2(z —1)2

Dann gilt:
F7H0)=9710), fTH) =97 (1), fTH(o0) =g (o0).
(Der Nachweis der Behauptung ist eine Ubungsaufgabe.)

SATZ. Seien f, g nichtkonstante meromorphe Funktionen auf@, sodass 4 verschiedene Punkte ay,as,az,aq €
C existieren mit

fHa) =g (@), [fH(a2) =g Haa), [ M(az) =g '(as), ['(as) =g '(as).
Dann gilt schon f = g.

Beweis:
(1) Nach einer geeigneten (Mobius-)Transformation kénnen wir o.E.
a1 =0, ag=00, az=a, as=">
annehmen mit a,b € C\ {0} und a # b. Nach eventueller Vertauschung von f und g kénnen

wir 0.E. grad(f) > grad(g) annehmen. Wir schreiben f = % und g = g—; mit teilerfremden

Polynomen f1, fo und teilerfremden Polynomen g1, go.
(2) Die folgenden Uberlegungen brauchen wir im Weiteren nicht. Das Verhalten in oo ldsst ich so
beschreiben
=oo im Fall grad(f1) > grad(f2),

f(0)9 € C  im Fall grad(f;) = grad(fz),
=0 im Fall grad(f1) < grad(f2).
Eine entsprechende Fallunterscheidung gilt natiirlich fiir g. Die Voraussetzung f~1(0) = g=1(0)
und f71(00) = g7 !(c0) liefert dann die Implikationen
grad(f1) > grad(fa) = grad(g1) > grad(gs2),
grad(f1) = grad(fz) = grad(g1) = grad(g2),
grad(fi) <grad(f2) = grad(g1) < grad(gz).
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Fiir € € C gelten die Aquivalenzen:

f1i)=0 = [f(§)=0 <= g=0 <<= ql(§=0,

f0)=0 <= [f§)=x <= g)=00 <= (=0,
fi§) =afa(§) = [ =a <= g)=a <= gl =ag(f),
f16) =bfa(§) = [f(=b = g=b = q(&) =0bg(d).

Mit anderen Worten: Die folgenden beiden Polynome haben jeweils mengenméfig, d.h. ohne
Vielfachheiten, die gleichen Nullstellen:

fi(z) und g1(2), f2(2) und g2(2)
f1(2) —afz(z) und g1(2) — ag2(2), fi(z) —bf2(2) und g1(z) — bga(2).
Wir wollen zeigen, dass folgende Teilbarkeitsbeziehung gilt:
fifa(fr—af2)(fr = bf2) | (fifa — f1fs) - (f192 — fag1)-

Da man von 0 verschiedene Polynome (bis auf eine multiplikative Konstante) als Produkt von
Ausdriicken (z — &)¢ (mit e € N) schreiben kann, geniigt es, folgende Implikation zu zeigen:

(2 =8| fifo(fi —afe)(fr = bf2) = (2= | (fife = frf2)(f192 — fagn).
Da f1 und f5 als teilerfremd vorausgesetzt waren, sind auch die vier Polynome f1, fo, f1 — afs,
f1—bf2 paarweise teilerfremd. Teilt also (z —&)¢ das Produkt f1 fo(f1 —af2)(f1 —bf2), so genau
einen der vier Faktoren. Im Prinzip gibt es also 4 Félle.
(a) Fall (z —&)° | fi: Wir schreiben
f1(z) = (2 = §)°h(z)
und erhalten
fi(2) = ez = ) h(z) + (2 = )°h'(2) = (2 = ) ! (eh(2) + (2 = N (2))
also (z — €)°7! | f{(2). Dies impliziert
(z = [ (fifo = fifo).
Aus z—¢ | f1(z) folgt f1(£) =0, und damit g1 (£) = 0. Also ist & Nullstelle von f1g2 — fag1,

woraus

z =& | fig2 — fagn
folgt. Insgesamt folgt
(2 =8 | (fifa = frf3)(frg2 — fagn)-
(b) Fall (z—&)° | f2: Dies zeigt man genau wie eben. (In (f1 f2 — f1./4)(f192 — f291) kann man
die Indizes 1 und 2 vertauschen ohne den Ausdruck zu éndern.)
(c) Fall (z —&)° | f1 — afo: Wir schreiben
f1(z) —afa(z) = (2 = &)°h(z), also fi(z) =af2(2)+ (z — &)°h(2).
Wie zuvor findet man ein Polynom k(z) mit
fi(z) = afy(z) + (2 = ) k(2).
Es folgt
fife=fifs = (afy(2) + (2 = 7 k(2)) fo2) — (afa(2) + (2 = )°h(2)) f3(2) =
= (2= k(2)f2(2) — (2 = )°h(2) f3(2),
was wiederum
(2= | fifo= Fif5
liefert. Aus z — £ | f1 — afs folgt f1(£) = af2(€), und dieses dann g;(€) = aga (). Also ist
f1(8)92(8) — f2(§)g1(§) = afa(§) - 92(8) — f2(§) - ag2(§) =0,

woraus

z2 =& | fig2 — fagn
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folgt. Insgesamt ergibt sich auch hier

(z =& | (fifa = fif2)(f192 — f291).
(d) Fall (z —&)°| f1 — bfa: Genau wie eben zeigt man
(z =& | (fifo = fif2)(f192 — fa91).
Zusammengenommen erhélt man die Teilbarkeitsrelation
fifa(fi = af2)(fr = bf2) | (fifo — fif)(fig2 — f291).

(5) Durch Vergleich der Grade auf der linken und rechten Seite wollen wir zeigen, dass nur die
Mboglichkeit f1go — fog1 = 0, also f = % = 2L = g bleibt. Sei m = grad(f1), n = grad(f2), also
grad(f) = max(m,n). Wir hatten grad(g) < grad(f) vorausgesetzt, also grad(g;) < max(m,n)
und grad(gz) < max(m,n). Dann folgt

grad(fig2 — fag1) < 2max(m,n).

(a) Fall grad(f1) > grad(fz): Dann gilt
grad(fi) = grad(f1 — af2) = grad(f1 — bfz) = m,
also
grad(f1f2(fi — af2)(f1 —bf2)) = 3m +n.

Da f; und f; unterschiedlichen Grad haben, gilt

grad(fifz — fifs) =m+n—1.
Es folgt

grad(fifo(fi — afe)(fi —bf2)) < grad((fif2 — f1f2)(frg2 — fa01)),
also
3m+n<(m+n-—1)+2m,

ein Widerspruch. Dieser Fall kann nicht eintreten.
(b) Fall grad(f;) < grad(f2): Hier gilt

grad(fz) = grad(f1 — afz) = grad(fi1 — bf2) = n,

also

grad(f1f2(f1 — af2)(f1 — bf2)) = m+ 3n.
Wieder gilt
grad(fifo — fifs) =m+n—1 und grad(figs — f2g1) < 2n.
Wieder erhilt man durch Gradvergleich
m+3n < (m+n—1)4+ 2n,

ein Widerspruch. Auch dieser Fall kann nicht eintreten.
(c) Fall grad(f;) = grad(f2): Nach eventueller Vertauschung von a und b kénnen wir

grad(f1 — afz) = grad(f1) = grad(f2) mit f; —bfo = h mit grad(h) <m
annehmen. Wir erhalten
grad(fifa(f1 — af2)(f1 — bf2) = 3m + grad(h).
Wir schiitzen ab grad(f1g2 — f2g2) < 2m. Nun ist
fifo=fifs = fs+h)fa—Of2+h)fo =N fo— hfy < grad(h) +m — 1.
Also folgt
grad((f1fo — fif2)(fig2 — f2g1)) < (grad(h) +m — 1) +2m = 3m + grad(h) — 1.

Auch hier erhilt man einen Widerspruch.
Wir haben gesehen, dass die Annahme f1g2 — fag1 # 0 zu einem Widerspruch fiihrt. Also folgt
f192 = f291, und damit f = % = gradgi g = g, was wir zeigen wollten. &
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2. Beispiele ausgefiillter Julia-Mengen fiir quadratische Polynome

Ist f(z) € C[z] ein Polynom, so kann man fiir a € C die Zahlenfolge a, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))),..., also
(f™(a))n>0 betrachten. Man kann in diesem Fall die ausgefiillte Julia-Menge von f als

K(f) ={a e C:(f"*(a))n>o ist beschrénkt}
definieren [Sl S.74]. Die Julia-Menge von f ist dann der Rand der ausgefiillten Julia-Menge:

JI(f) = OK(f).

Es folgen ein paar Beispiele mit Polynomen der Gestalt f(z) = 22 + c fiir ausgefiillte Julia-Mengen KC(f).
Die Bilder wurden mit einem einfachen Python-Programm erstellt.

(1) f(z) = 22. Man sieht leicht, dass gilt

K(f)={z€C:|z| <1}

flz)=2"2

-0.25

-0.50

-0.75

-1.00

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 075 1.00

(2) f(z)=22—1.

(3) f(z) = 22 +1. Auf dem mit Python erzeugten Bild ist nichts zu sehen, aber f hat die Fixpunkte
€2™i5 2§ die natiirlich zu K(f) gehoren.

Datei: ftii_julia.tex. Version vom 10.2.2026



108

8. EXKURSE

=025

-0.50

-0.75

-1.00

f(z)=272-0.5

-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5

(5) f(z) =22 —0.5—0.5i.

f(z)=272-0.5-0.5i

f(z)=2"2+(0.36+0.1*)

-0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 0.50 0.75

(7) f(2) = 22 — 2. In Aufgabe 29 wird gezeigt, dass gilt
K(f) =[-2,2].



KAPITEL 9

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1: Die folgenden geschlossenen Kurven (Wege) v kamen in Staatsexamenaufgaben der letzten
Jahre vor. Skizziere sie (mit Umlaufsinn) und bestimme die Umlaufzahlen fiir alle Punkte aus C\ Bild(v).

(1)
—1 4 €2t fiir t € [0, 7]
10,27 = C mit v(t) = ) R
v+ {0, 2] mit (1) {1 — e 2t=m1 fiir ¢ € (7, 27).
(2) Fir R > 1 sei
t fiir t € [0, R],
i [0,2R + 5] C mit ya(t) = § Rt fir t € (R, R+ %],
i2R+ 5 —t) firte (R+%,2R+ 5.

(3) ~ sei der geschlossene Polygonzug, der die Punkte

3 .3 . 3 3 . 3 .
5—21, 5—1—22, -5 b —5—1—2, 5—21
in der angegebenen Reihenfolge geradlinig verbindet.
(4)
v :[0,27] — C mit v(t) = -1+ %eﬂ't.

Aufgabe 2: (Staatsexamen Analysis Herbst 2024, Thema Nr. 1, Aufgabe 2)
Geben Sie jeweils an, ob die folgende Aussage richtig oder falsch ist, und fithren Sie eine kurze Begriindung
oder ein Gegenbeispiel an.
a) Es gibt eine holomorphe Funktion f : C\ {0} — C, so dass e/(*) = 2 fiir alle z € C \ {0} gilt.
b) Sei U C C offen und f : U — C holomorph und nicht konstant, dann ist das Bild f(U) C C
offen.
c) Es gibt keine holomorphe Funktion f : D — C mit |f(z)| = sin(n|z]) fiir alle z € D. (Hier ist
D = {z € C: |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe in der komplexen Ebene.)

Aufgabe 3: Durch
1

f(z) = 21
wird eine holomorphe Funktion f: C\ {1,—1} — C definiert.
(1) Bestimme Typ und Residuum fiir jede isolierte Singularitéit.

(2) Besitzt f eine Stammfunktion?
(3) Besitzt die Einschriankung von f auf C\ [—1,1] eine Stammfunktion?

Datei: ftii_u.tex. Version vom 9.2.2026
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Aufgabe 4: (Staatsexamen Analysis Herbst 2024, Thema Nr. 2, Aufgabe 3)
Es sei

f:C\{0,1,2) — C

sin(z) 1 1
z - ——+ ——|exp|— | -1
z z—2 1—2

a) Bestimmen Sie fiir jede der isolierten Singularitéiten von f den Typ und berechnen Sie jeweils
das Residuum.

b) Essei V := {0} U{z € C: |2 — 2| < 1}. Zeigen Sie, dass die Einschrinkung f|c\y von f auf
C\ 'V eine Stammfunktion besitzt.

Aufgabe 5: Wieviele Nullstellen hat das Polynom
f(z) =225 622 + 2+ 1

im Kreisring 1 < |z] < 27
(Hinweis: Satz von Rouché)

Aufgabe 6: (Staatsexamen Friithjahr 2008, Thema Nr. 1, Aufgabe 4)

Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = z° — 1 — e in der linken Halbebene H; := {z € C | Re(z) < 0}
genau 2 Nullstellen hat, mit Vielfachheiten gezahlt.

(Hinweis: Satz von Rouché)

Aufgabe 7: Sei G C C ein Gebiet mit K7(0) € G und f : G — C eine holomorphe Funktion mit
folgenden Eigenschaften:

e Esist |f(z)] > 1 fur alle z € G mit |z| = 1.
e Es gibt einen Punkt zg € K1(0) mit |f(z0)] < 1.

Zeige:
K41(0) € f(K41(0)).
(Hinweis: Satz von Rouché)

Aufgabe 8: Fiir n € N sei

Zeige, dass es fiir jedes R > 0 ein np € N gibt mit der Eigenschaft:

n>ng = P,(z) hat keine Nullstelle in Kr(0).

(Hinweis: Satz von Rouché)

Aufgabe 9: Wir betrachten die holomorphen Funktionen
1
BT
Zeige, dass die Funktionenfolge (f)n>1 lokal gleichmifig, aber nicht gleichm&fig gegen die konstante
Funktion 1 konvergiert.

frn : K1(0) = C mit f,(2)
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Aufgabe 10: (Staatsexamen Analysis Frithjahr 2025, Thema Nr. 3, Aufgabe 4)
Wir betrachten die holomorphe Funktion

1 1
f:C\{0,1,-1} - C, =z~ 1_Z2exp(22>.

a) Bestimmen Sie die Art jeder isolierten Singularitéit von f und berechnen Sie die Residuen.
b) Berechnen Sie fiir

1 .
v:[0,27] = C\{0,~1,1}, t+ —1+ §e—“

das Kurvenintegral [ f(z)dz.
c) Zeigen Sie, dass sich f auf {z € C: 0 < |z + 1| < 1} nicht lokal gleichmé&Big durch Polynome
approximieren lésst.

Aufgabe 11:

(1) Sei U C C offen und seien (fy)n>1, (gn)n>1 Folgen stetiger Funktionen f,, : U — C, g, : U — C,
die auf U lokal gleichméf8ig gegen f : U — C bzw. g : U — C konvergieren. Zeige, dass die
Produktfolge (fngn)n>1 lokal gleichméBig gegen das Produkt fg konvergiert.

(2) Bleibt die Aussage in (1) richtig, wenn man von den Funktionen f, und g, nicht mehr voraus-
setzt, dass sie stetig sind?

Aufgabe 12: Sei U C C offen, a € U und r > 0 mit
K,(a) CU.

Zeige, dass ein § > 0 existiert mit
KH_(;(a) g U.

Aufgabe 13: Sei G C C ein Gebiet mit K1(0) C G, zgp € G mit |z9| =1 und f : G\ {20} — C holomorph
mit einem Pol 1. Ordnung in zy. Sei ano anz™ die Potenzreihenentwicklung von f in 0. Zeige:

Qn

lim
n—oo an—',—l

= 2.

Aufgabe 14: Sei G C C ein Gebiet, C > 0 und (f,)n>1 eine Folge holomorpher Funktionen f, : G — C
mit

0 < |fn(2)| < C fiir alle z € G.

Es gebe einen Punkt 2y € G mit
lim f,(z0) =0.

n— o0
Zeige, dass (fn)n>1 gegen die Nullfunktion konvergiert.
(Hinweis: Zur Losung der Aufgabe kann man die Sdtze von Hurwitz und Montel benutzen.)

Aufgabe 15: Die einzigen Nullstellen von cos(z) in C sind die reellen Nullstellen 7 + 7k, k € Z. Daher
ist tan(z) = 228 holomorph auf der oberen Halbebene H = {z € C : Im (z) > 0}.

Wir betrachten die Funktionenfolge (fy),>1 mit
frn :H— Cmit f,(2) = tan(nz).
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Zeige, dass die Funktionenfolge (f,)n>1 auf H lokal gleichmé&8ig gegen die konstante Funktion ¢ konver-
giert.

Aufgabe 16: Fragt man sich, ob die reelle Funktionenfolge (fy,),>1 mit
fn: R=R, z— sin(nx)

eine lokal gleichméflig konvergente Teilfolge besitzt, konnte man versuchen, nach Wahl einer Zahl § > 0
den Satz von Montel auf die Funktionenfolge (g, )n>1 mit

gn:{z€C:|Im(2)] <} - C, =z sin(nz)

anzuwenden. Funktioniert das?

Aufgabe 17:

(1) Sei G C C ein Gebiet, zp € G, f: G\ {z0} — C holomorph mit einer wesentlichen Singularitét
in zg. Zeige:
(a) Sind U,V C G offene Teilmengen mit zg € U und V # 0, so gilt

FUN{z0h) N F(V) # 0.

(Hinweis: Casorati-Weierstraf)
(b) f ist nicht injektiv.
(2) Zeige: Ist f eine injektive holomorphe Funktion f: C — C, so gibt es a,b € C mit a # 0 und

f(z)=az+0.

(Hinweis: f hat eine isolierte Singularitit in co. Welche Moglichkeiten gibt es?)

Aufgabe 18: (Staatsexamen Analysis Herbst 1997, Thema Nr. 3, Aufgabe 2)
Finden Sie jeweils die allgemeine Form einer Funktion f, die in C = C U {oo} genau die folgenden
Singularitéten hat:

(a) einen doppelten Pol in 0 mit Hauptteil z2=2,
(b) einen n-fachen Pol in 0 und einen m-fachen Pol in oo,
(¢) n einfache Pole.

Aufgabe 19: (Staatsexamen Analysis Friithjahr 2003, Thema Nr. 2, Aufgabe 2(a))
Bestimmen Sie die Pole und deren Ordnungen der komplexen Funktionen f(z) = 1/sinz und g(z) =

sin(1/z) in C = C U {oo}.

Aufgabe 20: Durch
22 +62—11
22 -1

fz) =

wird eine Abbildung C — C definiert. Bestimme fiir alle w € C die Menge f~H(w) und die Zahl | f~(w)|.
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Aufgabe 21: Seien f,g € C[z] nicht konstante Polynome derart, dass Zahlen o, € C mit o # S
existieren mit

fHa)=g7 (@) und f7I(B)=g7"(B).
Zeige, dass dann f = g gilt.
(Ein Losungshinweis ist auf einem Extrablatt erhéltlich.)

Aufgabe 22: Sei a = 3_7‘/& € C. (Die Zahl « geniigt der der Gleichung o — a + % =0.) Sei

_ (= a)?(z = (1-20)) = (2ma)(z— (1 - 20))
f(z) = 22(z—1) » 9(2) = z2(z —1)2

Zeige:

Aufgabe 23: Sei f: C — C eine meromorphe Funktion vom Grad 3. Listet man die Verzweigungsindizes
in allen Verzweigungspunkten auf, so gibt es nach Riemann-Hurwitz (bis auf die Reihenfolge) folgende
drei Moglichkeiten:

2,2,2,2 oder 2,2,3 oder 3,3.
Gib fiir jede Moglichkeit eine passende Funktion an.

Aufgabe 24: Seien f, g holomorphe Funktionen auf C. Zeige: Genau dann gilt
f(2)* +g(2)* =1 fiir alle z € C,
wenn es eine holomorphe Funktion h : C — C gibt mit
f(z) = cos(h(2)) und g(z) = sin(h(2)) fiir alle z € C.

Aufgabe 25: Zeige fiir n > 2: Die Menge der auf der (n — 1)-Sphiire S"~! im R" gelegenen Punkte mit
rationalen Koordinaten, also

M, ={(z1,...,2,) € Q" : 2% + -+ 22 =1},
ldsst sich wie folgt parametrisiert beschreiben:
_ ud 4 +u? | —1
M= {<u§+...2ﬂg1+1""’u§+..2.?u1311+1’u%:.:u§1+1> Pt EQ}U
u{(0,...,0,1)}.
(Hinweis: Stereographische Projektion)

Aufgabe 26: Durch f(z) = z + I wird eine meromorphe Funktion C — C definiert.
(1) Bestimme die Verzweigungspunkte.
(2) Jede Zahl aus dem Intervall [—2, 2] hat die Gestalt 2 cos(t) mit ¢ € [0, w]. Bestimme f~*(2cos(t)).
Was ist f~1([-2,2])?
(3) Zeige:
Izl >1}) = fF({0 <[z <1}) = C\ [-2,2].
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(4) Zeige, dass die Einschrinkungen
flio<pzi<y :{z € C: 0 < 2] <1} = C\ [-2,2]
und
flizi>1y 1 {2z € Cilz| > 1} = C\ [-2,2]
bijektiv sind.

Ist f eine meromorphe Funktion vom Grad > 2 auf @, so heiflt f in a € C total verzweigt, wenn gilt

e(f,a) = grad(f).

Aufgabe 27: Sei f eine meromorphe Funktion auf C vom Grad n > 2.

(1) Zeige, dass fina € C genau dann total verzweigt ist, wenn gilt f~1(f(a)) = {a}.
(2) Zeige, dass f hochstens in 2 Punkten total verzweigt sein kann. (Hinweis: Riemann-Hurwitz)
(3) Gib ein Beispiel einer Funktion an, die in zwei Punkten total verzweigt ist.
(4) Seien wg,w; € C mit wy # wi. Gibt es eine meromorphe Funktion f mit

fHwo) = {0} und  fTH(w) = {1}7

Ist f(z) € C[#] ein Polynom, so kann man fiir a € C die Zahlenfolge a, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))),..., also
(f™"(a))n>0 betrachten. Man kann in diesem Fall die ausgefiillte Julia-Menge von f als
K(f) ={a€C: (f"(a))n>o ist beschrénkt}

deﬁnierenE] (Die Julia-Menge von f ist dann der Rand der ausgefiillten Julia-Menge: J(f) = 0K(f).)
Die Bilder zeigen die ausgefiillten Julia-Mengen fiir f(2) = 22 — 1 und f(z) = 2% + (0.36 + 0.14). Sie
wurden mit einem einfachen Python-Programm erstellt.

f(z)=2~2+(0.36+0.1*)

1.0

0.8
0.6
05
0.4
021
0.0 1

0.0
-0.2
—0.4

—0.6 1

—-0.8 1

-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

-1.0

-0.75 -0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75

Aufgabe 28: Sei f.(2) = 22 + ¢ mit ¢ € C.

13. H. Silverman. The Arithmetic of Dynamical Systems. Springer, 2007. S.74
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(1) Bestimme die ausgefiillte Julia-Menge fiir fo(z) = 22.

(2) Zeige, dass fiir |z| > 14 /1 + || gilt |f.(2)] > 2|z|.

2
(3) Zeige:
K(fe) C{zeC:lz] <14 +/1+]|c}.

Aufgabe 29: Mit dieser Aufgabe soll die ausgefiillte Julia-Menge K(f) des Polynoms f(z) = 22 — 2
bestimmt werden.

(1) Jede Zahl des Intervalls [—2, 2] ldsst sich (eindeutig) schreiben als 2 cos(t) mit ¢ € [0, 7]. Zeige:
f"(2cos(t)) = 2cos(2™t) fiir alle n € Ny und alle ¢ € [0, 7).
(2) In Aufgabe 26 wurde gezeigt, dass
g:{z€C:|z|>1} - C\[-2,2] mitg(z):z—ké
bijektiv ist. Zeige, dass fiir b € C mit |b] > 1 gilt
™ (g(b) = g(b*") fiir alle n € Ny.
(3) Folgere aus (1) und (2), dass fiir die ausgefiillte Julia-Menge von f(z) = 22 — 2 gilt
K(f) =[-22].

Aufgabe 30: Bestimme eine Mobius-Transformation

(1) f(z) mit f(0) =1, f(1) =0, f(2) = oo,
(2) g(z) mit g(1) =2+, g(2+14) = 3, 9(3) = 1,

Aufgabe 31: Fiir zwei verschiedene Punkte 21, 2o € C sei F 1,2, die Menge der Mobius-Transformationen,
die z; und z9 festlassen, also

Foreg ={f € Mmit f(z1) =z und f(z2) = 22}.
Zeige:
(1) Ist zp € C\ {21, 22}, so ist

‘le,ZQ _>(C\{Zla'22}7 f’_> f(Z())
eine Bijektion.
(2) F., 2, ist eine Untergruppe der Gruppe M der Mobius-Transformationen ist.
(3) Sind z1, 29, w1, w2 € C mit 27 # 29 und wy # ws, und ist g eine Mobius-Transformation mit
9(z1) = wy und g(2z2) = wo, so gilt
]:wl,wz =49 0]:21,22 Og_l-
(Die Untergruppen F, », und Fy, , sind also konjugiert.
(4) Fiir 21, 29, w1, we € C mit 21 # 22, wy # we und {2z1, 20} # {wy,wy} gilt
For 2o N Fuoy wn = {ida 1

(5) Die Gruppen F, ., (fir 21,22 € C mit 2 # z2) sind abelsch.

Aufgabe 32: Zu drei verschiedenen Punkten z1, 25, 23 € C betrachte man

G = {f Mobius-Transformation mit f({z1, 22, 23}) = {21, 22, 23} }.
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Ist f € G, so gibt es eine Permutation o € S3 = S({1,2,3}) mit

f(z1) = 25(1),  f(22) = 20(2),  f(23) = 25(3)-

Die Zuordnung f + o definiert eine Abbildung v : G — Ss.

(1) Zeige, dass G eine Untergruppe von M ist.
(2) Zeige, dass v : G — S3 ein Gruppenisomorphismus ist.
(3) Bestimme G im Fall z1 =1, 25 =0, 23 = 00.

Aufgabe 33: Fiir z € C\ {1,0, 00} gilt:

I
-

DV (2,1,0,00) = z DV (0,z,1,00) = =
DV (z,1,00,0) = 1 DV (0,z,00,1) = —z+1
DV (2,0,1,00) = —z+1 DV(Ovlv’Z o) =
gX(Z’O’K{’é) = = V(0,1,00,2) = =1
Z,OO,, = 2= O7 1 =
Dvgz,oo,m; = £ Eoziz; 1
DV(1,2707OO> = % (OO,Z,l,O) = zél
DV(17Z>OO7O) = < (OO,Z,O,I) = Z;1
DV (1,0,z,00) = =L V(oo,1,2,0) = =%
DV (1,0,00,2) = po V(00,1,0,2) = —z+1
DV (1,00,2,0) = —z+1 V(00,0,2,1) = %
DV (1,00,0,2) = =L V(c0,0,1,2) = z

Zwecks einer einheitlichen Schreibweise sei (21, 22, 23, 24) = (2, 1,0, 00) und

W(2) = {DV(25(1) Z0(2) Z0(3), Zo(4)) : 0 € Sa},

wobei S; die Menge der Permutationen von 1,2, 3,4 bezeichnet.
Bestimme die Anzahl |WW(z)| in Abhéngigkeit von z € C\ {1,0, co}.

Aufgabe 34: (Staatsexamen Analysm Friihjahr 2024, Thema Nr. 2, Aufgabe 5)
Es sei C := CU{oo} und ¢ : C—C

=l fir € C\ {-1},

z+1
Z {00 fir z = —1,
1 fir z = 0.

a) Bestimmen Sie mit Begriindung ¢({z € C: |z| = 1}) und ¢(R).
b) Geben Sie fiir

U:={2€C:|z| <1,Im(z) >0}
und
V:i={2e€C:Re(z) <0,Im(z) >0}

eine biholomorphe Abbildung f : U — V an, und zeigen Sie, dass diese biholomorph ist.
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1.00

0.75

Aufgabe 35: Bestimme das Bild von 050
3 5 0.25
eC:|z|<lund |[z—-|> -
{z |z und |z — - 4} o.oo
unter der Mo6bius-Transformation
2 — Z -0.25
&)= e

-0.75

-1.00

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00

Aufgabe 36:
(1) Zeige, dass fiir eine Mobius-Transformation f : C — C folgende Aquivalenz gilt:
b
fRUx)=RUx <<= esgibta,b,c,dGRmitf(z):azid.
cz

(2) Zeige, dass es genau eine Mobius-Transformation f : C-C gibt mit
fRU{oo}) =RU{oo} und f(1)=0 wund f(i)=1.

Bestimme f.
(3) Zeige, dass fiir die Mobius-Transformation f aus (2) gilt

f({eit:Ogtgg}):{itzogtgl}.
(4) Zeige, dass die Mébius-Transformation f aus (2) eine Bijektion

H\{e“:0<t§g}i>H\{it:0<t§1},

117

und damit eine biholomorphe Abbildung liefert. (Hier ist H = {z € C : Im (z) > 0} die obere

Halbebene.)

Auf dem Ubungsblatt wird mehrfach die Funktion ¢,(z) = Z=% benutzt, fiir die ¢, € Aut(E) und

az—

Yq 0 g = idg gilt.

Aufgabe 37: Sei f : E — E eine holomorphe Funktion mit zwei Fixpunkten, d.h. es gibt a,b € E mit

a # b und
fl@)=a und f(b)=0.
Zeige, dass dann f die Identitét idg ist.
(Hinweis: Betrachte g = ¢, o f 0 ¢, und wende das Schwarzsche Lemma an.)

Aufgabe 38: Sei f : E — E eine holomorphe Funktion und a € E\ {0} mit

f(0)=a¢ wund f(a)=0.
Zeige, dass gilt
I = a-
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(Hinweis: Zeige zuniichst mit Hilfe von Aufgabe 37, dass f ein Automorphismus von E ist.)

Aufgabe 39: Sei f : E — E holomorph mit f(3) = 2.

(1) Tst es moglich, dass gilt f'(3) = 27

(2) Ist es moglich, dass gilt f/(3) = 17

Aufgabe 40: Fiir eine holomorphe Funktion f : E — E sei A(f) = {f'(z) : z € E} = f/(E). (Nach dem
Satz von der Gebietstreue ist A(f) ein Gebiet oder A(f) besteht nur aus einem Punkt.)

(1) Fiir n € Ng sei fr(z) = z". Bestimme A(fy).

(2) Zeige, dass fiir a € E die Menge A(p,) beschrénkt ist.

(3) Skizziere A(py).

(4) Gibt es eine holomorphe Funktion f : E — E, fiir die A(f) unbeschrinkt ist?

Aufgabe 41:
(1) Sei f € Aut(H)\ {idyg}. Dann existieren a, b, c,d € R mit f(z) = gji‘g (Es ist dann ad—bc > 0.)
Zeige:
fall d)? > 4(ad — b
Anzahl der Fixpunkte von f in H = 0, falls (a+ )2 = 4(a <),
1, falls (¢ +d)? < 4(ad — be).
(2) Sei g € Aut(E)\ {idg}. Dann existieren a,¢ € C mit |a| < 1, |[(| = 1 und g(2) = (Z=%.
Zeige:

0, falls |1—¢|>2y/1—]al?,
1, falls |1 -] < 24/1—lal?.

)

Anzahl der Fixpunkte von g in E = {

Aufgabe 42: (Staatsexamen Analysis Herbst 2023, Thema Nr. 1, Aufgabe 4a))
Es seien Q == {z € C: -1 < Re(z) < 1,-1 < Im(2) < 1}, D := {z € C : |2] < 1} die offene
Einheitskreisscheibe und f : D — @ eine biholomorphe Abbildung mit f(0) = 0.
(1) Zeigen Sie: Die Abbildung g : D — @, g(z) =if(z) ist biholomorph.
(2) Beweisen Sie: f(iz) = if(z) fiir alle z € D.
Hinweis: Sie konnen z.B. f~! o g : D — D betrachten.

05 o -10 -05 05 1o

Aufgabe 43: (Staatsexamen Analysis Herbst 2025, Thema Nr. 1, Aufgabe 3)
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Im Folgenden sei D := {z € C: |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe der komplexen Ebene.

a) Essei f: D — D holomorph. Beweisen Sie, dass |f'(0)] < 1.
b) Es sei G C C ein einfach zusammenhéingendes Gebiet mit 0 € G. Untersuchen Sie die Menge

M :={g'(0) : g : G — G holomorph mit g(0) = 0}

auf Beschrénktheit und auf Offenheit.
Hinweis: Fallunterscheidung: G = C und G # C. Fiir G # C beachte man a).

Aufgabe 44: (Staatsexamen Analysis Herbst 2025, Thema Nr. 3, Aufgabe 2)
Wir betrachten die folgenden fiinf offenen Mengen (obere Halbebene H, erster Quadrant @, rechter
Einheitshalbkreis K, Viertelkreis V' und ,,Pac-Man® P):

H={2€C|Imz>0}, Q@Q={2€C|Rez>0,Imz>0}, K={z€C|Rez>0,|z| <1},

V={re|re(0,1), o] <m/4}, P={re|re(0,1),]¢| <3r/4}
Ziel ist die Konstruktion einer biholomorphen Abbildung f: H — P.

a) Geben Sie jeweils eine biholomorphe Abbildung g1 : Q — H, g2 : V — K und g3 : V — P an.
Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass Abbildungen, die holomorph und bijektiv sind, biholomorph
sind.

b) Begriinden Si_e, dass die Mobius-Transformation g4 : C — C auf der erweiterten komplexen
Zahlenebene C = C U {oo} mit

2=

1 :

z+1

94(z) =

die Menge @ biholomorph auf die Menge K abbildet.
¢) Geben Sie eine biholomorphe Abbildung f : H — P an, indem Sie diese mithilfe von g; bis g4
ausdriicken.

Aufgabe 45: Sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, zgp € G und dazu
T ={f: G — C holomorph mit f(z9) =0 und f(G) C E}
und
7 =sup{|f'(z0)| : f € T}.
Zeige, dass fiir f € T folgende Aquivalenz gilt:

f: G — Eist biholomorph < |f'(20)| = T.

(Hinweis: Riemannscher Abbildungssatz und Schwarzsches Lemma)

Aufgabe 46: (Staatsexamen Analysis Frithjahr 1998, Thema Nr. 1, Aufgabe 5)
Fiir ein Gebiet G C C bezeichne

Aut(G) ={f: G — G| f ist biholomorph}
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die Gruppe der Automorphismen von G. Sei E = {z € C | |z| < 1} der Einheitskreis in C. Bestimmen Sie
Aut(G) fur

(a) den punktierten Einheitskreis G = E \ {0},

(b) das Gebiet G = E\ {21, 22} mit 21, 22 € E.

Aufgabe 47: (Staatsexamen Analysis Herbst 1996, Thema Nr. 2, Aufgabe 3)

Bestimme eine konforme Abbildung f : H — E der oberen Halbebene H = {z | Imz > 0} auf die
Einheitskreisscheibe E = {z | |z| < 1}. Existiert eine solche Abbildung f, fir die zusétzlich f(2+4) =0
gilt und f(27) reell und positiv ist? Falls ja, bestimme eine solche. Ist sie eindeutig bestimmt?

Aufgabe 48: (Staatsexamen Analysis Herbst 2001, Thema Nr. 1, Aufgabe 5)

a) Man konstruiere eine biholomorphe Abbildung der lings der negativen reellen Achse geschlitzten
Ebene
G:=C\{zeC:Im(2) =0, Re(z) <0}
auf den Einheitskreis.
b) Es sei ¢ : G — E eine beliebige biholomorphe Abbildung von G auf den Einheitskreis. Man
zeige: Es gibt einen (von ¢ abhiingigen) Punkt P € JE auf dem Rand des Einheitskreises, so
dass fiir jede reelle Zahl o mit —7 < a < 7 gilt:

lim ¢(re'®) = P.

r—00

Aufgabe 49: Aus Aufgabe 17 folgt fiir die Automorphismengruppe von C
Aut(C)={z— az+b:a,b e C mit a # 0}.
Bestimme die Automorphismengruppe von C\ {0}, also

Aut(C\ {0}).

Aufgabe 50: Zeige, dass die Reihe

0o 7]_”
%

lokal gleichméBig in C\ N konvergiert, aber dort nicht normal konvergent ist.

Aufgabe 51: Fiir welche z € C\ {—n : n € N} konvergiert die Reihe

o0

1
Zz—l—n?

n=1

Aufgabe 52: Sei (a,),>1 eine Folge komplexer Zahlen mit
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Zeige, dass die Reihe

auf C\ {a1,a2,as, ...} normal konvergiert.
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