Algebraische Dimension bei nicht endlich erzeugten Vektorraumen
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Vorab sei festgestellt, dass im unendlichdimensionalen Fall meist Reihenentwicklungen mittels
sogenannter Schauder-Basen oder Orthonormalbasen eine wichtige Rolle spielen. Dabei geht
es dann auch um Fragen von Konvergenz und Vollstandigkeit, also zusatzlich zur algebraischen
um eine damit verbundene topologisch-metrische Struktur.

Hier betrachten wir aber nur endliche algebraische Linearkombinationen von Vektoren.
Und in diesem Zusammenhang macht die Definition der linearen Unabhangigkeit von
Vektoren vy, vs,...,v, fUr nicht endlich erzeugte Rdume genauso Sinn wie fur endlich
erzeugte. Wir mussen nur zusatzlich vereinbaren: Eine beliebige Menge M cV heilSe
linear unabhédngig, wenn jede endliche Teilmenge von M linear unabhangig ist.

Ein Vektorraum V Uber K ist nicht endlich erzeugt, wenn es zu linear unabhangigen
Vektoren vy, vs,...,v, aus V stets einen weiteren Vektor v, gibt, so dass auch vy, v,
..., Un,Up41 linear unabhangig sind. Durch ,rekursive Auswahl“ erhalt man eine Folge
(Vn )nen, SO dass {v, | n € N} eine unendliche linear unabhangige Menge in V ist.

Wir betrachten nun die Gesamtheit M aller linear unabhangigen Teilmengen von V.

Die Mengeninklusion c ist bekanntlich eine partielle Ordnung auf M. Als c-Kette in M
bezeichnen wir eine Teilmenge von M, bei der je zwei Mengen A, B stets entwederA c B
oder B c A erfullen. Zu jeder Kette gibt es eine obere Schranke in M, namlich einfach
die Vereinigung aller Glieder der Kette.

Dass die Vereinigung der Kettenglieder zu M gehort, ist leicht einzusehen: Zu endlich
vielen vq,...,v, aus dieser Vereinigungsmenge kann man (hochstens) n verschiedene
Kettenglieder wahlen, denen sie angehdren, und wegen Vergleichbarkeit dieser Ketten-
glieder gehoren die v; alle einem Kettenglied an, sind also voneinander unabhangig.

Nach dem Zornschen Lemma* existiert daher in M ein c-maximales Element M. Es gibt
also kein v eV, so dass M u {v} linear unabhangig ist. M.a.W.: Jedes v ¢ V ist endliche
Linearkombination von Elementen aus M; M ist eine algebraische Basis von V.

Nun seien M; und M, zwei Basen einunddesselben nicht endlich erzeugten Vektorrau-
mes V. Wir zeigen, dass diese Basen gleichmachtig sind.

Jedem u € M, entsprechen endlich viele Elemente vy, ...,v, € M5, deren Linearkombina-
tion, mit Koeffizienten # 0, u ist. Die v; sind durch u eindeutig bestimmt, da M, ja linear
unabhangig ist. Nennen wir u; und u2 aus M, dquivalent, wenn ihnen genau dieselben
Elemente aus M, zugeordnet sind, ergeben die Aquivalenzklassen eine Zerlegung von
M, in lauter endliche Mengen. Denn dieselben vy, ..., v, sind, wegen der linearen Unab-
hangigkeit von M;, hochstens n verschiedenen u € M; zugeordnet, da alle Linearkombi-
nationen von vq,...,v, ja in einem n-dimensionalen Unterraum von V liegen.

Wir haben also eine injektive Abbildung der Menge Z der Zerlegungsklassen von M; in
die Menge £ der endlichen Teilmengen von M. Also folgt card(Z) < card(&).

Nun nutzen wir noch zwei rein mengentheoretische Tatsachen:

a) Bei Zerlegung einer unendlichen Menge in endliche Klassen ist die Menge aller Klas-
sen gleichmachtig zur urspringlichen Menge. Also hier card(Z) = card(M).

b) Die Menge aller endlichen Teilmengen einer unendlichen Menge ist gleichmachtig
zur ursprunglichen Menge. Also hier card(€) = card(Mz).

(FGr einen Beweis von a) und b), den wir hier Gbergehen, braucht man das Auswahlaxiom.)

Daher card(M;) < card(M>) und, mit vertauschten Rollen, auch card(Ms) < card(M;).
Mit dem Satz von Schroder/Bernstein (Halmos, Abschnitt 22) folgt card(M;) = card(Ma).
Die gemeinsame Kardinalzahl aller Basen ist die algebraische Dimension des Raumes. =

1 Aquivalent zum Auswahlaxiom. Siehe etwa Paul R. Halmos, Naive Set Theory, Dover 2023, Abschnitt
16 (Nachdruck; urspr. Van Nostrand 1960). Es wird aber in praktisch jeder Darstellung der Mengenlehre
erortert. Das Lemma (Max Zorn, A remark on method in transfinite algebra, 1935) ist sehr ahnlich zu
Hausdorffs Maximalketten-Prinzip; siehe Felix Hausdorff, Grundzliige der Mengenlehre, 1914, Seite 140.



Nachtrag

Ist man mit der Mengenlehre vertraut, sind die beiden mengentheoretischen Tatsachen a) und
b) relativ leicht zu beweisen. Aber es ist wohl nicht einfach, in der Literatur irgendwo Beweise
genau dieser Aussagen zu finden; weshalb ich sie hier nachtrage.

a) Eine unendliche Menge M werde in endliche Klassen zerlegt; die Menge der Klassen sei mit
Z bezeichnet. Dann gilt card(Z) = card(M).

Beweis:

Die Existenz einer Injektion von Z nach M ergibt sich in trivialer Weise, indem wir gemaR Aus-
wahlaxiom aus jeder Zerlegungsklasse eines ihrer Elemente auswahlen. Nach Schroder/Bern-
stein folgt also die Behauptung, wenn wir die Existenz einer Injektion von M nach Z zeigen.

Zu jeder Klasse K € Z wahlen wir eine injektive Funktion ¢ : K — N, welche die Elemente von
K durchnumeriert (Auswahlaxiom!). Eine Funktion ¢ : M — Z x N sei nun definiert durch

p(@) = (K, px(2)) (KeZ, xeckK).

Offensichtlich ist ¢ injektiv.

Die Hessenbergsche Formel fir unendliche Mengen A besagt, dass stets
card(A x A) = card(A)

(siehe die Kardinalzahlen-Formel a-a = a bei Halmos, Seite 97).

Da Z unendlich ist (endlich viele endliche Klassen ergaben ja eine endliche Vereinigungsmen-
ge M), also card(Z) > card(N) und damit nach Hessenberg card(Z x N) = card(Z), ergibt sich
mit ¢ auch die Existenz einer Injektion von M nach Z. ]

b) Sei £ die Gesamtheit aller endlichen Teilmengen einer unendlichen Menge M, also insbe-
sondere £ c P(M). Dann gilt card(€) = card(M).  (Halmos, S. 93: card(M) < card(P(M)).)

Beweis:

Da card(M) < card(€) evident ist, mUssen wir wieder nur eine Injektion von £ nach M definie-
ren, um mit Schréder/Bernstein die Behauptung zu erschlieBen.

Fir n € N sei M" definiert als die Menge aller Abbildungen von {1,2,....n} nach M (entspricht
dem n-fachen kartesischen Produkt von M mit sich selbst). Nach Hessenberg ist jedes M™"
gleichmachtig zu M. Mit dem Auswahlaxiom folgt

card(|J M™) = card(M x N) = card(M).
neN
Zu jedem N ¢ & gibt es mindestens ein p € | ] M"™ mit Wertebereich N. Mit dem Auswahlaxiom
neN
erhalten wir also eine Injektion von £ nach [ J M". Also gibt es auch eine Injekton von & nach

neN
M. [

Einen interessanten ganz anderen Beweis der Eindeutigkeit der Dimension bei beliebigen
Vektorraumen findet man bei Edwin Hewitt, Karl Stromberg, Real and Abstract Analysis,
Springer-Verlag, New York/Heidelberg/Berlin 1965; siehe Seite 30f. Der dortige Beweis gilt ein-
heitlich far alle Dimensionen. Aber flr den endlichdimensionalen Fall ist m.E. ein elementarerer
Beweis vorzuziehen.

Halmos’ Klassiker Naive Set Theory ist eine meisterhafte kurze Einflhrung in die Mengenlehre,
beschrankt sich aber ganz bewusst auf die allerwichtigsten Dinge. Als insgesamt umfassend
Uber die Mengenlehre, auch Uber die Konsistenz und Unabhangigkeit von Auswahlaxiom und
Kontinuumshypothese (Kurt Godel, Paul J. Cohen) informierende Werke seien empfohlen:

Azriel Levy, Basic Set Theory, Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg/New York 1979

Raymond M. Smullyan, Melvin Fitting, Set Theory and the Continuum Problem, Revised

Edition, Dover, New York 2010
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Algebraische Dimension unendlichdimensionaler Vektorraume
Zwei simple Beispiele

Wir zeigen anhand zweier ganz einfacher und naheliegender Beispiele, dass die algebraische
Dimension unendlichdimensionaler Vektorraume nicht immer sehr aufschlussreich ist.

a) Der Vektorraum V = RR, d.h. die Gesamtheit aller Funktionen von R nach R.
Wir benutzen im Folgenden oft die Notation || := card(M) fir beliebige Mengen M. Es gilt:

VI=[RR| = [(2)"] = |2%%| = 2F| = [P(R)| > [R

Wir bestimmen nun die algebraische Dimension des Raumes, die Kardinalzahl einer algebrai-
schen Basis von V. Sei B irgendeine solche Basis. Dann entspricht jedem f € V genau eine end-
liche Zahl by,02,...,b, von Elementen aus B, so dass f = Ay by +--- + A, b, mit gewissen eindeu-
tig bestimmten Koeffizienten \; # 0. Da B trivialerweise unendlich ist, ist die Menge aller endli-
chen Teilmengen von B gleichmachtig zu B, und die Machtigkeit der Gesamtheit aller zur sel-
ben Menge {b1,...,b,} gehdrenden f ist |[R"| = [R|. Also folgt |V| = |B x R|. Da offenbar |B| >
ergibt sich |V| = |B|. Fazit:

card(B) = card(P(R)) = card(V)

b) Der Vektorraum W aller stetigen Funktionen von R nach R.
Dies ist ein Unterraum des Raumes V aus a), also |[W| < |V| = |P(R)|.
Wir definieren nun zunachst eine spezielle linear unabhangige Menge in W: Dazu werden die

r-n, n<r<n+1/2,
~Hitchen-Funktionen” der Intervalle [n,n+ 1], f.(z):={n+1-2, n+1/2<z<n+1, mMit verschie-
0, sonst

denen n € Z, additiv zu neuen Funktionen zusammengesetzt.

Wir stellen uns einen unendlichen binaren Baum vor, dessen Knoten nacheinander durchnume-
riert werden gemaR 0,1,-1,2,-2,3,-3,..., und zwar Stufe flr Stufe jeweils 2" Knoten (n=0,1,2,...)
Indem wir nun entsprechend irgendeiner 0-1-Folge (linker Zweig vs. rechter Zweig) den Baum
durchlaufen, erhalten wir jeweils eine Folge (z,) lauter verschiedener Zahlen aus Z. Je zwei die-
ser Folgen haben offenbar nur endlich viele Glieder gemeinsam.

Wir ordnen nun jeder 0-1-Folge mit zugehériger Zahlenfolge (z,,) die Funktion f(z) =) f.. ()
zu; so erhalten wir lauter voneinander linear unabhéngige stetige Funktionen.

Da die Gesamtheit aller 0-1-Folgen bekanntlich gleichmachtig ist zu R, folgt dim(WW) > |R|. Ist
(7n )nen €ine Abzahlung aller rationalen Zahlen, so gilt fir zwei Funktionen f,g e W im Falle
f(rn) =g(rn) (neN) stets f = g. Also folgt andererseits: || < [R"| = |(2N)N| = 28N = 28] = |R).
Fazit:

dim(W) = card(W) = card(R)

c) Im Vektorraum der stetigen Funktionen von [0,1] nach R kann man jede Funktion gleichma-
Big approximieren durch die arithmetischen Mittel der Fourierreihen-Entwicklung der geraden
Fortsetzung der Funktion auf [-1,1]; ein berihmter Satz von L. Fejér. Diese Art der Entwicklung,
harmonische Analyse genannt, ist viel interessanter und nutzlicher als die Darstellung durch
endliche Linearkombinationen mittels einer algebraischen Basis. Genauer gesagt:

Zu f:[0,1] - R bilden wir die Folge (a,,)n>0 der Fourier-Cosinus-Koeffizienten (die Sinus-Koeffi-
zienten verschwinden) sowie die Folge (snf) 150 der Fourier-Partialsummen:

ap =2 Alf(t) cos(nmt)dt, s,f(x):i=2+ i ap cos(kmx) (0<x<1)

Dann strebt o, f (z) := (sof (z) + s1.f (z) + -+ s, f (2))/(n 1) fur n — oo gleichméRBig auf dem
ganzen Intervall [0,1] gegen f(z). Esqilt onf () =2+

Z (1- %) ay, cos(kmx).

k=1

Man nennt in diesem Zusammenhang die Terme (1--%) konvergenzerzeugende Faktoren; im
Falle glatterer, z.B. (stlickweise) stetig differenzierbarer Funktionen f braucht man sie nicht.

Eine Schauder-Basis des Raumes der auf [0,1] stetigen reellen Funktionen bilden die Funktio-

nen z ~ z, x = 1 —x sowie die Hitchen-Funktionen der Intervalle [%, "“211] (0<k<2"n=0,1,2,...).
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