KAPITEL 4

Lineare Differentialgleichungssysteme

1. Allgemeines

Unter einem linearen Differentialgleichungssystem versteht man ein System von Differentialglei-
chungen

x’l = au(t)xl + -4+ aln(t)xn + b1 (t)
o, = ap(t)T1 4+ apn(t)zn + bo(t),
wo a;;(t) und b;(t) auf einem Intervall definierte und stetige Funktionen sind. Gesucht sind (differenzier-
bare) Funktionen 1, ..., x,, die die Gleichungen erfiillen. Schreibt man
I au(t) . QA1n (t) bl (t)
=1, Al)= : : und  b(t) = : ,
Tn an1(t) ... ana(t) by (t)

so wird aus dem Gleichungssystem die Gleichung
o' = A(t)x +b(t),

weswegen man manchmal auch einfach von einer linearen Differentialgleichung spricht.
Eine Losung ist eine stetig differenzierbare Funktion

¥1
=1 |:I—=R"
Pn
fir die gilt
O'(t) = A(t)p(t) + b(t) fiir alle t € I,

oder in ausfiihrlicher Schreibweise

O (t) = an(t)ei(t) + -+ ain(t)en(t) + bi(t)

Ist b(t) = 0, so spricht man von einem homogenen linearen Differentialgleichungssystem bzw. von
einer homogenen linearen Differentialgleichung;:

Beispiele:
(1) Wir betrachten eine chemische Reaktion, bei der Molekiile vom Typ A;, A2, As beteiligt sind.
Die Konzentration von A; zum Zeitpunkt ¢ sei z;(t). Die Ableitung x}(¢) beschreibt dann die
Konzentrationséinderung von A; zur Zeit t. Dabei mdgen folgende Eigenschaften gelten:
e Es gibt eine Zahl k1 > 0, sodass gilt

58,1 (t) = —kll‘l(t).
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4. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME

e Ay nimmt zu, so wie A; abnimmt, gleichzeitig wird aber auch noch A, in A3 umgewandelt,
sodass sich folgende Gleichung ergibt (mit einer Zahl ko > 0):

$l2(t) = )\,Il(t) - kgl‘g(t).
e A3z nimmt zu, so wie A abnimmt:

Wir erhalten also ein lineares Differentialgleichungssystem:

33/1 (t) —kl 0 0 Il(t)
Jflz(t) = kl 7]'{}2 0 Jfg(t)

Man beachte, dass z}(t) + x5(t) + 25(t) = 0 gilt, dass also die Summe z1(t) + z2(t) + z3(t)
konstant ist.
Das Differentialgleichungssystem

lasst sich auch in der Form

7\’ (0 1\ [z
y) \1 0)\y
schreiben. Offensichtlich sind

et et
aa)=(5) wd a0 - ()
Losungen.

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung:
"+ pt) + q(t)z = r(1).
Setzt man y = 2/, so folgt
y =a" =—p(t)r’ —q(t)z +r(t) = —p(t)y — q(t)x + (1),

sodass man dies nun als lineares Differentialgleichungssytem schreiben kann:

(5) - <—q0<t> —pl<t>) (y> ’ (?t)) |

Das Beispiel ldsst sich leicht verallgemeinern:
Umwandlung einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung in ein lineares Dif-
ferentialgleichungssystem: Gegeben sei eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung:

2™ 4 a ()2 Y 4 a1 (D)2 + an(t)z = ().

Wir fithren Funktionen x4 (¢),. .., zy,(t) ein durch

wi(t) =a(t), wa(t) =a'(t), ws(t)=2a"(t), ..., au(t)=2""(1),
also
z;(t) = 2U=D(t) fiir 1 < j < n.
Dann ist
' (t) a'(t) = xa(t)
ay(t) = a(t) = z3(t)
zg(t) = 2"(t) = wa(t)

g () = (@) () = 2" () = (1)
2, () = Y™ (t) = —ar(@)en(t) — - — an-1(B)@a(t) — an(t)ei(t) + (1)
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Dies ldsst sich bequem in Matrizenform schreiben:

/

1 0 1 0 0 0 1 0

T2 0 0 1 0 0 T2 0

: = S B

Tn—1 0 0 0 0 .. 1 ZTp—1 0
T —an(t) —ap—1(t) —ap—2(t) —ap—s3(t) ... —a1(t) T b(t)

Wir beginnen mit einfachen mathematischen Uberlegungen:

SATZ. Sei I C R ein offenes Intervall, seien A : I — R ™ und b : I — R"™ stetig. Wir betrachten das
homogene lineare Differentialgleichungssystem

Sei
L={p:T—=R":Q(t)=A(t)p(t) fir allet € I}
die Menge der auf ganz I definierten Losungen. Dann gilt:
(1) L ist ein R-Vektorraum.
(2) Isttyg € 1, so ist die Auswertungsabbildung
LR o o(t)

eine injektive lineare Abbildung. (Insbesondere gilt dim £ < n.)
(3) Seien ¢1,...,0n € L. (Hier sind o1, . .., p, vektorwertige Funktionen.) Sei ®(t) die Matriz, die
man erhdlt, wenn man ©1(t),...,pn(t) spaltenweise in eine Matriz schreibt:

O(t) = (@1 (B)lp2(t)]- . - [on ().

Dann sind dquivalent:

(a) ©1,...,pn bilden eine Basis von L.

(b) Es gibt ein tg € I mit det ®(to) # 0.

(¢) Fiir alle tg € I ist det ®(tg) # 0.

In diesem Fall nennt man ¢1,. .., ¢, ein Losungsfundamentalsystem oder Fundamental-
system und ®(t) eine Fundamentalmatrix oder Wronski-Matrix.

Beweis:
(1) Sind ¢1,p2 € L, so gilt
e1(t) = A)pr(t),  5(t) = A(t)p2(t)
und fiir ¢1,c0 € R
(c11 + capa)'(t) = c1 (1) + 25 (1) = c1L A1 (t) + c2A(t)pa(t) = A(t) (191 + c2i02) (1),

sodass also c1p1 + capg € L gilt. Da die 0-Funktion trivialerweise in £ liegt, zeigt dies, dass £
ein R-Vektorraum ist.
(2) Die Auswertungsabbildung £ — R™, ¢ — ¢(tg) ist eine lineare Abbildung. Wir zeigen die
Injektivitéit, indem wir zeigen, dass der Kern 0 ist. Sei also ¢ im Kern, d.h. ¢ € £ mit ¢(to) = 0.
e Wir definieren

o: I = Rmit o(t) = [|p@)|* = ZQDZ )

wobei hier ¢1,...,¢, : I — R die Komponenten von ¢ sind. Dann gilt:

Z 20i(t)p;(t Z 2¢i( )Zaij(t)@j(t) =2 Y ai(t)ei(t)e;(t).

1<i,j<n
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e Es gilt
0 < (@ilt) £ 9;(1))* = £20i (1) (1) + i (t)* + @ (1) < £20;(t)p;(t) + 20(t),
also
Foi(t)p;(t) < a(t),
und damit

lpi()ps ()] < o(t).
e Damit ergibt sich

'@l < {2 D lay)l] o).

1<i,j<n
e Sei nun J C I ein beliebiges kompaktes Intervall mit ¢y € J. Wegen der vorausgesetzten
Stetigkeit von A(t) gibt es eine Zahl K ; mit
2 Z la;; ()| < Ky fir alle t € J.
1<i,j<n

Damit folgt
lo’(t)| < K- o(t) fiir alle t € J.

Wegen o(tg) = 0 liefert ein fritheres Lemma nun
o(t) =0 fir alle t € J.

Da das Intervall I durch kompakte Intervalle iiberdeckt werden kann, folgt
o(t) =0 fir alle t € I,

und damit ¢1(t) = -+ = p,(t) = 0, also
o(t) =0 fiir alle t € I.

Dies zeigt, dass der Kern der Auswertungsabbildung nur aus der 0 besteht. Daher ist die Aus-
wertungsabbildung injektiv.
(3) o (b)=(a): Ist det ®(ty) # 0, so sind die Vektoren ¢1(to),...,¢n(to) linear unabhingig.
Dann miissen natiirlich auch ¢, ..., ¢, linear unabhéngig sein, bilden also wegen dim £ <
n eine Basis von L.
e (a)=>(c): Sei tg € I beliebig. Sind ¢, ..., ¢, linear unabhingig, so wegen der Injektivitit
der Auswertungsabbildung auch die Bilder ¢4 (tg), ..., @n(to). Dann gilt aber det ®(ty) # 0.
e (c)=(b): Klar. m

Beispiel: Fiir das homogene lineare Differentialgleichungssystem

G =00

hatten wir die Losungen
gefunden. Wir bilden

Wegen
det ®(t) = -2
bilden ¢4, ¢ ein Losungsfundamentalsystem und ®(¢) eine Fundamentalmatrix.

SATZ. Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung
¥ = At)x

mit Losungsmenge L. Wir nehmen an, dass dim L = n gilt. Sei @1, ..., @, ein Lisungsfundamentalsystem
und (t) = (p1(t)] ... |en(t)) die zugehorige Fundamentalmatriz. Dann gilt:



1. ALLGEMEINES

(1)
D' (t) = A(t)D(t)

(2)
={®(t)c: ce R"}.

(3) Jedes Anfangswertproblem x' = ( Yo, x(ty) = xq ist eindeutig ldsbar. Die Lisung ist
p(t) = @(t)®(to) w0

Beweis:
(1) Es gilt

(1) = (L1 (B)] .- - len (1)) = (A)pr(t)] - - [A[t)pn(t) = A(t)(p1(B)] .- - [on(t)) = A(t)D(2).
(2) Da ¢1,..., ¢, eine Basis von L ist, folgt die Behauptung aus

cipr(t) + - Fenon(t) = (r(t)] .- Jon(t) | © | = 2(2)

(3) Sei p € L. Dann gibt es ein ¢ € R™ mit ¢(t) = ®(¢)c. Wann 16st ¢ das Anfangswertproblem?
gD(t()) = g — @(to)C = Xy = c= (I)(t0>_1$0 S (p(t) = @(t)‘b(to)_ll’o.

Das Anfangswertproblem ist also eindeutig 16sbar und hat die angegebene Form. m

Beispiel: (nach H2019/1/5a) Fiir das homogene lineare Differentialgleichungssystem

G- 00
v - (o )

bestimmt. (In den Spalten von ®() steht ein Losungsfundamentalsystem.) Es gilt
t —t t —t
e (€ —e (0 1) [e" e (0 1
P (t) - (et e—t > - <1 O) <et _e—t> - <1 0) (I)(t)v
wie es sein soll. Wir wollen fiir zg,yo € R das Anfangswertproblem

2(0) = 20, y(0) =yo

losen. Wir wenden dafiir einfach die Formel des Satzes an:
—t —1
—1({mo\ _ (e e 1 1 To\
(020 ()—(e —t) () G-
el e_ i 1 _ (cosh(t) sinh(t)\ (@o) _
et — 5 sinh(¢) cosh(t) /) \wo

(:co cosh(t) + yo sin %) .

xo sinh(t) 4 yo cosh(¢

hatten wir die Fundamentalmatrix

o(t)

Schreibt man ¢(t) = <Z8§>, so gilt also

x(t) = xzg cosh(t) + yosinh(t) und  y(¢) = xgsinh(t) + yo cosh(t).
Weiter hat man
2()? —y(t)? = (a;g cosh(t)? + 2zoyo cosh(t) sinh(t) + y2 sinh(t) 2)
- (m% sinh(t)? 4 2xoyo sinh(t) cosh(t) + y2 cosh(t)?
=z (cosh(t)? — sinh(t)?) + y§ (sinh(t)* — cosh(t)?) =
_ 2.2
= x5—Y5-

>:
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Die Losungskurven ¢(t) liegen also auf Hyperbeln. (Fiir (x,y0) = (0,0) ist ¢(¢) konstant 0.)

Natiirlich Ist eine Fundamentalmatrix durch ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem nicht
eindeutig bestimmt. Man kann aber genau sagen, wie Fundamentalmatrizen auseinander hervorgehen:

LEMMA.

Sei ®(t) Fundamentalmatriz eines homogenen linearen Differentialgleichungssystems ' = A(t)x,

definiert auf einem offenen Intervall I.

(1) Ist ZI;(t) eine (weitere) Fundamentalmatriz des Differentialgleichungssystems, so gibt es eine

Matriz C € R™*™ mit det(C) # 0 und
d(t) = d(t)C.

(2) Ist C € R™™ mit det(C') # 0, so ist auch

o(t)C

eine Fundamentalmatriz des Differentialgleichungssystems.

(3) Isttyg €1, so ist

Beweis:

D(t) = d(t)D(ty) "

eine Fundamentalmatriz mit B

P(to) =1,
der Einheitsmatriz. Man nennt &)(t) die Hauptfundamentalmatrix in tg oder zum Zeitpunkt
to. (Sie ist eindeutig bestimmt.)

(1) Wegen det ®(¢) # 0 fiir alle ¢ € I kénnen wir eine Matrix C(¢) durch

Ct) = o)1 d(t)
definieren. Dann gilt also N

O(t) = (t)C(¥).
Da ®(t) Fundamentalmatrix sein soll, gilt ®'(t) = A(t)®(t), also

' (1)C(t) + P(t)C'(t) = A(t)P(t)C(¢t).
Wegen @'(t) = A(t)®(¢) bleibt
O(t)C'(t) =0, also C'(t) =0,

d.h. C(t) ist konstant, was die Behauptung beweist.

(2) Wegen det(®(t)C) = det(®(t)) det(C) # 0 fiir alle t € I und

(®C)'(t) = @' (t)C = A(t)®(t)C

ist ®(¢)C eine Fundamentalmatrix.
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(3) Dies folgt aus (2) und ®(t) = 1. m

Beispiel: Fiir das homogene lineare Differentialgleichungssystem

(=090

haben wir die Fundamentalmatrix

gefunden. Die Hauptfundamentalmatrix in ¢ = 0 ist

B(1) = B(1)B(0) " = (;ﬁﬁé,ﬁi 2;;3?3) :

Bemerkung: Ist ®(¢) die Hauptfundamentalmatrix des homogenen linearen Differentialgleichungssy-
stems z’ = A(t)x zum Zeitpunkt tg, so ist die Losung des Anfangswertproblems z(tg) = zo einfach

o(t) = ©(t)o.

SATZ. Ist ®(t) Fundamentalmatriz des homogenen linearen Differentialgleichungssystems o' = A(t)x, so
erfillt det(®(t)) die homogene lineare Differentialgleichung

det(®)'(t) = sp(A(t)) - det(®)(2).

Beweis:
e Sei tg aus dem Definitionsintervall. Dann ist

(1) P(to) "
die Hauptfundamentalmatrix in t3. Wir schreiben
D()P(to) " = (p1(t)] - ln(1)).

Dann sind ¢1(to), - - -, ¢n(to) einfach die Einheitsvektoren. Es gilt natiirlich auch ¢} (t) = A(¢)p;i(t).
e Wir erinnern zunédchst an das Differenzieren von Determinanten:

(det(1(t)]- .- lon(t)" = Zdet(sol(t)l i (@] Lo () =

= Y det(er (0] [ADD)] - o (0))
i=1
Nun setzen wir ¢t = tg ein:
(det(@(H)D(to) ") (to) = D det(pa(to)l... |A(#)pilto)] .. lpn(to)) =
i=1

1 ... ali(to) 0
&Qi(to) 0

n 0o ...
= Zdet : : o
i=1 : ;

= ) ailto) = sp(A(to)).
i=1
Die linke Seite ist einfach
(det ®)'(tg) - det ®(to)~*,
woraus nun sofort

(det @)"(to) = sp(A(to)) - (det ®)(to)
folgt, die Behauptung. B
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0 1
=1 )
et et
®(t) = <6t et)
eine Fundamentalmatrix mit det ®(¢) = —2. Die Differentialgleichung fiir det ®(¢) ist hier trivial, da auch
sp(A) = 0 gilt.

Beispiel: Fiir das System 2’ = Az mit

war

Es ist kein allgemeines Verfahren bekannt, um fiir eine homogene lineare Differentialgleichung 2’ = A(¢)x
ein Losungsfundamentalsystem zu bestimmen. Eine wichtige Ausnahme bildet der Fall, wenn A(t) eine
konstante Matrix ist. Es gibt aber auch noch andere Félle, in denen man leicht Losungen finden kann,
beispielsweise wenn A(t) Dreiecksgestalt hat. Der folgende Satz zeigt dies fiir 2 x 2-Matrizen:

SATZ. Sei I CR ein Intervall, A : I — R%2*2 stetig mit
t) a,lg(t)
Aty = (1 :
( ) ( O QQQ(t)

Ist tg € I, ist A11(t) eine Stammfunktion von aq1(t) und Ass(t) eine Stammfunktion von agy(t), d.h.
Al () = a11(t) und ALy (t) = ase(t), so bilden die Funktionen

eA11(t) A1) [ 0 () eAz2 (W) —A1(w) gy,
%(t):( 0 ) ud - pald) = J 12£A)22<t)

ein Losungsfundamentalsystem der homogenen linearen Differentialgleichung
' = A(t)x.
Beweis: Natiirlich kann man einfach nachrechnen, dass die angegebenen Funktionen die Differentialglei-
chung 16sen. Wir wollen aber sehen, wie man auf die Losung kommt.
e Fiir die zweite Komponente gilt die Bedingung
IIQ (t) = ag2 (t)IQ (t)
Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung fiir x5, die fiir 16sen kénnen:
xo(t) = coe22() miit ¢y € R.
e Fiir die erste Komponente ergibt sich:
24 (t) = a1 (t)a1 () + caara(t)e22),
Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung fiir x1, die wir ebenfalls 16sen kénnen:
t
x1(t) = credn® czeA“(t)/ alg(u)eA”(“)*A“(“)du mit ¢; € R.
to
e Aus den Darstellungen fiir z1(¢) und z2(t) kann man sofort ¢1(¢) und @2(t) ablesen. Da ¢4 (¢)

in der zweiten Komponente 0 ist, po(t) in der zweiten Komponente aber # 0 ist, sind ¢1, @2
linear unabhéngig, bilden also ein Losungsfundamentalsystem. B

Beispiel: Wir betrachten das homogene lineare Differentialgleichungssystem

, (1 2

Mit den Bezeichnungen des Satzes gilt a11(t) = 1, ai2(t) = 2, a22(t) = 3. Wir withlen Aj;(t) = ¢,
Ass(t) = 3t und erhalten mit to = 0

und
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Zugehorige Fundamentalmatrix ist

die sogar Hauptfundamentalmatrix in ¢t = 0 ist.
Wir betrachten nun die inhomogene Gleichung
' = A(t)x + b(t)

mit stetigen Funktionen A : I — R™*™ und b : I — R™. Wir nehmen an, wir kennen eine Fundamental-
matrix ®(¢). Die Losungen der homogenen Differentialgleichung sind

O (t)c mit ¢ € R™.
Wir versuchen es wieder mit Variation der Konstanten, d.h. wir machen den Ansatz

p(t) = (t)c(t)
mit einer noch unbekannten Funktion ¢ : I — R. Wann 16st ¢ die inhomogene lineare Differentialglei-
chung?

Losung der Differentialgleichung =’ = A(t)x + b(t).

Beispiel: Wir betrachten das Differentialgleichungssystem
2\ (0 1\ [z n cos(t)
y) \1 0] \y 0 '
et et
w0 = (5 )
eine Fundamentalmatrix der zugehorigen homogenen Differentialgleichung ist. Wir brauchen c¢(¢) mit

ey =t (50) = (0 ) () = (B,

Eine Losung ist beispielsweise

Wir haben gesehen, dass

woraus sich die (spezielle) Losung
1 .-
_ _( 3 sin(t)
() = 20t = (5000
ergibt.
Der folgende Satz beschreibt die Struktur der Losungsmenge einer linearen Differentialgleichung x’ =

A(t)z + b(t):

SATZ. Sei I C R ein Intervall, seien A : I — R™ ™ und b : I — R"™ stetige Funktionen. Sei L der
Lésungsraum der homogenen linearen Differentialgleichung

' = A(t)x.
Wir nehmen an, dass dim £ = n gilt. Sei ®(t) eine zugehdrige Fundamentalmatriz, sodass also gilt
L={P(t)c:ceR"}.
Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung
' = A(t)z + b(t)
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mit zugehdriger Losungsmenge
L={p:I—R" stetig differenzierbar: ¢ (t) = A(t)p(t) + b(t) fiir alle t € I}.

Dann gilt:

(1) Ist s : I — R eine (spezielle) Lisung der Differentialgleichung, so ist

L=¢.+L={p.+¢:pecLl}={D(t)c+ pst): ceR"}.
(2) Ist ¢: I — R eine Stammfunktion der (vektorwertigen) Funktion ®(t)~1b(t), d.h.
a(t) = () ~'o(t),
dann ist
ps(t) = (t)c(t)

eine spezielle Losung der (inhomogenen) Differentialgleichung. Die allgemeine Lisung der in-
homogenen Gleichung ist dann

o(t) = ®(t)(c + &(t)) mit c € R™.
(3) Firto €I und xg € R™ hat das Anfangswertproblem
o =AMtz +bt), x(ty) =z

eine eindeutig bestimmte Ldsung.

Beweis:

(1) Dies sieht man genauso wie bei den friiheren linearen Differentialgleichungen.
(2) Dies haben wir bereits in den Voriiberlegungen gezeigt.
(3) Die allgemeine Losung der (inhomogenen) Gleichung ist

o(t) = D(t)c + ps(t) mit ¢ € R™.
Dann gilt:
g&(to) =Ty < (I)(t())C + (P(g(t()) =Xy — ‘b(to)c =9 — (ps(to) —
e C:(I)(to)il(xo—@s(to)).
Die Losung des Anfangswertproblems ist also
p(t) = (1) (to) " (xo — s (t0)) + ws(t).
Dies beweist die Behauptung. &

Wir betrachten noch ein Beispiel eines Differentialgleichungssystems mit nicht konstanten Koeffizienten:
Beispiel: Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

() -G =D6)+0)

e Anders als bei linearen Systemen mit konstanten Koeffizienten ist kein Verfahren bekannt, mit
dem man systematisch ein Losungsfundamentalsystem des homogenen Systems z/ = A(t)x
erhiilt, wenn die Matrix A(¢) nicht konstant ist. In unserem Fall ist

)

e Wir haben Losungen des homogenen Systems gefunden, beispielsweise durch Probieren:

a0 =(}) wd w0 =(3),
) .

Wir bilden die Matrix

K
—~
~+
=
|
—
S
[y
—
~
-
AS)
(V)
—
-
=
Nt
Il
7N
~+
DO o=
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Wir iiberpriifen nochmals, ob tatsédchlich ®'(t) = A(t)®(t) gilt:

vior-(0 ) wa amen-(3 ) D)= )

Die Bedingung ist also erfiillt. Aulerdem gilt

det®(t) =1 und ¢ur1=<ft'f).

Also ist ®(t) eine Fundamentalmatrix und ¢1, @2 ein Losungsfundamentalsystem.

1> zu bestim-

e Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung mit rechter Seite b(t) = ( .

men, suchen wir eine Funktion ¢(¢), fir die gilt:

F() = (1) b(t) = <2t ‘11> C) _ (é)

Wir konnen also

wiahlen. Als spezielle Losung erhalten wir dann

so-00()-( )9~

e Die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems wird damit

c1+ec 1 +1t .
o(t) = c11(t) + capa(t) + ps(t) = (c;ﬁ H 2205 L t2> mit ¢1,c9 € R.

e Wir betrachten noch das Anfangswertproblem
() =)
y(1) 1)
(e tea+1
Lp(l) B (Cl + 262 + 1) :
2
o= (3)

fiihrt dann auf ¢; = 2, co = —1, sodass wir als Losung

24+t
ﬂ”:(%—§+#>

Fiir die allgemeine Losung gilt

Die Bedingung

erhalten.

2. Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Im Folgenden betrachten wir homogene lineare Differentialgleichungen

2’ = Az mit einer Matrix A € R™*",
Zwar gibt es eine allgemeine Losungsformeln, wir beginnen aber mit Verfahren, mit denen man praktisch
oft Losungen bestimmen kann.
Uberlegung: Sei A € R™*". Wir wollen das Differentialgleichungssystem

¥ = Ax
16sen. Wir machen den Ansatz
©(t) = e*v mit einer Zahl X\ und einem Vektor v # 0.
Es gilt:
O(t)=Ap(t) = IMv=AM = o= Av.
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Die Gleichung Av = \v ist eine Eigenwertgleichung mit Eigenwert A und zugehorigem Eigenvektor v. Wir
fassen die so zusammen: Ist A ein Figenwert der Matriz A und v ein zugehdriger Eigenvektor, so lost die
Funktion

p(t) = Mv

das Differentialgleichungssystem x' = Ax.

Erinnerung:
e Ist A eine (reelle oder komplexe) quadratische Matrix, so heiit A € C ein Eigenwert von A,
wenn es einen Vektor v # 0 gibt mit
Av = .

v heifit dann ein Eigenvektor von A. Der Kern Kern(A — AT) heifit der zu A gehérige Eigen-
raum. Die Elemente von Kern(A — AI) \ {0} sind genau die zu A gehorigen Eigenvektoren.
e Das Polynom
xa(z) = det(A — )
heifit das charakteristische Polynom der (quadratischen) Matrix A. Die Nullstellen von
Xxa(x) sind genau die Eigenwerte von A.

Beispiel: Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

/

r = -2z + y

!

y = . = 2y

(-0) - )

e Um die Eigenwerte von A zu bestimmen, berechnen wir das charakteristische Polynom:

—-2—-A 1
XA(A): 1 92\

Die Eigenwerte als Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind

—4+v42 —4-3  —4+£2
2 2
e Wir bestimmen den Eigenraum zum Eigenwert A\; = —1:

B —2-n 1\ -1 1\ _ (1
Kern(A— X\ I) = Kern ( 1 o )\1> = Kern( 1 _1) =R <1) .

Also ist
_ 1
V1 = 1

ein zu A\; = —1 gehoriger Eigenvektor. Daher ist

o1(t) = Mty = e G) - (g_i)

eine Losung des Differentialgleichungssystems.
e Wir bestimmen den Eigenraum zum Eigenwert Ay = —3:

Kern(A — X\oI) = Kern (_2 _1(_3) 5 _1(_3)> = Kern G D =R <_11> :

Also ist
— 1
Vg = 1

ein Eigenvektor zum Eigenwert Ao = —3 und

_ 1 e 3t
pa(t) = eMtvg = e (—1> - <—e—3t>

das wir auch in der Form

schreiben konnen.

‘:(—2—)\)2—1:4+4)\+)\2—1:>\2+4)\+3.

A2 = =—241, also M\ =-1, l=-3.
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eine Losung des Differentialgleichungssystems.
e Wir bilden

#(0) = (2 Olea0) = (0 )

Es ist
1 1

det (0) = det(v1|v2) = '1 = —2#£0.

Daher ist ®(t) eine Fundamentalmatrix und 1, 2 ein Losungsfundamentalsystem.
e Die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems ist also

cre”t 4+ coe™ 3t )
o(t) = crp1(t) + capa(t) = (ciet _ cie*St mit ¢y, ¢z € R.

Alle Losungen konvergieren fiir t — oo gegen (8)
: T : T
NNV e
NN L N -
L' TR T B B # -
LR T B AR A > & -
« Y or s & o+ -

Reelle Matrizen kénnen auch komplexe Eigenwerte haben. Auch diese fithren zu Losungen unserer Diffe-

rentialgleichungssysteme:

SATZ. Fir A € R™*"™ betrachten wir das Differentialgleichungssystem

' = Azx.
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(1) Ist A € R ein Eigenwert von A und v € R™ ein zugehdriger Eigenvektor, so ist
p(t) = v

eine Losung des Differentialgleichungssystems.
(2) Ist A € C\ R ein komplexer, nichtreeller Eigenwert von A und v € C* \ R™ ein zugehdriger
FEigenvektor, so sind

@1(t) =Re(eMv)  und  @o(t) = Im (e Mv)

linear unabhdingige Losungen des Differentialgleichungssystems. (Auch X ist ein Eigenwert von A
mit zugehorigem Eigenvektor v. Er liefert die Losungen p1(t), —pa(t), bringt also nichts Neues.)
Man erhdlt eine explizite Darstellung, wenn man A und v in Real- und Imagindrteil zerlegt: Ist

A=a+if, v=vi+ivg mit «a, R, wv,v3 €R"
so gilt
©1(t) = e (cos(Bt)vy —sin(Bt)ve)  und  @o(t) = e (sin(Bt)vy + cos(Bt)vs).

Beweis: Die erste Aussage wurde bereits gezeigt. Zur zweiten Aussage:

(1) +igh(t) = (p1(t) +pa(t)) = (M) = AeMo = M Av = A (M) =
A(p1(t) +ipa(t)) = Api(t) +idpa(1).
Vergleich von Real- und Imaginérteil liefert

@1(t) = Ap1(t) und  @5(t) = Apa(t).

Nun ist
ey = e Ty 4 juy) = e (cos(Bt) + isin(Bt))(vy + ivg) =
et ((cos(ﬂt)vl — sin(fBt)va) + i(sin(Bt)vy + cos(ﬁt)vg)) =
= e (cos(Bt)vy — sin(Bt)vz) + i - e (sin(Bt)vy + cos(Bt)va) .

Vergleich von Real- und Imaginérteil beweist die angegebenen Darstellungen fiir ¢ und 2. Wir wollen
noch zeigen, dass 1 (t) und @5(t) linear unabhiingig sind. Angenommen, es gibe ein ¢ € R mit ps(t) =
cp1(t). Dann wiirde fur ¢t = 0 folgen

v = Re (v) +4iIm (v) = p1(0) + i2(0) = (1 + ic)1(0).

Dann wire auch 1 (0) ein Eigenvektor von A. Da aber ¢1 (0) reell ist, wiirde auch der zugehorige Eigenwert
A reell sein, ein Widerspruch. B

1(t) + ipa(t)

Beispiel: Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

/

r = —2z+4+y

/

y = —x—-2y

Das Differentialgleichungssystem lésst sich auch in der Form
!
T T . -2 1
() =20) = a-(3 )

e Das charakteristische Polynom von A ist
xa(\) = A2 +4)1+5
mit den Nullstellen, also Eigenwerten von A

Aij2 = —2%34.

schreiben.
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Wir bestimmen den (komplexen) Eigenraum zum Eigenwert Ay = —2 + i:

k(262 LY (S ) ()

Ein Eigenvektor zum Eigenwert A\ = —2 + ¢ ist daher

w ().

Nun bilden wir

Mo = T C) = ‘f.% e C) =e (<C§§(St(>t)++z- éisrir(lt()t)?.i> =
(Y ()Y (0
Also sind

= (RO < () o (20) < ()

Losungen des Differentialgleichungssystems.
Wir bilden die Matrix:

B(t) = (p1(0)lpa(t)) = (f;zlf ) “ﬁii) ~

Es ist
det ®(t) = e *(cos(t)? + sin(t)?) = e #£0.

Daher bilden ¢1(t), p2(t) ein Losungsfundamentalsystem und ®(¢) eine Fundamentalmatrix.
(Wie im vorangegangenen Satz bemerkt wiirde der konjugiert-komplexe Eigenwert Ao = —2 — ¢
zu den Losungen o1 (t), —p2(t) fithren.)

Die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems ist also

e~ 2% (cy cos(t) + cosin(t))
t

p(t) = crpn(t) + capa(t) = <e‘2t(—c1 sin(t) + co cos(t))

) mit C1,Co € R.
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Fiir t — oo laufen die Losungen spiralférmig auf (8) ZU.

!
/]
f
f
f
f
I

Beispiel: Wir hatten am Anfang dieses Kapitels eine chemische Rekation betrachtet, bei der Molekiile
vom Typ Aj, As, Az beteiligt sind. Die Konzentration von A; zum Zeitpunkt ¢ sei x;(t). Wir hatten
folgendes Differentialgleichungssystem aufgestellt:

—kq 0 0
$/ = Az mit A = ]Cl 7]{52 0].
0 ke O
Wir hatten k1 > 0 und ko > 0 vorausgesetzt. Das charakteristische Polynom von A ist
-k —t 0 0
XA(t> = kq —ko—t 0= (—t—k‘l)(—t—kz)(—t) = —(t-"-kl)(t—‘y-l{/’g)t.
0 ko —t
Wir wollen noch k1 # ko voraussetzen. Dann hat die Matrix die Eigenwerte

A==k, A=—ks, X3=0.
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Wir berechnen zugehorige Eigenvektoren:

0 0 0 k1 — ko
Kern(A+kI) = Kemn|ki ki—ke 0] =R —k1 ,
0 kg ]€1 k2
ko—ki 0 O 0
Kern(A + koI) = Kern k1 0 0|=R| 1],
0 ko ko -1
—kq 0 O 0
Kern(A—0I) = Kern| ki —ky O] =R|O0
0 ke O 1
Wir wéahlen also
k1 — ko 0 0
v = *kl 5 Vg = 1 5 V3 = 0
ko -1 1
Der Eigenwert \; fiihrt zur Losung ¢;(t) = e*ifv;, sodass wir die Losungen
k1 — ko 0 0
pr(t)y =e M~k |, pa(t) =m0 1], wa(t)= |0
ko -1 1
erhalten. Die allgemeine Losung ist also
k1 — ko 0 0
o(t) = cre” kit —kq +ege ™t 1 | 430
ko -1 1

Wir nehmen an, am Anfang gibt es nur das Molekiil A;, d.h. wir wollen das Anfangswertproblem

1
©(0)= {0
0
16sen. Es gilt:
1 Cl(kl — kg) 1 1 kl
SD(O): 0 — _Clk1+02 - 0 s Clzﬁ,CQZﬁ,Cg—l
0 c1ko —ca + 3 0 L= h2 17— h2

Die Losung des Anfangswertproblems ist also

1 0 0
p(t)=e ™ [ =g |+ | 525 |+ (0
ég _ kl 1

k)lfkig k17k2
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Es kann passieren, dass die algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts grofier als die geometrische Viel-
fachheit ist. In diesem Fall gibt es noch einen anderen Typ von Lésungen. Wir behandeln nur einen
Spezialfall:

SATZ. Zu A € R™ ™ betrachten wir die homogene lineare Differentialgleichung
2 = Ax.
Wir nehmen an, A besitzt einen Figenwert X mit algebraischer Vielfachheit 2, d.h. das charakteristische
Polynom xa(t) hat eine Darstellung
xa(t) = (t — N)? - g(t) mit einem Polynom g(t) und g(\) # 0.
Dann lassen sich folgende Fille unterscheiden:

(1) Gilt dimKern(A — X1I) =2, ist vy, v2 eine Basis von Kern(A — A1), so sind

p1(t) = Moy, pa(t) = Moy

linear unabhdingige Losungen der Differentialgleichung.

(2) Gilt dimKern(A — X 1) =1, so ist dimKern(A — A1) = 2. Waihlt man
w € Kern((A — A1))*\ Kern(A — A1),
setzt man
v=(A-A])w,
so sind
o1(t) = Mo, @o(t) = eM(w + tv)
linear unabhdngige Losungen der Differentialgleichung. Weiter gilt
@a(t) = eM(I +t(A— \))w.

Alternativ kann man v € Kern(A— M)\ {0} wihlen und w € R™ bestimmen mit (A— A )w = v.

(3) Im Falln =2 ist
O(t) = eM(I +t(A - \I))

eine Fundamentalmatriz, sogar die Hauptfundamentalmatriz in t = 0.

Beweis:
(1) Dass ¢1, p2 die Differentialgleichung lsen, haben wir bereits gesehen, dass die Losungen linear
unabhéngig sind, folgt daraus, dass vy, vo linear unabhéngig sind.
(2) Aus w € Kern((A — \I)?) folgt (A — AI)*>w =0, also 0 = (A — AI)(A — X)w = (A — X)v, d.h.
Av = M. Wegen w ¢ Kern(A — AI) ist v # 0. Der Vektor v ist also Eigenvektor zum Eigenwert
A. Wir haben schon gesehen, dass dann ¢ (t) = e’Mwv die Differentialgleichung 16st. Fiir
o(t) = eM(w + tv) = eM(w + t(A — X)w) = eM(I 4+ t(A — X))w
gilt
() = AeM (T +t(A = A))w + e (A = X)w = e (A + M\t(A — \))w,
und damit
o5(t) = Apa(t) HMAFM(A=N))w=eMAT +t(A-A))w
A+ XMA-M)w=AT+t(A-A))vw
AMA-MN)w=AA-N)w <
(A= ADA-MN)w=0 <+—= A-N)w=0 <=
w € Kern((A — \I)?).
Da w € Kern((A—\I)?) vorausgesetzt war, 16st also auch s (t) die Differentialgleichung. Wéren
©1(t) und @2(t) linear abhingig, so gibe es eine (konstante) Zahl ¢ mit pa(t) = cp(t), also
eM(w + tv) = ceMwv. Fiir t = 0 wiirde sich w = cv ergeben, und damit w = cv € Kern(A — \I),
ein Widerspruch. Also sind 1, @9 linear unabhéingig.

Frett



2. HOMOGENE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN 19

(3) Wir iiberpriifen, ob ®(¢) die Differentialgleichung 16st:

D' (t) = AD(t) AeM(T 4+ (A= N)) +eM(A =) =eMAT +t(A—=A])) <
MAMA-AN)+(A-AN)=A+tA(A-)]) =
MA-XN)=tAA-)X]) <= A-IN)A-A)=0 =
(A=XD)?=0.

I

Im Fall n = 2 ist xya(t) = (t — A\)?, sodass nach dem Satz von Cayley-Hamilton (A — AI)? =0
gilt. Damit erfiillt ®(¢) die Differentialgleichung. Nun ist

sodass ®(t) Hauptfundamentalmatrix ist. B

Bemerkung: Ist A ein Eigenwert von A € R™*"™ mit algebraischer Vielfachheit 2, so hat der sogenannte
,Hauptraum“ Kern((A — A\I)?) Dimension 2. Der Eigenraum Kern(A — A\I) hat mindestens Dimension 1
und trivialerweise gilt

Kern(A — AI) C Kern((A — X)?),

sodass dim Kern(A—ATI) - die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts - nur die Werte 1 oder 2 annehmen
kann.

Beispiel: Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

Die Matrix A hat das charakteristische Polynom

XA(t)FIt 3__1t‘(5t)(3t)+1158t+t2+1t28t+16(t4)2,

also den (einzigen) Eigenwert A\ = 4 mit algebraischer Vielfachheit 2. Da wir im Fall n = 2 sind, kénnen
wir sofort eine Fundamentalmatrix mit Hilfe des vorangegangenen Satzes angeben:

d(t) = MI+tA-N)) =
()l )

Die allgemeine Losung ist also

et =0 () = (2 07)
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Wir fassen nochmals zusammen:

Vorgehensweise zur Bestimmung eines Losungsfundamentalsystems fiir ein homogenes li-
neares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten ©' = Ax:
(1) Bestimme das charakteristische Polynom x 4 (t) = det(A — tI) der Matrix A.
(2) Bestimme die (reellen und komplexen) Eigenwerte von A, also die Nullstellen A von x(x)
zusammen mit der algebraischen Vielfachheit.
(3) Fiir jeden Eigenwert \ fiihre man folgendes Verfahren durch, wenn méglich:
(a) Falls )\ ein reeller Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 1 ist: Bestimme einen
zugehorigen Eigenvektor v. Dann ist

o(t) = eMv

eine Losung des Differentialgleichungssystems.

(b) Falls A ein komplexer, nichtreeller Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 1
ist: Dann ist auch die konjugiert-komplexe Zahl A ein Eigenwert. Bestimme einen komple-
xen Eigenvektor v zu A. Dann 16sen

1(t) =Re(eMv) und  @o(t) = Im (eMv)

das Differentialgleichungssystem. (Der Eigenwert A\ muss nicht mehr betrachtet werden, da
er nichts Neues liefert.)

(c) Falls )\ ein reeller Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer
Vielfachheit 1 ist: Bestimme einen zugehorigen Eigenvektor v und einen Vektor w mit

(A= Aw = .
(Man kann auch w € Kern((A — AI)?) \ Kern(A — ) wihlen und dann v = (A — A)w
setzen.) Dann 16sen
e1(t) =eMv und  po(t) = eM(w + tv)
das Differentialgleichungssystem.

(4) Kommen nur Eigenwerte vor, die sich in die Fille (a), (b), (¢) einordnen, so bilden die gefundenen
Funktionen ein Losungsfundamentalsystem.
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Bemerkung: Mit der angegebenen Vorgehensweise kommt man in der Praxis meist zum Ziel. Im Fol-
genden zeigen wir noch einen eleganten Weg, der allerdings zunéichst nicht gleich auf explizite Losungen
fiihrt.

3. Die Matrix-Exponentialfunktion

In Dimension 1 sieht man sofort, dass fiir a € R die Differentialgleichung #’ = azx durch die Funktion

e = exp(at) gelost wird. Wir werden sehen, dass in Dimension n fiir A € R"*" die homogene lineare

Differentialgleichung ' = Az durch die Funktion
et = exp(tA)

gelost wird, die wir aber erst noch definieren miissen.

3.1. Konvergenz in C" und C™*". Hier stellen wir zuniichst einige wichtige Aussagen zur Kon-
vergenz von Folgen in C™ und C™*"™ zusammen.

Eine Folge (a¢)¢>0 von Elementen aus C™ wird gegeben durch n Folgen (ag j)e>0 komplexer Zahlen:

Qg 1
Qp,2
ap = : , £=0,1,2,3,...
Qp.n
Die Folge (ar)e>0 konvergiert gegen
ai
as
a=1] . | eC”
Qn

wenn fiir die Folgen komplexer Zahlen (ay,;)¢>0 konvergieren, d.h. wenn gilt

lim ag ; = a; fir j =1,...,n.
{—00 J J J ’ ’

Wir erinnern an die euklidische Norm auf C":

I C" = Reo mit || | = V]a1 + oo + -+ + [an].
an
Die Norm hat folgende Eigenschaften (fiir a,b € C"):
(1) [lall € Rxo.
2) |la|| =0 < a=0.

(2)
(3) IAal = Al fir X € C.
(4) |la+0| < |la]| + ||b]] (Dreiecksungleichung).

Mit Hilfe der Norm lisst sich nun die Konvergenz einer Folge (as)¢>o mit a, € C* wie folgt charakteri-
sieren:

(ag)e>0 konvergiert gegen a <= lim |lag —al| =0
- {— 00

Das Cauchy-Kriterium fiir die Konvergenz von Folgen aus C iibertrigt sich auf die Konvergenz von
Folgen in C™: Eine Folge (a;)¢>0 mit ag € C™ konvergiert genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein £, € Ny
existiert, sodass gilt:

LU0 >0 = ag—apl| <e.

(C™ ist also ein vollstédndiger normierter Raum.)
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Eine Reihe ), ., a; mit ap € C" konvergiert, wenn die Folge ihrer Partialsummen (Zi:o ak>[>
= />0

konvergiert. In diesem Fall setzt man

E ar = lim E ak
£— 00
k=0 k=0
Die Menge der Matrizen
ail N A1n
cmr={] : © | ra €C}
ami1  --- Omn

konnen wir mit einem C™" identifizieren und daher obige Begriffsbildungen auf C"*" iibertragen. Wir
wiederholen dies kurz: Eine Folge von Matrizen (Ay)e>o mit A = (ag’jk) konvergiert gegen eine Matrix
A = (aji), wenn gilt limy_, o ag ji = aj), fir alle j € {1,...,m} und k € {1,...,n}.

Beispiel: Fiir eine reelle (oder komplexe) Zahlen x wird definiert

e’ = exp(x) = Z e
k=0

_ 1 2 2X2
A_(S 4>€(C

14
1 10 1 1 1
SZZZMAk:( >+A+2A2+6A3+~-+A@
j=0

Wir betrachten jetzt fiir

die durch

0 1 !
definierte Folge (S¢)e>0 von Matrizen in C2*2. Wir erhalten

10 2 2 u g 5 16 at9 337
50=< )> 512( ), 52=<2 ),53=<3 )7 542(3247 1425>7 ce
o 1) (e s) (g ) m-log) s-(8 8

und numerisch
So = (1.00 0.00) S = (2.00 2.00) S = (5.50 7.00) Sy = (11.67 16.00) 7

0.00 1.00 3.00 5.00 10.50 16.00 24.00 35.67
19.96 28.08 28.87 41.07 36.84  52.69 42.96 61.61
S4 = 5 S5 = ) Sﬁ = ’ 87 = )
42.12  62.08 61.60 90.47 79.04 115.88 92.42 135.38

g _ (4708 67.60 g _ (4953 7118 g _ (5085 7310 g _ (5149 74.04
8~ \101.41 148.48)° ~° 7 \106.77 156.30)° '~ \109.65 160.50/)°> ' =~ \111.06 162.55)°

g, (PLT8 7446 g (P10 7463 g, — (PL94 7470 g (PL96 7472
127 \111.69 163.47)° °¥ 7 \111.95 163.85)° ' 7 \112.05 164.00/° ' T \112.09 164.05)°

g _ (L9 74T3 g (PL9T 7474 g (PLOT  74T4 g (PLIT  74T4
6= 1\112.10 164.07/)° ©°'7 7 \112.10 164.07)° °* 7 \112.10 164.07)° " T \112.10 164.07)°

Dies schaut nach Konvergenz aus. Wir werden das Beispiel spédter noch genauer betrachten.

Die oben definierte Norm wird fiir A = (a;x) durch

ail Aln
A =11] =

am1 - - Amn

definiert. Die Norm wird auch als Frobenius-Norm bezeichnet. Sie hat folgende Eigenschaften (A, B €
(men):

(1
(2
(3
(4

|All € Rxo.

A =0 < A=0.

[IMA| = |Al||A|| fiir A € C.

lA+ B| < ||A]| + || B]| (Dreiecksungleichung).

OO —
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Dariiber hinaus besitzt die Norm noch folgende Eigenschaft (A € C™*"™, B € C"*P):
4) ||AB] < IAIIB]| (Submultiplikativitéit).

(Ein Beweis fiir die Submultiplikativitiit folgt weiter hinten.) Fiir A € C™*" und v € C™ wird die letzte
Eigenschaft zu ||Av|| < || All||v]|-

Wir formulieren nun die Konvergenz einer Matrizenfolge (A¢)e>o mit A, € C™*" gegen A € C™*™ mit
der Norm:
lim Ag =A — th ||Ag — AH =0.
—00

l— 00
Das Cauchy-Kriterium lautet: (Ay)s>o konvergiert genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein ¢, € Ny gibt,
sodass gilt:
LU >0 = ||Ar— Ayl <e.

3.2. Die Matrix-Exponentialfunktion exp(A4).
LEMMA. Fiir A € C"*"™ und ¢ € Ny sei

J4
1, 1.1, 1,
Sg=k§ AP =T+ A+ AL A g Al
=0

Dann gilt: Die Folge (S¢)e>0 konvergiert nach dem Cauchy-Kriterum, d.h. es existiert der Grenzwert
oo £
1 . ) 1 .
2 At = fim > At
k=0 k=0

Beuweis: Sei € > 0 beliebig. Wegen ellAl = e 0

sodass gilt

¢
1
>0 = A=Y E||A||’“| <e.
k=0
Seien ¢,¢' > £, und 0.E. ¢/ > ¢. Dann gilt (mit den Rechenregeln fiir die Norm):

1Sy — Sell = ||Z,€,A‘“ Zk,A‘“II—H Z —A’“ns
k= £+1
1 1
< Z 5440 = Z Ak < Z Al = ZEHAH’“ Z%HAH’C
k=04+1 k=0+1 k= £+1 k=0
0o 1 L 4 1
< 0 A= ST AL = el - 3T Al <
k=0 k=0 k=0

Dabher folgt die Konvergenz von (Sp)¢>o mit dem Cauchy-Kriterium. B

Das vorangegangene Lemma rechtfertigt folgende Definition:
DEFINITION. Fiir eine Matriz A € C™*™ wird die Matrix-Exponentialfunktion exp(A) durch
‘1
k k
exp(4 Zk'A 7513101020514
definiert, wobei A° = I sei.

Bemerkung: Bezeichnet kurz 0 die n x n-Null-Matrix, so gilt

el =1.

Beispiele:
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a 0
=5 2)
2 3 k
2 a 0 3 _ a 0 k a 0
e D) S D) ()

woraus sofort
A €a 0
“=(5 &)

0 1 0 0
A—(O O) und B—(1 O)

gilt A2 = 0 und B? = 0, woraus sofort

A (11 B _ (1 0
e —I—|—A—(0 1) und e —I—|—B—<1 1)

A B _ (21 B a_ (1 1
e~e—<11 undee—12.

Man sieht hier, dass e? - B # B . e4 gilt.

(1) Fir

gilt

folgt.
(2) Fiir

folgt. Nun gilt

Das erste Beispiel verallgemeinert sich sofort wie folgt:

SATZ. Sind Ai,..., A\, € C und ist

Insbesondere gilt fir A € C und die n x n-Einheitsmatriz I :

exp(A) = .

Beweis: Fiir £ € Ny gilt
e Ak

k=0 kI
AN

¢
1 e k=0 Tl
ZHA = N :

AN
k=0 &I

woraus schnell die Behauptung folgt.
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3.3. Die Funktion R — C™*", ¢t — exp(tA). Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — C"
wird beschrieben durch

aq(t) + b1 (t)

as t ’LbQ t
= | OO |

an (t) + iby (t)

also durch 2n reellwertige Funktionen
ag: I =R, bp:I—-R fir k=1,...,n.

f ist stetig in tg € I, wenn alle a; und alle by stetig in ¢y sind. f ist differenzierbar in ty € I, wenn alle
ay, und alle by, differenzierbar in ty sind. Fiir die Ableitung gilt:

ay (t) + bl (t)
) | 4O+ 40
a, (t) + i), (1)
Entsprechend wird die Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer Abbildung
f:I—=Ccmn

definiert.
Wir erinnern an folgende Produktregel, die wir schon zuvor angewendet haben:

LEMMA. Sei I ein offenes Intervall und A : I — C™*™ differenzierbar in to € I und B : I — C"*P
differenzierbar in to € I. Dann ist auch AB : I — C™*P (mit t — A(t)B(t)) differenzierbar in ty und es
gilt
d(AB) dA dB
to) = —(to)B(t A(tg)—(to)-
dat (to) dt(o)(0)+ (O)dt(O)

Beweis: Wir schreiben

A(t) = (aiz (1),  B(t) = (bjr(t),  A@)B(t) = (cir(t)).
Dann gilt

cir(t) =Y ai; (£)bi(1)
j=1

Die Produktregel fiir das Differenzieren liefert

n

d (2 z db
Ck Z( L (to)bj(to) + ai; (to) —2- o (to))

Jj=1

was genau die oben angegebene Formel liefert. B

Fiir die Differentialgleichung ist folgende Aussage wichtig:

SATZ. Fiir A € C* ™ st die Funktion
R — C™", tetd

differenzierbar und es gilt

—eth = At = et A,
dt
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Beweis: Es ist

oo 1
tA _ k Ak
et = g —k!t A¥.
k=0
Sei

AY = (akij)1<i<n-
1552

“a
i
etA — ] tk .
k!
k=0 i

o0

Z Ak ,ij k
k!

k=0

eine iiberall konvergente Potenzreihe, also gliedweise differenzierbar mit Ableitung

d (N g g N TR el NS Okid kel _ N

@ Ui gk | _ N Yhig g e R

dt k! k! (k—1)! R
k k=1 k=1 k=0

Dann ist

Fiir jedes Indexpaar (i, 7) ist

Dies ist aber genau der Eintrag (i, j) der Matrix

o tF k+1
> A
k=0
Daher ist auch e‘4 differenzierbar und es gilt:
d 4 =tk =1 = 1
— = AR =AY (AP =) (A A=
dt* 22} kZ:Ok;!( ) kzzok!( )

= A-A=e4 A

Dies war zu zeigen. B

FOLGERUNG. Fiir A € C™*" ist e? eine invertierbare Matriz und es gilt
(eA)_l =e A
Beweis: Wir betrachten die Matrix-wertige Funktion
F(t) =e e,
die differenzierbar ist. Wir berechnen die Ableitung:
Fl(t) = Aeth . et L et (L A)etA = AetA . emtA _ AetA . omtA — g,
Also ist f(t) konstant. Aus f(0) = I folgt dann
et et = fiir alle t € R,

insbesondere die Behauptung. B

SATZ. Sei A € R™*™. Fiir die homogene lineare Differentialgleichung
2 = Ax

ist e!4 die Hauptfundamentalmatriz in t = 0.

Beweis: Die Behauptung folgt aus

der Invertierbarkeit von €4 und ¢! = . m

Wir geben sofort eine Anwendung:
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Satz. Ist A € R™™™ und ®(t) eine Fundamentalmatriz der Differentialgleichung
so gilt

Beweis: Wir wissen, dass ®(¢)®(0)~! die Hauptfundamentalmatrix ist. Fiir die Hauptfundamentalmatrix
haben wir im letzten Satz die Darstellung e’/ gefunden. Daraus folgt die Behauptung. m

Bemerkung: Der Satz besagt, dass die Berechnung von e‘4 ungefihr gleichwertig mit der Berechnung
einer Fundamentalmatrix ®(¢) der Differentialgleichung o’ = Ax ist.

Beispiele:
(1) Wir haben gesehen, dass wir
’r_ . _ 0 1
' = Ax mit A = (1 O)
die Matrix

cosh(t) sinh(t
() = (sinh((t; coshgt)))

die Hauptfundementalmatrix in ¢t = 0 ist. Daher folgt sofort
0 t\ ;4 (cosh(t) sinh(t)
5P <t 0) = (sinh(t) cosh(t) ) -
(2) Wir betrachten fiir 5 € R\ {0}
_(0 B
(%)
Das charakteristische Polynom ist
Xa(A) =X+ 52 = (A = if) (A +iB).
Wir suchen einen Eigenvektor:
Kern(A — ipI) = Kern (__Zg —€5> =C (1) .
Als Losung der Differentialgleichung ' = Ax erhalten wir
() = eift 1\ [ cos(Bt) +isin(Bt) \ [ cos(Bt) w sin(St)
= i) \—sin(Bt) +icos(ft))  \ —sin(St) cos(ft) )’

also die Fundamentalmatrix

_ [ cos(Bt) sin(Bt)
o(t) = <_sm(5t> COSW)) '

Wegen ®(0) = I ist ®(¢) die Hauptfundamentalmatrix in ¢t = 0, also

A < cos(f3t) sin(,Bt))
—sin(Bt) cos(ft) )

Wir haben zuvor ein Beispiel gesehen, in dem e? - eZ # eB . ¢4 galt. Eine wichtige Ausnahme behandelt
folgender Satz:

SATZ. Seien A, B € C™"*"™ vertauschbare Matrizen, d.h. AB = BA. Dann gilt

eATB = ¢AeB = eBeA,

Beweis:
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e Aus AB = BA folgt A’B = AAB = ABA = BAA = BA? und durch Induktion A*B = BA*
fiir alle £ > 0. Daher gilt

‘ ¢
1 1
<Z MA’“) B=B (Z MA’“) fiir alle £ > 0.
k=0 " k=0
Fiir £ — oo folgt
e B=B-e’
e Wir betrachten nun die Funktion
q)(t) _ et(A—i—B) _ etAetB
und differenzieren sie:
D'(t) = (A4 B)etAHB) _ AethetB — tABetE =
= (A4 B)et+B) _ ActAetP — BettelP =
— (A+B) (et<A+B> - etAetB) — (A + B)®(t).
Also 16st ®(t) die Differentialgleichung 2’ = (A + B)z. Da e!A*5) eine Fundamentalmatrix fiir
diese Differentialgleichung ist, gibt es eine konstante Matrix C' mit
B(t) = !ATB 0,
Fiir ¢ = 0 erhalten wir
O — DATB) o — B(0) = OA+B) _ 0A0B _ o

und damit ®(¢) = 0, was zu

Ql(A+B) _ tA tB

)

und fiir ¢ = 1 zur Behauptung fiihrt. m

Eine wichtige Anwendung zeigt folgendes allgemeine Beispiel:

Beispiel: Ist a € R, I € R"™™ und B € R™"*", so0 ist A = al natiirlich mit B vertauschbar. Daher folgt
exp(al + B) = exp(al) exp(B) = e® exp(B).

exp (_aﬁ g)

berechnen. Wir haben zuvor schon gesehen, dass

(5 1) (S )

gilt. Damit erhalten wir
a pf a 0 0 p _ a 0 0 B\ _
o5 5) =60 (G 0)=e (s e (s 0)-
(e 0N ([ cos(B) smn(B)) _ . ( cos(8) sin(B)
o 0 e*) \—sin(8) cos(B8)) € —sin(B) cos(B) )
Der folgende Satz liefert eine Berechnungsmaglichkeit von et4, die ohne Eigenvektorberechnungen aus-
kommt, falls A € R"*™ nur einen (komplexen) Eigenwert hat.

Beispiel: Fiir a, 8 € R wollen wir

SATZ. Flir das charakteristische Polynom x a(t) der Matriz A € R™*"™ gelte
xa(t) = £ =N)",
d.h. X ist einziger Eigenwert von A. (Dann ist die algebraische Vielfachheit n.) Dann gilt:
1

1
tA _ Xt _ — 42 _ 2 n—1 _ n—1
e =e <I+t(A Al + 2t (A=A +---+ (n—l)!t (A—XI) )
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Beweis: A ist nach Cayley-Hamilton Nullstelle des charakteristischen Polynoms, d.h. es gilt
(A= XD)" =
Daher gilt nach Definition

A=A = I+Z—t’“A AD)E —I+Z—t’“A AD)E
k>1 "

Da die Matrizen AtI und t(A — M) offensichtlich vertauschbar sind, folgt

otA — MIFHA=NT _ ML HA=ND) _ A Z (A - AD)

also die Behauptung. m

Beispiel: Wir betrachten

-1 2 -1
A=[-6 6 -2
-3 2 1

Das charakteristische Polynom ist
xa(t) =t —6t* + 12t — 8 = (t — 2)°

Daher gilt
1 —3t+1 2t —t
el = 2t (I +t(A—2I)+ Et2(A - 21)2> = | -6t  4t+1 2t
—3t 2t —t+1

3.4. Berechnung von exp(A4) und exp(tA) mit Hilfe der Jordanschen Normalform. Im
Folgenden wollen wir einen Weg aufzeigen, wie man fiir eine Matrix A € C"*™ und ¢t € C die Matrizen
exp(A4) und exp(tA) systematisch berechnen kann. Kann man eine der fritheren Methoden anwenden,
geht dies aber vermutlich einfacher und schneller.

Wir erinnern zuniichst an folgende Aussage: Sind Ay, ..., A, € C und ist

A1 eM
Ao ez

A= ,  sogilt exp(A)=

An et

Diese Aussage verallgemeinert sich wie folgt:

SATZ. Ist A € C™"*" zerlegt in quadratische Matrizen:

Ay
Ay

s0 15t

exp(Anm)

Beweis: Die angegebene Blockstruktur bleibt bei Multiplikation erhalten, woraus dann die Behauptung
folgt. m

Der folgende Typ von Matrizen taucht bei der Jordanschen Normalform auf:
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SATZ. Sein € N und N die n x n-Matrix

0 1
0 1
N = ° .
0 1
0
(Ist e; der j-te Einheitsvektor, so gilt Ne; =0, Ne; = ej_1 fiir 2 < j <mn.) Dann gilt firt € C
1,2 1,43 n—
1t 57 &t CEyLA
1t 42 8 (nimt” 2
exp(tN) =
1t 3t
1 t
1

Beweis: Bei N stehen die Einsen in der ersten oberen Nebendiagonalen, bei N2 in der zweiten oberen
Nebendiagonalen, etc. Schlielich gilt N™ = 0, d.h. N ist eine nilpotente Matrix. Wegen

n—1
1 1 1 1
(tN) :E — —(tN)* =T +tN 4+ ~t?N + - - notynet
expl(t ok ;— 7 (EN) HIN 4 SN + +(n71)!t

folgt die Behauptung.

SaTz. Ist A € C"*" und T € C™™*" invertierbar, so gilt
exp(TAT™Y) = Texp(A) T,

Beweis: Wir miissen die Partialsummen

betrachten. Nun gilt
(TAT™Y)? = TAT'TAT™' =TA?T™', (TAT ') =TAT'TAT'TAT! =TA3T*,

Durch Induktion erhélt man leicht
(TAT- Yk = TAFT—L,
Daher folgt

L L
_§ : 1 kp—1 __ § :1 k -1
k=0

k=0
und damit
L
ITexp(A)T~! = Sif| = |[ITexp(A Z )T H| =
k=0
‘1
= T o) = 30 34 T <
k=0
|
<P oo = 32 a1

Aus exp(A) = limy_, 00 Zk o k,Ak folgt dann sofort

4
1
—1 . . —1\k —1
Texp(A)T™" = th Sy = th kg_o —k!(l AT~ )" = exp(TAT ™)
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und damit die Behauptung. ®
Mit folgendem Satz kann man in vielen Fillen exp(A) und exp(tA) berechnen:

SATzZ. Die Matriz A € C**™ habe n verschiedene Eigenwerte A1, ..., A,. Sei v; ein Figenvektor zu A;
und

T = (Ul vy ... Un>
die n X n-Matriz, die entsteht, wenn man die Figenvektoren spaltenweise in eine Matriz schreibt. Dann
gilt fir allet € C

A ettt
)\2 6)\2t
A=T . T™'  und exp(tA) =T . Tt
. N . ot
Beweis: Es gilt
AT = A(vr ... vp)=(Avr ... Avy)=Mvr ..o Aoy) =
)\1 )\1
= (’Ul ’Un) =T s
An An
was die erste Behauptung liefert. Die zweite Behauptung folgt mit dem vorangegangenen Satz:
At At
exp(td) = exp(T T71) =Texp T =
Ant Ant
6)\1t
-7 Tt
Ant

Damit ist die Behauptung bewiesen. B
Beispiel: Die Matrix

=)

hat das charakteristische Polynom z2 — 5z — 2, die Eigenwerte

_ 5+/33 \, _ D= V33

A = .
1 2 2 2 )

zugehorige Eigenvektoren sind

AR}

Wir wihlen also

T 4 4
T \3+V33 3-33
- At 0 —1
aer(y )
Damit erhalten wir

1 2 _ /\1 0 —1\ _ €>‘1 0 -1 _
exp (3 4> = exp(T(O )\2) T—H)=T ( 0 e T ' =...
<51.96895625 74.73656463)

und haben dann

112.1048471 164.0738032
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Ein &hnliches Ergebnis hatten wir zuvor durch Untersuchung der Partialsummen erhalten.

Beispiel: Wir hatten schon frither die Matrizen
0 1 0 0
A= (O 0> und B = (1 0)

exp(A):I+A=<O }) exp(B)=I+B=G ?)

betrachtet und

und
exp(A)exp(B) = (7 1) exp(B)expl4) =

berechnet. Andererseits gilt

(0 1\ 1 0 1. (1 1
A—|—B—<1 0>_T(O _1)T mltT—<1 1

wiaem=r(y f) = (107

e

Also gilt hier offensichtlich exp(A + B) # exp(A) exp(B).

Die folgenden Matrizentypen tauchen bei der Jordanschen Normalform auf:

Satz. Seim € N, A € C und J,,(\) folgende m x m-Matriz

Al
A1
Im(A) = .
A1
A
Dann gilt firt e C
AL et %tzem (mil)!tmqe,\t
0 M et (m£2)! Fm—2 At
exp(tln(V)=| 0 0 ¥ Gt ¢
0 0 0 et

Beweis: Es ist mit der zuvor betrachteten nilpotenten Matrix N,
Jn(A) = A+ N, und  tJ,(A) = ML+ tN,,.

Da die Matrizen AtI und ¢N,, (trivialerweise) kommutieren, kénnen wir die Formel exp(4 + B) =
exp(A) exp(B) anwenden und erhalten:

exp(tm(N) = exp(AtI + tN,,,) = exp(At]) exp(tN,,) = e T exp(tN,,) = e* exp(tNy,).

Mit der zuvor gezeigten Beziehung

Lot 3 . it

0 1 (mig),tm*
exp(tNTn) — 10 0 1 - 4(m£3)[tm_3

00 0 ... 1

folgt dann die Behauptung. ®
Wir kénnen jetzt exp(tA) berechnen, wenn wir die Jordansche Normalform von A bestimmen kénnen:

Berechnung von exp(t4) mit Hilfe der Jordanschen Normalform:
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(1) Gegeben sei eine Matrix A € Mat(n x n,C). Man bestimmt die Jordansche Normalform von A

und eine zugehorige Transformationsmatrix 7', sodass gilt

Jml ()‘1)
A=T T,
Jmk ()‘k)
wobei Jy,, (A\;) ein Jordan-Block ist:
A1
A1
sz(/\l) =
1
Ai
(2) Dann gilt
exp(tJm, (A1)
exp(tA) =T 71
exp(tJmk ()‘k))
mit
€Ait te}\it %t26)\it L (mil_l)!tmifle)\it
0 6)\it te/\it (m71_2)| tm1726)\1t
exp(tdm,; (A;)) = 0 0 et e (mﬁs)!tmﬁ%)\it
0 0 0 et

Beispiel: Zu Beginn hatten wir ein Differentialgleichungssystem

-k 0 O
l‘/ = kl —kz 0)=x
0 ky O

betrachtet (mit k1 > 0 und ko > 0). Im Fall k; # ko haben wir eine Losung hergeleitet. Nun wollen wir

noch den Fall k1 = ks = k > 0 untersuchen, also

-k 0 0
2=k -k Oz
0 kE 0
Sei also
-k 0 0
A=k -k 0
0 k0

Das charakteristische Polynom ist
xa(t) =t(t+k)?,
die Matrix A hat also den zweifachen Eigenwert —k und den Eigenwert 0.
e Wir betrachten den Eigenwert —k. Es ist

0 0 0 0 0
A+kI=|k 0 O und (A+ED*=[0 0

0 k k k*  k?

0
0
]4;2

Da A + kI Rang 2 hat, ist der Eigenraum 1-dimensional. Wir withlen wy € Kern((A4 + kI)?) \

Kern(A + kI), ndmlich
1
wy = -1
0
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und berechnen
0

’U1:(A+kI)U/1: k
-k
Dann ist
Av=—kv und Aw=—kw+w.

e Wir betrachten den Eigenwert 0. Es ist

-k 0 O 0
Kern(A—0I)=Kemm | &k —k 0] =R|0
0 k0 1
Als Eigenvektor wahlen wir
0
Vg = 0
1
Nun gilt fiir
0 1 0
T= (U1|’LU1|UQ) = k -1 0
-k 0 1
-k 1 0
AT = A(U1|’LU1|UQ) == (A’U1|AU)1|AU2) == (7]'{3’Ul| - kwl + ’U1|O’U2) = (U1|’LU1|’02) 0 -k 0 5
0 0 0
also
-k 1 0
A=T0 -k Of|T!
0 0 0
Es folgt:
—tk t 0 ekt ekt 0
exp(tA) = Texp| 0 —tk O|T'=T| 0 e* 0|7 '=...=
0 0 0 0 0 1
ekt 0 0
= kte—kt ekt 0
1—(14kt)e ™ 1—e* 1

3.5. 2/ = A(t)z und die Matrixexponentialfunktion. Im 1-dimensionalen Fall haben wir Fol-
gendes gesehen: Ist I C R ein Intervall, ist a : I — R stetig und A(¢) eine Stammfunktion von a(t), d.h.
A'(t) = a(t), so ist
A(t)

eine Losung der Differentialgleichung

¥ =a(t)x.
Dieses Ergebnis lasst sich nicht ohne Weiteres auf den n-dimensionalen Fall iibertragen, wie an Beispielen
zu sehen ist. Allerdings gilt folgender Satz:

SATZ. Sei I CR ein Intervall und A : I — R™™™ stetig. Ist
B:I—R™™
eine differenzierbare Funktion, sodass gilt
B'(t)= A(t) und A(t)B(t) = B(t)A(t) firalletel,

S0 st
exp(B(t))
eine Fundamentalmatriz der Differentialgleichung @’ = A(t)x.
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Bemerkung: Ist A € R™*"™ eine ,konstante* Matrix, wihlt man B(t) = tA, so sind die Voraussetzungen
des Satzes erfiillt, und es folgt (nochmals), dass e!” eine Fundamentalmatrix fiir die Differentialgleichung
x' = Ax ist.

Anhang: Die Submultiplikativitit der Frobenius-Norm

LEMMA (Submultiplikativitit der Norm). Fir A € R™*™ und B € R™*P gilt

[AB| < [|A[[[|B]]-

Beweis: Wir schreiben

A= (ajk)];L...,m, B = (bki)k=1,..,n,, AB=(cji)j=1,.
=1,...,n =1 =

Lm  mit ¢y = E ajxbp.
ooy I=1,....,p
Dann ist

m n n p m p
AP =Y lagel® IBIP =YD bl 1ABIP =) "> leal®

j=1k=1 k=1 1=1 j=11=1

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung besagt, dass fiir x1,...,2,,91,...,yn € R” gilt:

(@14 A aayn)? < (@F+ 4 22) (i + - +y2),

oder mit Summenzeichen geschrieben

(E) < () (£4)

Setzen wir zy, = |a| fir k= 1,...,n und y, = |by| fir k =1,..

., M, so erhalten wir

<Z|ajk|bkz> (Z || > ( bkl|2> :
k=1 k=1
Es folgt

2 n n
Zagkbk:l ( |ajk|bkl> < <Z |ajlc|2> : <Z bkl|2> =
k=1 k=1 k=1
( |ajikl ) ( |bk/l|2> = Z laji)? - |bwn?,
k=1 k=1

lejil®

M:

3

und damit

m

m P P n n m n
S W TS 959 ) IR b ) oI008 NI

1AB]?

j=11=1 j=11=1 k=1k'=1

j=1k=1
= [ AI”-11BIP,

also ||ABJ| < ||A||||B]|, was zu zeigen war. B

>y w) -

k'=11=1
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