Kap. 2 Anhang 6*: Die Inklusions-Exklusions- oder Sieb-Formel

Diese grundlegende kombinatorische Formel wird zumeist in Blichern kombinatorisch bewiesen: man
zahlt die Auftretenshaufigkeit der Elemente von Teilmengen, wobei die Formel ZZ:o(—l)k(Z) =0(n>1)

(Jede nichtleere endliche Menge hat gleich viele gerade und ungerade Teilmengen) benutzt wird. Siehe
z.B.: Martin Aigner, A Course in Enumeration, Springer 2007; Norman L. Biggs, Discrete Mathematics,
Oxford UP 1989; Konrad Jacobs, Einfiihrung in die Kombinatorik, de Gruyter 1983. Das macht sachlich
wie didaktisch Sinn, da diese Blucher ja unter anderem das (didaktische) Ziel haben, den Lesern kombina-
torisches Denken und Argumentieren nahezubringen.

Dennoch bevorzuge ich einen anderen reinen Induktionsbeweis der Formel. Erstens ist
dieser recht kurz und benutzt keinerlei Hilfsmittel; zweitens fuhrt der Induktionsschritt
selbst in diesem Fall ganz einfach zur Formel hin, schon der Schritt von n»n=2 nach
n =3; und drittens kann man so die Formel von vornherein allgemeiner formulieren und
damit ihren ganz simplen algebraischen Kern klarmachen.

Satz 2.A6.1 (Allgemeine Sieb-Formel)
Sei M eine nichtleere Menge von Mengen und ¢: M — G eine Abbildung mit

e(AUB) =p(A)+¢(B)-p(AnB) (A, BeM); (%)
dabei sei (G, +) eins abelsche Gruppe. Dann gilt fir alle neN:
o(A U UA,) = Z(_1)’€‘1 Yoo (A nAyneenAdy) (Ar A e M) (%)

k=1 1<i1<ig<-<ip<n

Die Voraussetzung (*) des Satzes beinhaltet implizit: Die Menge M ist bzgl. v und n abge-
schlossen. Ist M auch bzgl. Differenzen 4\ B abgeschlossen, kann man die Hypothese (*) durch
die Additivitdt ¢(AuB)=p(A)+9(B) (AnB=g) ersetzen, da diese zusammen mit den disjunkten
Zerlegungen AuB=(A\B)u(B~A)u(AnB), A=(A~B)U(AnB), B=(B~A)u(AnB) unmittelbar (%)
ergibt. Allerdings z.B. flr konstante Funktionen gilt zwar (*), aber nicht die Additivitat.

Beweis des Satzes: Induktion uber n.

Den Induktionsanfang n =2 liefert (*). (Fall n =1 von (* %) trivial.)

Schluss auf n +1:

Angenommen, (% *) gilt fUr einneN, n>2. Zu zeigen: Dann gilt (* *) auch fur n + 1.

(AU UAn1) =p((A1uUA,) UAnir) = (A0 UA,) +o(Anit) — (A1 n Aper) U U (Ay 0 Apir))
= @(Al U---u An) + (P(A'rwl) - @((Al n A7L+1) U---u (An N An+1))

nach (*). Nun wenden wir die Induktionsannahme an und erhalten insbesondere

n

gO((AlﬁAn+1)U-"U(AnﬂAn+1)): Z(—l)k_l Z QO(AZI ﬂAz‘Q ﬁ"'ﬂAik ﬂAn+1)
k=1

1<i1<19< <t <N

n+1

== Z(_l)k_l Z QD(A’U nAiQ ﬂ"'ﬂAik_l mAn+1)-
k=2

1<21<12<<tp_1<N

Da offensichtlich
Z SO(AH ﬂ“'ﬂAik): Z 90(‘411 ﬂ---ﬂAik)+ Z QD(AH n'”mAik—l ﬂAn+1)

1<iy < <ip<n+1 1<ty <<t <n 1<iy < <ip_1<n

fur 2<k<n+1, folgt (**) mit n+ 1 anstelle von n. [ |

Bemerkung: ¢ kann die Kardinalzahl endlicher Mengen sein, ein Wahrscheinlichkeits-
mals bei einer Sigma-Algebra, die (eventuell gewichtete) Summe der Elemente bei
absolut summierbaren Zahlen- oder Vektormengen, ...

Wahlt man ¢ =1, folgt aus (* *) die ganz zu Anfang erwahnte Binomial-ldentitat.
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Nun weitere Verallgemeinerungen der Siebformel, angelehnt an die Darstellung bei
Martin Aigner, A Course in Enumeration, Springer GTM 238, 2007. Zunachst:

Satz 2.A6.2 (2-Inversions-Lemma) Gegeben seien eine endliche Menge M sowie
zwei Funktionen f,g: P(M) — K. Dann gilt:

f(A) = g(B) (AeP(M)) = g(A)= -DP-MUHB) (AeP(M))  (+)

B2A B2 A

(K meint die reellen oder komplexen Zahlen, kénnte auch ein anderer Kérper der Charakteristik 0 sein.)

Beweis:

":ll:

> ()P = Y ()P g0y = Y (-n)PITMge) = Y ( > (—1)'3"“‘)9(0)
B2A B2A C2B C2B2A C2A \C2B2A

Falls [C\ Al=n, gilt Y (-)B-=% (Z)(—l)’“; da dies fur n >0 verschwindet, liefert
C2B2A k=0
die innere Summe nur im Fall n =0, d.h. C = B = A einen Beitrag, und zwar mit Wert 1.

Also besteht die aulSere Summe nur aus dem Summanden fur C = A, ergibt also g(A).
cll:

n

Analoge Begriindung. Y ¢(B)= Y (-1)I=IBlf(C). Als innere Summe Y (-1)/¢l-I5l
B2A C2B2A C2B2A

ergibt sich fir |C~A|=n wiederum ). (k:)(_l) , S0 dass sich nur fur n=0, d.h. far
k=0
C =B = A, der Beitrag 1 und ansonsten 0 ergibt. [

Satz 2.A6.3 (c-Inversions-Lemma) Gegeben seien eine endliche Menge M sowie
zwei Funktionen f,g:P(M) — K. Dann gilt:

f(A) = g(B) (AeP(M)) = g(A)= ~DHBIHB) (AeP(M))  (++4)

BcA BcA
Beweis: - B

Sei f(A):=f(A), g(4):=g(4). Dann gilt f(A)= Z,Q(B) (AeP(M)) nach Satz 2.A6.2
genau dann, wenn g(A) = Y (-1)F-1If(B) (AePBéQ)). Mit f(A) = f(A), g(A) = g(A),
B2A< BcAund |B| - |Zl\§2]?4\ - |B| folgt die Behauptung. m
Sei X eine nichtleere endliche Grundmenge von Objekten und E = {ej,es,...,e,} eine

Menge von Eigenschaften, bezogen auf die Objekte der Grundmenge.

Far T c E fuhren wir folgende Bezeichnungen ein:

N>r := Anzahl aller Objekte in X, die mindestens alle Eigenschaften aus T besitzen,;
N_r := Anzahl aller Objekte in X, die genau alle Eigenschaften aus T besitzen;

und falls N7 nur von der GréofSe der Menge T, also der Anzahl der jeweils ausgewahl-
ten Eigenschaften abhangt, nennen wir die Menge E der Eigenschaften homogen.

Nun wenden wir Satz 2.A6.2 auf die Abbildungen f(T') := Nop, g(T) := N_p (T € E) an.

Nor= Y N_g (T'cE), da Xg, :={reX |z besitzt genau alle Eigenschaften aus S;} mit
S2T

1 =1,2 disjunkt sind, falls S; und S; verschiedene Teilmengen von E sind; also auch

Nep = Y (-1)F TNy (T € E).
S2T
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Sei N, die Anzahl der Elemente von X, die genau p der Eigenschaften aus E besitzen.
Danngilt:  N,= > Nep= Y Y (-1)FIPNLg.
T<E,|T|=p T<E,|T|=p S2T

Jeder Menge S c E mit |S| =k >p entsprechen genau (';) verschiedene Teilmengen T
von S mit [T|=p; d.h. jede solche Menge S kommt in der Doppelsumme (]’j)—mal vor.
Also

n

N, = Z(-1)’“-P( ) Y Nas (2.A6.4)
k=p ScFE
|S|=k

Betrachten wir stattdessen die Funktionen f(T):= Ner, g(T):= N.p (T € E), so gilt
analog Ncp = Z N_s (T c FE) (Anzahl der Objekte aus X, die héchstens die Eigen-

SeT
schaften aus T besitzen) und damit nach Satz 2.A6.3 N_p= )’ (-DH)T1=-ISIN_g (T < E).

ScT
Also gilt auch N,= > Np= Y 3 (-1)?"¥INes. Da jeder Menge S c E mit
T<E,|T|=p T<E,|T|=p ST

-k
|S| =k <pgenau (n k:) Obermengen T mit |T'| = p entsprechen, folgt

P _k n_k
Np=) (-1)? ( ) Y Nes (2.A6.5)
k=0 p_k lslgE
S|=k

Im Falle homogener Eigenschaften gilt |S| =|T| = k = Nsg = Nop =: Ny fur S, 7 ¢ E und
0 <k <n; d.h. Ny ist die von T unabhdngige Anzahl der Objekte, die jeweils mindes-
tens alle Eigenschaften aus einem 7' ¢ E mit |T| = k besitzen; insbesondere

Nyp = NQ{el’-"9ek}'

Die Anzahl der genau p der Eigenschaften aus E besitzenden Objekte im homogenen
Fall:

= k
Np = Z(—l)k_p( )(n)NQ{el,...,ek} (2'A6'4h)
k=p p k

Dabei (*)(})=(2)(722). Und die Anzahl der Objekte, welche genau die Eigenschaften

p/\k
aus T besitzen, ist wegen der schon weiter oben erwahnten allgemeinen Formel

_r= Y (-1)-TIN,g (TcE)  (2.A6.6)
SoT

im Homogenitatsfall gegeben durch

L T

Nor= 3 (" | |) Niew.ewy (TSE)  (2.A6.6h)
k[T k-|T| Y

Man beachte, dass zwar stets N_r < N, aber im allgemeinen N_r # Nip.
Sei A; die Menge derjenigen x € X, welche die Eigenschaft e; besitzen; dann kann man
bei Beschrankung auf X die ,Eigenschaft” e; geradezu mit dem Enthaltensein in A;
identifizieren, also die Eigenschaften rein extensional ausdricken.
Sei T = {eil,eiZ,...,eik}, wobei 1 <71 <19 <<t <n.
Dann folgt Nor =|A;, n+--n A;, |; und mit {i1,..., it} U {j1,. -, Jn-k} ={1,2,...,n} gilt
NgT=|X|—|Aj1U ‘UA;

Jn k|
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Aus (2.A6.4) wird daher

n k
Np = Z(-l)’“‘?( ) Y |AynenA| (p21) (2.A6.4")
k=p D/ 1<iy<<ip<n
und (wegen Ny =|X|-|AjuAyu--UA,|l sowie Nog=|X|)
| X|-]A1u-ruA,|=|X]|+ Z(—l)k Y |A;, n-nA; | (p=0)| (2.A6.1")
k=1 161 <o o<ig<n

Letzteres (Fall p = 0) ist die bekannte klassische Siebformel und (2.A6.4"') eine wichtige
Erganzung. Im Homogenitatsfall sind alle k-fachen Durchschnitte der A; gleichgroR
und es gilt 21si1<---<iksn|Ai1 ARE A'Lk| = (Z)|A1 AR Ak’|

Analog ergibt sich flr die komplementare Formel (2.A6.5) die extensionale Variante

P _ -k
NS (7)) F (X1l v A AL
=0

p-k 1<j1<g2<<jn-k<n

Indem wir beachten, dass i(—l)P*’“(z_k)(n)|X| = (—1)1”(;) i(—l)’“(i)m =0 (p>1), erhalten

. k=0 —kJ\k k=0
WIr
o 1+p-k n-k '
Np =3 (-1) ( ) > lAju-v4; | (p21)  (2.A6.5)
k=0 p-k 1<j1< < Jm- <N
sowie

Np =|X|-|A1u---uA,| (p=0).
Erganzt sei (2.A6.4') noch durch eine sich einfach daraus ergebende Formel fur die
Anzahl NNy = N, + Ny +-+ N, Wir benutzen ¥ ¥ =5 % sowie die Binomial-
partialsumme £i,(-1)*(}) = (-1)™(".}), also auch x5, (-1)¥ (%) = (-1)¥7(57)), da i, = 0.
Damit folgt durch Aufsummieren

n k-1
NN>p = kZ (‘1)k_p( ) Y JAipnenAg]| (p21) (2.A6.4")
=p

P-1/ 14, <cip<n

Damit haben wir im wesentlichen die Poincaré/Sylvester-Formeln der Inklusion und Exklusion bewiesen.
Hinsichtlich einer kompakten Zusammenstellung aller dieser ldentitaten (allerdings ohne Beweise) sei
verwiesen auf Dietrich Morgenstern/Volker Mammitzsch, Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathe-
matische Statistik, Seiten 114-247 in Mathematische Hilfsmittel des Ingenieurs, Teil IV; siehe S. 133f,
(Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften Band 142; Hrsg.: Robert Sauer/Ilstvan Szabd,
Springer-Verlag Berlin, Heidelberg, New York 1970) Siehe auch Alfréd Rényi [30], p. 37ff.

Nun noch eine Verallgemeinerung durch die EinfUhrung von Gewichten. D.h.: Statt die bloBen
Anzahlen derjenigen Elemente von X zu zahlen (Gewichte 1), die gewisse Eigenschaften erful-
len (N_7), bestimmt man jetzt die Summe der Gewichte dieser Elemente: W_r und analog War.
Die beiden Abbildungen sind j%tzt f(T) :==Wsr, g(T):=W_r (T € FE) und ergeben die (2.A6.4) ver-

allgemeinernde Formel W, =) (-1)kP )" Was, mit denselben Argumenten wie bisher.

k=p P’ scE
|S|=k

Nachtrag zur benutzten Binomialpartialsumme: Mit (¢) +(,%,) = (47)) (k> 0,a €R) folgt leicht per Induktion:

Troo (5F) = (1) (n20). Da (-1)*(}) = (T"1*) und (™ ") = (-1)™(™"), folgt die Behauptung.

k m

Bemerkenswert: Fir 312 () gibt es keine geschlossene Formel! (Im Gegensatz zum Fall ¥iL,(-1)%(}).)

Mehr als hundert Seiten iber Binomalzahlen enthdlt: Ronald L. Graham/Donald E. Knuth/Oren Patashnik,
Concrete Mathematics, 2nd Edition, Addison-Wesley 1994; ein Klassiker! E.M.E.W., TH Niirnberg, 09.9.25
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2.A6.7 Beispiele:

1) Sei X :={1,2,3,...,2500}. Wie viele Elemente aus X sind durch genau vier verschiedene Prim-
zahlen teilbar?

Lésung:
Ist eine Zahl n e X durch vier verschiedene Primzahlen teilbar, so muss der gréf3te Primfaktor
der Zahl < 2500/30 = 83.33... sein. Also brauchen wir nur Primzahlen bis 83 zu betrachten, also die
Zahlen

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, 37,41, 43, 47,53,59, 61,67, 71,73, 79, 83,
d.h. die 23 kleinsten Primzahlen p1,ps,...,p23 und damit die Eigenschaftsmengen
A;={neX |p; teilt n} (1<i<23).
Die gesuchte Anzahl nach Formel (2.A6.4") ist demnach:
23 bt k
Ni=S(-1) (4) S Ay nen Ay
k=4 1<i < <i <23

Da 2:3-5-7-11<2500<2-3-5-7-13, kommt nur ein einziger nichtleerer Fiinffachschnitt der A;
vor. Da 2-3-5-83=2490, gilt aber A;nAsnAsnA; +@ (4<i<23). Es kommen zumindest einige
Summanden zusammen. Aber schon 7-11-13 =91-11 = 1001. Die eigentliche Ausrechnung von

N, = L) = Slasar ]
191«2;{@623 Piq PigPigPig 235711

(|z] = floor(z) = nachstkleinere ganze Zahl) Uberlassen wir aber lieber SCILAB:
p=[2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83];

I4=[];for i=(1:20) for j=((i+1l) :21) for k=((j+1):22) for 1=((k+1):23)..
I4=[I4;[i,j,k,1]]; end; end; end; end;

S=0; for i=(l:size(I4) (1))..
S=S+ floor (2500/ (P(I4(i,1))*P(I4(i,2))*P(I4(i,3))*P(I4(i,4)))); end;

S
= 119.

Fazit: 114 = 119 - 5 der Zahlen 1 bis 2500 haben genau vier verschiedene Primfaktoren.

Was dieses Beispiel zeigt: Die durch Und-VerknUpfung von Eigenschaften und damit Durchschnitts-
Bildung von Eigenschaftsmengen entstehenden Gesamtheiten lassen sich leichter zahlen als die durch
Oder-Verknupfung (Vereinigung) entstehenden. Deshalb sind die Formeln (2.A6.4'), (2.A6.1'), (2.A6.4") als
wichtig besonders hervorgehoben, die komplementare Formel (2.A6.5') hingegen nicht.

2) Die Eulersche »-Funktion (engl. Euler’s totient, nach ).J. Sylvester (1814-1897)). Dies ist ein
sehr klassisches Beispiel, moglicherweise eine der ersten Anwendungen des Inklusions-Exklu-
sions-Arguments, auf Leonhard Euler (1707-1783) zurlickgehend. Und zwar ist ¢(n) die Anzahl
der Nicht-Teiler von n unter den Zahlen 1,2,...,n - 1. Gesucht ist eine einfache Formel flr diese
Anzahl.

Ist n selbst eine Primzahl, sind alle kleineren natlrlichen Zahlen Nicht-Teiler, also ¢(n) =n-1.

Sind p1,p2,-..,pr die verschiedenen Primteiler von n, bezeichne A; (1<i<n) jeweils die Menge
der Vielfachen von p;. Dann gilt [A4;| = >, |A; n Aj = 2= (i < j),|[Ain Aj n Ay = pi;pl (i<j<l), usw. Mit
Formel (2.A6.1') folgt:
k
n n P ) 1
o(n)=n—|A; U UAg=n-3 = +3 " — 4t (1) =n[](1--)
Zi: pi ; PiDPj P1Dk i=1 bi

k
=1

Schreibt man n = p{'py?---pp*, folgt ¢(n) = (p;“ —p‘i“‘l), eine zweite bequeme Darstellung von ¢(n).

3

So gilt etwa ©(2500) = p(2%-5%) = (4-2)(625 - 125) = 1000. D.h.: 1000 der Zahlen 1 bis 2500 enthalten
weder den Faktor 2 noch den Faktor 5. Direkt per Inklusion/Exklusion: 2500 — (@ + 2000 _ % =1000.

s
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