KAPITEL 2

Lucas-Folgen

1. Einfiihrung

Zu vorgebenen ganzen Zahlen P und @ werden die Lucas-Folgen (U;(P,Q))i>o und (V;(P,Q));>0 re-
kursiv durch die Formeln

Up(P,Q)=0, Ui(P,Q)=1, Ui(P,Q)=PUi1(P,Q)—QU;—2(P,Q) fiir i >2
und

Vo(P,Q) =2, Vi(P,Q)=P, Vi(P,Q)=PVii(P,Q) — QVi_s(P,Q) fiir i > 2
definiert. Sind die Parameter P und @ fest, schreibt man oft auch nur U; fiir U;(P, Q) und V; fiir V;(P, Q).
Nach Konstruktion ist klar, dass es sich um Folgen ganzer Zahlen handelt.

Beispiel: P =1, @ = —1. Die Rekursionsformeln lauten hier fiir U, (1, —1)
Up=0, Ui=1, U =U;_1+U;_»fiiri>2,

sodass man die Folge

o, 1, 1, 2, 3, 5 8 13, 21, 34, 55, &89, 144, 233, 377,

erhélt, also die Folge der Fibonacci-Zahlen. Fiir V;(1, —1) lauten die Rekursionsformeln
Ww=2, Vi=1 Vi=V,_1+V, ofiiri>2,

sodass man die Folge

2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843,
erhélt.

Bemerkung: Wie kann man die ersten Folgenglieder einer Lucas-Folge einfach mit Python berechnen?
Wir illustrieren dies am Beispiel der Fibonacci-Folge, d.h. fir P =1, Q = —1:
P,Q=1,-1
U=[0,1]
while 1en(U)<1000:
U.append (P*xU[-1]1-Q*U[-2])

Mit U[10] erhilt man Uyg, mit UL:20] werden die ersten 20 Folgenglieder ausgegeben.

Beispiele: In den folgenden Tabellen haben wir die Lucas-Folgen (U;(P,Q));>0 und (V;(P,Q));>o fiir
{IP|,|1Q|} = {2, 3} und i < 12 aufgelistet:

PlQ Uy |Ui |U |Us |Uy | Us | Usg | Up | Us | Uy | U | Uix | Une
213 0 1 2 1 -4 | -11 | -10 13 56 73 -22 -263 -460
21-3( 0 1 2 7 |1 20 | 61 | 182 | 547 | 1640 | 4921 | 14762 | 44287 132860
213 0 1 (-2 1 4 | -11 10 13 -56 73 22 -263 460
22 1-31 0 1 | -2 | 7 |-20| 61 |-182| 547 | -1640 | 4921 | -14762 | 44287 | -132860
3| 2 0 1 3 7 115 | 31 63 127 | 255 511 1023 2047 4095
31-21 0 1 3 | 11| 39 | 139 | 495 | 1763 | 6279 | 22363 | 79647 | 283667 | 1010295
3|2 0 1|13 |7 |-15| 31 | -63 | 127 | -255 511 -1023 2047 -4095
31-21 0 1 | -3 |11 |-39| 139 |-495| 1763 | -6279 | 22363 | -79647 | 283667 | -1010295

Datei: kii_lucas_einfuehrung.tex. Version vom 26.5.2022
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PlQlvilu W V|| V]| V]| W% | W | Vi Viu Vig
213 2 2 1-21-101 -14 2 46 86 34 -190 -482 -394 658
2 1-3| 2 2 10| 26 | 82 | 242 | 730 | 2186 | 6562 | 19682 | 59050 177146 531442
213 2 1-21-21]10 | -14 -2 46 -86 34 190 -482 394 658
21-31 2 (-2 110(-26| 82 |-242 | 730 | -2186 | 6562 | -19682 | 59050 | -177146 531442
312 21315 9 17 33 65 129 257 513 1025 2049 4097
31-21| 2 3 |13 1] 45 | 161 | 573 | 2041 | 7269 | 25889 | 92205 | 328393 | 1169589 | 4165553
3| 2 2 1-3]51]-9 |17 | -33 65 -129 257 -513 1025 -2049 4097
B3-2 2 | -3 13 (-45| 161 | -573 | 2041 | -7269 | 25889 | -92205 | 328393 | -1169589 | 4165553

Es fillt auf, dass die Parameterpaare (P, Q) und (—P, Q) zu bis aufs Vorzeichen gleichen Folgen fiihren:

LEMMA. FEs gilt
Ui(=P,Q) = (=) 'U;(P,Q) wund Vi(—P,Q) = (—1)"Vi(P,Q) fir alle i > 0.
Beweis: Wir beweisen dies durch Induktion. Wegen

UO(_PvQ):OZUO(PvQ)7 Ul(_PvQ):]-:Ul(PvQ)
und
VO(_PvQ):QZ‘/O(PaQ)v Vl(_P7Q):_P:_V1(P>Q)

stimmt die Aussage fiir ¢ = 0 und ¢ = 1. Sie nun ¢ > 2 und die Aussagen bereits fiir ¢ — 1 und ¢ — 2 gezeigt.
Dann folgt:

Ui(=P,Q) (=P)Ui—1 (=P, Q) — QU;—2(-P,Q) =
= (=P)(-1)"?Ui-1(P,Q) — Q(=1)"*U;_»(P,Q) =
= (-1)"" - (PU;—1(P,Q) — QU;—2(P,Q)) = (-1)"'Ui(P,Q),
Vi(-P,Q) = (-
(—

P)Vi1(—=P,Q) — QVi2(—P,Q) =
P)(=1)"'Vii1(P,Q) — Q(—=1)"?V,o(P,Q) =
= (1) (PVie1(P,Q) — QV;—2(P,Q)) = (-1)'Vi(P, Q),

was die Behauptungen durch Induktion beweist. B

Wegen des Lemmas kann man sich oft auf den Fall P > 0 beschrdnken. Wir behandeln zunéchst ein paar
Spezialfille:

LEMMA. Im Fall P =0 g¢ilt

4 40 _ fiir i = 0 mod 2, ' B 2-(—Q)% fiir i = 0 mod 2,
Ui(0,Q) = {(_Q)’zl fiir i = 1 mod 2 und - Vi(0,Q) = {0 fiir i = 1 mod 2.

(Dabei sei (—Q)° =1, damit die Formeln in der angegebenen Form giiltig sind.)

Beweis: Die Rekursionsformeln lauten im Fall P =0
U,=-QU,_o und V,=-QV,_o firn>2.
Der Rest folgt mit Uy =0, U; =1, Vy = 2, V3 = 0 durch Induktion. B

Nun betrachten wir den Fall Q = 0:

LEMMA. Im Fall Q =0 gilt
Ui(P,0) = P! firi>2 und Vi(P,0)= P’ firi>1.

(Interpretiert man P° = 1, so gilt die U;(P,0)-Formel auch fiir i = 1. Allerdings lassen sich Ug(P,0) = 0
und Vo(P,0) = 2 so nicht in der Formel deuten.)
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Beweis: Die Rekursionsformeln lauten im Fall ) = 0 einfach
UZ‘ == PUi_l und ‘/z == P‘/i—l fiir ¢ Z 2,

woraus die Aussagen sofort durch Induktion folgen. B

Wir werden spéter sehen, dass das Polynom 22 — Px + Q eine wichtige Rolle spielt. Es hat Diskriminante
P2 — 4Q. Der Fall P? — 4Q) = 0 ist auch ein Sonderfall und wird in folgendem Lemma beschrieben:

LEMMA. Im Fall P> —4Q =0 gilt Q = (£)? und
Ui(P,Q):%(E) firi>2 und V;(P,Q):2-(§) fiiri > 1.
(Die Formeln gelten fiir alle i > 0, wenn man 0 - (£)°71 als 0 und (£)° als 1 interpretiert.)

Beweis: Aus P? —4Q = 0 folgt Q = iPQ = (§)2, sodass die Rekursionsformeln hier

P P P P

,:.i.,fiQ.. ,:.i.,fiz..
Ui=2 (2) Ui (2) Ui—2 und V;=2 (2) Vi1 (2) Vi
geschrieben werden kénnen.
(1) Es gilt Uy = 0 und Uy = 1, und damit
P P P
=92.(=). — ()2 —9.(=
Us (2) U (2) Uo (2)
und
B P pP, B P P Py P,
Us=2-(5) s = (5P U =2-(5)2:(5) = (5)2=3-(5)

Ui = 2-(3) Uia— () Uiz =
= 2(5) -1 (T (5 (-2 (5) P =i (5)
(2) Esist Vo =2 und Vi = P =2 (£) und
V=2 (0) Vi- (5F Vo=2-(5)2-(5) ~ (5 2=2-(5)?

Vi = 2'(?)"@71—(?)2'%72:
= 2.() 2 (5T (52 (5P =2 (),

woraus die Behauptung durch Induktion folgt. m

Der folgende Satz zeigt fiir die ersten Indizes die Folgenglieder U; (P, @) und V;(P, @) als Polynome in P
und @Q:



4 2. LUCAS-FOLGEN

SATZ. Firi=0,...,10 haben U;(P, Q) und V;(P, Q) folgende Gestalt:

0 0 2

1 1 P

2 P P?—-2Q

3 P?-Q P3 —3PQ

4 P3 —2PQ PY—4P2Q + 2Q?

5 PT —3P%2Q + Q? P> —5P%Q + 5PQ?

6 P> —4P3Q + 3PQ? PS —6P*Q + 9P%Q? — 2Q°

7 P5 —5P1Q + 6P%2Q% — @? PT—TP5Q + 14P3Q? — 7PQ?

8 PT—6P°Q + 10P3Q? — 4PQ3 P? —8P%Q + 20P*Q? — 16 P?Q3% + 2Q*
9 | P®—7P%Q +15P*Q? — 10P%Q° + Q* P9 —9P7Q + 27P°Q? — 30P3Q% + 9PQ*
10 | PP —8P7Q +21P°Q% —20P3Q% + 5PQ* | PV —10P3Q + 35P%Q? — 50P*Q® + 25P%Q* — 2QQ°

Beweis: Man wendet einfach die Rekursionsformeln an. |

Bemerkungen:

(1) An den Formeln des vorangegangenen Satzes lassen sich eine Reihe von GesetzmiBigkeiten
ablesen bzw. vermuten.

(2) Die Formeln des Satzes kann man leicht mit SAGE (oder der Python-Bibliothek SymPy) her-
leiten:
var("P,Q")
U=[0,1]
while len(U)<11:

U.append (expand (P*U[-1]-Q*U[-2]))

U
(Ohne expand wird nur eingesetzt, aber nicht ausmultipliziert und vereinfacht.)

(3) SAGE berechnet U, (P, Q) mit lucas_numberl(n,P,Q) und V,, (P, Q) mit lucas_number2(n,P,Q).

Der folgende Satz liefert eine wichtige Darstellung der Lucas-Folgen mit Hilfe der Nullstellung des Poly-
noms z2 — Pz + Q:

SATz. Seien P,Q € Z und D = P2 —4Q, a = %, 8 = P’Q‘/b (mit o, B € C). « und B sind die
Nullstellen des Polynoms x> — Pz + Q. Dann gilt

atB=P af=Q, a-5=VD
und fir alle i > 0
vp.g = O Jira=h PO —ai 1§
z( vQ)_ (y;:g fﬂra;«éﬁ un z( ,Q)—Oé +ﬂv

wenn man 0- a1 =0 und a® = B =1 liest. (Die Darstellung V;(P,Q) = o' + 3° erklirt auch gut die
Konvention Vo(P,Q) = 2.)

Beweis: Wir miissen nur die Formeln fiir U;(P, Q) und V;(P, Q) zeigen, der Rest ist klar. Im Fall D = 0,
also @ = [ folgen die Aussagen aus bereits bewiesenen Formeln wegen o = g. Sei nun a # §. Wir
beweisen dies durch Induktion. U; und V; sind fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 so definiert, dass die Formeln gelten.
Sei nun ¢ > 2 und die Formeln bereits gezeigt fiir ¢ — 1 und ¢ — 2. Dann folgt:

(@a=B)U; = (a—pB)(PUi—1 —QU;_2) = Pla—pB)Ui—1 — Q(a—B)U;_2 =
= Plai = B = QU - ) = (a+ A)(a' T - B —aB(ai R - §2) =
= ol -,
V, = PViq— QW*Q — P(ai—l +5i—1) _ Q(ai—Q +Bi_2) —

= (a+P)(@ '+ —aB(@ ™+ %) =a + 5,
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was die Behauptung durch Induktion beweist. B

Beispiel: (U;(1,—1));>0 ist die Fibonacci-Folge 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, .... Hier ist D = 5, das Polynom
2?2 — 2 — 1 hat die Nullstellen
1+5 1-5
= und (= ,
2 2
sodass gilt
UL -1) = 2 ((1 By (L ﬁ)l) .
5 2 2
Wegen a ~ 1.6180 und 8 ~ —0.6180 ist
Ui(1,-1) — i(l + ﬁ)i _L|1-vs < 0.45 - 0.62" < 0.45 fiir alle i > 0,
V6 2 Vo | 2
sodass man U, (1, —1) auch durch Runden auf die néchste ganze Zahl erhalten kann:
Ui(1,-1) = {}(1 : ﬁﬂ .
5 2
i| 5(52) | U1, 1) i FHR) | Ui, -
0 0.4472 0 16 987.0002 987
1 0.7236 1 17 1596.9999 1597
2 1.1708 1 18 2584.0001 2584
3 1.8944 2 19 4181.0000 4181
4 3.0652 3 20 6765.0000 6765
5 4.9597 5 21 10946.0000 10946
6 8.0249 8 22 17711.0000 17711
7 12.9846 13 23 28657.0000 28657
8 21.0095 21 24 46368.0000 46368
9 33.9941 34 25 75025.0000 75025
10 55.0036 55 26 | 121393.0000 121393
11 88.9978 89 27 | 196418.0000 196418
12 144.0014 144 28 | 317811.0000 317811
13 232.9991 233 29 | 514229.0000 514229
14 377.0005 377 30 | 832040.0000 832040
15 609.9997 610 31 | 1346269.0000 | 1346269

2. Verschiedene Berechnungsmethoden von U;(P, Q) und V;(P,Q)

In nachfolgenden Anwendungen brauchen wir U;(P, Q) mod n und V;(P, @) mod n oft fiir grole Indizes 3.
Es ist klar, dass dann eine rekursive Berechnung iiber die Definition nicht mehr funktioniert. Wir stellen
ein paar Berechnungsmoglichkeiten vor. Da wir nur einfache Rechenoperationen benutzen, formulieren
wir alles allgemein fiir einen kommutativen Ring R.

SATZ. Sei R ein kommutativer Ring mit 1, seien P,Q € R und die Folgen U; und V; rekursiv definiert
durch

Up=0, Ui=1 U;=PU;_1—QU;,_o fiiri>2
und

Vo=2 WVi=P, Vi=PVi,—QVi, firi>2
Dann gilt firi>1

<U&1)(_0Q 1%"> @ un (VV)(—OQ 113) @')

Datei: kii_lucas_berechnung.tex. Version vom 2.6.2022
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i—1
U1 Viz 0 1 0 2 .
( Ui1 V;l):(Q P) (1 P) fiuri > 1.

Beweis: Die Rekursionsformeln liefern fiir ¢ > 1

U; . U; . 0 1 U,_1
Uw) \PU;i—=QUio1) \-Q P U;

Vi) Vi (0 1)\ (Vi
Vier) \PVi—-QVii) \-Q P Vi )’

woraus dann die Behauptungen unter Beachtung der Startwerte durch Induktion folgen. m

und zusammengefasst

und

0 1

-Q P

Ms(R) schnell berechnen kann, liefert der Satz eine schnelle Berechnungsméglichkeit fiir U; (P, Q) und
Vi(P, @) auch fiir grofie Indizes .

Bemerkung: Da man mit der square-and-multiply-Methode Potenzen von im Matrizenring

Beispiel: Die grofite 30-stellige Primzahl ist p = 103° —11. Wir wollen modulo p rechnen, d.h. wir nehmen
als Grundring den Korper F,. Fiir P = 2, Q = 3 erhalten wir (mit SAGE)

0 1 1071 0 2\ [ 889597345267587290427270199194 160980762156610429185477053357
-3 2 1 2)  \ 470087726345892505020008725878 602591381086261267476396256537 )’
also

Ujg20 = 470087726345892505020008725878 und  Vig20 = 602591381086261267476396256537

(in Fp, d.h. modulo p). Hier sind die SAGE-Befehle:
p=10"30-11
U,V=(Matrix(GF(p), [[0,1],[-3,2]11)"(10"20-1)*Matrix([[0,2], [1,2]]1)) [1]

Wir haben zu diesem Berechnungsverfahren auch eine Python-Funktion geschrieben:

def UV_modn_1(i,P,Q,n):
if i==0:
return 0,2
def mult(a,b):
all,al2,a2l1,a22=a
b11,b12,b21,b22=h
return [(allxbl14+al2%b21)%n,(allx*bl2+al2xb22)%n,(a21xbl14+a22xb21)%n,
(a21%b12+a22%b22)%n]
b=[1,0,0,1]
c=[0,1,(—Q)%n ,Pn |
i=i—1
while i>0:
while 1%2==0:
c=mult(c,c)
i=i//2
b=mult (b, ¢)
i=i—1
_,-,U.i,V_i=mult (b,[0,2,1,P])
return U.i, V._i

Der letzte Satz beruht darauf, dass man die Rekursionsformeln fiir die Lucas-Folgen in Matrizenform
darstellen kann. Der folgende Ansatz kommt mit noch weniger Operationen aus, ist aber zunichst etwas
algebraischer.
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SATZ. Sei R ein kommutativer Ring mit 1, P,Q € R und die Folgen U; und V; rekursiv definiert durch
Up=0, U =1, U;=PUp_1—-QU;_y fiiri>?2

und
V0:2, V1:P, V;:P‘/Zfl—QV;,QfUT’LZZ

Sei X eine Unbestimmte iiber R, S = R[X]/(X? — PX + Q) und & das Bild von X in S. Es gilt

£2 = —Q + P¢. Dann hat man die direkte Summenzerlequng S = R + R, insbesondere gibt es fiir i > 1
eindeutig bestimmte a;,b; € R mit

gi =a; + bl§7
wobei wir auch noch ag =1, by = 0 definieren. Dann gilt fir alle i > 0

Beweis:

(1) Wir zeigen zunéchst, dass
&= —QU;_1 + U fiiri > 1
gilt.
e Fiir i =1 ist
£l=E=-Q 0+1:£=—QUy+ Uit
e Fiir i = 2 ist (mit Uy = P)
& =-Q+Pi=-Q-1+P{=—QU + Ust.
e Sei nun i > 3 und die Behauptung bereits fiir 4« — 1 und ¢ — 2 gezeigt. Es folgt
¢ = &= (-QUia + Ui1&)6 = —QUi 26 + Ui 1 (-Q + PE) =
= —QU;—1 + (PU;—1 — QUi 2)§ = —QU;—1 + Us§,
sodass die Behauptung durch Induktion bewiesen ist.
Daher gilt
a; = 7QUZ',1 fiir 4 Z 1 und bl = Uz fiir 4 Z 1.
(2) Wir zeigen, dass
—2QU;_1+ PU; =V, firi>1
gilt.
e Fiir i = 1 ist die linke und rechte Seite jeweils P, die Aussage also richtig.
o Fiir s = 2 ist
—2QU; +PUy; = 2Q+P*=P-P-Q-2=P-Vi—-Q - Vo =15,
die Aussage also auch richtig.
e Sei nun ¢ > 3 und die Aussage bereits fiir ¢ — 1 und ¢ — 2 gezeigt. Es folgt
—2QU,;_1 + PU; = —QQ(PUZ‘_Q — QUi_3) + P(PUi_1 - QUZ‘_Q) =
= P (-2QUi—2+ PU;—1) — Q- (=2QU;—3 + PU; _3) =
= P Via—-Q -Viea=V,,
sodass die Behauptung durch Induktion folgt.
(3) Nun gilt fiir ¢ > 1 mit (1) und (2)
Fiir ¢ = 0 ist
2a9 + Pby =2 =V} und by =0=U,.

Damit ist alles bewiesen. B

Bemerkungen:
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(1) Wir verwenden die Bezeichnungen des Satzes. Da
S—RxR, u+v€— (u,v)
eine Bijektion ist, konnen wir die Ringstruktur von S auf R x R iibertragen: Das Produkt
(w1 +v18)(uz +v28) = wiuz + (w2 + uv1)€ + V1026 =

= wyus + (u1vs + uov1 )€ + v1va(—Q + PE) =
= (wug — v1v2Q) + (u1ve + ugvy +v1va P)§

wird dann zu in R X R zu

(u1,v1) - (u2,v2) = (urug — V1v2Q, U1V + Ugvy + V1V2P).

Auflerdem entspricht 1 dem Paar (1,0) und ¢ entspricht (0,1). Mit den Bezeichnungen des
Lemmas ist wegen &' = a; + b;§ dann

(0, l)i = (as,b;), U;=0b;, V;=2a;+ Pb;.

Mit der/einer square-and-multiply-Methode berechnen wir (0,1)* und erhalten damit U; und
Vi
Algorithmus zur Berechnung von U;(P, Q) und V;(P,Q):
Eingabe: Ring R, P,QQ € Rund i > 0
Ausgabe: U;(P,Q) und V;(P, Q)
: b+ (1,0), ¢+ (0,1)
while ¢ > 0 do
while ¢ mod 2 =0 do
cc-c, i {%J > Mit der oben definierten Multiplikation
end while
b<b-c,i<+—i—1 > Mit der oben definierten Multiplikation
end while
(ai,bi) b, U; + by, V; < 2a; + Pb;
return U;, V;

Das folgende Python-Programm benutzt obigen Algorithmus um U;(P, Q) mod n und V;(P, Q) mod n zu
berechnen:

def UV_modn 2(i,P,Q,n):
def mult(uvl,uv2):
ul ,vl=uvl
u2,v2=uv2
return [(ul*u2—v1xv2+Q)%n, (ul*xv24+u2+vl4vl*v2+«P)%n]|

b=[1,0]
c=[0,1]
while i>0:

while i%2==0:
c=mult(c,c)
i=i//2
b=mult (b, ¢)
i=i—1
a_i,b_i=b
U_.i,V_.i=b_i,(2xa_i+Pxb_i)%n
return U_.i 6 V._i

Wir werden nun noch eine weitere Berechnungsmoglichkeit entwickeln. Dazu stellen wir erst ein paar
Formeln bereit:
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LEMMA. Es gilt fir U; = Uy(P,Q), V; = Vi(P,Q) undi > j >0

Ugj = UV; —QUiy,
Viej = ViV = Q'Viy.
Beweis: Sind «, 3 die Nullstellen von 2 — Pz 4+ Q und D = P? — 4Q), so ist
Ui =2 _g (im Fall D #£0) und V; =a' + B,

und wir erhalten fiir i > j > 0 mit af = Q

Qi ti — ﬂi+j _ atad — ﬂzﬂj _ (ai _ 5i)(aj + 5j) _ (azﬂj _ ajﬂi)

Uiyj

a—pf B a—pf a—pf
i Bi(nd g\ J(ni—d _ Qi—j i_ pgi , ] o i—d _ gi—j
_ (@) WL_(;‘B) (@ -5 ):O‘a_g (@ ) — () T a_g _
= UV, — QUi
Viej = a4 = (o' + ) (! + ) = (o' +a’f') =

= (a'+ ) + ) = (aB) (o' + B77) = V;V; - QViey.
Wir miissen die Formel fiir U;; noch im Fall D = 0 zeigen. Mit D = P? —4Q gilt Q@ = (£)? und
U=i-o' und V;=2a"
(Dabei ist Uy = 0.) Es folgt
U;V; — QjUi_j = .o 1200 — (a2)j (=4I =20 T — (- 4) atti—l =
= (i4j) ™7 = Uy,
was noch zu zeigen war. i

Fiir nachfolgende Anwendung brauchen wir nur einen Spezialfall:

LEMMA. Es gilt fiir Uy = Up(P, Q) und Vi, = Vi (P, Q)

Uk = UrVi, Usp—1 = UpVio1 — QL
Var = V72 —20QF, Vok—1 = ViVio1 — PQFL.
Beweis: Wir wenden einfach das vorangegangene Lemma an:
U = Upsr = UpVi — Q"Us—i = UpVi,
U1 = Uppoo1y = UpVie1 — Q" 'Uk_ g1y = UpVimr — Q"1
Vo = Vigr = ViV — Q" Ve = V2 — Q" - 2,
Vor—1 = Viggee) = ViVeer = Q" Wiiomny = ViVimr — Q- P.

Dies war zu zeigen. B

Beispiele: Wir wollen die Formeln des Lemmas benutzen um U; und V; auch fiir groflere Indizes zu
berechnen.
(1) Wir wollen Ujgp und Vigg berechnen. Wir ordnen das Vorgehen zunichst tabellenartig an:

Anwendung der Formeln Wir brauchen
Uroo = UsoVso, Vioo = Vi — 2Q°° Uso, Vs0, Q°
Usg = UasVas, Vso = Vi — 2Q%° Uss, Vas, Q%
Uss = UisVip — Q'2, Vo5 = VigVip — PQ™ Uiz, Vas, Viz, Q™
Uiz = UrVs — QF, Vig = VoV — PQ°, Vio = Vi —2Q° | Uz, Vi, Vs, Q°
Uy = UsVs — Q°, Vz = V4Vs — PQ?, Vg = Vi — 2Q° Uy, Vi, V3, @
Uy =UsVa, Vi = V5 —2Q% V3 = VaVi — PQ Uy, Vo, Vi, Q
Uy =U Vi, Vo= V72 —2Q U, Vi, Q

Wegen U; = 1, V4 = P kann man nun die Formeln von unten nach oben lesen und damit Ujgg
und Vigg berechnen.
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(2) Nun wollen wir Usz; und Va3; berechnen:

Anwendung der Formeln Wir brauchen
Usz1 = Ur16Viis — QM°, Vo = VigViis — PQMP Ui, Vite, Viis, Q'
Ur16 = UssVss, Vite = Vig — 2Q°°, Viis = VasVar — PQ™" Uss, Vss, Vor, Q™7
Uss = UagVag, Vas = Vi — 2Q%, V7 = VogVag — PQ?® Usg, Vag, Vas, Q%
Uzg = UrsVig — QM Vag = VisViy — PQ™, Vo = V3 —2Q™ | Uss, Vis, Vi, QM
Uis = UsVz — Q7, Vis = VaVz — PQ7, Viy = V2 —2Q7 Us, Vs, V7, Q7

Us = UsVy, Vs = V7 —2Q%, Vo = V4V5 — PQ? Uy, Vi, V3, Q3

Uy =UsVa, Vi = Vi —2Q% V5 =VoV; — PQ Us, Vo, V1, Q

Uy =UVp, Vo =V7Z—2Q Uy, Vi, Q

Wieder erhélt man Usgy, V31, indem man die Formeln von unten nach oben liest und U; = 1,
V1 = P einsetzt.

Uberlegungen:

(1) Die Beispiele deuten an, dass es in den vorangegangenen Tabellen sinnvoll ist, sich neben Uj, V;
auch V;_; und Q77! zu merken. Wir betrachten also 4-Tupel

(U]a ‘/ja V}—h Qj_1)~
Wir fithren daftir die Bezeichung (u;, v, w;, ¢;) ein, d.h.
(ujv Vj, Wy, qj) = (Uj7 ‘/j7 ‘/j—la jSl)'

Nun unterscheiden wir zwei Félle: ‘ ‘
e Fall j = 0 mod 2: Wir schreiben j = 2k. Dann ist also k = £ = L%J Wir brauchen die

Formeln
Usk = UpVi, Vor = V7 =2Q%, Vap1 = ViVey — PQ*!
des vorangegangenen Lemmas. Dann gilt also
Up=UkVe, V;=V2-2Q-Q"", Vii=ViVii—P-Q""', Q7'=Q-(Q" ")
bzw. mit (ug, vk, wi, qr) = Uk, Vi, Vie1, Q5 71)
(uj, 05, w5, 45) = (upvr, vjp — 2Qqr, viwy, — Pay, QqR).

e Fall j =1 mod 2: Wir schreiben j = 2k — 1. Dann ist k = % = L%J Wir brauchen die

Formeln
Usp—1 = UpVie1 — Q7 Voo = iVioy — PQF Y, Voo = V2, —2QF 1.
Also
Ui =UpVie1—QF Y, V=WV —P-QM !, Vi =V2,—2QF !, @771 =(QF 1)
bzw.

(uj, v, w5, q5) = (urwy, — i, vkwr, — Pgi, wj — 2qx, 43)-
Es ist
(u1,v1,wi,q1) = (U1, V1, Vo, Q%) = (1, P, 2,1).
(2) Wir wollen U;, V; fiir einen Index ¢ > 2 berechnen. Wir definieren zugehérig rekursiv eine Folge
91,72, - - -, je wie folgt:

jo +1 . . .
=1t und jJoy1 = V ;_ J bis j; = 1 erreicht ist.

Wir nehmen an, wir kennen bereits

(uja+1 » Vjar1) Wiag1s Qasr )’

was fiir &« = £ — 1 der Fall ist. Wir unterscheiden zwei Fille:
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e Ist j, = 0 mod 2, dann kénnen wir obige Formeln fiir j = j,, k = jo+1 anwenden:
2 2
(uj>vj7wjﬂ QJ) = (UkU}g,Uk - Qqu; VpWE — qu7 qu)a
also
_ 2 2
(uja ) Vjar Wia s Qja) - (uja+1vja+1 ) vjaJrl - 2qua+1 1 Vjas1Wiasr — qua+1 ’ QCIjQH)'
e Ist j, =1 mod 2, dann kénnen wir obige Formeln fiir j = j,, k = jo+1 anwenden:
_ 2 2
(uj,vj,wj,q5) = (ukVk — qr, VWK — Par, wi; — 24k, qi,),
also
_ ) ) _ ) 2 —_ 9. 2
(uj(x?Uja’wja’Qja) - (uja+1vja+1 T Gjot1 Va1 Wiaq PQJa-vaja_H 2q]a+1a‘1ja+1)'

Wir sind fertig, wenn wir bei j; = i angelangt sind.

Beispiel: Wir wollen Urg(2,5) und V79(2,5) berechnen. Die j-Folge ist
j]. = 79a j2 = 40, j3 = 20a j4 = 107 j5 = 5) jﬁ = 37 j7 = 27 j8 =1

Wir legen eine Tabelle und schreiben jg, j7, . . ., j1 in die erste Spalte. In die erste Zeile kommt (u1, v1, w1, q1) =

(1,2,2,1). Dann verwenden wir die oben angegebenen Formeln um von einer Zeile zur néchsten zu kom-
men.

j | (), V5, W5, Gm)

1 1,22 1)

2 (2,-6, 2, 5)

3 (-1, -22, -6, 25)

5 (-19, 82, -14, 625)

10 (-1558, 474, -2398, 1953125)

20 (-738492, -19306574, -5042902, 19073486328125)

40 | (14257750446408, 182008936336226, 59214187981498, 1818989403545856475830078125)
79 | (-974728288418966137885518941, 7139532563434075282734990298, -131. .., 330...)

Es gilt also
Urg(2,5) = —974728288418966137885518941, V79(2,5) = 7139532563434075282734990298.

Wir erhalten folgenden Algorithmus:

Algorithmus zur Berechnung von U;(P,Q) und V;(P,Q):
Eingabe: P,Q und i >0
Ausgabe: U;(P,Q) und V;(P,Q)
1: if © =0 then
2 return 0,2
3: end if
4 ji,J
5. while j > 1 do
6 Hénge j an J an
noge |5
8: end while
9: u,v,w,q < 1,P,2,1
10: while J # [] do

11: Sei j das letzte Element von J, streiche es anschliefend aus J
12: if 5 =0 mod 2 then

13: u, v, W, q — uv,v? — 2Qq, vw — Pq, Qq>

14: else

15: u, v, W, ¢+ uw — q,vw — Pg,w? — 2q, ¢*

16: end if

17: end while
18: return u,v
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Hier ist eine zugehorige Python-Funktion:

def UV_modn 3(i,P,Q,n):
if i==0:
return 0,2
j=i
J=[]
while j>1:
J . append (j%2)
i=(+1)//2
u,v,w,q=1,P%m,2%n,1
while J!=[]:
j=J.pop ()
if j==0:
u,v,w,qg=uxvn, (vxv—2%Qxq)%n , (vew—Pxq)%n ,Q*q*q%n
else:
u,v,w,q=(uxw—q)%n, (viwPxq)%n, (wkw—2xq)%n , qxq%n
return u,v

Bemerkung: Wir haben drei Methoden beschrieben, wie man effektiv U; (P, Q) mod n und V;(P, Q) mod
n berechnen kann. Wie schnell sind die Methoden im Vergleich?
Wir haben jeweils 100 Zahlen i, P, @, n mit 4096 Bit gewihlt und dann U;(P, Q) mod n und V;(P, Q) mod
n berechnet.

Funktion | UV_modn_1(i,P,Q,n) | UV_modn_2(i,P,Q,n) | UV_modn_3(i,P,Q,n)

1. Durchlauf 93.80 sec 99.76 sec 60.76 sec
2. Durchlauf 94.02 sec 99.99 sec 60.72 sec
3. Durchlauf 93.15 sec 99.23 sec 60.64 sec

Man sieht, dass die 3. Methode am schnellsten ist.

3. Die ,,Nullstellenmengen® der Lucas-Folgen (U;(P,Q));>1

Wir interessieren uns hier fiir die ,Nullstellenmengen® einer Lucas-Folge (U;(P,Q))i>0, also bei gegebe-
nem Parameterpaar (P, Q) fiir

{i € Np: UZ(P,Q) = 0}
(Wegen Up(P,Q) = 0 und Uy (P,Q) =1 ist 0 immer Element dieser Menge, 1 nie.) Kann man U;(P, Q)

in der Form aa:g schreiben, so ist die Diskussion recht einfach. Darum unterscheiden wir zwei Félle.

LEMMA. Sei P,Q € Z mit D = P? —4Q # 0 und Q # 0. Dann gilt fiir

P++VD P—+D
o= wd =y
a#0, 840, a5 und o
Ui(P,Q) = O‘Oz = g fiir alle i > 0.
(1) FEs gilt:
{ieNO:Ui(P,Q):O}:{ieNO:(%)izl}.

(2) Ewistiert ein k € N mit (%)k = 1 und ist k minimal mit dieser Eigenschaft, so ist
{i € Np: Ul(P,Q) :0} =Np-k

und
ke {2,3,4,6}.

Datei: kii_lucas_nullstellen.tex. Version vom 19.6.2017
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Auflerdem gilt:

k= ~— P=0,

k=3 «— P?=qQ,
k — P?=20,
k=6 <« P?2=3Q.

Beweis:
(1) Die Darstellung U;(P, Q) = O‘;:gz und a # 0, 8 # 0, a # 8 haben wir bereits frither gesehen.
Damit folgt:

Ui(P,Q)=0 <= o= = (3)=1

(2) Sei also k € N mit (%)k =1 und k£ minimal mit dieser Eigenschaft.
(a) Mit (1) ist
No-k C{ieNo:Ui(P,Q) =0}
klar. Sei umgekehrt i € Ny mit U;(P, Q) = 0, also (2)* = 1. Wir dividieren i durch k£ und

B
erhalten eine Darstellung ¢ = gk + r mit ¢, € Ny und 0 < r < k — 1. Es folgt
N « « @
1= (2) = 7kq7r:7r.
(5) ((ﬁ))(ﬁ) (ﬂ)

Wegen 0 < r < k—1 und der Minimalitét von k folgt » = 0 und damit i = gk € Ny - k, was
noch zu zeigen war.

(b) Ist £ € N minimal mit (%)k =1, so ist § eine primitive k-te Einheitswurzeln. Da § €
Q(V/D) gilt, ist % héchstens quadratisch iiber Q. Nun weifl man, dass dann &k € {1,2, 3,4, 6}
gilt, die zugehorigen Einheitswurzeln sind

—-1++- 1+v—
1, -1, %, +v-1, T?)
mit den Minimalpolynomen
z—1, z+1, 224z+1, 22+1, 22—z +1.
Wir gehen nun die einzelnen Moglichkeiten durch:
(i) k= 1: Der Fall % =1 ist wegen der Voraussetzung a # 3 hier nicht moglich.
(ii) k= 2: Die Bedingung § = —1 ist &quivalent zu P = a + § = 0.
(iii) k= 3: % ist genau dann eine primitive 3-te Einheitswurzel, wenn gilt (%)2+%+1 =0,
was sich auch in der Form a? + a3 + % = 0 formulieren liisst. Nun gilt aber
o’ +af+ 6% = (a+p)* —ap =P -Q,
sodass sich die Bedingung auch als P2 = @ schreiben lisst.
(iv) k = 4: § ist genau dann eine primitive 4-te Einheitswurzel, wenn gilt (%)2 +1=0
bzw. a? + 3% = 0. Wegen
o+ 5% =(a+p)?—2a8="P?-2Q
lisst sich die Bedingung auch in der Form P? = 2Q formulieren.
(v) k=6:  ist genau dann eine primitive 6-te Einheitswurzel, wenn gilt (%)2— F+1=0,
was sich auch in der Form o? — a8 + 82 = 0 formulieren lisst. Nun gilt aber
o® —af +p%=(a+B)? —3aB = P?-3Q,
sodass sich die Bedingung auch als P? = 3Q schreiben lisst. B

LEMMA. Fiir P,Q € Z mit D = P? —4Q = 0 oder Q = 0 gilt:
{ieNo:Ui(P,Q)} #{0} <= (P,Q)=(0,0).

Im Fall (P,Q) = (0,0) gilt
{i € Ny : UZ(O,O) = O} = {0} U NZQ.
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Beweis:
(1) Fall P? — 4Q = 0: Hier ist U;(P,Q) = 1 und
P
U;(P,Q)=i- (5)1—1 fiir i > 2.
Ist also U; = 0 fiir ein ¢ > 1, so folgt bereits P = @ = 0 und

0 firi#1

0.0 =0 AL

1 firi=1.

(2) Fall Q = 0: Hier ist
0 fir i =0,
Ui(P,0)=<1 firi =1,
Pl fiir g > 2.
Ist also U; = fiir ein i > 1, so folgt P = (Q = 0. Dieser Fall wurde bereits oben erwihnt. B

Wir fassen nochmals zusammen:

SATz. Fir P,Q € Z gilt:

Ng-2 fir P=10,Q #0,
Ny -3 ir P2 —Q =0, 0,
fi € No: U(P,Q) =0} = { " frb —Q=0.07
Np -4 fir P —2Q =0,Q # 0,
Np -6 fiir P2—3Q =0,Q #0,
{0} sonst .
Beispiele:

(P,Q) | U;(P,Q) fir 0 <i <20

(0,0) |0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0

(0,1) [0,1,0,-1,0,1,0,-1,0,1,0,-1,0,1,0,-1,0, 1, 0, -1, 0

(1,1) [0,1,1,0,-1,-1,0,1,1,0,-1,-1,0, 1, 1,0, -1, 1,0, L, 1

(2,2) 0,1, 2, 2,0, -4, 8, -8, 0, 16, 32. 32, 0. 64, -128, -128. 0. 256, 512, 512. 0

(3,3) 10,1,3,6,9,9,0, -27, 81, -162, -243, -243, 0, 729, 2187, 4374, 6561, 6561, 0, -19683, -59049

4. Lucas-Folgen modulo p

Wir untersuchen hier Eigenschaften der von U;(P, Q) mod p und V;(P, Q) mod p fiir Primzahlen p.

LEMMA. Seip eine ungerade Primzahl, F,, der endliche Kérper mit p Elementen und F, sein algebraischer
Abschluss. Seien weiter P,Q € F, mit D = P? —4Q # 0 und Q # 0. Rekursiv seien in F,, Folgen (U;);>0
und (V;)i>o durch folgende Vorschriften definiert:

Uy=0, Ur=1, U;=PU;_1—-QU;_» fiiri=>2,
Vo=2, W=P V,=PV,1—QV;_s fiiri>2.
Seien o, 3 die Nullstellen des Polynoms x?> — Px + Q im algebraischen Abschluss Fp, d.h. 22— Pz +Q =
(x — a)(x — B). Dann gilt:
(1) Fiir a,b € F, ist
(a+b)P = a? +bP.
Fiir c € F, gilt folgende Charakterisierung:
cefF, <= dI=c

Datei: kii_lucas_modp.tex. Version vom 9.6.2022
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Es gilt P=a+ 8, Q = af und D = (a— 3)%. O.E. kann man /D = a — 8 wihlen. (Da D # 0
vorausgesetzt war, ist o # . Da Q # 0 vorausgesetzt war, ist « # 0, 5 #0.) Dann gilt
P+vVD P—+D
a=——— und f=———.
2 2

Firi >0 gilt

Ui:aiﬁ und V; =o' + B

a—p

Ist (%) =1 (Legendre-Symbol), so ist VD' = VD, aP =a, BP =B, aP~t =1, P~ =1 und
Uk(p—1) =0,  Vip—1) = 2 fiir alle k € Ny.

Ist (%) = —1 (Legendre-Symbol), so ist VD' = VD, aP =8, P = a, et = Q, pr+ = Q
und
Upr1) =0, Vips1) = 2Q fiir alle k € No.

Zerlegt man p — (%) =2y mit u =1 mod 2, so gilt
U,=0 oder Vi, =0 firenie{0,...,0—1}.
Bezeichnet ord (§) die (multiplikative) Ordnung von G in F,, d.h.

)m = 1}7

(%

ord(%) =min{m e N: (5
so gilt

ord(%) |p— <§> und {iGNO:Uizﬂ}:N0~ord(%).

(Dies sind grundlegende Aussagen in der Theorie der endlichen Kérper.)
Nach Definition von @ und g gilt

2? = Pr+Q=(z—a)(z—f) =2 - (a+ Bz +ap,
sodass Koeffizientenvergleich sofort P = a + 8 und @ = «f liefert. (Da @ # 0 vorausgesetzt
war, folgt o # 0, 8 # 0.) Damit gilt

D =P?—4Q = (a+ )’ —4af = (a — B)°.

Die Voraussetzung D # 0 zeigt, dass a # 3 ist. Wegen D = (a — )? gilt VD = +(a — B)
(fiir die Wurzel von D). Die die Wurzel nur bis aufs Vorzeichen bestimmt ist, konnen wir o.E.

VD = a— § annehmen. Addiert bzw. subtrahiert man die Gleichungen o+ = P, o — 3 = /D
und dividiert dann durch 2, so erhélt man

W P+VD P—+D
= vz

2
Dies beweist man durch Induktion genauso wie bei den ,,gewohnlichen“ Lucas-Folgen in Z.

Fall (%) — 1: Mit Euler gilt

1= <?) =D = ((\/5)2)1)771 = \/Bpil, also VD' =VD.

Mit (1) und PP = P, 2P = 2 folgt
- <P+\/5>p_PP+\/Ep _P+VD

und 8 =

@ 2 9w 5 ¢
und »

., (P-vD pr—vD" P-vD

B = 2 = 2p = 2 :B.
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Wegen a, 3 # 0 folgt aus o = o und BP = 3 sofort a?~! = 1 und fP~! = 1. Fiir k € Ny erhilt
man durch Potenzieren

oFP=1) =1 und gFP-Y =1,
Damit wird

oFP=1) _ gk(p—1) 1-1 B B
Uk(p—1) = a—g = P =0 und Vjp_1) =oFP=D) 4 gD — 9 4 =9,

Wir bemerken auch noch die Beziehung

Fall (%) = —1: Mit Euler gilt

p

Wir zuvor berechnen wir

—-1= <D> = D" = ((\/5)2)1%1 = \/Ep_l, also VD' =—VD.

,_(P+VD ’”_pu@p_p_ﬁ_ﬁ

“ = 2 - » T 2 ©
und

g (P=VD " pr—yD'" P4+VD

N 2 N 2p 2
Es folgt

aPt = aa? = af = Q und P = PR = aff = Q.
Potenzieren mit k € Ny ergibt dann
okt — Q" und 5k(p+1) = Q.
Eingesetzt in die Formeln aus (3) liefert

ak(p+1) _ 5k(p+1) Qk _ Qk
Uk(p+1): a—f = a—f

= 0 und Vi yry = oFPHD4gHPH0 = @F1QF = 20",

Dies war zu zeigen. Wir bemerken auch noch die Beziehung

(Fr =1

Die letzten Formeln in (4) und (5) kénnen wir zusammengefasst auch in der Form

« D

(B)P*(;) -1

schreiben. Ist nun p — (%) = 2% mit u = 1 mod 2, so folgt

Genau wie bei der Herleitung des Miller-Rabin-Tests folgt

(%)u =1 oder (%>2’iu = —1fiireini € {0,...,0—1},

was sich auch in der Form
a"—B*=0 oder o®"+ B2 =0 fireiniec{0,...,0—1}
schreiben lasst. Dies bedeutet aber
U,=0 oder Vi, =0fireniec{0,...,0—1}.

Dies wollten wir zeigen.
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D

(7) Wie iiblich folgt aus der gezeigten Beziehung (%)p ~(%) = 1 sofort

iy ()

Die zweite Aussage ergibt sich (mit den iiblichen Rechenregeln fiir Ordnungen) so:

Ozi—ﬂi ) . a. .
U, =0 +— =0 <= o= < V=1 <=
- 8 (3
— ord(g)|i — iENo-ord(g).

B B

Dies war zu zeigen. R

Ist p eine Primzahl, sind a,b € Z und @, b die Bilder in Z/pZ ~ Fp, so gilt

Damit kénnen wir das vorangegangene Lemma sofort in Kongruenzen modulo p iibersetzen:

17

SATZ. Sei p eine ungerade Primzahl, seien P,Q € Z, D = P2 —4Q mit D # 0 mod p, Q # 0 mod p.

(Die Bedingungen konnen auch zu ggT(p,2QD) = 1 zusammengefasst werden.)

(1) Es gilt fir alle k € Ng

2 mod p mm Fall

U
2QF mod p  im Fall

k(pf(%))(P,Q) =0modp wund Vk(pf(%))(P,Q) =

(2) Zerlegt man p — (%) =2 mit u =1 mod 2, so gilt

Uu,(P,Q)=0modp oder Vzi,(P,Q)=0modp fir einiec{0,...,£—1}.

SISl
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Beispiele: Da die Eigenschaften (1) des Satzes immer gilt, schauen wir uns nur Eigenschaft (2) an. Der
Satz sagt, dass in der letzten Spalte eine 0 vorkommen muss.

v | U, mod p, Vi, modp firi=0,...,4—1
465 | 0, 585
111 | 0, 221
139 | 321, 119, 0

7 1192,9, 134, 161, 44, 0
119 | 75,0
111 | 495, 767, 352, 0

61 | 196, 322, 226, 726, 0

29 | 925, 836, 86, 0, 281, 927
197 | 311, 0, 310

p|Plael b [(2)
929 | 326 | 785 | 103136 -1
223 | 213 | 201 | 44565 1
557 | 384 | 505 | 145436 1
223 | 40 22 1512 -1
239 | 78 | 115 5624 1
887 | 10 | 470 | -1780 -1
977 | 613 | 491 | 373805 1
929 | 41 | 364 225 1

787 | 43 | 415 189 -1

641 | 466 | 243 | 216184 | -1 321 | 629, 0
127 98 | 18 | 9532 | -1 1 | 1,98, 43, 58, 41, 0, 58, 31
283 [ 195 | 56 | 37801 | -1 71 | 232, 278, 0

751 | 618 | 114 | 381468 | -1
701 | 309 | 526 | 93377 1
367 | 250 | 13 | 62448 -1
607 | 82 | 146 | 6140 -1
211 | 204 | 204 | 40800 -1
967 | 681 | 298 | 462569 | -1
389 | 307 | 289 | 93093 1
839 | 645 | 270 | 414945 | -1
281 | 220 | 266 | 47336 1
257 | 219 | 135 | 47421 1
409 | 136 | 246 | 17512 1
911 | 531 | 800 | 278761 | -1
593 | 516 | 38 | 266104 1
127 | 2 ol -200 -1
673 | 639 | 570 | 406041 1
839 | 420 | 336 | 175056 | -1
521 | 92 | 287 | 7316 1
223 | 117 | 112 | 13241 -1

47 | 217, 635, 694, 608, 0

175 | 0, 431, 699

23 | 324, 225, 212, 0, 230

19 | 293, 147, 247, 445, 0, 308
53 |0, 141, 129

121 | 116, 0, 442, 15

97 | 122, 0, 387

105 | 524, 728, 0, 390

35 | 153, 168, 227, 0

1 |1, 219, 146, 29, 130, 194, 242, 0, 2
51 | 291, 267, 0, 2

57 | 766, 444, 0, 792, 248

37 | 494, 417, 142, 0, 591

1 |1, 2, 29, 84, 122, 58, 89, 0
21 | 0, 308, 322, 21, 557, 671
105 | 0, 451, 601, 635

65 | 274, 0, 51, 519

7 | 180, 28, 0, 189, 132, 15

CUW[ W O [ | W00 W W N W N U RN NN WO S

Man kann nun schauen, ob die im Satz dargestellten Eigenschaften auch fiir zusammengesetzte Zahlen
gelten.

5. Der Lucas-Primzahltest und Lucas-Pseudoprimzahlen
Ist p eine Primzahl, sind P,Q € Z und D = P? — 4Q mit ggT(p,2QD) = 1, so gilt
Up,(%) = 0 mod p.

Was passiert, wenn wir fiir natiirliche Zahlen n mit ggT(n,2QD) =1

U () mod n

n

Datei: kii_lucas_lpsp.tex. Version vom 2.6.2022
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betrachten? Hier sind ein paar zufillig gewéhlte Beispiele:

n | P | @ D (%) Unf( D) mod n | Faktorisierung von n
903 | 642 | 368 | 410692 | -1 267 3-7-43
833 | 4 | 12 -32 1 714 717
157 | 32 | 150 | 424 1 0 157
273 | 181 | 137 | 32213 1 0 3-7-13
789 | 755 | 161 | 569381 | -1 574 3263
179 | 105 | 91 | 10661 1 0 179
569 | 177 | 53 | 31117 | -1 0 569
941 | 409 | 196 | 166497 | -1 0 941
943 | 143 | 278 | 19337 1 161 23-41
673 | 275 | 454 | 73809 | -1 0 673
461 | 154 | 206 | 22892 1 0 461
281 | 171 | 189 | 28485 -1 0 281
757 | 85 | 467 | 5357 1 0 757
939 | 42 | 289 | 608 -1 45 3-313
307 | 161 | 47 | 25733 1 0 307
155 | 30 | 38 748 -1 35 5-31
949 | 461 | 201 | 211717 | -1 487 13-73
953 | 318 | 772 | 98036 | -1 0 953
983 | 896 | 846 | 799432 | -1 0 983
539 | 394 | 290 | 154076 | -1 44 7211

Man sieht, dass (bis auf eine Ausnahme) Unf( D) (P, Q) mod n nur fiir Primzahlen 0 ist. Die Ausnahmen

haben einen Namen:

DEFINITION. Seien P,Q € Z mit D = P? —4Q # 0. Eine zusammengesetzte natiirliche Zahl n heifit eine
Lucas-Pseudoprimzahl zum Parameterpaar (P,Q), wenn ggT(n,2QD) =1 und

U 7(§)(P,Q) =0modn

n

gilt.

Wir formulieren auch einen zugehorigen Primzahltest:

Lucas-Primzahltest zum Parameterpaar (P,Q): Sind P,Q € Z mit Q # 0 und D = P? —4Q # 0
und n € N>g mit ggT(n,2QD) = 1, so berechnet man

n—

U (%)(P,Q) mod n.

e Gilt Uni(g)(P,Q) mod n = 0, so besteht n den Lucas-Test zum Parameterpaar (P, Q). Die

Zahl n ist dann eine Primzahl oder eine Lucas-Pseudoprimzahl zum Parameterpaar (P, Q).
o Gilt Uni(Q)(P, Q) mod n # 0, so ist n zusammengesetzt.
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Beispiel: Wir haben zufillig P und Q gew#hlt und dazu (im Fall D = P? — 4Q # 0, Q # 0 die erste
Lucas-Pseudoprimzahl zum Parameterpaar (P, Q) bestimmt:

Pl Q| D | n n | (2) P|lQ| D | n n | (2)
98110 [ 9564 | 49 | 77 1 8 [70[-216 | 1111 [11-101 | 1
3359 | 853 [ 33 [ 3-11 | -1 6 [17][ 32| 95 | 5-19 | -1
40 -8 163235 | 5-7 | -1 4 [77[292] 69 [ 3-23 | 1
3165|269 [209|11-19]| -1 6 [83[-296| 65 | 5-13 | 1
73|-85[5669 | 9 | 37 1 103124 [ 95 | 5-19 [ -1
60 -98[3992] 15 | 3-5 | 1 13|86 | -175 [ 377 | 13-29 | -1
99 [ 25 [9701 [ 9 | 37 1 7193[-323] 55 | 5-11 | 1
8523|7317 [ 35 | 5-7 | -1 15|81 -99 [ 35 | 5-7 [ -1
73] 7T [5021] 9 | 37 1 9 [80]-239] 9 32 1
21 7 [ 413 |143[11-13[ -1 8 [19[-12] 3 | 5.7 | 1
40 [-78 1912 [ 35 | 5-7 | -1 1166 |-143[ 35 | 5-7 [ -1
A7[-21[2293 209 [11-19[ -1 10[26] 4 [ 15 | 3.5 [ -1
42[-79]2080 [ 21 | 3-7 [ 1 8 [23[ 28] 9 32 1
30[-38]1052] 15 | 3-5 | 1 524 -1 [ 115 ] 5-23 [ -1
3821 [ 1360 [ 703 [19-37 [ 1 12/38] 8 [119 | 7-17 [ -1
65| -8 [4257 [ 35 | 5-7 | -1 16 |89 |-100 [ 39 | 3-13 [ -1
3156 | 737 [ 65 | 5-13 | -1 712031 9 32 1
66 | -28 (4468 | 33 | 3-11 | -1 15]68| 47 [ 15 | 3-5 [ -1
318 | 621 [169 ] 137 | 1 6 [83[-296| 65 | 5-13 | 1
64 [ -21 [ 4180 | 527 [ 17-31| -1 10 |40 | -60 | 899 | 29-31 | -1

Wir hatten zuvor die Parameterpaare (P, Q) bestimmt, fiir die die , Nullstellenmenge“ {i € Ny : U;(P, Q) =
0} nicht nur aus 0 besteht. Der folgende Satz zeigt, dass man sie bei Anwendungen ausschlieflen sollte:
SATZ. Sind P,Q € Z mit D = P? —4Q # 0 und Q # 0, aber
P=0 oder P)—Q=0 oder P?>?—-2Q=0 oder P?-3Q=0,
so gilt fiir jede natirliche Zahl n mit ggT(n,2QD) =1
UTF(%)(P7 Q) =0.

(Jede natiirliche Zahl n mit ggT(n,2QD) = 1 besteht also den Lucas-Test zum Parameterpaar (P, Q).
Insbesondere ist jedes zusammengesetzte n mit ggT(n,2QD) = 1 eine Lucas-Pseudoprimzahl zum Para-
meterpaar (P, Q).)

Beweis:
(1) Wir stellen nochmals die fritheren Ergebnisse zusammen:

(P,Q) D=P>-4Q | {i e Ny : U;i(P,Q) = 0}
P=0,Q#0 —4Q No - 2
PZ-Q=0,Q#0 —3P? No -3
P2-2Q=0,Q+#0 —P? N - 4
P2-3Q=0,Q#0 —3P? Ny -6

(2) Ist n € N ungerade mit ggT(n, QD) = 1, so unterscheiden wir:
(a) Fall P =0: Esist (2) = +1, alson — (£) = 0 mod 2 und damit Uni(g)(O,Q) =0.
(b) Fall P2 —Q =0 oder P? —3Q = 0:
e Fall n =1 mod 6: Dann gilt (:—f) = 1 und damit auch (%) = 1. Es folgt n — (%)
0 mod 6.
e Fall n = 5 mod 6: Dann ist (_73) = —1 und damit (%) = —1. Es folgt n — (%)
0 mod 6.
Wegen n — (£) = 0 mod 6 folgt Uni(g)(P, Q) =0.

n
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(c) Fall P2 —2Q = 0:
e Fall n =1 mod 4: Dann ist _71) =1, also (%) =1 und damit n — (%) = 0 mod 4.
e Fall n = 3 mod 4: Dann ist (_1) = —1, also (%) = —1 und damit n — (%) =
0 mod 4.
Aus n — (£) = 0mod 4 folgt auch hier Uni(g)(P, Q)=0.m

n

Bemerkung: Mit Lucas-Folgen kann man auch weitere Primzahltests formulieren. Der folgende Satz
zeigt, wie sich der Miller-Rabin-Test mit Lucas-Folgen formulieren l&sst.

SATZ. Seia € Z und n € N>3 eine ungerade natiirliche Zahl mit ggT(n,a(a — 1)) = 1. Sein — 1 = 2%u
mit u = 1 mod 2. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) n besteht den Miller-Rabin-Test zur Basis a, d.h.
a*=1modn oder (a“)Qi = —1modn firenie{0,...,0—1}.
(2) FEs gilt:
Us(a+1,a)=0modn oder Vii,(a+1,a)=0modn fireinic{0,...,0—1}.

Beweis: Wir betrachten die Lucas-Folgen U;(P, Q) und V;(P, Q) fir P = a+1 und @ = a. Die Nullstellen
des Polynoms 22 — Pz + Q = 2° — (a+ 1)z + a = (z — a)(z — 1) sind a und 1. Die Voraussetzung
ggT(n,a(a — 1)) =1 impliziert a # 1, sodass wir erhalten

i

Ui(a+1,a):a und  Vi(a+1,a) =a' + 1.

a—1
Wegen ggT(n,a(a — 1)) =1 ist a — 1 invertierbar modulo n, woraus folgt:

u_

1
UyJa+1,a)=0modn < a . =0modn <= a"“=1modn.
a0 —
Weiter gelten die Aquivalenzen:
Vagiy(a+1,a) =0modn <~ " +1=0modn <= a¥%=—1modn.

Daraus ergibt sich sofort die Aquivalenz von (1) und (2). m

Bemerkung: Mit Lucas-Folgen kann man auch weitere Primzahltests formulieren, beispielsweise nach
Art des letzten Satzes. Wir werden uns aber mit dem oben dargestellten Lucas-Primzahltest zufrie-
dengeben. Im Folgenden werden wir uns Kombinationen des Lucas-Tests mit frither behandelten Tests
anschauen.

6. Kombination: Fermat-Test und Lucas-Test

Wir probieren folgende Variante: Seien P,Q € Z mit @ # 0 und D = P? —4Q # 0 und n € N>3 mit
ggT(n,2QD) = 1.

e Gilt 277! # 1 mod n, so besteht n den Fermat-Test zur Basis 2 nicht, ist also zusammengesetzt.
e Gilt 2! = 1 mod n, so besteht n den Fermat-Test zur Basis 2. Wir berechnen nun

U"*(TDL) (P, Q) mod n.

— Gilt Un,(g)(Pv Q) mod n # 0, so besteht n den Lucas-Test zum Parameterpaar (P, Q)

nicht, ist also zusammengesetzt.
— Gilt Uni(g)(P, Q) mod n = 0, so besteht n den Lucas-Test zum Parameterpaar (P, Q)

(und auch den Fermat-Test zur Basis 2).



22 2. LUCAS-FOLGEN

Kann eine zusammengesetzte Zahl diesen kombinierten Test bestehen?

Wir suchen nach Zahlen, die gleichzeitig Fermat-Pseudoprimzahlen zur Basis 2 und Lucas-Pseudoprimzahlen
sind. Wir haben dabei (P, Q) zufillig gewihlt mit P2 — 4Q # 0 und Q # 0 und nach der ersten solchen
Zahl gesucht:

P|lQ]| D n n (2) Pl Q| D n n (2)
9 |[-17| 149 8911 7-19-67 1 14 | -72 | 484 | 1105 | 5-13-17 1
30 | 67 | 632 2701 37-73 1 65 | 11 | 4181 | 2047 23 -89 1
9 |-47| 269 | 15841 | 7-31-73 1 53| 16 | 2745 | 6601 | 7-23-41| 1
5 |-84 | 361 341 11-31 1 36 | -43 | 1468 | 6601 | 7-23-41 1
33 | 6 | 1065 | 1729 | 7-13-19 1 70 | -77 | 5208 | 2701 37-73 1
36 | -9 | 1332 2465 5-17-29 -1 47 1 28 | 2097 | 1105 | 5-13-17 1
36 | 61 | 1052 | 1729 | 7-13-19 1 54 1-99 | 3312 | 1105 | 5-13-17| 1
100 | -63 | 10252 | 10585 | 5-29-73 1 53 | -43 | 2981 | 10585 | 5-29-73 1
32 |-37 | 1172 | 13747 | 59 -233 1 67| 59 | 4253 | 4371 | 3-31-47| -1
93 | -6 | 8673 | 188057 | 89-2113 1 16 | 57 | 28 |31621 | 103-307 | 1
16 | -82 | 584 5461 43 - 127 1 5 |-14 | 81 1105 | 5-13-17 1
72 | 65 | 4924 | 83333 | 167-499 1 79 |-33 | 6373 | 8321 | 53-157 1
76 | 96 | 5392 | 30889 | 17-23-79 | 1 32| -74 11320 | 6601 | 7-23-41| 1
89 | 59 | 7685 | 30889 |17-23-79| 1 58 | 44 | 3188 | 5461 | 43-127 1
50 | -4 | 2516 | 18721 97-193 1 39 | 67 | 1253 | 1387 19-73 -1
27 | 39 | 573 6601 | 7-23-41 1 80 | 94 | 6024 | 15841 [ 7-31-73 | 1
86 | 65 | 7136 1387 19-73 1 98 | -49 | 9800 | 561 |3-11-17 1
70 | -5 | 4920 | 4033 37-109 1 57 |-34 13385 | 6601 |7-23-41| 1
) 62 | -223 561 3-11-17 1 29 | 80 | 521 341 11-31 1
11 | -22 | 209 49141 157- 313 1 23 | -89 | 885 | 2701 37-73 1
Es fillt bereits auf, dass deutlich mehr Fille mit (£) = 1 auftreten als mit (£) = —1. Im Folgenden
haben wir nur die Félle mit (TDL) = —1 aufgeschrieben:
Pl Q D n n (%) Pl Q D n n (%)
89 | 78 | 7609 | 341 11-31 -1 23 |-29 | 645 341 11-31 -1
53 | 27 | 2701 | 341 11-31 -1 37| -57 | 1597 | 341 11-31 -1
46 | -59 | 2352 | 2465 | 5-17-29 | -1 16 | 37 | 108 2465 5-17-29 -1
62 | -52 | 4052 | 4371 | 3-31-47 | -1 6 |-19 | 112 341 11-31 -1
7|49 | -147 | 341 11-31 -1 67 | -31 | 4613 | 2465 5-17-29 -1
22 | 89 | 128 | 341 11-31 -1 27 | 78 | 417 341 11-31 -1
55 | -13 | 3077 | 341 11-31 -1 18 [ -16 | 388 | 2047 23 -89 -1
74| 20 | 5396 | 341 11-31 -1 14| 70 | -84 | 228241 | 13-97-181 | -1
58 | -66 | 3628 | 2465 | 5-17-29 | -1 4 |16 | -48 341 11-31 -1
97 | -26 | 9513 | 2047 | 23-89 -1 36 | 25 | 1196 341 11-31 -1
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Nun betrachten wir Fermat-Pseudoprimzahlen zur Basis a mit zuféllig gewéhltem a und wieder zufillig
gewéhlten P und Q:

a | P| Q D n n (%) a | P| @ D n n (%)
15|82 |-78 | 7036 | 8911 | 7-19-67 1 9 | 82| -7 | 6752 | 205 5-41 1
29196 | 15 | 9156 | 49051 | 181-271 1 22 196 | 76 | 8912 | 38503 | 139277 1
13113 ] -9 | 205 | 1891 31-61 1 17| 8 |-10| 104 | 4033 37-109 1
28 | 27| 58 | 497 9 32 1 19 | 64 | -49 | 4292 9 32 1
7 | 58| 54 | 3148 | 38081 | 113-337 1 28 | 85 | -18 | 7297 | 145 5-29 1
2313|139 | 13 | 28939 43 - 673 1 3 |54 ]-25]3016 | 1891 31-61 1
22 |43 | 65 | 1589 | 1247 29 -43 1 5 133]-50|1289 | 6601 | 7-23-41 1
9 |50 |-39|2656 | 6601 | 7-23-41 1 12|77 | 11 | 5885 | 8911 | 7-19-67 1
18 | 49 | 62 | 2153 49 7? 1 6 | 94| 60 | 8596 | 6533 47 -139 1
11|27 -50 | 929 | 2047 23-89 1 141 62 | 39 | 3688 | 128627 | 293 - 439 1
21 | 45 | -51 | 2229 | 5473 13- 421 -1 17193 | -82 | 8977 | 158401 | 23-71-97 | 1
25148 | 17 | 2236 | 5963 67 -89 1 6 | 67 |-12 | 4537 35 5-7 -1
11|83 | -33| 7021 | 114211 | 181-631 1 11 199 | 43 | 9629 15 35 -1
4 |21 |70 | 161 | 27511 |11-41-61| 1 27 140 | 23 | 1508 | 121 112 1
19| 64 | -55 | 4316 | 15841 | 7-31-73 1 30 |17 | 56 | 65 | 11041 61-181 1
241 89| 98 | 7529 25 52 1 3 |18 |-81] 648 | 6601 | 7-23-41 1
20| 6 | 33| -96 | 15841 | 7-31-73 1 8 |12 | -7 | 172 | 1661 11-151 -1
14| 4 | 15| -44 | 211951 | 1811171 1 8 | 76 | 40 | 5616 | 133 7-19 1
13 | 53 | -56 | 3033 | 30889 | 17-23-79 | 1 23 163 | 60 | 3729 | 5149 19-271 1
3 182 |-14 | 6780 | 15457 | 13-29-41| 1 12 |1 65 | 96 | 3841 65 5-13 -1

Es gibt also viele Zahlen, die sowohl den Fermat-Test zur Basis 2 als auch eine Lucas-Test zu einem
Parameterpaar (P, Q) bestehen.

7. Kombination: Miller-Rabin-Test zur Basis 2 und Lucas-Test
Nun gehen wir so vor: Seien P,@Q € Z mit Q # 0 und D = P?—4Q # 0. Sei n € N>3 mit ggT(n,2QD) = 1.

(1) Wir beginnen mit einem Miller-Rabin-Test zur Basis 2, d.h. wir zerlegen n — 1 = 2% mit
u = 1 mod 2 und testen, ob

“=1modn oder 22i“E—lmodnﬁireinie{O,...,Z—l}

gilt. Wenn nein, ist n zusammengesetzt, und wir héren auf. Wenn ja, besteht n den Test, ist
also eine Primzahl oder eine starke Pseudoprimzahl zu Basis 2.
(2) Hat n den Miller-Rabin-Test bestanden, machen wir einen Lucas-Test zum Parameterpaar
(P,Q), d.h. wir iiberpriifen, ob gilt
Un_(g)(P, Q) =0 mod n.
Gilt die Gleichung nicht, ist n zusammengesetzt, andernfalls besteht n den Lucas-Test, ist also

eine Primzahl oder eine Lucas-Pseudoprimzahl zum Parameterpaar (P, Q) (und eine starke
Pseudoprimzahl zur Basis 2).

Gibt es zusammengesetzte Zahlen, die diesen kombinierten Test bestehen?

Wieder wihlen wir zufillig P und @ und suchen die kleinste natiirliche Zahl n, die den Miller-Rabin-Test
zur Basis 2 und den Lucas-Test zum Parameterpaar (P, Q) besteht. Dabei haben wir uns zuniichst auf
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n < 10% beschrankt.

Pl Q D n n (%) Pl Q D n n (%)
53| 33 | 2677 | 15841 | 7-31-73 1 9 | 10 | 41 | 741751 | 431-1721 1
25 | -22 | 713 | 252601 | 41 -61-101 1 5 | 72 | -263 2047 23 -89 1
48 | -95 | 2684 | 741751 | 431-1721 1 95 | 37 | 8877 | 88357 149 - 593 1
26 | -81 | 1000 | 90751 151 - 601 1 46 | 81 | 1792 | 3277 29 - 113 1
86 | -4 | 7412 | 2047 23-89 1 64 | -81 | 4420 | 390937 | 313 -1249 1
67 | 45 | 4309 ? 19| 76 | 57 8321 53 - 157 1
96 | 11 | 9172 ? 42 | 37 | 1616 | 196093 | 157 -1249 1
59 | -66 | 3745 | 357761 | 131-2731 1 29 | 33 | 709 | 49141 157 - 313 1
27 | 61 | 485 | 741751 | 431-1721 1 80 | 93 | 6028 ?

21 | -12 | 489 ? 66 | 8 |4324 | 74665 |5-109-137| 1
42 | 24 | 1668 | 486737 | 233 -2089 1 39 | -53 | 1733 | 2047 23-89 1
36 | -7 | 1324 | 916327 | 479-1913 1 61 | 26 | 3617 | 390937 | 313 -1249 1
6 | -77| 344 ? 60 | -39 | 3756 ?

74179 | 5160 | 15841 | 7-31-73 1 45| 96 | 1641 | 15841 | 7-31-73 1
29 | 73 | 549 ? 98 | 17 | 9536 | 15841 | 7-31-73 1
19| 25 | 261 | 458989 | 2771657 1 7 1-86| 393 | 280601 | 277-1013 1
70 | 83 | 4568 | 486737 | 233 -2089 1 62 | -34 | 3980 | 2047 23-89 1
68 | 61 | 4380 | 130561 | 137-953 1 81| 51 | 6357 | 15841 | 7-31-73 1
7120 | -31 | 196093 | 157-1249 1 19 | -62 | 609 ?

7 1-95| 429 | 52633 | 7-73-103 1 88 | -96 | 8128 | 29341 | 13-37-61 1

Nun haben wir die oben offenen Fille weiter untersucht:

Pl Q D n n (%)
67 | 45 | 4309 | 2205967 | 743 - 2969 1
96 | 11 | 9172 | 1302451 | 5712281 1
21| -12 | 489 | 1207361 | 449 -2689 1
6 | -77 | 344 | 1373653 | 8291657 1
29 | 73 | 549 | 1207361 | 449 - 2689 1
80 | 93 | 6028 | 1373653 | 8291657 1
60 | -39 | 3756 | 1909001 | 41-101-461 | 1
19| -62 | 609 | 1357441 | 673 -2017 1

Dies deutet darauf hin, dass man zu (P, Q) vermutlich starke Pseudoprimzahlen zur Basis 2 finden kann,
die auch Lucas-Pseudoprimzahlen zum Parameterpaar (P, Q) sind. Es fillt auf, dass hier keine Félle
mit (%) = —1 vorkommen. Wir haben deshalb weiter probiert. Wir wahlen zuféllig P und @, sodass
D = P? — 4Q kein Quadrat ist und bestimmen die ersten 5 Zahlen, die starke Pseudoprimzahlen zur
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Basis 2 und Lucas-Pseudoprimzahlen sind:

(P,Q) D | n mit Faktorisierung, in der Klammer steht (%)

(85,96) | 6841 | 8321 =53 - 157 (1), 29341 =13-37-61 (1), 314821 = 13-61-397 (1),
2284453 = 1069 - 2137 (1) 5310721 = 13-37-61 - 181 (1)

(77,85) | 5589 | 1907851 = 11 - 251 - 691 (1), 5049001 = 31 - 271 - 601 (1), 9056501 = 1229 - 7369 (1),
9863461 = 2221 - 4441 (1), 13694761 = 2617 - 5233 (1)

(45,24) | 1929 | 458989 = 277 - 1657 (1), 1373653 = 829 - 1657 (1), 6140161 = 937 - 6553 (1),
10974881 = 1913 - 5737 (1), 15101893 = 829 - 18217 (1)

(62,—67) | 4112 | 314821 = 13-61-397 (1), 916327 = 479 - 1913 (1), 2510569 = 709 - 3541 (1),
0863461 = 2221 - 4441 (1), 16879501 = 1453 - 11617 (1)

(41,69) | 1405 | 3277 =29 - 113 (1), 5044033 = 1297 - 3889 (1), 5049001 = 31 - 271 - 601 (1),
5444489 = 29 - 197 - 953 (1), 10974881 = 1913 - 5737 (1)

(95,85) | 8685 | 4681 = 31 - 151 (1), 271051 = 151 - 1801 (1), 3125281 = 1021 - 3061 (1),
4181921 = 1181 - 3541 (1), 9863461 = 2221 - 4441 (1)

(92,5) | 8444 | 2047 = 3-89 (1), 983401 = 331 - 2971 (1), 1730977 = 439 - 3943 (1),
3125281 = 1021 - 3061 (1), 3375041 = 1061 - 3181 (1)

(68,—85) | 4964 | 3277 =29 113 (1), 256999 = 233 - 1103 (1), 5444489 =29 - 197 - 953 (1),
7759937 = 929 - 8353 (1), 9006401 = 1733 - 5197 (1)

(19, 8) 329 | 104653 = 229 - 457 (1), 741751 = 431 - 1721 (1), 983401 = 331 - 2971 (1),
1987021 = 997 - 1993 (1), 3116107 = 883 - 3529 (1)

(80,4) 6384 | 873181 = 661 - 1321 (1), 1441091 = 347 - 4153 (1), 2746477 = 829 - 3313 (1),
4863127 = 1103 - 4409 (1), 9863461 = 2221 - 4441 (1)

Immer ist das Jacobi-Symbol 1.

Es scheint also schwierig zu sein, zusammengesetzte Zahlen zu finden, die den Miller-Rabin-Test zur
Basis 2 bestehen und gleichzeitig Un_(g)(P, Q) = 0 mit (£2) = —1. (Dabei sollte man sicherheitshalber

die Lucas-Folgen mit nichttrivialer Nullstellenmenge ausschlieen.) Daraus hat sich der nachfolgende
Primzahltest entwickelt:

8. Der BPSW-Primzahltest (Baillie-PSW-Primzahltest) nach
Baillie-Pomerance-Selfridge- Wagstaff

Uberlegungen:

(1) Gegeben ist eine ungerade natiirliche Zahl. Es soll untersucht werden, ob sie zusammengesetzt
oder (wahrscheinlich) prim ist.

(2) Zunichst wird man untersuchen, ob die Zahl einen kleinen Primteiler hat. In vielen Féallen ist
man dann schon fertig.

(3) Nun macht man einen Miller-Rabin-Test zur Basis 2, d.h. man zerlegt n — 1 = 2% mit v =
1 mod 2 und testet, ob

2*=1modn oder 22i“571m0dnﬁireini€{O,...,Zfl}

gilt. Besteht n den Test nicht, ist n zusammengesetzt und man ist fertig.

(4) Nun braucht man ein D mit (%) = —1. Ist n eine Quadratzahl, existiert natiirlich kein solches
D, weshalb man diesen Fall irgendwie ausschlielen muss. (Bisher sind nur zwei Quadratzahlen
bekannt, die den Miller-Rabin-Test zur Basis 2 bestehen, nimlich 10932 und 35112. Die Zahlen
1093 und 3511 sind Primzahlen.)

(5) Selfridge hat vorgeschlagen, der Reihe nach

De{5-7,9,—11,13,-15,17,...}

zu probieren, bis man ein D mit (%) < 1 erhélt. Ist (%) =0, so ist ggT(n, D) > 1 und man ist
fertig. Andernfalls ist (%) = —1 und man setzt
1-D

P=1 Q=—.
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Jetzt iiberpriift man, ob U,4+1(P,Q) = 0 mod n gilt. Wenn nein, ist n zusammengesetzt, an-
dernfalls wahrscheinlich prim.

ir fassen unsere Uberlegungen in einem Algorithmus zusammen:

BPSW-Primzahltest:
Eingabe: n € N>o
Ausgabe: n ist zusammengesetzt oder (wahrscheinlich) prim

I T T i o T

20:
21:
22:
23:
24:

: P+ {p:2<p<997}U{1093,3511} > P sollte man schon als Liste gespeichert haben

if n € P then

return n ist prim
end if
for p € P do

if n mod p =0 then

return n ist zusammengesetzt

end if

end for

if n < 1000000 then
return n ist prim
end if
if n besteht den Miller-Rabin-Test zur Basis 2 nicht then
return n ist zusammengesetzt
end if > Nach den Vorbereitungen sollte jetzt n kein Quadrat sein, sonst braucht man einen Test
D+ 5,e+2
while (%) =1do
D+ —-D—e e+ —e
end while > Praktisch ist nun der Fall (%) = 0 unwahrscheinlich, weshalb er hier nicht beachtet
wird
P+1,Q+ 2
if Up41(P, Q) mod n # 0 then
return n ist zusammengesetzt
end if
return n ist (wahrscheinlich) prim

Hier ist eine zugehorige Python-Funktion:

def prim(n):

if n<2:
return False
pPz=[2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97
101,103,107,109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,19
193,197,199,211,223,227,229,233,239,241,251,257,263,269,271,277,281,28
293,307,311,313,317,331,337,347,349,353,359,367,373,379,383,389,397,40
409,419,421,431,433,439,443,449,457,461,463,467,479,487,491,499,503,50
521,523,541 ,547,557,563,569,571,577,587,593,599,601,607,613,617,619,63
641,643,647,653,659,661,673,677,683,691,701,709,719,727,733,739,743,75
757,761,769,773,787,797,809,811,821,823,827,829,839,853,857,859,863,87
881,883,887,907,911,919,929,937,941,947,953,967,971,977,983,991,997,
1093,3511]
if n in PZ:
return True
for p in PZ:
if n%p==0:
return False
if n<1000000:
return True

S e A N AR e




8. DER BPSW-PRIMZAHLTEST (BAILLIE-PSW-PRIMZAHLTEST) NACH BAILLIE-POMERANCE-SELFRIDGE-WAGSTARF

# Miller —Rabin—Test zur Basis 2 — n sollte ungerade sein.
def miller_rabin_2(n):
u,l=n—1.,0
while u%2==0:
u,l=u//2,141
b=pow (2 ,u,n)
if b==1 or b=—mn—1:
return True
for i in range(1,1):
b=(b*%2)%n
if b=n—1:
return True
return False
if miller_rabin_2 (n)==False:
return False
# Berechnung des Jacobi—Symbols (a/b)
def jac(a,b):
j=1
a=a%b
while a>0:
e=0
while a%2==0:
e+=1; a=a//2
if e%2==1 and (b%8 in {3,5}):

J=]
if a%4==3 and b%4==3:
=]
a,b=b%a , a
if b>1: j=0
return j

# Berechnung von U_i(P,Q) mod n
def U.modn 3(i,P,Q,n):
j=i
J=[]
while j>1:
J.append (j%2)
i=(i+1)//2
u,v,w,q=1,P%n,2%n,1
while J!=[]:
j=J.pop ()
if j==0:
u,v,w,q=uxvim , (vxv—2xQxq)%n , (viw-Pxq)%n ,Qxqxq%mn
else:
u,v,w,q=(uxw—q)%n, (vsw—Pxq)%n , (wkw—2xq)%n , qxq%n
return u
# Suche nach D mit (D/n)!=1. (Wir testen nicht, ob n eine Quadratzahl ist.
D,e=5,2
while jac(D,n)==1:
D,e=D-e,—e
# Lucas—Primzahltest
P,Q=1,(1-D)//4
if U.modn_3(n+1,P,Q,n)!=0:
return False
return True
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Bemerkung: Trotz intensiver Bemiihungen ist bis heute keine zusammengesetzte natiirliche Zahl be-
kannt, die den BPSW-Primzahltest besteht. Daher wird dieser Test (oder Varianten) davon gerne einge-
setzt.

Beispiele: Wir haben die ersten 200 starken Pseudoprimzahlen (zur Basis 2) untersucht: In der Tabelle
ist das erste D aus obiger Liste mit (%) # 1 angegeben.

) n n D (%) ) n n D (%)
1 2047 23 -89 5 -1 51 | 1145257 103 - 11119 5 -1
2 3277 29-113 5 -1 52 | 1194649 10937 n ist Quadrat

3 4033 37-109 5 -1 53 | 1207361 449 - 2689 —15 -1
4 4681 31-151 -7 -1 54 | 1251949 409 - 3061 -7 -1
5 8321 53157 -7 1 -1 55 | 1252697 733 - 1709 5 -1
6 15841 7-31-73 -7 0 56 | 1302451 571 - 2281 -7 -1
7 29341 13-37-61 13 0 57 | 1325843 499 - 2657 5 -1
8 42799 127 - 337 17 -1 58 | 1357441 6732017 —11 -1
9 49141 157 - 313 17 -1 59 | 1373653 829 - 1657 5 -1
10 | 52633 7-73-103 5 -1 60 | 1397419 67 - 20857 —43 -1
11 | 65281 97 - 673 -7 | -1 61 | 1441091 347 - 4153 13 -1
12 | 74665 5-109 - 137 5 0 62 | 1493857 547 - 2731 5 -1
13 | 80581 61-1321 —11| -1 63 | 1507963 971 - 1553 5 -1
14 | 85489 53-1613 -7 1 -1 64 | 1509709 389 - 3881 -7 -1
15 | 88357 149 - 593 5 -1 65 | 1530787 619 - 2473 5 -1
16 | 90751 151 - 601 -7 -1 66 | 1678541 1013 - 1657 —11 -1
17 | 104653 229 - 457 5 -1 67 | 1730977 439 - 3943 5 -1
18 | 130561 137 -953 —11| -1 68 | 1811573 389 - 4657 5 -1
19 | 196093 157 - 1249 5 -1 69 | 1876393 613 - 3061 5 -1
20 | 220729 103 - 2143 -7 | -1 70 | 1907851 | 11-251-691 —11 0
21 | 233017 43 - 5419 5 —1 71 | 1909001 | 41-101-461 -7 -1
22 | 252601 41-61-101 -7 -1 72 | 1969417 919 - 2143 5 -1
23 | 253241 157 - 1613 —11| -1 73 | 1987021 997 - 1993 17 -1
24 | 256999 2331103 —11| -1 74 | 2004403 307 - 6529 5 -1
25 | 271951 151 - 1801 -23 | —1 75 | 2081713 373 - 5581 5 -1
26 | 280601 2771013 -7 -1 76 | 2181961 661 - 3301 -7 -1
27 | 314821 13-61-397 -7 | -1 77 | 2205967 743 - 2969 5 -1
28 | 357761 131 - 2731 -7 | -1 78 | 2264369 389 - 5821 —11 -1
29 | 390937 313 - 1249 5 -1 79 | 2269093 953 - 2381 5 -1
30 | 458989 277 - 1657 -7 1 -1 80 | 2284453 1069 - 2137 5 -1
31 | 476971 11-131-331 -7 | -1 81 | 2304167 1103 - 2089 5 -1
32 | 486737 233 - 2089 5 -1 82 | 2387797 773 - 3089 5 -1
33 | 489997 157 - 3121 5 -1 83 | 2419385 | 5-229-2113 5 0
34 | 514447 359 - 1433 5 -1 84 | 2510569 709 - 3541 -7 -1
35 | 580337 499 - 1163 5 -1 85 | 2746477 829 - 3313 5 -1
36 | 635401 13-37-1321 —11| -1 86 | 2748023 479 - 5737 5 -1
37 | 647089 79 - 8191 —23 | —1 87 | 2757241 461 - 5981 13 -1
38 | 741751 4311721 -7 -1 88 | 2811271 881 - 3191 13 -1
39 | 800605 | 5-13-109-113 5 0 89 | 2909197 293 - 9929 5 -1
40 | 818201 101 - 8101 -7 | -1 90 | 2953711 | 31-151-631 -7 -1
41 | 838861 3972113 —23 | —1 91 | 2976487 863 - 3449 5 -1
42 | 873181 661 - 1321 17 -1 92 | 3090091 1163 - 2657 -31 -1
43 | 877099 307 - 2857 -7 | -1 93 | 3116107 883 - 3529 5 -1
44 | 916327 479 - 1913 5 -1 94 | 3125281 1021 - 3061 -7 -1
45 | 976873 313 - 3121 5 -1 95 | 3375041 1061 - 3181 -7 -1
46 | 983401 331-2971 -7 1 -1 96 | 3400013 1597 - 2129 5 -1
47 | 1004653 13-109 - 709 5 -1 97 | 3429037 157 - 21841 5 -1
48 | 1016801 251 - 4051 13 -1 98 | 3539101 941 - 3761 -7 -1
49 | 1023121 11-281-331 —11 0 99 | 3567481 311-11471 13 -1
50 | 1082401 601 - 1801 -7 -1 100 | 3581761 | 29-113- 1093 —11 -1
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) n n D (%)
101 | 3605429 13726317 —15| —1
102 | 3898129 1249 - 3121 17 -1
103 | 4181921 1181 - 3541 —11 | —1
104 | 4188889 431-9719 -7 -1
105 | 4335241 53 -157-521 17 -1
106 | 4360621 1321 - 3301 -7 -1
107 | 4469471 1831 - 2441 -7 -1
108 | 4502485 | 5-13-113-613 5 0
109 | 4513841 1021 - 4421 -7 -1
110 | 4682833 29 - 113 - 1429 5 -1
111 | 4835209 239 - 20231 13 -1
112 | 4863127 1103 - 4409 5 -1
113 | 5016191 647 - 7753 -7 -1
114 | 5044033 1297 - 3889 5 -1
115 | 5049001 31-271-601 -7 -1
116 | 5173169 1093 - 4733 —15 | —1
117 | 5173601 929 - 5569 -7 -1
118 | 5256091 811 - 6481 17 -1
119 | 5310721 | 13-37-61-181 -7 -1
120 | 5444489 29 .197-953 —11 ] -1
121 | 5489641 1657 - 3313 =7 -1
122 | 5590621 409 - 13669 —23 | —1
123 | 5599765 5-37-30269 5 0
124 | 5672041 661 - 8581 13 -1
125 | 5681809 7-73-11119 -7 0
126 | 5919187 1777 - 3331 5 -1
127 | 6140161 937 - 6553 -7 -1
128 | 6226193 1933 - 3221 5 -1
129 | 6233977 1117 - 5581 5 -1
130 | 6334351 727 - 8713 29 -1
131 | 6368689 1129 - 5641 -7 -1
132 | 6386993 653 - 9781 5 -1
133 | 6787327 1303 - 5209 5 -1
134 | 6836233 313 - 21841 5 -1
135 | 6952037 2153 - 3229 5 -1
136 | 7177105 | 5-13-109 - 1013 5 0
137 | 7306261 2341 - 3121 —11 ] -1
138 | 7306561 1153 - 6337 =7 -1
139 | 7462001 911 - 8191 —11 | -1
140 | 7674967 937 - 8191 5 -1
141 | 7759937 929 - 8353 5 -1
142 | 7820201 1831 - 4271 —15| —1
143 | 7883731 811-9721 13 -1
144 | 8036033 1637 - 4909 5 -1
145 | 8095447 1423 - 5689 5 -1
146 | 8384513 277 - 30269 5 -1
147 | 8388607 47 - 178481 5 -1
148 | 8534233 709 - 12037 5 -1
149 | 8725753 2089 - 4177 5 -1
150 | 8727391 71 - 122921 —11 ] -1

i n n D (%)
151 | 9006401 1733 - 5197 -7 -1
152 | 9056501 1229 - 7369 -7 -1
153 | 9069229 13293 - 2381 13 0
154 | 9073513 953 - 9521 5 -1
155 | 9371251 1531 - 6121 —11 -1
156 | 9564169 619 - 15451 -7 -1
157 | 9567673 509 - 18797 5 -1
158 | 9588151 79 - 121369 -7 -1
159 | 9729301 1201 - 8101 —11 -1
160 | 9774181 181 - 54001 —11 —1
161 | 9863461 2221 - 4441 -7 -1
162 | 9995671 7-31-73-631 -7 0
163 | 10323769 349 - 29581 37 -1
164 | 10386241 1861 - 5581 -7 -1
165 | 10425511 2441 - 4271 -7 -1
166 | 10610063 2351 - 4513 5 —1
167 | 10655905 | 5-13-29 - 5653 5 0
168 | 10712857 2143 - 4999 5 -1
169 | 10763653 409 - 26317 5 —1
170 | 10974881 1913 - 5737 13 -1
171 | 11081459 227 - 48817 —15 -1
172 | 11335501 1321 - 8581 13 —1
173 | 11473885 | 5-37-109 - 569 5 0
174 | 11541307 1699 - 6793 5 -1
175 | 11585293 2153 - 5381 5 -1
176 | 11777599 127 -92737 13 -1
177 | 12263131 81115121 -7 -1
178 | 12327121 35112 n ist Quadrat
179 | 13057787 467 - 27961 5 -1
180 | 13216141 | 29-37-109 - 113 -23 -1
181 | 13338371 3163 - 4217 —11 —1
182 | 13421773 53 - 1571613 5 -1
183 | 13446253 509 - 26417 5 -1
184 | 13500313 103 - 131071 5 -1
185 | 13635289 739 - 18451 -7 -1
186 | 13694761 2617 - 5233 -7 -1
187 | 13747361 2141 - 6421 -7 -1
188 | 14179537 2917 - 4861 5 -1
189 | 14324473 1693 - 8461 5 -1
190 | 14709241 631 - 23311 —11 -1
191 | 14794081 2221 - 6661 —23 —1
192 | 14865121 241 - 61681 -7 -1
193 | 15101893 829 - 18217 5 -1
194 | 15139199 2383 - 6353 -7 -1
195 | 15188557 1949 - 7793 5 -1
196 | 15220951 151 - 100801 13 -1
197 | 15247621 61-181-1381 -31 -1
198 | 15479777 587 - 26371 5 -1
199 | 15510041 29-113-4733 —11 -1
200 | 15603391 89-199 - 881 -7 -1

Das betragsmiifiig grofite D hier war D = —43 (fiir die 60. Zahl).

Datei: kii_lucas_bpsw_a0.tex. Version vom 9.6.2022

9. Gibt es Gegenbeispiele zum BPSW-Test?



30 2. LUCAS-FOLGEN

Die nachfolgenden Ideen gehen auf Pomerance zuriick:
Carl Pomerance. Are there counter-examples to the Baillie-PSW primality test? (dopo.pdf)

Bemerkung: Eine ungerade natiirliche Zahl n > 3 besteht den Miller-Rabin-Test zur Basis 2, wenn mit
n—1=2% und u =1 mod 2 gilt
2 =1modn oder 22%=—1modn fiir ein i € {0,...,0—1}.
Nun ist 271y = ”7_1 Gilt also
2" = —1mod n,

so besteht n den Miller-Rabin-Test zur Basis 2. Dies wird in folgendem Lemma benutzt:

LEMMA. Sei r > 3 ungerade, seien p1,...,p, verschiedene Primzahlen p; = 3 mod 8, sodass fiir n =
p1...pr gilt
pi—1|n—=1 firalei=1,...,r.
Dann gilt
2" = —1mod n,

insbesondere besteht n den Miller-Rabin-Test zur Basis 2. (Auflerdem ist n eine Carmichael-Zahl.)

Beweis:

(1) Wegen p; = 3 mod 8 ist (z%) = —1 und damit

i- 2
2p21 = () = —1 mod p;.
b

(2) Da r ungerade ist, folgt mit p; = 3 mod 4
n=p;...p, =3 =(-1)"=—-1=3mod 4,
also

-1
n = 1 mod 2.

n—

Da mit p; —1 | n — 1 auch ’"2;1 | 251 gilt, ergibt sich (als Teiler einer ungeraden Zahl)

2 =1mod?2

—1\ AT o
2" = (2“2 ) B2 — (=1) "z~ = —1 mod p;.
Dies ergibt nun die Behauptung
n—1

272 = —1 mod n.

(3) Nach Voraussetzung ist n zusammengesetzt, quadratfrei, auBerdem gilt fiir alle Primteiler p von
n die Beziehung p — 1 | n — 1. Nach dem Korselt-Kriterium ist n daher eine Carmichael-Zahl. B

Beispiele: Wir haben alle Primzahlen p < 10° mit p = 3 mod 8 bestimmt:
3,11,19,43,59,67,83,107,131,139, 163,179, 211, 227, 251, 283, 307, 331, 347,379, 419, 443, 467,491,499, . ..
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(Es gibt 2409 Primzahlen < 105, die = 3 mod 8 sind.) Dann haben wir getestet, fiir welche drei Primzahlen
p1 < p2 < p3 (aus dieser Liste) und n = pypops die Bezichung p; — 1 | n — 1 fiir ¢ = 1,2, 3 gilt. Folgende
Beispiele haben wir gefunden:

n=ppepz mit p; —1|n—-1] p D2 D3
48354810571 331 2971 | 49171
46493311411 547 2731 | 31123
37870128451 619 2267 | 26987
245291853691 1171 | 10531 | 19891
4963134761131 4243 | 21211 | 55147
4525783922251 4651 | 23251 | 41851
2152302898747 6763 | 10627 | 29947
4443982738651 7411 | 19267 | 31123
5811733744867 8219 | 22307 | 31699
22139875582819 11443 | 26699 | 72467

Beim Baillie-PSW-Test wird zuerst getestet, ob n den Miller-Rabin-Test zur Basis 2 besteht. Wenn ja,
wird in der Folge 5,—7,9,—11,13,—15,... die erste Zahl D bestimmt mit (%) = —1. Dann setzt man
P =1,Q = 52 und testet, ob U,41(P,Q) = 0modn gilt. Ist (2) = =1, soist P = 1, Q = —1,
(U;i(1,-1));>0 die Fibonacci-Folge. Wir formulieren Bedingungen an n, dass n diesen Test erfiillt.

LEMMA. Seir > 3 ungerade, seien py, ..., p, verschiedene ungerade Primzahlen mit p; = 2 oder 3 mod 5
und n =p1...pr, sodass gilt

pi+1l|n+1 firalei=1,...r.

Dann gilt
<5) =—-1 wund Ups+1(1,-1) =0 mod n.
n

(n besteht also den Lucas-Test zum Parameterpaar (P, Q) = (1,—1).)

Beweis:
(1) Wegen p; = 2,3 mod 5 ist

(p5> :(%):—lfﬁrizl,...,r,

und daher wegen r = 1 mod 2

()= ) =) () ==

(2) Fiir (P,Q) = (1, 1) ist D = P? — 4Q = 5. Wegen (pQ) = 1 gilt daher

Uk(pi+1)(1,—1) = 0mod p; fiir alle k € Ngund i = 1,..., 7.
Die Voraussetzung p; + 1 | n + 1 impliziert sofort
Unt1(1,-1)=0mod p; firi=1,...,r,

und damit natiirlich auch
Un+1(1,—1) = 0 mod n,
wie behauptet. H
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Beispiele: Wir haben alle Primzahlen < 10* bestimmt, die = 2,3 mod 5 sind:
3,7,13,17,23,37,43,47,53,67,73,83,97,103,107,113,127,137,157,163, 167,173,193, 197, . ..

(Es gibt 618 dieser Primzahlen.) Dann haben wir getestet, fiir welche drei Primzahlen p; < ps < p3 (aus
dieser Liste) und n = p1paps die Beziehung p; +1 | n+1 fiir ¢ = 1,2, 3 gilt. Folgende Beispiele haben wir
gefunden:

n=pipepz mit p; +1|[n+1| p P2 | p3
104663 13 83 97
90287 17 47 113
1811687 23 227 | 347
4681247 47 103 | 967
190137023 53 863 | 4157
161516543 97 293 | 5683
2953352063 103 | 5303 | 5407
800484227 107 | 1907 | 3923
1877893247 127 | 2687 | 5503
1296364607 197 | 1583 | 4157
282639743 227 | 683 | 1823
789206183 233 | 467 | 7253
563601257 257 | 773 | 2837
13647432707 257 | 5417 | 9803
1915827647 283 | 1987 | 3407
4388676767 293 | 2477 | 6047
3331739423 317 | 2543 | 4133
843018643 337 | 883 | 2833
8046928343 353 | 2477 | 9203
4829213843 467 | 1637 | 6317
11194977863 643 | 3863 | 4507
4469435207 683 | 1367 | 4787
20415870143 947 | 2843 | 7583
18809998367 1103 | 2207 | 7727

Kombinieren wir die beiden vorangegangenen Lemmas, so erhalten wir folgendes Ergebnis:

LEMMA. Sei r > 3 wungerade, seien pi,...,p, verschiedene Primzahlen mit p; = 3mod 8 und p; =
2,3 mod 5, sodass mit n =py...p, gt
pi—1lln—1, pi+1|n+1 firi=1,...,r
Dann folgt
n—1

5
272 = —1mod n, () =-1, Up41(1,—1) =0 mod n.

n

Insbesondere erfiillt n den Baillie-PSW-Test.

Beispiele: Wir haben alle Primzahlen < 10° bestimmt, die = 3 mod 8 und = 2,3 mod 5 sind:
3,43,67,83,107,163, 227,283, 307, 347,443,467, 523, 547,563, 587, . ..
(Es gibt 9807 Stiick), dann zu Tripeln p; < pay < p3 die Zahl n = p;paps gebildet und den Vektor
v = ((n—1)mod (p1 —1),(n—1) mod (ps — 1), (n — 1) mod (ps — 1),
(n+1)mod (p1 +1),(n+ 1) mod (p2 + 1), (n + 1) mod (p3 + 1))

dazu bestimmt. Wir haben nach Féllen gesucht, bei denen v mindestens 4 Nullen enthélt. Gefunden
haben wir:

1] p2 | ps | v

3| 587 | 954827 | (0,0, 48720, 0, 0,906108)

= p1p2p3 ‘ p
46520126267 | 8
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Es kann aber sein, dass es noch mehr Félle gibt, da wir nach einiger Zeit das Programm abgebrochen
haben.

Das folgende Lemma zeigt, dass man mit nur 3 Primfaktoren keinen Erfolg haben kann.

LEMMA. Gegeben seien drei Primzahlen py < pa < ps mit p; = 3 mod 8 und n = p1paps. Dann gilt
ps—1in—1 oder p3+1f{n+1.

Beweis: Wir nehmen an, es gilt ps —1 |n— 1 und ps +1 | n+ 1. Es ist
n—1=pipops — 1 =pip2(ps — 1) + (p1p2 — 1)

und
n+1=pipaps + 1 =pip2(ps + 1) — (p1p2 — 1).
Ausps —1|n—1und ps +1|n+1 folgt dann
ps—1[pip2—1 und p3s+1|pip—1
Es ist ggT(ps — 1,p3s + 1) = 2. Da ”“*T_l und "BT'H ungerade natiirliche Zahlen sind, folgt

p3—1 p3+1
T =1

gel(—— ) =1L
und damit

p3—1 p3+1 1

9 : 1 | pip2 — 1.
Da p1ps — 1 durch 8 teilbar ist, folgt

p3—1 p3+1
8- 51 | pip2 — 1

und damit schliellich

p3—1|pip2— 1.
Daraus ergibt sich pZ — 1 < p1ps — 1 und daraus der Widerspruch pZ < p1ps < p3. Die Annahme ist also
falsch, was dann die Behauptung beweist. B

Der Pomerance-Ansatz beruht auf folgendem Lemma:

LEMMA. Sei T € N und k € N>3. Dazu wird definiert

h= J] ¢ wmd Q= ][] <

qpri:;n qprizcn
q< q<
g=1 mod 4 g=3 mod 4

Sei Py(T) die Menge der Primzahlen p, die folgende Eigenschaften haben:
(1) T<p<Tk
(2) p=3mod 8.
(3) p=2 oder 3 mod 5.
(4) p%l | Q1. (Anders ausgedriickt: % ist quadratfrei und setzt sich nur aus Primzahlen ¢ < T
mit ¢ = 1 mod 4 zusammen.)
(5) L | Q3. (Anders ausgedriickt: P2 ist quadratfrei und setzt sich nur aus Primzahlen ¢ < T
mit ¢ = 3 mod 4 zusammen.)

Ist nun r > 3, sind p1,...,p, paarweise verschiedene Elemente von Py(T), sodass firn =p;y...p, gilt
n=1mod @1 und n=-1modQs,
so erfillt n den Baillie-PSW-Test.

Beweis: Wir miissen nur noch nachweisen, dass die Vorausetzungen des vorletzten Lemmas erfiillt sind,
also

pi—1lln—1lundp;+1|n+1fire=1,...,r
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1) Nach Konstruktion gilt 21 | Q1. Aus n = 1 mod Q; folgt Q1 | n — 1, also
2

pi—1
— 1.
;I
Da % ungerade, n — 1 aber gerade ist, folgt
i —1
2~p2 [n—1, also p;—1|n-—1.

(2) Nach Konstruktion gilt % | Q3. Aus n = —1 mod Q3 folgt Q3 | n + 1. Damit ergibt sich
pi +1
4

| n+ 1.

Da aber 2o ungerade und n + 1 durch 4 teilbar ist, folgt

1
pi+1

4.
4

[n+1, also p;+1|n+1.

Daher sind die Voraussetzungen des vorletzten Lemmas erfiillt. Also erfiillt n den Baillie-PSW-Test. &

Pomerance hat heuristisch argumentiert, dass sich bei geeigneter Parameterwahl fiir 7" und k& Zahlen n
finden lassen sollten, die zusammengesetzt sind, aber den BPSW-Test bestehen. Bisher wurde aber weder
ein explizites Beispiel gefunden noch bewiesen, dass eines existieren muss. Das folgende Beispiel soll einen
Eindruck von der Problemstellung geben:

Beispiel: T'= 500, k£ = 3. Dann ist

Q1 = I <=

q prim
q<T
gq=1 mod 4

= 63965890378023372530836966709010445889411747758986210744304637727702318880631024
54871836215129505,

Qs = I «=

q prim
q<T
q=3 mod 4

= 97588358720056004245414320187206964841643869112514459528098732894845579000646829
94157437552186699082331048989.

Die Menge P5(500) enthélt 24 Primzahlen:

P;(500) = {563,5987,10427,11867,29867,40763,67307, 73883, 123323, 129083, 203627, 281867,
479027, 893147, 1558307,4999187, 5696123, 6208067, 9693947, 14472803, 17182283,
19821107, 19852067, 32604563},

die wir uns durchnummeriert denken:

P5(500) = {p1,...,past.
Es gibt 224 Teilmengen von P3(500). Jeder Teilmenge M C P3(500) ordnet man die Zahl

nM:HP

peEM

zu. Praktisch lassen sich die Teilmengen durch die ganzen Zahlen z € {0,...,22* — 1} wie folgt parame-
trisieren: Man schreibt

23
zzZzi-Qi mit z; € {0,1}
i=0

und hat dann
M, = {pi S P3(500) L2 = 1}
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Dazu bildet man

ny = sz H Pi-

pEM, 0<4<23
z;=1

Fiir alle diese 22* Zahlen n, muss man testen, ob
n,=1mod@; und n,=-—1modQ3

gilt.
Ergebnisse:

e Es gibt 26255 Zahlen n, mit n, + 1 > Q3. (Nur fiir solche Zahlen n gilt moglicherweise n =
—1 mod Q3.)

e Nur eine Zahl n, erfiillt n, = 1 mod @1, ndmlich ng = 1.

e Keine Zahl n, geniigt der Bedingung n, = —1 mod Q3.

10. Primzahlbeweise mit Lucas-Folgen

Wir haben verschiedene Primzahltests kennengelernt, deren Ergebnis fiir eine Zahl n die Aussage ,,n ist
zusammengesetzt“ oder “n ist wahrscheinlich prim“ ist. Im Folgenden stellen wir zwei Verfahren vor,
mit denen man zeigen kann, dass eine Zahl n tatséchlich eine Primzahl und nicht nur wahrscheinlich prim
ist. Sie beruhen allerdings darauf, dass man die Faktorisierung von n — 1 bzw. n + 1 kennt, was natiirlich
bei groflen Zahlen im Allgemeinen nicht der Fall sein wird.

SATZ. Sein € N, n > 3. Von der Zahl n — 1 sei die Primfaktorzerlequng bekannt:
n—1=gq¢...q.
Findet man nun ein a € Z mit

n—1 _

a 1modn wund a%5_'51modnfu'rallei:1,...,1“7

so ist n eine Primzahl. (Auferdem ist dann a eine Primitivwurzel modulo n.)
Beweis: Fiir a gilt ord ,(a) =n — 1, weswegen n eine Primzahl und a eine Primitivwurzel von n ist. B

Beispiel: Fiir
n = 16559388843442911749197852238987233943658340609128112605579973163203648125000001
gilt
n—1=20.37.510. 7141114 . 13" . 177 . 19"3.
Durch Ausprobieren findet man, dass fiir a = 83 die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind, also ist n

eine Primzahl.

Mit Lucas-Folgen kann man nun auch Primzahlbeweise fiir Zahlen n geben, wenn man die Faktorisierung
von n + 1 kennt:

SATZ. Sein € N ungerade und n > 3. Von n+ 1 sei die Primfaktorzerlegung bekannt:
n+1l=gq"...q".
Findet man P,Q € Z, D = P? — 4Q mit ggT(n,QD) =1 und
Unt1(P,Q)=0modn  und ggT(n,UnTﬂ(P, Q) =1 firalei=1,...,r,

so ist n eine Primzahl. (Auerdem gilt dann (2) = —1.)

n

Datei: kii_lucas_junil3.tex. Version vom 9.6.2022
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Beweis: Sei p ein Primteiler von n. Dann gilt

Unt1(P,Q) =0modp und Unii(P,Q) #0mod p fiir allei=1,...,7.

Wir betrachten die Situation in F, bzw. F,. Sind o und 3 die Nullstellen von 22 — Pz + Q in F, so gilt
a#£0,8#0, a#p (wegen ggT(n, QD) = 1) und wir kénnen schreiben

v,= =2
a—p
Die angegebenen Kongruenzen modulo p werden nun zu
o™t ="t und ol #+ 6%1 firallei =1,...,7,
also
n+1
(Q)TL'~'1 =1 und (g)‘T #1fiiralle:=1,...,r.
B B
Es folgt fiir die (multiplikative) Ordnung von 3 in ﬁ;
e
ord(=)=n+1.
g

Nun gibt es zwei Fille, die wir zuvor bereits untersucht hatten:
e Fall (%) = 1: Hier gilt (%)p’1 =1 alsoord (§) | p—1 was zun+1 | p—1, einem offensichtlichen
Widerspruch fiihrt. Dieser Fall kann also nicht eintreten.
e Fall (%) = —1: Hier haben wir gesehen, dass gilt (%)erl = 1. Es folgt ord (3) | p+ 1, und
damit
n+1|p+1,
was wegen p | n sofort n = p liefert. Daher ist n eine Primzahl. Auflerdem gilt (%) = (%) = -1

Damit ist die Behauptung bewiesen. B

Beispiele:
(1) Fir
n = 9845327152074184528773753716828849999999
gilt
n+1=27.32.5%.7".11°.13° . 17° . 19*.
Einen Primzahlbeweis erhélt man fiir (P, Q) = (24,145) zu D = —4.
(2) Fir
n = 4220886271742930642554509691309378145042063414032539305562088124999999
gilt
n+1=20.3".5%0.71.117.13% . 17'% . 19"
Einen Primzahlbeweise erhélt man fir (P, Q) = (18,82) mit D = —4.
(3) Fir
n = 3462338943983464997417065827032262149502760208750317134809999999999999
gilt
n+ 1 — 213 .310 . 513 . 712 . 1110 . 1310 . 178 . 198
Einen Primzahlbeweise erhélt man fiir (P, Q) = (24,145) mit D = —4.
(4) Fir
n = 2336363570730181788508770162498904776022352102974795437937548719999999
gilt
n+1=2".3".57.7.117.13%. 177 . 19'?
Einen Primzahlbeweise erhélt man fiir (P, Q) = (40,401) mit D = —4.
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(5) Fir
n = 1453999203260697811768153910910132367094264448399459104804699999999999
gilt
n+1=2".30. 51710117131 . 1710 . 19°

Einen Primzahlbeweise erhdlt man fir (P, Q) = (18,82) mit D = —4.
(6) Fir

n = 2470571188695756912601377415689020836011858451177170737749979999999999
gilt
n+1=2".3.510.712.1119.13'2 . 178 . 197
Einen Primzahlbeweise erhilt man fiir (P, Q) = (24, 145) mit D = —4.

Bemerkung: Die Zahl n = 399 = 3-7-19 erfiillt fiir alle P,Q mit 0 < P,Q < n—1und D = P2—4Q = —4
die Beziehung U,,11(P, Q) = 0 mod n.

Bemerkung: Zahlen n, bei denen n + 1 eine besonders einfache Primfaktorzerlegung hat, sind die
Mersenne-Zahlen

n=2"_1.

Da wir uns fiir Primzahlen interessieren, erwéhnen wir folgendes Lemma:

LEMMA. Ist fir k € N die Zahl n = 2¥ — 1 eine Primzahl, so ist auch k eine Primzahl.

Beweis: Wir konnen uns auf k > 2 beschrianken. Sei k zusammengesetzt. Wir miissen zeigen, dass n auch
zusammengesetzt ist. Sei k = Im mit 1 < < k und d = 2' — 1. Dann ist d > 1 und modulo d gilt

2!=1modd, also 2F=(2)"=1modd,

woraus d | n folgt. Da d < n ist, ist d ein nichttrivialer Teiler von n, n also zusammengesetzt. B

Uberlegung: Wir betrachten also Primzahlen ¢ und dazu n = 2¢ — 1. Wegen ¢ > 2 ist n = 3 mod 4 und

damit gilt
—4
<> - _1.
n

Wir wihlen also P gerade und setzen Q = (£)241. Dann ist ndmlich D = P?—4Q = P2—4-(P72+1) = —4.
Nun testen wir, ob

Unt1(P,Q) =0mod n

gilt. Wenn nein, besteht n den Lucas-Test zum Parameterpaar (P, Q) nicht, ist also zusammengesetzt.
Wenn ja, betrachten wir

UnT+1 (P,Q)#0modn bzw. ggT(n, UnT-I—l (P,Q)).

Es gibt drei Falle:
e Fall ggT(n,Usti (P,Q)) = 1: Dann ist n eine Primzahl.
2
e Fall ggT(n,U%(P, Q)) € {2,...,n — 1}: Dann ist n zusammengesetzt (und der berechnete

ggT liefert eine erste Zerlegung von n).
e Fall ggT(n, Unp (P,Q)) = n: Dann gilt Una (P,Q) = 0 mod n. Hier kénnen wir nichts sagen,
wir nehmen ein neues P.
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Im Folgenden haben wir mit P = 2 begonnen und dann - bei Misserfolg - P jeweils um 2 erhoht.
Zunichst haben wir die Primzahlen 2 < ¢ < 97 untersucht:

l 26 1 prim oder nicht prim | D | P | Q
2 3 prim 41 2] 2
3 7 prim 4145
5 31 prim 41 8 |17
7 127 prim 4145
11 2047 nicht prim 4145
13 8191 prim 41 8 |17
17 131071 prim -4 110 | 26
19 524287 prim 414 |5
23 8388607 nicht prim 4145
29 536870911 nicht prim 4145
31 2147483647 prim 414 |5
37 137438953471 nicht prim 414 |5
41 2199023255551 nicht prim 414 |5
43 8796093022207 nicht prim 41415
47 140737488355327 nicht prim 414 |5
53 9007199254740991 nicht prim 414 |5
59 576460752303423487 nicht prim 414 |5
61 2305843009213693951 prim -4 1 8 |17
67 147573952589676412927 nicht prim 414 |5
71 2361183241434822606847 nicht prim 414 |5
73 9444732965739290427391 nicht prim 414 |5
79 604462909807314587353087 nicht prim 414 |5
83 9671406556917033397649407 nicht prim 414 |5
89 | 618970019642690137449562111 prim -4 110 | 26
97 | 158456325028528675187087900671 nicht prim 414 |5

Im néchsten Fall haben wir die Primzahlen mit 2 < ¢ < 10000 angeschaut. Es konnte immer entschieden
werden, ob 2¢ — 1 prim oder zusammengesetzt ist:

e Ist 2 — 1 nicht prim (und 2 < ¢ < 10000), so besteht 2 — 1 den Lucas-Test zum Parameterpaar
(P,Q) = (4,5) nicht, d.h.

Un+1(4,5) #Z 0 mod n.

e Ist 2 — 1 prim, so mussten wir etwas mehr suchen. Diese Fille sind in folgender Tabelle auf-
gefiihrt:



11. DER LUCAS-LEHMER-TEST FUR MERSENNE-ZAHLEN 39

¢ | prim oder nicht prim | D | P | @
2 prim 41 2] 2
3 prim 41415
) prim 41 8 |17
7 prim 41415
13 prim -4 8 |17
17 prim -4 110 | 26
19 prim 414 |5
31 prim 4145
61 prim 41 8 |17
89 prim -4 110 | 26
107 prim 414 |5
127 prim 4145
521 prim -4 110 | 26
607 prim 41415
1279 prim 414 |5
2203 prim 4145
2281 prim -4 112 |37
3217 prim -4112 |37
4253 prim 41 8 |17
4423 prim 414 |5
9689 prim -4 110 | 26
9941 prim 41 8 |17

(Hier stellt sich die Frage: Ist 2¢ — 1 genau dann prim, wenn U, ;1(4,5) = 0 mod n gilt? Keine Ahnung!)

11. Der Lucas-Lehmer-Test fiir Mersenne-Zahlen
LEMMA. Seif>2 undn=2°—1 und
Vae—2(4,1) = 0 mod n.

Dann ist n eine Primzahl.

Bemerkung: Fiir £ = 2 ist n =22 — 1 = 3, aber V4(4,1) = 4 = 1 mod 3. Die Voraussetzung des Lemmas
ist in diesem Fall also nicht erfiillt.

Beweis des Lemmas:
(1) Sei p ein Primteiler von n. Dann gilt Vae-2(4,1) = 0 mod p. Wir rechnen nun in F, bzw. F,.
Dann schreibt sich die Beziehung als Voe-2(4,1) =0 (in ).
(2) Sei V3 € F,, mit (v/3)% = 3 gewiihlt. Definieren wir dann

a=2++vV3 und B=2-3,
so gilt
a+p=4 af=1,
d.h. o und S sind die Nullstellen von 2% — 4z + 1 in F,. Es folgt
Vi(4,1) = o' + B" fiir alle i > 0 in F,.
(3) Die Voraussetzung Voe-2(4,1) = 0 impliziert

23—1

0=0* Vya(4,1) =a®" (oﬁ""z + 52‘_2) o 41,

also

Datei: kii_lucas_mersenne.tex. Version vom 9.6.2022
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Mit der iiblichen Argumentation folgt fiir die Ordnung von « in F;
ord () =2¢, also ord(a)=n+1.
(4) Wir unterscheiden nun drei Fille:
(a) Fall p=3: InF3 ist a = =2 = —1, also
Vi(4,1) = 20 + 20 = 211 = (1)1 £ 0 fiir alle i > 0.
Dieser Fall kann also nicht eintreten, da die Voraussetzung nicht erfiillt ist.
(b) Fall (2) = 1: 3 ist Quadrat in F, d-h. v/3 € F, und damit auch a € F,. Wegen aff = 1 ist

a # 0, sodass der kleine Satz von Fermat a?~! = 1 liefert, also ord () | p — 1, und damit
n+1|p— 1, was wegen p | n natiirlich nicht geht. Also ist dieser Fall nicht moglich.

(c) Fall (%) = —1: Mit dem Satz von Euler gilt

V3 = VBT B (VB Bt VB = @) V=3,

was mit 2P = 2 sofort zu

af = (24 V3P =20 + V3 =23,
und damit zu

Pt =oPa=(2-V3)(2+V3) =1
fithrt. Daher gilt ord (o) | p + 1, also

n+1]|p+1,
was wegen p | n natiirlich
n=p

liefert. n ist also eine Primzahl, was wir zeigen wollten. ®

Beispiele: Wir haben fiir 2 < ¢ < 100 das hinreichende Kriterium des Lemmas angewandt und folgende
Primzahlen erhalten:

l Primzahl 2¢ — 1

3 7

5 31

7 127

13 8191

17 131071

19 524287

31 2147483647

61 2305843009213693951

89 | 618970019642690137449562111

Bemerkung: Ist die angegebene Bedingung des vorangegangenen Lemmas auch notwendig? Das folgende
Lemma bejaht diese Frage. Wir formulieren es gleich etwas allgemeiner und benutzen dafiir, dass im Fall
£>2und £=1mod 2 fiirn=2¢—1
1
25*2:"1 , n=2-1=-1=7mod8 wund n=2-1=(-1)'-1=-1-1=1mod3

gilt.
LEMMA. Ist p eine Primzahl mit p =7 mod 8 und p = 1 mod 3, so gilt
Ven (4,1) = 0 mod p.

(Mit dem chinesischen Restsatz kann man p =7 mod 8, p = 1 mod 3 auch zu p = 7 mod 24 zusammen-
fassen.)

Beweis:
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(1) Die Bedingungen p = 7 mod 8 und p = 1 mod 3 sind genau so gemacht, dass

_ 2\ _ 3\ _(my—_ (1) =
p =3 mod 4, <p>—1 und <p)__<3>_ (3>_ 1
gilt.

(2) Im Folgenden rechnen wir in F,, bzw. F,. Wir miissen dann zeigen VpT+1 (4,1) =0 (in Fp).
(3) Sei V3 € F,, mit (,/p)? = 3. Mit dem Satz von Euler gilt
VBV (T V=g va = (2] va— s
(4) Setzen wir o = 2+ /3 und 3 = 2 — /3, so gilt
a+pf=4 und ap=1,
d.h. @ und S sind die Nullstellen von 22 — 4z + 1 in E,, was insbesondere
Vi(4,1) =a' + ¢’
impliziert. Daher gilt
Vs (4,1) = o™ 4+ "5 =" (ap)"t 4 8" = g™
(5) Mit der (hier entscheidenden) Relation
(1+V3)?2=4+2V3=2a
1)
= (a% n 1) — (20)"F 42" =

= ((1+\/§)2)p31+2p21~2(1+\/§)p“+<;)~2
= (1+V3)PA+V3)+2=(1-V3)(1+V3)+2=0.

Dies beweist die Behauptung. B

H
—
Q

‘a
)
=
+
—
N—

folgt (mit dem Ergebnis aus

p+1

(
2" 0T Vs (4,1) = 2
4

Bemerkung: Dass auch zusammengesetzte Zahlen die Bedingungen
n=7mod8, n=1modS3, VnT-H(471) =0modn
erfiillen kénnen, zeigen die Zahlen
1037623 = 337 - 3079, 2211631 =271 -8161, 4196191 = 31 -223 - 607,

7076623 = 271 - 26113, 9100783 = 1231 - 7393.
(Dies sind alle zusammengesetzten Zahlen < 107, die die angegebenen Bedingungen erfiillen.)

Wir fassen nun die beiden vorangegangenen Lemmas zusammen:

SATZ. Sei £ >3 und n = 2°— 1. Dann gilt:
n ist Primzahl <= Vae-2(4,1) = 0 mod n.

Beweis:
= Sei n = 2¢ — 1 eine Primzahl (und ¢ > 3). Dann ist ¢ ungerade, da man sonst die nichttriviale
Faktorisierung 2¢ — 1 = (25 - 1)(25 + 1) hétte. Die Bemerkung vor dem letzten Lemma zeigt
dann n = 7 mod 8 und n = 1 mod 3, sodass mit ”T'H =202 das vorangegangene Lemma
Vae2(4,1) = Vi (4,1) =0 mod n

liefert.
<— Dies ist der Inhalt des ersten Lemmas. &
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Bemerkung: Fiir £ > 3 und n = 2¢ — 1 wollen wir
Vae-2(4,1) mod n
berechnen. Nun gilt allgemein die Formel
‘/Qk(P7Q) = Vk:(Pa Q)Q - 2Qk7
woraus hier
Vor(4,1) = Vi(4,1)* — 2
wird. Fiir k = 2% ergibt sich
Vais1(4,1) = Vai(4,1)% — 2.
Wir definieren nun
v; = V5i(4,1) mod n.
Dann ist vg = V1(4,1) = 4 mod n und
Vigr = Vair1(4,1) = Vai(4,1)2 =2 =0? —2mod n
und
Vo—g = Vae—2(4,1) mod n.
Insbesondere liasst sich v; rekursiv berechnen. Wir erhalten damit:

Sarz (Lucas-Lehmer-Test). Sei £ > 3 und n = 2 — 1. Rekursiv wird eine Folge v; durch
vo=4 und vy = (v —2)modn firi>0
definiert. Dann gilt

n ist Primzahl <  vp_9 =0.
(Es ist v; = V3i(4,1) mod n.)

Bemerkung: Fiir 3 = 22 — 1 funktioniert der Test nicht, da wir die Voraussetzung ¢ > 3 brauchen.

Beispiele:
0 ln=2—11wvy,...,0i_9
2 3 4,2 (Hier funktioniert der Test nicht.)
3 7 4,0
4 15 414,14
5 31 114,80
7 127 | 4,14,67,42,111,0
11| 2047 | 4,14,194,788,701,119,1877,240,282,1736
13 8191 4,14,194,4870,3953,5970,1857,36,1294,3470,128,0

Lucas-Lehmer-Test:
Eingabe: ¢ > 3
Ausgabe: 2¢ — 1 ist Primzahl oder zusammengesetzt
n+2¢—1
v<—4
fori=1,...,—2do
v < (v —2) mod n
end for
if v =0 then
return 2¢ — 1 ist Primzahl
else

return 2¢ — 1 ist zusammengesetzt
end if

—
e

Hier ist eine zugehorige Python-Funktion:
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def lucas_lehmer_test(1):
n=2xx1—1
v=4
for i in range(l—2):
v=(v**x2—2)%n

if v==0:
return 2" +str(1)+’—1.ist _prim’
else:

return 2" +str(1)+’—1_.ist._nicht._prim’

Beispiele: Hier sind alle Mersenne-Primzahlen 2¢ — 1 mit ¢ < 10%, die wir (bis auf 22 — 1) mit dem
Lucas-Lehmer-Test bestimmt haben:

Y4 2t 1 Dezimalstellen
3 2B -1=7 1

5 2> —1=31 2

7 2T —1=127 3
13 218 1 =28191 4
17 217 1 =131071 6
19 219 1 = 524287 6
31 23T 1 = 2147483647 10
61 261 _ 1 = 2305843009213693951 19
89 289 _1 = 618970019642690137449562111 27
107 2107 _ 1 = 162259276829213363391578010288127 33
127 | 2727 —1 = 170141183460469231731687303715884105727 39
521 2521 1 157
607 2007 _ 1 183
1279 21279 _ 7 386
2203 22203 _ 7 664
2281 22281 _ 1 687
3217 23217 _ 1 969
4253 21253 _ 1 1281
4423 24423 _ 1 1332
9689 29689 _ 2017
9941 29941 _ 1 2993

Zur Zeit sind 51 Mersenne-Primzahlen bekannt. Die 51. wurde 2018 gefunden und ist
982589933 _ |

mit

10g(282589933 _ 1) 10g(2)
1| = |82589933 - 1| = 24862048
{ log(10 - og(3)

Dezimalstellen.

Anmerkung: Python kann zwar noch mit obiger Zahl umgehen, unser Lucas-Lehmer-Test bleibt aber
bei schon bei der Berechnung von wveg héngen.

12. Variation von Lucas-Folgen - Lucas-Folgen mit anderen Anfangsbedingungen
SATZ. Seien P,Q € Z. Dann sind die Lucas-Folgen U; = U;(P, Q) und V; = V;(P, Q) rekursiv durch
UO = 0, U1 = 1, Ui = PUfL'_l — QUZ'_Q furz Z 2

und
V=2 WVi=P V=PV 1—-QVi_s fiiri>2

Datei: kii_lucas_variation.tex. Version vom 9.6.2022



44 2. LUCAS-FOLGEN

definiert. Eine Folge T; = T;(P, Q) werde rekursiv durch
To=1, Th=0, T,=Pli1—QTi— firi>2

definiert. Sei D = P?2 — 4Q und o = P*g/ﬁ, 8= P*Z‘/B. Dann gilt:
(1) Fir allei >0 ist
1 1
T, = —5PU; + 5 Vi
2 + 2
(2) Im Fall D = P? —4Q # 0 gilt
O U
a—p

(Dabei sei o® = 3% =1.)
(3) Im Fall D =0 gilt

Ti=01—i)-a, U=i-a"" Vi=2-a

(Dabei sei a® =1 und 0-a~1 =0.)
(4) Sind Xy, X1 € Z und X; rekursiv definiert durch

X =PX;1 — QX2 fiiri > 2,
so gilt

X, = XoT; + XqU; fiir allet >0
und

1 1
Xi - (Xl — §PX0)U1 + §XOV;

Beweis:

(1) Wir zeigen die Behauptung durch Induktion. Fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 gilt
1 1 1 1 1 1
—=P “Vo=1=1T, d -—-=-P “Vi=——P+_-P=0=T
5 U0+2Vb 0 un 5 U1+2V1 5P+ 35 0="T,

sodass die Aussage fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 stimmt. Sei nun ¢ > 2 und die Aussage bereits fiir i — 1
und ¢ — 2 Dann folgt

1 1 1 1
—5PUi+ Vi = _§P(PUi—1 —QU;—2) + §(PVi—1 —QVi2) =

1 1 1 1
P(==PU_ 1+ =V, ) —Q(—2PUi g+ =V, o) =
< 5 1+ 5 1) Q ( 5 2+ 5 2)

= PI,.,. - QT2 =T,

sodass die Behauptung durch Induktion folgt.
(2) Die Formeln fiir U; und V; sind bekannt. Dann folgt mit (1) und P = a+ 3

_ ety oL RN P ENPON
T, = —gPUitgVi=—5 - (a+p) —F +5 +5)=
_ @+ BB —a) +(a—B)ai+5) _
2(a—p)
(aﬂi _ ai+1 +5i+1 _ alﬁ) + (ai+1 —|—aﬂi _ aiﬂ _ BiJrl)

2(a— B)
208" — 208 B aBl —o'p
200-p)  a-B

was zu zeigen war.
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(3) Die Formeln fiir U; und V; sind bekannt. Wir zeigen die Aussage fiir T; mit der Rekursionsformel,
die sich hier wegen P = o + 8 = 2a und Q = o8 = a? in der Form

T; = 2aT;1 — @®T;p
schreiben lasst. Fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 stimmt die Aussage. Sei nun ¢ > 2 und die Aussage bereits
fir ¢ — 1 und ¢ — 2 gezeigt. Es folgt
T, = 2T 1 —a*Ti o =2a(1—(i—1)a" ' —a?(1 - (i —2))a""? =
(2-2i4+2-1+i—2)a’=(1—1i)a’.
Es folgt die Behauptung.
(4) Die Richtigkeit der ersten Darstellung fiir X; iiberpriift man zunéchst fiir ¢ = 0 und i = 1:
XoTo+ X1Uyg = X9 und X771 + X1U; = X;.
Sei nun i > 2 und die Aussage fiir i — 1 und 7 — 2 bereits gezeigt. Dann folgt:
XoTi + XaU; = Xo(PTi—1 — QTi—2) + X1(PU;i—1 — QU;—2) =
= PXoTi-1+X1Ui—1) — Q(XoTi—2 + X1U;i—2) =
= PX; 1 -QX;2=X;.
Damit folgt die Behauptung durch Induktion. Mit (1) ergibt sich daraus

1 1 1 1
Xi = XoT; + X,U; = Xo (QPUi + 2Vi> +X1U; = <X1 - 2PXO) Ui + 5 XoVi.

Damit ist auch die zweite Darstellung fiir X; bewiesen. B

13. LUCAS-RSA-Verschliisselung (LUC)

Bemerkungen:

(1) Wir erinnern zunéchst an die RSA-Verschliisselung:
(a) Der offentliche Schliissel einer Person A besteht aus einem Zahlenpaar (N, e), wobei N = pq
eine RSA-Zahl ist. Der zugehorige private Schliissel von A ist durch die Beziehung

ed=1mod (p—1)(¢—1) bzw. ed=1modp(N)

mit dem offentlichen Schliissel verkniipft.
(b) Will man eine Nachricht verschliisselt an A schicken, wandelt man sie zunéchst nach einem
vereinbarten Schema in eine Zahlenfolge a; mit 0 < a; < N — 1 um, dann berechnet man

b; = ai mod N

und schickt die Zahlenfolge b; an A.
(¢) A erhélt mit seinem privaten Schliissel (IV, d) die Zahlenfolge a; und damit den Klartext,
indem er
a; = b mod N
berechnet.
Zum Verschliisseln wird also die Funktion

x +— ¢ mod N,
zum Entschliisseln die Funktion
z— % mod N
benutzt, wobei das Funktionieren darauf beruht, dass
2% = 2 mod N fiir alle z € Z

gilt. Fiir die Sicherheit ist entscheidend, dass man aus (IV,e) nicht einfach (N,d) berechnen
kann.

(2) Wie kann man das verallgemeinern? Wir nehmen an, wir haben fiir Funktionen f, : Z — Z fiir
alle a € N mit folgenden Eigenschaften:

Datei: kii_lucas_luc.tex. Version vom 14.6.2022
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(i) Fiir z,y € Z gilt die Implikation
z=ymod N = fu(z) = fa(y) mod N fiir alle a € N.
(if) Fur alle a,b € N gilt
faofo=Ffaw und fi=id
(iii) Zu jeder Zahl N € N gibt es eine Zahl ¢(N) € N mit folgender Eigenschaft:
a=1mod Y(N) = fu(z)= fi(z) mod N fiir alle z € Z.

Damit kann man nun Folgendes versuchen:
(a) Offentlicher Schliissel einer Person A ist (IV,e), privater (N, d), wobei die Beziehung

ed =1 mod ¥(N)

gilt.
(b) Zum Verschliisseln wird die Nachricht in eine Zahlenfolge a; mit 0 < a; < N — 1 umgewan-
delt, dann wird
bi = fe(ai) mod N

berechnet und an A geschickt.
(¢) A berechnet mit seinem privaten Schliissel d

fa(b;) mod N
und erhélt damit a; wegen

£a0) 2 £a(0) L faela) € fia) Y 4 mod N.

Bei der klassischen RSA-Verschliisselung werden die Potenz-Funktionen
fa ('r) =z
verwendet. Wir werden im Folgenden sehen, dass man auch die Funktionen
fa(z) = Va(z,1)

verwenden kann.

Um das dargestellte Programm auszufiihren, brauchen wir ein paar vorbereitende Lemmas:

LEMMA. Fir P,Q,P,Q € Z, i € Ny und n € N gilt die Implikation
P=Pmodn und Q = émodn = Vi(P,Q)= VZ(}B,Q) mod n.

Beweis: Dies beweist man einfach durch Induktion. ®

LEMMA. Firi,j € Ng und P,Q € Z gilt
V;(Vi(P,Q), Q") = Vi;(P, Q).
Beweis: Sind «, 8 die Nullstellen von 22 — Pz + @, so gilt
Vi(P,Q)=0a'+ 5" und V;(P,Q)=a" + Y.

Zur Berechnung von V;(V;(P,Q), Q") brauchen wir die Nullstellen von 22 — V;(P, Q)z + Q*, die sich mit
@ = af so ergeben:

2 = Vi(P,Qr+Q =2 — (o' + Bz +a'p = (z - o')(x — B).
Daher folgt ' o o N N
Vi(Vi(P,Q),Q") = (") + (B') = a" + Y =Vi;(P,Q),

was wir zeigen wollten. B

Fir Q =1 folgt sofort:

FoLGERUNG. Fir P € Z, 1,5 € Ny gilt
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LEMMA. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt fir a € Z und i,j € Ng die Implikation
i=jmod (p* —1) = Vi(a,1) =Vj(a,1) mod p,
und insbesondere

i=1mod (p*—1) == Vi(a,1)=amod p.

Beweis: Wir zeigen die entsprechenden Aussagen in F,, bzw. F,. Seien «, 8 die Nullstellen des Polynoms

22 —azr + 1 in F,. Dann gilt

atf=a af=1 wud Vi(e1)=a' +5"

Insbesondere folgt

1 . 1
a0 ud p=-—, also V(a,1)=0a"+—.
@ a’
Der kleine Satz von Fermat liefert a? = a und damit
1 1 1 1 o +41—qagPtl —qgr!
0 = P _ — —_\p _ I Y - = =
a’ —a (a—i—a) (a—l—a) e +ap a-— o
B (Pt —1)(aP~! - 1)
= " ;

sodass
P =1 oder o '=1
gilt, und damit natiirlich insbesondere

Q=1 = =D+ _

Seien nun 7,5 € Ny mit ¢ = j mod (p? — 1). O.E. kénnen wir ¢ > j annehmen. Dann gibt es ein k € Ny
mit i = j + k(p? — 1). Es folgt
1 .

— (P 1k
ajJFk(Pz*l) - (Oé )

) 1 ) > . 1
. — ot — oItk -1) — o) -V
Vi(a,1) = « ti=a + =a +aj—V](a71).

al (apzfl)k
Mit Vi(a,1) = a folgt die Behauptung, wenn man die Gleichheiten in F, nun als Kongruenzen in Z
interpretiert. ®

LEMMA. Sei N = pq eine RSA-Zahl, seien e,d € N mit ed = 1 mod (p? — 1)(¢®> — 1). Dann gilt fiir
a,b € Z die Implikation

b=Ve(a,])mod N = a=Vy(b,1) mod N.

Beweis: Modulo N gilt

Va(b,1) = Vy(Ve(a,1),1) = Veg(a, 1) mod N.
Aus ed = 1 mod (p? — 1) folgt Veq(a,1) = a mod p, aus ed = 1 mod (g% — 1) folgt Veg(a,1) = a mod ¢,
sodass sich insgesamt Veq(a,1) = @ mod N und damit

Va(b,1) = amod N

ergibt, was zu zeigen war. l
Nun konnen wir die Theorie anwenden:

LUC-Verschliisselung:

(1) Schliisselerzeugung:
(a) Jeder Teilnehmer A sucht sich verschiedene ungerade Primzahlen pa, ga, berechnet N4 =
paqa- (Na sollte sich praktisch von einem Auflenstehenden nicht faktorisieren lassen.)
(b) A konstruiert sich mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus Zahlen e4,ds € N mit
eads =1 mod (p% —1)(¢% — 1). (da sollte nicht zu klein sein.)
(c) Offentlicher Schliissel von A ist (Na,e,), privater Schliissel ist (N4, d ).
(2) Verschliisselung: Will jemand eine Nachricht verschliisselt an A schicken, geht er so vor:
(a) Er wandelt die Nachricht nach einem vereinbarten Schema in eine Zahlenfolge a; mit 0 <
a; < Ng— 1 um.
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(b) Mit dem offentlichen Schliissel (N4, e4) von A berechnet er
b = Ve, (a;,1) mod Ny.

(c) Die Zahlenfolge b; wird als Chiffretext an A geschickt.
(3) Entschliisselung: A erhélt also die Zahlenfolge b;.
(a) Mit seinem privaten Schliissel (N4, d4) berechnet A
a; = VdA (bz, 1) mod NA.

(b) A wandelt die Zahlenfolge a; nach dem vereinbarten Schema in Text um.

Bemerkungen:

(1) Natiirlich sind e4 und d4 wie bei RSA immer ungerade Zahlen.

(2) 3 kommt als 6ffentlicher Schliissel e 4 nicht in Frage, da fiir jede Primzahl p # 3 gilt p?> = 1 mod 3,
also ggT(3,p? — 1) = 3.

(3) Die zu e4 = 5 und e4 = 7 gehorigen Verschliisselungsabbildungen sind

Vs(a,1) =a® —5a® +5a und  Viz(a,1) = a” — 7a® + 14a® — 7a.

Beispiel: Wir withlen (zufillig) Primzahlen p und ¢ und berechnen N = pq:

p = 4461865031184891665382767818976050142293,
g = 8041151948220871562237818141080744408163,
N = 35878534688210971463193705793594418837499541084574688962430970226723860220737759.

Nun suchen wir die kleinste Zahle e > 1 mit ggT(e, (p?> — 1)(¢> — 1)) = 1 und erhalten e = 5. Dazu
berechnen wir das Inverse von e modulo (p? — 1)(¢? — 1) als privaten Schliissel d:

e = 5,

d = 25745385027463159025295829722315398841744514861000487156272011062731681218423670

7852911820775434342810421844430081140930816081002777314796959604430171912001933.

(Auffillig ist die Groe von d.) Wir wollen ,HEUTE IST DER LETZTE DIENSTAG IM JUNI“ ver-
schliisseln und wandeln dies nach unserem iiblichen Verfahren (A< 01, ..., Z< 26) in eine Zahl a um
und berechnen dazu b = V5(a,1) mod N:

a = 8052120050009192000040518001205202620050004090514192001070009130010211409,

b = 34570087008838797788474197077336892130998127099024323149050325777640738217992553.

Wir werden jetzt einen Angriff auf RSA auf LUC iibertragen. Wir beginnen mit einem Lemma:

LEMMA. Seien Ny, N3, N3, Ny, N5 paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen, a € Z mit0 < a < min(Ny, No, N3, Ny, N5)—
1 und

b; = a® — 5a® + bamod N; firi=1,...,5.
Bestimmt man mit dem chinesischen Rest ein ¢ € 7 mit

by mod Ny,
by mod Ns,
¢ =< bs mod N3, und 0<c¢< N;{NyN3N4Ns—1,
by mod Ny,
bs mod Nj
so gilt (in R)
a® —5a® + 5a = c.

(a ist also eine ganzzahlige Nullstelle des Polynoms f(z) = x% — 52® + 5z — c.)
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Beweis: Nach Konstruktion gilt
c=b;=d°—5a®+5amod N; firi=1,...,5,
und damit
¢ =a® — 5a® + 5a mod N1 NoN3 N, Ns.
Mit etwas Kurvendiskussion sieht man, dass fiir a € Ny
O§a5—5a3+5a§a5
gilt, woraus
0 < a® —5a® + 5a < a® < N NyN3NyNj
und damit schlieBlich ¢ = a® — 5a3 + 5a folgt. m

Bemerkung: Es gibt verschiedene Methoden, die ganzzahligen Nullstellen eines Polynoms f(x) € Z|x]
schnell zu bestimmen. SAGE macht dies mit dem Befehl f.roots(ring=2Z). Wir wollen hier noch eine
einfache Intervallschachtelungsmethode vorstellen, mit der man im vorliegenden Fall eine Losung der
Gleichung

z® =522+ 5 =c

findet.

Sei f(z) = 2° — 52 + 5z. Die Ableitung ist
f'(x) = ba* — 152 +5 = 5(x* — 32%) + 5 = 52%(2* — 3) + 5.

Man sieht, dass f fiir x > 2 streng monoton steigend ist.
Wir starten mit zwei Zahlen ay < ag, sodass f im Intervall [ar,ar] streng monoton ist, bei-
spielsweise a;, = 2 und ag = Ny (mit N7 wie oben). Dabei sollte gelten

flar) < e < f(ar).

e Wir berechnen a = | 422 | und f(a).
— Gilt f(a) = ¢, so sind wir fertig, wir haben das gesuchte a gefunden.
— Gilt f(a) < ¢, so setzen wir ar, + a, sodass weiterhin f(ar) < ¢ < f(agr) gilt.
— Gilt f(a) > ¢, so setzen wir ag < a. Dann gilt weiterhin f(ar) < ¢ < f(ag).
Diesen Schritt wiederholen wir, bis wir eine Losung haben.
e Da in jedem Schritt das Intervall [ay,, ag] ungefiihr halbiert wird, findet man schnell eine Losung.

Ein Angriff auf LUC mit dem chinesischen Restsatz:

(1) Eine Nachricht a, die in Form einer Zahl gegeben ist, geht an 5 Personen, die jeweils 6ffentlichen
Schliissel (V;, 5) haben:

b; = Vs(a,1) mod N;.
(2) Wir kennen by, ...,bs. Mit dem chinesischen Restsatz berechnen wir
b1 mod Nl,
b2 mod NQ,
Cc= b5 mod Ng, mit 0§C§N1N2N3N4N571.
bs mod Ny,
bs mod N5

(3) Dann ist a eine Nullstelle aus Ny des Polynoms

f(z) =2® — 52 + 52 —c.
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Beispiel: Wir haben fiinf offentliche Schliissel (N;, 5) mit

Ny = 60530993121069706703036387293664224881407940447676241998465043713803622463330749,
Ny = 14246749998174217256984749802563730501856098128332137708238725346034056247046999,
N3 79333208648003739031134112244440788656636526604242281236785264778578403017231269,
Ny = 38471568086203786873889112023688395935090439425698466988336768756721851724244991,
Ns = 14259875113606806233771873775512246738893590549230385383137725132553459854038399.

Eine in eine Zahl a umgewandelte Nachricht wurde an die fiinf Personen verschickt mit folgendem Chif-
fretext b; = V5(a, 1) mod N;:

b1 = 53237808139067906244924344338211954407336762640531440132199226700733683963755066,

b = 4369083710844195261125901038824139730726271359312077588496021643423437271140757,

b3 = 16689708829717263626280669743142482946959284731826615329764822574579765779576023,

by = 31974877951417200507680605221599628018210677930291664612164067086990087786457404,

bs = 3611406832776096318528409446777736833232623982945283122849401779216726931652692.
Mit dem chinesischen Restsatz berechnen wir ¢ mit ¢ = b, mod N; fiir ¢ = 1,...,5 und 0 < ¢ <
N1NyN3N4N5 — 1 und erhalten

c = 27141366282972323809186266314393145076925683354063334214291865064850989338949612

24828359788773061966604433447091433916498911774885574846170085821857936958233461
22152306747604274109958105044566886393230952025844428278679744558262676702979970
53091354099295660945461678163914983936785794596592495646997139656349526298135442
1402142993772148178829055260412008451515984041229817259153705072841834304674
Sage liefert als einzige ganzzahlige Wurzel des Polynoms f(z) = 2% — 523 + 5z — ¢ die Zahl
12210300190308050914200014090308200002051919051800011219001819010026210019050914.
Umgesetzt in Text ergibt sich ,LUC SCHEINT NICHT BESSER ALS RSA ZU SEIN*.

Wir wollen jetzt noch eine andere Entschliisselungsmethode vorstellen, die einen allzu langen privaten
Schliissel vermeidet. Wir beginnen mit einem Lemma;:

LEMMA. Sei p eine ungerade Primzahl und e € N mit ggT(e,p2 — 1) =1. Seien dp1,d, 1 € N mit
edp1 =1mod (p—1) wund edy,_1=1mod (p+1).
Sind a,b € 7 mit
b="V.(a,1) mod p,

so gilt

Vi, . (b,1) mod p im Fall (£=2) =1,

a={Va,_,(b,1) mod p im Fall (¥=2) = —1
Va,,(b,1) = Vg, ,(b,1)modp im Fall -4 _ .

Beweis: Wir zuvor rechnen wir in F, bzw. F,, und interpretieren die Ergebnisse dann modulo p.
(1) Sei nun a € F, und b = V(a,1). Sei a € F, eine Nullstelle von 2 — az + 1. Dann gilt
1
2 —ar+1=(z—a)(z——).
o

Insbesondere gilt a = o + é Die Zahl « ist bis auf Inversenbildung durch diese Bedingung

eindeutig bestimmt. Es ist

1
Vvi 71 =a VR
(a,1) =« +oﬂ

insbesondere

1
b=a®+ —.
ae
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(2) Wegen a € F), gilt a” = ¢ und damit

1 1 1 1
O = P _ — )P _ —) = p _— —_—— =
al —a (a—i—a) (a—i—a) @ —|—ap a-—
a4 l—att—artt (@t = 1)(aPt - 1)
- oP B oP ’

Daher gilt

und als Folge

ol =a oder of =

SEES

(Immer gilt a?" =1 =1.)
(3) Um V;(b,1) zu berechnen, brauchen wir die Nullstellen des Polynoms 2% — bz + 1. Es gilt

L )z—&—lz(x—oze)(z—i).

P —br+1l=2°—(a+ —
ac a

Daher gilt
, 1 . 1
V1) = (@) + () = o+

af afl '
Wir unterscheiden zwei Falle:
(a) Fall aP~! = 1: Wegen edy,1 = 1+ k(p — 1) (fiir ein k € Ny folgt sofort

1
=a+ — =a.
«a

d
Vd:ﬁ’l(b7 1) =% + aedp,l

(b) Fall a?™! = 1: Wegen ed, -1 =1+ k(p+ 1) (fiir ein k € Np) folgt analog

1
_ edp _ 1+4k(p+1 _ -
Vdp,—l(bv 1) = a4 Oéedpv*1 = wry) + a1+k(p+1) =+ o =a.
(4) Wie kénnen wir die Félle (a) und (b) unterscheiden? Es gilt
1 1

b2 4= e N2 4 = e _ _~\2

(0 + —) 4= (a* = =7,

und damit
b2 —4 p—1 1 p—1 1
= (247 = € VYT = (of — — )L,
() = -0 = (e - 2 = (- )

e Fall 0% # 4: Es ist (unter Beachtung von of = o bzw. o? = 1)

<b2—4) _ (b2—4)p;1:(a6_i)p_1:w:

D 1

e S
@ = 5

oo — a%,F Rt falls a?~1 =1,
 af— L N —1, falls ot =1.
e Fall b = 2: Wegen
1
P —br+l=(z—-1)*=(@2—-a)(z—-—)
ae
folgt
o =1.
Da in jedem aP’ "l =1 gilt, folgt aus ggT(e,p? — 1) = 1 sofort
a=1,
und damit
a=2.

Vi(2,1) ist die konstante Folge, die nur aus der 2 besteht. Insbesondere stimmt in diesem
Fall die behauptete Aussage.
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e Fall b = —2: Wegen
1
2 _ 2 _ e
e —br+l=(x4+1)=(r—-« )(:cfE)
folgt
a® = —1.
Wegen ggT(e,p?> — 1) = 1 gibt es k,l € Z mit 1 = ke + [(p?> — 1). (k und e sind dann
ungerade.) Es folgt
o = ake+l(p271) = (ae)k: = (—1)k = —1.
Dann ist
a=—2.
Es ist V2;(—2,1) = 2 und V5;41(—2,1) = —2. Da d;,1 und d, _; ungerade sind, stimmt
auch in diesem Fall die behauptete Aussage. B

Alternativer privater Schliissel: Teilnehmer A hat N4 = paga und e4 mit ggT(eqa, (p% —1)(¢4—1)) =
1. Der Einfachkeit halber schreiben wir nun p = p4 und ¢ = ga. Er berechnet sich nun
dp1, dp—1, dgi1, dg-—1

mit

eadp1 =1mod (p—1), eadp_1 =1mod (p+1)
und

eadg1 =1mod (¢ —1), eady_1 =1mod (¢+1).
Die Zahlen d, 1, dp,—1, dg,1. dq,—1 sind nun der alternative private Schliissel von A.

Entschliisselung mit dem alternativen privaten Schliissel: A erhilt also die Zahlenfolge b; und
berechnet

Aip =

Vi, (b, 1) mod p,  falls (%) _1,
Vi, _, (b;;1) mod p  sonst,

Vd(l,l(bi7 1) mOd q, faHS (b?q_4> = 17
ajq =
" Vi, . (bi;1) mod ¢ sonst,

und mit dem chinesischen Restsatz

; d
a; = @i,p TOC P, mit 0<a; <N -—1.
a;,q mod ¢q

Die Zahlenfolge a; liefert den Klartext.

Beispiel: Wir nehmen wieder das Beispiel von zuvor:

p = 4461865031184891665382767818976050142293
g = 8041151948220871562237818141080744408163
N = 35878534688210971463193705793594418837499541084574688962430970226723860220737759

Zum offentlichen Schliissel e = 5 bestimmen wir nun die privaten Schliissel d, 1, dp,—1, dg,1, dg,—1 mit

5dp,1 =1mod (p—1), 5dp,_1=1mod (p+1), 5dg1=1mod (¢—1), 5dy_1=1mod (¢+1):

dp1 = 1784746012473956666153107127590420056917
dp,—1 = 892373006236978333076553563795210028459

dg1 = 3216460779288348624895127256432297763265
dg,—1 = 1608230389644174312447563628216148881633

Wir wollen damit die zuvor verschliisselte Nachricht

b = 34570087008838797788474197077336892130998127099024323149050325777640738217992553
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2 2 _
<b 4): nd (b 4):17
p q

ap="Vg,,(b,1)modp und a4 = Vg, (b,1)modgq

entschliisseln: Zunéchst gilt

weshalb wir berechen

und erhalten

ap 1096507648748658861174670413532402444735
ag, = 2072549791115288067260528206975835574492

Der chinesische Restsatz liefert dann
a = 8052120050009192000040518001205202620050004090514192001070009130010211409,
das gleiche Ergebnis wie frither: ,HEUTE IST DER LETZTE DIENSTAG IM JUNI“.

Bemerkung: Es gibt noch eine alternative Schliisseldarstellung, bei der man dann auf den chinesi-
schen Restsatz verzichten kann. Man berechnet:

edyi41 = lmod (p—1)(¢—1),
€d+17_1 = 1 mod (p — 1)((] + 1),
ed_1,41 = lmod(p+1)(¢—1),
ed_1—1 = lmod(p+1)(¢+1).
Dann gilt:
Vi (b D mod N, falls (254 =1, (%-4) =1,
v b4\ b2—4\
d+1,—1(bi7 ].) mod N, falls 3 )= ].7 7 )= _1,
@i = b2—4 b2-4
Vd71,+1<bi71) mod N, falls LT = —17 ZT = 17
b?—4 b2 —4
Va_, _,(bi;1) mod N, falls (= =-1,(=—)=-1

Beispiel: Fiir das letzte Beispiel erhdlt man nun

dy1,+1 = 7175706937642194292638741158718883767497407613519056639840669928152760685237461
dy1,—1 = 21527120812926582877916223476156651302497577078594591789520469105841053315883133
d_1,+1 = 21527120812926582877916223476156651302501872222895034965396695166227578949002177
d_1,—1 = 28702827750568777170554964634875535070009635281243275780526872650147133612230573

(Man iiberpriift, dass die Entschliisselung mit d41 41 funktioniert.) Warum sind dyq — und d_; 41 am
Anfang gleich? In unserem Beispiel ist e = 5 und p = ¢ = 3 mod 5. Modulo 5 gilt

(p—1)(¢g+1)=2-4=3mod5 undebenso (p+1)(¢—1)=3mod5.

Daher ist
1+3(p—1)(¢g+1)=0mod5 und 1+3(p+1)(g—1)=0mod5,
was sofort,
d _143(p-1+1) 143N -1-(¢—p))
+1,-1 = =
5 5
und
1+3(p+1)(g—1) 1+3(N-1+(q—p))
d_1,11= =
5 5
liefert. Es folgt
6(q —p)

dyt1—dy1 1= 5
was die Beobachtung erklért.
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14. Diffie-Hellman-Schliisselaustausch mit Lucas-Folgen

Diskrete Logarithmen: Sei p eine ungerade Primzahl.
(1) Ist g € Z und k € N, so lasst sich
¢* mod p
mit der square-and-multiply-Methode schnell berechnen.
(2) Sind g,a € Z mit ggT(p,g) = ggT(p,a) =1, so nennt man z € Ny einen diskreten Logarith-
mus von a zur Basis g modulo p, wenn gilt
a = g* mod p.

Ein diskreter Logarithmus muss nicht existieren. Wenn ja, ist  nur modulo ord ,(g) eindeutig
bestimmt. Diskrete Logarithmen lassen sich im Allgemeinen schlecht berechnen.

(3) Bei geeigneter Parameterwahl lassen sich diskrete Logarithmen praktisch nicht berechnen. (Zur
Zeit fordert BSI p > 21999 ~ 0.57 - 10%02.)

Diffie-Hellman-Schliisselaustausch: Sei p eine ungerade Primzahl und g € Z mit ggT(p,g) = 1. (BSI
empfiehlt p > 21999 ord ,(g) prim und ord ,(g) > 22°°.) Zwei Personen A und B wollen sich auf einen
gemeinsamen Schliissel einigen.

e A wihlt zufillig und geheim ey € {1,...,p — 1}, berechnet f4 = ¢g°4 mod p und gibt f4 als
seinen offentlichen Schliissel bekannt. (e4 ist der private Schliissel von A.)

e B wihlt zufiillig und geheim e € {1,...,p — 1}, berechnet fg = ¢¢2 mod p und gibt fp als
seinen offentlichen Schliissel bekannt. (ep ist der private Schliissel von B.)

Der gemeinsame Schliissel von A und B ist dann
kap = g“*“? mod p,
den sich A aus der Gleichung
kap = f5* mod p
und B aus der Gleichung
kap = f3° mod p
berechnen kann.

Beispiel: Die Zahl
p = 76101255800045448380391174330640146409200924598531788218080761818918989392887003

ist wahrscheinlich prim, und auch ¢ mit p— 1 = 2q ist wahrscheinlich prim. Man testet schnell, dass g = 2
eine Primitivwurzel modulo p ist. Wir haben e und ep gewéhlt und dann die andern Gréfien berechnet:

eq = 11111111111111111111111111111111111111111111711111111111111111711111711111111111111
fa = 45895238420095846549846158560699244998274010999554978546095510828029339896405345
ep = 22222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222
fB = 15726049412719778574324816611127346380843786452610583503769168494059163668117851
kap = 18903790410282053649664231955109720099675031951034271654056551563783740928985036

Bemerkung: Als , Diffie-Hellman-Problem* bezeichnet man die Frage, wie man mit der Kenntnis von
P, g, g°* mod p, g°® mod p die Zahl ¢g°4°® mod p berechnen kann. Kann man diskrete Logarithmen
berechnen, beispielsweise den diskreten Logarithmus von f4 zur Basis ¢ modulo p, so erhélt man e4 und
damit auch k4p. Es ist eine offene Frage, ob es auch andere Moglichkeiten gibt.

Den Diffie-Hellman-Schliisselaustausch kann man leicht auch auf andere Situationen iibertragen. Wir
geben eine Variante mit Lucas-Folgen an.

Bemerkung: Wir hatten frither gesehen, dass fiir P,Q € Z und i,j > 0

Datei: kii_lucas_dh.tex. Version vom 6.7.2017
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gilt. Insbesondere gilt:

Auflerdem haben wir fiir P, Q, ]5, @ € Z,n € Nund 7 > 0 die Implikation
P =Pmodn, @ =@modn — ‘/1(]5,@) = Vi(P,Q) mod n

gezeigt. Dies verwenden wir nun:

LEMMA. Ist p eine Primzahl, ist g € Z, sind e1,es € N, definiert man
f1:V€1<g?1) mOdp und f2:‘/€2(g71) HlOdp7

so gilt
VE1 (f2a 1) = Vez (fla 1) = V€1€2 (ga 1) mod p-
Beweis:
Vel (f2a 1) = V€1 (V62 (gv l)a 1) = V€1€2 (ga 1) mod b,
und analog

VEQ (fl’ 1) = V52 (‘/el (97 1)’ 1) = V€152 (97 1) mOd p)
was die Behauptung beweist.

Damit erhalten wir nun:

Diffie-Hellman-Schliisselaustausch mit Lucas-Folgen: Gegeben sei eine ungerade Primzahl p und
g € Z. Zwei Personen A und B wollen sich auf einen gemeinsamen Schliissel einigen:

e A wilhlt als seinen privaten Schliissel e 4, berechnet f4 = V., (g,1) mod p und gibt f4 als seinen
Offentlichen Schliissel bekannt.

e B wihlt als seinen privaten Schliissel ep, berechnet fp = V., (g,1) mod p und gibt fp als seinen
Offentlichen Schliissel bekannt.

Der gemeinsame Schliissel von A und B ist dann

kagp = Veyep (gv 1) mod p,
den sich A aus der Gleichung

kap = Ve, (fp,1) mod p,
B aus der Gleichung

kap =Vey(fa,1) mod p

berechnen kann.

Beispiel: Wir wihlen dhnliche Parameter wie beim letzten Beispiel, also

p = 76101255800045448380391174330640146409200924598531788218080761818918989392887003
eq = 111111111111111111111111111111111171111111111117111111111111711111711111111111111111
ep = 22222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222

Zunéchst haben wir g = 2 gewihlt, aber damit nur f4 = fp = kap = 2 erhalten. Dies scheint keine gute
Wahl zu sein. Deshalb haben wir g = 3 gew&hlt und erhalten:

g = 3

fa = 64369063032230166959833212010967175588890258571218547005113265772250154350205872
fB = 63840675257574814076904638360331588161873277772239806472712420713780044517874233
kap = 25274290402298245875678192287779822730367793207526500956828147347378608261487081

Um Sicherheitsprobleme wie im Beispiel zu vermeiden, werden wir die Situation weiter analysieren.
Konnen wir bei Kenntnis von p, g und f4 (mit fa = V.,(g,1) mod p) die Zahl e4 berechnen, so ist
der Schliisselaustausch unsicher. Wie kompliziert ist die Gleichung

Vi(g,1) = f mod p?
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15. LUCAS-ELGAMAL-Verschliisselung

(1) Schliisselerzeugung;:
(a) Man wihlt eine Primzahl p und ein g € Z. Um gewisse Angriffe unméglich zu machen,
kann man noch folgende Bedingungen stellen:
(i) Die Faktorisierung von p + 1 ist bekannt: p + 1 = ¢7* ... ¢ .
(ii) p + 1 sollte mindestens einen grofien Primteiler haben.

(iif) (92—*4 -1
P
(iv) Viia(g,1) #2modp firi=1,...,7.
(b) Jeder Teilnehmer A wiihlt sich geheim eine Zahl e 4, berechnet

fa="Ve,(g,1) mod p

und gibt f4 als seinen 6ffentlichen Schliissel bekannt.
(2) Verschliisselung:
(a) Nach einem vereinbarten Verfahren wird der Text in eine Zahlenfolge a; mit 0 < a; < p—1
umgewandelt.
(b) Fiir jedes a; wird eine Zufallszahl z; gewihlt und anschlieend
bi=V,(g9,1)modp und ¢ =a; V,(f,1) modp
berechnet. Der Chiffretext ist die Zahlenpaarfolge (b;, ¢;).
(3) Entschliisselung: Man berechnet

a; = mod p

_G
Ve(b;, 1)
und wandelt a; wieder in Text um.
Begriindung fiir die Richtigkeit der Entschliisselung: Es gilt
Ve(bis 1) = Ve(Vz,(9,1),1) = Ve, (9,1) = Vi, (Ve(g, 1), 1) = V2, (f, 1) mod p,
woraus dann sofort die Richtigkeit der Entschliisselung folgt.

Beispiel: Wir starten mit
p = 6459836495872694856298465983648536513281.
Die Primfaktorzerlegung von p 4 1 ist
p+1=2.qmit 3229918247936347428149232991824268256641.
Die kleinste Zahl g mit

24
(gp >:_1, Va(g,1) # 2mod p,  V,(g,1) % 2 mod p

ist g = 5, weshalb wir als weiteren Parameter g = 5 wihlen. Nach Wahl des privaten Schliissels

e=1111111111111111111111111111111111111111

wird mit f = V.(g,1) mod p der offentliche Schliissel zu
f = 3845466503369954015514786132852979250554.

Wir wollen HEUTE IST FREITAG verschliisseln. Nach unserem iiblichen Verfahren liefert die Umwandlung
in eine Zahl
a = 805212005000919200006180509200107.

Nun wéihlen wir eine Zufallszahl
z = 5895818614444587033644191829326306297564
und berechnen

b:Vz(gal)mOdpa C:a"/z(fal)mOdp

Datei: kii_lucas_elgamal.tex. Version vom 6.7.2017
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mit dem Ergebnis
b = 4463084100336460399834124864514476827244, ¢ = 5519143439717421799843585783261469993671.

Der Chiffretext ist (b, c¢). (Man iiberpriift, dass a = oy mod p gilt.)

16. Zur Gleichung V,(g,1) = a mod p

Wir beginnen mit einem Lemma, das im Folgenden wiederholt Verwendung findet:

LEMMA. Ist K ein Korper, sind x,y € K*, so gilt

1 1 1
r+—=y+- <= zT=yoderr=—.
x Y Y

Bewets: Wir geben zwei Beweise an:
(1) Es gilt

1 1 1 1 1
tt-=y+- = z-(Y+-)+-=0 <= 2*-(y+-)r+l=0 <=
x ) ) T Y

= -ye-2)=0

was die Behauptung beweist.
(2) Die Richtung <= ist klar. Wir betrachten =>. Sei ¢ eine Unbestimmte iiber K. Wir betrachten
die Polynome

1 1 1 1

2 — 1= (t—a)(t—— d ¢*— Nt+1=(t—y)(t—-).
@t D= (a1 wd E D= - ) )

Aus z + 5 =y + , folgt dann sofort {z, 13 ={y, -}, und damit die Behauptung. m

Der Einfachkeit halber argumentieren wir in F,.

LEMMA. Seip eine ungerade Primzahl, seien g,a € F), und~ € F, eine Nullstelle des Polynoms x®>—gx+1,
a € Fp eine Nullstelle des Polynoms x?> — ax + 1. Dann gilt

1 1 . 1
g:’y—"_*a a:a—i——, ‘/Z(g?l):’yl—’_ﬁ
v «Q Y

Auferdem gilt fir x € Ny

1
Vo(g,1)=a <<= "=« oder~y* = —.
a

Beweis: Nur die letzte Zeile ist zu zeigen, die anderen Aussagen sind bekannt:
1 1
Vo(g, 1) =a = "+ =a+—.
5y @
Die Behauptung ergibt sich nun aus dem vorangegangenen Lemma. B

Das vorangegangene Lemma stellt also einen Zusammenhang zwischen der Gleichung V,(g,1) =a in F,
und der Gleichung v* = «a bzw. 4* = é her. Als Anwendung zeigen wir: Kénnte man die Gleichung
Vz(g9,1) = a schnell 16sen, so konnte man auch diskrete Logarithmen in F,, schnell berechnen:

FOLGERUNG. Seien g,a € F;; (mit einer ungeraden Primzahlp). Sei g = g—|—§ unda = a+ % Ist x € Ny
mit

Va (g’ 1) =a,
so gilt

g =a oder g~% = a.

Datei: kii_lucas_vxgla.tex. Version vom 9.6.2020
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Beweis: Die Nullstellen des Polynoms z? — gz + 1 sind g und %, woraus
Vi(g,1) =¢' + i
folgt. Damit erhalten wir
- ~ . 1 1 - 1
Ve(g,1) =0 = g¢"+—=a+- = ¢g°=aoder — =a,
g° a g*
was die Behauptung beweist. B

Bei kryptographischen Anwendungen darf ord (y) nicht zu klein sein, da man sonst die Gleichung 7* €
{a, 1} durch Probieren lsen kann. Das folgende Lemma beschreibt die Ordnung von ~ mit Hilfe der
Lucas-Folge V;(g,1).

LEMMA. Sei p eine ungerade Primzahl, g € F, und v € F,, eine Nullstelle von 2* — gz + 1, sodass gilt
g=’y+%. Dann gilt firi >0
Vilg ) =2 <= ord(y) |4
insbesondere
ord (y) = min{i € N: Vj(g,1) = 2}.

Beweis: Es ist V;(g,1) = ~' + % Mit Hilfe eines vorangegangenen Lemmas folgt fiir ¢ > 0
1 1 _
Vi(g,1) =2 <= 71+—.:1+I — '=1 <= ord(y)]i.
ryl

Dies beweist die Behauptung. ®

LEMMA. Sei p eine ungerade Primzahl, g € F, und v € F,, eine Nullstelle des Polynoms z* — gz + 1.
Dann gilt: Die Folge (V;(g,1))i>0 ist periodisch und hat die (minimale) Periodenlinge ord (7).

Beweis:

e Gilt i = j mod ord (7), so folgt v* = 47 und damit
. 1 - 1
Vilg, 1) ="+ o =7+ 5 =Vi(g, 1),
( =4 = Via)
also ist ord (y) eine Periodenlinge, insbesondere ist die Folge (V;(g,1));>0 periodisch.
e Sei umgekehrt ¢ irgendeine Periodenlénge, d.h.
Vite(g,1) = Vi(g, 1) fur alle ¢ > 0.

Dann folgt fiir ¢ =0
Ve(g,1) = Vo(g,1) = 2,

und dann nach nach dem letzten Lemma
ord () | €.

Damit folgt, dass ord () minimale Periodenlénge ist. m

LEMMA. Sei p eine ungerade Primzahl, g € F), und v € F,, eine Nullstelle des Polynoms x> — gz + 1.
Dann gilt

ord ()

Vi(g,1) =—-2 << 2]ord(y) undi= mod ord (7).

Beweis:
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o —>: Es gilt
;1 1 ,
Vilg ) = -2 = ¢+§f*4+ji = '=-L
Wegen
(_1)ord (v) — ,yiord (v) -1
folgt ord () = 0 mod 2. Nun gilt

ord (7)

ord (1) \ 2
(’y 2 ) =1, abery 2 #1.

Daher gilt
ord (v)
vz =-1.
Wir kénnen nun weitermachen:
Vi(g,1) = -2 <= yi=—1= 'yord2m =
d
= i=Z 2(7) mod ord (7).

e <—: Hier muss man die letzten Ausfithrungen nur riickwérts lesen. B

LEMMA. Sei p eine ungerade Primzahl, g € F, und « eine Nullstelle des Polynoms x> — gx + 1 in F,,.
(1) Dann gilt fir z,y € Ny:
Vy(g,1) =Va(g9,1) <= y=zmodord(y) oder y=—x mod ord (7).
(2) Firo<i< %(7) gilt %(A’) <ord(y) —i < ord () und
Vi(9,1) = Vord (4)-i(g, 1)
(3) Gilt 0 <i < j<ord(y) und Vi(g,1) = Vj(g,1), so gilt 0 < i < %(7) und j = ord () — .

Beweis:
(1) Wegen Vi(g,1) =~ + = gilt:

1 1
9 +==9"+-

Pl

1
g® = ¢¥ oder ¢* = =

9

g Y=1loder gV =1 <+

[

ord () | * — y oder ord () | z + v,

woraus die Behauptung folgt.
(2) Sei 0 < i < %(’Y). Natiirlich gilt dann %ﬁ) < ord (y) — @ < ord (7). Der Rest folgt aus (1)
oder nochmals direkt:

1 1,
PETICH R ¥+’Y =Vi(g,1).
(3) Sei 0 < i< j<ord(y) mit Vi(g,1) = V;(g,1). Nach (1) gilt dann

j=imodord(y) oder j=-—imodord(7).

V:)rd ('y)—i(gv 1) = ,yord (=i

Wegen 0 < i < j < ord (v) ist i Z j mod ord (), sodass j = —i mod ord (v) folgt. Dann gilt
ord (y) | i+ J.
Wegen
i+ j < 2j <2ord(y)
folgt dann aber
i+j=ord(y),
wie behauptet. ®
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Beispiele: Wir haben hier fiir ein paar kleine Primzahlen p alle Folgen (V;(g, 1))o<i<p+1 zusammen mit
ord () und (92?%4) aufgelistet:

p=3
i Joli]2]3]4]od(y) (97*4)
V,o,1)[2(0[1]0]2| 4 1
VL[ 21212 2 0
Ve, (220222 1 0
p=>5
i Joli]2]3]4]5]6]ord(y) (92,,‘4)
V.o,1)[2[0[3[0[2[0[3]| 4 1
VL) |21 (4]3(4[1]2] 6 1
Ve, 2222222 1 0
V.3, 1) 2323232 2 0
Vi) [ 24421442 3 1
p="7
i lol1]2]3]4]5|6[7]|8]od(n) (92;4)
V.0,1)[2|0[5]0|2(0[5|0(2] 4 1
VL) [2(1(6]5/6(1[2/1(6] 6 1
Ve, 21222122222 1 0
V.3, 1) [2(3(0[4(5(4]0(3[2] 8 1
Via,1)[2|4(0]3|5(3]0(4(2] 8 1
Vs, D) 2512521502512 2 0
V.6,1)|2|6(6]2|6(6]2|6(6] 3 1
p=11
i 01234567891011120rd(’y)(92p—_4)
Vio,1) [2/0]9]0[2]0]9]0|2l0[9]0]2]| 4 1
V1) (2| 110|910 12| 1 |10(9([10]1]2] 6 1
Vie) (2221221221212 222 2] 1 0
Vi3, (21371713 23|/ 7 7132 (37| 5 1
Vio1) |24 38|79 7|8 |3 4[2 43| 10 1
Vis,1) (2] 5 110[10[6]9]6]10[0[1 ][5 ]2 12 1
Vi6,1) [2[6 | 1]0]10] 595 10[0]1]6]2] 12 a1
Vit (2| 713137 2713 (3 (7273 5 1
Vi) |28 |7 14[3 1934|7828 7] 10 1
V.o,1) (21912192 9 2[9 29292 2 0
V,(10,1) [2|10|10|2[10]10]2]10|10|2 10]10] 2| 3 a1

Die Nullstellen des Polynoms 2% — gx + 1 € F,[z] haben wir im algebraischen Abschluss F,, gewihlt. In
Anwendungen reicht aber der Korper F,2, an den das folgende Lemma nochmals erinnert.

LEMMA. Sei p eine ungerade Primzahl und F,, ein/der algebraische Abschluss von F,. Dann gilt:
(1) FEsist
Fp={a€F,:a?” =a}.
(2) Die Menge
{a €F,: a? = at
ist ein Teilkorper von E;, der p?> Elemente enthdlt und mit Fp2 bezeichnet wird und IF), enthdlt.
(3) Fp2 ist ein 2-dimensionaler Vektorraum iber Fy. Ist w € Fp2 \ Fp, so gilt

Fpe=F,+F,w={a+bw:abecTF,}
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(4) Seia € F; und w € F, mit w? = a. Dann gilt:
e Im Fall (%) =1listweF, und w? = w.
o Im Fall (%) =—-listw € Fp \F, und w? = —w.
Beweis:
(1) Esist F, ={0,1,2,...,p — 1} ~ Z/pZ. Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt fir € F,, die
Gleichung o = a, woraus
F, C{a€F,:a”=a}
folgt. Das Polynom f(z) = 2P — z € F,[z] hat Grad p, hat also hchstens p Nullstellen. Wegen
{a€F,:a? =a}={a€F,: f(a) =0}
hat die Menge hochstens p Elemente, woraus dann sofort die Gleichheit
F,={a€F,:a” =a}
folgt.
(2) Sei
K:{aer:ap2 = a}.
Da p-Potenzierung in Charakteristik p ein additiv ist, gilt fiir alle o, 3 € F,,
(a+ B =a” +47 und (af) =a? B

Damit sieht man, dass K ein Teilring von ?p ist. Natiirlich gilt auch

F, C K.
Ist o € K \ {0}, so folgt aus o?" = a sofort
o1 = 1,
und insbesondere
1 .,
P2,
«

Dabher ist K auch ein Teilkérper von F,,. Wir betrachten nun das Polynom g(z) = -z € F,[z].

Die Nullstellen von g sind genau die Elemente von K. Nun ist ¢'(x) = —1. Daher ist g(z)

separabel, hat also genau p? Nullstellen in Fp. Daher hat K genau p? Elemente, wie behauptet.
(3) Natiirlich ist 2 ein F),-Vektorraum. Aus der Dimensionsformel

|Fpz| = |Fp|dime (Fy2)

folgt sofort, dass > Dimension 2 iiber IF,, hat, und damit auch der Rest der Behauptung.
(4) Mit dem Satz von Euler erhalten wir

e Im Fall (%) =1 folgt wP = w, was nach (1) sofort w € F,, liefert. (Natiirlich folgt dies auch
aus der Definition des Legendre-Symbols.)
e Im Fall (%) = —1 erhalten wir w” = —w. Natiirlich gilt dann w ¢ F,,. Wegen
W = (@) = (~w)? = ()PP = —(-w) =w

folgt aus (2) dann w € Fp-. M

Nach dieser Erinnerung betrachten wir wieder die Nullstellen eines Polynoms 22 — gz + 1 € F[x]:

LEMMA. Sei p eine ungerade Primzahl, g € F, und v € F,, eine Nullstelle des Polynoms z* — gz + 1.
Dann gilt:

(1) Ist (92?%4) =1,s0gilty€F,, v"+» 1 =1undord(y)|p—1.
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(2) Ist <Q2T_4> =—1, so gilt v € Fp2 \ Fp, v** =1 und ord (7) | p+ 1.

Beweis: Sei w € F, mit w? = g? — 4. Die Nullstellen von 22 — gz + 1 sind dann (0.E.)

_g+w g—w

und A = -
Es folgt
Y+ =g und ¢y =1
Wegen g,2 € I, folgt
gp + wP g 4+ wP
2% 2
(1) Fall (%) = 1: Dann gilt w € F, und w? = w, und damit

V=

W =r, also ~APl=1.
(2) Fall (g _4> = —1: Dann gilt w? = —w, w € Fj2 \ F, und damit

insbesondere

woraus auch der Rest folgt.

Bemerkung: Direkt mit der Definition sieht man:

Vi(2,1) = 2 furalle: >0,
Vi—2,1) = 2 ﬁirz:EOmon,
—2  fiir i =1 mod 2.

LEMMA. Seip eine ungerade Primzahl, g € F), und v € E, eine Nullstelle des Polynoms x* — gx + 1. Ist

g # £2 und a € F, mit a = V;(g,1) fir ein i, so gilt a = £2 oder (%) = (%).

Beweis: Es ist

1
a="Vi(g,1) ="+ —

’L’

und damit
@ A= () A= (P 424 ()P A= () -2+ () = (0 - )
,-YZ ,-yl /'yl ’y'L

Damit folgt, wenn wir a # 42 und damit v* # ’vi annehmen,

24 - 1 v = )P

(a ) = (-4 :(7177)13*1:7( i vl) —
p Y R
_ (vP)" — ] )i
i _ 1

. g2—a\ _ . 1 .
) =1. Ist (T) = —1, so gilt v* = - Damit folgt

hS]

vt
Ist ( 2p 4) =1, so ist 4 = 7 und damit auch (

dann “p )z—l [ |
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LEMMA. Seip eine ungerade Primzahl, seien g,a € Fp, \ {£2} und

()
p p '
Seien \/g? — 4,Va? — 4 € F,, Quadratwurzeln von g*> — 4 bzw. a* — 4 und

/a2 — 4 Va2 — 4
7:% und a:%.

Dann gilt fiir x € Ny:
1
Velg, ) =a <= "=« oder~®=—.
!
Der Beweis folgt sofort aus den vorangegangenen Betrachtungen.

i

Bemerkung: Im Fall (

Logarithmenberechnung von F,, zuiirck. Kryptographisch haben hier Lucas-Folgen keine Vorteile.

LEMMA. Seip eine ungerade Primzahl, seien g,a € F, \ {£2} und

()= ()=

Seic € IF;‘, mit

2
—4
02:b.
Sei w € F,, mit w? = g% — 4 und
_g—&—icu und Oé_a—|—ccu
T O
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) = 1 fiihrt das vorangegangene Lemma die Gleichung V,(g,1) = a auf eine

Dann ist v Nullstelle des Polynoms x2 — gz + 1, o ist Nullstelle des Polynoms x> — ax + 1 und es gilt:

1
Velg,1) =a <<= 7" =a odery" = —.
a

Beweis: Es ist

gtw g-w _g' - ¢ —(9"—4) _,
2 2 4 4 B
und
atw a—cw @ —cfw?  a®—cA(g*—4)  a®—(a® -
2 2 4 B 4 B 4
also
1 g-w 1 a—-aw
v 2 a2
Also gilt

1 1
’7+7:ga a+ — =a.
Y «

Daraus sieht man sofort, dass v eine Nullstelle des Polynoms z? — gz + 1 und « eine Nullstelle des

2

Polynoms z* — ax + 1 ist. Der Rest folgt mit fritheren Aussagen. m

Im Fall (924—_4> = —1 kann man also die Gleichung V,(g,1) = a auf die Berechnung von Logarithmen in

F,[\/ g% — 4] zuriickfiihren.

Bemerkung: Sei p eine ungerade Primzahl und d € F, mit (%) = —1. Sei Vd € Fp ein Element mit

(v/d)? = d. Dann ist
F,[Vd] = {a+bVd:a,becF,}
ein 2-dimensionaler F,-Vektorraum:

FplVd] = Fp x Fp,  a+bVd > (a,b)
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ist also eine Bijektion. Die Multiplikation
(a1 + bl \/g) (CLQ + bQ\/g) = (a1a2 + blbgd) + (a1b2 + agbl)\/g
wird dann zu
(a1,b1) - (a2,b2) = (a1az + bibad, azbs + aybs).

Wie man das und das Potenzieren in Python3 realisieren kann, zeigen die folgenden Python3-Funktionen:
def Fp_sqrtd_mult(abl,ab2,pd):

al,bl=abl

a2,b2=ab2

p,d=pd
return [(al*a2+b1*b2x*d)%p, (al*b2+a2*bl)%p]

def Fp_sqrtd_pot(ab,e,pd):
i,a,b=e,[1,0],ab[:]
while i>0:
while i%2==0:
i,b=i//2,Fp_sqrtd_mult(b,b,pd)
i,a=i-1,Fp_sqrtd_mult(a,b,pd)
return a

Beispiel: p =13, g =3 und in F,
Vs(g,1) = 6.
Es ist (%) = (1—53) = (15—3) = (%) = —1. Wir betrachten

VE—4
y=97 ; :32¢5:8+h6

Wir brauchen ¢ mit a = 6 und )
o a°—4 13 9
¢ g2—4 5 ’
wir wahlen ¢ = 3 und setzen

5 6+4+3vH
a+20f: +2\/>=3+8\/5.

Dann ist )
—=3-8/5=3+5V5

«
Wir berechnen

8+ 7V5,

= 10+8V5,
= 9445,

= 4445,

= 3+8V5,

5+ 7V5,

= 12,

= 5+46V5,

= 3+5V5,

= 4+ 9V5,

= 9+9V5

= 10+ 5V5,
= 8465,

1.

e e RS S e I e
W N = O W N o oA W =2
| |

5 TG T T T
—-
'S
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Wir sehen also: 7° = a, was zu Vs(g, 1) = 6 passt. (AuBerdem gilt 4° = é)

Im Fall (921.%4> = —1 ist p+ 1 die groBtmogliche Ordnung von . Das folgende Lemma zeigt, wie man
diese Situation erreichen kann, wenn man die Faktorisierung von p + 1 kennt:

LEMMA. Sei p eine ungerade Primzahl, g € F,, mit (92’%4) = —1, v eine Nullstelle von x> — gz + 1 in
Fpa. Sind qi,...,q, die verschiedenen Primteiler von p+ 1 und gilt

VLﬂ(g,l)#Qfﬁralleizl,...,r,

so folgt
ord (y) =p+ 1.
(Da immer ord (7) | p+ 1 gilt, hat v also mazimale Ordnung.)

Beweis: Wir wissen bereits, dass ord () | p+ 1 gilt. Wire ord (7) < p+ 1, so gébe es einen Primteiler ¢;

von p + 1 mit
p+
ord (v) | 2=
qi

Nach einem zuvor gezeigten Lemma wiirde dies aber
VLH (ga 1) =2
i
implizieren im Widerspruch zur Voraussetzung. Also folgt die Behauptung. m

Bemerkung: Sei p eine ungerade Primzahl. Dann sind
Zy1={a€F, o’ =1} =T,
und

Zpy1={a€ F; caPTl =1} CFpe

zyklische Gruppen der Ordnung p — 1 bzw. p + 1. Im Fall (9%4> = —1 spielt das Logarithmenproblem
in der Gruppe Zp4+1 C IF;Z. Welches Sicherheitsniveau liefert dies?

Bisher haben wir nur einen spezialisierten Algorithmus zur Berechnung diskreter Logarithmen betrachtet
- beim Wurzelziehen modulo p. Wir zeigen an einem Beispiel, dass man diesen auch hier anwenden kann.
Wir wiederholen den Satz:

SATZ. Sei G eine (multiplikativ geschriebene) zyklische Gruppe der Ordnung 2° mit erzeugendem Element
gE€G, dh oord(g) =2 und G={g":0<i<2!—-1}, unda € G.

(1) Es gibt yo,y1,---,ye—1 € {0,1} mat
a-g

(2) Definiert man g; = gzj, so gelten die Rekursionsformeln

Sisovi2t — 1

go=9g und gj1 = 9J2-~
(3) Definiert man fir0<j</¢-—1

so gelten die Rekursionsformeln
h,; llsy; =0
ho=a und hjg=h;-(g)% =4 7" Jalls y; =0,
higj, fallsy; =1.
(4) Esgilt fir0<j<(-—1

0, falls h?eilfj =1,
Y; =
1, sonst.
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(5) Es ist
0z S

d.h. 2t — Zf;é y; - 2¢ ist ein diskreter Logarithmus von a zur Basis g.

Der vorangegangene Satz fiihrt sofort zu folgendem Algorithmus:

Berechnung diskreter Logarithmen in einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2°:
Eingabe: Zyklische Gruppe G der Ordnung 2¢, g € G mit ord (9) = 2, a € G
Ausgabe: x € Ny mit ¢g° = a (x ist diskreter Logarithmus von a zur Basis g in G)

1. gj < g, h«a,z+2°

2: for0<j</¢—1do

3 if k277 #£1 then

4: r—x—2
5: h « hgj

6: end if

7 gj 9]2

8: end for

9: return x (oder x mod 2¢)

Fiir unsere Anwendung ist v € F,[Vd] = F,2 mit ord (y) = 2. Es muss gelten o = 1. Dann liefert die
folgende Python3-Funktion ein x mit
7=
sodass insbesondere V,(g,1) = a (in F,) gilt:
# Diskrete Logarithmus bei 2-Potenz-Ordnung
# g habe Ordnung 271 modulo p, ausserdem sei a~(271)=1 mod p.
# Bestimmt wird der diskrete Logarithmus von a zur Basis g modulo p.
def Fp_sqrtd_dlog2(a,g,pd,l):
g-j=g
h=a
x=2%*1
for j in range(1):
if Fp_sqrtd_pot(h,2%*(1-1-j),pd) !=[1,0]:
X=X-2%%]
h=Fp_sqrtd_mult(h,g_j,pd)
g_j=Fp_sqrtd_mult(g_j,g_j,pd)
return x%(2%*1)

Beispiel: Wir verwenden
p=2'12" — 1 =170141183460469231731687303715884105727.
Fiir g = 3 gilt

24
(gp ):—1, Vp+1(g9,1) =2 mod p, VpTﬂ(g,l)gé2modp,

weswegen wir im Folgenden g = 3 wihlen. Nun gilt fiir

a = 48496884446176924557492608885515476347

ebenso (“2;4) =-1
Wir wihlen v/5 € F,, mit (v/5)2 = 5 und erhalten dann als (eine) Nullstelle von 22 — 3z + 1 in F,,

3+V5
7

Man rechnet nach, dass gilt
ord (y) = 21?7,
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Mit
¢ = 97558773622640599281512762427975712262
gilt in IF),
a?—4=c* (9> —4)=c*-5.
(¢ haben wir durch Wurzelziehen modulo p bestimmt.) Daher ist

a+cVb
2
eine Nullstelle von x? — ax + 1. Man stellt fest, dass gilt

2127

Nun berechnen wir den diskreten Logarithmus von « zur Basis 7 in F,[v/5] mit obiger Python3-Funktion.
Wir erhalten
x = 70301770400596030779340629364696685972 mit ~* = «a.

Nun iiberpriift man, dass mit diesem x tatséchlich gilt
a = Vy(g,1) mod p.
Wir haben also die Gleichung V,(g,1) = a mod p schnell gelést.

17. Die Zeckendorf-Zerlegung

Die Fibonacci-Folge (f;)i>o ist die Lucas-Folge (U;(1,—1));>1, sodass folgende Rekursionsbedingungen
gelten:

Jo=0, fi=1, fi=/fi1+ fiofiri>2.
Die Fibonacci-Zahlen erhélt man so: Man beginnt mit 0, 1. Hat man schon Folgenglieder berechnet, so
erhilt man ein neues Folgenglied, indem man die beiden zuletzt berechneten Folgenglieder addiert:

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,
Hier sind nochmals die ersten Folgenglieder mit Indizes:
fo=0, fi=1, fao=1 [fi=2 fa=3, [fs=5 [fe=8, [fr=13, [fs=21, f[f9=34,
Jio=55 f11 =289, fio=144, fi3 =233, fua=377, [fi15=0610, fie6 =987, fir =1597,
fis = 2584,  f19 =4181, fa0 = 6765, fo1 = 10946, foo = 17711, fo3 = 28657, fou = 46368.

E. Zeckendorf (1901-1983) hat beobachtet, dass sich jede natiirliche Zahl als Summe verschiedener
Fibonacci-Zahlen schreiben lésst:

1 J1=fo

2 = fitfo=1/3

3 = htfa=f+fz=h

4 = fhitfetfa=fitfa=ftfa

5 = fitfetfa=fitfa=[s

6 = fitfs+tfu=ht+fs=ft+fstfa=f+[s

T = fithtfitha=ht+fetfi=f+]

8 = fitfatfs=fot+tfatfo=fat+[fs=1Fs

9 = hthethtfh=hHhthtl=htfe=lft+fitfi=f+T]e

10 = fAt+fthatlh=hthtfe=fitfatfs=fs+/

11 = fitfstfatfo=h+fatfe=ftfatfutfs=ft+fst+fo=fi+T[e

12 = fith+tfsthatfs=ht+tfotfatfo=fitfatfo=fat fa+fo

B = fhthtflatfe=fit+fatfe=1F+Tfe=f7

4 = fitfstfatfe=htlitlfe=hHtfi=fetfstfatfe=fotfs+fe=/fotfr
15 htht+ft+tfatfe=fi+tfotfstfo=fi+tfotfi=f+fi+fe=fs+1fr
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Wenn man fordert, dass keine zwei aufeinanderfolgenden Fibonacci-Zahlen in der Summenzerlegung be-
nutzt werden, und dass nur Fibonacci-Zahlen f; fiir ¢ > 2 verwendet werden, erhilt man sogar eine
eindeutige Zerlegung:

00~ O U W N

fa=1

fa=2

fa=3
fa+tfo=3+1
f5=5
fs+fo=5+1
fs+fa=5+2
fo =28

fe+ fo=8+1
fe+f3=8+2
foe+fi=8+3
fo+fit+fo=8+3+1
fr=13

fr+fo=134+1
fr+f3=13+4+2
fr+fa=13+3
fr+fat+fo=13+3+1
fr+fs=13+5
fr+fs+fo=13+5+1
fr+fs+f3=13+5+2
fs=21

fs+fa=21+1

fs+ f3=21+2
fs+fa=214+3
fa+fat+tfo=21+3+1
fs+fs=214+5
fs+fo+fa=21+5+1
fa+fo+fz3=214+5+2
fs+fe=214+38
fa+fe+fo=21+8+1
fa+ fo+ fz3=214+8+2
fs+fe+fa=21+8+3
fs+fe+fatfo=214+84+3+1
fo=34

fot+fa=34+1

fo+ f3=34+42

fo+ fa=34+3

fot+t fat+fo=34+3+1
fo+ fs=34+5
fot+tfs+fo=34+5+1
fo+ fs+fz=34+54+2
fo+ fo=234+8
fot+tfo+fo=34+8+1
fo+ fo+ fa=34+8+2
fo+fe+fa=34+8+3
fo+fo+fat+fo=34+8+3+1
fo+ fr=34+13

fot fr+fo=34+13+1
fo+ fr+f3=34+13+2
fo+ fr+f1=34+13+3

o1
52
53
54
95
o6
o7
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

100

fo+ fr+fa+fo=344+13+3+1
fot+ fr+fs=34+13+5
fo+frtfs+fa2=344+134+5+1
fotfr+fs+fz3=344+13+5+2
fi0 =55

fio+ fo=55+1

fio+ fs=554+2

fio+ fa=55+3

flo+ fat+fo=55+3+1

fio+ f5=55+5

fio+ fs+fo=55+5+1

flo+ fs+fz3=55+5+2
fio+ fe =55+8

fio+ fe+fo=55+8+1

fio+ fe+ fz=55+8+2

fio+ fe+ fa=55+8+3
flo+fo+fai+fo=55+8+3+1
fio+ fr =55+13

flo+ fr+fo=55+13+1

fio+ fr+ f3=55+13+2

fio+ fr+ fa=55+13+3

fio+ fr+fa+fo=55+134+3+1
fio+ fr+ fs=55+13+5

fio+ fr+fs+fo=55+134+5+1
Jio+ fr+fs+f3=55+13+5+2
fio+ fs=55+21

fio+ fs+ fo=55+21+1

flio+ fa+ fz=55+21+2

fio+ fe+fa=55+21+3
fio+fa+ fa+fo=55+21+3+1
fiot+t fs+f5=55+21+5

fio+ fs+ fs+fo=55+21+5+1
frio+ fa+ fs+fa=55+21+5+2
fio+ fs+ fe=55+21+8
fio+fa+ fo+fo=505+21+8+1
fio+ fs+ fo+fa3=55+214+8+2
fio+ fs+ fo+f2=55+21+8+3

fio+fst+fet+fao+fo=55+21+8+3+1

fi1 =89

fir+ f2=89+1

fii+ f3=89+2
fir+fa=89+3
fii+fa+fo=8+3+1
fii+f5=89+45
fiit+fs+fo=8+5+1
fiut+fs+f3=8+5+2
fii+ fe=89+8
fii+fet+fo=8+8+1
fiit+ fo+ f3=89+8+2
fuut+fe+f1=89+8+3



17. DIE ZECKENDORF-ZERLEGUNG 69

SaTz (Zeckendorf-Zerlegung). Fiir jedes n € N gibt es eine eindeutige Summenzerlegung
n=fi + fi, + + fi
mit
i1 >4 > >0 >2 und i —i9 > 2,49 — i3 > 2, ... 0k_1 — Ik > 2.
Auferdem gilt
fio << fii41,
wodurch i1 (mit i1 > 2) eindeutig bestimmt ist.

Bemerkung: Im nachfolgenden Beweis werden wir die Formeln

Y foi=famir—1 und > fai1 = fon
i=1

i=1

benutzen, die sich leicht durch Induktion beweisen lassen.

Beweis des Satzes:

(1) Zur Existenz der Darstellung: Es ist

1:f27 2:f37 3:f47 4:f4+f1a 5:f5a 6:f5+f27
sodass der Induktionsanfang kein Problem ist. Sei jetzt n > 1 gegeben, die Behauptung gelte
fiir alle kleineren natiirlichen Zahlen. Wir bestimmen den (grofiten) Index iy mit f;; < n <
fii+1. Dann ist ¢; > 2. Es folgt 0 < n — f;, < fi,+1 — fi, = fi,—1 < n. Wir wenden die
Induktionsvoraussetzung auf n — f;, an und erhalten eine Darstellung

n—fi = fi, -+ fis
mit
tg > 13> - > > 2 und fg — 13 > 2, ..., 0g—1 — 1 > 2.

Wegen n— f;, < fi,—1ist fi, < fi,—1, also ia < i3 —1, d.h. 43 > iy und 43 — iy > 2. Daraus folgt
die Behauptung.
(2) Wir nehmen jetzt an, dass wir eine Darstellung

n:f“—i——&-flk mit i1 > - >4 >2und i1 —i9 > 2,... 051 — i > 2

haben. Wir beniitzen die Formeln der vorangehenden Bemerkung:
(a) Falls i; gerade ist, so gilt

fio + fis +-+ fio < o2+ fiomat -+ fat fo=fi1 - L.
(b) Falls ¢; ungerade ist, so gilt
Jio+ fist o+ fi, < fi—2+ fi,—at-+ s+ fz=fi,-1— 1
In jedem Fall gilt also
fio+ -+ fo, < fooo1— L
Da offensichtlich f;; < n ist, folgt weiter
fi1 <n= fi1 + (flz +ee flk) < fil +fi1—1 -1= fi1+1 -1< fi1+17

wie behauptet. Wegen i1 > 2, der strengen Monotonie fy < f3 < fq < ... und lim; ,, f; = o0
ist dann ¢; eindeutig bestimmt.

(3) Zur Eindeutigkeit der Darstellung: Auch dies kann man durch Induktion sehen. Der Anfang ist
klar. Ist n gegeben, so ist f;; durch f;; <n < f;,+1 nach (2) eindeutig bestimmt. Nun hat man
fiir n — f;, die Darstellung

n—fi = fio, -+ fi

und kann darauf die Induktionsvoraussetzung anwenden. B
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Der Satz liefert ein Verfahren zur Herleitung der Zeckendorf-Zerlegung:

Algorithmus zur Bestimmung der Zeckendorf-Zerlegung: Gegeben sei n € N. Bestimmt wird eine
Darstellung

n=fi +-+ fi, mitig > >dip >2und iy —dp > 2, ..., 0 —ip > 2.

(1) Setze ny :=mnund k := 1.
(2) Bestimme den grofiten Index iy mit

Jire S e < fipta
und setze
Ngy1 =Nk — fiy.
(3) Ist ngy1 > 0, setze k := k + 1 und gehe zu (2).
(4) Hier ist ng4+1 = 0. Gib die Darstellung

n=fi, + -+ fi, bzw. die Indexfolge (i,12,...,x)

aus.

Man kann die Zeckendorf-Zerlegung auch rekursiv bestimmen, wie folgendes Python-Funktion zeigt:
# FEs wird der Index i mit foi<=n<f_(i+1) bestimmt und (i,n—f_1i)
# zurueckgegeben .
def zeckendorfO(n):
f,g=0,1; i=0 # f=f-i, g=f (i+1)
while g<=n:
f,g=g,t+g
i+=1
# Jetzt gilt f=f_i<=n<f_(i+1)
return (i,n—f)

# Zu n>0 wird I=[i1,:i2,...] bestimmt, sodass n=f_(il)+f-(i2)+... gilt.
def zeckendorf(n):
I=[]
while n>0:
(i,n)=zeckendorfl (n)
I.append(1i)
return I

Hier ist eine weitere Python-Funktion, die die Zeckendorf-Zerlegung einer natiirlichen Zahl n bestimmt,
und die zugehorige Umkehrfunktion.
def zeckendorf(n):
f=[0,1,1]
while f[—1]<n:
f.append (f[—1]+f[—2])
I=[]
while n>0:
while f[—1]>n:
f.pop ()
I.append(len(f)—1)
n=n—f[—1]
return I

def zeckendorf_inv(I):
f=[0,1]



while len(f)<=I[0]:
f.append (f[—1]+f[—2])
n=0
for i in I:
nt=f[1i]
return n
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