Vorlesung ,, Analytische Zahlentheorie“ (Sommersemester 2026)

Ubungsblatt 6 (29.5.2026)

Aufgabe 26:
(1) Zeige unter Verwendung der in der Vorlesung gezeigten Abschiitzungen
>3 >1
06— < 7(z) < 1.5——,
log x log x

dass es ein xy € R gibt, so dass fiir jedes > xg das Intervall (x,3xz] eine Primzahl enthélt.
Bestimme einen expliziten Wert fiir x.
(2) Welche Abschitzung des Typs

T x

>0 >0
< 7wx) < B

@ log log

(mit & < 1 und 8 > 1) bréuchte man, um damit das Bertrandsche Postulat herzuleiten?

Aufgabe 27: In dieser Aufgabe sollen alle natiirlichen Zahlen N > 2 bestimmt werden, sodass die Menge
My={neN:1<n<N-1:gegT(n,N)=1}
keine zusammengesetzten Zahlen enthélt, d.h. auler der 1 sind nur Primzahlen in My . Ein Beispiel ist
N = 30 mit
Mso ={1,7,11,13,17,19, 23, 29}.
(My ist ein Reprisentantensystem der multiplikativen Gruppe (Z/NZ)*.) Die folgenden Teilaufgaben
skizzieren einen Losungsweg, sind aber nur als Hinweis gedacht.

(1) Bestimme alle N < 30, fiir die My keine zusammengesetzten Zahlen enthélt.

(2) Zeige anhand folgender Teilaufgaben, dass fiir N > 31 die Menge My mindestens eine zusam-
mengesetzte Zahl enthélt. Sei dazu p1, ps, ps3, ... die Folge der Primzahlen und r > 0 maximal
mit [[,,. pi | V.

(a) Fiir r =0,1,2,3,4 gilt p?,; € My (unter der Voraussetzung N > 31).
(b) Zeige fiir r > 5 mit Hilfe des Bertrandschen Postulats, dass

p§+1 < 8pr—1pr < P1P2P3Pr—1Pr < P1-..Pr S N
gilt, und folgere p2, | € My.

Aufgabe 28: Sei M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen mit der Eigenschaft, dass ein o > 1 existiert
mit

x
(logz)*

{n<z:neM} =0( ).

Zeige, dass
> .
n
neM
konvergiert. (Hinweis: Partielle Summation)
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Aufgabe 29: Fiir £ € N sei Aj die Menge der k-stelligen Dezimalzahlen, in deren Dezimaldarstellung
keine 0 vorkommt, d.h.

k—1
Ay = {Zni 107 n; € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}},
=0

Die Menge aller natiirlichen Zahlen n, in deren Dezimaldarstellung keine 0 vorkommt, werde mit A
bezeichnet, sodass also
A= ] A

E>1
gilt.
(1) Bestimme die Anzahl |Ag| fir & € N.
(2) Zeige, dass die Reihe
1
25
konvergiert, und dass der Grenzwert < 90 ist.
(3) Zeige, dass fir z > 1
{n <x:ne A} <112%9
gilt.

Aufgabe 30: Zeige:
(1) Fiir n € N gilt

2n ( 1)k+1 B 2n l
k N k
k=1 k=n-+1
(2) Esist
2n
lim Z — =log?2
n—o0 v
(Hinweis: 3, $ =logz 4+ v+ o0(1))
(3) Es gilt

0 (_1>k+1
Z —— =log2.
k=1 k



