Vorlesung ,, Analytische Zahlentheorie“ (Sommersemester 2024)
Fragen zur Priifungsvorbereitung

(1) Grundlagen
(a) Erklirung der Begriffe , Teilbarkeit“, ,, Primzahl®,  kongruent®.
(b) Was besagt der Fundamentalsatz der Arithmetik? Beispiel n = 185.
c) Was ist die p-adische Bewertung v,(n) einer Zahl n € N? Was ist v2(84)?
(d) Formel fiir v,(n!)? Was ist v5(1000!)?
) Wie sehen die Teiler einer Zahl n € N aus, wenn man die Primfaktorzerlegung von n kennt?
) Wie kann man die Anzahl der Teiler 7(n) einer Zahl n € N berechnen, wenn man die
Faktorisierung von n kennt?

(g) Wie ist ggT(a,b) definiert? Wie kann man ggT(a,b) ausrechnen, wenn man die Primfak-
torzerlegung von a und b kennt? Wie, wenn man die Primfaktorzerlegung nicht kennt?

(h) Was bedeutet f(z) = O(g(x)), f(z) = o(g(z)) und f(z) ~ g(z) fiir Funktionen f(z) und
g(x)? Beispiele.

(2) Ganzwertige Polynome

(a) Wie lassen sich Polynome f € Q[z] mit f(Z) C Z - ganzwertige Polynome - beschreiben?

(b) Wie kann man zu vorgegebenen Zahlen ay, . . ., a, ein Polynom f vom Grad < n bestimmen
mit f(0) = ag,..., f(n) =a,?

(¢c) Wie kann man fiir ein Polynom f € Z[z]| die Zahl ggT({f(k) : k € Z}) berechnen?

(3) Wie findet man Primzahlen?

(a) Wie erhilt man weitere Primzahlen, wenn man p1, ..., p, bereits kennt?

(b) Was ist eine Mersennesche Zahl, was eine Mersennesche Primzahl? Beispiele?

(¢) Wann nennt man ein k-Tupel (ay,...,ax) zuldssig? Welche Rolle spielt dies, wenn man
nach Primzahl-k-Tupeln der Gestalt (n + a1, ...,n + ax) sucht? (Gibt es unendlich viele
Primzahldrillinge der Form p,p + 2,p + 47)

(d) Was besagt die Primzahl-k-Tupel-Vermutung? (Anwendung auf Primzahlzwillinge und

Primzahldrillinge)
e) Was besagt Schinzels Hypothese H? Nenne eine Anwendung,.
er Primzahlsatz

(
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(4) D

) Was besagt der Primzahlsatz?
) Wie ist li(z) definiert? Wie lésst sich damit der Primzahlsatz formulieren?
) Welche Aussage fiir die n-te Primzahl p,, ist dquivalent zum Primzahlsatz?
) Wie sind ¥(x) und ¢ (z) definiert? Was ist 9(11.7), was ¢(11.7)?
) Einfache, vergleichende Ungleichungen zwischen (), ¥(z) und ¢(x)?
) Welche Aussagen iiber ¥(z) und ¢ (x) sind dquivalent zum Primzahlsatz?
) Nenne einfache Abschitzungen fiir 7(z), ¥(x), 1(x), die man elementar herleiten kann
(Tchebychev/Chebyshev).
(i) Was ist das Bertrandsche Postulat?
(5) Summenfunktionen
(a) Wie lautet die Formel fiir die partielle Summation? Beispiel.
(b) Wie wiichst >, ., 1?7 Was ist die Eulersche Konstante ?

n<x

(c) Was ist die Mangoldt-Funktion A(n)?

(d) Wie wichst Y-, . %?

(e) Wie wichst Zp;w %?

(6) Die Mobiusfunktion u(n)

(a) Definition von u(n).

(b) Was ist >, u(d)?

(c) Wie erhdlt man a(n) aus b(n) = >, a(d)? (Mobiussche Umkehrformeln)
)

(d) Zeige an einem Beispiel, wie die Mébiusschen Umkehrformeln funktionieren.
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Dirichlet-Reihen

(a) Absolutbetrag, Real- und Imaginérteil von L (fiir s = o + it).
(b

(

(7)

) Was ist eine Dirichlet-Reihe?
c) Konvergenzverhalten einer Dirichlet-Reihe? Was ist die Konvergenzabszisse was die abso-

lute Konvergenzabszisse? (Erlduterung an den Beispielen Zn>1 und 3, = 1n)n 1 )
(d) Was kann man {iber die Konvergenz von > -, 7= sagen, wenn a, = O(n®) gilt, oder wenn
fiir s = s¢ die Partialsummen beschrinkt sind?
(e) Was ist imge (5)—00 anl 4u?
) Kann eine Dirichlet-Reihe unendlich viele Nullstellen besitzen? Was kann man iiber die
Lage der Nullstellen sagen?
Bestimme die Nullstellen der Dirichlet-Reihe 1 + %
Wie differenziert man Dirichlet-Reihen?
Wie multipliziert man Dirichlet-Reihen?
Durch welche Dirichlet-Reihe wird die Riemannsche Zeta-Funktion (s) definiert?
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(k) Wie ldsst sich die Riemannsche Zeta- Funktion meromorph auf Re (s) > 0 fortsetzen?

(1) Welche Dirichlet-Reihen werden durch C( ) und — C{((S)) beschrieben?

)
)
)
)
)
)
(m) Was kann man iiber F(s) = [ f(ﬁd:c sagen, wenn f(z) = O(x®) gilt?
)
)
)
)
)

1
(n) Wie kann man eine Dlrlchlet-Relhe anl 9a als Integral s floo fs(fl) dz darstellen?

(o) Wie sehen die Integraldarstellungen der Funktionen ((s) und — CI((S)) aus?

(p) Was weil man iiber Nullstellen und Polstellen von ((s) und — ((S)) (s) > 07
(q) Was besagt der Korevaar-Newman-Taubersatz?
(r) Wie kann die Formel 7@‘(((35)) - = =5 [ 1”5;” 1)4z zum Beweis des Primzahlsatzes

verwendet werden?
(s) Wann gibt es die Euler-Produktdarstellung einer Dirichlet-Reihe? Wie sieht sie fiir die
Riemannsche Zeta-Funktion aus?
(8) Dirichlet-Charaktere und Dirichletsche L-Reihen
(a) Wie ist m(z,a,N) fir N € N, a € Z definiert?
(b) Wie unterscheidet sich m(x,a, N) in den Féllen ggT(a, N) > 1 und ggT(a, N) =17
(c) Wie lautet der Dirichletsche Primzahlsatz?
(d) Was ist ein Charakter einer endlichen abelschen Gruppe?
(e) Was ist ein Dirichlet-Charakter modulo N? Wieviele gibt es? Was ist der Hauptcharakter?
(f) Beschreibe fiir ein N € {3,4,5} alle Dirichlet-Charaktere modulo N.
g) Wie lauten die Orthogonalitéitsrelationen fiir Dirichlet-Charaktere?
h) Was ist eine Dirichletsche L-Reihe? Konvergenzabszisse? Absolute Konvergenzabszisse?
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