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Zusammenfassung

Bekanntlich sind schon die einfachsten Beispiele fiir diskrete nichtlineare dyna-
mische Systeme, etwa die logistische Abbildung oder die Hénon-Abbildung, nicht
leicht zu analysieren.

Thema des vorliegenden Artikels sind einige Eigenschaften der einfachsten drei-
gliedrigen nichtlinearen Rekursion und ihre Begriindung mit moglichst einfachen
Argumentationsmitteln. Es soll also ein Beitrag geleistet werden zum elementa-
ren Bestiarium der nichtlinearen Dynamik. In einem zweiten Artikel [4] werden
diese Uberlegungen weitergefithrt und verallgemeinert und auch Beziige zu ein-
schlidgigen allgemeinen Aussagen der Theorie dynamischer Systeme aufgezeigt.

1 Einfiihrende Betrachtungen

Wie lautet die einfachste dreigliedrige nichtlineare Rekursion?

Als Kandidaten sind @, 12 = £%p 11T, Tnio = £(Tpp1£22), Tpyo = £(22,£7,)
plausibel. Von diesen ist im wesentlichen nur z,,1» = a2 11— Tn nichttrivial,! und
bei dieser Rekursion bereitet es schon Schwierigkeiten, im Falle der Startwerte
2o = 1,71 = a € R Parameterwerte o zu finden, fiir die Konvergenz stattfindet.?

Ein spezieller Wert «, fiir den Konvergenz vorliegt, wird charakterisiert durch
Satz 1:
Sei

po(z) =1, p1(2) == 2, ppya(z) = p2i(z) — pa(x) (n € No,z €R).

Dann besitzen die Polynome p, fir n € N eine grofste reelle Nullstelle &,, und
fiir diese Nullstellen gilt:

)

& =0, &=1,

Ypye = 7;5% +1 — Tp wird durch y, = -, auf diese Rekursion zuriickgefiihrt, und bei
den anderen hat man einfache Monotonieverhiltnisse oder kann auf die Fibonacci-Rekursion
zuriickgreifen.

2Vgl. 3], p.78 und p.365.
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fn < €n+1 (n S N)a
& <2 (neN).
i) Mit
=l b <2
strebt die Folge (pn(§)),en Streng monoton gegen 2.

ili) Fiir a > & strebt die Folge (pn(c)),en Streng monoton gegen unendlich; fiir
o = & mit einem k € N strebt die Folge (pn(c)),cn gegen unendlich.

Bemerkung: Es gilt ¢ = 1.708875563275425...
Beweis:
Wir zeigen zunéchst:

> 2> |pya(x)| folgt
< Pntkt1(z) (keN) und (1)
— o0 (n— 00).

2< Prn+k(T

(
pn(' 0

Aus  |pn(x)
T

|
)
)

Aus
\p7171($)| <2< ‘pn(l‘)‘
folgt
Pani() = pi(x) = paa(2)
> |pa(@)]-(Ipa(2)] — 1)
> |pa(2)]
> 2

und induktiv allgemeiner fiir £k € N

Prttet1 () > Pps(®) > g1 () + (Prga(z) — 1F,

>1
womit sich auch
Pnik(x) > 00 (k= 00)
ergibt.
Wegen p;(z) > 2 fiir > 2 folgt mit (1) insbesondere
pa(z) >2 (x>2,neN). (2)

Nun zum Beweis von (i):



& =0, & = 1ist klar, und per Induktion kénnen wir die Existenz von &, fiir alle
n € N sowie

<& <2 (meN) (3)
erschliefen: Aus &,_1 < &, (< 2) folgt p,—1(&,) > 0 (wegen p,—1(2) > 0) und

somit
pn+1(£n) = pi(fn) _pn—l(gn) < 0
—— ~—
=0 >0
wegen (2) folgt die Existenz von &, und insbesondere
én < £n+1 < 2.
Nun zu (ii):

Wir bezeichnen fir n € N mit K,, = (a,, 8,) diejenige Zusammenhangskompo-

nente der offenen Menge
{z e R||pn(x)| <2},

in der &, liegt.
Dann gilt offenbar (ay, 81) = (=2,2), (g, B2) = (—v/3,/3), und mit (1) folgt per
Induktion
ﬂn+1 < ﬂnv pm+1(6n) > Pm(ﬂn) Z 2 (m Z n,n S N)7 (4)
< Oty Pmt1(0) > D) > 2 (m >n,n € N\ {1}). (5)
Insbesondere gilt

pn(Bn) =2 (neN), ppla,) =2 (neN\{1}).

Klar ist auch (wegen &, € K, fir m > n)
£=lim & € [ K. (6)

neN
Wir werden genauer zeigen, dafl sogar {£} = Npen Kn, also
Mg on = lim B =& @)
Wegen & > &, und € € (ay, 3,) gilt
0<pa(§) <2 (nEN). (®)

Angenommen nun, die Folge (pn(£)),cn, Wére nicht streng monoton wachsend.
Dann gébe es ein kleinstes ng € N,ng > 1, so daBl p,41(§) < pne(§). Mit (8)
folgte

Prot2(§) = p727,0+1(£) — Pno(§)
Pioﬂ € - Pro+1(&)
Pro+1(§);

A IN

3

und per Induktion ergébe sich, daB (pny1x(§)),en €ine streng monoton fallende,
nach (8) beschrénkte und somit konvergente Folge wire.
Wegen der Rekursionsrelation

2
Pni2 = pn+1 — Pn

kommen als mogliche Limites nur 0 und 2 in Frage. Aus der (bei Konvergenz
gegen 0 eintretenden) Ungleichung

0 < Prgrr+1(§) < Pogk(§) < 1
folgte aber mit der Rekursionsgleichung
Pnotk2(§) <0,
im Widerspruch zu (8)! Also ist gezeigt:
Pa(§) /2 (n— 00). (9)

Damit ist (ii) bewiesen.
Nun zum Beweis von (iii) und (7):

Sei 3 := lim,, 00 Bn- Nach (6) ist 8 > . Fiir ) € [€, 5] folgt analog zu (8):
0<pa(n) <2 (neN),

und der Beweis von (9) 148t sich auf alle diese 1 anstelle von & iibertragen. Ins-
besondere erhilt man

pa(n) Zpi(n) =n=E> &> 1
und daher wegen
Po =0, 10 = 1, p () = 2pnia(2) - Py (2) — p)y(2)
per Induktion pf, (1) < pl,,,(1n) (n € Ny) sowie
P > (2n=1)"" (neNE<n<p), (10)

was wegen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung im Falle 8 > £ im Wi-
derspruch stiinde zu

Also folgt g = €.

Wir zeigen nun, daf p, (&) — oo fir n — oo. (Daraus folgt unmittelbar auch
lim, 00 @, = &£.) Es ist klar, daB p,(§) > 0 fir n < k. Also folgt aufgrund
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der Rekursionsrelation p,1o = piH — pn und wegen pg = 1, daB p, (&) > 1 fir
1 < n < k. Folglich ergibt sich fir k£ > 2 (die Falle k = 1,2 sind leicht direkt zu
diskutieren)

Per1(r) = —pe—1(&r) < -1,
Prra(8e) > 1,
Peys(&e) > 2,

und mit (1) folgt p,(&) — 00 (n — o).

Es ist nur noch zu zeigen, daf p,(«) fiir @ > £ streng monoton gegen unendlich
strebt. Klar ist p,(«) > 0 fiir alle n. Da 22 — 2 — 1 monoton wichst fiir z > 1/2
und €2 — 1 > £, gilt mit o > € auch o — 1 > o und daher

pa(a) = —1>a=p(a) >1=pa).

Angenommen, fiir ein erstes ng > 2 trite pyyi1(@) < pp,(a) ein. Dann miifite
wegen (1) noch p,, (@) < 2 gelten. Wie beim Monotoniebeweis fiir (p,(§)) ergéibe
sich ein Widerspruch. Also ist (p,,(«)) monoton wachsend, und weiter oben wurde
schon gezeigt ((10) und Mittelwertsatz!), daB fiir v > & nicht p, () 2 eintreten
kann.

]
Ein paar Plots der ersten Polynome p;,,:

pl

P2
p3
pd
p5

Bild 1: Die Polynome py, ps, ps, p4, Ps

1.7082 1.7084 1086 L 1.709
x

Bild 2: Die Polynome ps, pg, p1o

Hier zeigt sich das typische, durch die Rekursionsbeziehung zwischen den Poly-
nomen bedingte Ahnlichkeitsphénomen.

Durch Uberlegungen, die weiter unten dargestellt werden, wird sich zeigen, daB
es viele weitere (auch komplexe!) Startwerte gibt, fiir welche die Folge beschrinkt
bleibt; es mufl dabei aber natiirlich nicht Konvergenz vorliegen.

Ein einfaches Beispiel :

Fiir a = 112\/5 lautet die Folge

Laaol,l—al—ala,...

Wir beziehen nun auch komplexe Startwerte « ein, betrachten also die Folge (z,)
mit
2w=1,21=2€C, 242 = ziH — Zn. (11)

Einfachheitshalber benutzen wir im folgenden die Schreibweise |z,| = 2 anstelle
von |p,(z)] = 2, ete.

3Dieses Beispiel verdanke ich Andreas Bernig und Roland Hildebrand, Leipzig



Satz 2:
a) Aus |z,| < 2 < |zp41| fiir ein n € Ny folgt:
(|2nskl)ren, strebt streng monoton wachsend gegen oo.
b) |zn| = 2 impliziert:
|2k <2 fir k <mn,
|zk| > 2 fir k > n.

Insbesondere besitzen die Kurven |z,| = 2, also die Kurven |z| = 2, |22 — 1
= 2, (22— 1)" — 2| = 2, usw. keine gemeinsamen Punkte.

¢) Fiir die Gebiete
G :={z€C||z| <2} (12)

qilt:
1) G, D Gn+1 (’ﬂ € N(])

il) Das Zwischengebiet zwischen den Kurven |z,| = 2 und |zp41| = 2 ist
gegeben durch

Cu\ Gyt = {2 € C| |2 <2 < |2na|},

und fir z € Gp \ Gup1 gilt |zi| > 2 fir alle k > n.

Beweis:

a) und b) ergeben sich in gleicher Weise wie (1) im Beweis von Satz 1.

Zu c) (i):
|znt1| = 2 C G, nach b). Fiir z € G40\ G, miiBte |2,41] < 2 und |z,| > 2 gelten.
Nach b) ist |z,] = 2 ausgeschlossen, also hitte man |z,41] < 2,|z,] > 2. Auf

der Verbindungsstrecke von z mit einem Punkt von |z,41| = 2 miifite irgendwo
zugleich |z, = 2 und |2z,41] < 2 gelten, Widerspruch zu b)!
Zu c) (ii):
Gp\ Gny1 = {2z € C| |zn] < 2 < |zn41|} ist Klar, und |2;]| > 2 fiir & > n ergibt
sich aus a).

]
Im Prinzip ergibt sich also fiir die Kurven |z,| = 2 und ihre Zwischengebiete
folgende Struktur:

||Zk|>2<=>k>n |

G,\G,\

|z, =2

|Zn+1 |=2

Bild 3: Die Zwischengebiete

Bemerkenswerterweise besitzen die Gebiete G,, fiir n > 4 mehrere Zusammen-
hangskomponenten. (Schon Gy wird von einer Lemniskate begrenzt; [2? — 1| = 2
besitzt aber keinen singuldren Punkt, so daf es eine einfach geschlossene Kurve
ist.)

Qualitativ ergibt sich folgendes Bild:

Bild 4: Ab G4 mehrere Zusammenhangskomponenten



Satz 3:

a) Jede Zusammenhangskomponente von G, ist einfachzusammenhdingend.
b) Fiir jede Zusammenhangskomponente K von G,, gilt
GrH—l NnK # (Z)v

d.h.: Jede Zusammenhangskomponente von G, enthdlt mindestens eine Zu-
sammenhangskomponente von Gpy1.

¢) Jede Zusammenhangskomponente von G, enthilt Punkte z, fir welche die
Folge (z,) beschrinkt bleibt.

Beweis:
Zu a) und b):

Auf einer in G,, verlaufenden einfach geschlossenen Kurve nimmt |z,| nur Werte
< 2 an, so daff nach dem Maximumsprinzip auch das Innengebiet der Kurve ganz
in G, liegt. Eine Zusammenhangskomponente von G,, ist also ein von einer ein-
fach geschlossenen Teilkurve von |z,| = 2 berandetes einfachzusammenhéngen-
des Gebiet. In diesem Gebiet kann das Polynom z, (als Funktion von z) kein
Betragsminimum # 0 annehmen (Maximumsprinzip!). Da aber auf dem Rand
stets |z,| = 2, im Inneren hingegen stets |z,| < 2 gilt, muf} ein Betragsminimum
im Inneren angenommen werden. Also gilt irgendwo z, = 0. Da nun nach Satz
2 innerhalb von G, iiberall |z, ;| < 2 ist, folgt wegen z,,; = sz — 2z, fur die
Nullstelle von z,

ZrH—lI < 2.
Zu c):
Ist K, eine Zusammenhangskomponente von G, so gibt es nach a) eine Folge
Ky, Kng+1, - - - von Zusammenhangskomponenten von Gy, Gpgt1, - .. mit K, D

Kpg1 D -+ Fiir 2 € N>y, Kn gilt dann wegen Satz 2 c)(i) auch

ze K. C () G

n>ng n>ng
und solche z erfiillen offenbar die Behauptung.
|

Computerexperimente, bei denen die Zwischengebiete abwechselnd schwarz und
weif} gefarbt wurden, zeigen, dafl die Anzahl der Komponenten von G, fir n — oo
gegen unendlich strebt, aber das Volumen von G, mit n — oo gegen Null strebt.

Es folgen einige der erhaltenen Bilder.

Bild 5: Dieses Bild zeigt den Grundbereich —2 < z < 2, =2 < y < 2. Man
erkennt, daf§ die Anzahl der Komponenten von G,, mit wachsendem n iiber alle
Grenzen wichst, die Flache von G,, dabei aber auf Null zusammenschrumpft.
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Bild 6: Dieses Bild zeigt den Bereich 1.5596 < = < 1.7374, —0.092929 < y <
0.09697, der sich ergibt, wenn man die ganz kleine weife ,,liegende Flasche* rechts
im Grundbild herausvergréflert. Man sieht, wie sich in faszinierender Weise die
Strukturen niaherungsweise wiederholen und die Flaschen (oder: russischen Pup-
pen) so ineinandergeschachtelt sind, dafl sich insgesamt gemé&f Satz 3 auch schon
auf der reellen Achse (die als Symmetrieachse erkennbar ist) iiberabzéhlbar viele
Beschrénktheitspunkte ergeben.

11

Bild 7: Dieses Bild zeigt den Bereich 1.67506 < z < 1.68242, —0.0014325 < y <
0.0060484, der sich ergibt, wenn man einen Teil der ,Fledermausstruktur® im
Bauch der schwarzen Flasche innerhalb der weiflen Flasche des vorherigen Bildes
herausvergrofiert. Die reelle Achse wird durch die liegenden Flaschen im unteren
Teil des Bildes markiert.
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Bild 8: Dieses Bild zeigt den Bereich 1.6775382 < z < 1.6778431, 0.0050887 <
y < 0.0053985, der nochmals ein Detail des vorigen Bildes herausvergréfiert.
Gewisse schwarze Strukturen, insbesondere am unteren Bildrand zu erkennen,
sind durch die Einschrankung der Rechentiefe auf 256 Folgenglieder pro Bildpunkt
(d.h.: Parameterwert z) bedingt und sind daher Zusammenhangskomponenten
von Gass.

Die Bilder deuten darauf hin, dafl es eine {iberabzéhlbare nirgends dichte Null-
menge von Werten z € C gibt, fiir welche die Folge (11) beschrinkt bleibt,
darunter auch schon iiberabzéhlbar viele reelle. Konvergenz ist dabei natiirlich
nicht garantiert, wie schon das simple Beispiel a = (1 + \/5)/ 2 zeigte. Im Laufe
der Untersuchung werden wir die Konvergenzfrage vollstandig kléren.

2 Der reelle Fall

Satz 1 (iii) zeigte, dal der Parameterwert & = 1.7088. . ., fiir welchen Konvergenz
gegen 2 stattfindet, numerisch sehr , wackelig® ist. Durch eine andere Betrach-
tungsweise wird sich nun unter anderem ein numerisch brauchbares Verfahren zur
Berechnung von ¢ ergeben.

Satz 4:
Die Rekursion
9 = x >0

Tnt2 = xyzwrl — Tn (TL € NO) } (13)

besitzt genau eine nichtverschwindende beschrinkte Léisung in [0, oo)N“; diese
konvergiert monoton gegen 2 und wird gliedweise approximiert durch die Iteration

FO0 = (z,..)e0,M]N°\ &
mit einem M > 0, (14)
F = @) (ke Ny),

wobei

E:={FeRN | z; =0 fiir j #1}

und die Iterationsfunktion
f=Uofifo)

gegeben ist durch

Jo(%) = o,
L@ = JHa@ ton (eN). }

Die Folge (™) konvergiert mindestens linear im Sinne der Cebysev-Norm || - ||,
fiir beschrdnkte Folgen.

Bemerkung:

Es liegt nahe, in (14)
20 =(2,2,2,2,..)
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zu wéhlen. Die Konvergenz gegen die nichtverschwindende beschréankte Losung
findet aber immer statt, mit der einzigen Ausnahme, daf§ im Falle z = 0 nicht
#0 = (0,21,0,0,...) € £ gewihlt werden darf, da f() = 0 fiir 7 € .

Beweis:

Sei 20 = (z,2", 2, .. ) € [0, M]N \ & mit beliebigem z > 0 und mit M > 2
vorgegeben.
Wir betrachten die zugehorige Folge (%)) ren, geméB (14) und (15). Da

= r ) (G eN), (16)
folgt per Induktion sofort (wegen M > 2)
#® e [0, M

fiir alle k € N.
Da l’j(-o) > 0 fiir mindestens ein j # 1, folgt aus (16) zunéchst

hmmfz ) > 1 (j>1),

also auch lim mf;Hocz > /2 fiir j > 2, also r< ) > (j > 1) fir fast alle k,
und daher folgt schheﬁhch die Existenz eines ko mlt

2P > 1 fiir k> ko,

= 17
P> V2 (j>2) fie k> k. } (a7)

Wir nehmen zunéchst an, £ habe die spezielle Gestalt
70 = (2,2,2,2,...).

Dann folgt aus der Rekursionsbeziehung (16) per Induktion (iiber j und k), dal
die Folgen (:r;k) ) pen Hr j > 11im Falle z < 2 monoton fallend, im Falle 2 > 2
monoton steigend sind. Also konvergieren sédmtliche Folgen gegen Grenzwerte

x; (j > 1), fiir die dann die Rekursionsbeziehung

T =z, I;+2 = (I;H)Q - l: (j=20)
erfiillt ist.
AuBerdem gilt nach (17)

B>l 2 >V2 (j>2), (18)
und per Induktion ergibt sich aus (16) die Monotonie aller Folgen ( ;k))ieNo und
daher auch die Monotonie und Konvergenz gegen 2 der Grenzfolge () jeng DA

mit ist die Existenz einer monoton gegen 2 strebenden Lésung von (13) bew1e§en.
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Nun zur Eindeutigkeit:
Seien dazu Z*, §* zwei nichtverschwindende beschriankte Losungen von (13). Dann
folgt fiir j > 1

|xj - Uj| = ‘\/x;—l JF«T;H - \/3/;71 + .7/;+1|
|$;71 - y;,1| + |x;+1 - y;+1|
NG RN R
1 * *

— - sup |z} — v;

7S |27, — wil,

0

da fiir beide Folgen (18) gilt, und somit x} = y; fiir alle j.
Es bleibt noch zu zeigen, da8 die Iteration (14) stets gegen die Losung konvergiert.

Sei 70 = (x,x( xéﬁ ,...) € [0, MN°\ £ Dann gibt es nach (16) ein ko, so daB
> 12" > V2 (5> 2) fiir k> k. (19)
Es folgt fir 7 > 2 und k > ky

k+1 k
|I(_k+l) — & ‘i( ) — j—1| + |T;+)1 - «T]*'+1‘

q <
it = kAT * " -
( )-&-acﬁ)l-l-,/xj,l-l-zj“

II*“‘“) 7| + 117 — 2|

= 21/1+ 2

wegen (17) und (18); ferner gilt

(k)

) g < 12 =
v+ + T T
o Y -2l

2¢/2

Mit
|7 — 3| = L 170 - 2|,

gilt also im Falle k£ > kg
1+ L
L < max
{%f QF}
1

L — <

1
2/14++v2-1 2

16
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folgt.
Also ergibt sich fiir & > ko

1 k—ko
=l < (5) 1 =, (20)

was lineare Konvergenz beziiglich der Cebysev-Norm || - ||, bedeutet.
]

Der Satz impliziert, dal es zu jedem x > 0 genau ein f(z) > 0 gibt, so daf} die
Rekursion @49 = 22| — x,, im Falle o = z, 21 = f(z) gegen 2 konvergiert, ohne
den nichtnegativen Bereich zu verlassen.

Will man nur diese Funktion f(z) durch Iteration gemiB (14) berechnen, emp-
fiehlt es sich, mit #© = (,2,2,...) die Iterierten #*) nach dem folgenden Schema
mit (16) diagonalweise zu berechnen:

T 2 2 2 2 2
T :1:(11) zgl) xgl) 1;(11) xél)
v
T l‘(lz) $(22> w;(f) 1’52)
'
T xf‘) I<23> ac;(f’)
e v
T x (14) :1;(24>
() <
T @

Nach (20) und (24) (siche Satz 5a)) weif man dann:

0

IN

2V = f@) < (2- V2)/2F fir 0 < 2 < 2,
(21)
0

IN

flz) — 2V < (V2x — 2)/2" fiir z > 2.

(Die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage von Satz 4 und ein Rechenschema zur
Bestimmung von f(z) kann man in véllig analoger Weise auch auf der Basis der
Iterationsvorschrift

0D

anstelle von (16) herleiten; man erhilt aber eine schlechtere Kontraktionskonstan-
te, und die Normkonvergenz ist nicht mehr fiir alle Startvektoren Z(® gegeben.)
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Wir stellen im folgenden einige auf der Hand liegende Eigenschaften der Funktion
f zusammen.

Satz 5:
Die nach Satz 4 durch die Bedingung

To=o,T1 =Y, Tny2 = I%t] — Tn (n S NO) (22)
= (Tn)nen, € [0, M]No\ {0} fiir ein M >0
eindeutig bestimmte Funktion
fre—y (220)
hat folgende Eigenschaften:
a)
fA(x) =z = f(f(2)) (x> 0) (23)
V2< fe)<2(0<x

b) fist stetig differenzierbar, streng monoton wachsend und strikt konkav.
¢) Definiert man fiir xg > 0
pO(I) = Zo, pl(I) =, pn+2(‘r) = p721+1 (x) _pn('r) (l‘ € R,TL € NO):

so0 besitzt jedes Polynom p,(z) (n € N) eine grifite reelle Nullstelle &,; fiir
diese Nullstellen gilt:

gn < §n+1 (n € N)

mit der Ausnahme & = & 1m Falle x¢g = 0,

nanolc 5?1 = f(l‘o)v
Jim pr, (&) = oo (k= 3),
und fiir x > f(xg) strebt p,(z) gegen unendlich, und zwar streng monoton
im Falle x > 1/2+/xo + 1/4, schliefilich streng monoton im Falle f(xy) <

xr < 1/2-‘1— \/Zo + 1/4‘

Bemerkung;:

Die Abschitzungen (24) sind grob (siche z.B. (31) weiter unten), und auch die
Glattheitsaussage bei b) werden wir spéter wesentlich verscharfen (Satz 8 in [4]).
Aus der wichtigen Funktionalgleichung (23) folgt unter anderem unmittelbar

flz) = Jz+ f(f(z)) = o0 (z = o0) (25)

18



und
To =T, X1 = f(‘r)v Tny2 = IEHJ — ZTn (n S NO) (26)
= Tp1 = f(zn) (n € Ny).

Beweis:

Ist (zg, 21, 22,...) eine (22) erfiillende (und daher nach Satz 4 monoton gegen 2
konvergierende) Folge, so auch (x1, 22, z3,...). Aufgrund der Eindeutigkeitsaus-
sage von Satz 4 gilt also nicht nur z; = f(x), sondern auch

@} — g = w5 = f(a1);
d.h.: mit g =z > 0 gilt

(f(2))* =z = f(f(x)).

Die erste der Ungleichungen (24) ergibt sich, wenn man die Iteration (14), (15)
mit 7 = (z,2,2,...) beginnt und die monotone Konvergenz der Komponenten
von ) beachtet. Die zweite Ungleichung folgt analog, wenn man fiir z > 2 die

Iteration mit 7 = (x,z,,...) beginnt.

Nun zu b):
Aus (14), (15) (oder (16)) folgt per Induktion, daf alle Folgenglieder xi-m stetige,
monoton wachsende und konkave Funktionen von z > 0 sind, wenn man von der
Startfolge

70 =(2,2,2,..)

ausgeht. Aufgrund der nach (21) lokalgleichméBigen Konvergenz gegen die Grenz-
folge sind also auch deren Glieder stetige, monoton wachsende und konkave Funk-
tionen von z. Insbesondere gilt dies fiir f(z) = limy oo xgk).

Wegen (25) ist f als konkave Funktion streng monoton.

Wir beweisen nun die stetige Differenzierbarkeit von f.

Aus (16) folgen die Rekursionsbeziehungen

(k+1)r (k)1
Ty s
o = e (JEN), (27)

J k+1 E
2\/x§-_1 ) + l;_*_)l

wenn wir fiir irgendeine Startfolge #® = (z, ...) die Komponenten :z;-k) der Folgen
Z®) als Funktionen von z betrachten.
Nach dem schon Bewiesenen sind mit

xo =2, 11 = f(2), Tpya = xi_H —z, (n € Np)

alle z; stetige, streng monoton wachsende und konkave Funktionen von z, haben
also (monoton fallende) einsecitige Ableitungen. Sei 7 die linksseitige Ableitung
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von z;. Dann folgt wegen x; = \/7;_1 + 731
7 = M
T2 r g Faa

und mit (27) ergibt sich fiir j € N

k+1)7 ~ k) ~
‘@71 - T+ |33§+)1 — Tl
2Vri+ i
o
2

(j €N),

k41 .
T — & < (28)

. 2 1 1

/T2 ¥ T - \/x(kﬂ) P .

Jj—1 Jj+1

Nun setzen wir #© = (2,2,2,...) und zunichst > 1 voraus. Wegen (18) gilt

\/Tj-1 +.Tj+1 > \/1+\/§,
:Eﬁ-kjl) 4».11,‘;]2l >\1+ ﬂ,

und aus (27) folgt per Induktion

analog gilt auch

"€ [0,1] (j, k € No).

Setzen wir
1

1
N \/x;k:{l) + l“§k+)1

&k =

und
k) ~
0k = max |x§ Y ),
j€No

ergibt sich aus (28) also
6k+1 + 0y,

6k+1 S =+ €,

24/1+V2

! 5o ZVIHV2 (29)
2v14+v2-1 2v14+v2-1

Da die &; nach (20) (unter den Voraussetzungen x > 1 und #? = (2,2,2,...)
mit kg = 0 zutreffend) lokalgleichméBig bzgl. x > 1 gegen 0 streben, folgt dies
mit (29) auch fiir die dy; denn mit

d.h.

01 <

S

- 241+ 1
Ep = ———=¢, und ¢ 1= ———— <

2¢/1+vV2-1 2y/1+v2-1

M| =
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folgt aus (29) per Induktion
6n+1 < Z gn—qu + 5an+17
k=0

also

Sns1 < max & 5] max (8, &, . .., &2 )).
"H_gnglk%(n kT + ¢"2) max(do, &, ,sz)

Damit ist gezeigt, daf die x;k)’ fiir x > 1 lokalgleichméfig gegen die :i‘; streben.
Da zugleich die xg.k) lokalgleichmaBig gegen die x; streben, ergibt sich:

Die z; sind stetig differenzierbar fiir z > 1, und die &’ sind nicht nur linksseitige,
sondern zugleich rechtsseitige Ableitungen der z;, wobei z1 = f(z).

Was gilt nun fir 0 <z <17

Sei z € [0,2],t = f(x). Dann folgt

F0) <t <2, f(f(z) = (f(2))* — =,
also
T =12 = J(t) = p(t) (f(0) <t <2),
f@)=t=¢"(z) (0<z<2).

Dabei ist ¢! streng monoton und stetig differenzierbar, da dies nach dem schon
Bewiesenen fiir ¢ gilt.
DaB f strikt konkav ist, ergibt sich ebenfalls aus (23) gemifl

1) = (o 1) == 7o

woraus ersichtlich ist, dafi f’ streng monoton fallt.
Nun zum Beweis von c):

Die Argumentationen des Beweises von Satz 1 gelten praktisch ohne Modifikation
fiir den Fall 0 < zy < 2, weshalb wir hier nur den Fall zq > 2 diskutieren.
Zunéchst ergibt sich & =0, & = /Zo, und wie im Beweis von Satz 1 folgt

gn < fn+1 (n € N)

Statt (1) benutzen wir nun die etwas modifizierte (aber genauso zu begriindende)
Aussage

Pa@)| > [p-1(@)], [pale)] > 2
:WWM>Mme@fWW%@-} (30)

Aus (30) folgt, daBl &, < 1/2+4 \/zo + 1/4 fiir alle n:
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Fir x > 1/2+ y/zo + 1/4 und zo > 2 gilt

(z) =2? ( 1)2 14> - ()>*1 \/ *1>2
p2(x) =2"—230 = (2 Tot+r——>r=p(x +4/To +

2 0 B 0 plr) =5 0Ty )

also nach (30) p,(z) oo (n — 00).
Sei nun 3, > &, so gewahlt, dafl

1 1 1 1
Pn(Br) = 3 + \/Io‘i’z, 0<pu(z) < §+ \ o + 1 fiir &, <z < B,

Dann gilt
1 1
51754- 9€0+17527
und aus 3, < (3,1 folgt

pn+l(ﬁn) = pz,,(/gn)fpnfl(ﬁn)

2
LY PSR R (Y I
9 Ty 9 Ty
LY R
o B Zo 1

wegen xg > 2, also 8,41 < f,. Folglich gilt

é—n < §n+1 < 5 < ﬁnJrl < ﬁn (TL > 1)7

0<pn(§)<%+mco+i(neN),

und mit Satz 4 folgt £ = f(zo), d.h.

Pa(§) N2 (n = o0).

Da, ebenfalls nach Satz 4, fiir kein z > ¢ die Folge (p,(x)) beschrinkt sein kann,

ergibt sich mit (30), daB (p,(z)) fir f(zo) < z < 1/2 + y/xo + 1/4 schlieBlich
monoton (da ja pa(z) < p1(z)) gegen unendlich strebt.

also

Es sind nun nur noch die Folgen (p,,(&k))nen fiir & > 3 zu betrachten.
Es gilt & = 1 im Falle 2y = 0 und ansonsten & > 1. Wie im Beweis zu Satz 1
erschlieBt man daher p,, (&) > 1 fiir 1 <n < k und

Pry1(€r) < =1, prya(€e) > 1, prys(&e) > 2,
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so daB mit (30) die schlieflich monotone Konvergenz von (p,(&x)) gegen unendlich
folgt.
]

Nebenbei hat sich die Abschétzung
1 / 1

Die Tterationsvorschrift (16) laBt sich auch noch fiir —f(0) < 2 < 0 uneinge-
schréankt anwenden:

ergeben.

T = (=1(0),0, £(0), f(£(0)),...)

ist eine gegen 2 strebende Losung der Rekursion x,,9 = IL‘Z 411 — Tn, und fiir
x > —f(0) bleiben alle Tterierten gemé&s (16) von

i = (x,2,2,...)

komponentenweise oberhalb von Z*. Andererseits sind die Iterierten fiir z < 2
komponentenweise monoton fallend; also ist der Iterationsprozefl komponenten-
weise konvergent.

So gelangt man zu folgendem Bild der Funktion f:

Bild 9: Die Funktion f
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Diese zunéchst langweilig anmutende Funktion liefert nun einen weitreichenden
Zugang zum Verstindnis der Dynamik der Rekursion z,,,o = 22 41— Tpn. Denn die
Funktionalgleichung (23) besagt, dafi die Kurve (z, f(z)) (z > 0) eine invariante
Mannigfaltigkeit der ebenen Transformation

@ (2,y) = (y,y° o) (,y€R) (32)
darstellt, d.h.
Oz, f(2)) = (f(2), f2(2) — 2) = (f(2), f(f(2)))
liegt stets wieder auf der Kurve. Und diese Abbildung ® erzeugt gemé&f
(0, Tni1) = (Ts1, Tut)
die betrachtete Rekursion. Die Abbildung ® ist trivialerweise bijektiv,
O (u,v) = (u —v,u) (u,v € R), (33)

und da die Funktionaldeterminante von ® konstant gleich 1 ist, ist ® nach der
Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale flichentreu. Man kann sich ® geo-
metrisch leicht veranschaulichen als Hintereinanderausfithrung einer , paraboli-
schen Verbiegung“ der Parallelen zur y-Achse und einer Drehung um 7/2 im
Uhrzeigersinn.

\y‘
Bild 10: Biegen und Drehen
Punkte der Kurve {(z, f(z))|z > 0} werden durch ® auf der Kurve néher heran-

geriickt an den Punkt (2,2), der Fixpunkt von @ ist, und es gilt

D" (z, f(z)) = (2,2) (n — o0).

24



Die Eindeutigkeitsaussage von Satz 4 besagt nun in dieser Terminologie, daf im
Falle lim,,_,o ®"(a,b) = (2,2) stets ®"(a,b) fiir alle geniigend grofien n auf der
Kurve {(z, f(z))|z > 0} liegen mufl. Anders gesagt:

lim #"(a.0) = (2.2) = (ab)e | o({(@ f@)|r>0}).  (39)

neNg

Damit ist die Gesamtheit der Startwerte xq = a, x; = b charakterisiert, fiir welche
die Rekursion @,,9 = 22 41 — Zn gegen 2 konvergiert: Diese Punktepaare (20, 21)
bilden die glatte Kurve

M= U o "({(z. f(@))]z > 0}), (35)

neNg

zu der sich die Funktion f mithilfe der Transformation ® vervollstdndigen 148t!
Die Geometrie von M wird sich als &uBerst komplex erweisen; sie ist exemplarisch
fiir die bei nichtlinearen Abbildungen mégliche verwickelte Dynamik.

Zunéchst das Bild eines Anfangsstiicks von M:

Bild 11: {(z, f())]2 <2 <3} UP3({(z, f(x))] — f(0) <z < 2})

Man ahnt auf Anhieb, was passiert: Die nach links ausholenden Schlaufen kom-
men in den Einflulbereich der in der Ndhe des Nullpunkts tiberwiegenden Dreh-
wirkung von &', wickeln sich also unendlich oft um (0,0) herum, wihrend die
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nach rechts ausholenden Schlaufen immer weiter nach unendlich ausgreifen und
sich an die Funktionskurve von f herandréngen. Wir betrachten noch einige wei-
tere Bilder:

"& 10 15 20
-1

Bild 12: {(z, f(x))[2 <z <3} U@~ ({(x, f(x))| - f(0) <z <2})

Bild 13: @~*({(x, f(2))| =1 <z < 2}) N{(z,y)| — 1.4 < = < 2.5}
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Bild 14: Die Gesamtstruktur von M

Bild 14 wurde nicht durch explizite Berechnung von M, sondern (wie die Bilder
5 bis 8) punktweise erzeugt, indem fiir ein hinreichend feines Raster von Start-
werten (zg,2) anhand der Beziehung (30) das Konvergenzverhalten mit hoher
Rechentiefe getestet wurde. Verstéindlich wird die Struktur dieses Bildes jedoch
erst durch den Zusammenhang mit der ®-invarianten Mannigfaltigkeit M, dem
geometrischen Ort aller Startwerte, fiir welche Konvergenz der Rekursion gegen
2 stattfindet.

Die genauere Struktur von M, weitere fiir das Verstdndnis der Dynamik der
Abbildung @ (bei der es sich um eine flichentreue Hénon- oder auch Cremona-
Abbildung handelt; siehe z.B. [2]) und damit der Rekursion entscheidende inva-
riante Mannigfaltigkeiten sowie gewisse Verallgemeinerungen der bisher betrach-
teten Rekursionsvorschrift, ferner Beziige zur allgemeinen Theorie nichtlinearer
dynamischer Systeme werden in einem zweiten Teil dieser Arbeit [4] behandelt,
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Rechnungen und Visualisierungen mit Hilfe des Mathematik-Systems Maple in
[5]. Fiir einen ersten Einstieg in die nichtlineare Dynamik seien die Kapitel 13
und 14 von [1] sowie das exzellente Buch [2] empfohlen.

Einer Reihe von Kollegen, Freunden und Mitarbeitern danke ich herzlich fir die
mir gewdhrte technische Unterstiitzung, fir anregende Gesprdche und fir das
Korrekturlesen von Teilen des Manuskripts; zu nennen sind insbesondere Hein-
rich Bock, Ulrich Detert, Tamara Knodler, Hans-Giinter Meier, Manfred Sauren
und Rainer von Seggern.
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