KAPITEL 2

Monoide

1. Verkniipfungen

DEFINITION. Unter einer Verkniipfung auf einer nichtleeren Menge M wversteht man eine Abbildung
p:MxM— M, (ab)— ¢(a,b),

d.h. zwei Elementen a und b der Menge M wird ein Element (a,b) € M zugeordnet. Will man andeuten,
dass man M mit der Verkniipfung ¢ betrachtet, schreibt man auch (M, p).

Beispiele:
(1) Die Addition von zwei natiirlichen Zahlen ist eine Verkniipfung auf der Menge der natiirlichen
Zahlen:
NxN—=N, (a,b)—a+b.
(Zur Erinnerung: N ={1,2,3,...} und Ny = {0,1,2,3,...} = {0} UN.)
(2) Die Multiplikation zweier natiirlicher Zahlen definiert eine Verkniipfung auf N:

NxN—=N, (a,b)—a-b.
(3) Das Potenzieren zweier natiirlicher Zahlen liefert eine Verkniipfung auf N:
NxN=N, (ab)—a

(4) Die Subtraktion definiert keine Verkniipfung auf N, da die Differenz zweier natiirlicher Zahlen
nicht in jedem Fall eine natiirliche Zahl liefert.
(5) Die Subtraktion definiert aber eine Verkniipfung auf Z, der Menge der ganzen Zahlen:

ZXZ—1Z, (a,b)ra—bh.
(Wir schreiben dann auch (Z,—).)

Bemerkungen:

(1) Wir werden eine allgemeine Verkniipfung auf einer Menge M oft in der Form a b (statt ¢(a, b))
schreiben. (M, *) ist dann die Menge mit der Verkniipfung .

(2) Damit * eine Verkniipfung auf M definiert, muss a * b fiir alle a,b € M definiert sein und
a*be M gelten. M muss also ,,abgeschlossen® unter der Verkniipfung sein.

(3) Oft ist fiir eine Verkniipfung die multiplikative Schreibweise als Produkt sinnvoll, also a - b
oder einfach nur ab.

(4) In vielen Situationen ist auch eine additive Schreibweise angebracht, also a + b.

(5) Ist % eine Verkniipfung auf einer endlichen Menge M = {a1,as,as,...,a,}, so beschreibt man
die Verkniipfung manchmal durch eine Verkniipfungstabelle:

* H al as ‘ as “ Qp,

ay ap *ay; | ap *xaz | ap xas | ... ay * Qp
a9 a9 * a1 a9 * a9 as xag | ... a9 * Qp
as as *ay; | azg *az | az xas | ... as * Qp,
Ap Ap * A1 | Ap * Q2 | Ap kA3 | ... | Qp * Qp
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Manche Eigenschaften einer Verkniipfung kann man auch gut an der Verkniipfungstabelle able-
sen.

Beispiel: Multipliziert man die ganzen Zahlen 4+1 mit +1, so erh&lt man wieder £1, d.h. die Menge
{1,—1} C Z ist abgeschlossen unter Multiplikation. Daher definiert die Multiplikation eine Verkniipfung
auf der Menge {1, —1}, was auch durch ({1, —1},+) beschrieben wird. Hier ist eine Verkniipfungstabelle:

. 1 |-1
1 1| -1
1] -1 1

Verkniipfungen haben oft bestimmte Eigenschaften, fiir die es eigene Bezeichnungen gibt:

DEFINITION. Sei M eine Menge mit einer Verkniipfung x : M x M — M, (a,b) — a x b, kurz (M, *).

(1) Die Verkniipfung heifit assoziativ, wenn gilt
ax (bxc) = (axb)xc fir allea,b,ce M,

d.h. wenn das ,Assoziativgesetz® gilt.
(2) Die Verkniipfung heifit kommutativ, wenn gilt

a*xb=">bxa fir alle a,b € M,

d.h. wenn das ,Kommutativgesetz® gilt.
(3) Fin Element e € M heifit neutrales Element (oder Einselement) der Verkniipfung, wenn
gilt

axe=exa=a fir allea € M.

Beispiele:

(1) Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen sind assoziative und kommutative Verkniipfun-
gen. (Um anzudeuten, mit welcher Verkniipfung wir N betrachten, schreiben wir (N, +) bzw
(2) Potenzieren natiirlicher Zahlen ist weder assoziativ noch kommutativ, was folgende Beispiele
zeigen:

(2%)° = 64, aber 2(2°) =256 und  2° #32.
(3) Wir betrachten (Z, —), also Z mit der Subtraktion als Verkniipfung. Wiirde das Assoziativgesetz
gelten, so hiitte man a — (b —¢) = (a — b) — ¢ fiir alle a,b, ¢ € Z, was aber fiir ¢ # 0 falsch ist.
Ebenso gilt das Kommutativgesetz nicht, denn die Gleichung @ — b = b — a gilt nur dann, wenn
a =D ist.
(4) Die Multiplikation natiirlicher Zahlen besitzt als neutrales Element die 1, denn es gilt m -1 =
1-m =m fir alle m € N.
(5) Fiir die Addition natiirlicher Zahlen existiert kein neutrales Element, denn es gibt keine natiirli-
che Zahl e mit e + 2 = 2. Dagegen ist die Addition eine Verkniipfung auf Ng = NU {0}, die 0
als neutrales Element besitzt.

LEMMA. Hat eine Verkniipfung * auf einer Menge M ein neutrales Element e, so ist dies das einzige
neutrale Element.

Beweis: Ist €/ ein neutrales Element, so gilt e = e x ¢/ = ¢’ * e wegen der Neutralitit von e’ und e =
ex e’ = e’ x e wegen der Neutralitit von e, woraus sofort e = ¢’ folgt. m

Bemerkung: Hat man eine Verkniipfungstabelle fiir (M, %), so kann man einige Eigenschaften der Ver-
kniipfung leicht ablesen:

e Die Verkniipfung ist kommutativ, wenn die Verkniipfungstabelle symmetrisch beziiglich der
Diagonalen ist: a; * a; = a; * a;.



1. VERKNUPFUNGEN 3

e ¢ ist ein neutrales Element, wenn die entsprechende Zeile und Spalte so aussieht:

sl el
*H(zl‘ag‘ag‘... ‘an a1 a1

an as
ellay |ag |az|... | an az j--- 143

Ap || .-+ | Qn

e Ich sehe nicht, wie man Aussagen iiber die Assoziativitit direkt an der Verkniipfungstabelle
ablesen konnte.

Beispiele: Wir betrachten eine 2-elementige Menge M = {a, b} und alle méglichen Verkniipfungen, d.h.
Abbildungen f : M x M — M. Man kann sich

f(a,a) € {a,b}, f(a,b) € {a,b}, f(b,a) e {a,b}, f(b,b)e€ {a,b}

beliebig vorgeben, sodass es insgesamt 2* = 16 Moglichkeiten gibt. Fiir jeden Fall haben wir untersucht,
ob die Verkniipfung assoziativ, kommutativ ist, und ob es ein neutrales Element gibt.

(1)

x|la|b assoziativ ja
allala kommutativ ja
bl ala neutrales Element | nein

xlalb assoziativ nein
allbl a kommutativ ja

neutrales Element | nein

o
=
=

x|l a|b assoziativ nein

allalb kommutativ nein

bllala neutrales Element | nein
(4)

x| alb assoziativ nein

alla kommutativ nein

bilb|a neutrales Element | nein

x| a|b assoziativ ja
allala kommutativ ja
bial|b neutrales Element | b

x|lal|b assoziativ nein
allb|b kommutativ nein
bila]|a neutrales Element | nein
(7)
x|alb assoziativ nein
al b kommutativ nein
b|bla neutrales Element | nein
(8)
x| alb assoziativ ja
allbla kommutativ ja
billal|b neutrales Element | b
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xlal|b assoziativ ja
alalb kommutativ ja
b|bla neutrales Element | a
(10)
*|la|b assoziativ ja
allal|b kommutativ nein
blla|b neutrales Element | nein
(11)
*lal|b assoziativ ja
alala kommutativ nein
bi{lb|b neutrales Element | nein
(12)
x|alb assoziativ nein
allbl|b kommutativ ja
bilb|a neutrales Element | nein
(13)
x|alb assoziativ nein
al[b[b kommutativ nein
b ‘ al|lb neutrales Element | nein
(14)
x|alb assoziativ nein
allb|a kommutativ nein
bi{b|b neutrales Element | nein
(15)
x| alb assoziativ ja
alalb kommutativ ja
bi|b|b neutrales Element | a
(16)
*lal|b assoziativ ja
allb|b kommutativ ja
bi{lb|b neutrales Element | nein

In der Vorlesung spielen assoziative Verkniipfungen, die ein neutrales Element besitzen, eine wichtige
Rolle. Sie haben einen eigenen Namen.

2. Monoide

DEFINITION. Eine Menge M zusammen mit einer Verkniipfung *, also (M, ) wird ein Monoid genannt,
wenn die Verkniipfung assoziativ ist und ein neutrales Element besitzt. (Wir haben bereits gesehen, dass
das neutrale Element dann eindeutig bestimmt ist.) Das Monoid wird kommutativ genannt, wenn die
Verkniipfung kommutativ ist.

Beispiele:
(1) (N,+) ist kein Monoid, da es kein neutrales Element beziiglich der Addition gibt. Dagegen ist
(Ng, +) ein (kommutatives) Monoid mit der 0 als neutralem Element.
(2) Ist K ein Korper - wie Q, R oder C, so ist (K, +) ein kommutatives Monoid beziiglich der Addi-
tion mit neutralem Element 0 und (K, -) ein kommutatives Monoid beziiglich der Multiplikation
mit neutralem Element 1.
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Bemerkung: Da die Verkniipfung * eines Monoids (M, ) assoziativ ist, d.h. es gilt
(axb)xc=ax*(bxc),
kann man auch die ,,Klammern weglassen“, d.h. man kann
axbxc
schreiben. Dies verallgemeinert sich dann auch auf n Elemente:

a1 *ag k- k% Qp.

Bemerkungen: Hiufig wird die Verkniipfung eines Monoids als Multiplikation oder Addition geschrie-
ben.

(1) Schreibt man die Verkniipfung eines Monoids als Multiplikation, so spricht man auch von einem
multiplikativ geschriebenen Monoid. Dann ist die Verkniipfung (a,b) — a - b oder einfach
(a,b) — ab. Das neutrale Element wird héufig e oder 1 geschrieben. Also:

a(bc) = (ab)e und ae=ea=abzw.a-1=1-a=a.

Die Verkniipfung von n Elementen schreibt man als Produkt
n
ai-ag----- a, oder H a;.
i=1

(2) Schreibt man die Verkniipfung als Addition, so sprechen wir auch von einem additiv geschrie-
benen Monoid. Die Verkniipfung ist (a,b) — a + b. Das neutrale Element wird meist als 0
beschrieben. Also:

a+(b+c)=(a+b)+¢c und a+0=04+a=a.

Die Verkniipfung von n Elementen schreibt man als Summe
n
ai+as+---+a, oder Zai.
i=1
Verwendet man eine additive Schreibweise, ist das Monoid meist kommutativ.

Oft ist das Assoziativgesetz automatisch erfiillt, wenn man es mit Abbildungen zu tun hat. Dies geht aus
dem Beweis des nachfolgenden Satzes hervor.

SATZ. Sei M eine nichtleere Menge und Abb(M, M) = {f : M — M} die Menge aller Abbildungen von
M in M. Die Hintereinanderausfihrung von Abbildungen, d.h.

Abb(M, M) x Abb(M, M) — Abb(M, M) (f,g) — fog mit (fog)(z)= f(g(x))

definiert dann eine assoziative Verkniipfung auf Abb(M, M) und hat als neutrales Element idys (mit
idpy(x) = x). Insbesondere ist dann (Abb(M, M), o) ein Monoid.

Beweis: Fiir alle x € M gilt
((feg)oh)(x) = (fog)(h(z))=f(g(h(z))),
(felgoh))(x) = [flgoh)(z)= f(g(h(z))),
also ((f 0g) o h)(@) = (f o (g o h))(x), und damit
(feg)oh=fol(goh).
Weiter folgt aus
(f oidar)(x) = fidn (2)) = f(z) = idy(f(2)) = (idas o f)(2)
sofort
foidy =idpyo f = f.
Dies war zu zeigen. &
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Beispiel: Wir betrachten das Monoid (Abb({0,1},{0,1}),0). Ein Element f € Abb({0,1},{0,1}) be-
schreiben wir durch eine Tabelle:
- ( 0 1 )
f0) fm))-

Die 4 Elemente von Abb({0,1},{0,1}) sind dann

f1=<8 (1)>7 f2=<8 D:id{o,u, f3=<(1) (1)), f4=<(1) 1)

Die zugehorige Verkniipfungstabelle ist

o [ filfol fs ] fa
Ll AlALALA
Lol filfo|fs]fa
sl falfs| fo| fn
Joll fa | fa| fal fa

Man sieht, dass fo das neutrale Element und das Monoid nicht kommutativ ist.

Beispiele aus der Linearen Algebra: Wir erinnern noch an Verkniipfungen, die in der Linearen
Algebra behandelt wurden. Dabei sei K ein Koérper (wie Q, R oder C).

(1) Vektoraddition (K™, +): Die Menge der Spaltenvektoren mit n Eintrigen
ai
K'={| " ):a1,...,an € K}
an,

wird mit der komponentenweisen Addition

a1 b1 ay + b1
=]
an b, a, + by,
0
zu einem kommutativen Monoid mit dem Nullvektor 0 = [ : | € K™ als neutralem Element.
0

(2) Matrizenaddition (Mat(m x n, K),+) oder (K™*" +): Matrizen gleicher Gestalt kann man
addieren, d.h. die Addition von Matrizen liefert eine Verkniipfung:

a] ... Qip b11r ... bin a1 +b11 ... a1n + b1
1 : = : :
Aml -  Qmn b1 .. bmn Am1 +0m1 .. Gmn + Omn

Die Matrizenaddition ist assoziativ und kommutativ, sie hat als neutrales Element die Nullma-
0o ... 0

trix 0. (Wir schreiben die m x n-Nullmatrix | : : | in der Regel einfach als 0.) Damit

0 ... 0
ist (Mat(m x n, K),+) ein kommutatives Monoid.

(3) Matrizenmultiplikation (M, (K),-) oder (K™*" .): Fiir Matrizen A und B ist das Matrizen-
produkt AB definiert, wenn die Spaltenzahl von A gleich der Zeilenzahl von B ist. Multipliziert
man also zwei n X n-Matrizen, so erhilt man wieder eine n x n-Matrix. Daher definiert die
Matrizenmultiplikation eine Verkniipfung auf der Menge der n x n-Matrizen M, (K):

n n
a1y ... Qip bin ... b Zj:l ajbji ... Z_j:l a1bjn

n n
[07%% I Ann bnl N bnn Zj:l anjbjl N Zj:l anjbjn
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Fiir 2 x 2-Matrizen sieht dies so aus:
ail; Q12 bi1 b2 _ a11b11 + a12b21  ai11b12 + a12bao
az1 G2/ \bar bao a21b11 + az2b21  az1b12 + agebaa )

Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ und hat als neutrales Element die Einheitsmatrix

1 0 ... 0
0o 1 ... 0
0O 0 ... 1

Die Matrizenmultiplikation ist im Fall n > 2 nicht kommutativ. Also ist M,,(K), ) ein Monoid
mit neutralem Element 1,,.

Ist n € N, so ist der Rest der Division durch n immer ein Element aus {0,1,...,n — 1}, d.h.
amodn € {0,1,...,n — 1} fiir alle a € Z.

Dabher ist folgende Definition sinnvoll:

DEFINITION. Firn € N sei
Zn=1{0,1,...,n—1}.
(Zy + mod n) wird definiert durch die Verkniipfung
(a,b) = a+ mod n b := (a+b) mod n,
(Zny * mod n) durch die Verkniipfung
(a,b) = @+ mod n b := (ab) mod n.

Da sich + mod n und - mod n Micht schon schreiben ldsst, werden wir dafiir auch einfach + und - schreiben,
also (Zy,~+) und (Z,, ).

Beispiele: Fiir kleine n kann man (Z,,, + mod ») und (Z,, - mod ») noch gut durch Verkniipfungstabellen
beschreiben:

(Zla + mod 1) H 0 (Zh * mod 1) H 0
0 [0 0 o
(Za, 4 moa2) || 0| 1 (Za, moa2) [| 0] 1
01 0 0|0
1 110 1 011
(Z3,+ moas) |01 ]2 (Z3, - moas) | 0] 1]2
0 0]1]2 0 0[0]0
1 11210 1 0]1]2
2 21011 2 0121
(Z47+m0d 4) H 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 (Z4,'mod 4) H O ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
0 0(1]2|3 0 0[{0]0|0
1 1121310 1 0]1]2]|3
2 21301 2 0[2]|0]|2
3 31012 3 01321
(Zs,+moas) [0 ]1]2]3]4 (Zs, moas) |0 ]1]2]3]4
0 0(1]2]|3|4 0 0j{0j0]|0|0
1 112131410 1 011234
2 2134|101 2 02413
3 3141012 3 013[1]4)|2
4 410111213 4 043|121
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(Z6,+ moas) |01 ]2[3]4]5 (Z6,  moas) |[0]1]2]3]4]5

0 0[1[2]3[4]5 0 o[ofofJolo0T[o0

1 1231450 1 012345

2 234501 2 0|2[4(0[24

3 3/4(5[0[1]2 3 BEIREIRE

4 4(5]0[1[2(3 4 Ol4[2]0[4(2

5 501234 5 054321
(Zz,+moar) [[0]1]2]3]4]5]6 (Z7, mod7) [O|1|2]3][4]5]6
0 0[1[2[3[4[5]6 0 olofo[ofofo0]0O
1 1[2[314[5]6]0 1 0[1[2]3[4[5][6
2 2(3[4[5[6|0]1 2 0l2l4]6[1[3]5
3 3[4[5][6[0[1]2 3 0[3[6]2[5[1]4
4 4560123 4 0l4[1][5[2]6]3
5 5(6/0[1(2]3[4 5 0[5[3][1[6[4]2
6 6012345 6 0l6[5]4[3[2]1
(Zs, + moas) [ 0[1]2]3]4][5]6]7 (Zs, mods) [0|1|2]3]4]|5]|6]7
0 0[1[2[3T4[5]6][7 0 olofo[ofofo]o0]oO
1 1[2[3]4[5[6]7]0 1 0|1[2]3[4a[5]6]|7
2 2(34]5[6]7[0](1 2 ol2(4]6(0[2]4](6
3 3[4[5]6[7]0][1]2 3 0[3[6]1[4[7[2]5
4 45670123 4 0Ol4(0[4(0[40]4
5 506(7]0[1]2[3]4 5 O|5[2]7[4(1]6][3
6 67012345 6 0/6|4[2]0[6]4]2
7 701234 [5]6 7 0(7[6]5[4(3]2](1

LEMMA. Firn €N gilt:

(1) (Zn, + mod n) ist ein kommutatives Monoid mit neutralem Element 0.
(2) (Zn, " mod n) ist ein kommutatives Monoid mit neutralem Element 1.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Assoziativitit der Addition. Seien a, b, ¢ € Z,,.

e Seia+ modnb=dund d+ o4 n ¢ =e. Dann ist
(a4 modnd) + modn ¢ =d~+ modn c=e.

Sei b+ modn ¢c= fund a+ mean f = g. Dann ist
@+ modn (b+ modn €¢) =@+ modn f =9

Wir miissen zeigen, dass e = g gilt.
e Esist d = (a+ b) mod n, also gibt es ein h € Z mit a + b = hn + d. Es ist e = (d + ¢) mod n,
also gibt es ein ¢ € Z mit d 4+ ¢ = in + e. Insgesamt ist

e=d+c—in=(a+b—hn)+c—in=a+b+c— (h+i)n.

e Esist f = (b+ ¢) mod n, also gibt es ein j € Z mit b+ ¢ = jn+ f. Es ist g = (a 4+ f) mod n,
also gibt es ein k € Z mit a + f = kn + g. Daraus folgt

g=a+f—kn=a+(b+c—jn)—kn=a+b+c—(j+k)n.
e Wir fassen zusammen:
a+b+c=(h+i)n+e und a+b+c=(+kn+g.
Wegen e, g € Z,, also 0 < e, g < n und der Eindeutigkeit der Division mit Rest folgt nun
e=g=(a+b+c)modn.

Dies beweist die Assoziativitit der Addition.
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Der vorangegangene Beweis ist mathematisch sicher nicht sehr elegant, er zeigt aber, wie man die Asso-
ziativitdt systematisch angehen kann. Die Assoziativitit der Multiplikation sieht man ganz genauso. Da
die Aussagen iiber die neutralen Elemente klar sind, ist alles bewiesen. B

3. Untermonoide

Sei (M, %) ein Monoid und U C M eine (nichtleere) Teilmenge von M.
e Ist U abgeschlossen unter der Verkniipfung *, d.h. gilt

a,belU = axbel,

so definiert % auch eine Verkniipfung auf U. Das hat einfache Konsequenzen:

e Da in M das Assoziativgesetz gilt, gilt es natiirlich auch in U. (Dies ist ein grofler Vorteil.)

e Gilt fiir (M, *) das Kommutativgesetz, so auch automatisch fiir (U, x).

e Ist e € M das neutrale Element von (M, *) und gilt e € U, so besitzt auch (U, %) das neutrale
Element e. Dann ist also (U, %) selbst ein Monoid. Man nennt U dann ein Untermonoid von
M.

Wir formulieren das Ergebnis als Lemma.

LEMMA. Sei (M,x*) ein Monoid und U C M eine Teilmenge mit folgenden Figenschaften:

e Fira,beU giltaxbeU.
e Das neutrale Element e von M liegt auch in U, d.h. e € U.

Dann ist auch (U, *) ein Monoid (mit neutralem Element e).

Beispiele:
(1) (Np,+) ist ein Untermonoid von (Z, +).
(2) (N,-) und (N, -) sind Untermonoide von (Z,-).
(3) Achtung: (Z,, + mod ») ist kein Untermonoid von (Z, +) und (Zy, - mod ) ist kein Untermonoid
von (Z,-), da sich die Verkniipfungen stark unterscheiden.

4. Invertierbare Elemente

DEFINITION. Sei (M, *) ein Monoid mit neutralem Element e. Ein Element a € M heif$t invertierbar,
wenn es ein Element b € M gibt mit
ab="ba =e.

b heifit dann ein zu o inverses Element. (Natiirlich ist dann auch a ein zu b inverses Element.)

Beispiel: Das Monoid (Q,-) hat 1 als neutrales Element. Alle Elemente # 0 sind invertierbar: Fiir
b,

a,beZ\ {0} gilt ¢ -2 =2.9—1 alsoist 2 invers zu 4.

5 =

LEMMA. Ist (M, x) ein Monoid mit neutralem Element e und ist a € M invertierbar, so gibt es genau
ein zu a inverses Element.
Beweis: Sind b,c € M zu a invers, so gilt

ab=ba=e und ac=ca=e.

Es folgt
b =be =b(ac) = (ba)c = ec = ¢,

was die Behauptung beweist. B

Bemerkungen:
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(1) Sei (M,-) ein multiplikativ geschriebenes Monoid mit neutralem Element e. Ist a € M inver-
tierbar, so schreibt man meist ¢~ ! fiir das zu @ inverse Element. Es gilt also
a-al=a1la=e

1

Da a das zu a7 inverse Element ist, gilt

(a_1)71 =a.

(2) Sei (M,+) ein additiv geschriebenes Monoid mit neutralem Element 0. Ist a invertierbar, so
schreibt man meist —a fiir das zu a inverse Element. Es gilt

a+ (—a)=(—a)+a=0.
Analog wie eben gilt

—(—a) =a.

Bemerkung: Der Begriff invertierbar ist schon aus der Linearen Algebra bekannt. Eine quadratische
Matrix A € M,,(K) ist invertierbar, wenn es eine Matrix B gibt mit AB = BA = 1,,. (Hier rechnet man
im Monoid (M,,(K),).)

Wir betrachten unsere Monoide (Zy,, + mod ) und (Zy, * mod n)-

Satz. Sein € N. In (Z,,+) ist jedes Element invertierbar. Es gilt

0, falls a =0,
n—a, falls0<a<n.

—a=(—a)modn = {

Beweis: Fiir a = 0 ist die Aussage klar. Fiir 0 < a < n gilt
a+ modn (n—a) =(a+ (n—a)) mod n =nmodn =0,

was die Behauptung beweist.

SaTz. Sein € N. Im Monoid (Zy,  mod n) ist ein Element a € Z, genau dann invertierbar, wenn
ggT(n,a) =1 gilt. Bestimmt man mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus x,y € Z mit xn+ya = 1,

s0 1st

a~! =y mod n.

Beweis:

e Sei a invertierbar in (Zy,, - mod n), d-h. es gibt ein b € Z,, mit (ab) mod n = 1. Dann gibt es ein
k € Z mit ab = kn + 1. Aus 1 = ab — kn folgt sofort ggT(n,a) = 1.

e Sei nun umgekehrt ggT(n,a) = 1. Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus findet man
x,y € Z mit xn + ya = 1. Sei z = y mod n. Dann gibt es ein | € Z mit y = In + z. Es folgt

(y mod n)a = za = (y — In)a = ya — lan = 1 — zn — lan,

und damit
(y mod n) - mod n @ = ((y mod n)a) mod n = 1.
Dies beweist die Behauptung. B

Beispiel: Wir betrachten im Monoid (Z7, -) das Element 5. Wegen ggT(7,5) = 1 ist 5 invertierbar. Wegen
3.7+ (-4) 5=1

gilt
51 =(—4) mod 7 = 3.

LEMMA. Ist M eine nichtleere Menge, so ist f € Abb(M, M) genau dann invertierbar (beziiglich der
Komposition o), wenn f bijektiv ist. Invers zu f ist f=1.

Beweis:
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o Ist f: M — M bijektiv, ist f~1: M — M die inverse Funktion, so gilt bekanntlich
fhof=Ffof T =idy.

f ist also invertierbar im Monoid (Abb(M, M), o) und f~! das Inverse von f.
e Ist f € Abb(M, M) invertierbar, so gibt es eine Funktion ¢g : M — M mit

gof=idy und fog=idpy.

Mit Standardargumenten folgt aus g o f = idy; die Injektivitdt von f, aus f o g = idy die
Surjektivitit von f. Also ist f bijektiv; die Umkehrabbildung f~1 erfiillt natiirlich

foffl =idy und fﬁlof:idM.
Dies beweist die Behauptung. &

LEMMA. Sei (M, «) ein Monoid mit neutralem Element e. Ist a € M und gibt es Elemente b,c € M mit
ba=e und ac=e,

so gilt b= ¢, a ist invertierbar und
al=b=c

Beweis: Es ist
b = be = b(ac) = (ba)c = ec = ¢,

sodass ba = ab = e gilt. Also ist a invertierbar, woraus der Rest folgt. m

Bemerkung: Die Bedingung ba = e des vorangegangenen Lemmas alleine garantiert nicht die In-
vertierbarkeit von a. (In den Hausaufgaben findet man ein einfaches Gegenbeispiel mit dem Monoid
(Abb(N,N),5).)

Bemerkung: Kennt man fiir das Monoid (M, *) eine Verkniipfungstabelle, so ist a € M genau dann
invertierbar, wenn in der zu a gehorigen Zeile und in der zu a gehorigen Spalte das neutrale Element e
vorkommt,.

SATZ. Sei (M, x) ein Monoid mit neutralem Element e.
(1) Sind a,b € M invertierbar, so ist auch ab invertierbar, und es gilt
(ab)"t=b"tat.
(2) Ist a invertierbar, so auch a=!, und es gilt
(aHt=a.
(3) Die durch
M* ={a € M : a ist invertierbar}

definierte Teilmenge von M ist ein Untermonoid von M, in dem jedes Element invertierbar ist.
Auflerdem gilt: a € M => a~* € M.

Beweis:

(1) Dies folgt sofort aus
b latab=e und abb la"l=e.

(2) Dies haben wir bereits zuvor bemerkt.
(3) Nach (1) ist M* unter der Verkniipfung abgeschlossen. Da trivialerweie e € M* gilt, ist M* ein
Untermonoid. Die letzte Eigenschaft folgt aus (2). m

Bemerkung: M* ist ein Monoid, in dem jedes Element invertierbar ist. Solche Monoide heiflen Gruppen
und werden im néchsten Kapitel behandelt.
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5. Potenzieren - Multiplizieren

Potenzieren: Ist (M, x) ein Monoid, so kann man fiir n € N die Potenz

a®=axax---*xa
———

n Faktoren
bilden, da es auf die Klammersetzung nicht ankommt. Es gelten dann die iiblichen Rechenregeln fiir
m,n € N
m n m—+n

amxa" =a und  (a™)" =a™".

Kurze Begriindung:

a"xa" = (axax---xa)x(axa*x---*xa)=a*xa*---xa=a"""
m Faktoren n Faktoren m-+n Faktoren
und
(@) = amxa"x--xad" =

n Faktoren

= (axa*x---xa)*x(a*xax---ka)x---*x(a*xax---*ka)=
~——

m Faktoren m Faktoren m Faktoren

n Faktoren

= axax*x---%xa=am".
| R —

mn Faktoren

Ist e das neutrale Element von (M, ), definiert man
a’=e

)

so bleiben obige Rechenregeln auch fiir m,n € Ny giiltig.

Hat man es mit einem additiv geschriebenen Monoid (M, +) zu tun, so schreibt man fiir n € N und
a€eM
n-a=a+a-+---+a.
—_——
n Summanden

Die obigen Rechenregeln schreiben sich dann in der Form
m-a+n-a=(m+n)-a und n-(m-a)=(mn)-a.
Ist 0 das neutrale Element von (M, +), so definiert man
0-a=0.
(Die 0 taucht hier in verschiedenen Bedeutungen auf: Links ist 0 € Ny, rechts 0 € M.)

Das folgende Lemma gibt ein wichtiges Beispiel.

LEMMA. Fir n € N betrachten wir das additiv geschriebene Monoid (Zyn,+ mod n). Fir a € Z, und
m € Ng gult
m-a = (ma) mod n.

Beweis: Wir beweisen dies durch Induktion nach m. Die Félle m = 0 und m = 1 folgen aus den Defini-
tionen:
0-a=0, 1-a=a.
Sei nun m > 1 und die Aussage bereits fiir m bewiesen, d.h.
m-a = (ma) mod n.
Schreiben wir 7 = (am) mod n, so ist am = gn + r mit ¢ € Z. Dann gilt
(m+1)-a=(m-a)+ modn @ =7+ modn a@= (r+a) mod n.
Nun ist

r+a=am—gqn+a=m(a+1)—gn, also (r+a)modn = (m(a+1))modn,
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und damit
(m+1)-a=(m(a+1)) modn,

was zu zeigen war. l

6. Potenzieren von invertierbaren Elementen

Potenzieren fiir invertierbare Elemente: Sei (M, %) ein Monoid mit neutralem Element e. Wir n € N
und a € M hatten wir definiert

a"=axax---xa und a°=e.
—_——

n Faktoren
Ist a invertierbar, so definieren wir fiir n € N

a"i=(a =g xa Tk xat,

n Faktoren

(Dies erweitert die Schreibweise a~! auf a=".)
Ist (M, +) ein additiv geschriebenes Monoid mit neutralem Element 0, so hatten wir fiir n € N definiert

n-a=a4+a+---+a und 0-a=0.
—_— —————
n Summanden

Ist a invertierbar, so definieren wir fiir n € N
(~n)-a=n-(~a) = (~a) + (~a) + -+ (~a).

n Summanden

Die Rechenregeln fiir das Potenzieren verallgemeinern sich nun wie folgt:

LEMMA. Ist (M,-) ein (multiplikativ geschriebenes) Monoid mit neutralem Element e und a € M inver-
tierbar, so gilt fir alle m,n € Z

am™-a" =a™"  und  (a™)" =a™".

Insbesondere ist auch a™ invertierbar; invers dazu ist a= ™.
Ist (M,+) ein (additiv geschriebenes) Monoid mit neutralem Element 0 und a € M invertierbar, so gilt
fiir alle m,n € Z

m-a+n-a=(m+n)-a und mn-(m-a)=(mn)-a.

Da mir im Augenblick nur ein Beweis mit einer Reihe von Fallunterscheidungen einfillt, fiihre ich diesen
hier nicht aus.

7. Schnelles Potenzieren - Eine square-and-multiply-Methode

Sei (M, %) ein Monoid und n € N. Will man a™ berechnen, braucht man mittels der Definition

a"=axa*xa*x---xq
—_—

n Faktoren
n — 1 Multiplikationen, also beispielsweise fiir n = 10 neun Multiplikationen:

a'® = ((((((a * a) * a) x a) xa) *a) *a) *a) *a) *a.

Dies geht mit folgender Idee auch schneller. In der Rechnung ergeben sich zwischendurch Ausdriicke der
Form b * ¢™, die wie folgt behandelt werden:
e Ist n gerade, so gilt
bsc =bx ()%,
Wir miissen fiir den néchsten Schritt ¢ quadrieren.
e Ist n ungerade, so gilt
bxc™ = (bxc)xc" L

Wir miissen fiir den néichsten Schritt das Produkt b * ¢ berechnen.
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Am Ende haben wir wieder einen Ausdruck b * ", allerdings nun mit kleinerem Exponenten.
Bevor wir das Vorgehen algorithmisch beschreiben, starten wir mit Beispielen:

Beispiele:
(1) In (Z,-) wollen wir 333 berechnen:
33 = 3.3%2=3.3)%=3.90=3.(9)"=3.812=3.(81%)" =3.6561" =
= 3-(6561%)? = 3-43046721% = 3 - 1853020188851841 = 5559060566555523
(2) Wir wollen in (Zo, -) die Potenz 4%° berechnen:

420 = (40 =610= (6% =6°=6-6"=6-(6)>=6-6>=6-6=6.

Wir schreiben die Vorgehensweise nun als mathematischen Satz auf:

SATZ. Gegeben sei ein Monoid (M,*) mit neutralem FElement e, ein Element a € M und eine Zahl
n € Ng. Rekursiv werden Gréfien b;,c; € M und n; € Ny wie folgt definiert:
Man beginnt mat

bp=e, co=a, mng=n.
Seien nun b;, c;,n; bereits definiert. Man unterscheidet drei Fille:

o [stn; =0, so bricht man ab. Es gilt dann

e [stn; >0 und n; mod 2 =0, so definiert man
bis1 =bi, Ciy1=¢l, Mg = [&J .

e [stn; >0 und n; mod 2 =1, so definiert man
bit1 =b;*xciy, ciy1=c¢i, mNip1 =mn; — L.

Mit Hilfe der Folgen b;,c;,n; wurde a™ berechnet.

Beweis: Wir zeigen, dass fiir alle definierten Indizes i die Beziehung

by x ¢t =a"

gilt. Fiir ¢ = 0 stimmt dies nach Definition von by, cp, ng. Die Beziehung gelte nun fiir 4, d.h.

by x ¢t =a™.

e Ist n; =0, so gilt
a" = biv
wie behauptet.
e Ist n; > 0 und n; mod 2 = 0, so gilt
biy1 *Cii = by * ()7 = b, * ct =a".
e Ist n; > 0 und n; mod 2 = 1, so gilt

i1

—1
bip1x e = (bi*ci)x ¢

3

=b;xc]" =a".

Damit folgt die Behauptung durch Induktion. m

Das im Satz dargestellte Verfahren lisst sich auch gut in Tabellenform beschreiben. In den folgenden
Beispielen haben wir auch noch die Bindrdarstellung von n; angegeben.

Beispiele:
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(1) Wir berechnen nochmals 33 in (Z,-):

Es ist

333 = 5559060566555523.

(2) Wir berechnen nochmals 4%° in (Z;, -):

Es ist

z‘b,‘cl‘n, ‘mbinér
0| 114120 (10100)
111|610 (1010),
2111615 |(101)
3166 4 |(100)
416 |6 | 2 |(10)
506 |6]| 1] (1)
6(61]6]| 0 |(0)e

20 =6 in ZlO-

(3) Wir berechnen 1317 in (Z1g, -):

Es ist

2‘ b; ‘ C; ‘m ‘nibinéir
0] 1 |13]17](10001),
1113|1316 | (10000)2
2 (13|17 | 8 | (1000)
3113] 4 | 4 |(100),
411316 | 2 | (10)2
501319 1| (1)s
6131910 1(0)

1317 = 3 in Zqo.

i b; ‘ C; n; ‘ n; binér
0 1 3 33 | (100001)s
1 3 3 32 | (100000)s
2 3 9 16 | (10000)2

3 3 81 8 | (1000)2

4 3 6561 4 | (100)s

5 3 43046721 2 1 (10)

6 3 1853020188851841 | 1 | (1)

7 | 5559060566555523 | 1853020188851841 | 0 | (0)2

15
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(4) Wir berechnen 79123456789 in (Z0;,-):

i [ b; [ c; [ ng [ n; bindr
0 | 1 | 79 | 123456789 | (111010110111100110100010101)5
T [ 79 | 79 | 123456788 | (111010110111100110100010100)5
2 | 79 | 80 | 61728394 | (11101011011110011010001010)2
3 | 79 | 37 | 30864197 | (1110101101111001101000101)%
2 | 95 | 37 | 30864196 | (1110101101111001101000100)5
5 | 95 | 56 | 15432098 | (111010110111100110100010)2
6 95 5 7716049 (11101011011110011010001)5
7 | 71 | 5 | 7716048 | (11101011011110011010000)2
S | 71 | 25 | 3858024 | (1110101101111001101000)2
9 71 19 1929012 (111010110111100110100)2
10 | 71 | 58 | 964506 | (11101011011110011010)3
11 | 71 | 31 | 482253 | (1110101101111001101)5
12 80 31 482252 (1110101101111001100)2
13 80 52 241126 (111010110111100110)9
T4 | 80 | 78 | 120563 | (11101011011110011)2
15 | 79 | 78 120562 | (11101011011110010)5
16 79 24 60281 (1110101101111001)9
17 | 78 | 24 60280 (1110101101111000)5
18 | 78 | 71 30140 (111010110111100)5
19 | 78 | 92 15070 (11101011011110)5
20 78 81 7535 (1110101101111)5
21 | 56 | 81 7534 (1110101101110)5
22 | 56 | 97 3767 (111010110111)2
23 | 79 | 97 3766 (111010110110)2
24 | 79 | 16 1853 (11101011011)3
25 | 52 | 16 1882 (11101011010)5
26 | 52 | 54 941 (1110101101)5
27 81 54 940 (1110101100)2
28 | 81 | 88 270 (111010110)5
29 | 81 | 68 235 (11101011)5
30 | 54 | 68 234 (11101010)5
31 | 54 | 79 117 (1110101)5
32 | 24 | 79 116 (1110100)5
33 | 24 | 80 58 (111010)5
34 | 24 | 37 29 (11101)2
35 | 80 | 37 28 (11100)2
36 | 80 | 56 14 (1110)
37 | 80 | 5 7 (111)2
38 | 97 | 5 6 (110)2
30 | 97 | 25 3 (11)2
0 | 1 | 25 2 (10)5
41 | 1 | 19 1 (@D
12 [ 19 | 19 0 0)2
Dabher ist
791234567890 =19 in Z101-
1 100
(5) Im Monoid (M2(Q),-) (mit dem neutralem Element 1) berechnen wir 11 :
7 [ b; [ c; [ n; [ n; bindr
0 1, <‘1) 1) 100 | (1100100)
1 1, (1 ;) 50 | (110010,
2 15 <§ g) 25 | (11001)9
2 3 2 3
3 < 3 5 ) ( 3 s > 24 | (11000),
2 3 13 21
4 ( 3 s ) < 21 a4 ) 12 | (1100)2
2 3 610 987
5 ( 3 5 > ( 987 1597 ) 6 | (110)2
2 3 1316269 2178309 ;
6 ( 3 5 ( 2178309 3524578 ) 3 | ()2
, 9227465 14930352) 1346269 2178309 2 | (10)2
14930352 24157817 2178309 3524578
s ( 9227465 14930352 ( 6557470319842  10610209857723 ) 1 )
14930352 24157817 10610209857723  17167680177565 2
5 ( 218922995834555169026  354224848179261015075 ) ( 6557470319842 10610209857723 ) o | @2
354224848179261915075  573147844013817084101 10610209857723  17167680177565

Es ist also

0 1 100

11

218922995834555169026 354224848179261915075
354224848179261915075 573147844013817084101

Hier ist eine algorithmische Variante des vorangegangenen Satzes:
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Potenzieren mit der square-and-multply-Methode:

Eingabe: Monoid (M, *) mit neutralem Element e, a € M, n € Ny
Ausgabe: a”

1: be c+a

2: while n > 0 do
if n mod 2 =0 then

3
4:
5:
6
7

c<—62,n<—LgJ

else

b—bxc,n+—n—1

end if
8: end while
9: return b

Bemerkungen:

(1)

(2)
3)

Die wesentlichen Elemente des vorangegangenen Algorithmus sind das Quadrieren (square) in
Zeile 4 und das Multiplizieren (multiply) in Zeile 6. Deswegen spricht man auch von einer
square-and-multiply-Methode.

Es gibt auch andere Varianten der square-and-multiply-Methode, auf die wir aber hier nicht
eingehen.

Schaut man sich die vorangegangenen Beispiele an, so entdeckt man, dass die Anzahl der Zeilen
der Tabellen genau die Summe aus der Anzahl der Binirstellen von n und aus der Anzahl der
Einsen in der Bindrdarstellung von n ist. Das kann man auch allgemein zeigen. Dies bewirkt,
dass das Verfahren gerade fiir grole Exponenten schnell ist.
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