KAPITEL 3

Lineare Differentialgleichungen der Ordnung > 2

Wir hatten im letzten Kapitel die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung
' = a(t)z + b(t)
betrachtet. Nun schauen wir uns lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung (mit n > 2) an:
2™ 4 a ()2 Y a1 (D)2 + an(t)z = ().

Dabei sind aq,...,a, und b auf einem Intervall I C R definierte und stetige Funktionen.

1. Die homogene lineare Differentialgleichung «” + p(t)z’ + q(t)x =0

Beispiele:
(1) Die Differentialgleichung z” — z = 0, also 2" = z hat offensichtlich die Losungen

p1(t)=¢e" und @u(t) =",

die auf ganz R definiert sind.
(2) Die Differentialgleichung =" + z = 0, also 2/ = —z hat offensichtlich die Lésungen

p1(t) = cos(t) und  po(t) = sin(¢),
die auf ganz R definiert sind.

SATZ. Sei I C R ein Intervall, seien p,q : I — R stetige Funktionen. Wir betrachten die auf ganz I
definierten Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung

o +p(t)a’ + q(t)z =0,
also die Menge
L={p:T—=R:o"({t)+pt) (t)+ q(t)p(t) =0 fir alle t € I}.
(1) Die Addition von Funktionen (p1 + o2 mit (o1 + p2)(t) = ¢1(¢) + p2(t)) und die Multiplikation

von Funktionen mit reellen Zahlen (Ap mit (Ap)(t) = Ap(t)) macht L zu einem R-Vektorraum.
(2) Ist ty € I, so ist (die Auswertungsabbildung)

co® oo (50)

eine injektive lineare Abbildung. Insbesondere gilt dimg £ < 2.

Beweis:

(1) Dies ist klar.
(2) Dass die Auswertungsabbildung linear ist, ist klar. Sei ¢ € L ein Element des Kerns, d.h.
(to) = ¢'(to) = 0. Wir miissen zeigen, dass ¢ identisch 0 ist. Wir definieren

o: 1 —Rmit o(t) = (t)? + ¢ (t)2
(a) Es gilt
o'(t) = 2p(t)¢'(t)+2¢'(t)¢" (t) =
= 20(0)¢'(t) +2¢'(¢) ( p(t q(t)¢(t)) =
(1= q(t) - 20(t)¢'(t) — 2p(t)s0 (1)
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2 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER ORDNUNG > 2

(b) Aus
0 < (p(t) + ¢'(1)* = @(t)* + 20(t) ¢ (t) + ¢ (1)
folgt
—20(t)¢'(t) < (t)* + ¢ (t)* = o (1),
0 < (@(t) = ¢'(1)* = @(t)* = 20(1)¢ (t) + ¢ (t)?
folgt

20(t)¢'(t) < o(t)* +¢'(1)* = a(t),
sodass wir insgesamt
20()¢" ()] < o(t)
erhalten.
(¢) Mit (a) und (b) kénnen wir weiter abschiitzen:

o’ (1)) (1+1a@®)]) - [20(t)¢ ()] + 2lp(t) ' (1) <

(L4 lg®)]) - o(t) +2lp(t)] - o (t) =

(L+2lp®)] + lg(®)]) - o (t).

(d) Sei [a,b] ein beliebiges kompaktes Intervall mit ¢y € [a,b] C I. Wegen der Stetigkeit von p
und ¢ gibt es eine Konstante K mit

L+ 2[p(t)] + |q(t)| < K fiir alle ¢ € [a, b].

[VARVAN

Mit dem Ergebnis aus (c¢) ergibt sich dann
lo’(t)] < K - o(t) fiir alle ¢ € [a, b].
Nun ist aber o(tp) = 0. Aus dem nachfolgenden Lemma folgt dann o(¢) = 0 fiir alle
t € [a,b], und damit
@(t) = 0 fiir alle ¢ € [a, b].
Da das Intervall [a,b] C I mit ty € [a,b] beliebig gewihlt werden kann, folgt
p(t) =0 fiir alle t € 1,

was wir beweisen wollten. Die beweist nun die Injektivitdt der Auswertungsabbildung £ —
RZ m

LEMMA. Sei I CR ein Intervall, tg € I und o : I — R differenzierbar. Es sei o(tg) =0 und es gebe eine
Zahl K € Rzo mat
lo’(t)| < K - o(t) fiir allet € 1.
Dann ist o identisch 0, d.h.
o(t) =0 fir allet € I.

Beweis:

(1) Aus |o'(t)| < K - o(t) folgt
ot)>0, ot)<K-o) und —o'(t)<K-o(t).

(2) Wir definieren 7 : I — R durch die Gleichung
o(t) = 7(t)eft.

Wegen o(t) > 0 gilt auch
7(t) 20,

) =

und natiirlich folgt aus o(tg) = 0 auch 7(to
7(t)ekt:

0. Wir differenzieren die Gleichung o(t) =
o' (t) =7 ()l +7(t) - K& = 7' ()R + K - o(t).
Aus o/(t) < K - o(t) folgt nun 7/(t)eXt <0, also
7'(t) <0.
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7(t) ist monoton fallend. Wegen 7(to) = 0 und 7(¢) > 0 folgt dann
7(t) = 0 fiir alle t € T mit t > ¢,
und damit auch
o(t) =0 fiir alle t € I mit ¢ > to.
(3) Wir definieren p : I — R durch die Gleichung

o(t) = p(t)e KL
Wegen o(t) > 0 und o(ty) = 0 gilt auch
p(t) >0und p(ty) =0.

Nun differenzieren wir die Gleichung o(t) = p(t)e £

o'(t) = pl (e = p(t) - Ke Kt = /()K" — Ko(t),
also
—o'(t) = —p'(t)e "' + Ko (t).
Nun folgt aus —o’(t) < Ko(t) sofort —p'(t)e= 5t <0, also
pt) =0

Daher ist p monoton steigend. Wegen p(t) > 0 und p(to) = 0 folgt dann

p(t) = 0 fiir alle ¢ € T mit ¢t < to,
und damit auch
o(t) =0 fiir alle t € T mit ¢ < tg.
(4) Aus (2) und (3) folgt sofort o(t) = 0 fiir alle ¢ € I, was gezeigt werden sollte. B

Bemerkungen:

(1) Wir werden im 5. Kapitel sehen, dass der Losungsraum £ der Differentialgleichung =" + p(t)z’ 4+
q(t)x = 0 die Dimension 2 hat. Eine Basis (1,2 des Losungsraums wird dann auch ein
Loésungsfundamentalsystem oder Fundamentalsystem genannt. Die allgemeine Lésung
der Differentialgleichung ist dann

¢ = c1p1 + o2 mit ¢1,¢2 € R,
der Losungsraum also
L= {61@1 + copo i Cc1,C2 € R}

(2) Ist tp aus dem Definitionsintervall I von p und g, sind zg, 21 € R, so nennt man die Suche nach

einer Losung mit
" +pt)’ +q(t)r =0, x(to) =z0, 2'(to) =21

ein Anfangswertproblem.

Bemerkung: Wir betrachten eine Differentialgleichung
2"+ p(t)a’ + a(t)z = 0

mit Losungsraum L, wo p, ¢ auf einem Intervall I definierte und stetige Funktionen sind. Wir wissen nach
dem Satz, dass fiir ty € I die Auswertungsabbildung

to)

L—-RY o #(to

7 (W(to)

injektiv (und linear) ist. Wie kann man testen, ob Losungen 1,92 € L linear unabhéngig sind? Die
Injektivitéit der Auswertung fiithrt zu folgendem Vorgehen:

<P1(to)> (<P2(to)

¢ (to) ) " \#a(to)

p1(to)  p2(to)
0

B(to) Ghlto)| 7

Die hier vorkommende Determinante wird Wronski-Determinante genannt:

©1, 2 sind linear unabhéngig <= ( ) sind linear unabhingig <=

—
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DEFINITION. Sind p1,92 : I — R auf einem Intervall I definierte und differenzierbare Funktionen, so
heifst
p1(to) ¢
W (1,92, t) =
(1@ )= |01 t0) ¢

die Wronski-Determinante von @1, @o.

Unsere vorangegangene Bemerkung formulieren wir als Folgerung aus dem Satz:

FOLGERUNG. Zwei Lisungen @1, p2 : I — R einer auf einem Intervall I definierten Differentialgleichung
" +p(t)x’ + q(t)z = 0 sind genau dann linear unabhdngig, bilden also ein Fundamentalsystem, wenn fir
einty €l gilt

W(S01, P2, tO) 7& 0.

Beispiele:
(1) Wir hatten fiir die auf ganz R definierte Differentialgleichung
2 —x=0

die Losungen
01,02 1 R — R mit ¢ (t) = e’ und @o(t) ="

gefunden. Wir bilden die Wronski-Determinante:

t ot

e
et —et

W(‘)Olagp?at) = =-2.

Die Losungen ¢1, 2 sind also linear unabhéngig, bilden also ein Losungsfundamentalsystem der
Differentialgleichung, d.h. die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist

o(t) = cre’ + coe™" mit ¢1,c0 € R.
(2) Fiir die auf ganz R definierte Differentialgleichung
2 +x=0
hatten wir die Losungen
©1,p2 : R = R mit 1(t) = cos(t) und ¢ (t) = sin(t)
gesehen. Wir bilden die Wronski-Determinante:
cos(t)  sin(¢)
—sin(t) cos(t)
Da die Wronski-Determinante von 0 verschieden ist, bilden ¢1, po ein Losungsfundamentalsy-
stem der Differentialgleichung, d.h. die allgemeine Losung ist

W1, p2,t) = = COS(t)2 + sin(t)2 =1.

p(t) = ¢1 cos(t) + cosin(t) mit ¢1,co € R.
Wir ziehen noch eine weitere Folgerung aus dem Satz:

FOLGERUNG. Seien p,q : I — R auf einem Intervall I definierte und stetige Funktionen. Seien 1, :
I = R zwei Losungen der Differentialgleichung ' + p(t)z’ 4+ q(t)x = 0. Fiir die Wronski-Determinante
W (1, p2,t) gibt es dann drei Miglichkeiten:

o W(p1,p2,t) =0 fir allet € 1.
o W(p1,p2,t) >0 fir allet € 1.
o W(p1,p2,t) <0 fir allet € 1.

Beweis: Da @1, p2 zweimal differenzierbar sind, sind insbesondere die Ableitungen ¢}, ¢ stetig. Damit
ist auch I — R, ¢ — W (p1, pa,t) stetig. Wir wihlen ein ¢y € I und unterscheiden zwei Fiille:

e Fall W (p1,p2,t) = 0: Dann sind 1, @2 linear unabhingig. Der Satz liefert dann
W(p1,p2,t) =0 fiir alle ¢ € I.
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e Fall W (p1,p2,tg) # 0: Dann sind @1, ps linear unabhingig. Mit dem Satz gilt dann
W (@1, p2,t) #0 fiir alle t € I.
Wegen der Stetigkeit von ¢t — W (p1, o, t) folgt dann aus dem Zwischenwertsatz, dass entweder
W(p1,p2,t) >0 fiir alle t € I

oder
W(p1,p2,t) <0 fiirallet € T

gilt.
(Das Ergebnis folgt auch direkt aus nachfolgendem Satz.) B

Die Wronski-Determinante erfiillt auch eine Differentialgleichung:

SATZ. Seien p,q: I — R auf einem Intervall I definierte und stetige Funktionen. Seien w1, : I — R
zwet Lisungen der Differentialgleichung ' +p(t)x’+q(t)x = 0. Fir die Wronski-Determinante W : I — R
mit W(t) = W (1, p2,t) gilt dann:

W'(t) = —p(t) - W(t) fiir allet € 1.

Ist P : I — R eine Stammfunktion von p, d.h. P'(t) = p(t) fir allet € I, so gibt es eine Konstante ¢ € R
mit
W (t) = ce PO fiir alle t € I.

Beweis: Da @1, @2 die Differentialgleichung erfiillen, gilt

i) 4+ p(t)pi(t) + q(t)gi(t) = 0 fiir i = 1,2.
Es ist
W(t) = 1(t)pa(t) — @) (t)pa(t),
und damit

W/(t) = @1(t)eh(t) +pi(t)eh (t) — @7 (H)p2(t) — @) (s (t) =
)

= 10)(— PP — ae2(D) — (= pOFA D) — a1 (1) ) ea(t) =

= 2O (w1 OP () — i (De2(D)) = ~p(t) - W(2).
Dies ist eine lineare Differentialgleichung fiir W (t), die wir 16sen konnen: Ist P(t) eine Stammfunktion
von p(t), d.h. P'(t) = p(t), so gibt es eine Konstante ¢ € R mit
W(t) =ce "W fiir alle t € I.
Dies wollten wir zeigen. &
Bemerkung: Anders als bei linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung ist fiir linearen Differentialglei-
chungen 2. (und hsherer) Ordnung kein allgemeines Verfahren bekannt um ein Lésungsfundamentalsystem
zu bestimmen. Das folgende Verfahren konstruiert eine weitere Lésung, wenn bereits eine Losung bekannt
ist.
d’Alembert-Reduktion: Wir betrachten eine homogene lineare Differentialgleichung
2 +pt)x’ + qt)z =0,

wo p und ¢ auf einem Intervall I definierte und stetige Funktionen sind. Wir nehmen an, wir kennen eine
Losung der ¢ der Differentialgleichung, d.h. es gilt

O"(t) +pt)p' (t) + q(t)p(t) = 0 fiir alle t € 1.

Wir nehmen auflerdem an, dass ¢(t) # 0 fiir alle ¢t € I gilt. Um eine zweite Losung des finden, machen
wir den Ansatz
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(Dies entspricht der ,,Variation der Konstanten® bei den linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung.)
Es ist

v=cp, ¥ =Cdptep, Y'=C"p+2d¢ +ep’.
Wann erfiillt ¢ die Differentialgleichung?
"+ p +qp =0 ("o+2d¢" +e”)+p(do+cp) +qep=0 <
o + (20" +pp)d + (¢ +po’ +qp)c=0 =
o'+ (pp+2¢0 ) =0 =

/
c"+(p+2£)c’ =0 <
14

/

d=—(p+ 2£)c'.
¥

11t

Die letzte Gleichung ist eine lineare homogene Differentialgleichung fiir ¢/, die man 16sen kann. Dann
muss man noch ¢’ integrieren. Wir fassen das Ergebnis zusammen:

Satz (d’Alembert-Reduktion). Sei I C R ein Intervall, seien p,q : I — R stetige Funktionen und
@ : I = R eine Losung der Differentialgleichung

2 +pt)r +qt)r =0
mit o(t) # 0 fir allet € 1. Lést ¢: I — R die Differentialgleichung

= (p(t) + 2‘?&?) ,

so st I — R mit

P(t) = c(t)p(t)
eine Losung der Differentialgleichung «” + p(t)x’ + q(¢)x = 0. Ist ¢/ (t) # 0 (fir eint € I), so bilden ¢
und ¥ ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass i) unter den angegebenen Bedingungen die Differentialgleichung
16st. Wir berechnen die Wronski-Determinante:

_ o) c(t)p(t) () 0 |_ .
W = |50 st o] = |06 cwon| =< OO

Ist also ¢/(t) # 0, so bilden ¢ und ¢ ein Losungsfundamentalsystem. B

Beispiel: Fiir A € R betrachten wir die auf ganz R definierte Differentialgleichung
" — 2\’ + N2z = 0.
Da fiir ¢ : R — R mit (t) = e gilt
oty =M, O(t) = M, (1) = A%eM,
folgt sofort
O (1) — 22" (1) + N2p(t) = N2eM — 21 - M £ A2 M =0,
d.h. ¢ 16st die Differentialgleichung. Um eine weitere Losung zu finden, setzen wir an % : R — R und
¢:R — R mit

1 16st die Differentialgleichung, wenn gilt

() = — <—2>\ + 2:”0'((;))) dt) = — (—QA + 2?3:) d(t) = 0.

Die Losung sind die Funktionen
c(t) = cot + ¢1 mit ¢g,c1 € R.
Wegen ¢ (t) = ¢g withlen wir ¢g = 1, ¢; = 0 und erhalten die Losung

P(t) = te,

A ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung bildet.

die dann zusammen mit p(t) = e
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2. Die homogene lineare Differentialgleichung =" + px’ + gx = 0 mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten jetzt die lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
p,q € R:

2" +px’ +qx =0.
Wir werden sehen, dass wir in diesem Fall schnell ein Losungsfundamentalsystem angeben kénnen.

Bemerkung: Ist I C R ein Intervall, so kann man eine Funktion ¢ : I — C in Real- und Imaginéarteil
zerlegen:

o(t) = 1(t) +ip2(t) mit p1,09 : I — R.
Es ist
¢1(t) =Re(p(t)) und  @o(t) = Im (o(t)).
@ ist genau dann in einem Punkt ¢ty € I differenzierbar, wenn Real- und Imaginérteil in ¢( differenzierbar
sind. Es gilt dann

¢'(t) = o1 (t) +igs(t).

LEMMA. Sei I C R ein Intervall, seien ai,...,a, : I — R stetige Funktionen. Wir betrachten die
homogene lineare Differentialgleichung

) +ay (t)x(n—l) N anfl(t)xl + an(t)x =0.

Dann gilt: ¢ : I — C ist genau dann Ldsung der Differentialgleichung, wenn Re(p) : I — R und
Im (¢) : I = R Léisungen der Differentialgleichung sind.

Beweis: Wir zerlegen

p(t) = 1(t) + ipa(t) mit o1 = Re () und ¢z =Im (p).
Es gilt fiir alle ¢ € I, wobei wir der Einfachkeit halber ag(t) = 1 setzen:

n

Zai(t)¢(n7i)(t) —0 e Zal ( (n—1) )Jrzsp(n z)( )) 0 e

= (i: ai(t)gog > (Z a;(t ) =0 <=

= Zai(typgn*i) (t)=0 und Zaz (n Z) = 0.
i=0

Daraus folgt sofort die Behauptung. B
Bemerkung: Fiir die lineare homogene Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
¥ =ax, acR
hatten wir die Losungen
o(t) = ce® mit c € R
gefunden. Deshalb wollen wir nun auch fiir
2’ +pr’ +qr=0mit pg €R
einen Losungsansatz mit der Exponentialfunktion versuchen. Sei
o(t) = eM.
Wann erfiillt ¢(t) die Differentialgleichung?

") +pe () +qot) =0 =  AZeM 4 preM +geM =0
= MNiprAtg=0

No “PEVP -4
5 :

—



8 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER ORDNUNG > 2

Man nennt
X(A) =N +pr+gq
das charakteristische Polynom der Differentialgleichung. Die Nullstellen des charakteristischen Poly-

noms sind also
I A _ PP —4q
)\1 = f und )\2 = f

Die Funktionen

)\1t )\2t

e und e

16sen also die Differentialgleichung. Wir unterscheiden drei Félle:
(1) Fall p? — 4q > 0: Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

_ P+ VPP —4g _ P VPP —4q
)\1 - f und AQ - f
sind verschiedene reelle Zahlen. Die Funktionen ¢1, s : R — R mit

e1(t) =Mt und  py(t) = et

l16sen die Differentialgleichung. Wir bilden die Wronski-Determinante:
6>\1t 6/\2t

)\16>‘1t )\26>‘2t = e()\1+)\2)t()\2 _ Al)

W(Qpla P2, t)

Da die Wronsiki-Determinante von 0 verschieden ist, bilden

pr(t) =eMt und  po(t) =
ein Losungsfundamentalsystem. Der Losungsraum ist also
L={t— c1eMt 4 et ey e € R}.
(2) Fall p? — 4q = 0: Das charakteristische Polynom hat die doppelte Nullstelle
A= —%p.

Zunichst ist ¢; : R — R mit

pu(t) = N =i
eine Losung der Differentialgleichung. Wegen A\ = f%p und q = ipz = (%p)2 = A2 schreibt sich
die Differentialgleichung als

" =2\’ + Nz =0.
Mit d’Alembert-Reduktion haben wir zuvor schon eine weitere Losung bestimmt, ndmlich ¢ :
R — R mit

©o(t) = te.

Auflerdem haben wir gesehen, dass ¢; und @9 ein Losungsfundamentalsystem bilden. Der
Losungsraum der Differentialgleichung ist also

L={t— (c1+ czt)efépt te1, 02 € RY.

(3) Fall p? —4q < 0: Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind nun konjugiert komplexe

Zahlen:
_ —ptiAg—p? _ —p—iy/4q — p?
)\1 = f und )\2 = f
Schreiben wir zur Abkiirzung

Ao — 12
und =Y P
2

so gilt also

AM=a+1if und Ay =a—1if.
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Nun 16sen die komplexwertigen Funktionen e*'? und e*2?? die Differentialgleichung. Es ist
Mt = aFiBt — gt I8t — o0t (cos(Bt) 4 isin(Bt)),
M2t = lamiBt — pat omiBt — ot (cog(Bt) — isin(Bt)).

Wir haben gezeigt, dass auch Real- und Imaginérteil einer komplexwertigen Losung die Diffe-
rentialgleichung 16sen. Daher erhalten wir nun die reellwertigen Losungen

o1(t) = e cos(Bt) und  y(t) = e* sin(Bt).

Um zu zeigen, dass die Funktionen ein Fundamentalsystem bilden, berechnen wir die Wronski-
Determinante:

o - i 5]

)
)
t cos(Bt) ot sin(St)

cos(ﬂt) Be“tsin(Bt)  ae® sm(ﬂt) + Be? cos(Bt)| —

“t cos(Bt) e sin(ft) | et cos(ft) sin(Bt)|
—ﬁeo‘t sin(B8t)  Pe* cos(Bt)| —sin(Bt) cos(Bt)|

— BeQat .

Wegen [ = %\/4q — p2 # 0 ist die Wronski-Determinante von 0 verschieden und damit ¢1, 2
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung. Der Losungsraum ist also

L= {t+ e (c1 cos(Bt) + casin(Bt)) : c1,c2 € R}.

Wir fassen zusammen:

Vorgehensweise zur Lésung einer Differentialgleichung z” + pz’ + gz = 0 mit p,q € R:

e Bestimme das charakteristische Polynom
X(A) =N +pA+gq

und seine Nullstellen A1, Ao.
e Unterscheide drei Fille:
— Fall A\, A2 € R und \; # Ay: Dann bilden

e)\lt 6)\2t

p1(t) = und o) =

ein Losungsfundamentalsystem.
— Fall A\; = A5 = A\: Dann bilden

e1(t) = e und  @o(t) = te

ein Losungsfundamentalsystem.
— Fall \i, Ay & R: Zerlege
A =a+1if.
Dann bilden
01(t) = e cos(Bt) und  po(t) = e sin(Bt)

ein Losungsfundamentalsystem.

Beispiele:
(1) 2" + 22’ — x = 0: Das charakteristische Polynom ist
X(A) =A% +20 1
mit den Nullstellen

(—1
Ao = ):—11\@.
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Ein Losungsfundamentalsystem ist also
pi(t) = eTHVDE und  py(t) = 717V
(2) 2" + 22’ + x = 0: Das charakteristische Polynom ist
XA) = A2+ 20+ 1= (A +1)?
mit der einzigen Nullstelle A = —1. Ein Losungsfundamentalsystem ist
o1ty =et und y(t) =te "
(3) 2" + 22’ + 22 = 0: Das charakteristische Polynom ist
X(A) = A2+ 20 +2

mit den Nullstellen

—24+V4—-4-2
2

Wir setzen a = —1, = 1 und erhalten dann das Loésungsfundamentalsystem

Apg = = —1+i.

p1(t) =etcos(t) und o(t) = e "sin(t).

Harmonischer Oszillator: In der Natur kommen h#ufig Schwingungsphidnomene vor, die sich durch
lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschreiben lassen.

e Eine Masse wird mit zwei Federn zwischen zwei Wénden aufgehéngt. Die Auslenkung zur Zeit
t sei z(t). Die Riickstellkraft der Feder ist nach dem Hookeschen Gesetz proportional zur Aus-
lenkung, was zu einer Differentialgleichung

m-z"(t) = —k-x(t)

fithrt. Gibt es noch Reibung, wobei die Reibungskraft r - 2/ (t) proportional zur Geschwindigkeit
ist, so erhilt man eine Differentialgleichung

m-z"(t) = —k-x(t) —r-2'(t),
die sich auch in der Form
m-2"+r-2'+k-x2=0
bzw.
k
'+ D=0

m m

schreiben lasst.

e Mathematisches Pendel.
e Elektrische Schwingkreise.

Wir besprechen ein paar Phdnomene.

(1) Ungedimpfte Schwingung: Wir schreiben die Differentialgleichung in der Form
2" +wir=0.
Das charakteristische Polynom ist
X)) = A2+ w2 = (X —iwo)(\ + iwp),
sodass die Funktionen
cos(wot), sin(wot)

ein Losungsfundamentalsystem bilden. Die allgemeine Losung hat die Gestalt

z(t) = ¢1 cos(wpt) + c2 sin(wpt) mit reellen Zahlen ¢q, cs.
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Die Losungen sind rein periodisch mit der Periode i—’g
15}
1k

0.5 -

0.5+

-1

15 F

(2) Gedampfte Schwingung: Wir betrachten jetzt eine Differentialgleichung
2" 4 2ux’ +wiz =0
mit p > 0. Das charakteristische Polynom ist
X(A) = A% 4 2u\ + Wi

mit den Nullstellen
—2u £ \/4pu? — 4w
A2 = 5 O = —p4 /2 — w3

Hier unterscheiden wir Félle:
(a) Fall =0 - ungedédmpfte Schwingung: Diesen Fall haben wir bereits oben betrachtet.
(b) Fall 0 < p < wy - schwiiche Dampfung: Sei

w=/wi — u?
Dann ist 0 < w < wg und
)\1/2 = *[,L:tlw

Ein Fundamentalsystem ist

e M cos(wt), e M sin(wt).

0.5+

v 2 ~—_ 8
0.5

-1 R

15+

(c) Fall 4 = wy - aperiodischer Grenzfall: Das charakteristische Polynom hat eine Nullstelle
mit Vielfachheit 2, ndmlich

)\1 :>\2 = —U.

Die Funktionen
e Ht e Ht
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bilden ein Fundamentalsystem.

0.4}
i \
1 2 3 4
0.2}
0.4f

(d) Fall p > wp - starke Dampfung: Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind
zwei verschiedene, negative reelle Zahlen:

Ay = —pE\/p? — Wi

Ein Losungsfundamentalsystem ist

6*(#*\/#2*W(2))t’ e~ B/ =wi)t

05+

3. Die inhomogene Gleichung =" + p(t)z’ + q(t)x = r(t)

Der folgende Satz verallgemeinert den entsprechenden Satz fiir lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung;:

SaTz. Sei I C R ein Intervall und seien p,q,r : I — R stetige Funktionen. Sei p1,p02 : I — R ein
Fundamentalsystem der homogenen linearen Differentialgleichung

" +p(t)a’ + q(t)z = 0.
Ist nun @5 : I — R eine Losung der (inhomogenen) linearen Differentialgleichung
2+ p(t)a’ + qt) = r(0),
so ist die allgemeine Lisung der inhomogenen Differentialgleichung ¢, ¢, : I — R mit

Gey,es (t) = 1901 (t) + coapa(t) + s(t) mit c1,c0 € R.

Beweis: Es gilt

O e (1) F PO 0y () +q(t)0er e, = €1 (91 (1) + p(t)p () + q(t) o1 (1)) +
( ()5 ( (
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also 16st ¢, ¢, die inhomogene Differentialgleichung.
Ist nun umgekehrt ¢ eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung, so sieht man sofort, dass ¢ —
die homogene Differentialgleichung 16st. Daher gibt es ¢y, co € R mit

©— s =c1p1+Capa, also @ =crp1 + cap2 + ps.
Daraus folgt die Behauptung. ®

Man braucht also nur eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu finden und kennt dann
schon alle Losungen, wenn ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung bekannt ist. Daher geht es
im Folgenden um das Finden einer speziellen Losung.

Fiir lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung haben wir die ,,Variation der Konstanten“ kennengelernt.
Dies wird hier verallgemeinert, funktioniert aber nicht so schon wie bei den Differentialgleichungen 1.
Ordnung.
» Variation der Konstanten*: Wir betrachten die Differentialgleichung
2 +pt)x’ + q(t)x = r(t).

Sei 1, 2 ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung. Wir versuchen, durch den Ansatz

p(t) = cr(t)pr(t) + cat)pa(t)
eine Losung der DGL zu finden.

Y = c1p1t capr,
¢ = g1+ apl +chpa + capn,
/! 1/ / / 1/ 7/ / / /!
© = 1t 2c101 terp] + Capa + 2605 + caph.
Wann 16st ¢ die DGL?
" +pp' tap = o1+ 2019) + el + chpa + 20505 + caply +

+pcipr +perpl + peaps + peaps +
+qci1p1 + qeopo =
= al(@] +pei +ap1) + ey + peh + qp2) +
+p(chp1 + chp2) +2(chp) + chpy) + (e 1 + chp2) =
= plcipr + cap2) +2(c1) + chh) + (clepr + chp2) =
= plcip1 + cap2) + (clp1 + chp2) + (i) + cah).
Die Differentialgleichung wird sicher gelést, wenn ¢y, co die beiden Bedingungen
it eppa =0 und )+ =1

erfiillen. Die Bedingungen lassen sich auch in der Form

1 w2\ () _ (0
1 wy) \c r

schreiben. Die Determinante der Matrix ist gerade die Wronski-Determinante W (1, ¢2). Durch Multi-
plikation mit der inversen Matrix erhalten wir daher

(@) =7 (% ) () =i (20)
Ch Wi(p1,92) \—¥1 1 r W(p1,p2) \ 71

Sind also ¢1, ¢co Funktionen mit
¢ = rY2 ¢ = rP1
! W(er,02)" 2 Wit 02)’

S0 ist ¢1p1 + coo eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Wir formulieren das Ergebnis als Satz:
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SaTz (Variation der Konstanten). Sei I C R ein Intervall, seien p,q,r : I — R stetige Funktionen. Wir
betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

2"+ p(t)x’ + q(t)x = r(t).

Ist 1, pa ein Fundamentalsystem der zugehirigen homogenen Differentialgleichung " +p(t)x'+q(t)x = 0,
sind cq,co : I — R Funktionen mit

c& (t) - _ T(t)<p2(t)

r(t)p1(t)
W(@lv P2, t) ’

/
(1) Wi oa1)
so ist ws: I — R mat

@s(t) = c1(t)pr(t) + ca(t)pa(t)
eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Alternativ kann man auch die allgemeine
Lésung der inhomogenen Differentialgleichung mit unbestimmten Integralen angeben:

r(t)p2(t) > </ r(t)e1(t) )
t)y=|— | =————dt t) + ——————dt t).
90( ) ( /W(SOl,SDQ,t) @1( ) W(3017902at) QOQ( )
Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung
—t
2+ 22+ = etT'
Das charakteristische Polynom der homogenen Gleichung ist x(\) = A2 +2X + 1 = (A + 1)2, daher ist
pr(t) =e™" pa(t) =te™
ein Fundamentalsystem. Die Wronski-Determinante ist
W (1, p2,t) = e

Die Bedingungen des letzten Satzes fiir ¢, co lauten

_ —t
’ % . teit 1 o €7t

cCH=-—————————-— = —— —_—
! e—2t t

mit den allgemeinen Losungen

1
cl(t):—ln(t)+C’1, Cg(t)z—g—FCQ mit C1,Cs € R.

Damit erhalten wir als allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

e(t) = ci(t)pr(t) +ca(t)pa(t) = (—In(t) + C1)e " + (—1 + 02) te”t =

= (C1+Cot)e " —In(t)e ! —et =
(Cy + Cot)e™ —In(t)e .

Ansitze bei spezieller Gestalt der rechten Seite der Differentialgleichung «” 4 pz’ + qx = r(t):
Wir betrachten nun die inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

2+ px’ + qr = r(t).

Natiirlich kann man eine spezielle Losung mit ,,Variation der Konstanten“ bestimmen. Es gibt aber
Félle, bei denen man mit speziellen Ansétzen schneller zum Ziel kommt, wenn die rechte Seite r(t) von
besonderer Bauart ist. Wir beginnen mit dem Typ

r(t) = et
Fir p =a+140 ist
el = e (cos(Bt) + isin(Bt)),
sodass auch die Falle
r(t) = e* cos(Bt) = Re (e(("“mt) und  r(t) = e sin(Bt) = Im (e(““ﬂ)t)

dadurch abgedeckt werden.
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Zur Motivation starten wir mit Beispielen:

Beispiele:

(1)

Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung
2 +1 - 22 =0.
Das charakteristische Polynom ist
XA =X+A-2=A+2)(A-1)

mit den Nullstellen A\; = —2 und A\ = 1. Ein Lésungsfundamentalsystem ist daher

pi(t) =e7?",  po(t) =¢".

Nun betrachten wir die inhomogene Differentialgleichung

2+ 2 — 2z = e,

Wir setzen ¢(t) = e in die linke Seite ein, wobei ¢’ (t) = 3e3, " (t) = 93 gilt:
O (t) + @' (t) — 20(t) = 93 + 3e3 — 23" = 10e™".

Division durch 10 liefert die spezielle Losung

1
@s(t)—l—oe .

Die allgemeine Losung ist also

1
<)O(t) = 0167% + C2€t + Eegt mit c1,co € R.

Nun betrachten wir die inhomogene Differentialgleichung
2 +x' — 2z = cos(2t).
Es ist
cos(2t) = Re (e"?').

2

Deswegen setzen wir ¢(t) = €2 in die linke Seite ein, wobei

QD/(t) — 27;62“, @N(t) _ _4€2it
gilt:
" (t) + ' (t) — 2p(t) = —4e® + 2t — 262 = (—6 + 2i) ¥,
Daher gilt fiir

1 2it
t) = i
) = =555

" () + @ (t) — 2p(t) = €*™ = cos(2t) + isin(2t).
Der Realteil von ¢ ist eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Daher berechnen wir den
Realteil:
1
—6+2i

— (2?:) cos(2t) + 2103in(2t)) +1- ()

pt) = M= (- — L ) (cos(2t) + isin(2t)) =

Also ist
3 1 .
ws(t) = ~20 cos(2t) + 20 sin(2t)
eine spezielle Losung der Differentialgleichung.
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(4) Nun betrachten wir die inhomogene Differentialgleichung
2+ -2 =e"%,

Ein Losungsfundamentalsystem der zugehorigen homogenen Gleichung ist

e1(t) =e™,  @o(t) =

Wir versuchen es daher mit ¢(t) = te=2!: Es ist
O(t)=e 2 —2te™ = (1 —-2t)e 2, '(t) =22 + (1 —2t)- (=2)e 2" = (4t — 4)e*".
Damit erhalten wir
O (t) 4+ @' (t) — 20(t) = (4t —4)e ™2 4+ (1 — 2t)e 2 — 2te %' = —3e 2.
Daher ist
ws(t) = —%te

eine spezielle Losung der Differentialgleichung.

Es gilt folgender Satz:

SATZ. Seien p,q € R und x(\) = A% + p\ + q das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
" +px’ +qx = 0.
Dann gilt fir p € C und ¢(t) = et*:

x(p) - et fir o(t) = et
¢" () +p¢'(t) + qp(t) = § (x()t + X' (1) - e fiir o(t) =t - e,
Ot +2x ()t + X" (w) - e fiir o(t) = t2 - et
Definiert man also
ﬁ - eMt im Fall x(n) # 0,
1

Y(t) = Yoot et im Fall x(p) = 0,x' (1) # 0,
oy 2t im Fall x(p) = X' (n) = 0,x" (1) # 0,

so gilt
G (t) + Py (8) + qip(t) = e

Beweis:
1) Fiir o(t) = e* gilt
( ® g
Lpl@) _ 'ueut7 <p”(t) _ MZeut
und damit
" (t) + pe'(t) + qo(t) = (1> + pu+q) - e = x(p) - e

2) Fiir p(t) =t - et gilt

® g

@'(t) = e +pt- e = (14 pt)e', " (t) = pe' + p(l + pt)e! = (2u+ p’t)et,

und damit

Q" (t) +po'(t) + qp(t) = ((Qu + u2t) + p(1 + pt) + qt) eht =

((u2 +pp+at+ (2u+ p))e“t =

(x(u)t + x’(u))e’”~
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3) Fiir p(t) = 2 - et gilt
( @ g
Q'(t) = (2t +put?) e, @'(t) = (24 2ut + 2ut + °t%) e = (2 + At + p°t)et,
und damit

@) + ' (t) +ap(t) = ((2+4ut + p28) + p(2t + pt®) + qt2>e’“

= (u +pu+ q)t* + (4,u+2p)t+2)e‘“:

X (1)t +2x'( )t+x”(u))e“t-

(4) Der Rest folgt sofort. m

Beispiele:
(1) Wir betrachten die Differentialgleichung
z” + 52" + 6z = e
Das charakteristische Polynom (der homogenen) Gleichung ist
x(A) = A2 +5) +6.

Nun ist
x(2)=4+104+6=20+#0,

also ist )
ps(t) = %e%
eine spezielle Losung der Differentialgleichung.
(2) Wir betrachten die Differentialgleichung

2 + 52" + 6z = sin(2t).
Wegen
sin(2t) = Im (e*")
suchen wir zunéchst eine Losung fiir
2" + 52’ + 62 = *"
und nehmen dann den Imaginirteil. Fiir das charakteristische Polynom x(A\) = A2 + 5\ + 6 gilt
x(2i) = =4+ 10i + 6 = 2 + 10:.

Daher 16st
1) = — it = (LD cos(at) + isin(2t)) =
AT a0t T 25 -
1 5
= (5 cos(2t) + 52 sm(2t)) (5—2 sin(2t) — 52 cos(2t))

die Gleichung z”” + 52’ 4+ 6x = e2*. Folglich ist

1, 5
ws(t) = ) sin(2t) — ) cos(2t)

eine spezielle Losung der urspriinglichen Gleichung.
(3) Wir betrachten die Differentialgleichung

2" — 5z’ + 6z =
Das charakteristische Polynom (der homogenen) Gleichung ist
x(A) = A% — 5\ +6.

Nun ist
X(2) =4—10+6=0.
Wir bilden x'(A) = 2A — 5. Es ist

X'(2) = —1.
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Der Satz liefert, dass
@s(t) = —t-e*
eine spezielle Losung der Differentialgleichung ist.
(4) Wir betrachten die Differentialgleichung

2" — 22" + 5z = €' cos(2t).
Die rechte Seite schreiben wir als Realteil:
et cos(2t) = Re (e - €?*) = Re (e(1+20t),
Wir betrachten daher zunéchst die Gleichung
2" — 22 + 5 = e(1+201,
Das charakteristische Polynom ist
XA =X —=2X+5 und x'(\) =2\ —2.

Nun ist
x(1+2i)) =0, x'(1+2i)=4i+#0.
Daher 16st

1 ; 1 1 1
o(t) = Ite(lﬁl)t = _Zi -t - e'(cos(2t) + isin(2t)) = Ztet sin(2t) — Ztet cos(2t)1
i

die Gleichung " — 22’ + 5z = (129t Also ist
ps(t) = itet sin(2t)
eine spezielle Losung der urspriinglichen Differentialgleichung.
(5) Wir betrachten die Differentialgleichung
z" — 4z’ + 4o = €.
Das charakteristische Polynom ist
XA =X =4 +4 und Y(A=22—4, x'(\)=2.
Wegen

sagt der Satz, dass
1
st(t) = §t2 -e?
eine spezielle Losung der Differentialgleichung ist.

Der folgende Satz verallgemeinert den letzten Satz auf rechte Seiten der Form

r(t) = f(t)e",
wo nun f(t) ein Polynom ist: f(t) = fot? + fit¢ ' 4+ --- + f4. Allerdings gibt der Satz keine Losung an,
nur einen Losungsansatz.

SATZ. Gegeben sei die Differentialgleichung (mit konstanten Koeffizienten p,q)
o +pa’ +qr = f(t)e,
wobei f(t) = fot? + fit?™t + -+ fa_1t + fa ein Polynom vom Grad < d ist. Sei
X(A) =N +pA+q
das charakteristische Polynom und m die Nullstellenvielfachheit von p in x(\), d.h.
0, falls x(1) # 0,

;o falls x(p) =0 und X'(1) # 0,
2, falls x(p) =0 und x'(u) = 0.

—_

m =
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Dann hat die Differentialgleichung eine spezielle Losung s der Gestalt

Qs(t) =t - g(t) - e,

wobei g(t) = got? + g1t + - + ga_st + ga ein Polynom vom Grad < d ist.

Beweisidee: Wir skizzieren nur beispielhaft die Vorgehensweise.

(1)

(2)

Wir betrachten den Fall m = 0 und grad(f) < 2. Dann ist also x(p) = p2 + pu + ¢ # 0 und
f = fot? + fit + fo. Wir setzen an g = ggt? + g1t + g» und

Qs(t) = g(t) - e

Es gilt

ps(t) = g(t)-e,

@y(t) g'(t) et +p-g(t)- e,

i) = g"(t)- e +2u-g'(t)- e+ p?-g(t) - e,
und damit

PL(t) + ey (t) +aps(t) = (9(t)- (W +pu+a) +d(t) - 2u+p)+ g”(t)) et =
g(t) - x(m) +g'(1) - X' (1) + g”(t)) Lt —

(90t + g1t + g2) - x (1) + (290t + g1) - X' (1) + 290) et =

\
TN 7 N TN N

X(1)got® + (x(1)g1 + 2x (1) go)t + (x(1)g2 + X' (1) g1 + 290)) et
Nun soll gelten
Q! (1) + poi(t) + qps(t) = (fot® + fit + fa) - €.

Dividiert man die rechten Seiten durch e** und macht dann Koeffizientenvergleich, so erhilt
man:

@i () + ppy(t) + qps(t) = f(t) - e <= x(w)go = fo,
x()g1 +2x'(w)go = f1,
x(m)gz + X (W1 +290 = f2 =
X (1) 0 0 9o fo
= (2w x(u) 0 al=\|h
2 X' x(w)) \g2 f2

Wegen x(p) # 0 ist das letzte Gleichungssystem nach g, g1, g2 auflésbar, der angegebene Ansatz
hat also Erfolg.

Den Allgemeinfall findet man beispielsweise im Analysis-2-Buch von Forster (11. Auflage) auf
den Seiten 221-224. m

Harmonischer Oszillator - erzwungene Schwingungen: Wir betrachten den Fall, dass auf unseren
Ostzillator eine periodische duflere Kraft der Grofe

cos(ft) = Re (eiﬂt)

(mit 3 > 0) einwirkt. Dann wird die frithere Differentialgleichung " + 2uz’ + wix = 0 zu

2" 4 2px’ + wiz = cos(Bt)  baw. 2’ +2uz’ + Wiz = Pt

Das charakteristische Polynom der zugehorigen homogenen Differentialgleichung ist

X(A) = A2 + 2p) + wp.

Um einen passenden Ansatz fiir eine spezielle Losung zu erhalten, schauen wir x(i3) an: Es ist

x(i8) = (iB)? + 2p - iB + wi = (w§ — B%) + 2uB - i.
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(1) Fall p # 0 oder 3 # wp: Dann ist x(if3) # 0. Eine spezielle Losung von 2" + 2ux’ 4+ wix = €'t

ist dann
_ 1 B8t
elt) = X(@B)°
und
_ L s
P(t) = Re <X(iﬂ)e )

eine spezielle Losung von z” + 2ux + wiz = cos(St). Es ist klar, dass ¢,(t) die Gestalt
s(t) = Acos(ft) + Bsin(5t)

hat.
(2) Fall u =0 und 8 = wp: Hier ist x(A) = A2 + wi, x(\) = 2], also

X(i8)=0 und  X'(iB) = 28 #0.

Eine spezielle Losung von o + wix = e™ot ist

1 ' 1
t) = te' ot = t( 5(wot) + isi t):
o(t) (w0 e oI cos(wot) + 4 sin(wpt)
= L (wot) Ly (wot)i
= o sin(wp o cos(wot)i,

sodass wir fiir 2 4+ w3z = cos(wpt) die spezielle Losung

1
s(t) = Q—tsin(wot)

Wo
erhalten.

20| ﬂ

10 |
/\I 1 1 1
\/ 10 15 20

_l[} -

_20 -

Die allgemeine Losung ist dann

1
x(t) = ¢1 cos(wot) + co sin(wpt) + Q—t sin(wot).
Wo

Die Losung ist nicht mehr beschrinkt. Man spricht hier vom Resonanzfall.
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4. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung - allgemein

Was wir zuvor fiir lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung gemacht haben, funktioniert &hnlich fiir
lineare Differentialgleichungen der Ordnung n > 2. Zur Erinnerung: Sei I C R ein Intervall und n € N.
Seiena; : I =R, j=1,...,nund b: I — R stetige Funktionen. Dann nennt man

2™ 4 a ()Y 4o a1 (02 + an(t)z = b(t)
eine (inhomogene) lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Die Gleichung
2™ 4 a; ()Y 4 a1 (D) + an(t)z =0

nennt man die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Ein Anfangswertproblem ergibt sich, wenn zu vorgegebenen Zahlen tg € I und zg,...,z,—1 € R
Losungen der Differentialgleichung sucht, die zusétzlich die Bedingungen

z(to) = zo, '(to) =x1, ... " V(t) =zn_1

erfiillen.

SATZ. Sei I C R ein Intervall und seien ay,...,a,,b: I — R stetige Funktionen.

(1) Sei L die Menge aller (auf ganz I) definierten Lisungen der homogenen Differentialgleichung

2™ 4 a; ()2 Y 4 a2+ an(t)z =0,

d.h.
L={p: I =R @) +ar®)p" V() + -+ an1()¢'(t) + an(t)(t) = 0}.
Dann gilt:
(a) L ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum.
(b) Ein n-Tupel @1,...,p, € L von Lisungen der homogenen Gleichung ist genau dann linear

unabhingig (und damit eine Basis von L), wenn fir ein und damit fir alle t € I die
Wronski-Determinate

e1(t) ©a(t) on (t)
¢1(t) @5(t) @ (1)
W(@lv--w@mt): : :
n—1 n—1 n—1
A0 w0 e )
von 0 verschieden ist. (Man nennt dann 1, ..., e, ein Losungsfundamentalsystem.)

(2) Sei L die Menge aller Lésungen ¢ : I — R der inhomogenen Differentialgleichung
2™ 4 a (2D 4 a2+ an(t) = (),
d.h.
L={p: I R:oM(6) +ar()p" V() + -+ an-1 (D)9 (t) + an(t)p(t) = b(t)}.

Dann gilt: B
(a) Ist ps eine Losung der inhomogenen Gleichung, d.h. ps € L, so gilt

L=p.+L={ps+¢:pecL}

(Man nennt dann auch s eine spezielle Lésung der inhomogenen Differentialgleichung.

(b) Anders formuliert: Ist ps eine (spezielle) Losung der inhomogenen Differentialgleichung
und ist o1, ...,on ein Lisungsfundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung, so
ist die allgemeine Lisung der inhomogenen Differentialgleichung

Vs +c1p1+ -+ eppn mitey, ... cp €R.



22 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER ORDNUNG > 2
(c) Jedes Anfangswertproblem ist eindeutig losbar, d.h. firty € I und xg,x1,...,2n—1 € R hat
das System von Gleichungen
2™ 4 a; ()2 4 a2+ an(t)z =0
und
I‘(to) = T, I,(to) =T, ey I(nil)(to) = Tn-1

eine eindeutige Losung.
Ein Beweis des Satzes ist im Analysis-2-Buch von Forster in §13 zu finden.

Bemerkung: Bei den betrachteten linearen Differentialgleichungen sind die Losungen immer auf dem
gesamten Definitionsintervall der Differentialgleichung definiert.
Nun betrachten wir homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:
2™ 4 az™ Y fagx™? 4 g, g2 Fapr =0,
wobei ay,...,a, € R sind. Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung wird definiert als
X)) =N+ ar A" a2 a1 A an.
Ist A € C eine Nullstelle von x(A), so erfiillt
p(t) =M
die Differentialgleichung. Im Fall A € C \ R erhélt man daraus die reellen Losungen
Re(eM) und TIm(eM).
Allgemein gilt folgender Satz:

SATZ. Seien aq,...,a, reelle Zahlen, sei
2 4 a2 4 a0 4 fa, 12 +apr =0
eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten und
xX(A) = A"+ A" a4t ap A +an

das zugehorige charakteristische Polynom. Seien

® \i,..., A\ die (verschiedenen) reellen Nullstellen von x(\) mit Multiplizititen mq,...,m,,
e ay +if, a1 —if,...,as + 10, as —ifs die (verschiedenen) nichireellen Nullstellen von x(\)
mit Multiplizititen nq, ..., ng,

sodass also gilt
xXA) = A=2)"™ ... (A=A)""
(= (a1 +80))" (A= (an = iB1)™ .. (A= (e +8))" (A = (g = iB.))"™.

Dann bilden die folgenden Funktionen zusammen ein Liosungsfundamentalsystem der Differentialglei-
chung:

o Firk=1,...,r

Art Axt —1 Ayt
ekt teMt L, TR T e,

o Firl=1,...,s
et cos(Bit), e“tsin(Gyt),

te®t cos(Bit), te®t sin(ft),
ti—let cos(Bit), M te® !t sin(pyt).

Beispiele:
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(1) Die homogene lineare Differentialgleichung
" + 62" + 122" +8x =0
hat das charakteristische Polynom
XA) =A%+ 602+ 120+ 8 = (A +2)°
mit der 3-fachen Nullstelle —2. Also bilden die Funktionen
P1(t) = e pa(t) = te™ ' pa(t) = tPe ™

eine Basis des Losungsraums.
(2) Die homogene lineare Differentialgleichung

™ 462" + 92 =0
hat das charakteristische Polynom
X(A) = M+ 6024+9=(A\2+3)2 = (A= V3i)2(\ + V3i)2
Eine Basis des Losungsraums bilden also die Funktion

cos(V/3t), sin(v/3t), t cos(V/3t), t sin(v/3t)

Wir betrachten nun (inhomogene) lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten:

2 a4+ a2+ anz = b(t).
Dabei darf die rechte Seite eine Funktion von ¢ sein, obwohl man von einer linearen Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten spricht. Um die allgemeine Losung zu bestimmen, geht man (normalerweise)
wie folgt vor:

e Man bestimmt ein Losungsfundamentalsystem ¢q,..., ¢, der zugehorigen homogenen Glei-
chung.
e Man bestimmt eine (spezielle) Lésung ¢, der inhomogenen Gleichung.

Dann ist die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
ps+crp1+ -+ cppn mit c1,... ¢, € R

Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, beschréanken wir uns auf besondere
Funktionenklassen fiir die rechte Seite b(t).

Die Aussage des folgenden Lemmas ist sofort klar, fiir Anwendungen aber hilfreich.

LEMMA. Ldst ¢1(t) die inhomogene lineare Differentialgleichung
2™ a2 4ae™2 4 g, 2+ anz = by(1)
und o (t) die inhomogene lineare Differentialgleichung
2™ 4 a2 4™ 4 a2+ anx = by(t),
sind c1,co € K, so lost c11(t) + coba(t) die Differentialgleichung
2™ 4 a1z Y £aprD 4 a2+ ane = cybi(t) + caba(t).

Fall: b(t) ist ein Polynom: Dann sucht man nach einer speziellen Losung ¢, die ein Polynom ist.
(Spéter folgt ein Satz, der den Ansatz genauer beschreibt.)

Fall b(t) = e#': Dabei darf yu auch eine komplexe Zahl sein, denn dadurch werden auch die Fille
e cos(Bt) = Re (eFP)  und e sin(Bt) = Im ()

abgedeckt. Der folgende Satz liefert eine Losungsformel:
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SATz. Wir betrachten fir p € C und aq,...,a, € R die lineare Differentialgleichung
™ 4 a4 g, 2+ anr = et
Sei
XA =N+ a A" b b an A Fa,

das charakteristische Polynom der Differentialgleichung. Bestimme k € Ny mit

X =0, X()=0, ...x* V=0, xP(u)#0,
oder anders ausgedriickt:

x® (1) # 0 und X9 () = 0 fiir alle j mit 0 < j <k —1.
Dann ist

1 E

%(t):X(T(M). sett

eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
Eine Beweisskizze findet sich im Anhang.

Beispiele: Wir betrachten die Differentialgleichung
" — 32" + 20 = b(t)
fiir verschiedene Funktionen b(t). Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung ist
X(A) =A% =3 +2=(A-1%*A\+2)
mit den Ableitungen
X'(A)=33=3, ¥"(A)=6) x"(\)=6.

Die Funktionen
el tel, e
bilden also ein Losungsfundamentalsystem der homogenen Gleichung.
(1) b(t) = e *. Hier ist u = —1. Wegen

x(=1)=4#0
ist
1
i

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.
(2) b(t) = e~2t. Hier ist u = —2. Es gilt

x(=2)=0, X'(-2)=9#0.
Daher ist
1
5 t.e2t
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.
(3) b(t) = e'. Hier ist u =1 und
x(1)=0, x'(1)=0, x"(1)=6,

also ist

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.
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(4) b(t) = 1. Fiir die konstante Funktion 1 gilt
1" -3.17+2-1=2.

Daher 16st die konstante Funktion

die Differentialgleichung
2" — 32 +2x =1
(Natiirlich konnte man auch den vorangegangenen Satz mit p = 0 anwenden.)
(5) b(t) =t. Fiir die Funktion ¢ gilt
" — 3t + 2t =2t — 3.
Mit Hilfe der vorangegangenen Losung findet man dann eine Losung fiir dieses Problem. Wir
wollen aber noch eine andere Methode versuchen: Wir setzen an ¢(t) = go + g1t mit Konstanten
go, g1- Man erhélt
9" (t) = 39'(t) + 29(t) = (290 — 3g1) + 2911
Ist 2g9 — 391 =0 und 2¢; =1, also g1 = % und gg = %, so erhalten wir die gewiinschte Losung:

Die Funktion
(1) =2+ Lt
T=475
ist eine spezielle Losung der Differentialgleichung

2" — 32 4+ 2z =t.

Bemerkung: Mit den vorangegangenen Methoden kénnen wir auch Differentialgleichungen

=) Loz 4o 12’ + anx = b(2)

" 4+ aqx
behandeln, wobei b(t) die Gestalt
b(t) = e* cos(Bt) oder b(t) = e sin(Bt)
hat (mit o, 8 € R). Man schreibt
e cos(Bt) = Re (e - €Ft) = Re (e(@ A1)

bzw.
e sin(Bt) = Im (e*? - €Pt) = Im (el@+)?),
bestimmt eine spezielle Losung ¢o(z) der Differentialgleichung
2™ + a2 4 a0z 4o a2+ apx = e(@HB

und geht dann zuriick zu
Re (¢o(t)) bzw. Im (¢o(t)).

Beispiele:
(1) Wir betrachten die Differentialgleichung
2" — 22" — 22’ +x = sint.
Das charakteristische Polynom ist

X =X 20 42 £ 1= 0+ DO -3+ 1) = (- Y0 BBy

Daher bilden die Funktionen

_ 3+V5 3—V5
6t7 ezt’ et

ein Losungsfundamentalsystem der homogenen Gleichung. Zur Bestimmung einer speziellen
Losung der inhomogenen Gleichung schreiben wir

sin(t) = Im (')
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und suchen zunéchst eine spezielle Losung der Gleichung

"1

y —2y”—2y’+y=eit.

Hier ist also p = 7. Es ist
x(i) =3—3i #£0.

Daher ist
pt) = =6l = (54 i) = (¢ + <) (cos(t) +isin(e)) =
= (é cos(t) — %sin(t)) + z(% cos(t) + ésin(t))

eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Der Imaginérteil bildet daher eine
spezielle Losung unserer urspriinglichen Differentialgleichung:

1
ws(t) = é(cost + sint).

(2) Wir betrachten die Differentialgleichung

2" — 22" + 2’ =1+ e cos2t.
e Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung ist
X)) =A% =222 £ A = \(\ - 1)~

Daher bildet
1, et, te!

ein Losungsfundamentalsystem der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.
e Zunichst suchen wir eine spezielle Losung der Differentialgleichung

y/// _ 2y// + y/ -1

Wegen 1 = ¢! kénnen wir hier y = 0 wihlen. Wegen x(0) = 0 brauchen wir x'(\) =
322 —4X + 1 und x/(0) = 1. Daher ist

ettt =t

1
Ps,1 =
LT X(0)

eine Losung der Differentialgleichung.
e Nun betrachten wir

2" — 22" + 2’ = e’ cos 2t.
Wegen
e cos 2t = Re (¢! - €*) = Re (e(1+2)1)
suchen wir zunéchst nach einer speziellen Losung der Differentialgleichung
2" — 22" + o = (201,
Wegen x(1+2i) = —4 — 8i # 0 ist
1

N o= -2t - (1420t _
wlt) x(i+2i) € —1-si €
1 1
_ ( -3 + EZ) . (et cos(2t) + e sin(2t)> =
= ( — iet cos(2t) — iet sin(Qt)) + i(iet cos(2t) — iet sin(2t))
20 10 10 20

ist eine Losung der letzten Differentialgleichung, daher

1 1
s 2(t) = f%et cos(2t) — TOet sin(2t)

eine spezielle Losung der urspriinglichen Gleichung.
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e Insgesamt erhalten wir, dass

ps(t) = 01 (t) + @sa(t) =1 — %et(COS(%) + 2sin(2t))
eine spezielle Losung der Differentialgleichung
2" — 22" + 2’ =1+ e’ cos(2t)
ist.

Die Phinomene der vorangegangenen Beispiele verallgemeinern sich wie folgt (Forster 2, §15, Satz 3,
S.221 und Satz 4, S.223):

SATzZ. Seien a1,...,an, €R, € C und f(z) € R[z] ein Polynom vom Grad d. Sei

xX(A) = A"+ A" A" 4+t ap ) Fan
das charakteristische Polynom der Differentialgleichung

2™ 4 a1 £ ae™ 4o a2+ anx = f(t)e

Sei m die Nullstellenvielfachheit von p beziiglich des Polynoms x(\), d.h.

X(A) = (A= )™ h(X\) mit h € C[A\] und h(p) # 0.
Dann besitzt obige Differentialgleichung eine spezielle Losung der Gestalt

pult) = g(t) - ™ - e,

wobei g(t) ein Polynom vom Grad d ist. (Man erhdlt dann eine Ldsung, indem man g(t) mit unbekannten
Koeffizienten ansetzt und in die Differentialgleichung einsetzt.)

Beispiel: Wir wollen die Differentialgleichung
@ — 22" 422 — & = 2t
16sen. Das charakteristische Polynom ist
X)) = AT —2X3 2 1= (A - 13\ +1).

Daher bilden
et, tet, t2et, et
eine Losungsfundamentalsystem der homogenen Gleichung. Mit den Formeln des Satzes haben wir f(¢t) =

t2 und g = 1. Nun ist die Nullstellenordnung von g in x(A) gleich 3, d.h. m = 3. Wir sollten also eine
spezielle Losung der Differentialgleichung durch den Ansatz

os(t) =t* - (go + g1t + got®) - €
finden. Wir setzen in die Differentialgleichung ein und erhalten:
PO (8) = 20 (1) + 20,(1) — s (t) = (12(90 +291) + 24(2g1 + 592)t + 12092t2)et-
Dies fithrt zum Gleichungssystem
go+291 =0, 2¢1+592=0, 12092 =1,

das die Losung

1 1 1
go:ﬂ, 91:*@a 92150
besitzt. Daher ist
0s(t) = (i— it+it2)-t3-ef
s 24 48 120

eine spezielle Losung der (inhomogenen) Differentialgleichung.
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5. Anhang: Differentialoperatoren

Wir schreiben die Ableitungen hier in der Form
d D2 d? D3 d3

D= — —_
dt’ dt?’ dt3’

Jedes Polynom
FO) =ao "+ a A"+ an 1A+ ay, € C[N]
definiert eine lineare Abbildung
f(D):C®R) = C®(R), ¢ apD"(¢)+arD"  (p)+ -+ a1 D(p) + anp,

wo C°°(R) die auf R beliebig oft differenzierbaren (komplexwertigen) Funktionen bezeichnet.

Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung
™ 4 a2z ot a, 12 +anr = 0.
Das charakteristische Polynom ist
x(A) = A"+ A"Vt an, A+ ap.
Mit obiger Notation schreibt sich die Differentialgleichung dann in der Form
x(D)(x) = 0.

Polynome f, g € C[\] kann man addieren und multiplizieren. Nun kann man zeigen, dass gilt
(f+9) (D)= f(D)+9(D) und  (fg)(D) = f(D)g(D),
wobei f(D)g(D) = f(D) o g(D) meint.
Beispiele:
(1) Fir p,p € C mit p # 1 gilt
(D= ) (¢) = (- et
(2) Fiir k € Ng und p € C gilt:

(D —p)(t* - ety = kthThoert ik ettt — o th L ert = kTl ert
(D _ M)2(tk . e/Lt) — k’(k’ _ 1) . tk—2 . e/Lt’
(D — p)F(t* ety = k! ert.

Wir kénnen nun folgenden Satz beweisen:

SATZ. Sei x € C[\] ein Polynom vom Grad n > 1 und p eine k-fache Nullstelle von x mit k € Ng, d.h.
X% (1) # 0 und X9 (u) =0 fir 0<j <k—1.

Dann gilt:

x(D) <X(’3(N) Stk e“t) = eMt,
Beweis: Uber C kionnen wir x in Linearfaktoren zerlegen:

X =N =A1) .o A=A (A = w)* mit ¢, \y,..., )\ € C.
Dann gilt unter Verwendung der Aussagen in den vorangegangenen Beispielen:
ND)(E ) = o(D=X)...(D=\)(D =)t o) =
= ¢(D—=X)...(D—M\)(k!e') =
ckl(pw— A1) ... (u— A et
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Wir betrachten die Taylor-Entwicklung in A = u:

4 , () .
X =Y 1 (- = 3

! 7!
i>0 i>k

Daher ist )

7!

cA= A1) (A= A) - (A — p)F =

(]

P>k
Wir dividieren durch (A — p)* und setzen dann \ = p ein:

XM ()

(=)o (=) = X

Damit folgt
X(D)(E" - &) = X () - e,

Anwendung: Wir betrachten die lineare Differentialgleichung

also

wie behauptet. B

2™ a4 ta, 7+ apz = et

Ist x(\) das charakteristische Polynom der Differentialgleichung und & € Ny minimal mit

X)) =0, X'(w)=0, ..., x* V=0 x®(u)#o0,
anders ausgedriickt:
X (1) # 0 und XV (1) = 0 fiir 0 < j <k — 1,
so ist

0s(t) = —— - tF . et
) X ()

eine spezielle Losung der Differentialgleichung.
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