Anhang: Chebyshev-Polynome und Lucas-Folgen

Vorbemerkung: Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (1821-1894) war ein russischer Mathematiker, dessen
Name an verschiedenen Stellen auftaucht. Hier wird die englische Schreibweise Chebyshev verwendet, es
finden sich aber auch eine Reihe anderer Schreibweisen: Tchebychev, Cebysev, Tchebychef, Tchebycheft,
Tchebychev, Tschebyschef, Tschebyscheff, Tschebyschew, Tschebyschow. (Die letzte Schreibweise ist die
aktuelle wissenschaftliche Transliteration.)

Die Chebyshev-Polynome 1. Art T,,(z) werden rekursiv durch
To(z) =1, Ti(x)=2 und T,(z)=2aT,_1(z)—Th_2(zx) firn >2
definiert. Die Chebyshev-Polynome 2. Art U, (z) werden durch

Up(z) =1, Ui(z) =2z, Uy(x)=22U,_1(x)— Up—_a(x) fir n > 2

rekursiv definiert. SAGE kennt dafiir die Befehle chebyshev_T(n,x) und chebyshev_U(n,x). Wir werden
hier aber nur die Polynome T),(z) betrachten. Die ersten 10 Polynome T}, (z) sind:

T, (x)

1

T

227 — 1

403 — 32

S8zt — 822 +1

162° — 2023 + 5

3228 — 4821 + 1822 — 1

6427 — 1122° + 5625 — Tz

12828 — 2562°% + 1602? — 3222 + 1
25629 — 57627 + 43225 — 1202° + 9z
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Man kann die Chebyshev-Polynome iiber einem beliebigen Kérper betrachten.
Fiir die reellen Polynome erhilt man folgende Bilder im Intervall [—1, 1]:
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Die folgenden Bilder zeigen Ty(x) im Intervall [—1.05,1.05], einmal nicht mafistabsgetreu, das zweite Mal
mafstabsgetreu:

“
“

Die Chebyshev-Polynome haben eine Vielzahl interessanter Eigenschaften, von denen wir aber nur einige
erwiahnen. Das folgende Lemma stellt einen Zusammenhang zu den Lucas-Folgen her:

LEMMA. Fiir die Lucas-Folge V,,(P,Q) mit P =2z und Q =1 gilt

To(x) = %VH(Q:E, 1).

Beweis: Es gilt V5(P,Q) =2, V1(P,Q) = P und
Vn(Pa Q) = PVn—l(P7Q) - QVn—Q(P7 Q) fir n > 2.
Wir beweisen die Behauptung durch Induktion. Fiir n =0 und n =1 ist

1 1
To(x)=1= §V0(2x, 1) und Ti(z)=z= §V1(2’l}, 1).
Gilt die Aussage bereits fiir n — 2 und n — 1, so folgt

1 1
To(x) = 22T,_1(x) — Th_o(z) =22 - §Vn,1(2a:, 1) — iVn,g(Qw, 1) =

1 1
= 5 22V, —1(22,1) = V_o(22,1)) = §Vn(2x, 1),

was die Behauptung nun durch Induktion beweist. B

SATZ. Firm,n >0 gilt
T (Th(2)) = Thn ().

Beweis: Wir wissen, dass gilt
Vi (P, Q) = Vin (Vo (P, Q), Q™),
woraus fiir Q =1
Vien (P, 1) = Vi (Vi (P, 1), 1)
folgt. Mit dem letzten Lemma erhalten wir

1 1
Tm(Tn(x)) = 5‘/7n(2 . Tn(x)7 1) = §V7n(Vn(2$, 1)7 1) =
1
= §an(2x7 1) =Tmn (JU),

wie behauptet.

LEMMA. Ist K ein Korper der Charakteristik # 2 und uw € K*, so gilt firn >0

1 1 1 1

Tn(i(u + a)) = 5(“" + u7)'
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Beweis: Nach dem letzten Lemma gilt

1 1 1 1
T, (= —)) =~ —,1).
n(2(“+ u)) 2Vn(u+ o’ )

Wegen 22 — (u+ L)z +1 = (z —u)(z — 1) sind w und 1 die Nullstellen des Polynoms z? — (u+ 1)z +1,
sodass gilt
1 1
Vi(u+=1) = u" + (=)™
(et 1) ="+ ()
Damit ergibt sich
1 1 1 1 1 1
Tn = —)) = 7Vn 771 = —(u" —— )
(3t 1) = gValut 1) = (" + 1)
wie behauptet. B

SATz. Fir K =R und ¢ € R gilt fir alle n € Ny
cos(np) = Ty, (cos p).
Beweis: Wir wenden das letzte Lemma fiir K = C auf u = €' an:

1, . - 1 . )
T, (cosp) = Tn(§(e“’° +e7 %)) = 5(6““" +e ") =cos(ny). W

Beispielsweise ist
cos(2¢) = Ty(cosp) =2(cosp)? —1
cos(3¢) = Ts(cosy) = 4(cosp)® — 3cos .

Der Satz liefert eine Charakterisierung der Chebyshev-Polynome iiber den reellen Zahlen.

Mit der folgenden Formel kann man die Chebyshev-Polynome fiir kryptographische Anwendungen schnell

auswerten:
()= w) ()

Beweis: Dies beweist man durch Induktion. Der Induktionsanfang n = 0 folgt aus der Definition. Der
Schluss von n auf n + 1 ergibt sich aus der Rekursionsformel:

(B0 = (0 e = (5 L) (P9 -

() (G2 (- 0

SATZ. Firn >0 gilt

Dies beweist den Satz. B
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