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a) DGLen erster Ordnung
Vor.: I C R Intervall, f: I — R (C) stetig.

Dann gilt:
y'(x) = Ay(z) = f(x) (z€l)
N y/_e—)\:n_Ay_e—)\a::f(x)_e—)\m
:(y.e—/\m)/
& y@) =c e [ MeOpe)de
xo

mit zg € I,c € R (C) fest, aber beliebig.

Durch eine Anfangsbedingung y(xq) = yg wird
der Parameter ¢ (die ,,Integrationskonstan-
te") festgelegt: ¢ = yg - e %0,

b) DGLen zweiter Ordnung

Vor.: Wie bei a); zusatzlich A1 + Ao = —a,
M -A=0b d.h. A=A A—=X2) = A\2+a\+b.
Dann gilt:

v (z) + ay/(z) + by(x) = f(z) (zel)
s =2y MG -y = =)
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& dy=c g [TME9 e e

L0

)
<a:> y(x) =¢- eM2Z + :: M2 (z—¢€)
0]

: (c ceMé 4 /£ eM (=7 (1) dT) d¢.
zQ

Nun gilt

A1 —Ao ;AL F A2

/ FeOrM)ége —
T — x0, A1 = A2

e(A1—=A2)z_o(A1—A2)zg
Lo

und (Integration lber ein Dreieck)

/m g2 (=) </§ M -7 r(1) d’T) d¢ =

0 xQ
Y ‘C( T a1-x) €y )e—MT dr,
L §)e M7 f(r)ar

-
weshalb man die Losung mit anderen Kon-
stanten ¢y, co anstelle von ¢, ¢ schreiben kann
als

y(z) =
c1eMT 4 eyt 4 [F TSGR f(E) de, A # Az
cieM® +egreh® 4 [F(x — §eME=Of(€)dE, A=Ay

Spezialfall: a,b reell, aber w? :=b—a?/4 > 0,
A12 = —5*iw. Dann ergibt sich y(x) =

a

T
e_%w(cl cos wx + ¢y sin wac) + / e :(@=&) Sinwc(uiw—f)f(g) de.
Lo
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c) Der Rekursionsschritt

Angenommen, die Losungsformel fur DGLen

vt a1y 4ty faoy=f
habe man schon aufgestellt. Mit

N e A"+ da At ag =
(A" 4 by A b1 A+ bg) (A — Ag)
ergibt sich gemaB Abschnitt a):

y" ) La,y™ 4ot aiy Fagy = f
S W= 2™+ 4 b1y — Aoy) + by —Xoy) = f

< y(x) = ceM® 4+ e)‘°($_5)y0(£) d¢

Lo

mit irgendeiner L&sung yo(x) von

y(n) + by o+ iy + by = f.
(In Abschnitt b) wurde exemplarisch der er-
ste dieser Rekursionsschritte explizit durch-
gerechnet.)

Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung
jedes Anfangswerproblems (AWP = die DGL
plus Anfangsbedingungen y® (z0) =y{” (0<k<n—1))
folgt unmittelbar: Im Falle n = 1 ergibt es
sich aus Abschnitt a), und jedes AWP der
Ordnung n+ 1 wird durch die Rekursionsfor-
mel zurickgefuhrt auf ein eindeutig bestimm-
tes AWP der Ordnung n.
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d) Die allgemeine homogene Ldsung

Aus der Rekursionsformel ergibt sich muhelos
per Induktion: Gilt

Nt an a N o dag == A)™ (A= )™
mit verschiedenen Ay, ..., Az, folgt

y(n) +an_1y(n—1) 4. +a1y/—|—a0y —0
< y(r) = (ci1 +crox + - + cl’nl_lmnl_l)eAlw_F
s (Cr1 F CRaT 4 -+ Cpp1 2™ )M

Ein eleganter direkter Nachweis, dass zfe® fiir 0 < k < n;—1
Losung der homogenen DGL ist, folgt aus (dabei a, := 1)

k‘ n 7 n Z k’ n 1/
9 9 e 9" 0 e _ 0 ke
— a;—e = aj———e" = a;— x"e™.
Ok ozt Ozt ONk ozt

i=0 i=0 i=0

e) Ansatz in Form der rechten Seite

Ist yp eine spezielle (,,partikuldre®) Losung
der inhomogenen DGL (rechte Seite f), so
ergibt y(x) = yp(x) + yn(x)

mit beliebigen homogenen LOosungen y; gemal
Abschnitt d) die Losungsgesamtheit der in-
homogenen DGL (wegen Linearitat).

Bei gewissen einfachen Inhomogenitdaten f
gibt es eine Partikularlosung ,,in Form der
rechten Seite", mit anderen Koeffizienten.
Man braucht nicht die allgemeinen LOsungs-
formeln aus b) und ¢) und gelangt besonders
schnell zur Losungsgesamtheit.

O©EMEW TH Nirnberg SS07/SS 14

Lineare DGLen mit konstanten Koeffizienten 5

Es geht um rechte Seiten der Gestalt

f(z) = e* po(z)
mit einem Polynom pg. Natirlich (Linearitat!)

sind auch Summen solcher Ausdrucke wie
z.B. f(z) = 22 sinz zulassig.

Mit der Operator-Schreibweise
(D-=MNy:=y — Ay
lautet, mit A" 4+a,_ 1 A" 1 4+...+a;Atag =
(A=X1) - (A= \n), die DGL
(D—=X1)(D—=A2)++ (D —Ap)y = e po(x).
Da
(D—X)e"g(x) =e™(D+a—Ng(z)

fur jedes differenzierbare g, ergibt Einsetzen
von yp(x) = e p1(x) in die DGL und Kiirzen

(D+a—AX1) - (D+a—Ap)p1(z) = po(x).
Wegen grad (D — A)p = gradp < X #= 0 ist
dabei pi(x) = 2F(co+c1z+ - + ¢ at) mit
k = Anzahl );, die = a sind (Resonanzgrad),
sowie [ = gradpg zu setzen. Dann gibt's of-
fenbar genau ein passendes pi. (Erst ¢;, dann
¢j_1, ---, dann ¢g sind durch pg festgelegt.)
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f) Variation der Konstanten

Es gibt ein allgemeines Verfahren, die Losungen inho-
mogener linearer DGLen

y ™ () + an 1y V(@) + -+ a1y (@) + aoy(z) = f(x)

mittels der Losungsgesamtheit ciyi(z) + - - - 4+ coyn(x)
der zugehdrigen homogenen DGL (f = 0) zu finden,
die Lagrangesche Methode der Variation der Konstan-
ten: Man setzt

in die DGL ein. Zunachst qilt
Yy =cyi+ -+ dunt+ayi+ o+ eyl
man fordert cjy, + -+ + ¢y, = 0 und erhalt
y' =y + -+, Hayl + o+ ey
man fordert cjy; + -+ + ¢y, = 0 und erhalt

y// — Cllyg_/ _|_ _I_ Cnyn + c y/// + _|_ Cny///

man fordert clyln D4 cny(" 2) — 0 und erhilt

(n) S y(” 1) 44 Cny(ﬂ 1) + Cly(n) RS y(n) ,
schlieBlich: )
man fordert cly(" U cyr=t = f (1), so dass
y™ =y + -+ ey + f
Setzt man nun y,v/,...,y™ in die DGL ein, fallen alle
Summen ¢; (y§”) +an-1y" Y+ ary) + aOl/i) weg,
und die DGL ist erfullt. Es muss also nur gelten

Y1t Y c) 0
! een Y 7 .
Y yn C2 _
: H : 0
y§n—1) .. yﬁLn—l) C:L f
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Mit der sogenannten Wronski-Determinante

yi(z) - yal(x)
W(x) := : :
y" V@) -y ()

sowie den daraus abgeleiteten Determinanten W;(x),
bei denen die i-te Spalte durch (0,...,0, f(x))” ersetzt
ist, gilt also (gemaB der Cramerschen Regel)

Ubrigens ist bei dieser ganzen Uberlegung irrelevant,
ob die Koeffizienten a; Konstanten sind. Kennt man
ein vollstandiges Losungssystem yi(x),...,y.(x) der
homogenen DGL, findet man so die Losungen der in-
homogenen DGL. (Im Spezialfall n = 1 hat y/(z) = a(z)y(x)
die Losungen y(z) = ¢ exp (f:; a(t)dt) ,x0€1,a:1— R, stetig.)

ci(x) = der (1<i<n).

Aufgrund der Leibnizschen Entwicklungsformel ist Klar,
dass W'(z) die Summe aller derjenigen Determinanten
ist, die entstehen, wenn man eine Zeile von W (x) ab-
leitet. Da laut DGL die Ableitung der letzten Zeile
Linearkombination aller Zeilen ist, ergibt sich

W (z) = W (2q)e (@)

fur die Wronski-Determinante irgendwelcher n LOsun-
gen der homogenen DGL. Mit einem vollstandigen
Losungssystem kann man jeden Anfangswerte-Vektor

(y(xO)v y/(xO)v s 7y(n_1)(m0))T

erzeugen; also gibt es zur zugehorigen Wronski-Matrix
M (x) eine konstante n x n-Matrix A mit M(z9) A=F
und damit (Determinantenmultiplikationssatz!)

W (zo) = det(M(xp)) # 0. Fazit:

Die Wronski-Determinante von n Ldsungen einer ho-
mogenen linearen DGL ist uberall # 0 genau dann,
wenn es sich um ein vollstandiges Losungssystem, eine
Losungsbasis handelt; andernfalls ist sie uberall = 0.
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g) Systeme erster Ordnung

Man kann eine lineare DGL n-ter Ordnung auch in
Matrix-Vektor-Form schreiben, indem man die Bezeich-

nungen 0 1 0 - 0
y(z) L :
y(@):= y() A= .1 0
(n-1) 0 N 0 1
y (:L') —ao _a’l DTS “ .. _a’nfl
und f(z) 1= o einfiihrt; damit lautet die DGL
f(z)

y'(z) = Ay(z) + ().

Wir nehmen dies zum Anlass, ganz allgemein solche
vektoriellen linearen DGLen erster Ordnung zu be-
trachten, mit beliebiger quadratischer Matrix A € R™*",
beliebiger stetiger Funktion f : I — R™ und einem In-
tervall I C R.

Zunachst der homogene Fall f = 0. Die L6sungen
y(x) = ce’ der eindimensionalen DGL 3/ = \y lassen
sich sinngemalB auf den vektoriellen Fall Ubertragen,
indem man die Matrizen-Exponentialfunktion

M. N M* 1o 13
exp M = eV = —:E+M+§M +§M 4+ ...

!
iz k!

fur beliebige M € R™"*" einfiihrt. Konvergenz solcher
Matrizenreihen versteht sich komponentenweise.

Ist © eine Schranke flr die Betrage der Elemente von
M, folgt leicht per Induktion die Schranke n*~1 u* fir
die Betrdge der Elemente von MF. Also ist klar, dass
die eM-Potenzreihe fiir alle n x n-Matrizen komponen-
tenweise absolut konvergiert.

(Warnung: exp(A+ B) = exp A-exp B = exp B -exp A gilt nicht
immer! Aber nur im Falle A B # B A gilt es manchmal nicht.)
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Die Ableitung einer Matrix, deren Komponenten Funk-
tionen sind, verstehen wir — wie die von Vektoren —
komponentenweise. In diesem Sinne gilt dann

zM\/ a5 T ,
(e"M) = E+aM+ M+ =M+
2 3
:M<E+a:M+%M2+%M3+--->:MexM.

Man kann dies auch ,,zu FuB*“ nachrechnen, indem
man limj_,o 3 (e MM — e*M) betrachtet und dabei be-

achtet, dass £((z+h)*—2*) = (a4+h)* 14 (z+h) 22+

.4kt zwischen k(z4+h)*~1 und kz*~1 liegt. Es folgt
(Differenziations-Produktregel beachten!)

(exMeCMe*(‘”"'c)N[)/ = 0 und daher (erst ¢ =0, dann allg. ¢)
*Me—oM — [ o#MeeM _ g@t+o)M
Weiter gilt dann auch fir jeden konstanten Vektor c
(em4 c)/ =Ae*c=¢e"Ac;

was bedeutet, dass y(z) = e*4 ¢ stets eine Ldsung der
homogenen DGL y’ = Ay ist. Wie bei a) folgt:

y —Ay =f o ey — e ™Ay = e 4f
& (e7y) = e 1f

seMy(z)=c —|—/ e A f(t)dt

sy(@) =e"c+ / e=DAf()dt

mit ¢ = e *4yo im Falle y(z0) = yo.

Um mit dieser eleganten allgemeinen Losungsformel
praktisch zu rechnen, muss man sich insbesondere mit
den Eigenwerten und Eigenvektoren der Matrix A be-
fassen, d.h. mit den Skalaren X\ sowie Vektoren c # 0,
fur die Ac = Ac. Fir solche X\ und c gilt einfach:

e™lec=e"c.
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Auch der Ansatz y(z) = e’c zur Lésung der homoge-
nen DGL y'(z) = Ay(x), motiviert durch den skalaren
Fall, fuhrt auf Ac = Ac, die Eigenwertgleichung.

Wie findet man die Eigenwerte und -vektoren von A7
Bekanntlich gibt es ein x = 0 mit

Ax=Xx & (A-XE)x=0

genau dann, wenn det(A — AE) = 0. Diese Polynom-
Gleichung n-ten Grades mit maximal n Wurzeln liefert
also die Eigenwerte von A; man nennt det(A—\FE) das
charakteristische Polynom der Matrix.

Gilt det(AE—A) = (A—=X1)™ --- (A=X)™ mit lauter ver-
schiedenen A1, ..., A, also insbesondere ni+---+n; =
n, nennt man ni,...,n; die algebraischen Vielfachhei-
ten der Eigenwerte. Es gibt dann jeweils hochstens n;
linear unabhdngige Eigenvektoren zum Eigenwert \;.
Beweis: Hat \;E— A den Rang r, kann man n—r der Spalten dieser
Matrix durch Hinzufiigen von Linearkombinationen der anderen
verschwinden lassen; dieselben Spaltenumformungen bei A\E — A
ergeben also eine Matrix, bei der n —r Spalten den Faktor A — \;
enthalten, weshalb det(AE — A) den Faktor (A — \;)" " enthdlt.®

Gunstigstenfalls gibt es also eine Basis {b1,...,b,} des
R™ aus Eigenvektoren der Matrix A.

Mit B = (bl,...,bn) und Abz = )\zbz (1 S 1 S n) mit —
je nach Vielfachheit der Eigenwerte — nicht notwendig
verschiedenen )\; gilt dann

A1 0] A1 0]
, B l'AB= .

Man nennt A in diesem Fall diagonalisierbar.

AB=B

Man kann zeigen (,,Spektralsatz"), dass jede symme-
trische Matrix diagonalisierbar ist, mit lauter reellen

Eigenwerten und einer Orthonormalbasis ((by,...,b,)"1
= (by,...,b,)T) zugehoriger Eigenvektoren.
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Es gibt aber auch reelle Matrizen mit komplexen Ei-
genwerten, z.B. Drehmatrizen; und die allgemeinste
Matrizenklasse mit reeller oder komplexer Orthonor-
malbasis (ONB) aus Eigenvektoren sind die normalen
Matrizen (A*A = AA*); wobei A* := AT, adjungierte
Matrix zu A, mit z + iy =z — iy, A = (a;1) = (Gir).

Fir diagonalisierbare Matrizen A= Bdiag(\1,..., ) B!
gilt

Ak 0 ehe 0
AF =B B! e =B B7L.
0 \E 0 el

In diesem Fall ist die Losungesamtheit des homogenen
DGL-Systems y' = Ay gegeben durch

y(z) =cieMby 4 4 eMh,,

wenn man (ci,...,c;)T := B~1c setzt. Partikuldrldsung
der inhomogenen Gleichung: >™" | f; M@y (£)dt - b; mit

B7H() =: (p1(t), ..., n())T.
Die einfachste ganz allgemeine Zerlegungs-Aussage, wegen der

notigen Einbeziehung komplexer Eigenwerte gleich komplex for-
muliert: Jede Matrix A € C™"*" besitzt eine Darstellung

)\1 *
A=U U-
0 An

mit einer unitdren (komplex-orthogonalen, U* = U~1) Matrix U
(Schur-Zerlegung, nach 1. Schur); leicht per Induktion zu bewei-
sen. Hieraus folgt, dass mit det(AE — A) = (A= A1) - (A= \n)

(A—X\E)---(A— X, E) =0 (Nullmatrix),

der Satz von Hamilton/Cayley. Insbesondere ist also ed stets
darstellbar als Linearkombination von E, A, A2, ... A"

Einen allgemeinen Ansatz fiir Matrizenfunktionen f(A) liefern die

Vielfachheiten der verschiedenen Eigenwerte: Aus det(AE— A) =

A=X1)™ - (A= A\p)™ folgt (Beweis: Jordansche Normalform!)
k n;i—1 ni—1

k
f(a) = ZZf(j)O\i) Bij, €4 =Y "M " @i B;;
i=1 j=0 =1 J=0
mit nur von A, nicht von f abhdngigen Matrizen B;;, bestimmbar
durch ein lineares Gleichungssystem (Wahl spezieller einfacher f).
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