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Vorbemerkungen:

(1) Die Vorlesung war urspriinglich als Master-Vorlesung geplant. Da jedoch Bedarf an einer 5-
ECTS-Vorlesung ,,Geometrie fiir Lehramt* bestand, habe ich die Vorlesung etwas umstruktu-
riert. Die (ungefihr) erste Hilfte der Vorlesung konnte als , Geometrie fiir Lehramt® gehort
werden. Hier versuchte ich, mit minimalen algebraischen Vorkenntnissen auszukommen. Inhalt-
lich handelt es sich dabei um die Kapitel 1 bis 5 des vorliegenden Skripts. Der Rest der Vorlesung
setzt deutlich mehr Algebra voraus.

(2) Um inhaltlich nicht bei den Grundlagen stehenzubleiben, wurde in Kapitel 6 , Algebraische
Varietéten - vertieft“ einiges aus der Algebraischen Geometrie (ohne Beweise) zusammengestellt.
Auch spéater wurde einiges nicht bewiesen, wie die Existenz eines nichtsinguldren Modells einer
Kurve und der Satz von Riemann-Roch. Wichtiger war mir, den Umgang mit algebraischen
Kurven zu zeigen.

(3) Als Anwendungen finden sich kurze Abschnitte iiber Codierungstheorie (Kapitel 5, Abschnitt
5) und Kryptographie (Kapitel 13, Abschnitt 6).

(4) Dieses Vorlesungsskript wurde aus den in der Vorlesung verwendeten Folien erstellt.
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KAPITEL 1

Einfiihrung

Mit der Erfindung der kartesischen Koordinaten durch Descartes und Fermat in der ersten Hilfte des
17. Jahrhunderts wurde es moglich, geometrische Fragestellungen algebraisch zu formulieren und mit
den Methoden der Algebra zu behandeln. Heutzutage lernt man bereits in der Schule, wie man einfache
geometrische Gebilde wie Geraden, Parabeln, Ebenen und Kugeln durch Gleichungen beschreibt.

In der Algebraischen Geometrie studiert man nun allgemein Losungsmengen polynomialer Gleichungen.
Dazu gehoren geometrische Objekte, aber auch diophantische Gleichungen.

Ausgangspunkt der Algebraischen Geometrie sind folgende Situationen:

e Man iibersetzt geometrische Aufgabenstellungen in algebraische Gleichungen und versucht sie
zu 16sen.

e Man deutet algebraische Gleichungen geometrisch und versucht sie auf diese Weise besser zu
verstehen.

1. Beispiele fiir Beziehung von Algebra und Geometrie

Bevor wir richtig beginnen, wollen wir zwei einfache Beispiele fiir das fruchtbare Zusammenwirken von
Geometrie und Algebra geben.

Beispiel: Gegeben seien die drei Geraden

y=z—-2, y=-2x+1, y=1

Bestimmt werden sollen alle Kreise, die alle drei Geraden beriihren.

e Ein Kreis K, (u,v) mit Mittelpunkt (u,v) und Radius r wird beschrieben durch die Gleichung

(x—u)?+(y—v)?=w mit w=r?

Datei: algkul.tex. Version vom 21.7.2021



1. EINFUHRUNG

Ein Kreis und eine Gerade konnen sich in keinem Punkt, einem Punkt oder zwei Punkten
schneiden, wie die folgende Skizze zeigt.

e Erinnerung: Die Diskriminante einer quadratischen Gleichung
az? +br+c=0mit a,b,ce Rund a # 0

ist definiert als
D = b? — 4ac.

Es gibt drei Falle:
— Fall D > 0: Die quadratische Gleichung hat die zwei (verschiedenen) reellen Lésungen

b+ VD
IELQ =
2a

— Fall D = 0: Die quadratische Gleichung hat genau eine Losung, ndmlich

o
T2

— Fall D < 0: Die quadratische Gleichung hat keine reelle Losung.
e Wir iiberlegen zunichst, wann der Kreis K, (u,v) eine der gegebenen Geraden beriihrt.
— Ein Punkt (z,y) liegt genau dann im Durchschnitt der Geraden y = x — 2 und des Kreises
K, (u,v), wenn gilt

— y=z-2und z—-u)’l+@W-0v)’=w
— y=z-2ud z-u)’l+@-2-0)°=w
= y2172und212+(72u72v74)m+(u2+v2+4v7w+4):0.

Die Diskriminante der quadratischen Gleichung (in z) 222 + (—2u — 2v — 4)x + (u? + v +
dv —w+4)=0ist

flu,v,w) = (—2u—20—4)? —4-2- (WP +0°+4v —w+4) =
—4u? + 8uv — 4v? 4 16u — 16v + 8w — 16.

Ist f(u,v,w) > 0, so scheiden sich Gerade und Kreis in zwei Punkten, ist f(u,v,w) =
0, so gibt es genau einen Schnittpunkt, ist f(u,v,w) < 0, so gibt es iiberhaupt keine
Schnittpunkte.

Wann beriihrt der Kreis K,.(u,v) die Gerade y = x — 27 Genau dann, wenn sich Kreis und
Gerade in genau einem Punkt schneiden (Achtung: Dies ist eine spezielle Eigenschaft von
Kreisen und gilt nicht allgemein!), d.h. wenn gilt

fu,v,w) = —4u® + Suv — 40 4 16u — 16v 4 8w — 16 = 0.
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e — Ein Punkt (z,y) liegt genau dann im Durchschnitt der Geraden y = —2z+ 1 mit dem Kreis
K, (u,v) (mit w = r?), wenn gilt
—= y=-2z+1lund (z—u)?+(y—v)l=w <=
— y=-2r+1lund (z—u)?+(-20+1-0v)?=w <=
— y=-22+1und 52 + (—2u+4v — 4z + (v* +v*> =20 —w+ 1) = 0.
Die Diskriminante der quadratischen Gleichung 522 +(—2u+4v—4)z+(u?+v?—2v—w+1) =
0 ist
g(u,v,w) = —16u* — 16uv — 4v? + 16u + 8v + 20w — 4.

Wie eben folgt, dass die Gerade y = —2x + 1 genau dann den Kreis K, (u,v) (mit w = r?)
beriihrt, wenn

g(u,v,w) = —16u? — 16uv — 4v* + 16u + 8v + 20w — 4 =0

gilt.
— Ein Punkt (z,y) liegt genau dann im Durchschnitt der Geraden y = 1 mit dem Kreis

K, (u,v) (mit w = r?), wenn gilt

— y=lud (z—u)+(@y—v)’=w +—

— y=lud (z—u)+(1-v)Pl=w <+

< y=1und 2* —2uz+ (u* +v* - 20 —w+1) =0.
Die Diskriminante der quadratischen Gleichung 2% — 2ux + (u? + v? — 2v — w + 1) = 0 ist

h(u, v, w) = —4v* 4 8v + 4w — 4.
Wie oben folgt, dass die Gerade y = 1 genau dann den Kreis K,.(u,v) (mit w = r?) beriihrt,
wenn gilt
h(u,v,w) = —4v? 4+ 8v + 4w — 4 = 0.

e Damit erhalten wir: Ein Kreis K, (u,v) (mit w = r?) beriihrt genau dann alle drei gegebenen
Geraden, wenn folgende Gleichungen erfiillt sind:

flu,v,w) = —4u* + 8uv — 4v* + 16u — 16v + 8w — 16 = 0,
g(u,v,w) = —16u? — 16uv — 4v* + 16u + 8v 4+ 20w — 4 = 0,
h(u,v,w) = —4v? +8v+4w —4=0.

Wir haben die Aufgabenstellung jetzt also auf das Losen der drei Gleichungen in u, v, w zuriick-
gefiihrt.

e Wir wollen jetzt die Losungen des Gleichungssystems f(u,v,w) = g(u, v, w) = h(u,v,w) =0 in
u, v, w bestimmen. Wegen

h(u,v,w) =0 <= w=v>-2v+1

definieren wir

1

F(u,v) = Zf(u,v,v2f2v+1):7u2+2uv+v2+4u78v72,
1

G(u,v) = 1—6g(u,v,v2—2v+1):—ug—uv—i—vz—«—u—Qv—l—l,

denn dann gilt

Fu,v,w) = g(u, v,w) = h(u,v,w) =0 <= w=1v>—2v+1und F(u,v) = G(u,v) = 0.
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e Wir wollen nun F(u,v) = G(u,v) = 0 losen. Es gilt:

F(u,v) = G(u,v) =0 <=

1
<=  F(u,v) =0 und g(G’(u,'u) — F(u,v)) =0 <=
<= —u2+2uv+v2+4u—81)—2:0und—u1)—u+2v+1:0 <=
<= —u2—2uv—1)2+4u—8v—2:0und(2—1L)1}:u—1 <=
-1
< v:Z und—u2—2uv—v2+4u—8v—2:0undu7€2 <=
—u
-1 4 6u® + Tu? 4 6u—9
<~ 1;:u und—u u” o+ Tu” + bu =0und u # 2 <~
2—u (u —2)2
_u—1 4 3 2 _
<= v_2 und v~ — 6u” + Tu” 4+ 6u — 9 = 0.
—u

e Verwenden wir nun w = v? — 2v + 1, so folgt schliellich
flu,v,w) = g(u,v,w) = h(u,v,w) =0 <=
-1 2u—3
— u'—6u’+Tu*+6u—9=0, V=2 ) w:(u )2
2—u u—2

e Die Gleichung fiir © kénnen wir numerisch 16sen und erhalten dann folgende vier Losungen:

11-1.03 |-0.67 | 2.79 | 1.67
21120 | 0.26 | 0.55 | 0.74
3] 1.80 | 3.91 | 845|291
41 4.03 |-149]6.21 | 249

Die vier Kreise K, (u;,v;) beriihren also alle drei Geraden.
Mit SAGE kann man u,, v;, w;, r; wie folgt finden:

var("u")

f=u"4-6%u"3+7*u"2+6*u-9

U=f.roots(ring=RR)

for u,_ in U:
v=(u-1)/(2-u)
w=((2%u-3)/(u-2))"2
r=w"0.5
print(u,v,w,r)
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Wir haben also ein geometrisches Problem in die Algebra iibersetzt, die entsprechenden Glei-
chungen manipuliert und gelést. Als Ergebnis erhalten wir vier Kreise.

e Wir kommen nochmals zuriick zu den Gleichungen F(u,v) = G(u,v) =0, d.h.
—u? 42w+ v +4u -8 —-2=0und —u® —ww+v>+u—2v+1=0.

Wir lassen die Kurven zeichnen und erhalten folgendes Bild:

Dies legt die Vermutung nahe, dass es sich bei beiden Gleichungen um Geradenpaare handelt.

e Durch Probieren findet man die Zerlegungen

F(u,v) = —u?+2uv+v*>+4u—8v—2=
= (wHu—4+V2u—-3)v+u—4—V2(u-3)
Gu,v) = —u?—w+v*+u—2v+1=
1 1 1 1
= (v—gu—l—i—i\/gu)(v—ﬁu—l—i\/gu)

Die Schnittpunkte lassen sich hier natiirlich sofort direkt ausrechnen:

w

1 1 1 1 1 9 1
U1_§_ _5\/57 1}1—5—5\/5—"-5[—5\/5‘\/5, w1_§—2\/§—|—§\/g7
3 1 1 1 1 1 9 1
U2—§*\/§+§\/g, U2—§*§\[*5\/5+5\/§‘\/5, w2—§*2\/>*§ 5,
3 1 1 1 1 1 9 1
us=>+vV2—--V5, w3=c+-V2+VE+ V2 V5 ws =3 +2V2+ V5,
2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 1 1 1 1 9 1
U4:5+\/§+§\/5, ’U4:§+§\[—§\[—5\/§'\/57 ’LU4:§+2\[—* 5

(Die Nummerierung ist so gewé#hlt, dass es zu den nummerischen Losungen passt.)

2. Rationale Kreispunkte

Rationale Punkte auf dem Einheitskreis: Wir suchen nach Punkten (x,y) des Einheitskreises mit
rationalen Koeflizienten, d.h. Losungen der Gleichung

2+y?=1 mit z,yeQ.
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Es gibt einige ,triviale Losungen der Gleichung, beispielsweise (1,0), (—1,0),(0,1), (0, —1).

2.09

1IN
NI

-20 -15 -10 -05 00 0.5 10 15 2.0

Gibt es weitere Punkte? Bekanntlich gilt 3% + 4% = 52, woraus sich (2)% + (2)? = 1 ergibt. Also ist (£, 1)
ein rationaler Kreispunkt. Aus Symmetriegriinden erhélt man dann gleich folgende rationale Kreispunkte:
34,3 4. ,34 ,3 4 43 4 3,43 ,4 3
5555 55k ) 55k g e g

2.09

I
N

—ZI.D —1I‘5 —ll‘l) —6‘5 0.‘0 0:5 1:0 l:5 2.'0
Gibt es weitere rationale Punkte auf dem Einheitskreis?
Eine geometrische Idee:

e Wir starten mit dem Punkt (0,1). Sei (xg, o) irgendein, von (0,1) verschiedener Kreispunkt.
Wir legen eine Gerade durch (0,1) und (xo, yo):

2.04

154
104

N \

0.0

051 K‘J \
—10]

-2 -1 o 1 2 3

Setzen wir zusitzlich z¢ # 0, also (zo,yo) # (0, —1) voraus, so wird die Gerade durch folgende
Gleichung beschrieben:

y—1 _y-—1

x—0 29—0’
also .

yzyo;x-l—l.

Lo
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e Den Schnittpunkt mit der z-Achse erhalten wir, wenn wir y = 0 setzen und nach = auflésen:

-1 -1
=% x+1 <= Yo r=-—1 <— T = o .
zo o LI —wo
Die Gerade schneidet die z-Achse also im Punkt
Lo
,0).

()
Wir ordnen jetzt jedem von (0, 1) verschiedenen Punkt des Kreises die z-Koordinate des Schnitt-
punkts der Verbindungsgeraden zu:

0

To
l—yo
(Diese Abbildung funktioniert auch fiir (zg, yo) = (0,—1).)

(%o, y0) =

0.0
s \\\M//
-1.0

-2 -1 0 1 2 3

e Wir nehmen nun umgekehrt irgendeinen Punkt (¢,0) der z-Achse und bestimmen die Gerade
durch die Punkte (0,1) und (¢,0), wobei wir zunéichst ¢ # 0 voraussetzen:

y—1 1-0 1

zr—0 0—t t
oder

! +1
=——z+1
4 t

Wir bemerken, dass gilt
x x

y—1 1-y
Nun bestimmen wir den zweiten Schnittpunkt der Geraden mit dem Einheitskreis.
Dazu setzen wir die Geradengleichung in die Kreisgleichung ein:

t=—

2 1 2 2 1 2 2
T +<—tx+1> =1 < = +t—2x —;x—l-l:l —
= <1+t12):102:§x f:ﬂ)
—= <1+1>x:2 <=
t2 t
2 2t

-t =
1+4 241

— X

e Den zugehorigen y-Wert erhalten wir, wenn wir den z-Wert in die Geradengleichung einsetzen:
12t -2 P41 21

P tl=5 T T 211

t t°+1 t*+1  t2+1 t+1

Wir erhalten also als Schnittpunkt

(2.y) = 2t 2 -1
L= \erres1 )

Yy=-
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(Diese Gleichung gilt auch fir ¢t = 0.)

2.09

1519

104 ( :?f fj;l)

054
0.0
=0.5 K‘J
-1.04

-2 -1 0 1 2 3

Mit Hilfe unserer geometrischen Uberlegungen haben wir die Kreispunkte parametrisiert. Wir formulieren
das Ergebnis als Satz:

SATZ. Die Abbildung

x
Aif(z,y) €QxQ:a® +4° =13\ {(0,1)} = Q (@9) = 1
ist bijektiv mit der Umkehrabbildung
Q= {(z,y) €QxQ:2*+y* =13\ {(0,1)} t»—>(i t27—1)
:U" 7y . y_ I I t2+17t2+1

(Wir verzichten hier auf einen rein algebraischen Beweis.)

Der Satz erlaubt es, beliebig viele rationale Punkte auf dem Einheitskreis anzugeben. Hier sind ein paar
Beispiele.

Beispiele:
t o |1 ] -1 | 2 | 3 | 4 | 5
pt) 1 0,-1) [ (L,0) [ (-1,0) | (5.3) [ (3,5 | (7. 33) | (53, 13)

Wir kénnen nun auch die im 1. Quadranten gelegenen rationalen Kreispunkte, d.h. die Punkte

(z,y) mit 22 +y*> =1 und z,y € Qs

gut beschreiben:

FOLGERUNG. Die Punkte (x,y) mit z,y € Qso und 2% + y? = 1 lassen sich durch die rationalen Zahlen
> 1 parametrisieren. Genauer:

{(z,y) € Q50 x Q>0 : 2?4y’ = 1} ~ Qs
x

1-y

(z,y) +—

2t -1
24+1'1241

( )

Dabei sind die angegebenen Abbildungen invers zueinander.
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3. Pythagoreische Tripel

Pythagoreische Tripel: Ein pythagoreisches Tripel ist ein Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen a,b, ¢ €
N, wenn gilt:

a’ + b =
d.h. wenn a, b, c die Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks sind (Satz des Pythagoras). Manchmal
spricht man dann auch von einem pythagoreischen Dreieck.

a

Ein pythagoreisches Tripel (a, b, ¢) nennt man primitiv, wenn gilt ggT(a, b, ¢) = 1. Ein bekanntes Beispiel
ist
(3,4,5).
Ist (a, b, c) ein pythagoreisches Tripel und k € N, so folgt aus
(ka)? + (kb)* = (kc)?,

dass auch (ka, kb, kc) ein pythagoreisches Tripel ist. Man kann sich iiberlegen, dass sich alle pythagoreische
Tripel auf diese Weise aus primitiven pythagoreischen Tripeln ergeben.
Sei nun (a, b, ¢) ein pythagoreisches Tripel. Dann folgt aus a® + b* = ¢? natiirlich (2)? + (2)? = 1. Also
ist (2, %) ein im 1. Quadranten gelegener rationaler Punkt des Einheitskreises. Nach der Folgerung gibt
es also einen Parameter ¢t € Q- 1, sodass gilt

a 2 b t? -1

c 241 ¢ 241
Der Parameter ist

ole

B _a
1 —g Cc—b
Schreiben wir ¢t = 2 mit m,n € N, m > n, ggT(m,n) = 1, so gilt

a 2. 2mn b (22 -1 m2—n?

cTEEA mia e

t

241 m2+4n?

333

Anders geschrieben:
C

(02 2
c¢=(m”+n”) o S

c c
a=2mn - ———, b= (m?—n?)-- ’

m2 + n2 ( ) m2 + n2

e Ist m oder n gerade, wiahlt man ¢ = m? + n2, so erhilt man das Tripel

2 m? +n2).
m2+n2
2

(a,b,¢) = 2mn,m* —n

e Sind m und n ungerade Zahlen, wiahlt man ¢ =
erhélt das Tripel

, 80 ist ¢ eine natiirliche Zahl und man

m? —n? m?+ n2)

2 7 2 ’
Man kann beweisen, was wir hier nicht tun wollen, dass man auf diese Weise alle primitiven pythagorei-
schen Tripel erhalt:

(a,b,c) = (mn,
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SATZ (Beschreibung aller primitiven pythagoreischen Tripel). Sei

P ={(a,b,c) e Nx NxN:a?+b* = c? gegT(a,b,c) =1}

die Menge der primitiven pythagoreischen Tripel. Dann ist die Abbildung

a

a:P—Qs1, (a,bc)— p—

bijektiv mit der Umkehrabbildung

(2mn, m? —n?,m? + n2), falls m,n € Nym > n,ggT(m,n) =1,
5:0 P m m oder n gerade,
: — I, — = 2 2 2 2 X
>t n (mn, m—"—, %), falls m,n € N,m > n,ggT(m,n) =1,

m und n ungerade.

Beispiele: Hier sind alle primitiven pythagoreischen Tripel (a,b, ¢) mit ¢ < 100. Es gibt 32 Stiick.

(a,b,c) a((a,b,c)) = 45 =" (a,b,c) a((a,b,c)) = 45 ="

(3,4,5) 3 (11,60, 61) 11

(4,3,5) 2 (60,11,61) 8
(5,12,13) 5 (16,63, 65) 8
(12,5,13) 3 (33,56, 65) 4
(8,15,17) 4 (56,33, 65) z
(15,8,17) s (63,16, 65) 2
(7,24,25) 7 (48,55,73) 8
(24,7,25) 3 (55,48, 73) 4
(20,21, 29) 5 (13,84, 85) 13
(21, 20, 29) z (36,77, 85) 5
(12,35, 37) 6 (77,36, 85) 4
(35,12,37) z (84,13, 85) z
(9,40, 41) 9 (39,80, 89) 2
(40,9, 41) s (80, 39, 89) 8
(28,45,53) ? (65,72,97) 2
(45,28,53) g (72,65,97) g
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Nun haben wir fiir alle rationalen Zahlen ™ € Q-1 mit ggT(m,n) = 1 und m < 10 die zugehorigen Tripel
bestimmt:

w | s el LG
2 (4,3,5) | (84,13,85)
31 (3,4,5) 8 | (16,63,65)
31 (12,5,13) 8| (48,55,73)
4 | (8,15,17) 81 (80,39,89)
3 | (24,7,25) 81 (112,15,113)
51 (5,12,13) 9 | (9,40,41)
51 (20,21,29) 21 (36,77,85)
51 (15,8,17) 21 (72,65,97)
2| (40,9,41) 2| (45,28,53)
6 | (12,35,37) 2| (63,16,65)
8 1(60,11,61) 9 | (144,17,145)
7 | (7,24,25) 10 | (20,99,101)
7| (28,45,53) 21 (60,91,109)
21 (21,20,29) 10| (140,51, 149)
T | (56,33,65) 21 (180,19, 181)
1 1(35,12,37)

Die vorangegangenen Uberlegungen hatten mit der Kurve 22 + y? = 1 zu tun. Durch die angegebene
Parametrisierung sieht man, dass es unendlich viele rationale Punkte auf dieser Kurve gibt. Dies é&ndert
sich, wenn man den Exponenten 2 durch eine gréfiere Zahl ersetzt.
Die Fermat-Gleichung: Fiir n > 3 hat die Gleichung

a*+b" =" mit a,bceN

keine Losung. Dies wurde von Fermat behauptet, von Wiles (1995) bewiesen. (Der Beweis ist nichttrivial.)
Gilt @™ +b" = ¢", so folgt (2)"+ (%)™ = 1, also hat man das Problem, nach rationalen Punkten (Punkten
mit rationalen Koordinaten) auf der Kurve

zu suchen. Es wurde bewiesen, dass es nur die folgenden trivialen Losungen gibt:

(1,0),(-1,0),(0,1),(0,—1) fiir gerades n,
(1,0), (0,1) fiir ungerades n.

Die folgenden Bilder zeigen die reellen Kurven fiir einige n.

3 3
2 \ =1 , zhpyt=1
1 1

1
u
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(1]
L

4. Kongruenzzahlen

Kongruenzzahlen: Eine natiirliche Zahl N heifit Kongruenzzahl, wenn sie Fldcheneinhalt eines recht-
winkligen Dreiecks mit rationalen Seitenldngen ist, d.h. wenn es a, b, c € Q¢ gibt mit

1
N = iab und @ + 0% = 2.

a

Beispielsweise ist 6 eine Kongruenzzahl, weil 6 = 1 - 3 -4 und 32 + 42 = 57 gilt.

Ist N eine Kongruenzzahl mit N = %ab und a? + b% = 2, sind r,s € N, so gilt N;—z = % “fa- tbund
(La)? 4 (Lb)? = (Lc)?. Ist also N:—Z € N, so ist dies ebenfalls eine Kongruenzzahl.

Daher kann man sich auf die Betrachtung quadratfreier Zahlen beschrinken.

Bemerkung: Eine natiirliche Zahl n nennt man quadratfrei, wenn sie nicht durch das Quadrat einer
Primzahl p teilbar ist. Jede natiirlich Zahl n € N l&sst sich eindeutig zerlegen

n = k20 mit k, ¢ € N, ¢ quadratfrei.
Man nennt ¢ auch den quadratfreien Anteil von n (SAGE: squarefree_part). Ein paar Beispiele:
1=1%-1, 2=1%.2, 3=1%2.2, 4=2%.1, 5=12.5,
6=1%.6, 7=12-7, 8=2%.2,
12=2%2.3, 18=3%2.2, 20=2%2.5, 24=2%2.6, 27=32%.3,
28=2%.7 32=2%.2

Unsere Beschreibung der rationalen Punkte des Einheitskreises fithrt nun zu einer Beschreibung der
Kongruenzzahlen:

SATZ. e Ist N eine quadratfreie Kongruenzzahl, so gibt es m,n, k € N mit ggT(m,n) =1, m >n
und ) )
N — (m? —n )mn
k2

2

e Sind m,n € N mit ggT(m,n) =1 und m > n und zerlegt man (m* —n?)mn in ein Quadrat k>

und einen quadratfreien Teil N, also
(m? — n*)mn = Nk,

so ist N eine quadratfreie Kongruenzzahl. Ein zugehdriges rechtwinkliges Dreieck mit passenden
Seitenlangen wird gegeben durch

2mn b m2 — n? m2 4+ n?
— = C= ———

k- ko7 k

a =
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Beweis:

e Sei N eine Kongruenzzahl, d.h. N = %ab und a? +b? = ¢ mit a, b, ¢ € Q. Dann ist (%, %) ein
rationaler Kreispunkt im 1. Quadranten, es gibt also m,n € N mit m > n, ggT(m,n) =1 und

a 2mn b m?—n?

c m24+n2’ ¢ m24+n?’

also
B c L 9 c
a=2mn- rE b=(mt ) e
Dann ist
N 1 b 1 9 c ( 9 2) c ( 9 2) c 2
=—ab==2mn- —— - (m* —n°) ——— =mn(m* —n?) - | —— | .
2 2 m2 4+ n? m?2 4+ n? m2 4+ n?

Wir schreiben

c 2N

und erhalten dann
52

N = mn(m? — n?) - 7

also  Nk? = mn(m? — n?) - (2.
Da N quadratfrei sein soll, folgt aus ggT(k,¢) = 1 sofort £ = 1, und damit
Nk? = mn(m? —n?).

Es ist dann
woraus sich

ergibt.
e Man sieht, dass a2 + b = ¢2, a,b,c € Qsg und N = %ab gilt. Nach Konstruktion ist N
quadratfrei, was dann die Behauptung beweist. B

Bemerkung: Mit dem vorangegangenen Satz kann man Kongruenzahlen konstruieren: Man lasst m und

n laufen (mit m > n und ggT(m,n) = 1), zerlegt mn(m? — n?) = Nk? mit quadratfreiem N. Dann ist

N eine Kongruenzzahl.

Beispiel: Wir wihlen m = 2021 und n = 1000. Dann gilt mit den Bezeichnungen des vorangegangenen
Satzes

NE* = mn(m® —n?) = 6233655261000 = 2° - 3-5° . 19- 43 - 47 - 53 - 1021 =
(2-3-5-19-43-47-53-1021) - (2-5) = 62336552610 - 10°.
Daher ist
N = 62336552610

eine (quadratfreie) Kongruenzzahl. Ein zugehoriges rechtwinkliges Dreieck mit Fldcheninhalt N hat die
Seitenlédngen

2 2
(1:2712171:4042007 b:m n :3084441

m?+n? 5084441
k 0 T kT 10
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Beispiele: Nach dem eben beschriebenen Verfahren haben wir m bis 10000 laufen lassen. Dabei wurden
folgende quadratfreien Kongruenzzahlen N < 50 gefunden:

N (a,b,¢) m n k N (a,b,c) m n k

5 | (432, 1220, 334101) | 2401 | 961 | 1494696 20 | (22780 99 480298011 | 4901 | 4900 | 90090
5 (%7 %’ %1) 5 4 6 29 <%7 52979807 4890020998001) 9801 1 180180
5 (2,22,4) 9 1 12 30 (12,5,13) 3 2 1

5 | (92,1509 334I01) | 1681 | 720 | 747348 30 (5,12,13) 5 1 2

6 (3,4,5) 3 1 2 30 (—69 1560 296L) | 289 | 49 | 6188
6 (4,3,5) 2 1 1 30 | (%280, Lo 42901 169 | 120 | 3094
6 (%07 1707 1381) 25 24 70 31 (28(7)’ 83869077 2150636352601) 1600 81 103320
6 | (3427,4088 TTISAss) | 2738 | 529 | 1319901 31| (8897 120 2566561) | 1681 | 1519 | 206640
6 | (4552, 38194 TTIOISS) | 3267 | 2209 | 2639802 34 (24,17, 145) 9 8 6

6 (36: % 50 9 | 1 | 140 34| (M2 18 ey | 49 | 32 | 252
7 (%, 35 31) 16 9 60 34 (138,15 353 17 30

7 (35,228,280 25 7 120 34 (5,438,382 25 60
13 (323,780 106921 361 | 289 | 19380 34 (L8, 12 3425 81 17 504
13| (353,328 100921) 325 | 36 9690 34 (4,24, 125) 17 1 12
14 (%,5,9) 9 7 12 34 | (227,992 939905) | 1089 | 833 | 114576
14 | (220,303 21914881) | 4225 | 2016 | 2896140 34| (92,3027 939905) | 961 | 128 | 57288
14 | (3413, 21890 2194881) | 6241 | 2209 | 5792280 38 | (LM00, 5801 11646021 | 1950 | 289 | 118575
14 (3,2, %) 8 1 6 38 | (50, S, ) | 1539 | 961 | 237150
15 (4,2,4) 4 1 2 39 (156, 2,318) 13 | 12 10
15 (2,4, 5 3 4 39 (3,156 313) 25 1 20
15 | (A, 20 Lulal) 529 | 49 | 21896 41 | (4923 3283 1952721) | 1089 | 961 | 81840
15 (21064107 16681 , 11401914281) 289 240 10948 41 (%8097 %7 31524148801) 841 41 24360
21 (12,%,22) 4 3 2 41 (22,4, %) 41 9 120
21 | (430,321 50354L) 625 | 336 | 52700 41 | (3259 1023 1082721) | 1025 | 64 | 40920
21 | (527, 4200 503521) | 961 | 289 | 105400 41 (3,22, %) 25 | 16 60
21 (3,12, %) 7 1 4 41 | (52,189 3518L) | 441 | 400 | 12180
29 (%07 %7 419%) 50 49 105 46 (116187 245237 7456825) 79 49 462
29 (33 140 @) 99 1 210 46 (@ 168 @) 121 23 924

35’ 3 7 105

42 0 11 7 462

Die obige Tabelle enthilt nicht alle (quadratfreien) Kongruenzzahlen < 50, es fehlen noch die Zahlen 23,
37, 47. Die folgende Tabelle liefert passende Werte, um auch die Zahlen 23, 37, 47 als Kongruenzzahlen
nachzuweisen:

N m n

23 24336 17689
37| 777925 1764
47 | 14561856 | 2289169

Bemerkung: Fermat hat bewiesen, dass 1 und 2 keine Kongruenzzahlen sind.

Bemerkung: Ist N Kongruenzzahl, so kann es mehrere zugehétrige rechtwinklige Dreiecke geben. Bei-
spielsweise haben folgende rechtwinkligen Dreiecke alle den Flicheninhalt 6: (a,b,¢) = (3,4,5) und

(a,b,c) =

7 120 1201
(ﬁa ) W)

Bemerkung: Der vorangegangene Satz liefert zwar eine Moglichkeit, Kongruenzzahlen zu konstruieren.
Man kann mit ihm aber nicht effektiv testen, ob eine gegebene Zahl N eine Kongruenzzahl ist oder nicht.
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Der folgende Satz bringt einen neuen Kurventyp ins Spiel:

SATZ. Fiir eine natirliche Zahl N gilt die Aquivalenz:
N ist Kongruenzzahl <= es gibt x,y € Qs mit y*> = x> — N2x.

Genauer:

e st N eine Kongruenzzahl, (a,b, c) ein zugehdoriges rationales rechtwinkliges Dreieck mit Flichen-

inhalt N, setzt man
Na 2N?

c—v YTy
so gilt
z,y €Qso und y?=x(z? - N?).
o st (z,y) € Qso X Qs mit
y2 _ .T(Z,UQ _ ]\72)7
setzt man
2Nz z? — N? z? + N?
a = _—, b = _, C = ——
Y Y Y

so sind a,b,c die Seiten eines rationalen rechtwinkligen Dreiecks mit Flicheninhalt N, insbe-

sondere ist also N eine Kongruenzzahl.
Man kann die vorangegangenen Punkte auch so zusammenfassen:
o Sei
Dy = {(a,b,¢) € Qs x Q0 X Qsp:a? +b*> = N = %ab}

und
Xy ={(z,y) € Qs x Q0 : y* =2 — N?z}.
Die Abbildung
Na 2N?
: D X b - =
7Dy = XN, (a0,0) = (——, —)
ist bijektiv mit Umkehrabbildung

ONz 22— N2 224+ N2
§:XN_>DN5 (w,y)»—)( y ) y ) Y )

Beweis:

e Sei N eine Kongruenzzahl, a,b,c € Qs die Seitenléingen eines zugehorigen rechtwinkligen
Dreiecks. Fiir t = _%; gilt dann

2t 5 2 —1
a= -C = - C
241 7 2 +1
und ) )
1 1 2t t“—1 t(t- —1
N=_-gb==. .c- e = ( ).C2
2 2 2+1 241 (12 4+ 1)2

Wir formen die letzte Gleichung dquivalent um:

ot -1) CON*t(#2—1) 5, N-(Nt)((Nt)2—N?%)
Nfi(t2+1)2~c <— N77N4(t2+1)2 -t = (N2 + N2)? -C <=
2 2\ 2
<(Nt)+N> = (Nt) - (Nt)? = N?).

c

Setzen wir ) )
r=Nt, y= 7(]\“) N ,
c

so gilt

y? = z(xz - N2) und z € Qsg, v € Qso.
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Wir erhalten damit die Darstellungen

2t 2N - Nt 2Nz
CT R T NN ST Ty
b — t2—1_C:(Nt)2—N2_c:a:2—N2
241 (Nt)?2 + N2 y
_ (Nt)P4+N?* 2+ N?
c = ; T
Mit t = %5 gilt weiter
r = Nt:&7
c—b
N2(124+1)  N*((%)?+1)  N2(a®+ (c— b)?)
vo= c - c B c(c—b)? B
N2(a% + b + ¢® — 2bc N2(2¢* —2bc)  N2-2c(c—b)
- c(c—b)? - clc—b)? B clc—b)? -
2N?
T

e Wir rechnen dies direkt nach. Seien also x,y € Qs mit

2N 27N2 2 N2
y? = x(z® = N?) und a:—x, b="2 , C:er .
Y Y Y

Wegen y > 0 und = > 0 folgt 22 — N2 > 0 und damit a,b,c > 0. Es ist
AN2g? 4 (22 — N?)?  4NZ2z? 4 (a* — 2N%2? + N*)

2, 12
a”+b _
y? y?
SC4+2N2132+N4 (:ZZ2+N2)2 0
= y2 = y2 = C
und
lab _ 1 2Nz 2 — N2 _ Nz(x? — N?) _ Ny? _N
2 2y y y? y?

Dies beweist die Behauptung.
e Dies folgt aus (1) und (2). Man kann dies aber auch eigenstindig beweisen. B

Beispiel: Wir wissen, dass N = 6 eine Kongruenzzahl ist. Ein zugehoriges rationales rechtwinkliges
Dreieck ist (a,b,c) = (3,4,5). Wir berechnen mit den Formeln des Satzes

Na 6-3 2N? 2.62
x:c—b:m:187 :(:—1)25—4:72
und erhalten damit den Punkt
(18,72)
auf der Kurve y? = 23 — 362.
Das Dreieck (b, a,c) = (4,3,5) fithrt zu
. 2 L2
v c]\iab:%:m’ V= ijfb: 2—63 = 36,

also den Kurvenpunkt
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Das folgende Bild zeigt die Kurve 32 = 2(2% — 36) und die Kurvenpunkte (6, 0), (12, 36), (18,72), die alle
auf der Geraden y = 6(z — 6) liegen.

80 -
60 -
40 -

20 A

=20 -
—40

—6B10

—801 T T
=50 510320
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Beispiele: Fiir die Beispiele von oben haben wir nun den zum Tripel (a, b, ¢) gehorigen Punkte (x,y) der
Kurve y2 = 22 — N2z aufgelistet:

N (a,b,c) (z,9) N (a,b,c) (z,y)
5 (@ 4920 3344161) (12005 1205400) 29 (52780 99 48029801) (142129 1082367)
492 > 1519’ 747348 961 * 29791 99 910’ 90090 4900’ 343000
AINCEX) X)) 20 | (3, 250, St [ (284229, 151531380)
5 (3,2, 4) (45, 300) 30 (12,5,13) (45, 225)
4920 1519 3344161 1681 62279
5 (1519’ 492 747348) (mv 1728) 30 (5 12713) (150’ 1800)
119 1560 42961 8670 795600
6 (3’4v5) (18’ 72) 30 (%’ 119 3094) (W’ 343 )
o] (39 (12,36) 0| () [ (en
120 7 1201 25 35 720 8897 2566561 49600 11032280
6 (TvTo’W) (To’§) 31 (ﬁvﬁv 1003320) ( 81 729 )
6 (3404 4653 7776485) (16428 2065932) 31 (@ 720 2566561) (@ 29520)
15512 851 ° 1319901 529 ° 12167 360 ’ 287’ 103320 49 343
4653 3404 7776485 19602 2021976 17 145 153 867
6 (W’ﬁ’ 1319901) ( 2209 103823) 34 (24’F7 6 ) (T’T)
6 (15, 2 55 (294,5040) 3| (B R.5D) (56, %)
24 35 337 112 980 136 15 353 289 4335
7 (3,95 %) (5% %57) 34 (35 % 56) (%, %)
AENCER ) (25, 120) ul (9.5 %) (5. %2)
323 780 106921 4693 192660 153 112 3425
131 (%5 53> “66o0) (558, 50 4| (%9 55) (162,2016)
780 323 106921 4225 272935 17 145
13 (%vﬁv 9690 ) (W? 2160) 34 (* 24, "6 ) (5787 13872)
21 8 65 3927 992 939905 2178 65472
14 (7757?) (18’48) 34 (248 » 2317 07288) (W’ 343 )
14 (21840 3713 21914881) (% 241345) 34 (992 3927 939905) (16337 2069529)
3713 > 780 ’ 2896140 144 > 1728 2312 248 ’ 57288 64 > 512
14 (@ 21840 21914881) (87374 24155040) 38 (@ 5301 1646021) (47500 10071900)
780 ’ 3713 * 2896140 2209 ° 103823 279 ° 425 > 118575 289 7 4913
8 21 65 5301 1700 1646021 58482 11046600
14 (5777?) (11271176) 38 (?57W7 118575) ( 961 > 29791 )
= = 1=
15 45 49) (60,450) 39 (12%.3.%%) (12 %)
15 (2.,4,%) (25,100) 39 (3,15, 318) (975, 30420)
161 2040 141121 7935 703800 1023 3280 1054721 44649 4437840
15 (ﬁ’ﬁ’ 10948) ( 490’ 343 ) 41 (T’m’ 40920 ) ( 961 ° 29791 )
2040 161 141121 289 2737 1189 840 354481
15 (W’W’ 10948) (Wvﬁ) 41 (Wvﬁv 12180) (841724360)
a2l (25%) (25,9) al (pas) [ (9
4200 527 503521 625 13175 3280 1023 1054721 42025 8598315
21 (W’i)oo’om?ooo) (ﬁ? 64d) 41 (m’ﬁv 46)920) ( 640’ 512 0)
527 4200 503521 20181 2734200 40 123 881 1025 25215
21| (5%, % 5) | (s n) 41 (% % %0) (4%, 2%
7 25 840 1189 354481 18081 1023729
21 (5712’7) (147,1764) 41 (%’mv 102180) ( 400 ° 8000 )
140 33 4901 1100 7260 168 253 7585 3312 139656
22 (%55 % o5) (49 53) 46 G 2 5) (%5 50)
22 (32,19, 4%4) (2178,101640) 46 | (B8R T2) (242, 3696)

Bemerkung: Die Kurven
y? = x(z* — N?)  oder auch ¢*=2%— N2z oder auch y* = z(x — N)(z + N)

sind Beispiele von sogenannten elliptischen Kurven. Diese Kurven enthalten immer die Punkte (0, 0),
(N,0), (—N,0).
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Die folgenden Bilder zeigen die Kurven fiir N = 1,2,3,4,5,6.

30 A

20

10 4

—10 1

—20

—30 1

30 A

204

10 4

30

204

10 4

/
\

—10 1

—20 1

—30 1

—10 1

—204

—30 1

/\

-10 -5 0 fl) 1‘0 -10 -5 0 5 10 =10 -5 0 5 10
30 1 30 30 4
204 204 20 -
10 4 10 4 10 4

0 0 C 0 O

_10 104 -10
=204 —20 4 —20 -
—30 1 -30 1 301

—iO —‘5 0 5 lID —]I.O —‘5 0 fl) lID —iO —I5 0 fl) lID
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Bemerkung: Die Beschiftigung mit Kongruenzzahlen hat eine lange Geschichte. Zwar sind viele Er-
gebnisse bekannt, es gibt aber auch eine Reihe offener Fragen. Ein neueres Ergebnis ist das folgende

[Tunnell|:

SATZ (Tunnell 1983). Sei N eine quadratfreie natiirliche Zahl,

falls N gerade,

Ay, 2) € Z3 1 42% + y? + 822 = &, 2 gerade},
N falls N ungerade

{(z,y,2) € Z% : 22 + y*> + 82% = N, z gerade},

e B {{(x, y,2) € Z3 : 4x® + y? + 822 = %, z ungerade},  falls N gerade,
{(z,y,2) € Z% : 22% + y? + 822 = N, z ungerade},  falls N ungerade
Dann gilt:
N Kongruenzzahl == #A=#B
N Kongruenzzahl BSD-Vermutung #A=#B

(Dabei steht BSD-Vermutung fiir eine Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer.)






KAPITEL 2

Affine algebraische Mengen und ebene affine Kurven

Wir legen im Folgenden einen Korper K zugrunde, also beispielsweise

e den Korper Q der rationalen Zahlen,

den Korper R der reellen Zahlen,

den Korper C der komplexen Zahlen,

einen endlichen Koérper ), mit p Elementen, wobei p eine Primzahl ist,
einen algebraischen abgeschlossenen Koérper K.

Ein Korper K ist algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom f € K|x] vom Grad > 1 (mindestens)
eine Nullstelle in K besitzt.

Dann erhilt man eine Zerlegung

flz) = c]:[(:c — ;)™
i=1

mit ¢, aq,...,a, € K, ¢ # 0 und m; € N, wobei ay, ..., q, die verschiedenen Wurzeln/Nullstellen von f
sind.
Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen (Fundamentalsatz der Algebra).
Man kann zeigen, dass jeder Korper K in einem algebraisch abgeschlossenen Korper enthalten ist, der
algebraisch iiber K ist. Ein solcher Korper ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und wird als alge-
braischer Abschluss K von K bezeichnet. (Dass K algebraisch iiber K ist, bedeutet, dass zu jedem
¢ € K ein Polynom f € K|x]\ {0} existiert mit f(£) =0.)

Beispielsweise ist C der algebraische Abschluss von R.

Ein Polynom f in den Variablen z, ..., z, mit Koeffizienten aus dem Korper K ist ein Ausdruck
— i1 7
f= g Gy, i, 1 o T
1120,...,in 20

wobei die Summe endlich ist und a;, .. ;, € K gilt. Man schreibt auch manchmal

f(l'l, e ,Jjn).

Die Menge aller solchen Polynome schreibt man als

ey

Klzy,..., 2]
Man kann Polynome addieren und multiplizieren, wodurch K|[z1,...,z,] zu einem kommutativen Ring
mit 1 wird. Man denkt sich K C K|[z,...,2,], die Zahlen aus K entsprechen dann den konstanten
Polynomen.
In Polynome kann man fiir z1,...,z, auch Werte einsetzen:

f(plu e 7pn)a
wobei p1,...,p, aus einem kommutativen Ring sind, der K enthélt.

Erinnerung: Ist A € M, (K) eine quadratische Matrix mit Eintrégen aus K, so bildet man das charak-
teristische Polynom

xa(z) =det(xl, — A) oder xa(z)=det(A—z1,).

Datei: algku2.tex. Version vom 19.7.2021
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Der Satz von Cayley-Hamilton besagt dann, dass man die Nullmatrix erhélt, wenn man die Matrix in ihr
charakteristisches Polynom einsetzt:

xa(4) =0.

1. Affine algebraische Mengen
DEFINITION. Der n-dimensionale affine Raum tiber K wird definiert als

A" ={P = (a,...,a,):a; € K}.
Al wird als affine Gerade, A% als affine Ebene bezeichnet.

Ist f € K[z1,...,7,] ein Polynom (in den Variablen z1,...,2,) und P = (ay,...,a,) € A", so kann
man f(P) = f(ai,...,a,) bilden, d.h. man kann f als Funktion auf A™ betrachten. Daher ist folgende
Definition sinnvoll:

DEFINITION. Eine Teilmenge X C A" heifst algebraische Menge in A", falls es Polynome f1,..., f. €
Klxy,...,2n] gibt mit

X={PecA": fi(P)="---= f.(P)=0}.
(Man schreibt auch kurz X = {f1=---= f, =0}.)

Beispiele:
e A" und ) C A" sind algebraische Mengen, denn es ist A™ = {f = 0} fiir das Nullpolynom
f=0¢€K|zy,...,7,] und ) = {g = 0} fiir das konstante Polynom g = 1 € K|[x1,...,2y).
e Ein Punkt P = (a1,...,a,) € A" bzw. { P} ist cine algebraische Menge, denn {P} = {z1 —a; =

s =xy —ap = 0}
e Sind X ={fi=--=f=0undY ={g1 =+ = g; = 0} algebraische Mengen in A", so sind
auch die Vereinigung
XUY ={figr == figs = fog1 == fogs == frg1 =+ = frgs = 0}

und der Durchschnitt
XNY={fi==f=g==g.=0)

algebraische Mengen in A™. (Man kann auch zeigen, dass der Durchschnitt beliebig vieler alge-
braischer Mengen algebraisch ist.)

e Bemerkung: Die algebraischen Teilmengen von A" bilden die abgeschlossenen Teilmengen einer
Topologie auf A", der sogenannten Zariski-Topologie.

Die algebraische Teilmengen von A':

e Ist X eine algebraische Teilmenge von Al, so gibt es (nach Definition) Polynome fi,..., f, €

K[z] mit

X={fi==f=0={aeR: fila) == () = 0}.
Es ist
X={A=0}n---n{fp =0}
e Ist f; = 0 (das Nullpolynom), so ist {f; =0} = Al.
e Ist f; # 0, so gibt es eine Zerlegung
filx)=c-(x —a)™ ... (x —as)™

mit den verschiedenen Nullstellen a1, ...,as von f; und ¢ # 0. Dann ist

{fz ZO} = {al,...,as}.

e Insgesamt sehen wir, dass X entweder A® ist oder aus endlich vielen Punkten besteht.
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e Da auch jede endliche Teilmenge von X algebraisch ist - X = {f1,...,08n} ist die Nullstel-

lenmenge des Polynoms f(z) = (z — f1)...(x — Bm) - so erhalten wir insgesamt folgendes
Ergebnis:
X = Al
X C Al algebraisch < oder
#X < 0.

Geraden in A?: Eine Gerade in A? ist eine Teilmenge der Gestalt
G={(x,y) €A?:a+br+cy=0}

mit a,b,c € K und (b, c) # 0. (Natiirlich ist eine Gerade auch eine algebraische Teilmenge von AZ2.)

Zwei Geraden
G1 = {(z,y) € A’ 1 ay + byx + c1y = 0}

und
Gy = {(z,y) € A : ag + box + cy = 0}

konnen in folgenden Beziehungen stehen:

e Sind (b1, ¢1) und (be, c2) linear unabhingig, so gilt
G1 N Gy = {(x0,y0)}, wobei (xg,yo) durch ( 21 “ > ( o ) = ( e >
2 C2 Yo —as

eindeutig bestimmt ist. (G7 und G2 schneiden sich in einem Punkt.)

2.04

e Sind (b1, c1) und (be, ¢a) linear abhiingig, aber (a1, b1, ¢1) und (as, b, ¢2) linear unabhiingig, so
gilt
GiNGy =0.
(G1 und G4 sind parallel.)

T T T T T T T T T
-20 -15 -10 -05 00 0.5 1o 15 2.0
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e Sind (a1,b1,¢1) und (ag, ba, c2) linear abhéngig, so gilt

Gy = Ga.

T T T T T T T T T
-2.0 -15 -10 =05 00 0.5 10 15 2.0

e Eine Gerade G = {(z,y) € A? : a + bz + cy = 0} lisst sich in parametrisierter Form darstellen,
d.h. man findet a, 3,7, € K mit (3,8) # 0, sodass gilt:

G={(a+pt,y+dt)c A’:t € K}.
Explizit kann man sofort folgende Parametrisierungen angeben:
G {(z,-2 - 22):2 € K} fiirc+#0,
B {(-%,y):y e K} fiir ¢ # 0.

e Zu zwei verschiedenen Punkten P; = (x1,41), P» = (z2,y2) € A? gibt es genau eine Gerade
G = {(z,y) € A% : a + bx + cy = 0}, die beide Punkte enthélt. (a,b,c) wird bis auf eine
Konstante bestimmt durch die Gleichung

a
( i o ) b | =o.
2 Y2 c
e Sind P, = (x1,y1) und P, = (x2,y2) zwei verschiedene Punkte in A2, so ist

G={((1—=t)ry +txe,(1 —t)y; +tys) :t € K}

eine Parameterdarstellung der Geraden durch P; und P,. (Dies kennt man aus der Linearen
Algebra, wobei die Vektorschreibweise

(1—1t) <Zi>+t<§§> teK

vielleicht {ibersichtlicher ist.)
e Drei Punkte (21,y1), (z2,v2), (z3,y3) € A? liegen genau dann auf einer Geraden, wenn gilt

1z wn
1 T2 Yo = 0.
1 3 ys3

(Man nennt solche Punkte auch kollinear.)

DEFINITION. e Die Menge der K -rationalen Punkte von A™ wird definiert als
A"(K)={P=(a1,...,ap) €A™ 1 ay,...,a, € K}.

e Man sagt, eine algebraische Menge X C A" ist iiber K definiert, falls es Polynome g1,...,9s €
Klz1,...,2y,] gibt mit

X={PecA" : 1(P)=---=gs(P)=0}={g1 =---=gs =0}.
(Man schreibt dann auch X/K.)
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o Ist X C A™ diber K definiert (mit den obigen Bezeichnungen), so heifst
XK)=XNA"K)={PeK":q,(P)=---=gs(P) =0}
die Menge der K -rationalen Punkte von X.

Beispiel: Als Grundkorper wahlen wir R. Durch
y?=a3 -2

wird eine algebraische Menge X in A2 definiert, die {iber R definiert ist. Die R-rationalen Punkte von X
kann man im Bild sehen:

4]

-4
T T T T T T
=3 3 -1 0 1 2 3

X enthilt aber auch andere Punkte, die nicht {iber R definiert sind, beispielsweise

(1,4),

wo i € C mit 32 = —1 gilt.

Beispiel: Als Grundkorper wihlen wir R. Durch
2 +y*+1=0
wird eine algebraische Menge X in A? definiert, die iiber R definiert ist. X enthilt offensichtlich keine
R-rationalen Punkte:
X(R) = 0.
X enthilt aber Punkte, beispielsweise (,0) (mit i € C, i2 = —1).

Beispiele: Als Grundkorper wihlen wir K = Q.
o X = {(z,y) € A® : 22 + y? = 1} ist eine iiber Q definierte algebraische Menge. Im letzten
Kapitel haben wir die Menge der Q-rationalen Punkte parametrisiert beschrieben:

X(Q) = {5 ) st e QU 0. 1),
2+1712+1 ’
e Als Verallgemeinerung von (1) betrachten wir fiir d € N die iiber Q definierte algebraische
Menge
Fy={(z,y) € A*: 2% + ¢y =1}.

Die von Wiles (1995) bewiesene Fermat-Vermutung liefert

Fi(Q) = {{(1,0), (0,1)} f{lr ungerade d > 3,
{(£1,0),(0,£1)} fiir gerade d > 3.
e Fiir N € N betrachten wir die iiber QQ definierte algebraische Menge
Kn = {(z,y) € A% : y* = 2® — N%z}.
Offensichtlich gilt
{(0,0),(N,0), (=N, 0)} € Kn(Q).



30 2. AFFINE ALGEBRAISCHE MENGEN UND EBENE AFFINE KURVEN

Mit Hilfe der im letzten Kapitel angegebenen Charakterisierung von Kongruenzzahlen kann man
zeigen:

N ist Kongruenzzahl <= {(0,0),(N,0),(—N,0)} # K, (Q).

o X = {1,i,—i} C Al ist wegen X = {z € Al : (z — 1)(2? + 1) = 0} eine iiber Q definierte
algebraische Menge mit X (Q) = {1}.

o X = {(x,y) € A% : 22 — 2% = 0} eine eine iiber Q definierte algebraische Menge. Die Menge
der Q-rationalen Punkte von X ist X(Q) = {(0,0)}.

e Die algebraische Menge X = {(z,y) € A% :  — /2y = 0} ist nicht iiber Q definiert, wohl aber
iiber Q(v/2) (oder R oder C).

e Sei X = {(1,i),(—1,—4)} C A2 (iiber C definiert). Wiire X iiber R definiert, so giibe es Polynome
flu"wfr € R[xvy] mit

X ={PcA?: fi(P)=---= f.(P)=0}.
Wir kénnen schreiben

filz,y) = Zajyk,lxkyl mit ajr; € R.
k.l
Aus (1,7) € X folgt f;(1,i) =0, d.h.
Z aj)k,llkil =0.
k.l
Komplexe Konjugation liefert

O = Zaj’k’llkil = Zajvkvllk(_i)l = f](l? _Z)
Kl Kl

Da dies fiir alle j gilt, wiirde (1, —i) € X folgen, ein Widerspruch. Daher ist X nicht iiber R
definiert.

e Mit der gleichen Argumentation wie im letzten Beispiel erhiilt man Folgendes: Ist X C A? eine
iiber R definierte algebraische Menge, und gilt

{(la 7:)’ (_17 _Z)} < X>

so folgt
{(Li)v (1’ _i)7 (_17 _i)v (_Li)} c X

Affiner Koordinatenwechsel: Ein affiner Koordinatenwechsel wird gegeben durch eine Abbildung
X1 aiy ... Qin Z1 by
¢ A" — A" : — : : : +
T, Al ---  Qpn T bn
mit A = (a;;) € GL,(K) und b; € K.
Ist A € GL,(K) und b; € K, so sagt man, der Koordinatenwechsel ist iiber K definiert.

Bemerkung: Geometrische Eigenschaften, wie sie im Folgenden beschrieben werden, &ndern sich nicht
bei Koordinatenwechsel. Dies muss man natiirlich eigentlich zeigen. Wir werden dies aber meist nicht
tun.

Leicht beweist man folgendes Lemma:

LEMMA. Sind Py, Py, Py drei Punkte in A2, die nicht auf einer Geraden liegen, so gibt es (genau) einen
Koordinatenwechsel ¢ : A2 — A? mit

¢(P1) = (0,0),  ¢(P2) = (1,0), (F5) = (0,1).
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Beweis: Der Einfachkeit halber schreiben wir Punkte aus A? jetzt als Vektoren in K. Wir suchen dann
eine Matrix A € GLy(K) und b € K mit

AP, +b = (8) APy +b = <é> APy +b = <(1)>

Wir formen die Bedingung dquivalent um:

AP +b= (8) AP, +b = (é) AP; +b = (2)

). - ()

1 0
<:r> b:714f)17 A(P2P1P3P1)_<O 1)

<—
<~
< b:—A.Pl, A(PQ—Pl): e

Wire die Matrix (P, — Py|Ps — P;) nicht invertierbar, so giibe es ein A € K mit
Pg—P1:>\(P2—P1), also sz(].—)\)Pl-i-)\Pz,

Ps lige also auf der Geraden durch Py, P,, was der Voraussetzung widerspricht. Aus der Invertierbarkeit
von (Py — P;|P; — Py) folgt dann sofort, dass A und b eindeutig bestimmt sind. B

2. Ebene affine Kurven

DEFINITION. K sei der zugrundeliegende Korper mit algebraischem Abschluss K.

e Eine ebene affine Kurve C wird durch ein Polynom f(z,y) € K[z,y] \ K gegeben. Man sagt
auch, dass C durch die Gleichung f(x,y) = 0 definiert wird. Die zugehérige affine algebraische
Menge ist

C(K) = {(z,y) € A*: f(z,y) = 0}.

Zwei Polynome, die sich nur um eine (multiplikative) Konstante unterscheiden, ergeben die
gleiche Kurve. Ist f(x,y) € K|[z,y] irreduzibel, so nennt man C irreduzibel, andernfalls reduzibel.

e Kann man f(x,y) € K[x,y] wihlen, so sagt man, die Kurve ist iber K definiert. Die Menge
der K -rationalen Punkte st

C(K) = {(z,y) € A*(K) : f(z,y) = 0}.

FEtwas allgemeiner betrachtet man fir einen Oberkérper L von K die Menge der L-rationalen
Punkte von C':

C(L) = {(z.y) € A*(L) : f(w,y) =0}

Ist f(z,y) in K(z,y] irreduzibel, so nennt man C' irreduzibel iber K. Ist f(x,y) im Polynomring
K[x,y] irreduzibel, so nennt man C absolut irreduzibel.

Beispiele:

e Sind a,b,c € K mit (b, c) # (0,0) so definiert a + bz + cy eine Kurve G mit
G(K) = {(z,y) € A* :a+bx +cy = 0},

d.h. G(K) ist eine affine Gerade. Da G(K) den Vektor (a, b, ¢) und damit die Gleichung a+bx+cy
bis auf eine Konstante bestimmt, nennen wir G auch einfach affine Gerade.
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e y = 22 definiert eine Parabel, 32 = 23 die sogenannte Neilsche Parabel. Sowohl Parabel als auch
Neilsche Parabel sind absolut irreduzibel.

3.0+ 34

2.5

2.04

154

1.0+ 04

0.5 4

0.0 4§

-0.5

—1.0 A =31
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-20 -15 -10 =05 0.0 0.5 10 15 2.0 -1.0-0.5 00 05 1.0 15 2.0 25 3.0

(Die Bilder zeigen eigentlich die R-rationalen Punkte der Kurven.)

o f=122—y?=(x—y)(z+y) definiert eine ebene Kurve C iiber R mit

CR) = {(x,y)eRZ:(x_y)(x+y):0}:
C besteht also aus den beiden Geraden y = x und y = —x.

e Auch f = 22 + y? definiert eine ebene Kurve iiber R. Allerdings ist
C(R) = {(0,0)}
nur ein Punkt. Uber dem algebraischen Abschluss ist
C(C) = {(z,y) € C*: y = iz oder y = —ix},

d.h. C(C) besteht aus den beiden Geraden y = iz und y = —iz. Also ist C irreduzibel, aber
nicht absolut irreduzibel.

e Wir betrachten die durch f = 1+ 222 + 332 iiber F5 definierte Kurve C. Durch Ausprobieren
aller 25 Punkte von A?(F5) findet man

C(F5) = {(07 2)’ (17 4)7 (2’ l)a (37 O)v (4a 3)}7
insbesondere ist #C(F5) = 5.

Bemerkung: Ein Grundproblem der Zahlentheorie ist folgendes: Bestimme fiir eine iiber Q definierte
Kurve C' die Menge der Q-rationalen Punkte C(Q) von C.

Affiner Koordinatenwechsel: Sei C durch eine Gleichung f(z,y) = 0 definiert. Ist

() - (e () +()

ein affiner Koordinatenwechsel (mit neuen Koordinaten Z,%), so definiert

f(f, Z’D = f(anf + a12§+ b1, a01T + a22§+ bg)

eine Kurve C. Man sagt C ist affin dquivalent zu C. Dann ist
C(K) = C(K), (%,9) — (a1 + a1of + by, a1 ¥ + aze¥f + ba)
eine Bijektion. _
Sind C und der Koordinatenwechsel iiber K definiert, so ist auch C iiber K definiert und

C(K)— C(K), (z,y) (a11Z + a12y + b1, a217 + a2y + ba)

ist eine Bijektion.
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Beispiel: Wir betrachten die Kurven 2y = 1 und 22 +y? = 1 iiber R. Die Bilder zeigen die reellen Punkte
der Kurven:

Wir betrachten die Kurven nun {iber C. Wir fiihren neue Koordinaten u, v ein durch

T =u-+ v =u— 1 also Yy (b “
- Y= ’ y) \1 —i v/’

(Die Determinante ist —2¢ # 0, also handelt es sich um einen affinen Koordinatenwechsel.) Dann erhalten
wir aus xy = 1 sofort (u + iv)(u — iv) = 1, also u? + v? = 1. Die beiden Kurven zy = 1 und 2% +y? =1
sind also affin dquivalent {iber C.

Bemerkung: Geometrische Eigenschaften, wie sie im Folgenden beschrieben werden, d&ndern sich nicht
bei Koordinatenwechsel. Dies muss man natiirlich eigentlich zeigen. Wir werden dies aber meist nicht
tun.

Wir wollen nun Kurven lokal um einen Punkt ndher betrachten.

Uberlegung: Sei C eine ebene Kurve gegeben durch eine Gleichung f(z,y) = 0 und P = (z0,yo) € C(K).
Wir bilden die Taylorreihenentwicklung von f in (2, yo):

f=ai(z —x0) + az(y — yo) + az(@ — z0)* + as(x — 20)(y — yo) + as(y — yo)* + - ..

Es folgt
g% = al—|—2a3(1‘—$0)+a4(y_y0)+"'7
%‘; = a2—|—a4(x—xo)+26l5(y_y0)+--'
und damit 9 9
8—£(P)=a1, %(P)Zaz
Ist (3L(P), $£(P)) = (a1,a2) # (0,0), so ist
ar(z —zo0) + a2(y —yo) = %(P)(x — o) + %(P)(y ~ %)

die lineare Approximation von f in P.

DEFINITION. Sei eine Kurve C' gegeben durch ein Polynom f(x,y) und P = (z0,y0) € C(K).
e Die Kurve C heifit singuldr im Punkt P bzw. hat eine Singularitit im Punkt P, wenn gilt

of .oy Of _
Gy =00,
o Ist (%(P)7 %(P)) #(0,0), so heifit P nichtsinguldrer oder glatter Punkt der Kurve C, und
13} 0
P~ a0) + G (P~ ) =0

heifst die Tangente von C im Punkt P.

Beispiele:
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e Sei C gegeben durch f =22 4+9? -1 =0und P = (%, %) € C(Q). Es ist % = 2z und g—;j = 2y,

also
(G (P (GLP) = Co(Ph2y(P) = G5

Daher ist C' in P nichtsingulédr mit Tangente

4
g(x—g)—kg(y—g):O bzw. 3z 44y =5.

0
¥ 6 8).

e Sei C gegeben durch f = y? — 23 = 0. Offensichtlich ist C singulir in P = (0,0).

Bemerkung: Bei Koordinatenwechsel gehen Singularititen in Singularitdten und Tangenten in Tangen-
ten iiber.

LEMMA. Ist f(z,y) = Yityax'y™ " € Klz,y] ein homogenes Polynom vom Grad m, dann gibt es
«;, 61 € K mit

m

f@,y) = [[(iz + Biy)-
i=1
Beweis: Ist f(x,y) = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei nun d mit aq # 0, ag+1 = ag+2 = --- = 0. Es gibt
A € K mit
ap + art + -+ ag_ 1t + agt? = ag(t — A1) ... (t = Ag).
Dann ist
f(x,y) _ aoym + alxym_l R ad_lxd—lym—d+l + adacdym_d _

m x Tydg—1 T\q
= y (a+a(=)+ -+ag-1(— + aq(— =

mfd(

= agy x—My)...(x = Ay),

was die Behauptung beweist. B

Multiplizitiit einer Kurve in einem Punkt: Sei C eine durch f(z,y) = 0 definierte ebene Kurve und
P = (x9,y0) € A? ein Punkt. Die Taylorreihenentwicklung von f um (o, y) hat dann die Gestalt

f= Zaij(x —0)"(y — o)’
,J
Der homogene Anteil vom Grad /¢ ist
fe= Z aij(z — 20)"(y — yo)’-
i+j=t
Wir kénnen dann schreiben
f="Fm~+ fmt1+ frg2+... mit  fi, 0.

Dann heifit m die Multiplizitét von C' in P. Wir unterscheiden einige Félle:

e m = 0: Dann ist P ¢ C(K).
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e m = 1: Dann ist P glatter Punkt von C. Der lineare Anteil f; = ajo(@ —xo) + ao1(y — yo) liefert
die Tangente a10(z — x¢) + ao1(y — yo) = 0 von C in P.
e m > 2: Dann ist C singulédr in P. Man kann faktorisieren

m

fnlww) = [[(0s(e —20) + Biy —w0))  mit oy, €K und  (az,5i) 0.

i=1

Die Geraden o;(z — z9) + Bi(y — yo) = 0 nennt man (auch) Tangenten von C in P.

Beispiele:

e Wir betrachten die Kurve C' mit der Gleichung y? = 22 + 2% bzw. f(z,y) =22 —¢y? + 2% =0
iiber R und den Punkt P = (0,0). Die Taylorreihenentwicklung von f(x,y) in (0,0) ist

flz,y) = (@ —y?) + 2%,

daher ist die Multiplizitdt von C' in P einfach 2 und y = x und y = —x sind die Tangenten.

2.04

~1.01

~1.51

—2.01
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e Wir betrachten die durch
zy(x —y)+at +4* =0

definierte Kurve. Hier ist (0,0) ein singuldrer Punkt mit Multiplizitéit 3. Die Tangenten sind
z=0,y=0,y==x.

-0.05

-15 -0.10
-15  -10 05 0.0 05 10 15 -0.10 —0.05 0.00 0.05 0.10

Wir wollen nun Schnitte von Kurven betrachten. Fiir praktische Anwendungen erinnern wir an ein Hilfs-
mittel aus der Algebra, die Resultanten:

Resultanten: Seien f(z,y), g(z,y) € K|z, y] von 0 verschiedene Polynome, die wir in der Form

F(@,y) = am(@)y" + am-1(2)y™ "+ -+ ao(x), gz, y) = bu()y" + bu_1(x)y" "+ + bo(x)
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schreiben kénnen mit m = grad,(f) und n = grad,(g), d-h. a,,(z) # 0 und b,(z) # 0. Dann ist die
Resultante R, (f, g)(x) von f(z,y) und g(z,y) bzgl. y definiert durch die Determinante

am(z) ... oo ap(x)

Ry(Fo)a) =det [ o e @l gy

bo(xz) ... bo(x)

(Die Matrix hat m+n Zeilen und Spalten, wobei zunéchst n Zeilen mit den Koeffizienten von f(z,y), dann
m Zeilen mit den Koeffizienten von g(z,y) eingetragen werden.) Wir geben zwei wichtige Eigenschaften
an:

e Es gibt Polynome A(z,y), B(x,y) € K[z,y] mit
Az, y)f(z,y) + B(z,y)g(z,y) = Ry(f, 9)(x).

e Genau dann ist R, (f,¢)(z) = 0, wenn f(z,y) und g(z,y) einen gemeinsamen Teiler h(z,y) €
K[z,y] mit grad, h(z,y) > 1 besitzen.

Natiirlich kann man analog auch die Resultante bzgl. x bilden, die dann ein Polynom R, (f,¢)(y) in y ist.
Beispiel:
f=—-2e24ay—vy>+22—-2y+1, g=a’—azy+2y°—z+y.
Wir schreiben f und g als Polynome in y:
f=—v+@—-2y+ (202 +22+1), g=20>+(—x+1)y+ (2> —2).

Nun tragen wir die Koeffizienten in die 4 x 4-Resultantenmatrix ein:

-1 z-2 —22242z+1 0

0 —1 x —2 —222 4+ 2x+1
2 —x+1 22—z 0

0 2 —r+1 2 —z

Determinantenbildung liefert die Resultante:

Ry (f,9)(x) = 8x* — 142% — 52 + 8z + 7.

Bemerkung: Mit SAGE kann man auch Resultanten berechnen. Fiir die Polynome des letzten Beispiels
erhélt man die Resultante auf folgende Weise:

var("x,y")
£=-2%x"2+xxy-y " 2+2%x-2%y+1
g=X"2-x*y+2%y 2-x+y
f.resultant(g,y)

Wir erhalten jetzt einfach folgenden Satz:

SATz. Seien C und D durch f(z,y) bzw. g(x,y) definierte Kurven dber K. Sind Ry (f, g)(x) und R, (f, 9)(y)
die Resultanten von f(x,y) und g(x,y) bzgl. y bzw. x, so gilt:

C(K)N D(K) C {(z0,40) € A® : Ry(f,9)(x0) = Ru(f,9)(y0) = 0}.
o Sind f(x,y) und g(x,y) teilerfremd, so sind die Resultanten R, (f,g)(x) und R;(f,g)(y) von 0

verschiedene Polynome einer Variablen. Insbesondere folgt

#C(K) N D(K) < grad,R,(f,g) - grad, R.(f,9).
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Beweis: Es gibt Polynome A(zx,y), B(z,y),U(x,y),V(z,y) € K|z, y] mit

A(z,y) f(z,y) + B(z,y)g(z,y) = Ry(f, 9)(x)
und

Uz, y)f(z,y) + V(z,y)9(z,y) = R (f, 9) ()
Ist (z0,%0) € C(K) N D(K), so folgt mit f(zo,y0) = g(x0,y0) = 0 sofort Ry (f,9)(x0) = Ra(f,9)(y0) =0
und damit die erste Behauptung. Haben f(x,y) und g(x,y) keinen gemeinsamen Teiler, so sind beide
Resultanten R, (f,g) und R,(f,g) von 0 verschieden, was sofort die zweite Behauptung liefert. B

Beispiel: Gegeben seien die ebenen affinen Kurven f =0 und g = 0 durch

f=-2e24+zy—y*>+2z—2y+1, g:foxy+2y27x+y.

N
J

Wir wollen den Schnitt bestimmen. Wir bilden die Resultanten
Ry(f.g)(x) =8z — 142 — 5% + 82 + 7, Ru(f,9)(y) =8y" —2y° +5y° —y +1
und bestimmen die Nullstellen (iiber C)
x=—0.54+£0.36¢,1.42+0.15; bzw. y= —0.10=0.637,0.23 & 0.50:.

Dies gibt 16 mogliche Schnittpunkte (x,y). Durch Testen, in welchen Punkten sowohl f als auch g
verwendet, erhalten wir die folgenden vier Schnittpunkte:

(—0.54 — 0.36i,—0.10 — 0.63i), (1.42 — 0.15i,0.23 + 0.504),

(—0.54 + 0.36¢, —0.10 4+ 0.63¢), (1.42 4+ 0.15¢,0.23 — 0.50%).

Beispiel: Gegeben seien die ebenen affinen Kurven f =0 und g = 0 durch

f = 17922 — 64xy — 192y + 181z + 932y — 122,
g = 35z% — 6dxy + 64y — 59z — 28y — 422.
Um den Schnitt der Kurven zu bestimmen, bilden wir die Resultanten:
Ry(f,9)(z) = 179372032z* — 3587440642 — 125560422427 + 14349762562 + 2152464384 =
= 179372032(z + 2)(z + 1)(z — 2)(z — 3),
R.(f,9)(y) = 179372032y* — 1076232192y° + 1255604224y + 1076232192y — 1434976256 =

= 179372032(y + 1)(y — 1)(y — 2)(y — 4).
Fiir die Schnittpunkte (x;,y;) der Kurven gilt dann
z; € {-2,-1,2,3} und y; €{-1,1,2,4}.
Indem mal alle 16 Moglichkeiten durchprobiert, findet man die vier Schnittpunkte
(-2,1), (-1,2), (2,4), (3,-1).
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Wir geben eine Anwendung fiir die Singularititen einer ebenen Kurve:

SATzZ. Sei C' gegeben durch ein Polynom f(x,y) € K|x,y]. Die Menge der Singularititen von C ist

U oy O
= 5o (P)=5,(P) =0}

Ist C absolut irreduzibel, so hat C nur endlich viele Singularititen.

{PeA*(K): f(P)

Beweis: Da eine Singularitit P von C' durch die Gleichungen f(P) = %(P) = %(P) = 0 charakterisiert
werden, ist klar, dass die angegebene Menge genau die Singularitdten beschreibt. Wir betrachten jetzt

den Fall, dass f(z,y) irreduzibel iiber K ist. Wir unterscheiden ein paar Félle:
e Fall 1: §L # 0. Wir schreiben

f@y) =ao(x) + ar(@)y + -+ am(z)y™  mit  ap(z) # 0.

Dann ist

of

5, (©Y) = (@) + -+ man(x)y

Y
Da f(z,y) irreduzibel ist, haben f(z,y) und g—i(x,y) keinen gemeinsamen Teiler. Also sind die
beiden zugehorigen Resultanten R, (x) und R, (y) von 0 verschieden. Demnach haben f(z,y) =0
und g—i(m, y) = 0 nur endlich viele Schnittpunkte, weswegen es auch nur endlich viele Singula-
ritdten geben kann.
o Fuall 2: 9L # 0. Diesen Fall behandelt man genauso wie Fall 1.

m—1

oz .
° Fallé’:%:g—i:& Sei
f= Zaijxiyj.
4]
Dann ist

af - i—1,7 af . i oi—1

2= izjzaijx vy’ und i izj]aijx y’
und damit ia;; = 0 und ja;; = 0. In Charakteristik 0 ist dies nicht moglich, da mindestens ein
Indexpaar (4, j) mit ¢ > 0 oder j > 0 existiert. Also ist die Charakteristik p. Im Fall a;; # 0 gilt
dann i = j = 0 mod p. Wiahlen wir b;; € K mit bfj = Gpi pj, SO folgt

= Zam‘,pg‘xmym = Z(bijﬂfiyj)p = (Z bijmiyj)pa
.3 5] i,J

was der Irreduzibilitit von f iiber K widerspricht. Also kann dieser Fall iiberhaupt nicht ein-
treten. W

Beispiele:
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Wir betrachten C mit y? = x2. Die Kurve wird gegeben durch das Polynom f = 32 — 2. Dann
gilt
of of
2 3 2
frng — _— = _3 Y =
f=y —a" o~ 3,
Man sieht dann sofort, dass die einzige Singularitét der Punkt P = (0,0) ist. (Man unterscheide
zunéchst zwischen Charakteristik # 2 und # 3.)
f = 22 definiert eine Kurve C, die wegen g—j; = 2z und ‘3—5 = 0 fur alle Punkte der Form (0, y)

singular ist. D.h. alle Kurvenpunkte sind singulér.

2y.

Schnittvielfachheiten: Sind C' und D affine Kurven, so kann man eine Schnittvielfachheit (C' - D)p
von C und D in einem Punkt P € A2 definieren. Der Einfachkeit halber werden wir uns zunéchst auf
Schnitte von Kurven mit Geraden beschranken:

Sei C' eine Kurve und G eine Gerade, die nicht in C' enthalten ist. Die Kurve C sei gegeben
durch ein Polynom f(z,y), fiir die Gerade G wihlen wir eine Parametrisierung v = o + ft,
y =+ dt, sodass G = {(a+ Bt, v+ dt) : t € K} gilt. Es gilt

C(K)NG(K) = {(a+ Bt,y+dt) : f(a+ Bt,y+ 6t) = 0}.

Wegen G ¢ C ist f(a + Bt,v + dt) nicht identisch 0, sodass wir das Polynom iiber dem alge-
braischen Abschluss in Linearfaktoren zerlegen kénnen:

Fla+t Bty +0t) = c[J(t —ta)™

i=1
mit 7 > 0, paarweise verschiedenen Zahlen t; € K und m; € N. Setzen wir P; = (a+ Bt;,v+0t;),
so gilt
C(K)NG(K)={P,...,P.}.
Die Schnittmultiplizitit (oder auch Schnittvielfachheit) von C und G im Punkt P; wird
definiert durch
Ist P ¢ C(K)NG(K), so setzt man (C-G)p = 0.

Natiirlich miisste man nun eigentlich noch zeigen, dass die Schnittmultiplizitit unabhéngig von
der gew#hlten Geradenparametrisierung ist.

Bemerkung: Ist P = (zg,y0) € A2, ist G eine Gerade durch P, so gibt es eine Parametrisierung
x = xo+Pt, y = yo+0t. Ist nun C eine durch f(z,y) = 0 definierte Kurve, setzt man die Parametrisierung
in f(x,y) ein, so kann man zerlegen

Dann ist

flzo+ Bt,yo + 6t) = t™h(t) mit  h(0) # 0.

Beispiel: Wir betrachten die durch y = x? bzw. f(z,y) = y — 2? = 0 definierte Kurve C. Zunichst
betrachten wir die Gerade G mit der Gleichung y = =x.
Als Parametrisierung wéhlen wir z = ¢, y = t, denn es ist

G={(tt):teK}.

Einsetzen der Parametrisierung in die Kurvengleichung liefert

flt,t) =t —1t% = —t(t — 1).
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Also erhilt man fiir t = 0 und ¢ = 1 jeweils Schnittpunkte mit Schnittmultiplizitit 1, ndmlich P; = (0,0)
und P, = (1,1).

20 15 10 05 0o 05 10 15 20

Nun betrachten wir wieder die Kurve y = 22, die durch das Polynom f(x,y) = y — 22 beschrieben wird,
aber die Gerade G mit der Gleichung y = 0. Wegen

G={(z,0):z€ K} ={(t,0):t€ K}
withlen wir als Parametrisierung = = ¢, y = 0. Einsetzen liefert
f(t,0) = —t2.

Den einzigen Schnittpunkt erhéilt man fiir ¢ = 0, ndmlich P = (0, 0). Die Schnittmultiplizitét ist (C-G)p =
2.

-20 -15 -1.0 -05 00 05 10 15 20

Bemerkung: Bei der Parametrisierung einer Geraden GG muss man nicht kiinstlich einen Parameter ¢
einfithren, wenn eine andere Variable eventuell naheliegender ist. Wird die Gerade G beispielsweise durch
y = ax + b beschrieben, so ist

G ={(z,ax+b):z € K},

sodass man auch z als Parameter verwenden kann.

Beispiel: Wir betrachten die Kurve C' mit der Gleichung y? = 22 + 3, die durch das Polynom f(z,y) =
2?2 — y? + 23 beschrieben wird. Im Bild ist die Kurve zusammen mit den (rot gezeichneten) Tangenten im
Nullpunkt y = « und y = —2 zu sehen. Wir wollen den Schnittmultiplizitit der Kurve mit einer durch
den Nullpunkt gehenden Geraden (griin gezeichnet) bestimmen.

2.04

T T T T T T T T
-20 -15 -10 -05 00 0.5 1o 15 2.0
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Wir betrachten zunéchst Geraden G, die durch y = ax beschrieben werden kénnen:
G ={(z,ax): 2z € K}.

Als Parametrisierung wihlen wir @ = z, y = ax mit x als Parameter. (Fiir £ = 0 erhélt man den
Nullpunkt.) Wir setzen in f(z,y) ein:

f(z,az) = 2* — (ax)* + 2% = (1 — a®)z? + 2.
e Fall @ = +1: Dann ist f(z,az) = 23, die Schnittmultiplizitit ist 3. Die Geraden sind y = x und
y = —x, also die Tangenten im Punkt (0, 0).
e Fall a # +1: Dann ist
f(z,ax) = 2% - h(z) mit h(x) = 1 — a® + 2 und h(0) # 0.
Die Schnittmultiplizitit ist also 2.

Die einzige Gerade durch den Nullpunkt, die nicht in der Form y = ax beschrieben werden kann, ist die
Gerade G mit der Gleichung = = 0.
Wegen
G={(0,y):y e K}
wihlen wir als Parametrisierung z = 0, y = y mit dem Parameter y.
Einsetzen in f(x,y) liefert

f(07 y) = 71,/2,
die Schnittmultiplizitit ist also 2.
Ergebnis: Sei G eine Gerade durch den Nullpunkt. Dann gilt:

3, falls G eine Tangente ist,
2

sonst.

(C- G0 = {

)

Das vorangegangene Beispiel wird in folgendem Satz verallgemeinert.

SaTz. Sei C eine durch f(x,y) definierte ebene affine Kurve, P ein Punkt von C' der Multiplizitit m > 1,
sowie G eine Gerade durch P, gegeben durch a+ bz + cy. Wir setzen voraus, dass a+bx+cy das Polynom
f(z,y) nicht teilt. Dann gilt:

(- G) =m falls G keine Tangente ist,
>m+1 falls G Tangente ist.

Beweis: Wir kénnen o.E. P = (0,0) annehmen. Wir schreiben

f(xvy) = fm(x7y) +f’m+1('ray) +.o.

wobei fy(x,y) homogen vom Grad ¢ ist. Wir faktorisieren

m

fu(@,y) = [[iz + pay)  mit i, € K.
i=1
Die Tangenten sind gegeben durch \;x + pu;y = 0 fiir ¢ = 1,...,m. Die Gerade G koénnen wir in der Form

x = at, y = Bt parametrisieren. Die Schnittmultiplizitit (C'-G)p ist die Vielfachheit der Nulltstelle t = 0
in f(at,pt). Daher berechnen wir

flat,Bt) = fulat,Bt) + fmii(at, Bt) + - =t" frula, B) + "™ frii (e, B) + - =
= " (fm(a,B) + tfmsr(, B)+...) =

gm (H(Aia + 1158) + tfrma1(, B) + . ) :

i=1

Wir unterscheiden zwei Fille:
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e Es gibt ein j mit A\ja + p;8 = 0: Dann ist
G={(at,ft): t € K} C{\jx+pjy=0}, also G={\z+ p;y=0},
d.h. G ist Tangente. Wegen [~ (M4 w;3) = 0 folgt f(at, Bt) = t™+1(...), sodass (C-G)p >
m + 1 gilt, wie behauptet.
e Fiir alle 7 ist A\;a + p; 8 # 0. Dann ist
G={(at,pt):t€e K} Z {N\ix +py =0}, also G #{\Nx+ puy =0},

also G keine Tangente. Wegen [\, (A\;a + w;8) # 0 kann hier aus f(at, 5t) genau ™ ausge-
klammert werden, sodass (C' - G)p = m gilt. Dies beweist die Behauptung. m

DEFINITION. FEin nichtsinguldrer Punkt P einer ebenen affinen Kurve C' heifst Wendepunkt, falls die
Tangente T die Kurve C mit Multiplizitit > 3 in P schneidet. Die Tangente nennt man dann eine
Wendetangente von C.

-20 -15 -1.0 -05 00 05 10 15 20

Beispiel: Wir betrachten die durch y = z™ definierte ebene affine Kurve C fiir n > 2. Ein beschreibendes
Polynom ist also f(z,y) = 2™ — y. Was passiert im Kurvenpunkt P = (0,0)? Die Taylorentwicklung ist
dort f(x,y) = —y + 2™ (wegen n > 2), also ist (0,0) ein nichtsingulidrer Punkt mit der durch y = 0
gegebenen Tangente T. Wie oft schneidet die Tangente die Kurve im Nullpunkt? Wegen

T={(z0):2€K}
wihlen wir als Parametrisierung « = x, y = 0 (mit Parameter z). Einsetzen in die Kurvengleichung ergibt
f(z,0) =a™.
Die Schnittmultiplizitét ist also n:
(C-T)0,0)=n-
Im Fall n > 3 ist (0,0) ein Wendepunkt und 7" die zugehérige Wendetangente.
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— 7

20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 —20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 —20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20

Beispiel: Wir betrachten tiber R die Kurve f = 0 mit
f=a%+2% —day+4y° + . — 2.

(0,0) ist offensichtlich ein nichtsingulédrer Punkt mit Tangente x = 2y.
Die Tangente ist
T={(2y,y) :y € C},

also wahlen wir als Parametrisierung x = 2y, y = y und als Parameter y.
Wir setzen diese in das Polynom f ein:

f(2y,y) = (29)° + (2y)* — 4(2y)y + 4y° + 2y — 2y = 8y°.
Die Tangente schneidet die Kurve in (0,0) mit Multiplizitéit 3. Also ist (0,0) ein Wendepunkt und die
Tangente Wendetangente.

-20 -15 -1.0 -05 00 05 10 15 20






KAPITEL 3

Projektive Rdume, projektive algebraische Mengen und ebene
projektive Kurven

Projektive Rdume sollen affine Rdume vervollstindigen bzw. kompaktifizieren.

1. Projektive Riume

DEFINITION. o Auf A"\ {0} wird wie folgt eine Aquivalenzrelation definiert:
(a0, an) ~ (bo,...,bn) <= bo=Aao,...bp = Aa, firein A€ K= <=
<~  (boy...,bn) = (Aao,...,Aan) fir ein \ € K.
e Die Aquivalenzklasse von (aq, . .., ay) wird mit (ag : -~ : ay) bezeichnet. Dann gilt also
(ao:--tan)=@bo: - :by) <= (bo,...,bn) = (Nao,..., an) fir ein \ € K
und
(ao:ay:-:an) =(Aao:Aa1:--: \ay) fir alle \ € K.

e Die Menge der Aquivalenzklassen heift n-dimensionaler projektiver Raum P™ = P" (K). Also

P"={(ap: - :an): (ag,--.,an) EFHH\{O}}'

P! bezeichnet man als projektive Gerade, P? als projektive Ebene.
Wie im affinen Fall definiert man die Menge der K-rationalen Punkte von P™ durch

P"(K)={(ap: - :an) €P":q; € K}.

Beispiel: In der projektiven Ebene P? iiber Q gilt:
35 2 5 23

.5.5):(7:1: 5%

3 1) =(—4:-6:-10)=...

(2:3:5)=(1

:ap) € P"(K) folgt noch nicht a; € K, wie das Beispiel

(V2:

Bemerkung: Aus (ap:ay:---

)=(2:1) € PH(Q) mit V2 € Q

G-

zeigt.

Da die Elemente von P" Aquivalenzklassen sind, ist es sinnvoll, ein Reprisentantensystem anzugeben.
Wir machen dies zunschst fiir P! und P2.

¢ Ein Reprisentantensystem fiir P!. Sei (a : b) € PL. Dann ist a # 0 oder b # 0.
— Fall a # 0: Hier ist (a:b) = (1:2).
— Fall a = 0: Da dann b # 0 ist, folgt (a:b) = (0:b) = (0:1).
Damit erhalten wir
Pl={(1:2):2€ K}Uu{(0:1)}.

Wegen

/

(l:z2)=(1:2") < z=2" und (1:2)#(0:1)

Datei: algku3.tex. Version vom 19.7.2021
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handelt es sich tatséichlich um ein Représentantensystem. MengenmiBig entsteht P! also, indem
man zu A! ~ K einen Punkt hinzunimmt. Das folgende Bild ist nur mengenméBig zu verstehen.

e Ein Reprisentantensystem fiir P2. Sei (a :b:c) e P2
— Fall a # 0: Dann ist (a:b:¢) = (1: b D9
— Fall a =0, b5 0: Dann ist (a: b: c) (0 b: c):(() 1:%).
— Falla=0,b=0: Da c# 0 gilt, folgt (a:b:¢)=(0:0:¢)=(0:0:1).
Wir erhalten

PP={(1:z:9):2,yc K}U{(0:1:2):2€ K}U{(0:0:1)}.
(Auch hier handelt es sich um ein Reprisentantensystem.) Mengenmiifiig entsteht P? also, indem

man zu A2 ~ K~ ecine Gerade A’ ~ K und einen Punkt hinzunimmt. Das folgende Bild soll
diese mengenméfige Zerlegung darstellen:

Uberdeckung der projektiven Ebene P? durch affine Ebenen A2: Wir definieren fiir i = 0,1, 2
Ui ={(zg: 21 :22) €P?: 2 # 0} und H; = {(z0 : 21 : 29) € P? : 2; = 0},

sodass sich also eine disjunkte Zerlegung P? = U; U H; ergibt.
Wir definieren

¢O:A2_>U07 (x,y)l—)(lxy),
b1 : A? = Uy, (u,v) = (u:1:v),
by 2 A% — Us, (r,s) = (r:s:1).

Die Abbildungen ¢; sind bijektiv mit den Umkehrabbildungen
r1 T2

(;551 :U0—>A2, (o : 21 2 w2) = (—, —),
To To
_ o T2
o7t UL — A% (o : @1 w2) = (—, =),
1 X1
_ g T
byt Uy — A2, (o : @1 = m9) > (22, 20).
To T2

Wir kénnen also U; mit A? identifizieren. Zur Unterscheidung verwenden wir in Uy die affinen Koordina-
ten x,y, in Uy die affinen Koordinaten u,v und in Us; die affinen Koordinaten r, s.

Natiirlich gilt
=Uy U U, UUs.
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Beispiel: Wir betrachten (iiber R)

X ={(zo: 21 :22) € P?: 2% + 23 = 22},

Es ist
XN {A:z:y):2® +y* =1},
XnU;, = {(u:1:0):u?—0v*=1},
XNUy, = {(r:s:1):72—s*>=1}.

20
15
10
. /\
= 00
- \J
10

15 1o 65 oo o5 10 15 20 T £ 3 i T

N

X schaut in Uy wie ein Kreis 22 + 2 = 1, in U; und U, wie eine Hyperbel 22 — y? = 1 aus. Kreis und
Hyperbel sind also nur verschiedene affine Ansichten von z3 + 23 = 3.

Beispiel: Wir betrachten in P?
HOZ{($03$11$2)€P221'0:O}.

Es ist
HonUy = 0,
HonU; = {(u:1:v):u=0},
HonUs = {(r:s:1): 0}

In Uy ist kein Punkt von Hy zu sehen. In U; sind fast alle Punkte von Hy zu sehen, bis auf den Punkt
(0:0:1), der nur in U mit den Koordinaten (r, s) = (0,0) zu sehen ist (und hier rot gezeichnet ist).
Beispiel: Wir betrachten (iiber R)

X:{($05$15$2)€P2:x0x2—x%:0}.

Es ist
XNnUy = {(1:2:y):y=2a%},
XnU; = {(u:1:v):uv=1},
XNnUy = {(r:s:1):r=s}

o o . <
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X schaut in Uy wie eine Parabel, in U; wie eine Hyperbel, in U, wie eine Parabel aus. Hyperbel und
Parabel sind also nur verschiedene affine Ansichten von zgzs — x% =0.
Uberdeckung von P" durch affine Rdume A": Wir definieren fiir i = 0,1,2,...,n

U = {(xo:x1::2p) €EP"iay #£0},
H, = {(xg:xy:--:a,) €P?:a; =0},
sodass sich eine disjunkte Zerlegung P* = U; U H; ergibt. Wir definieren
¢ : A" — Uy, (1,29, ..., xn) = (1imy ia0: -t y),
¢12An—>U1, ($1,$2,...,$n)0—>($121:1’21"'21'n),
On : A" — U, (1,9, .. @p) > (X1 i@ v 1 Xy 1 1),
Die Abbildungen ¢; sind bijektiv mit den Umkehrabbildungen
qb;l U, = A", (zo i1 :---:xn)»—>(@,...,mi717%+17...,x—n )
T T T T

Wir kénnen also U; mit A™ identifizieren.
Uberdeckung von P! durch affine Geraden A': Wir definieren fiir i = 0, 1
Ui ={(zg:21) €P' 2y #0} und H; = {(w0 : z1) € P* : z; = 0},
sodass wir eine disjunkte Zerlegung P! = U; U H; haben. H; ist jeweils nur ein Punkt:
Ho={(0:1)} wund H;={(1:0)}.

Wir definieren

do: At > Uy, x— (1:2),

¢1 0 At — Uy, ur (u:l).
Die Abbildungen ¢; sind bijektiv mit den Umkehrabbildungen

qSJl:UO%Al, ($02$1)+—)

)

x
o

(;51_1 (U — AL (13011:1)&—>ﬂ
T

Wir kénnen daher U; mit A" bzw. K identifizieren. Zur Unterscheidung verwenden wir in Uy die affine

Koordinate z, in U; die affine Koordinate u. Natiirlich gilt P! = Uy U U;.

Wir betrachten nochmals einen Punkt P = (zg : x1) € PL.

e Fall zy # 0, 21 # 0: Dann ist
X X
P=(zg:ay)=(1:2)=(2

i) Tq

:1).

Der Punkt hat also in Uy die Koordinate = = i—;, in U; die Koordinate u = %’ Insbesondere
gilt u = %
e Fall zp = 0: Dann ist z; # 0 und damit P = (0 : 1). In Uy ist der Punkt P nicht zu sehen, in
U; hat der Punkt die Koordinate u = 0.
e Fall z; = 0: Dann ist g # 0 und daher P = (1 : 0). In U hat der Punkt P die Koordinate
x =0, in U; ist der Punkt nicht zu sehen.
Einbettung von A" in P": Mit obiger Abbildung ¢, identifiziert man oft A™ mit Uy, d.h. man denkt

sich A™ als Teilmenge von P":

A"~ Uy CP*, (21,...,2n) =1z xy).
Damit ist

PP\A"=Hy={(0:2y:--:m,) € P"} ~ P L

Hy wird auch die ,unendlich ferne Hyperebene“, im Fall n = 1 der ,unendlich ferne Punkt®, im Fall
n = 2 die ,unendlich ferne Gerade“ genannt.
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Im Fall P! schreibt man auch oo = (0 : 1) und hat dann
P'={(1:2):2¢€ K}U{oc}.
(Der unendlich ferne Punkt oo hat die u-Koordinate 0.)

2. Projektive algebraische Mengen

Vorbemerkung: Wir wollen nun algebraische Teilmengen im P™ definieren als Nullstellenmenge von
Polynomen, wie wir das auch bei den algebraischen Teilmengen von A™ gemacht haben.

Man kann aber Polynome f € K|xg, 21, ..., %,] nicht einfach als Funktionen auf P" auffassen, indem man
einen Représentanten eines Punkts in ein Polynom einsetzt, wie folgendes Beispiel zeigen soll:

Beispiel: Wir betrachten das Polynom f =1+ zg und den Punkt
P=(1:2)cP.

Représentanten von P sind die Paare (A, 2\) (mit A # 0). Nun ist
f20) =14\

Also nimmt f auf verschiedenen Reprisentanten von P verschiedene Werte an. Daher kann man ,, f(P)“
auf diese Weise nicht definieren.

Um die Nullstellenmenge eines Polynoms f in P" zu definieren, werden wir folgende Bedingung an das
Polynom f stellen: Fiir alle Punkte P = (ag : - - - : a,) € P" wollen wir haben, dass gilt

flag,...,a,) =0 <= f(Xao,...,Aa,) =0 fiir alle A € K.

Dann liegt nédmlich einer der beiden Fille vor:

e f(ag,...,a,) = 0 fiir alle (ag,...,n) mit P = (ag : --- : ap). (Wir schreiben dafiir auch
f(P) = )

e f(ag,...,a,) # 0 fiir alle (ag,...,n) mit P = (ag : -+ : a,). (Wir schreiben dafiir auch
fp )750)

Diese Bedingung wird von den sogenannten homogenen Polynomen erfiillt.
Ein Polynom f(zg,1,...,2n) € K|xg,x1,...,x,] heift homogen vom Grad d, falls gilt

FOzo, ..., zn) = X f(zo, ..., z,) fiir alle A € K.

Aquivalent dazu ist, dass in f nur Monome vom Grad d auftreten, d.h. f hat die Form
f= Z aiominmé"...mf{l.
ot tin=d
Daher ist fiir P € P™ die Aussage f(P) = 0 oder f(P) # 0 sinnvoll, d.h. unabhiingig vom ausgewéhlten
Représentanten fiir P.
Beispiele: In K[z, 1, 23] haben die homogenen Polynome vom Grad 1 die Gestalt
aoZo + a121 + azx2,

die homogenen Polynome vom Grad 2 sehen so aus:

aomg + a1x9x1 + a2xgxr2 + a;;x% + asx122 + a5x§.

Satz (Eulersche Relation). Ist f € K[zg,1,...,T,] ein homogenes Polynom vom Grad d, so gilt

g

Beweis: Seien po,p1,...,pn € K beliebig gegeben. Wir definieren

g(t) = f(tp()vtplv e ,tpn)
Die Kettenregel liefert

n

Z

n
tp07"'7tpn) * Pis alsog Z
T —

p07 .o »pn) *Pi-
£
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Da f homogen vom Grad d ist, gilt aber auch
g(t) = tdf(p07 e apn)-

Differenzieren liefert
g/(t) = dtd_lf(p07 LR >pn) und g/(l) = df(pOa cee 7pn)
Vergleich der beiden Darstellungen fiir ¢’(1) ergibt

.9
df(p077pn):Za:‘Ef<pO7"7p’ﬂ)pZ'
i=0 "t

Da die Gleichung fiir alle pg, p1,...,p, € K gilt, gilt sie auch fiir die Polynome. m

DEFINITION. Eine Teilmenge X C P" heifit algebraische Teilmenge in P", falls es homogene Poly-
nome f1,..., fr € Klxg,...,xy] gibt mit

Man sagt, die algebraische Menge X C P" ist iiber K definiert, falls es Polynome g1, ...,gs € Klxo,...,Tp
gibt mit X = {g1 = --- = gs = 0}. In diesem Fall heifit

X(K)=XnP"K)
die Menge der K-rationalen Punkte von X.
Bemerkung: Wir haben den Begriff , algebraische Menge“ fiir Teilmengen von A™ und fiir Teilmengen

von P™ definiert. Zur Unterscheidung sprechen wir deswegen auch manchmal von affinen algebraischen
und projektiven algebraischen Mengen.

Beispiele:
e P"={0=0} und 0 = {zg =21 =--- = z,, = 0} sind algebraische Teilmengen des P".
e Ein Punkt P = (pg : p1:---: pn) € P ist eine algebraische Teilmenge des P", denn es gilt
{P} = {pjxz;i — piz; = 0 fiir alle 7, j}.
e Sind X ={fi=---=f=0tund Y ={gy =--- = gs = 0} algebraische Teilmengen des P", so
auch
XvuY={figg=-=figs=-=frq1 == frgs =0}
und
Xﬁy:{fl:...:fT:glz...:gS:()}.

e Man kann auch zeigen, dass beliebige Durchschnitte algebraischer Mengen des P™ wieder alge-
braisch sind.

Bemerkung: Die algebraischen Teilmengen des P erfiillen die Axiome fiir die abgeschlossenen Teilmen-
gen einer Topologie. Man nennt diese Topologie die Zariski-Topologie.
Als konkretes geometrisches Objekt wollen wir uns zunéchst die Geraden in P? etwas genauer anschauen:
DEFINITION. Eine Gerade in P? ist eine Teilmenge der Gestalt

G= {(,To 1xy 3?2) e P?: agxo + a1x1 + agxo = 0}
mit ag,a1,a; € K und (ag, ay,az) # 0.
Die ,,unendlich ferne Gerade“ Hy = {(xq : 71 : ¥2) € P? : zg = 0} ist also die durch zg = 0 definierte

Gerade.

Es ist klar, dass fiir A # 0 durch agzg + a121 + asxs = 0 und Aagxg + Aa1x1 + Aaszs = 0 die gleichen
Geraden definiert werden.
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Der affine Teil von Geraden im P?: Wir denken uns A2 ~ Uy = {(1: 2 :y) : z,y € K} C P2. Es ist
P2 \ Uyp=Hy = {(0 T 1’2) c ]P2}
Sei G gegeben durch agzg + a1x1 + agzre = 0 (mit (ag, a1, az) # 0). Dann ist
GNUy = {(1:z:y)€P?:ap+ a1z + agy = 0},
GOHO = {(OZ(El Z(EQ) EIPQ 1a1T1 + a2 :O}
Wir unterscheiden zwei Fille:

e Ist (a1,a2) # (0,0), so ist GN Uy also die affine Gerade ag + a1z + agy = 0 und GN Hy = {(0:
ag : —aq)} besteht aus einem Punkt.

e Ist (a1,a2) = (0,0), so ist GNUy =0 und G = H,.
Bis auf die unendlich ferne Gerade Hj sieht man also alle Geraden von P? als affine Geraden im endlichen
Teil A2,
Man {iberlegt sich nun schnell, dass die Zuordnung
{Geraden in P?} \ {Hp} — {Geraden in A®}, G~ GNUy

eine Bijektion ist. (Der Geraden agzg + a1x1 + agze = 0 im P? wird die Gerade ag + a1z + asy = 0 im
A? zugeordnet.)
Welche Punkte haben affine Geraden im Unendlichen? Nach der letzten Bemerkung kénnen wir
jede affine Gerade uns denken als G N Uy bzw. G N A% mit einer projektiven Geraden G. Was ist dann
G N Hy?
e Die affine Gerade y = ax + b ist der endliche Teil der projektiven Geraden bzy + ax; — x5 = 0.
Der Schnitt mit Hy = {xg = 0} ergibt den Punkt (0 : 1 : a). (Variiert man b, so erhélt man
parallele Geraden, die sich im Unendlichen im Punkt (0: 1 : a) schneiden.)

e Die affine Gerade x = c ist der endliche Teil der projektiven Geraden cxg — z1 = 0. Der Schnitt
mit Hy ergibt den Punkt (0 : 0 : 1). (Verschiedene Werte von ¢ ergeben parallele Geraden im
Endlichen.)

Wir sehen insbesondere: Schneiden sich zwei Geraden auf der unendlich fernen Geraden, so sind ihre
affinen Teile parallele Geraden.
Weitere Betrachtungen zu Geraden in der projektiven Ebene P?:

e Zwei Geraden
G = {(xg:x:22) €P?: agwg+ ayzy + asxe = 0},
Gz = {(wo:m1:22)€ P? boxo + byx1 + boxg = 0}
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konnen in folgenden Beziehungen stehen:
— Sind (ag, a1, az2) und (bg, b1, b2) linear unabhéingig, so gilt
Gi1NG2={(po:p1:p2)}
wobei (pg, p1,p2) durch
ap a1 a2 Po 0
bo b1 b p)=1{0
D2 0
bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig bestimmt ist. (G; und G5 schneiden sich in
einem Punkt.)
— Sind (ag, a1, az2) und (bg, by, b) linear abhiingig, so gilt offensichtlich
Gy = Gs.
(G1 und G4 sind identisch.)
e Seien P = (po :p1:p2) und Q = (qo : q1 : g2) zwei verschiedene Punkte in P2.
— Es gibt genau eine Gerade G, die P und Q enthilt, nimlich G = {(zg : 21 : x2) € P? :
apxy + a1x1 + asxe = 0}, wobei (ap, a1, as) eine nichttriviale Losung der Gleichung
a
< Po P11 D2 ) o) ( 0 )
aq = 0
9 491 42 as
ist. (Je zwei nichttriviale Losungen unterscheiden sich nur um eine multiplikative Konstan-

te.)
— Alternativ kann man die G beschreibende lineare Gleichung auch in der Form

bPo D1 D2
g ¢ q2|=0
To T1 X2

angeben.
— Man kann die Gerade durch P und @ auch in parametrisierter Form angeben:
G = {(pou + qov : pru+ q1v : pou + qgov) € P?: (u: v) € P},

e Da apxg + a1x1 + asxs = 0 und boxg + b1 + baxs = 0 genau dann die gleiche Gerade in P2
definieren, wenn gilt (ag : ay : az) = (bg : by : ba), so ist klar, dass die Zuordnung

P - {Geraden in ]P’Q}, (ap : a1 :a2) = {(zo : &1 : x2) € P? . apxo + a1x1 + azzs = 0}

eine Bijektion ist. Man sagt: Die Geraden in P? bilden wieder einen P2.
e Drei Punkte P = (po : p1 : p2), Q@ = (g0 : q1 : q2), R = (r¢ : 71 : 72) der projektiven Ebene P2
liegen genau dann auf einer Geraden, wenn gilt

Po DpP1 P2
det{ g0 @1 g2 | =0.
To T1 T2
Eine zugehorige Gerade G mit der Gleichung agxg + a121 + asxe = 0 ergibt sich dann aus der
Bedingung
Po DpP1 P2 ag
9 Q@ G2 ap | =0.
To T1 T2 a2

Bemerkung: Ist X C P" eine projektive algebraische Menge, gegeben durch
X = {fl(l‘o,...,In) == fr(l‘o,...,In) = 0},

wo die f;’s homogene Polynome sind, so ist X N A™ eine affine algebraische Menge, gegeben durch die
Gleichungen

XnAn:{fl(laxla'“’xn) = :fr(1,$1,.--,xn) :O}
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Wichtiger ist die Umkehrung:

DEFINITION. Ist X C A™ eine affine algebraische Menge, so denken wir uns X mit X C A" C P"
als Teilmenge des P". Die kleinste projektive algebraische Menge, die X enthdlt, heifft der projektive
Abschluss X von X. (In der Zariski-Topologie ist X der topologische Abschluss von X in P™.)

Wie berechnet man den projektiven Abschluss?

Vorbemerkung: Um die rationalen Losungen der Gleichung f = 522 + 19y% — 1 = 0 zu bestimmen,
kann man substituieren x = %,y = % und dann nach den ganzzahligen Losungen der Gleichung g =

5X24+19Y2 — Z% = 0 suchen. ((1,2,9) ist eine Losung.) Dies entspricht dem Ubergang vom Affinen zum
Projektiven.

Homogenisierung von Polynomen: Sei f(z1,...,2,) € K[z1,...,2,]\ {0} ein Polynom vom Grad d,
d.h. man kann schreiben ‘
f = Z ailminZE’il A x%",
i1+ +in <d

wobei es ein Tupel (j1,...,jn) gibt mit
i+ -+jn=d und aj.j #0.

Beim Homogenisieren machen wir jedes Monom z{' ...z durch eine neue Variable ¢ zu einem Monom
vom Grad d:

it aie o gdThT T e
Das homogenisierte Polynom ist dann
. _ o d—iy——iy i1 in _
o= E Qi ..in T . =
i1+ i <d
_ L lo0 in
= g Giy . iy TG Ty - T
dotis e tin=d
nsbesondere gi ann T1,...,2y) = f(x1,...,2,). Man kann die Homogenisierung auch etwas
Insbesond It d (1, xq,...,x, .oy Ty). Man k die H h et
anders schreiben:
* d—iy—-—ip i in _
f(xo, 21, .., xn) = g @iy, Ty nxlt ot =
it tin<d
T x
_ d(Plyig NGy
= ) Qiy.in To(—— (—)m =
‘ To Zo
i1+ +in <d
_ d T1 iy Tnyi, _
D) Qiy.oin (=) (—)m =
‘ To Zo
i1+ Fin <d
T Tn
= 2df(=,...,=2).
Zo To

Beispiel: Das Polynom f = 23 + 5z223 — 23 + 2 hat Grad 3. Die Homogenisierung ist dann

[* =23 + 5xozexs — i + 223

Bemerkung: Bei der Homogenisierung von Polynomen f(x,y) in zwei Variablen z,y werden wir meist
x durch z; und y durch zs ersetzen. Dann erhélt man

Tl T2
*( _.d
f xvalaxQ)_m()f(iai)'
To To
Etwas ausfiihrlicher: Aus
ik
f= E ajrz’y
j+k<d
erhalt man
_ d—j—k_j. .k _ i .J ok
= E AjkTo LTixy = E AjRTOHTIT -
j+k<d i+j+k=d

(Manchmal findet man auch die Homogenisierung mit einer neuen Variablen z.)
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Beispiel: Aus f = 23 + ax + b — y? erhélt man

3 2 3 2
f*=a7 + axiry + bxy — xoxs.

Bemerkung: Sei X = {f1 = --- = f, = 0} € A™ und f} die Homogenisierung von f;. Mit unserer
Konvention gilt A™ C P und damit

Xc{fi=—--=f=0}
also o

Xc{ff==/=0)

Leider muss im Allgemeinen hier keine Gleichheit gelten.

Beispiel: Es ist
{(0,0)} ={z =0,y —a* =0},
aber
{1 =0,2020 —23 =0} ={(1:0:0),(0:1:0)},
wihrend der projektive Abschluss natiirlich
{£1=0,20=0}={(1:0:0)}

ist.

Wenn aber die algebraische Menge nur durch ein Polynom definiert wird, ist die Sache einfacher. Wir
geben den folgenden Satz ohne Beweis an.

SATz. Ist X = {f =0} C A" mit f € K[z1,...,zy], und ist f* € K[zg,x1,...,zy,] die Homogenisierung
von f, so ist der projektive Abschluss von X einfach

X ={f =0}

Wir werden projektive algebraische Mengen der Gestalt {g(xo,z1,...,2,) = 0} oft einfach durch die
affine Gleichung ¢(1,z1,...,2z,) = 0 angeben, weil dies einfacher aussieht. Die Punkte X N Hy werden
auch die unendlich fernen Punkte von X genannt.

Beispiel: Sei X C P? gegeben durch y = z2. Homogenisieren liefert xgzy = 22. Es gibt einen unendlich
fernen Punkt, némlich (0 : 0 : 1). Betrachtet man X im affinen Teil 23 # 0, so kann man setzen
(o : x1 : w2) = (u: 1:v) und man erhilt die Gleichung wv = 1. Parabel und Hyperbel sind also nur
verschiedene affine Ansichten der gleichen projektiven Kurve.

DEFINITION. Eine projektive Transformation (oder ein projektiver Koordinatenwechsel) ist eine Abbildung
¢ : P — P, sodass eine Matriz A € GLy,41(K) existiert mit

Zo Yo
g ixp)=(o: - :yn) < A- =) fiirein)\ef*.
T Yn

¢ ist offensichtlich bijektiv, ¢~ ist eine projektive Transformation, die durch die Matriz A~ beschrieben
wird.

Zwei Mengen V,W C P™ heiflen projektiv dquivalent, wenn es eine projektive Transformation ¢ gibt mit
W = ¢(V). Die Mengen V,W heifien projektiv dquivalent iber K, wenn die Matriz A in GLy41(K)
gewdhlt werden kann.

LEMMA. Seien P,Q,R € P? drei verschiedene Punkte der projektiven Ebene. Liegen P,Q, R nicht auf
einer Geraden, so gibt es einen projektiven Koordinatenwechsel mit
d(P)=(1:0:0), ¢(Q)=(0:1:0), ¢(R)=(0:0:1).

Sind P,Q, R, S € P? vier Punkte der projektiven Ebene, von denen keine drei auf einer Geraden liegen,
so gibt es einen projektiven Koordinantenwechsel mit

p(P)=(1:0:0), ¢(Q)=(0:1:0), ¢(R)=(0:0:1), ¢(S)=(1:1:1).
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Beweis: Sei P = (po:p1:p2), @ =1(q0:q1:¢2), R=(rg:7r1:7r2). Da P, Q, R nicht auf einer Geraden
liegen, ist 1 mit

Zo Po Qo To Zo
Y| 1 | = p1 @1 T1 z1
X2 P2 g2 T2 X2

ein projektiver Koordinatenwechsel mit
B((1:0:0) =P, ¢((0:1:0)=Q, ((0:0:1))=R.

Mit ¢ =9~ ! folgt dann die erste Aussage.
Fiir die zweite Behauptung kénnen wir nun o.E.

P=(1:0:0), Q@Q=(0:1:0), R=(0:0:1), S=1(so:81:852)

annehmen. P und @ liegen auf der Geraden x5 = 0, P und R auf der Geraden x; = 0,  und R auf der
Geraden zo = 0. Da S auf keiner der Geraden liegen soll, ist sg, $1, 52 # 0. Dann ist

o S0 0 0 o
14 1 = 0 S1 0 Iy
To 0 0 S92 i)

ein projektiver Koordinatenwechsel mit
p((1:0:0))=(1:0:0), p((0:1:0))=(0:1:0),

p((0:0:1))=(0:0:1), p((1:1:1))=S5,
sodass p~! ein geeigneter Koordinantenwechsel ist. ®

3. Ebene projektive Kurven

DEFINITION. FEine ebene projektive Kurve C tber K vom Grad d > 1 wird durch ein homogenes Po-
lynom f(xg,x1,22) € K|z, 21,22] vom Grad d gegeben. (Man sagt auch, dass C durch die Gleichung
f(zo,x1,22) = 0 definiert wird.) Das zugehirige geometrische Objekt ist die Nullstellenmenge

C(K) = {(zo: 21 : z2) €P?: f(zg,21,72) = 0}.
Die Menge
C(K) = {(zo : ¥1 : 2) € PX(K) : f(xg,21,22) = 0}
heifit die Menge der K -rationalen Punkte von C. Etwas allgemeiner betrachtet man fir einen Oberkérper
L von K die Menge der L-rationalen Punkte von C':

C(L) = {(xg : &1 : x2) € P*(L) : f(x0,x1,22) = 0}.

Ist c € K*, so unterscheidet man nicht zwischen der durch f(xg, z1,22) = 0 und der durch cf (xo, 21, x2) =
0 definierten Kurve.

Die Kurve C heifit irreduzibel iber K, wenn f(xg,x1,x2) als Polynom iber K irreduzibel ist, C' heifst
absolut irreduzibel, wenn f(xq,x1,x2) als Polynom diber K irreduzibel ist.

Beispiele:

e Eine Gerade in P2, gegeben als G = {(xo : x1 : 22) € P? : agwo + a121 + agway = 0} konnen wir
mit einer projektiven ebenen Kurve vom Grad 1, gegeben durch das Polynom agzo+a121+az2,
identifizieren.

e Ebene projektive Kurven vom Grad 2 nennt man Quadriken, Kurven vom Grad 3 heiflen Kubi-
ken.

e Wir betrachten die durch f(zo,21,%2) = xory — 22 definierte Quadrik Q. Wir haben bereits
frither gesehen, wie die Quadrik @ in den affinen Teilen U; aussieht:
QE)NUy = QE)N{(1:2:y): (x,y) €A’} ={(1:2:y):y =2},
Q(K)NnU; QE)N{(u:1:v): (u,v) € A%} ={(u:1:v):uv =1},
Q(K)N U, QIE)N{(r:s:1):(r,s) € A} ={(r:s:1):r= s}
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By

Die projektive Quadrik sieht also in den affinen Teilen wie eine Parabel oder wie eine Hyperbel
aus.
Sei die ebene projektive Kurve C' gegeben durch das homogene Polynom f(zo, 21, z2). Mit der Identifi-
kation A? ~ Uy = {(1: x : y)} C P? erhalten wir

CK)YNA* = {(1:2:y)eP?*: f(l,z,y) =0} ~
~ {(z,y) € A*: f(1,2,y) =0} und
C(K)NHy = {(0:2:2): f(0,21,22) = 0}.

Ist f(1,z,y) ein nichtkonstantes Polynom, so entspricht der affine Teil von C' also der affinen Kurve
f(1,z,y) = 0. Ist f(1,2,y) konstant, so ist f = czg und mengenmiiBig C(K) = Hj.

DEFINITION. Sei C' eine affine ebene Kurve gegeben durch ein Polynom f(x,y) € Klx,y] vom Grad d.
Ist dann R
1 T2
(o, w1, ) = 25 f (=, =)
Lo Zo
die Homogenisierung von f, so heifit die durch f*(xo,x1,z2) definierte projektive ebene Kurve der pro-

jektive Abschluss C von C.
Beispiel: Wir betrachten die Parabel C' mit der Gleichung f = y — 22 = 0 in A%. Die Homogenisierung

von f(z,y) ist f*(zo,z1,22) = x%f(;”—;7 fﬁ—f}) = xowy — x3. Der projektive Abschluss von C ist also C,
gegeben durch das homogene Polynom f* = xgxy — 3.

Uberlegung: Sei eine ebene affine Kurve C' gegeben durch das Polynom f(x,y) € K|x,y]. Wir schreiben

ng (z,y), fe(z,y) homogen vom Grad ¢, faq(z,y) # 0.

Dann definiert die Homogemslerung
d
[ (xo, 1, 22) = chg’efe(whwz) = 2l fo(x1,20) + 3 f1(21,20) + - -+ + 2o fa—1 (w1, 22) + fa(z1,22)
£=0

den projektiven Abschluss C von C. Faktorisieren wir

d
fa(x1,22) = H(/\ixl — HiT2),
so gilt )
CE)NA? = {(z,y) € A?: f*(1,z,y) =0} = {(z,y) € A”: f(a,y) = 0} = C(K),
CK)NHy, = {(O z1 22) €P?: f*(0,21,20) =0} = {(0: 21 : 22) €P?: fy(21,20) =0} =
(0:

= { A1),y (00 g s Ag) by

wobei nicht alle Punkte (0 T )\i) notwendig verschieden sind. Wir nennen die Punkte von C(K) N Hy
auch die Punkte im Unendlichen der Kurve C.
Beispiel: Wir betrachten nochmals die affine Kurve C' mit der Gleichung y = z2, die also durch das
Polynom f(z,y) = y—a? gegeben wird. Die Homogenisierung ist f*(zo, 1, 22) = xox2—7. Der projektive
Abschluss von C wird also durch zgzy — 27 = 0 gegeben. Wegen

C(K)NHy={(0:0:1)}
hat C nur einen Punkt im Unendlichen, némlich (0:0: 1).
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Lokale Betrachtung: Sei die projektve ebene Kurve C vom Grad d gegeben durch das Polynom
F(xo,x1,x2). Wir schreiben

d

d
F(I0,$1,I2) = Z»’Cg_efe(l’l,xz) und f(z,y) = F(LI,Z/) = Zfe(fl%y)
=0

£=0

und erhalten

oF _of
oF _of

T@(l’x’y) - 8y<x7y)7

oF _ 0P ) — iy — 2 o -y
870(1,96731) = dF(1,z,y) xaxl(l»%y) yan(Lm,y)—df(m,y) wax(w‘,y) yay(x,y)-

Sei weiter P = (pg : p1 : p2) € C(K) ein Punkt der projektiven Kurve.
Wir betrachten den Fall pg # 0, d.h. P = (1 : & : 22) Wegen F(P) = F(po,p1,p2) = pgf(z—;, E)=0

Po Po
gilt
OF OF OF of p1 D2 of p1 D2
Z(py=""(P P)=0 «— LB _2nk
Oxo Ox1 (9362( )= 355(170 100) 3y(p0 po)
und
0 0
OF v P2y Pry OF P P2y, P2y
9z "po’ po 9y "po po Po
af P1 D2 af p1 p2 p1Of p1 p2y  p20f p1 P2
= oty ST By (PCT (DL ey Pe BT B2y
“02 po’ po 9y "po’ po P00z po’po’  PodY P’ Po
OF = p1 p2 OF . p1 p2 < P1 D2 OF ,_ p1 D2 >
= o (1,2 22y 57, dF(1, B B2y 27 2L P2y o
8%1( Do Po yaxz( Do po) (1, Po Po’  Oro  po po)
or pl D2 OF . p1 p2 OF . p1 D2
= 1 — . — ) =
G (B ol B By I
_ L ai( )+ 8i( )+ 8i( )
- pg,l (9270 Po,P1,P2 maxl Po,P1,P2 y8x2 Po,P1,P2
hat (bis auf eine Konstante) die Homogenisierung (vom Grad 1)

OF OF OF
3308 (po,phpz)-l-xla (po,p1,p2)+9323 (po, P1,D2)-

Daher gilt: P ist auf dem affinen Teil der Kurve genau dann singulér, wenn gilt
oF F
OF by _ OF p _ OF
3x0 83;1 &rg
Ist P ein glatter Punkt, so ist der projektive Abschluss der Tangente die Gerade

oF oF oF
(97{170(13)1‘0 + aixl(P)iﬁl + %(P)l'g =0.

P) =0.

Man definiert nun:

DEFINITION. Ist die projektive ebene Kurve C gegeben durch das Polynom f(xo,x1,x2), so heifst P €

C(K) ein singulirer Punkt, wenn gilt
of of . _ Of
—(P)=—(P
8560 833‘1 8132 (
Im andern Fall heifit P nichtsinguldrer oder glatter Punkt, die Gerade

S (P + L (P + 5L (P =0

0x1 0x4
heifst die Tangente an C in P.

) =0.
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Mit der vorangegangenen lokalen Betrachtung sieht man, dass man Singularitéten in affinen Teilen unter-
suchen kann. Natiirlich muss man sich iiberlegen, dass diese Begriffe mit Koordinatenwechsel vertraglich
sind.

Beispiel: Der projektive Abschluss der durch y? = 23 — 2z definierten Kurve ist xox3 = 23 — 22321, wird
also beschrieben durch das Polynom

f= —ngxl — xoa:§ + a:“;’
Der Punkt (2,2) ~ (1 :2: 2) liegt auf der Kurve. Mit
af af af
67"1;0 = —4x0m1 — x%, 67];1 = _ng + 33’5%, 87;132 = —onl'g
erhalten wir o7 of of
—(1,2,2) = -12, —(1,2,2) =10, —(1,2,2)= —4.
3$0(’ ) ) 9 axl(a ) ) ) axQ(a 1) )

Man sieht, dass (1 : 2 : 2) nichtsingulir ist und die Tangente
—12x9 + 1021 — 425 =0, also 6xg—dxy + 222 =0
besitzt. Die folgenden Bilder zeigen die Situation in den drei affinen Teilen Uy, Uy, Us:

a 4 2.0

3 3 15

2 2 10
1 05
> 0 B @® 0.0
-1 -1 -0.5
-2 -2 -10

-4 -3 2 -1 12 3 4 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 -20 -15 -10 -05 00 05 1.0 15 2.0
T U T

Schnitte von Kurven und Geraden: Wir wollen jetzt noch Schnitte von Kurven mit Geraden in P?
betrachten. Die Schnittvielfachkeit (C - G)p in einem Punkt wird lokal definiert, indem man den Punkt
in einem affinen Teil anschaut.

Wir geben eine algorithmische Darstellung der Berechnung der Schnittmultiplizitét:

Die Kurve C' sei durch das Polynom f(xg,x1,z2) € K|xg,x1, 22| definiert, die Gerade G sei durch eine
Parametrisierung gegeben:

G = {(pou + qov : pru+ q1v : pou + o) : (u:v) € P}
(Die Punkte (po : p1 : p2) und (go : ¢1 : g2) liegen auf der Kurve.)
e Wir bilden das homogene Polynom

g(u,v) = f(pou + qov, pr1u + q1v, pau + q2v) € Klu, v].

e Ist das Polynom g(u,v) = 0, so gilt G(K) C C(K) und das Polynom f(xq, 1, 22) spaltet iiber
K einen Linearfaktor ab. o
e Ist g(u,v) # 0, so erhiilt man iiber dem algebraischen Abschluss K eine Zerlegung

T

g(uv U) = cu" H(v _ Olzu)n‘

i=1
mit ¢ € K*, paarweise verschiedenen o; € K, ng > 0,7 >0, n; > 1, ..., n, > 1.
— Ist ng > 1,s0ist Q@ = (qo : q1 : g2) ein Schnittpunkt mit Schnittmultiplizitét (C'-G)g = no.
— Firéi=1,...,rist P, = (po + @iqo : p1 + @iq1 : p2 + @;q2) ein Schnittpunkt mit Schnitt-
multiplizitit (C - G)p, = n;.
Da das Polynom g Grad d hat, gilt ng +ni + - - - + n, = d, und damit
Y (C-Gp=d
PeC(K)NG(K)

Wir formulieren dieses wichtige Ergebnis nochmals als Satz:
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SaTz. Sei G eine Gerade, C eine Kurve vom Grad d in P? mit G(K) € C(K). Dann gilt
Y (C-G)p=d,
PeC(K)NG(K)
d.h. C schneidet G in genau d Punkten, wenn man mit Multiplizititen zdhlt.
Beispiel: Wir betrachten die ebene Kurve C' mit der affinen Gleichung y = x? bzw. der projektiven
Gleichung f = xowy — 22 = 0.
Wir wollen den Schnitt mit den Geraden G, der Form x = ¢ bzw. 1 = czg bestimmen. Es ist
Ge = {(zo:x1:20) €P? 2y =cao} = {(20: cxp : 12) € P2} =
= {(u:cu:v): (u:v) € P}
Wir setzen die letzte Parametrisierung in f ein:

flu, cu,v) = ww — u? = u(v — cu).

Fiir (u : v) = (0 : 1) erhélt man den Schnittpunkt (0 : 0 : 1) mit der Schnittmultiplizitidt 1, fiir
(u:v) = (1:¢?) erhélt man den Schnittpunkt (1 : ¢ : ¢?), ebenfalls mit Schnittmultiplizitét 1. Die Bilder
zeigen die Situation in den drei affinen Teilen Uy, Uy, Us:

4] 4] 2.0 ]
34 34 151
2 2 104

1 1 K 0.5

= 0 = 0 @w 0.0

-1 -1 -0.5 ]

-2 -2 -1.0

-3 -3 =157

-4 —4 2.0 4
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -20 -15 -10 -05 00 05 1.0 15 2.0

xr u r

Bemerkung: Ist C' eine absolut irreduzible ebene projektive Kurve vom Grad d > 2, so schneidet jede
Gerade die Kurve in genau d Punkten, wenn man mit Vielfachheiten z&hlt.

Beispiel: Sei @ eine absolut irreduzible projektive ebene Quadrik. Jede Tangente schneidet die Quadrik
genau in einem Punkt, und zwar mit Vielfachheit 2. Insbesondere besitzt @) keine Wendepunkte.

Bemerkung: Der Satz ist ein Spezialfall des Satzes von Bézout, der besagt, dass sich ebene projektive
Kurven C und D in genau grad(C) - grad(D) Punkten schneiden, wenn man mit Multiplizitdten zdhlt
und wenn es nur endlich viele Schnittpunkte gibt.
Beispiel: Wir betrachten wieder den projektiven Abschluss der durch y? = 23 — 22 gegeben Kurve, der
durch
f= 2232, — 2025 + 23
beschrieben wird. Die Tangente im Punkt P = (1 : 2 : 2) wird durch 629 — 521 + 225 beschrieben, ldsst
sich also durch die Gleichung
5

Tro = —3xg + §{,C1
beschreiben. Um den Schnitt der Tangente mit der Kurve zu bestimmen, verwenden wir die letzte Dar-
stellung (mit den Parametern xg,x1), wir setzen x5 in f ein:

5 25 9
f(zo, 1, —3xo + iml) = —91'(3) + 13x%x1 - Zxox? + m? = (z1 — 2x0)2(x1 — Zxo).

(zo : x1) = (1 : 2) liefert den Punkt P = (1 : 2 : 2) mit Schnittmultiplizitit 2, (zo : z1) = (1 : 2) liefert

den neuen Punkt 21 4 7 8 6
— )= (= 1 o) =\57 5 1

1 ©

Q=(:
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mit Schnittmultiplizitét 1.

-4 -3 2 -1 12 3 4
T u T

1 2 3 4 -20 -15 -10 -05 00 05 1.0 15 2.0

Die Tangente schneidet die Kurve in drei Punkten, wenn man mit Vielfachheiten z&hlt. Obwohl die
Tangente urspriinglich wie eine Wendetangente aussah, ist es doch keine.

DEFINITION. FEin nichtsinguldrer Punkt P einer projektiven ebenen Kurve C heifst Wendepunkt, falls
die Tangente T in P die Kurve mit Multiplizitit > 3 in P schneidet, d.h. (C'-T)p > 3. Die Tangente
wird dann auch eine Wendetangente von C genannit.

Dass ein Punkt ein Wendepunkt ist, ist eine lokale Eigenschaft, d.h. kann in den affinen Teilen untersucht
werden. Fiir die globale Beschreibung von Wendepunkten ist folgende Definition wichtig:

DEFINITION. Sei C' eine projektive ebene Kurve vom Grad d > 3, gegeben durch ein homogenes Polynom
f(zo,x1,x2) vom Grad d. Dann heifit das Polynom

9*f % f 2% f
8.’163 810811 6108@
— 2*f _ 2*f *f ’f
Hf = det <8mi8:c_,») = det Ox10x0 arf 01012
9*f 2> f o*f
Oxo0xg  Oxo0xy 0x3

die Hessesche von f. Hy ist homogen vom Grad 3(d — 2). Ist Hy # 0, so heifit die durch Hy = 0
definierte Kurve die Hessesche Kurve (oder einfach die Hessesche) He zu C.

Bemerkungen:

e Hat der Grundkorper K die Charakteristik p, ist d der Grad des homogenen Polynoms f(xg, 1, 23) €
K|[zg,x1, z2] und gilt in K die Gleichheit d =1, d.h. p | d — 1, so ist H(f) = 0 (als Polynom).

e Im Fall der Charakteristik 0 hat Hesse 1851 Folgendes behauptet, das 1876 von Gordan und
Noether bewiesen wurde: Hy ist genau dann 0, wenn f = 0 aus lauter Geraden besteht, die
durch einen Punkt gehen.

Beispiele:
o Fiir f =ad + 2%+ 2¢ (mit d > 3) ergibt sich aus
of a-1 Of -1 Of -1
8$0 o ’ Bxl ! ’ 8%2 2
fiir die Hessesche zu f
d(d —1)zd=2 0 0
Hy = 0 d(d —1)z¢2 0 =d3(d — 1)32d 22422072,
0 0 d(d —1)z42

o Fiir f = ToT1T2 ist

of

0
. — T1x2 o — ToT2 . — Tol1
8330 ’ 31‘1 ’ 8%2 ’

und damit
0 o X1
Hy=|zo 0 1x9|=2z07172.
r1 Xo 0
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o Fiir f =ux129(x1 + x2) ist % =0, was sofort Hy = 0 liefert. (f = 0 besteht aus drei Geraden,
die alle durch den Punkt (1:0:0) gehen.)

LEMMA. Geht eine projektive ebene Kurve C' bei einem Koordinatenwechsel in die Kurve C' iiber, so die
Hessesche Ho von C in die Hessesche Hor von C'.

Beweis: Die Kurve C werde definiert durch das homogene Polynom f(zg, 21, 22). Bei einem Koordina-
tenwechsel werden durch
To = @ooYo + ao1Y1 + Go2Y2, T1 = ai0Yo + A11Y1 + A12y2, T2 = A20Yo + G21Y1 + A22Y2

neue Variable yg, y1, yo eingefiihrt. Definiert man

9o, y1,y2) = flaooyo + ao1y1 + ao2y2, a10Yo + a11y1 + a12Y2, a20y0 + az1y1 + az2y2),
so wird C" gegeben durch das Polynom g. Nun ist
dg  Of

Tm(...)alj + 87.1‘2()012J

und

o (89  [0*f o2 f )
y; (6%) - <8x(2)(...)0401+ 921020 (...)au + D070 (...)am) agj +--- =

0
2 2
82f bik=ak: an
= Z (};} D (- ..)am) aig = Z bikm(. C)agg,

0<k,1<2

sodass fiir die Matrizen (My = ( af;];j )) folgt

0%g 0% f
(%%) (Yo, Y1, y2) = (bir)ik - (axkaxl(aooyo +ap1yr + ... )>kl - (agj)1,;

also

My(yo, y1,y2) = A" - My(aooyo + aoryr + ...) - A.
Determinantenbildung liefert
Hy(yo, y1,y2) = (det A)* - Hy(aooyo + aorys + - - ),

was die Behauptung beweist. B

Fiir die Wendepunkte erhalten wir folgenden Satz:
Satz. (Die Charakteristik von K sei 0.) Sei C eine projektive ebene Kurve vom Grad d > 3, die nicht
nur aus Geraden besteht, die alle durch einen Punkt gehen. Dann gilt:
PcC(K)NHg(K) <= P singulir oder Wendepunkt.
Die singuldren Punkte und die Wendepunkte von C' sind also genau die Punkte, in denen sich die Kurve

C und die Hessesche Ho schneiden.

Beweis: Die Kurve C' werde durch das Polynom f(zg,x1,22) beschrieben. Sei P € C(K). Das vorange-
gangene Lemma erlaubt uns, einen Koordinatenwechsel zu machen, sodass P = (1 : 0 : 0) gilt. Dann ist
f(1,0,0) = 0. Wir wollen Hf(1,0,0) bestimmen und berechnen dazu zunéchst die Hesse-Matrix

gy oy oy
69:% Oxo0x1 OxogOxo
*f f *f
61'1 a.'L'o 890% 6I1 8.’1}2
o f % f %f
Ox20z0  Or20T1 Ox2

in (1,0,0). Wir schreiben f in der Form

d
Flao, w1, 9) =Y g~ folwr, w2) = 2§ " fu(wr, w2) + - + @0 fa1(x1,22) + fa(w1,72),
=1
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wobei die Polynome f¢(x1,22) homogen vom Grad ¢ sind.
Wir bilden die Ableitungen:
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0 = _ _
67{10 = > (d=0zf T folwr, wa) = (d = V)af > fi(wr, 22) + - + fao1 (21, 72),
(=1
of < i1 Of1 | a2 0f a5 0fs
Txl = ; 1'1, 2) xo 87331 xo Tﬁ(l’l,l'g)“rﬁro 671:1(.%17.%2)"—...
d
of 190/ 0 f2 Ofs
B - ; xl, x9) = xg 18—1:24-:68 a—( 1,x2)+xg 38 2(x1,$2)+
Fiir die zweiten Ableitungen erhalten wir
92 f d—2 N
Fre i S (d=0(d—0=1)af Pz, 22) = (d— 1)(d — 2z fi(zr,22) + ...
0 =1
82f
1 =
”f = dil(d—ﬁ)x““l%(x x9)=(d—1) d72i (d—2) %(x x9) +
35603331 — 0 8x1 12 0 8 1 63:1 1,42
0% f df1
1 =
8x08x1( 7070) (d )85517
o°f = dfs i 20f1 a5 02
8x06x2 = EZl(d — »6) 8—@(.%1, xQ) (d — 1).’1}'0 72 (d — 2)1’0 67332(%17 1'2) +
D*f df1
1 =
8%08.%2( 70’0) (d )61'27
o f L 22y | 450 fs
aix% - ;xo ) % (xlax2) 0 81‘% 0 Tx%(xl»mQ) + )
D*f 9% f
Ox? 2(1 0,0) = dz?’
9 f N a Of a2 P2 as Ofs
8%‘161}2 B Ez:;xo 83316.132( 1,.’E2) o 633183:2 0 63718332 (1'1,1'2) + ’
0% f 0% fo
1 =
8%18.%2( 70’0) 8x18x2
0 f SNl 02 a5 fs
aix% - yoet xO 8 % (‘rl?x2) 0 81‘% 0 83)% (1'1,1'2) + )
D*f 9% f
923 2(1 0,0) = o3
Wir erhalten die Matrix
0 d-1)%L (-1t
d-1nse Sk Soes
(d - 1)% 831512 %xfg
Wir fithren nochmals einen Koordinatenwechsel durch, sodass wir
fi(z1,22) = Axy

annehmen konnen. (Im Fall eines singuldren Punkts ist A = 0.) Aulerdem sei

folzy,29) = Bx% + Cxi20 + Dz%.
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Dann ist
of1 0f1
Jit 4 YA
8$1 ’ 8332
Weiter gilt
% = 2Bz + Cxa, % = Czy + 2Dz,
oy Oz
und damit
2 2 2
8f2:2B, 0° fa —C. 3f2:2D.
ox? 01101 0x3

Unsere Matrix wird zu
0 (d=1)A 0
(d-—1)A 2B C
0 C 2D

und hat die Determinante
H(1,0,0) = —2(d — 1)?A*D.
Nochmals:
H(1,0,0) = —2(d — 1)?A®D.
Es gilt also in Charakteristik 0
H¢(1,0,00=0 <«<= A=0oder D=0.

e Fall A = 0: In diesem Fall ist die Kurve singulér im Punkt (1:0:0).
e Fall A # 0: Die Kurve ist nichtsingulér in (1:0: 0).
Wie schaut die Taylorentwicklung affin aus?

f(1,2,y) = Az + Ba® + Cxy + Dy + ...
Wir kénnen o.E. A =1 annehmen:
f(1,z,y) = + Ba® + Cxy + Dy + ...
Die Tangente T' wird durch z = 0 beschrieben:
T={(x,y):2=0}={(0,t): t € K}.

Um die Schnittvielfachheit zu bestimmen, setzen wir die Parametrisierung x = 0, y = ¢ in die
f(1,2,y) ein:
f(1,0,6) =Dt* + - =3 (D +...).
— Fall D # 0: Dann ist die Schnittmultiplizitét 2, die Tangente ist keine Wendetangente. Es
gilt H(1,0,0) # 0.
— Fall D = 0: Dann ist die Schnittmultiplizitit > 3, die Tangente ist eine Wendetangente,
(1:0:0) ein Wendepunkt und H¢(1,0,0) = 0.

Damit ist der Satz bewiesen. B

Beispiel: Sei C der projektive Abschluss der durch y? = x® — 2z definierten affinen Kurve. C' wird durch
das Polynom

f=—2x3v; — xoz3 + 23
beschrieben. Es ist
af af af
Do = —dxozs — 23, orr —2af + 327, Bzy —2z072.

Daher wird die zugehorige Hessesche Kurve definiert durch das Polynom

74‘%1 74LE0 72352
H = |-4z9 61, 0 | =32z3 + 48xx? — 24z, 75
—21‘2 0 —21‘0
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Man sieht, dass (0 : 0 : 1) auf der Kurve und der Hesseschen Kurve liegt. Daher ist (0 : 0 : 1) ein
Wendepunkt. (%(0,0, 1) = =1 # 0, weswegen (0 : 0 : 1) keine Singularitit ist.) In den Bildern ist die
Kurve blau, die Hessesche Kurve rot gezeichnet.

-4 -3 2 -1 12 3 4
T u T

1 2 3 4 -20 -15 -10 -05 00 05 1.0 15 2.0

Beispiel: Der projektive Abschluss der Kurve y? = 22 + 23 wird beschrieben durch das Polynom
f = xox? — xoxa + 3.
Die Kurve hat in (1:0: 0) eine Singularitét. (Dies ist die einzige Singularitidt der Kurve.) Die Hessesche
wird beschrieben durch
H = 8xgx? — 8xors — 242123,
Die Hessesche geht also durch die Singularitét (1:0:0) der Kurve.
Auferdem sieht man, dass (0: 0 : 1) ein Wendepunkt ist, da der Punkt im Durchschnitt von Kurve und

Hessescher liegt.

-20 -15 -1.0 -05 00 05 10 15 2.0 -4 -3 2 -1 12 3 4 -20 -15 -1.0 -05 00 05 10 15 2.0
T u T

Wir wollen nun den Durchschnitt von Kurve und Hessescher, also f = H = 0 bestimmen.
Wir wollen den Durchschnitt der durch

f=mxox? —xoxd + 23 und H = 8zox? — S8xozs — 242,23
definierten Kurven bestimmen.
e Punkte im Unendlichen: Es ist
f0,z1,20) =23 und  H(0,21,15) = —24x,23.

Man sieht sofort, dass (0: 0 : 1) der einzige Punkt im Durchschnitt ist.

e Punkte im Endlichen: Wir verwenden affine Koordinaten x,y, betrachten also
f(Lz,y) =2 +2%> —¢y* und H(,z,y) = —24xy® + 822 — 8y°.
Resultantenbildung liefert

Ra(f (1,,9), H(1,,9)) () = ~138245° (0 + )

und
R,(f(1,2,y), H(1,z,9))(z) = 5762°(z + 3)2

Die Punkte im Durchschnitt miissen also z-Koordinate 0 oder f% haben. Wir setzen dies in f
und H ein:

f(1707y) = 7y23 H(l,o,y) = 78y2.
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Dies liefert den Schnittpunkt (z,y) = (0,0) bzw. (1:0: 0), der eine Singularitit von f = 0 ist.

Nun setzen wir x = —% ein:

4 16 4 16
1,——y) = —(y2 + — d H(,—=,y)=240%+ =).
f(, 3,y) (y +27) un (1, 3,y) (y +27)

Wir erhalten also die beiden Schnittpunkte

4 16
(-5, 4/~ 52)
Diese Punkte sind iiber C definierte Wendepunkte der Kurve, die reell nicht sichtbar sind.
Beispiel: Wir betrachten die ebene projektive Kurve, die durch das Polynom
f= :ci’ + xoxf —4dxgri20 + 41030% + :1:(2)331 — 21’8@
definiert wird. Die zugehorige Hessesche ist
H; = —96x571 — 962073 + 192207179 — 9627 + 3840775 — 3847125 =
= —-96-x1- (w% + xox1 — 22022 + x% —4x1x9 + 4x§) .

Die Gerade 21 = 0 schneidet die Kurve wegen f(z0,0,x2) = 4zox3 — 22219 = 22022(222 — 70) in den
Punkten (1:0:0), (1:0:3), (0:0:1).

(I S S el e e
—]

Warum scheint bei der Hesseschen nur die Gerade x7 = 0 sichtbar zu sein?
Sei

2 2 2
g = x5+ xoT1 — 2x0T2 + 27 — 4122 + 475.

Man findet, dass g = 0 genau eine Singularitdt hat, und zwar in (0 : 2 : 1). Im affinen Teil Us mit
den affinen Koordinaten r, s hat die Singularitét also die Koordinaten (r,s) = (0,2). Fithrt man affine
Koordinaten r,t ein durch (zg,z1,z2) = (r,2 +¢,1), so erhiilt man

g(r,24+t,1) =72 +rt + 2.
Zwar ist dieses Polynom tiber R irreduzibel, iiber C zerfillt es aber:

—1+v-3 -1-v-3
- - ——

Der einzige R-rationale Punkt von g = 0 ist also (0:2:1).
Wir betrachten noch Beispiele von Hesseschen Polynomen zu gegebenen homogenen Polynomen f(zg, z1, z2).
Fiir ein allgemeines quadratisches Polynom

gr,2+1t,1)=(r

).

2 2 2
f = aoxy + a1wow1 + ax0x2 + a3y + agr172 + a5T;
ist
_ 2 2 2
Hy = 8apazas — 2apay — 2ajas + 2a1a2a4 — 2a5a3
einfach eine Zahl. Fiir ein allgemeines kubisches Polynom

f= aox‘3 + a1z2x1 + a3z0x2 + a6z3 + a2x2zg + aqxor122 + a712x2 + a5x0x2 + a8x1x2 + agx?’
0 0 1 1 0 1 2 2 2
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ist
Hf = (24a0a3a5 - 6a0a421 - 8a%a5 + 8ajazag — 8a§a3) xg +
+ (24a0a3a8 — 24apaqa7 + T2apasza6 — S(ﬁag + 16a1a2a7 — 8aiasas + Qalaz — 24(1%(16) $(2)561 +
+ (72apagag — 24aoa$ — 8ajaszag + 24a1asa6 + 16azaza7 — 24azaqa6 — 8a%a5 + 2a3ai) :cmc% +
24a1aea8 — 8a1a$ — 8a§a8 + 8azasar — 6a3a6) :L"f +

T2apazag — 24agaqgag + 24agasar — 24030,9 + 16a1a2a8 — 8a§a7 — 8asgazas + 20,2031) x?):cg +

(
(
(
(216a0a6a9 — 24agarag — 24a1a3a9 — 8ajasasg + 24aiasar + 24asaszag — 8azasar — 24az2a5a6 — 8aszaqas + 2@2) xror1T2 +
(72a1 agag — 8ajarag + 24azagag — 8a2a$ — 24(1%(19 + 16aszasar + 2aia7 — 24a4a5a6) 1%12 +

(72a0a7a9 - 24a0a§ — 24aja4a9 + 16ajasag + 24a2a3a9 — 8azasar — 8a3a§ + 2aﬁa5) mozg +

(24a1a7a9 — 8a1a§ + T2a2aga9 — 8azarag — 24aszaqag + 16azasag + Qaiag — 24a§a6) $1x% +

+ (24a2a7a9 — 8a2a§ — 6(12(19 + 8agqasag — 8a§a7) x%

wieder ein kubisches Polynom.



KAPITEL 4

Ebene projektive Quadriken

Wir betrachten im Folgenden iiber einem Koérper K definierte projektive ebene Kurven C' vom Grad 2.
Sie werden definiert durch homogene Polynome

f= aoa:g + a1roxr1 + a2x0T2 + a:ﬂf + asx122 + Cl5$§ € K[%a L1, $2] \ {0}

Diese Kurven werden (projektive) ebene Quadriken oder Kegelschnitte genannt. Da die Gleichung
der Kurve nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist, erhalten wir eine Bijektion

P5 — {Ebene Quadriken}, (ao:a;:az:as:ay:as)— {f =0}
Wir sagen, die ebenen Quadriken bilden einen P5.
1. Reduzibilitdt und Singularitéit
Wir beginnen mit einem Lemma zur Zerlegung homogener Polynome.
LEMMA. Seien f,g € K[z, x1,...,2,]) \ {0}. Dann gilt:
fg homogen <= f und g homogen.
(Ein Produkt von Polynomen ist genau dann homogen, wenn jeder der Faktoren homogen ist.)

Beweis:

e < Ist f homogen vom Grad d, g homogen vom Grad e, so kénnen wir schreiben

f= Z Qg in XL . 2y und g = Z ig,oojn @y <o,
it tin=d Jot-tin=e
woraus
f9= Z Qig,...inDjo,.iin A e
iottin=d
Jotrtin=e

folgt. Alle in dieser Darstellung von fg auftretenden Monome haben Grad d + e, weswegen fg
homogen vom Grad d + e ist.
e — Wir zerlegen f und ¢ in homogene Bestandteile:

f = Z fkv g= E ai,
ko<k<ki lo<I<iy

wobei fi homogen vom Grad k, g; homogen vom Grad [ sein und auflerdem fi, # 0, fr, # 0,
g1, 7 0, g1, # 0 gelten soll. Nach dem ersten Teil ist fr¢g; homogen vom Grad k + [. Dann ist

fg = Z(Z fk9l> > (Z fk9z>-

m>0 \k+l=m ko+lo<m<ki+l \k+l=m
Der homogene Anteil von fg vom Grad ko + lo ist fi,g1, 7# 0, der vom Grad kq + {1 ist fi, g1, #
0. Da aber fg homogen sein soll, miissen diese Anteile iibereinstimmen, d.h. es muss gelten
ko +lop = k1 + 11, woraus wegen kg < k1 und [y < [ sofort kg = k1 und Iy = [; folgt. Also ist f
homogen vom Grad kg und g homogen vom Grad [y. Dies beweist die Behauptung. B

Ist nun f(zg, 21, x2) € K|xo,21,22] \ {0} homogen vom Grad 2, so gibt es folgende Méglichkeiten fiir die

Zerlegung von f in Klxg,z1,23]:
e Fall 1: f ist irreduzibel iiber K.

Datei: algku4.tex. Version vom 21.7.2021
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e Fall 2: f ist reduzibel iiber K, es gibt also homogene Polynome ¢1, /5 € K|[xg, 1, 3] vom Grad
1 mit
="l
Man kann zwei Félle unterscheiden:
— Fall 2.1: /; und /3 sind linear unabhingig (iiber K). Dann sind {¢; = 0} und {/; = 0}
zwel verschiedene Geraden, die sich in einem Punkt schneiden. {f = 0} besteht aus zwei
sich schneidenden Geraden:

{f:O}:{g]_:O}U{EQZO} mit #{61:0}ﬂ{£2:0}=1.
— Fall 2.2: /; und /5 sind linear abhingig (iiber K)).
Dann gibt es eine Zahl ¢ € K= mit 5 = ¢/y, also f = cf2. Geometrisch gilt {f = 0} =

{¢; = 0}, f = 0 besteht also nur aus der Geraden ¢; = 0. Wegen des Exponenten 2 in der
Zerlegung f = cf? sagt man manchmal auch, f = 0 ist eine Doppelgerade.

Die Bilder sollen die Félle 1, 2.1 und 2.2 illustrieren.

2.04 2.0 2.04

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 -2.0 -1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 10 15 —2.0 -15 -1l.0 -0.5 0.0 0.5 10 15

Das folgende Lemma stellt eine Verbindung zwischen Reduzibilitdt und Singularitét her.

LEMMA. Die projektive ebene Quadrik C' sei gegeben durch das homogene Polynom f € Klxg,x1,x2] vom
Grad 2.

o Ist f reduzibel diiber K, d.h. f = (1ly mit Linearformen (1,0 € Klxg,11,22], so sind die
Singularititen genau die Punkte des Durchschnitts {€, = {3 = 0}.
— Sind €1, Uy linear unabhingig (iiber K ), so hat C genau den Schnittpunkt der beiden Geraden
{1 =0 und l; =0 als Singularitdt.
— Sind €1, 05 linear abhingig (iiber K ), so sind alle Punkte von C Singularititen.
e Ist C singulir und P € C(K) eine Singularitit von C, so zerfillt C' in zwei Geraden, die durch
den Punkt P gehen.

Beweis:
o Mit f = [182 gllt
0 or 14
81{ (1‘0,331,332) = 87; '52($0,l‘1,1‘2) + (971'274 . 61(1‘0,331,.732).

Sei P = (po : p1 : p2) € C(K) ein beliebiger Kurvenpunkt, wobei wir aus Symmetriegriinden
0.E. ¢1(po, p1,p2) = 0 annehmen konnen.
Sei weiter ¢1(xg,x1,x2) = boxo + byz1 + boxa. Dann gilt:

0
P Singularitéit von C <= a—j_(po,pl,pg) =0fir:=0,1,2 <+—
— bi€2(p07p17p2) :0furz:O,1,2 <
<= Lla(po,p1,p2) = 0.

Genau die Punkte des Durchschnitts {¢; = 0} N {¢3 = 0} sind also die Singularititen von C.
Dies beweist den ersten Teil des Lemmas.
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e Sei nun P € C(K) ein singulirer Punkt von C. Nach Koordinatenwechsel kénnen wir o.E.
P =(1:0:0) annehmen. Wir schreiben

2 2 2
f = apxy + a1209x1 + a2x0x2 + a3T] + A4T1T2 + A5T5

und erhalten

of of
—— = 2apxg + a1x1 + a2x2, —— = a1xg+ 2a3T1 + a4x2, ——— = asxg + asx1 + 2a5T2.
g Oz, O
Nun ist
of of of
1,0,0) = a9, —=—(1,0,0)=2a9, ——(1,0,0)=a;, ——(1,0,0) = as.
f(1, ) =ao 8330( ) ag O, ( ) =ax 8@( ) = az

Da (1:0:0) ein singuldrer Kurvenpunkt sein soll, ist ag = a; = as = 0, also
f= a3w§ + aaz122 + 0527%.

Nun ist f ein homogenes Polynom in den zwei Variablen z1, 2, das dann nach einem fritheren
Lemma iiber K in Linearfaktoren zerfillt:

f= agaﬁ + asx17T9 + a5a?§ = (b1 + baxa)(c121 + cax2).

Daraus folgt die Behauptung. ®

Wir betrachten jetzt die Frage nach Reduzibilitdt und Singularitit nochmals von einem anderen Blick-
winkel aus. Zu

2 2 2
f = apxy + a120x1 + a2T0x2 + A3T] + A4T1T2 + A5xy

bilden wir die Ableitungen

aof 5

- = 2a0%9+ a1x1 + asTo,

8330

of

S = a1Zg+ 2a3%1 + a4,

6.1‘1

of

—— = asgTg+ asx1 + 2a5xo.

(91'2

Dies koénnen wir auch so schreiben:

af
GE Zo 2a0 a1 a2
@ =Af |z | mit Ay = a1 2a3 a4
9 29 az ag 2as
Oxo

Die Matrix Ay ist genau die Hesse-Matrix (%)Oﬂlj@ von f. Die Determinante ist das zu f gehorige
0y /0y <
Hesse-Polynom, das in diesem Fall konstant ist:

Hy =det(Af) =2- (4a0a3a5 + ayas0a4 — alaz — apa’ — a?a5) )

In Charakteristik 2 ist also Hf = 0. Dies deutet schon darauf hin, dass sich die Charakteristik 2 anders
verhélt als Charakteristik # 2.
Wir beschéftigen uns zunéichst mit dem Fall char(K) # 2.

LEMMA. (char(K) # 2) Sei C eine projektive ebene Quadrik, die durch das Polynom f definiert wird.
Dann gilt fiir P = (po : p1 : p2) € P%:

Po
P = (po : p1 : p2) ist singuldrer Punkt von C <= | p1 | € Kern(4y).

D2
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0,
% o
Beweis: Fiir P = (pg : p1 : p2) € P? gilt mit C’?T =As | 1
Lfl xT9
Oxo
of of of po
—(P)=—(P)==—(P)=0 K Ay).
8500 al’l( 81'2( ) — p1 < ern( f)
b2
Po
Daher ist die Implikation = im obigen Lemma klar. Ist umgekehrt | p; | € Kern(Ay), so folgt
b2
O py O 0

(91170 N 8%1 N 63’)2
Die Euler-Relation liefert

_ ., 9f of of _
2 f(p()aplapQ) = Do afL'() (p07p17p2) +m 3361 (pOaplaPQ) + D2 8:62 (p07p17p2) - 07

also wegen char(K) # 2 dann f(P) =0, d.h. P € C(K), sodass P ein singulidrer Punkt von C ist. W

Es gilt dim Kern(Ay) = 3 — Rang(Ay). Wir unterscheiden nun die Félle Rang(Af) = 1,2, 3.

SATZ. (char(K) # 2) Fiir eine dber K durch das Polynom
f = aori + a17071 + a2ToT2 + a3x} + as172 + asrs
definierte projektive ebene Quadrik gilt:
o Im Fall Rang(Ay) =1 gibt es ¢, by, b1, b2 € K mit
f(@o,21,22) = e(bozo + bix1 + bowa)?.
Genauer:

— Gilt ag # 0, so ist

f=—"+(aozo + ar1z1 + a21'2)2.
4&0

— Gilt ag =0 und ag # 0, so ist a; = ag =0 und

1
f= 4#&3 . (2&33’;1 + a4x2)2 .

— Gilt ag =0 und a3 =0, so gilt a; =0, as =0, ag =0, a5 # 0 und
f = asx3.
o Gibt es ¢, by, b1, by € K mit
f(@o, @1, m2) = c(bowo + b1z + bowa)?,
so gilt Rang(Ay) = 1.
Beweis:
e Rang(Af) = 1 impliziert, dass alle 2 x 2-Untermatrizen von

2CLO aq a2
A= a1 2a3 a4
a9 a4y 2a5

Determinante 0 haben. Dies sind die 9 Untermatrizen:

2(10 aq 2@0 a9 ai a9 2&0 aq 2@0 a9

ay 2(13 ’ a1 a4 ’ 2@3 ayq ’ as a4 ’ as 20,5 ’
a1 as a1 2as a1 ay 2a3 a4
as 2as5)’ \as aqg )’ \as 2a5)’ \ as 2as5)°
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Daraus ergeben sich die Gleichungen
2
dagas = aj, 2apaq = a1az, ajaq4 = 2aza3,
4agas = a%, 2a1a5 = asay, 4asas = ai.
(Einige Untermatrizen liefern die gleiche Gleichung.)

e Hier sind nochmals die Gleichungen:
4agaz = a%, 2ap0a4 = a1a2, aiaq = 2aca3, 4dagas = a%, 2a1a5 = asay, 4azas = ai.

— Fall ag # 0: Dann erhalten wir aus den letzten Gleichungen

a% a1ag a%
a3z = —, a4 = , as = —.
4(10 2(10 4(10
Es folgt
_ 2 2 2 _
f =  apTy+ a1ToT1 + a2ToT2 + A3T] + A4x1T2 + aA5x5 =
2 2
a a1a a
2 1.2 162 2 2
= apry+ a1ToT1 + a2ToTo + —T] + —T1T2 + —T5 =
4&0 2(10 4(10
1
2.2 2.2 2.2
= Tan . (4a0x0 + dapaizoz; + 4apaszore + ajx] + 2a1a22122 + a2x2) =
0
1 2
= — - (2&0%0 +aix + 1121’2) .
4a0

— Fall ag = 0: Aus obigen Gleichungen folgt dann auch
ar =0, a9 =0.
Es bleibt die Gleichung
dasas = ai.
x Fall ag = 0, a3 # 0: Dann ist

a2
a1 =0, ay=0, a5:—4
4&3
und
2
2 2 2 ay o
f = asx] +asr129 + asr; = azx] + aar122 + E% =
3
1 2,2 2,2 1 2
= —. (4a3ac1 + dazasr1T9 + a4a:2) = — - (2a321 + agx2)”.
4(13 4(13

x Fall a9 =0, ag = 0: Dann gilt

a1:0, (ZQ:O, (13:0, a4:O,

und damit
f = asx3.
e Wir kénnen o.E. ¢ = 1, also f = (boxg + byz1 + bawa)? annehmen.
Wegen
f = bgfﬁg + 2b(]b1$0!171 + 2b(]b2.’£0$2 + b%.’ﬂ% + 2b1b21’1.’£2 + b%l’%
gilt
ag = b(Q), ayp = 2b0b1, ag = 2b0b2, az = b%, g4 = 2b1b2, as — b%
Dann ist
Qb% 2bgb1  2bpbo bo
Af = | 2b1bo Zb% 2b1by | =2 | Dy (bo b1 bg) .
2bobg  2boby Zb% by

Alle Zeilen der Matrix Ay sind Vielfache des Vektors (bg, b1, b2),
weswegen Rang(Ay) =1 gilt. Dies beweist die Behauptung. B
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Im Fall Rang(Ay) = 1 kann man also aus sofort die Faktorisierung von f angeben. Bei Rang(Ay) = 2 ist
dies nicht mehr der Fall.

SATZ. (char(K) # 2) Fir einen tiber K durch das Polynom
f= ao:c(z) + a1x0x1 + asxor2 + (131'% + asr122 + a5x§

definierten ebenen Kegelschnitt sind folgende Aussagen dquivalent:

e Rang(Ay) = 2.

o C hat genau eine Singularitit. o

o FEs gibt linear unabhdngige Linearformen £1,0s € Ko, x1,x2] mit f = {145.

Po

Der singuldre Punkt ist in diesem Fall (po : p1 : p2) mit Kern(Ay) = K | p1 | . Insbesondere ist (po : p1 :

b2
pg) S C(K)

Beweis: Rang(Ay) = 2 ist gleichwertig damit, dass es genau eine Singularitét gibt, namlich (po : p1 : p2),
wenn
Po
Kern(Af) =K P1
V)
gilt. Den Rest haben wir bereits oben gezeigt. B

Die folgenden Bilder sollen Quadriken mit Rang(Af) = 2 zeigen. Die Singularitét ist rot gezeichnet.
Im ersten Fall sind die beiden Geraden iiber K definiert, also iiber K ,sichtbar®. Im zweiten Fall sind

die Geraden nicht iiber K definiert, also iiber K ,nicht sichtbar weswegen wir die Geraden gestrichelt
haben.

Beispiel: Als Grundkorper wihlen wir K = R. Das Polynom

0 0 O
f(zo, 21, 22) = 22 — 23 mit A;=(0 2 0
00 -2
definiert eine Quadrik, die wegen
f(wo,21,72) = (21 — 22) (21 + 2)
aus den beiden, iiber R definierten Geraden
{1 =22} und {22 = —21}
besteht.
Das Polynom
0 0 O
g(xzo,1,29) = 1:% +.T§ mit Ag =10 2 0
0 0 2

definiert eine Quadrik mit Singularitét in (1 : 0 : 0). Uber C zerfillt die Quadrik wegen g(zo,x1,20) =
(x1 — ix9)(x1 + ix2) in die beiden Geraden

{xl = ixg} und {xl = —ixg},

die aber iiber R nicht definiert sind. Einziger iiber R definierter Punkt ist die Singularitét (1:0: 0).
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Das vorangegangene Beispiel ldsst sich leicht verallgemeinern.

Beispiel: Sei K ein Koérper mit von 2 verschiedener Charakteristik und ¢ € K*. Wir betrachten die

Quadrik C', die durch

f(xo,z1,22) = x% - Cffg

definiert wird. Es ist

00 0 !
A;=10 2 0 mit Rang(Ay) =2 und Kern(A;) =K | 0
0 0 —2 0

C ist singulér in (1:0:0). Wegen
f= (1 = Vews)(z1 + Vexs) € Ko, 21, 22]
besteht C' aus den beiden Geraden
{z1 = Vexs} und {z1 = —/cxa}.
Die Geraden sind genau dann iiber K definiert, wenn 1/c € K gilt, d.h. wenn ¢ ein Quadrat in K ist.
SATZ. (char(K) # 2) Fiir einen tiber K durch das Polynom
f= ao:c(z) + a1x9x1 + a2x9x2 + agx% + aq4x122 + a5x§

definierten ebenen Kegelschnitt sind folgende Aussagen dquivalent:

C ist nichtsinguldr.

Rang(Ay) = 3.

Hy #0, also 4apasas + a1azas — a3az — agai — alas # 0.
C' ist absolut irreduzibel.

Beweis: Die Aquivalenz von (1), (2), (3), also (1) <= (2) <= (3), folgt sofort aus dem vorangegan-
genen Lemma. Die Aquivalenz (1) <= (4) haben wir bereits zuvor gezeigt. B

Nun betrachten wir noch kurz den Fall der Charakteristik 2.

SATz. Sei char(K) = 2 und C eine iiber K durch das Polynom f = aox3 + a1z071 + a2roT2 + a3zt +
ayr172 + asr3 € K[xg,v1,12) \ {0} definierte projektive ebene Quadrik.

e Fs ist
0 a; a2
Ar=lar 0 a4 und Rang(Ay) € {0,2}.
ag Q4 0

e Ist (a1,a2,a4) =0, so gilt Rang(As) = 0 und iber K
f = aox? + aza? + asx3 = (Vaoxro + azx, + \/(l5(E2)2 )

Alle Punkte der Kurve sind singuldr.
o Ist (a1,as,a4) # 0, so gilt Rang(Ay) = 2,

Gy
Kern(Ay) = K | a2
ai
und
flag,az,a1) = apa? + aas + ayasay + aias.
Es gilt:

C' singuldr <= aoai + a§a5 + ajasaq + a%ag =0.
Die einzige Singularitit ist in diesem Fall (a4 : ag : ay).
Beweis:

e Es ist det(As) = 0. Die Rangaussagen erhilt man dann durch ein paar Fallunterscheidungen.
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e Da in K die Gleichung 2 = 0 gilt, ergibt sich
(Vaozo + /asxi + \/a5m2)2 = aomg + agwf + a5x§ + 2+v/ap\/asxox1 + 2+/ag\/as5ToTo + 2v/as\/asxixs =
= aozg + 0356% + a5x§,

wie behauptet.

e Esist
of
%ajp 0 a; az i)
@ = aq 0 a4 X1
of a2 Q4 0 To
81?2

Im Fall (a1,a2,a4) # 0 hat die Matrix Rang 2. Da aber (a4, aq,a1) im Kern liegt, gilt

of _ of _df _ ., .
87330_87331_87332—0}—{(&4.0,2.a1)}.

Nun rechnet man nach, dass in Charakteristik 2
— 2 2 2
flag,a2,a1) = agay + ajas + ajasaq + azas

gilt. Daher folgt nun:

- of _of _of _ . _
C singulér a—xo—a—xl—a—xz—f—()}#(b —
of _of _ of

- =0n{f=0}#0 <«

a.’ﬂo - 6951 a a.’ﬂz a
{lag:az:a))}N{f=0}#0 <+
— f(a4,a92,a1) =0.

<~
—
—

Dies beweist die Behauptung. B

Allgemein gilt fiir f = aox% + a1xox1 + asToxe + 0,333% + agx120 + a;,a:%
Hy =det(Ay)=2- (4a0a4a5 + ajasay — a%ag — aoai - a%ag)) .

Wir erhalten dann charakteristikunabhéngig folgende Charakterisierung fiir die Singularitét einer Qua-
drik:

FOLGERUNG. Fliir eine iber einem Korper K (beliebiger Charakteristik) durch ein homogenes Polynom
f = ap? + a1mox1 + aror2 + a37? + a4x179 + asxi € Klxg, 71,12 definierte projektive ebene Quadrik
C gilt:

C singuldr <  dagasas + arasa4 — a%ag, - aoai — a%as =0.

(Im P> aller ebenen Quadriken bilden die singuliren Quadriken also eine kubische Hyperfliche.)

Beweis: Im Fall char(K) # 2 wurde die Aussage bereits in einem fritheren Satz formuliert. Im Fall
char(K) = 2 ergibt sich die Behauptung aus der Gleichung

2 2 2 2 2 2
dagazas + ai1asa4 — a3a3 — Apay — ajas = apay + ajas + a1aza4 + asa3

und dem entsprechenden Satz fiir Charakteristik 2. B

2. Beschreibung von ebenen projektiven Quadriken in Charakteristik # 2 durch Matrizen
Wir hatten zuvor einem homogenen quadratischen Polynom
f = apxi + a1x0w1 + azrory + azx? + aswi o + asri € Kz, 21, o]

die Matrix
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zugeordnet, wobei dann gilt

of -
ox 0
2 =y o
of

YJ X
Oxo 2

1 1a0 %al %ag T
A= iAf = %al 1a3 502 und z= |21 ],
502 3044 A5 T2
so gilt
f(r) = 2" Az.

Dabei ist A eine symmetrische Matrix. (In der Sprache der Linearen Algebra: f ist eine quadratische
Form in drei Verénderlichen.)
Koordinatenwechsel: Bei einem projektiven Koordinatenwechsel x = Ty mit T' € GL3(K) ergibt sich
aus f = xtAx

f =y (T*AT)y,
d.h. A geht {iber in T* AT, wie das auch aus der Linearen Algebra bekannt ist.

Ableitungen: Es gilt

of of
= = 2a070 + @171 + a2x2, S = 1T + 2a3T1 + A4T1, S = A2To + a4x1 + 2as5x2,
Oxg 0z Oz,
also
of
%wfo 2a0xg + a1x1 + asxs 209 a1 ao xo
5o | = [ im0 +2a321 +agzy | = | a1 2a3 a4 T, | =2Az.
% agx —+ aqx1 + 20,5582 an aq 2(15 i)

Zo
a—faso + 8—fm1 + a—gmg = (ﬁ of ﬂ) 71 | = (24x)'x = 22" Alx = 22" Ax = 2f.
T2

Der Rang der Matrix A wird auch als Rang der Quadrik C bezeichnet. C ist genau dann nichtsingulér,
wenn C' Rang 3 hat. Fiir das Folgende sei vorausgesetzt, dass C' nichtsingulér ist.

Po
Tangenten: Sei P = (py : p1 : p2) € C(K) und p = | p1 |. Die Tangente in P an C wird dann durch
b2
of of of
8130( )CEO + (9581( )1’1 + 8.132( )$2 0
definiert. Nun ist
%(P)
éZTfl(P) = 24p,
325 (P)
sodass wir die Tangentengleichung auch in der Form
T
0=(2L(P) ZL(P) ZL(P)) (o1 | = 24p)'e =2 Aa
T2

schreiben koénnen. Die Tangente in P an C' wird also beschrieben durch die Gleichung

pt Az = 0.
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Po
Ist P = (po:p1:p2) € C(K) ein Kurvenpunkt und p = | p1 |, so ist
b2
ptAxr =0
die Tangente in P an C.
Ist P kein Kurvenpunkt, so wird durch
plAz =0

die sogenannte Polare von P beziiglich C definiert; auch die Sprechweise Polare von C' beziiglich
P findet man.

Wegen
gff(x07 X, 1'2)
g—fo(xo,xl,xg) = 2Ax
aaifl(x()a Ty, 'TQ)
gilt
of of of ¢ ¢ of of of
—(P —(P —(P = 22" Ap = 20" Ax =
axo( )$o+-axl( )w1+-3z2( Jag = 22" Ap = 2p' Az = POy TP T2
Die Polare lasst sich also ohne Matrizen in der Form
of of of
— (P — (P —_— =
8m0( )$0+'ax1( )T Tt o 2( Jr2 =0

oder in der Form

of of of
Poai +P187 +p25‘x2

darstellen. Mittels der letzten Darstellung wird ,,Polare* auch fiir Kurven hoheren Grades definiert.

0

DEFINITION. Ist C eine diber K durch das Polynom f(xg,x1,x2) € K[xg, 21, 22| definierte nichtsinguldire
projektive ebene Kurve vom Grad d > 2 und P = (po : p1 : p2) € P2, so definiert das Polynom

a‘i(IO?zlaxQ)

die Polare von P beziiglich C, falls das Polynom nicht identisch verschwindet.

f
(w0, 21, 22) + D2
T

Im Bild ist die Quadrik blau, Punkt und zugehorige Polare rot eingezeichnet.

-2

SATz. Sei C eine durch das Polynom f definierte nichtsinguldre projektive ebene Kurve vom Grad d > 2,
P = (po : p1 : p2) € P? ein Punkt und

of of of
g= poai +1018 +p28x2'

Der Durchschnitt {f = g = 0} besteht genau aus den Kurvenpunkten Q = (qo : q1 : g2), deren Tangente
durch P geht.
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Beweis: Sei Q = (qo : ¢1 : g2) ein Punkt der Kurve, d.h. f(go,¢1,¢2) = 0. Die Tangente T in Q an C
wird durch die Gleichung

0
3 (90,91, 92) +3327f (90,q1,92) =0
€Tl

0
xoi(qul,qz) + a1 O

8x0
beschrieben. Damit gilt:

of of of
PeT — — i _
€Tg po@xo(qo’ql’q2)+p18x1 (qo,Q17Q2)+p2ax2 (90,91,42) =0 <=

<~ g(q,q1,¢2) =0.
Dies beweist die Behauptung. &

Wir formulieren den vorangegangenen nochmals etwas genauer fiir Quadriken.

SATZ. (char(K) # 2) Sei C eine nichtsingulire projektive ebene Quadrik und P € P?\ C(K). Dann gibt
es genau zwei Tangenten an C, die durch P gehen. Die Berthrpunkte dieser Tangenten mit C' sind genau
die Schnittpunkte der Polaren des Punktes P mit C.

4

Po
Beweis: Wir schreiben p = | p1 | und f = ' Az mit einer symmetrischen Matrix A.
b2
o do
e SeiQ=(q:q1:q) € CK)und ¢ = | ¢1 |. Da Q auf der Quadrik liegt, gilt ¢ Aq = 0. Die
q2

Tangente in @ an C ist ¢! Az = 0, die Polare des Punktes P beziiglich C ist p! Az = 0.
Aquivalent sind folgende Aussagen:

P liegt auf der Tangente (in Q an C) <= ¢'Ap=0 <+
— p'A4g=0 <= Q@ liegt auf der Polaren des Punktes P beziiglich C.

Die Tangenten an C, die durch P gehen, berithren C also genau in den Schnittpunkten der
Polaren mit C.

e Die Polare des Punktes P ist die Gerade p’ Az = 0. Sie schneidet die Quadrik zweimal, wenn man
mit Vielfachheiten z&hlt. Gibt es also zwei verschiedene Schnittpunkte, so folgt damit unsere
Behauptung.

e Angenommen, die Polare p'! Az = 0 wiirde C' nur in einem Punkt Q = (qo : ¢1 : g2) schneiden.
Dann wére die Schnittvielfachheit 2,

die Polare wiirde also mit der Tangenten an C in @ iibereinstimmen. Die Tangente ist
qo0
¢'Az = 0 mit ¢ = | ¢; |. Dann giibe es aber eine Konstante A # 0 mit ¢ Ax = \pt Az, also
q2
¢ A = \p' A, was wegen Rang(A) = 3 dann ¢ = A\p und damit P = Q € C(K) ergeben wiirde,
im Widerspruch zur Annahme. B
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Beispiel: Wir betrachten (iiber R) die durch
f= 61’3 — 3:17% + 6x129 — 5333

definierte projektive ebene Quadrik C. Es ist

of _ of _ of _
9z = 12x, 921 = —6x1 + 629, 92 = 627 — 10x5.

Die Polare des Punktes P = (1: 2 : 3) beziiglich C' wird durch

0 0 0
19 0 O g O 9“6y + 6as) + 3+ (621 — 1023) — 1220 + 621 — 1825
on 8£U1 8%2

gegeben, ist also die Gerade
2(E0 +x1 — 3(E2 = 0.

Die Schnittpunkte der Polaren mit der Kurve erhalten wir, indem wir 1 = —2zg + 3z2 in die Kurven-
gleichung einsetzen:
2 2 9 T2 .\9 12 To 3
f(xo, —2x0 4+ 329,22) = -+ = =625+ 24aowy — 1das = —1das- ([ (=) — —(—=)+ = | =
Lo 7 xo 7
ry 64+V15)\ [z2 6—415
= —14x%- - = T ) =
To 7 xo 7
6+ /15 6 —+/15
= —14- J}Q—fl‘o xz—#xo .

Daraus ergeben sich die beiden Schnittpunkte der Polaren mit der Kurve:

4+ 3v15 6+ 15 4-3v15 6—+15
(1: T ) und (1: T ).

Die Bilder zeigen das Beispiel in den affinen Teilen Uy, Uy, Us. Die Quadrik ist blau, Punkt und zugehorige
Polare rot, die Tangenten griin eingezeichnet.

TN f

Bemerkung: (char(K) # 2) Gegeben sei eine nichtsinguléire projektive ebene Quadrik C' durch ein
Polynom f(xg,x1,72) und ein Punkt P = (pg : p; : p2) € P2\ C(K). Wie bestimmt man die Geraden,
die Tangenten an C' sind und durch P gehen?

e Man bestimmt die partiellen Ableitungen

af of  af

8300 ’ 0:1:1 ’ 85&2 '
e Man bestimmt die Polare von P beziiglich C:

~_of . of . of
g9 ="Po D70 P o1, b2 ozy
e Man bestimmt die beiden Schnittpunkte S7,.S2 der Polaren mit der Kurve.
e Die gesuchten Geraden sind dann

of

E 8 )
O syes=0 wd (8w + 2L (50101 + 2L (82)2s = 0.
Oxa dxo ox1 Oxa

of of
%(Sl)mo + 87;81(51)151 +
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3. Nichtsingulire ebene projektive Quadriken C' mit C(K) # ()

In der Einfithrung haben wir die rationalen Punkte des Einheitskreises #2 4 y2 = 1 parametrisiert, indem
wir zu den Geraden durch (0,1) den zweiten Schnittpunkt mit dem Kreis bestimmt haben.

2.04

151
104

- \
0.04

-0.5 kj
1.0

Wir verallgemeinern dies nun.
Uberlegung: Eine iiber K definierte ebene Quadrik C' werde definiert durch das Polynom
f(xo, 1, 22) = aoxg + a1woxy + asxoTy + azxs + agrixe + a5x§ =0.
Wir nehmen an, dass (1 : 0 : 0) € C(K) gilt. Dann ist agp = 0, und affin wird die Quadrik durch das
Polynom
f(L,2,y) = a1z + azy + azx® + aszy + asy®
beschrieben.

Zu u,v € K mit (u,v) # (0,0) betrachten wir die Gerade, die sich durch

r=ut, y=vt
parametrisieren ldsst. Wir schneiden sie mit der Kurve, indem wir die Parametrisierung in f(1,z,y)
einsetzen:

f(Lut,vt) = (ayu + agv)t + (azu® + aguv + asv?)t?.
Fiir t = 0 erhalten wir den Schnittpunkt (0,0). Der zweite Schnittpunkt mit der Kurve ergibt sich fiir
a1u + asv
- asu? + aquv + azv?’
falls der Ausdruck definiert ist. Der Schnittpunkt ist dann (x,y) mit
u(ayu + agv) v(a1u + agv)

xr= — y =
asu? + aquv + azv?’

asu? + asuv + asv?
bzw. projektiv:

(1:2:y) = (asu® + aguv + asv? : —u(a1u + azv) : —v(aiu + azv)).
Dies fiihrt zu folgendem Satz:
SATZ. Sei C eine iber K durch das Polynom
f= aox% + a1x9x1 + a2xgxr2 + agaﬁ + asx129 + a5x§
definierte nichtsingulire Quadrik mit (1:0:0) € C(K). (Daher ist ap = 0.) Dann definiert
&((u:v)) = (azu® + aguv + asv? : —u(a1u + azv) : —v(a1u + agw))
eine bijektive Abbildung
¢ : PH(K) — C(K),
wobei die Umkehrabbildung ¢~ : C(K) — PY(K) durch
6~ (w0 : 21 72)) = {(ml D T), falls (zg : 21 :@2) #(1:0:0),
(ag : —ay), falls (xg:x1:22)=(1:0:0)

gegeben wird.
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Beweis:

v C(K) — Pl(K) mit Y((zg : 21 : 22)) = {
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e Wir zeigen zunichst, dass ¢ als Abbildung P! — P2 definiert ist. Da die Eintrége als Polynome

in u,v homogen vom Grad 2 sind, miissen wir nur noch zeigen, dass die Eintrége nicht alle
gleichzeitig 0 sein kénnen. Sei also

asu® + aquv + asv?® =0, —u(aiu+ agv) =0, —v(aju+ azv) =0.

Da u und v nicht gleichzeitig 0 sind, gilt aju 4+ azv = 0, also (u : v) = (az : —ay). Setzen wir
dies in die erste Gleichung ein, ergibt sich

agag — agaoaq + a5a? =0.
Wegen ag = 0 lédsst sich dies (nach Multiplikation mit —1) auch in der Form
dapasas + ajazay — a%ag — aoai — a%a5 =0

schreiben. Wir haben aber gezeigt, dass dann C' singuldr wére, im Widerspruch zur Vorausset-
zung. Also sind die drei Eintréige nicht gleichzeitig 0. Also wird durch

&((u:v)) = (azu® + aguv + asv? : —u(a1u + azv) : —v(a1u + agw))

eine Abbildung ¢ : P1(K) — P?(K) definiert.
Nun rechnet man nach, dass

flasu® 4+ aguv + asv?, —u(aju + azv), —v(aju + agv)) = 0
gilt (als Polynom in w,v). Damit erhalten wir eine Abbildung

¢ :PYK) = C(K).

e Wir definieren

(1 : x2), falls (zg : x1 1 22)) # (1:0:0),
(ag : —aq), falls (zo:x1:22)=(1:0:0).

(Man {iberlegt sich sofort, dass ¢ wohldefiniert ist.) Nun miissen wir noch zeigen, dass

pog=idpi(g) und ¢ot=ide(k)
gilt.

e Wir betrachten v o ¢. Sei (u : v) € PY(K). Ist (u: v) # (az : —a1), so ist aju + azv # 0 und

damit ¢((u:v)) # (1:0:0), was dann
P(p((u:v)) = ((asu® + aguv + asv? : —u(aru + agv) : —v(a1u + agv)) =
= (—u(aru+ agv) : —v(a1u + azv)) = (v : v)
liefert. Ist (u:v) = (a2 : —a1), so gilt
Y(o((az s —a1))) =((1:0:0)) = (az : —ar).

Damit folgt
¢ e] d) - ld]pl(K)

e Nun untersuchen wir ¢ o . Sei (g : 1 : x2) € C(K).

Ist (zg:x1:22) = (1:0:0), so ergibt sich

P(((1:0:0))) = ¢((az : —a1)) = (1:0:0).
Ist (xo: @1 :@2) # (1:0:0), so ist

d(W((zo 1211 22))) = S((71:22)) =

= (a32? + agx120 + a523 1 —21 (0171 + a2x0) : —xo(a171 + axxs)) =
(—a1zow1 — agxoxe : —x1(a1x1 + asxs) : —x2(a1z1 + azxs)) =
= (—zo(arx1 + agws) : —x1(a1x1 + agx2) : —x2(a121 + asxs)) =
(xo: @1 : T2).
Also ist
¢oy =ido(k)-
Dies beweist schliellich die Bijektivitdt von ¢ mit der angegebenen Umkehrabbildung. ®
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Bemerkung: Im Sinne der Algebraischen Geometrie ist die Abbildung des letztes Satz sogar ein Isomor-
phismus.

Der vorangegangene Satz gibt eine Parametrisierung der Punkte einer nichtsinguldren Quadrik C, die
den Punkt (1:0:0) enthélt, an. Wir formulieren dies (nochmals) als Folgerung:

FOLGERUNG. Sei C eine iber K durch das Polynom

f =ai1xor1 4+ aszore + a;;x% + asx122 + a5x§
definierte nichtsingulire ebene projektive Quadrik; sie enthilt den Punkt (1 : 0 : 0). Definiert man
co(u,v), c1(u,v), ca(u,v) € Klu,v] durch

co(u,v) = azu® + aguv + azv?,

c1(u,v) = —u(aru + agv), co(u,v) = —v(aju + agw),
so gilt
C(K) = {(co(u,v) : e1(u,v) : ca(u,v)) : (u:v) € PHK)}
und fir jeden Oberkérper L von K
C(L) = {(co(u,v) : c1(u,v) : ca(u,v)) : (u:v) € PL(L)}.
Beispiel: Wir betrachten die iiber Q durch das Polynom
f=xox1 + 2x022 + 31’% +4x120 + 5x§

definierte ebene projektive Quadrik C; sie ist wegen det(Ay) = —18 nichtsingulédr. Setzen wir nun - wie
in der Folgerung -
cou,v) = 3u® + duv + 50, c1(u,v) = —u(u + 2v), ca(u,v) = —v(u + 2v),
so gilt
C(Q) = {(co(u,v) : c1(u,v) : ca(u,v)) : (u:v) € PL(Q)}.
Fiir (u:v) = (0: 1) erhidlt man den Punkt
2
(5:0:—2):(1:0:—3)7
fiir (u:v) = (1:t) erhdlt man den Punkt
142t t(1+28)

344t +562: —(14+2t): —t(14+2t))=(1: — -
(3+4t+ (1+2t) (1+2t)) = 34 4t + 52 3 + 4t + 5t2

).
Zusammengefasst:

142t ._t(1+2t)
34+ 4t+5t2 7 3+ 4t + 5t2

Wir interpretieren dies affin: Die Losungen (x,y) € Q? der Gleichung

@ ={(1:0: -2} u{(: ):teQ).

x+ 2y + 322 + 4wy + 5y* =0
sind genau die Punkte der Menge
2 1+2t t(1+2t)
0,—=)}U{(— — i .
WO A e sy arse) 1€

Wir haben eben nichtsingulire projektive ebene Quadriken parametrisiert, die Punkt (1 : 0 : 0) enthalten.
Was macht man im Allgemeinfall? Koordinatenwechsel.

Parametrisierung einer nichtsinguliren ebenen projektiven Quadrik C, wenn man einen
Punkt P € C(K) kennt.
e Sei C' gegeben durch ein Polynom f = agx3 + a1moz1 + asxor2 + azz? + asz179 + aza3 €
Klxg,x1,22] und P = (pg : p1 : p2) € C(K) mit pg,p1,p2 € K.
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e Wiihle eine Matrix T € GL3(K), deren erste Zeile der Vektor g? ist, beispielsweise
b2

po 0 O

pp 1 0 im Fall py # 0,

p2 0 1

0 1 0

T = pr 0 O im Fall pg = 0,p1 # 0,

p2 0 1

0 0 1

0 1 0 im Fall pg =0,p; = 0,p2 # 0.
p2 0 0

e Fiihre neue Koordinaten yg, y1,y2 ein durch

Zo Yo
X1 = T Y1
€2 Y2

Der Punkt P = (pg : p1 : p2) hat dann die y-Koordinaten (yo : y1 : y2) = (1 : 0 : 0). Schreibt
man f als Polynom in y, so ergibt wegen sich P € C(K) die Gestalt

f = biyoyr + bayoya + bsy? + bayryz + bsys.
e Fiir das Polynom f in yg, y1,y2 konnen wir eine Parametrisierung angeben:
do(u,v) = bsu? + bguv + bsv?,  dy (u,v) = —u(biu + bov), do(u,v) = —v(biu + bav).

Mit der Matrix T erhalten wir eine Parametrisierung in x-Koordinaten,
d.h. definieren wir

co(u,v) do(u,v)
ca(u,v) | =T | di(u,v) |,
co(u,v) do(u,v)

so gilt
C(K) = {(co(u,v) : c1(u,v) : ca(u,v)) : (u,v) € PHK)}.
Beispiel: Wir betrachten die durch das Polynom f = 22 — 22 — 22 definierte Quadrik C (iiber Q). Sie
enthélt den Punkt P = (1:1:0). Wir wihlen
100
T=[|1 10
0 0 1

und den durch z = Ty beschriebenen Koordinatenwechsel:

To =Yo, T1=Yot¥y1, T2= Y2
Dann wird
f==2yom1 — yi — 43.
Wir erhalten (mit den Formeln des Satzes) die Parametrisierung

(Yo :v1:y2) = (—u? —v?: —u(—2u) : —v(—2u)) = (—u? —v?: 2u* : 2uv),

in den z-Koordinaten ergibt sich

(9:0:1'1:xg):(ygsy0+y1:yg):(7u27v2:u2—v2:2uv),

und damit
C(Q) = {(—u?® —v? :u? —v*: 2w) : (u:v) € PHQ)}.
Bemerkung: Wir wollen nochmal die geometrische Idee hinter der Abbildung v = ¢! : C(K) — P}(K)
beschreiben.
e Gegeben sei also eine nichtsingulire ebene Quadrik C' und ein Punkt Py € C(K).
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e Wir wiihlen eine (iiber K definierte) Gerade Go, die den Punkt Py nicht enthélt.
e Fiir jeden Punkt P € C(K) sei

G Gerade durch P und Py, im Fall P # P,
P Tangente in Py an C, im Fall P = P,.

e Fiir P € C(K) sei (P) der Schnittpunkt von Gp mit Gy, d.h.
{’(/J(P)} = Gp NGy
Dann erhilt man also eine Abbildung ¢ : C(K) — Go(K).

Frage: Kann man sehen, ob eine iiber K definierte nichtsingulére projektive ebene Quadrik C' einen K-
rationalen Punkt besitzt? Wie kann man einen solchen finden, wenn er existiert? (Hat man einen Punkt
P € C(K), so kann ganz C(K) durch eine Parametrisierung beschreiben.)

4. Diagonalisierung von Quadriken in Charakteristik # 2
SATZ. Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und C eine durch das Polynom

2 2 2
f = apxy + a120x1 + a2Tox2 + A3T] + A4T1T2 + a5xy

definierte Quadrik. Dann gibt es einen Koordinatenwechsel

To Yo
z | =T Y1 mat T e GLJ(K)7
T2 Y2

sodass dass gilt
f=boyg + biyi + bays.

Der Beweis ergibt sich aus dem nachfolgenden Verfahren:
Diagonalisierung einer ebenen Quadrik: Wir beginnen mit einer Quadrik
2 2 2
f= apxy + a1x0x1 + a2xox2 + a3r] + a4r1T2 + as5x;

und werden sie schrittweise auf Diagonalgestalt bringen. In den Zwischenschritten wird eine Quadrik in
Tg, L1, T2 eingegeben, zuriickgegeben wird eine Quadrik in yg, y1,y2 mit der verwendeten Transformati-
onsmatrix 7', sodass gilt

Zo Yo
1| =T w0
€2 Y2

e Das erste Ziel ist, eine Quadrik mit ag # 0 zu haben. Im Folgenden werden alle Moglichkeiten
mit ag = 0 behandelt. Durch eine geeignete Transformation wird dann ag # 0 erreicht:
— Fall ag = 0, az # 0: f = a12071 + a220x1 + a32? + a4x172 + azrs wird mit

i) 0 1 0 Yo
z1 | =1 0 O U1
T2 0 0 1 Y2

zu
f = asyg + a1yoy1 + asaoyz + asy1ys + asys.

— Fall ag =0, a3 =0, a5 # 0: f = a1xpx1 + asxoxs + agx1x2 + a;,:z:% wird mit

o 0 0 1 Yo
z1 | =10 1 O U1
To 1 0 0 Y2

zu

[ = asyg + asyoyr + asyoyz + a1y1ys.
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— Fall ag =0, a3 =0, a5 =0, a1 # 0: f = a1xoxr1 + a2x022 + a4x122 wird mit

o 1 0 O Yo
T = 1 1 0 Y1
To 0 0 1 Y2

zZu
[ =a1yg + a1yoyr + (a2 + as)yoyz + asy1ys.

— Fallag=0,a3=0,a5=0,a; =0, ax # 0: f = asxox2 + asx12x2 Wird mit

X0 100 Yo
z1]=({0 1 0 Y1
To 1 0 1 Y2

zZu
[ = a2y + asyoyr + asyoyz + asyiye.

— Fallag=0,a3=0,a5=0,a; =0, a2 =0, aqg #0:
f = asr1z0 Wird mit

i) 1 0 O Yo
T = 1 1 0 Y1
o 1 0 1 Y2

zZu
[ = asy + asyoyr + asyoyz + asyiye.

— Der Fall ag =0, ag =0, a5 =0, a; = 0, az = 0, ag = 0 kann nicht auftreten, da sonst f
identisch 0 wére, was nicht sein darf.
Wir haben nun erreicht, dass wir ag # 0 und f = ag2 +a12071 + a20w2 + a3x? + a4v122 + a5w3
annehmen konnen.

e Ist a; # 0 (und ag # 0), so fiihrt

Zo 1 5&5 0 yo

X1 = 0 1 0 Y1

To 0 0 1 Y2

zZu
2
a a1a9
f=aoyd + azyoyz + (a3 — —2)yi + (as — ——)y1y2 + asys.

4a0 2@0

Nach Umbenennung der Koeffizienten kénnen wir also
_ 2 2 2
f = aox§ + asxoxs + aszr] + asx122 + asxs

annehmen.
e Ist az # 0 (und ag # 0, a3 = 0), so fiihrt die Transformation

Zo 1 0 ——5%3 Yo
X1 = 0 1 0 U1
T2 0 0 1 Y2

zZu
2 2 a% 2
[ = aoyy + azyi + asyrya + (a5 — Tan )3

0

Nach Umbenennung der Koeffizienten kénnen wir daher
— 2 2 2
f = aoxf + asx] + asxi122 + asxs

annehmen.
e Falls a3 = 0 (und f = aox? + asz172 + asx3) ist, so versuchen wir, durch eine geeignete
Transformation as # 0 zu erreichen:
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— Fall a9 # 0, a1 =0, az =0, ag = 0, a5 # 0: Die Transformation

i) 1 0 O Yo
1] =10 0 1 Y1
T2 0 1 0 Y2

fithrt zu
f = aoys + asyi + asyrys.
— Fall ag #£0, a1 =0, a2 =0, a3 =0, a5 = 0, ag # 0: Die Transformation

i) 1 0 0 Yo
T = 0 1 0 Y1
T 0 1 1 Y2

fithrt zu
f= aoy(z) + asyi + asyryo.
— Fall ag #0, a1 =0, a3 =0, a3 = 0, a5 = 0, ag = 0: Hier ist f = agz? und wir sind fertig;
wir beenden das Verfahren.
Sind wir soweit gekommen, kénnen wir ag # 0, a; = 0, ag = 0, ag # 0 und f = agz + azz? +
aq4x1To + a5x§ annehmen.
e Fall ag # 0, a1 =0, as =0, a3z # 0, ag # 0: Die Transformation

o 1 0 0 Y0
z =101 =) |wn
T 0 0 1 Y2
fiihrt zu
2 2 azz; 2
f:%%+%m+qu§m

Damit haben wir unser Ziel erreicht. Nachfolgend gibt es noch eine etwas algorithmischere Version:
Verfahren zum Diagonalisieren einer ebene Quadrik:

Eingabe: Quadrik

Ausgabe: Diagonalisierte Quadrik und Transformationsmatrix

1 0 O
1: (ao,a1,az2,a3,a4,a5), T=10 1 O
0O 0 1

2: if ap = 0 then
3: if ag #0 then

4: T+ T é , (a0, a1,as2,as3,a4,as) < (az,a1,as,0,a2,as) > Vertausche xg und z1.
0

5: else if a5 # 0 then

6: T+ T 0 1 , (a0, a1,az,as,as,as) < (as,as,a2,0,a1,0) > Vertausche zg und zo.

7 else if a1 # 0 then

9: else if az # 0 then

8: T<—T< ) (ao,a1,az2,a3,a4,as) « (a1,a1,az + as,0,as,0)

10: T<—T< , (@0, a1, a2, a3, a4, as) < (az,a4,az2,0,a4,0)

11: else if a4 # O then

12: T+T , (@0, a1, az2,as3,a4,as) < (as,a4,a4,0,a4,0)

13: else

14: return Fehler: (ag, a1, a2, as,as,as) = (0,0,0,0,0,0)

15: end if

16: end if

17: > Nun ist ag # 0.

18: if a1 # 0 then
1 —ges O 5

19: T« T|o 1 0], (a0, a1,a2,as,as,as) < (ao,0,as,as — :Tlo’ ag — a21a"(']2 ,as) > Quadratische Ergénzung
0 0 1

20: end if
21: if a2 # 0 then
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2

1 0 22
22: T<—T<0 1 0 )7(ﬂ07a1702,a37a47a5)<—(ao,0,07a3,a4,a5—:fo)

0O O 1
23: Quadratische Ergédnzung
24: end if
25: > Nun ist ag # 0, a1 = az = 0. a3z§ + asx179 + a5x§ muss noch bearbeitet werden.
26: if a3 = 0 then > f = agazg + asr1T2 + a5:13§‘ ‘Was macht man nun?
27: if a5 # 0 then
1 0 O
28: T« T|0 0 1}, (ao,a1,az,as,as,as) <+ (ao,0,0,as,as,0) > Vertausche 1 und zs.
0o 1 0
29: else if a4 # 0 then
1 0 O
30: T+~ T|0 1 0], (ap,a1,a2,as,a4,as) < (ao,0,0,a4,as,0)
o 1 1
31: else
32: return (ao,0,0,0,0,0),T > f= agzg
33: end if
34: end if
35: > Nun ist f = apzd + azz} + aaz122 + asz3 mit ag, ag # 0.
36: if a4 # 0 then
1 0 0 2
37: T«T[0 1 _2343)7(a07a1’a2,a3,a47a5)e(a0’0707a3’0’a5;43)
0O O 1
38: end if
39: return (ag, a1, a2,as,as,as),T > Fertig!
Beispiele:

e Wir betrachten die Quadrik
f= a:g + 22921 + 3x0T2 + 41"? + 5x129 + 61"3.
Wir machen quadratische Ergénzung:
f = :cg + 2x9x1 + 3x022 + 4x% + bx120 + 6:5% =

3 9
= (xo+z + 51‘2)2 — (22 + 3xy3y + Zw%) + 422 4 5xq20 4 625 =

3 15
= (xo+x + 55(}2)2 + 327 4 23129 + ng =

3 2
= (.’EO +x1 + 5;32)2 +3 <x% —+ 3x1x2> + —x5 =

3 1
= (zo+z1+ 5:52)2 + 3(x1 + §x2)2 — x5+ —x5 =

3 1

Setzen wir

3
Yo =0 + 21+ 53?2, Y1 =21+ §$27 Y2 = T2,

so wird also A
1
F=u+3y7 + v
12
Es gilt

T2 - Y2,
1 1

Ty = y1—§$2:y1 —gy%

3 1 3 7
To = yo—x1—§x2=yo—(y1—ng)—§y2:y0—y1—6y2,
also
To L~ *% Yo
z1 ] =10 1 -3 Y1
€2 O 0 1 Y2
e Fiir die Quadrik

f = 43123 + 8652021 + 216z0z2 + 43127 + 2162129 + 3623
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erhalten wir mit der Transformation

o e @ B 216 o 216 S
0=1"Y0 362 Y1 71727?/2, 1=4 717273/2, 2 = Y2
die Gestalt 5181 15516
— 4312 — 220t 2 4 12910 2
= 43lyo = T + T e

Beispiel: Gegeben sei eine Quadrik C' durch das Polynom
[ =xoz1 + 3022 — 57172 € Q[20, 1, T2].

Die Quadrik soll diagonalisiert werden, d.h. wir suchen einen Koordinatenwechsel, sodass f in neuen
Koordinaten yg, y1, y2 die Gestalt

f=boyg + bryi + bay;
hat.
Wir gehen schrittweise vor. Dabei fithren wir jedesmal neue Koordinaten ein, die einem projektiven Koor-
dinatenwechsel entsprechen. Die Bezeichnung fiir die jeweils ,,neuen“ Koordinaten ist ziemlich willkiirlich.

e Da kein Term 23 in f vorkommt, fiihren wir neue Koordinaten zp, z1, 22 ein durch
xro =29, X1 =20+ 21, X9=2z9.
Dann wird
f = wow1+ 3zoxe — bx12e = 20(20 + 21) + 32022 — 5(20 + 21)22 =
= 2(2) + 2021 — 22029 — D21 22.

e Da in f nun ein Term 22 vorkommt, kénnen wir mit quadratischer Erginzung die Terme zo2;
und —2zy29 ,entfernen®:

f = 2(2) + 2021 — 22029 — Dz129 =

2
1 1, 9
20 + 5,21 — 2| — Zzl — 25 + 2120 — D2129 =

1 2
= (zo + -z — 22) — fzf — 42129 — zg

2 4
Wir fithren jetzt neue Variable ug, uq,us durch
1
up = 20 + 521 —Z2, U1 =21, U2=22.
Dann wird )
2 2 2
f=ug— Zul —dujug — uj.
Wir konnen zg, 21, z2 auch in Abhingigkeit von wug, u1, us schreiben:
1
2o = Up— 521+ 22 =uy— su1+ ug,
2 2
21 = u,
Z2 =  U3.

e Wir machen wieder quadratische Ergidnzung:

f = ug—iuf—élulug—u%:
= uf— i (u? + 16U1’U,2) —ui =
= ul— i ((u1 + 8uy)? — 64u§) —u3 =
= ul— i(u1+8u2)2+16u§—u§ =
1

= u(2) — Z(U1 + 8’UQ)2 + 15’[1,%
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Wir fithren neue Variable yg, y1, y2 ein durch
Yo =up, Y1 =u1+8uz, Y2 =us.
Dann wird

1
f=v5— ny +15y3,

wie sind also am Ziel. Wir schreiben noch ug, u1,us in Abhéngigkeit von yo, y1, y2:

Uo = Yo,
up = Yy — 8uz =y — 8y,
U = Y.

e Wir wollen noch sehen, wie man von g, 1, T2 zu Yo, y1, y2 kommt, und benutzen dazu die zuvor
angegebenen Beziehungen:

1 1 1
Ty = zo:uo—§u1+u2:yof§(y1—8y2)+y2:y075y1+5y2,
1 1 1
1 = zo+21:u0—§u1 +U2+U1:U0+§U1 +u2:y0+§(y1—8y2)+yzz
1
= Yo+ Sy~ 3y2,
T2 = 22 = U2 = Y2.
Zusammengefasst:
1
To = yo—-§y1+-5y%
1
ry = m+§w—%m
T2 = Y2.

e Ergebnis: Fiithren wir neue Koordinaten yg, y1, y2 ein durch

o 1 —% ) Yo
1 = 1 % -3 v ],
To 0 O 1 Y2
so hat f in den neuen Koordinaten folgende Gestalt:
1
f=yg = Jui + 1503,

(Wenn man will, kann man noch bemerken, dass die ,Ubergangsmatrix“ von xg, 1,2 zu
Yo, Y1, Y2 eine von 0 verschiedene Determinante hat, dass es sich also um einen projektiven
Koordinatenwechsel handelt.)

Bemerkung: Zu dem beschriebenen Diagonalisierungsverfahren ldsst sich leicht eine SAGE-Funktion
schreiben. Fiir 2012345 muss man das Koeffiziententupel (ag, a1, aq, a4, as) eingeben, fiir K den zugrun-
deliegenden Korper K.

def diagonalisiere(a012345,K):
a0,al,a2,a3,a4,ab=a012345
a0,al,a2,a3,a4,ab=K(a0),K(al),K(a2),K(a3),K(ad) ,K(ab)
T=Matrix(K,[[1,0,0],[0,1,0],[0,0,111)
if a0==0:
if a3!=0:
T=T*Matrix([[0,1,0],[1,0,0],[0,0,111)
a0,al,a2,a3,a4,ab=a3,al,a4,0,a2,ab
elif a5!=0:
T=T*Matrix([[0,0,1],[0,1,0],[1,0,01])
a0,al,a2,a3,a4,ab=ab,a4,a2,0,a1,0
elif a1!=0:
T=T*Matrix([[1,0,0],[1,1,0],[0,0,1]11)
a0,al,a2,a3,a4,ab=al,al,a2+a4,0,a4,0
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elif a2!=0:
T=T*Matrix([[1,0,0],[0,1,0],[1,0,11])
a0,al,a2,a3,a4,ab=a2,a4,a2,0,a4,0
elif a4!'=0:
T=T*Matrix([[1,0,0],[1,1,0],[1,0,1]1])
a0,al,a2,a3,a4,ab=a4,a4,a4,0,a4,0
else:
return False
if a1!=0:
T=T*Matrix([[1,-al/(2%a0),0],[0,1,0],[0,0,1]11)
a0,al,a2,a3,a4,ab=a0,0,a2,a3-al1"2/(4*a0) ,ad-al*a2/(2*xa0) ,ab
if a2!=0:
T=T*Matrix([[1,0,-a2/(2*a0)],[0,1,0],[0,0,11])
a0,al,a2,a3,a4,ab5=a0,0,0,a3,ad4,ab-a2"2/(4*a0)
if a3==0:
if ab!=0:
T=T*Matrix([[1,0,0],[0,0,1],[0,1,011)
a0,al,a2,a3,a4,ab5=a0,0,0,a5,a4,0
elif a4!=0:
T=T*Matrix([[1,0,0],[0,1,01,[0,1,11]1)
a0,al,a2,a3,a4,ab=a0,0,0,a4,a4,0
else:
return (a0,al,a2,a3,a4,ab),T
if a4!'=0:
T=T*Matrix([[1,0,0],[0,1,-a4/(2*a3)],[0,0,1]11)
a0,al,a2,a3,a4,ab=a0,0,0,a3,0,ab-a4"2/(4*a3)
return (a0,al,a2,a3,a4,ab),T

5. Wann besitzen reelle Quadriken R-rationale Punkte?

Gegeben sei eine iiber R definierte projektive ebene Quadrik C' durch ein Polynom
f = aox? + a1y + agrors + azxt + aswixs + asrs € Rz, x1, T2).

Frage: Kann man an Hand der Koeffizienten ag,...,as entscheiden, ob die Kurve R-rationale Punkte
besitzt, d.h. ob man die Kurve reell zeichnen kann?
Wir fragen also, ob die Kurve in den affinen Teilen Uy, Uy, Us reell sichtbar ist, d.h. ob die Mengen

{(z,y) e R?: f(1,2,y) = 0},
{(u,v) € R*: f(u,1,v) =0},
{(r,s) € R*: f(r,s,1) = 0}

nicht leer sind.

Beispiele: Wir betrachten verschiedene homogene quadratische Polynome f(zg,z1,22) € Rlzg,x1, z2]
und versuchen, die zugehorigen Quadriken in den affinen Teilen Uy, Uy, Us zu zeichnen - wie eben be-
schrieben.
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o f ::c% — ToT1 + Tox2 fxf + 2122 f:vgz

-4 -4 -4

R (aaE

-4 -2 2 4 -4 -2 2 4 -4 -2 2 4
T u T

o f= 2x(2) + 22011 — ToLo + Qxf — 129 + x%: Hier ist reell nichts zu sehen.

Ein quadratisches Polynom f = agx3 + a12oz1 + aswoz2 + a3zt + asw172 + asz3 € Rlxg, 1,22 \ {0}
liefert auch eine quadratische Form R3 — R

1 1
ap 3041 3542 To
f(z) =2'Az mit A = %al az a4 | und x = | 21
5@2 %(14 as xIo

Die quadratische Form f heif3t positiv definit, falls

f(z) > 0 fiir alle z € R*\ {0}
gilt, sie heifit negativ definit, falls

f(z) <0 fiir alle z € R®\ {0}
gilt. Mit diesen Bezeichnungen gilt:

LEMMA. Das homogene quadratische Polynom f = aom% + a1x9T1 + asxore + agx% + asr1219 + a5x§ S
R(zo, z1,22] \ {0} definiere die projektive ebene Quadrik C diber R. Dann gilt:

CR)=0 <= f ist positiv definit oder negativ definit.
Beweis: Wir konnen einen Koordinatenwechsel machen, sodass
f=boyd + bryi + bays

gilt. Wir unterscheiden verschiedene Fille:

e Fall b; = 0 fiir ein i: O.E. kénnen wir by = 0 annehmen. Dann ist f weder positiv noch negativ
definit, da f(1,0,0) = 0 ist. AuBerdem gilt (1:0:0) € C(R).

e Fall by > 0,b; > 0,bo > 0: Dann ist f positiv definit wegen f(xg,x1,22) > 0 fiir alle
(20,71, 72) € R3\ {0}. Damit gilt auch C(R) = 0.

e Fall by < 0,67 < 0,bs < 0: Dann ist f negativ definit wegen f(zg,z1,22) < 0 fir alle
(wo,21,m2) € R3\ {0}. Natiirlich gilt auch C(R) = 0.

e Fall Es gibt ¢,j,k mit {i,5,k} = {0,1,2} und b, > 0, b; < 0, by # 0: Der einfacheren
Schreibweise halber nehmen wir wieder by > 0 und b; < 0 an. Dann gilt f(\/m, Vbo,0) =0, f
ist also weder positiv noch negativ definit. Auflerdem gilt (\/W :vbp : 0) € C(R).
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Dies zeigt die Aussage des Lemmas. R

SATZ. Sei C eine projektive ebene Quadrik iber R, definiert durch das Polynom

2 2 2
f= apxy + a1x0x1 + a2xox2 + a3r| + a4x1T2 + asx;.

Dann gqult:
4agaz — a% <0
CR)#0) <+— oder
ao(4apazas + ajasay — aga? — aza3 — asa?) < 0.
Beweis:

e Wir schreiben f als quadratische Form:

1 1
apg 301 3042 o
1
f:(;vo T xg) ?al as 504 T
1
302 304 Qs T2

Die Hauptminoren der darstellenden Matrix sind

’CLO| = ao,

ap 31 o 1 2

la, 2a3 = agaz — pay = - (4apas — ai) ,

2

1 1
ap 501 502 1
1 % _ 4 2 2 2
?al 1&3 5014 = Z . ( apasas + a1a2a4 — apay — a3ty — a5a1) .

§a2 5@4 as
Definieren wir
dy = dy =4 —a2, dy=4 — apa? — aza’ — asa’
1 =ag, dy=4apaz—aj, ds=4apazas+ aiazas — apaj — asa; — asaj

so sind die Hauptminoren also

1 1
—d —dg.
1% 1%

Das Hauptminorenkriterium fiir Definitheit lautet:

dla

f ist positiv definit < dy>0 und dy>0 wund ds>0.

91

Das Hauptminorenkriterium fiir Definitheit kann man nachlesen bei G. Fischer. Lineare Algebra.

18. Auflage. Springer Spektrum, 2014 auf Seite 327.

e Nun gilt:
f ist positiv definit <~ di1 >0, do>0, d3>0
und
f ist negativ definit <=  —f ist positiv definit <~ di1 <0, dy>0, d3<0.

Mit dem vorangegangenen Lemma folgt
C(R)=0 <= [ ist positiv definit oder f ist negativ definit <=
< (d; >0,dy>0,d3 >0) oder (d; <0,dy>0,ds<0).
Da nun aber gilt:
did3 >0 <= (d1>0,d3>0) oder (dy<0,d3<0)

konnen wir weiter schreiben

CR)=0 <= did3>0undd; >0.
Die Negation liefert

CR)#0 <= did3 <0 oder dy <0.
Dies beweist die Behauptung. &
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Mit
dy = ag, ds = 4dagaz — a?, ds = 4agpasas + arasa4 — aOa?1 — agag — a5a?
gilt das Kriterium
O(R) 75 0 <~ d1d3 < 0 oder dy <0.
Beispiele:
((10,(11,(12,0,3,@4,@5) (dhdg,dg) C(R) #@
(1,-1,1,-1,1,-1) (1,-5,4) ja
(1,2,3,3,2,1) (1,8, —11) ia
(2,2,-1,2,-1,2) | (2,12,22) | nen
(0,0,0,1,0,—1) (0,0,0) ja
(0,0,0,1,0,1) (0,0,0) ja
(Im singuléren Fall (ds = 0) unterscheidet das Kriterium nicht, ob C(R) nur aus einem Punkt besteht
oder unendlich viele Punkte enthélt.)

6. Ebene projektive Quadriken iiber I,
Wir beginnen mit ein paar Bemerkungen zu Charakteristik p und endlichen Kérpern.
LEMMA. Ist p eine Primzahl und R ein kommutativer Ring (mit Eins) mit

p-l=1+14---+1=01n R,
p-mal
so gilt
(a+b)? =a? + V" fir alle a,b € R.

Beweis: Fir 1 <7 <p—1ist

Da p eine Primzahl ist, kiirzt sich p im Z&hler nicht heraus, sodass (’Z’) ein Vielfaches von p ist. Damit

gilt
(Z,’ > —0in R.
1

Der binomische Lehrsatz wird in R damit zu
p—1
p s
b)Y — P Pipi 4 pp — P 4 pP
(a+b)Pf =a +;:1 (i)a + af + b7,

wie behauptet. B

Satz (Kleiner Satz von Fermat). Fiir eine Primzahl p gilt
a? = a fir alle a € F)

und
a?~' =1 fir alle a € Fy.

Beweis: In F), erhdlt man mit der Formel (a + b)? = a? + b” induktiv

0 = 0,
¥ = 1,
P = (14+1)P=1P4+1P=1+1=2,
¥ = (241)P=224+1P=2+1=23,

=17 = (P-2)+1)"=0p-2"+1"=(p-2)+1=p—-1



6. EBENE PROJEKTIVE QUADRIKEN UBER F, 93

Zusammengefasst: a? = a fiir alle a € F,. Ist nun a # 0, so folgt aus 0 = a? —a = a(a?~! — 1) wegen
a # 0 und der Tatsache, dass IF,, ein Kérper ist

aP™l =1,

wie behauptet. B

Steht im Folgenden die Potenz a®, so soll dies immer 1 sein.

LEMMA. Fir0<e<p-—2 gilt

Beweis:
e Fall ¢ = 0: Hier ist

oub=Y 1=p-1=0.

u€lF, u€l,

e Fall 1 <e <p—2: Da das Polynom f(z) = 2°— 1 € F,[z] hochstens e Nullstellen besitzt, gibt
es wegen e < p—2in v € Fj mit f(v) # 0, d.h.

v #£ 1.
Mit u durchlduft auch uv ganz Fp,, also folgt

Z u® = z:(uv)8 = Z u®,

u€F, u€F, u€F,
und damit
(v*—1)- Zue:().
u€lF,
Wegen v°¢ # 1 folgt
Z u® =0,
u€fF,

wie behauptet. B

SATz. Sei p eine Primzahl und f(xo,z1,x2) € Fplxo, x1,22] \ {0} homogen vom Grad 2. Dann gibt es
einen Punkt (ug, u1,uz) € F3\ {(0,0,0)} mit

f(UO7U1,'U/2) =0.

Anders ausgedriickt: Die durch f = 0 definierte projektive ebene Quadrik hat mindestens einen IF)-
rationalen Punkt.

Beweis: Wir bilden

—1 €0 ,.€1 ,,.€
f(anxlaxQ)p = E &607617623300.1‘11.1322.
eo+er+ex=2(p—1)
Es folgt
—1 e, €1,,€
g fuo, ur,uz)? = E E Ueger,e0Up Uy Up® =
(uo,u1,u2)€EF; (uo,u1,u2)€EFS egte1+e2=2(p—1)

€0,,€1,,62 __
E E E E Qeg,eq,e2Up Uy Ug™ =

uo€EFp u1 €EFp u2 €Fp eg+e1+e2=2(p—1)

J— [<1h) €1 €2
- E : a60761762 E uO E : Uy E : Ug

eo+er+ex=2(p—1) uo€EFp u1 €Fp uz €Fp

Wegen eg + e1 + e = 2(p — 1) gibt es dabei immer ein e; mit e; < p — 2.
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Nach dem letzten Lemma ist Zu, cF, u;" =0, also ist die gesamte Summe 0:

Z f(u07u17u2)p71 = O

(uo,u1,u2)€EF;

Wiire f(ug,ur,us) # 0 fiir alle (ug,u,uz) # (0,0,0), so wire f(ug,u1,u2)?~t = 1 fiir alle (ug,uy,us) #
(0,0,0). Es wiirde folgen (wegen f(0,0,0) = 0)

Z flug,up,up)?™ =p® —1=—-1+#0,

(uo,u1,u2)€F

ein Widerspruch zu der vorangegangenen Gleichung. Also gibt es ein (ug,u1,u2) € F3 \ {(0,0,0)} mit
f(ug, u1,u2) = 0. Dies war zu zeigen. B

Der folgende Satz fasst die Moglichkeiten fiir #C(F,) zusammen:

SATz. Ist C eine iber I, definierte ebene projektive Quadrik, so gilt
#C(F,) € {l,p+1,2p+1}.

Genauer:

o Ist C nichtsinguldr, so ist #C(F,) =p+ 1.

e Ist C singuldr mit genau einer Singularitit, so ist C' reduzibel iiber F,,.
— Ist C reduzibel dber I, so gilt #C(F,) = 2p + 1.
— Ist C irreduzibel iber Fp, so gilt #C(F,) = 1.

o Hat C mehr als eine Singularitit, so gilt #C(F,) =p+ 1.

Beweis: Wir wissen aus den vorangegangenen Uberlegungen, dass #C(Fp) > 1 gilt.
e Sei C nichtsingulér. Da C' einen F, rationalen Punkt besitzt, ldsst sich C' parametrisieren, es
gibt eine Bijektion
C(F,) ~ PY(F,).

Insbesondere gilt #C(F,) = #P*(F,) =p+ 1.

e Ist C singulir mit genau einer Singularitit P, so ist P € P?(F,). O.E. P = (1 : 0 : 0),
f = (biz1+boxa)(c121+coxa). Ist bix1 +baxe = 0 nicht iiber F, definiert, so gibt es genau einen
Punkt in C(F,), ndmlich P. Ist byz1 + baxe € Fpy[xo, 21, 22, so auch c121 + caxa € Fyzo, 21, 2]
und

C(Fp) ={g=0yu{n=0}
und #C(F,)=(p+1)+(p+1)—1=2p+1.

e Ist C singuldr mit mehreren Singularititen, so gilt f = c(boxo + b1z1 + bawz)?. O.E. by # 0 und
damit 0.E. by = 1. Dann sind b;,c € F,, und #C(F,) =p+ 1.

Beispiel: Wir betrachten alle iiber F5 definierten ebenen projektiven Quadriken C'. Sie stehen in Bijektion
zu den Polynomen

2 2 2
f= apxy + a1x9x1 + a2xox2 + a3T] + A4T1T2 + a5xy

mit (ag, a1, as,as,as,as) € FS\ {0}. Im Fall d = 0 ist die Kurve singuléir, im Fall d = 1 nichtsingulir.
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d | #C(Fy) | /
0 1 T3+ woT1 + 77
0 1 :vg + x0T +x% + oo + 122 —Q—x%
0 1 T2 + ToT1 + T3 + TOT2 + T3
0 1 x% + o1 + x% + 122 + x% d ‘ #C ) ‘ 5 - ! >
0 1 xg T zoxs + x% 1 3 5+ ;Uozl + xoxo + 122 2+ x5
0 1 x% +5U% + Tox2 + T122 +9U% ! 3 xS + T2 +£3x2 + 2
0 1 2?2 4 1120 + T3 1 3 , Ty + ToZy ;‘ i + ToT2
0 3 :17(2) 1 3 Ty + 2xoa:1 +x7 + g:oxz + x179
0 3 11(2) +.’L’% 1 3 51/'0;‘ o1 +.’L'12-|- .’Elfg
0 3 v — 1 3 Ty + Tox1 + o7 + T
0 ) L ) 2 1 3 $(2)+$0$1+£L‘1x2
0 3 To 4 T3 1 3 T3 + T0T1 + T3
0 3 7 G0 T 07l T2
0 3 o 1 3 TG+ ToT2 + X122
L 5 2 1 3 x8+x0x2+x1x2+x§
0 3 2 1 3 22 + 22 + zox
> 0 1 0-42
0 O Lo+ ToZy 1 3 T3 + 27 + 2072 + T3
O 5 Ig + o1 + Tox 1 3 Jfg + CL‘% + 1o
0 5 2 + ToT1 + ToT3 + 117 1 3 22+ 27 + 1179 + 23
0 5 :17% + zox1 + 2122 + x% 1 3 0 x% T 217s
0 : 2§ + T2 1 3 T3 + 1172 + T3
0 5 x% + x% + oo + 2122 1 3 ToZ1 + Tz + £1%3
0 5 Lol 1 3 Toxr1 + Tox2 + LL%
0 5 Tox1 + Toxa 1 3 T + JI% + ToTo
0 : oy + ToTy + T12 + 73 1 3 Tox1 + 22 + ToTo + T120 + T3
0 5 zoxy + 27 1 3 ToT1 + 22 + T179 + T3
0 5 ToT1 + 3:% + 2o + 122 1 3 ToZ1 + x% T x%
0 5 zox1 + 27 + T2 + 23 1 3 0w F 1173 T 43
0 5 ToT1 + &7 + 117y 1 3 zox1 + 25
0 5 Tox1 + T1x2 1 3 Z(‘% + Toxo
0 5 ZoL2 1 3 .’L'% + 2oxg + T1T2
0 O ToTz + X122 1 3 22 + 2oT2 + T120 + T2
0 5 Toxo + T1T2 + x% 1 3 T2+ Toty + 22
0 5 Toxo + x% ! 2
0 5 Jc% + x1T9
0 5 T1X9
0 5 T1To + :z:%

Wie findet man Punkte in C(F,)?
Wir beschréanken uns auf den Fall p > 3. Ist C gegeben durch

2 2 2
f= apxy + a1x9x1 + a2Tox2 + a3T] + a4x1T2 + asx;y,

so konnen wir f diagonalisieren, d.h. wir finden eine Matrix T' € GL3(FF,) und neue Koordinaten yo, y1, y2,
sodass mit

To Yo
1| =T |1
T2 Y2

sich f schreibt als
= boyp + bryi + bays.

Wir schreiben im Folgenden wieder xg, x1, 22 statt yo,y1, ys.

Fall Rang(C) = 1: O.E. ist f = 22. Die Punkte von C sind genau die Punkte der Geraden x = 0.
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Fall Rang(C) = 2: O.E. koénnen wir schreiben f = cx3 — 22 mit ¢ € F7. Die Kurve C enthélt den
unendlich fernen Punkt (0:0:1). Im Endlichen ist

C(F,) NU =~ {(z,y) €F, x F, : 2% = c}.
Ist ¢ ein Quadrat in F,, d.h. ¢ = d? mit d € F?, so gilt

C(F,)NUy ={(d,y) :y e Fp}U{(—d,y) : y € F,},

C(F,)NUp besteht also aus zwei affinen parallelen Geraden, die sich im unendlich fernen Punkt (0:0: 1)
schneiden.
Ist ¢ kein Quadrat in IF), so ist

C(F,) N Uy = 0.

Fall Rang(C) = 3: O.E. kénnen wir schreiben f = az3 + bz} — 3 mit a,b € Fy. Dann ist
C(F,) NUy =~ {(z,y) €Fp x F, : y* = a + ba?}.

Da C nichtsingulér ist, gilt #C(F,) = p+ 1. W&hlt man einige z-Werte zuféllig, sollte es darunten welche
geben, fiir die a + bz? ein Quadrat ist, d.h. a + bx? = y%. Dann hat man einen Kurvenpunkt (1: x : g).
Nun gibt es eine Reihe von Verfahren um Quadratwurzeln in ), zu berechnen. Daher kann man praktisch
schnell Punkte in C'(F,) finden. (Wir gehen darauf nicht néher ein.)

Der folgende Satz behandelt die Frage, ob —1 ein Quadrat in F), ist.

SATZ. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

o Istp=4k+1 fir ein k € N, so gibt es eine Zahl i € F, mit i*> = —1, d.h. —1 ist ein Quadrat
in .

o Ist p =4k + 3 fir ein k € Ny, so hat die Gleichung x*> = —1 keine Lisung in Fp, d.h. —1 ist
kein Quadrat in Fy,.

Beweis:

e Wir haben den kleinen Satz von Fermat gezeigt, der besagt, dass
aP™! =1 fiir alle a € F,

gilt. Das Polynom f(z) = 2P~! — 1 hat Grad p — 1, also hochstens p — 1 Nullstellen. Da aber
alle Zahlen a € F, Nullstellen von f sind, sind die Nullstellen von f genau die Zahlen aus F},
d.h.

{acF,:a’ =1} =F}.

Sei i € F, mit i2 = —1. Dann gilt

e Ist p =4k + 1, so folgt

also ist i € F},.
e Ist p =4k + 3, so folgt

also ist i ¢ ;. ®
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Beispiele: Fiir die Primzahlen p < 100 der Form p = 4k + 1 haben wir hier die Zahlen ¢ € IF,, bestimmt
mit 2 = —1.

p |imiti®=—-1inTF,
5 2,3
13 5,8
17 4,13
29 12,17
37 6,31
41 9,32
53 23,30
61 11,50
73 27,46
89 34,55
97 22,75

Erfiillt ¢ die Bedingung i> = —1, so natiirlich auch —i = p — i.

7. Ebene Quadriken iiber Q
Wir betrachten eine ebene projektive Quadrik C' {iber Q, die durch ein Polynom
f = aord + a10071 + asxoTy + azri + asr1 29 + aszrs € Qxo, 1, w2] \ {0}
definiert wird. Wir wollen untersuchen, wann C(Q) # () gilt. Schon wiire es, wenn wir C(Q) gut beschrei-

ben konnten.

Diagonalisierung: Mit dem zuvor beschriebenen Diagonalisierungsverfahren bestimmen wir eine Matrix
T € GL3(Q) und fithren neue Koordinaten yo, y1,y2 durch

Zo Yo
1| =T |y
T2 Y2

ein, sodass f in den neuen Koordinaten die Form
f=0boys +biyi +byys mit  by,b1, by € Q

hat, wobei (bg, b1, b2) # (0,0,0) gilt. Um nicht zu viele Variablennamen zu brauchen, schreiben wir aber
wieder zg, z1, 72 fir yo, y1, yo:

f = box% + bll'% + bQ.’E% mit bo, bl, by € Q

Die Hesse-Matrix ist

2 0 0
As=10 200 0
0 0 2b

Wir unterscheiden nun nach Rang(C') = Rang(Ay) € {1,2,3}.
Fall Rang(C') = 1: Dann ist genau eine der Zahlen by, by, bo von 0 verschieden. Nach Koordinatentausch
konnen wir by # 0, und nach Division durch by dann

f =
annehmen. Hier ist
C(Q)={(0:z1:2): (z1: 22) € PHQ)}.
Fall Rang(C) = 2: Genau eine der Zahlen by, b1, by ist 0. Nach eventuellem Koordinatentausch kénnen
wir bg # 0, by # 0, bs = 0 annehmen, also
f = boxs + byai.
Der einzige unendlich ferne Punkt, d.h. mit xo = 0, ist (0: 0 : 1). Affin schreibt sich die Kurve

b
bo+biz> =0 bzw. 2% = Ny
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Ist 72—(1’ kein Quadrat in QQ, dann ist
C@Q ={0:0:1)}.

Ist 72—(1’ ein Quadrat in Q, d.h. 72—(1’ = ¢? fiir ein ¢ € Q*, dann ist

CQ ={(0:0:1)}u{(l:c:y):yeQU{(l: —c:y):y € Q}.

Fall Rang(C) = 3 - Reduktion auf Legendre-Normalform: Wir haben jetzt C gegeben durch
f = box? 4+ bia? + byx2 mit by, by, by € Q*.

Die Kurve ist nichtsingular.

1. Schritt:

e Wir bestimmen den gemeinsamen Nenner von by, by, by, also
N = kgV(Nenner(by), Nenner(b; ), Nenner(bz))
und multiplizieren f damit:
N - f = (Nbo)aj + (Nby)a? + (Nby)w3.

Dann nennen wir das Polynom wieder f, die Koeffizienten wieder by, b1,bs und haben dann
bo,b1,by € Z \ {O}
e Nun bestimmen wir den gréfiten gemeinsamen Teiler von by, by, b2, also

Z = ggT(bO7 bla bQ)a
und dividieren das Polynom durch Z:

1 bo b1 by

Anschliefend nennen wir die Koeffizienten wieder by, b1, by und das Polynom wieder f.
e Wir haben jetzt
f= bol‘% + bll‘% + bgl‘% mit by, by, by € Z \ {0} und ggT(bo, bl,bg) =1.

2. Schritt: (Ziel: quadratfreie by, b1, ba)
o Wir zerlegen
b; = b,

wo b} der quadratfreie Anteil von b; und ¢; € N ist. Wegen

2 g1 2.2 s N2
bix; = bycix; = b (ciz;)

fiihren wir neue Koordinaten g, y1, y2 durch
Yi = c;ix; bzw. x; = C%yz
ein und erhalten dann
f = boys + byt + byy3.
Danach schreiben wir wieder b; fiir b}, und z; fiir y;.
e Wir haben also
f= box?) + bya? + by
mit
bo, b1,ba € Z\ {0}, by, b1, b2 quadratfrei und ggT(bg, by, bs) = 1.
3. Schritt: (Ziel: paarweise teilerfremde by, b1, b2)
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e Wir fithren neue Koordinaten yg,y1,y2 ein durch
zo = ggT(b1,b2) - yo, 1 =ggT(bo,b2) - y1, x2=ggT(bo,b1)"y2.
Dann wird

f="bo - (88T(b1,b2))* - 43 + b1 - (22T (bo, b2))? - y7 + ba - (88T (bo, b1))? - 3

Nun dividieren wir das Polynom durch G = ggT(bo, b1)ggT(bg, b2)ggT (b1, be):
f bo - ggT (b1, b2) 2 b1 - ggT(bo, b2) 2 bs - ggT (bo, b1) o
G~ #gT(bo, br)egT(bo,b2) " ggT(bo, br)egT(br,b2) " ggT(bo,ba)ggT(bs,b2) %

Man kann sich iiberlegen, dass die Koeffizienten nun ganze Zahlen, paarweise teilerfremd und
quadratfrei sind. Nun schreiben wir wieder f fiir das Polynom, bg, b1, bo fiir die Koeffizienten
und zg, x1, 2o fiir die Variablen.

e Wir haben nun

f = boxd + bya? + box’
mit
bo,b1,ba € Z \ {0}, bo, b1, by quadratfrei und paarweise teilerfremd.
4. Schritt: (Ziel: by > 0, by > 0)
e Sind zwei oder drei der b; negativ, multiplizieren wir die Gleichungen mit —1 und kénnen dann
annehmen, dass hochstens ein b; negativ ist.
e Ist by < 0, vertauschen wir by mit b, und xg mit 5.
e Ist by < 0, vertauschen wir b; mit by und x; mit xs.
e Wir haben nun

f= boﬂig + bll‘% + bzl‘% mit by EN, b €N, byeZ \ {0}
und
bo, b1, b2 quadratfrei, ggT(bo,b1) = ggT(bo,b2) = ggT (b1, b2) = 1.

Diese Darstellung nennen wir Legendre-Normalform:

DEFINITION. FEin eine iber Q definierte projektive ebene Quadrik beschreibendes Polynom f ist in Legendre-
Normalform, wenn es sich schreiben lisst als

f = boxd + bya? + box’

mit folgenden Eigenschaften:

e bpeN, by €N, bQEZ\{O}
e by, b1,by sind quadratfrei, d.h. nicht durch das Quadrat einer Primzahl teilbar.
e by, b1, by sind paarweise teilerfremd, d.h. ggT(bo,b1) = ggT(bo,bs) = ggT(b1,b2) = 1.

Bemerkung: Mit dem zuvor beschriebenen Reduktionsprozess konnen wir jede iiber Q definierte nicht-
singulédre projektive ebene Quadrik in Legendre-Normalform transformieren.

Beispiel: Wir beginnen mit
f= arg — 2x9x1 + 3x0T2 — 433? + bz — 6333.
Diagonalisieren fiihrt zu
101

f=a2—52? - %xg

Multiplikation mit 20 ergibt
f = 20x3 — 1002? — 10123

Wegen f = 5(2z0)? — (1021)? — 10123 betrachten wir

f =52 — 2% — 10123
Die Koeffizienten sind nun quadratfrei und paarweise teilerfremd. Da zwei der Koeffizienten negativ sind,
multiplizieren wir mit —1:

f =523 + 2% + 101a3.
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Da by negativ ist, vertauschen wir by und bs:
f=10123 + 2% — 522.

Wenn man schaut, welche Koordinatentransformationen durchgefithrt wurden, so findet man
11

7
Zo _TQ @ 5 Yo
| = 5 10 0 'A%
o 1 0 O Y2

und erhélt

1
—5g (1015 + y7 = 5u3) -
LEMMA. Sei f = boz? + biz? + box3 in Legendre-Normalform und C die zugehirige iiber Q definierte
Kurve, also

f=

bo € N,by € N by € Z\ {0}, b1, b, by quadratfrei
und
ggT(bo, b1) = ggT(bo, b2) = ggT(b1,b2) = 1.
Dann gilt:
CR)#0 <+ by<0.
Dies impliziert
CQ#0 = b<0
und

b>0 = C(Q) =0.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von Q-rationalen Punkten auf der Kurve ist also by < 0.
Reduktion modulo p: Ist f = box + b12? + bex3 € Q[xg, 71, 22] in Legendre-Normalform, so kann man
fiir eine Primzahl p die Koeffizienten auch als Elemente von F,, betrachten und erhélt ein Polynom

fp = bol'g —+ bl.CC% —+ bzlﬂg S Fp[l‘o,lﬂl, 132}.

Die zugehérige iiber IF), definierte Kurve werde mit C), bezeichnet.
Wir unterscheiden verschiedene Fille:

e Fall p = 2: Uber F, gilt
f2 = boﬂl‘g + b1$§ + ngg = (boxo + bir1 + b2$2)2 S FQ[I0,$1,$2].

(5 ist also eine Doppelgerade.

-20 -15 -10 -05 00 05 10 15

e Fall p > 2, p{bob1by: Betrachtet man by, b1, be in F,, so gilt bg, b1, bs € F7. Dann hat C), Rang
3, ist also nichtsingulér und

#Cp(Fp) =p+ 1.
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e Fall p > 2, p | bobibe: Da die b; paarweise teilerfremd sind, teilt p genau eine der Zahlen
bo, b1, b2, also 0.E. by. Dann gilt
fp :blfﬁi‘i’bgl‘g E]Fp[l‘o,l‘l,sz bl,bg 7&0 in IFP.

C, hat Rang 2 und genau eine Singularitét, ndmlich in (1 : 0 : 0). Es gibt zwei Moglichkeiten:
fp zerféllt iiber F,, in zwei Linearfaktoren oder f, ist irreduzibel iiber IF,.

e Weiter im Fall p > 2, p | bob1ba: Es sei
fp = bl.’lﬁ% + bgl‘% und b1,by # 0 in Fp.

Es ist ) )
fp = a (b%xf + blngg) = a ((b1x1)2 — (—blbz)xg) .
Seice Fp mit ¢ = —byby. Dann folgt

1
fp—a

— Fall: —b1by ist ein Quadrat in [F,: Dann ist ¢ € F, und f, reduzibel iiber F, und
#Cp(Fp) =2p+ 1.

(biz1 — cz2)(brze + cx2).

— Fall: —byb, ist kein Quadrat in F,: Dann ist ¢ € F,, \ F,,. Das Polynom f,, ist irreduzibel
tiber F,, von der Kurve ist nur die Singularitét iiber F,, zu sehen. Insbesondere #C),(F,) =
1.

Das folgende Lemma zeigt, welche Auswirkungen die Existenz eines Q-rationalen Punktes von C auf die
Kurven C), hat.

LEMMA. Sei f = bozd + b1a? + bax3 € Q[xo, x1, 2] in Legendre-Normalform und C die zugehdrige iiber
Q definierte Kurve. Dann gilt:

fiir alle ungeraden Primteiler p von bybybo
CQ#£0) = zerfillt f, in zwei verschiedene Linearfaktoren
dber Fp, d.h. #C,(Fp) =2p+ 1.

Beweis:
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e Sei Q@ = (g0 : q1: q2) € C(Q), wobei wir qo,q1,92 € Z und ggT(qo,q1,q2) = 1 voraussetzen

konnen. Dann gilt also
bogp + brgi + bags = 0.

e Sei p ein beliebiger ungerader Primteiler von bybibs. Wir betrachten den Fall p | by. Da die
b; paarweise teilerfremd sind, folgt p { by und p { ba. Nun benutzt man die Beziehung bog3 +
b1g? + bags = 0. Wiirde p | q1 gelten, so wiirde p | baq3, also p | g2 folgen; da dann p? die Zahl
b1g? + bag3, und damit bog? teilen wiirde, erhélt man einen Widerspruch zur Quadratfreiheit
von by und p t go. Also gilt p{ ¢; und analog p 1 go.

e Wir interpretieren die Gleichung bogZ + b1¢? + b2g5 = 0 nun in Fp:

2

qi .
bllﬁ + bzqg =0, also by= _blqé in IFp.
Dann ist
2
q q1 q1
fp = bll'% + bgﬂfg = bl.’ﬂi — bl%fE% = bl(fL'l — —xg)(xl —+ fZL'Q),
q5 q2 q2

was die Behauptung beweist. Wir bemerken auflerdem noch, dass
2 b 2
—biby = b%% = <1Q1>
q5 qz
ein Quadrat in F, ist. ®

Bemerkung;: Fiir eine ungerade Primzahl p und eine ganze Zahl a definiert man das Legendre-Symbol
(%) wie folgt:
1, falls a = b? in FF,, fiir ein b € Fy,
<“> ={ -1, fallsa+#b?inF, fir alle b € F,,
P 0, fallsa=0inF,.

Es gibt eine Reihe von Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol, auf die wir hier nicht eingehen.

Die zuvor hergeleiteten notwendigen Bedingungen fiir die Existenz von Q-rationalen Punkten sind auch
hinreichend. Mit Hilfe des Legendre-Symbols lassen sie sich wie folgt formulieren:

SaTz (Legendre). Sei f = boxd +b122 +box3 in Legendre-Normalform. Genau dann hat die iber Q durch
f =0 definierte projektive ebene Quadrik Q-rationale Punkte, wenn gilt:

° (%) =1 fir alle ungeraden Primzahlen p mit p | bo,
° (%) =1 fiir alle ungeraden Primzahlen p mit p | by,

° (%) =1 fiir alle ungeraden Primzahlen p mit p | ba,
[ ] b2 < O

Wir gehen hier nicht auf den Beweis ein.

Beispiel: Wir betrachten f = 10123 + 27 — 523. Das Polynom ist in Legendre-Normalform (by = 101,
by =1, by = —5). Wir gehen die Bedingungen des letzten Satzes nacheinander durch und schauen, ob sie
erfilllt sind.

e Es gibt nur einen ungeraden Primteiler von by = 101, ndmlich p = 101. Es ist —b1b5 = 5. Wir
miissen iiberpriifen, ob —b1bs = 5 ein Quadrat in Fp¢; ist. Mit dem Legendre-Symbol geht das

wie folgt:
5\ (100 _ (1) _,
1) \5/) \5) 7

also ist 5 ein Quadrat in Fygq.

e b; = 1 hat keinen Primteiler, sodass hier nichts zu tun ist.

e by = —5 hat nur einen ungeraden Primteiler, ndmlich 5. Es ist —bgb; = —101. Wir miissen
iiberpriifen, ob —byb; = —101 ein Quadrat in F5 ist. Nun gilt in F5 aber —101 = —1 = 4 = 22,
was zeigt, dass —bgb; ein Quadrat in Fy ist.
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e Esist by = —5 < 0.

Alle Bedingungen des Satzes von Legendre sind also erfiillt. Daher besitzt die Kurve Q-rationale Punkte.
Kann man auch praktisch Punkte bestimmen?
Hat eine iiber Q durch

boxd 4 bya? + baxd =0
definierte projektive ebene Quadrik Q-rationale Punkte, so interessiert natiirlich auch die Frage, wie man
solche Punkte finden kann.
Hierfiir ist folgender Satz hilfreich:

SATZ (Holzer). Hat die fiir by, b1,bs € Z \ {0} durch
boxg + bl.T% + bQCC% =0

definierte Quadrik Q-rationale Punkte, so gibt es auch einen Kurvenpunkt (qo : q1 : g2) mit qo,q1,q2 € Z

und
lqo] < V/[b1ba|, [q1] < V/]bob2|, g2 < V/|bobyl.

Hat man mit Hilfe des Satzes von Legendre gezeigt, kann man nun mit Hilfe des Satzes von Holzer nach
Losungen suchen.
Beispiel: Wir hatten zuvor mit dem Satz von Legendre gezeigt, dass die durch

10122 + 22 — 522 =0

definierte Quadrik C' einen Q-rationalen Punkt besitzt. Der Satz von Holzer besagt, dass ein Punkt
(go : q1: q2) € C(Q) existiert mit qo, q1,¢2 € Z und

lgol < /11 (=8)] £2.24, [q1] < 4/[101 - (=5)] < 22.48, |[ga| < 4/[101-1] < 10.05.

Mit Rechnerhilfe findet man dann folgende Losungen
(2:+1:49), (1:+£12:47).

Wir wollen noch eine Anwendung des Satzes von Legendre geben:
SATZ. Zu einer Primzahl p # 5 gibt es genau dann Zahlen x,y € Q mit
p=a® -5y,
wenn p in der Dezimaldarstellung auf 1 oder 9 endet. (Fiirp =75 gilt 5 = 5% —5-22.)

Beweis:

e Durch Homogenisieren und Umstellen erhalten wir aus p = 22 — 5y? die Gleichung
pry + 5ri — a3 =0,
die wegen p # 5 offensichtlich in Legendre-Normalform ist.
e Wir zeigen, dass p = 22 — 5y? genau dann eine Losung in Q2 besitzt, wenn pxg + 527 — 23 =0
eine nichttriviale Losung in Q3 besitzt.
— Ist (z,y) € Q? eine Losung von p = 22 — 52, so ist (1,y,x) € Q3 eine nichttriviale Losung
von pzd + 53 — 23 = 0.
— Ist (wg, 71, 72) € Q3 eine nichttriviale Losung von pag + 523 — 23 = 0, so gilt 79 # 0, da
andernfalls aus 5z? = 22 sofort x; = x5 = 0 folgen wiirde. Daher ist
2\ 92 X192
= (22)2 - 5(21)2,
p= (22 =52
sodass auch p = 22 — 5y? eine Losung in Q besitzt.
e Wir betrachten den Fall p = 2. Die Gleichung lautet

223 4+ 523 — 23 =0

und ist bereits in Legendre-Normalform. Mit by = 2, by = 5, by = —1 ist der einzige ungerade
Primteiler von byb1bs die Zahl 5. Wegen

(£)-()

besitzt die Gleichung keine nichttriviale Lésung.
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e Sei nun p ¢ {2,5}. Um die Losbarkeit der Gleichung pr2 + 523 — 23 = 0 mit dem Satz von
Legendre zu untersuchen, miissen wir die ungeraden Primteiler von p -5 - (—1) betrachten, also
p und 5. Nach dem Satz von Legendre hat die Gleichung genau dann eine nichtriviale Lésung
in Q3, wenn gilt

(57) =)= e (57) =)

(Die Vorzeichenbedingung bs < 0 ist trivialerweise erfiillt.) Das quadratische Reziprozitiitsgesetz

liefert wegen 5 = 1 mod 4
b D
()=

)

(p)_ 1 fiir p=1,4 mod 5,
]-1  fiir p=2,3mod 5.

Primzahlen p # 2,5 enden in der Dezimaldarstellung auf 1,3,7,9.
Da eine Kongruenz modulo 10 eine Kongruenz modulo 5 liefert, erhalten wir

(p) {1 fiir p=1,9 mod 10,

sodass als einzige Bedingung

bleibt. Nun ist

5 —1 fiir p= 3,7 mod 10.

Damit folgt: Die Quadrik hat genau dann Q-rationale Punkte, wenn p = 1 mod 10 oder p =
9 mod 10 gilt. Dies war zu zeigen. B

Beispiele: Fiir die Primzahlen p < 200, die sich in der Form p = 22 — 5y schreiben lassen, haben wir
eine entsprechende Darstellung angegeben:

5 = 52-5.22
11 = 42-5.12
19 = 8 -5.32
29 = 72-5.2?
31 = 62—-5-12
41 = 112 —-5.42
5 = 82-5.12
61 = 92—-5.22
71 = 142-5.5°
79 = 182 —5.7?
89 = 132-5.42
101 = 112-5.22
109 = 172 —5-62
131 = 162 —5-5°
139 = 122-5.12
149 = 132 -5.22
151 = 142 —5.32
179 = 282 -5-112
181 = 192 —5.62
191 = 142-5.12

199 = 182 -5.52
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2 2

Wir haben nur bewiesen, dass fiir Primzahlen p = 1,9 mod 10 rationale Zahlen x,y mit p = x
existieren. Die obigen Beispiele deuten darauf hin, dass sich sogar ganze Zahlen z,y finden lassen.

8. Biischel ebener Quadriken

(Wir setzen hier der Einfachkeit halber einen algebraisch abgeschlossenen Korper K der Charakteristik
# 2 voraus.)
Ein Biischel ebener (projektiver) Quadriken ist eine ,Familie“ von ebenen Quadriken

ug(zo, 1, T2) + vh(xg, 21, 22) =0, (u:v) € P!
von ebenen Quadriken, parametrisiert durch (u : v) € P'. Dabei sind g(xg,x1,22), h(xo, 1, 72) €
Klzg,x1,x2] linear unabhingige homogene Polynome vom Grad 2. Wir schreiben auch

f(u,v) (9307961,1152) = Ug(l’o, Jfl,xz) =+ Uh(xoﬂﬁhxz)-
Es ist klar, dass die Nullstellenmenge f, ) = 0 nur von (u : v) € P* abhéingt. (Statt u,v verwenden wir
auch manchmal andere Parameter.)
Beispiel: Die folgende Zeichnung zeigt einige Kurven des Biischels

u(e] — 2g) + (a3 — 25) = 0,
das sich affin in der Form
u(z? =1) +o(@?—-1)=0

schreibt.

=

=]

|
w

-3 -2 -1 0 1 2 3

Bemerkung: Mit SAGE kann man Biischel auch leicht animiert darstellen:
# Animation des Quadrikenbueschels u*g+v*h=0 mit SAGE.
# g=a0*x0"2+al*x0*x1+...+a_b*x2"2 und h=b0*x0"2+b1*x0*x1+...+b5*x272 sind
# als 6-Tupel (a0,al,a2,a3,a4,ab),(b0,bl,b2,b3,b4,b5) einzugeben. Das
# Bueschel wir affin (in U_0) gezeichnet im Quadrat [-M,M]x[-M,M].
def zeichne_bueschel(g,h,M=10):
var("x,y")
a0,al,a2,a3,a4,ab=g
b0,b1,b2,b3,b4,b5=h
g=al+al*x+a2*xy+a3+*x~2+ad*xx*xy+ab*y~2
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h=b0+b1*x+b2*y+b3*x "~ 2+bd*x*y+b5*y "2

G=animate(implicit_plot(cos(t)*g+sin(t)*h==0, (x,-M,M), (y,-M,M))
for t in sxrange(0,pi,0.1))

G.show()

Beispielsweise erhélt man das Biischel
u(e] - 2g) +v(23 — 25) = 0
durch den Aufruf
zeichne_bueschel((-1,0,0,1,0,0),(-1,0,0,0,0,1))
Bemerkung: Definiert
f(u,v) =ug + vh

ein Biischel ebener Quadriken, sind g = 0 und h = 0 zwei verschiedene Kurven des Biischels, so liefert

f(u,v) = UE + /UE
das gleiche Biischel.

. . . g _f(a b\ (g .
Beweis: Es gibt a,b,c,d € K mit <h) = (c d) (h) Dann ist
f(wj) = u(ag + bh) +v(cg + dh) = (au + cv)g + (ub + dv)h = fautecv,ubtdv)-

a c

Wire det <b d

) =0, so gibe es ein A € K* mit (¢,d) = A(a,b), was zu

h=cg+dh = Mag +bh) = \§

fithren wiirde. ¢ = 0 und h = 0 wiren also die gleichen Kurven, im Widerspruch zur Voraussetzung.
J(u,v) entsteht also aus f(, ., durch Koordinatenwechsel im parametrisierenden Pl

Basispunkte eines Biischels: Die Punkte, durch die alle Kurven eines Biischels ug(zo,x1,22) +
vh(xg,x1,x2) = 0 gehen, heiflen die Basispunkte des Biischels:

{P € P?: ug(P) +vh(P) = 0 fiir alle u,v € K}.
Offensichtlich ist
{P € P?: ug(P) + vh(P) = 0 fiir alle u,v € K} = {P € P*: g(P) = h(P) = 0}.
Zur Bestimmung der Basispunkte eines Biischels reicht es also, den Durchschnitt zweier verschiedener
Kurven des Biischels zu bestimmen.
Beispiel: Wir wollen die Basispunkte des Biischels
u(ai — o) +v(23 —2f) =0
bestimmen, also die Punkte der Menge {z? = 22,23 = 23}. Im Unendlichen (zo = 0) liegt offensichtlich
kein Punkt der Menge. Daher kénnen wir uns auf den affinen Teil mit (xg : x1 : z2) = (1 : x : ¥)
beschriinken. (z,y) ist Basispunkt, wenn 22 = 1 und y? = 1 gilt. Hierfiir gibt es 4 Moglichkeiten:
(171)a (17_1)7 (_171)a (_la_l)
bzw. projektiv
(1:1:1), (1:1:-1), (1:-1:1), (1:-1:-1).

Das Biischel hat also 4 Basispunkte.
Schreiben wir

g = aox% + ai1xox1 + agxor2 + agxf + agx122 + a5x§,

h = box?) + byxox1 + booxo + bgl‘% + bax1x0 + b5$§,
so wird die Hesse-Matrix des Biischels f(, ., = ug + vh

2(uag +vbo)  way + vby uag + vba

Af<u,u> =uld, +vA; = uay + vby 2(uas +vbs)  wag + vby
uag + vby uay +vby  2(uas + vbs)
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Nun ist
det(Af(um)) = det(udy +vAy) € Klu,v]
ein homogenes Polynom vom Grad 3 und u,v.
Das Biischelelement f,, . ist genau dann reduzibel, wenn det(A f(u,m) = 0 gilt.
Da das homogene Polynom det(Ay, , ) € Klu,v] mindestens eine Nullstelle - K war als algebraisch
abgeschlossen vorausgesetzt - besitzt, folgt insbesondere:
Jedes Biischel enthélt mindestens eine reduzible Kurve.
Beispiel: Wir betrachten das Biischel

fuwy = (@i —ad) +v(a3 — af) = (—u — v)ad + uai + val.

Die zugehorige Hesse-Matrix ist

A= 0 2u 0
0 0 20
mit der Determinante
—8(u + v)uv.

Die Nullstellen sind
(w:v)=(0:1),(1:0),(1:-1).
Dazu gehoren die reduziblen Quadriken

fo = 23— a3 = (z2 — x0)(22 + x0),
fao = 2 —af=(z1—z0)(x1 + 20),

(95% - x(QJ) - (933 - x%) = xf - x% = (21 — x2)(21 + 22).

Ja,-1

3

—24

-3 -2 -1 o 1 2 3

Wieviele Basispunkte hat ein Biischel? Sei f(, ) = ug + vh ein Biischel von ebenen Quadriken. Da
das Biischel mindestens eine reduzible Kurve enthélt, konnen wir annehmen, dass h reduzibel ist, d.h.
h = €105 mit zwei Linearformen ¢1, 5. Die Menge der Basispunkte des Biischels ist dann

{9=h=0t={g9=>ll=0} ={g=4=0}U{g=1{ =0}
e Fall /; oder /; ist ein Teiler von g: O.E. g = /5{,. Dann ist das Biischel
f(utv) = uloly +vlily = EQ(U&) + Ufl).
Die Menge der Basispunkte ist dann
{la =0} U{ly = ¢, =0}.

Die Menge besteht also aus einer Geraden und einem Punkt, wobei der Punkt aber auch auf

der Geraden liegen kann.
e Fall /; und /¢, sind keine Teiler von g: Da eine Gerade ¢; = 0 die Quadrik g = 0 in einem

oder in zwei Punkten schneidet, besteht

{g=h=0}={9=01=0}U{g=1(=0}
mindestens aus einem, aber htchstens aus vier Punkten.

Wir fassen das Ergebnis zusammen:
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SATZ. Ist fuv) = 0 ein Biischel ebener projektiver Quadriken, so gibt es fiir die Menge der Basispunkte
B folgende Mdoglichkeiten:

e B besteht aus den Punkten einer Geraden.
e B besteht aus den Punkten einer Geraden und einem zusdtzlichen Punkt.
e B ist endlich mit

#B e {1,2,3,4}.

Wir geben eine Anwendung:

SATZ. Zwei ebene projektive Quadriken Cy,Cy C P? ohne gemeinsame Komponente schneiden sich in 1,
2, 8 oder 4 Punkten, d.h.
C1(K) N CQ(K) € {1, 2,3, 4}

Beweis: Sei C; gegeben durch g = 0, C5 durch A = 0. Dann ist
Ci(K)NCy(K)={g=h=0}.

Wir betrachten das Biischel f(, .,y = ug + vh. Da C7 und Cy keine gemeinsame Komponente haben
sollen, haben g und h keinen gemeinsamen Teiler. Im letzten Satz bleibt nur die letzte Moglichkeit: Das
durch f(, ) = ug + vh definierte Biischel hat dann 1, 2, 3 oder 4 Basispunkte, die genau die Punkte von
4 (K) N CQ(K) sind. W

Biischel mit genau 4 Basispunkten:

e Dasdurch f, ) = ug+vh definierte Biischel besitze genau 4 verschiedene Basispunkte P, Py, P35, Py.
Wir zeigen zuniichst, dass keine der 3 Punkte auf einer Geraden liegen kénnen.

e Angenommen P;, Py, P3 liegen auf der Geraden ¢ = 0. Die Gerade ¢ = 0 schneidet dann g = 0
und A = 0 in mehr als 2 Punkten, weswegen die Gerade Teil der Quadriken g = 0 und A =0
ist: g = €0, und h = €¢;,. Alle Punkte der Geraden ¢ = 0 sind Basispunkte, was aber der
Voraussetzung, dass es genau 4 Basispunkte gibt, widerspricht.

e Also liegen keine drei Punkte von Py, Ps, P3, Py auf einer Geraden. Nach Koordinatenwechsel

konnen wir

P,=(:0:0), P,=(0:1:0), Ps=(0:0:1), Py=(1:1:1)
annehmen. Welche durch
f: ao:c(z) + a120x1 + a2x9x2 + (131'% + aqx172 + a5x§
definierten Quadriken gehen durch P, Py, P53, P,7 Es ist
f(P1) =a0, f(P2)=ua3, [f(Ps)=uas, [f(Ps)=ao+a1+as+az+as+as.

Dabher gilt:

f(P)=f(P2)=f(P3)=f(Ps) =0 <= ays=as=as=0undag+a1+az+azs+as+as=0 <
<~ ag = a3z =as =0 und ay = —a; — as.

Die Quadriken, die durch die 4 Punkte gehen, sind also genau die Quadriken, die durch ein
Polynom folgender Gestalt definiert werden:

[ = a1x0m1 + aswors + (—a1 — az)zr17s.
Dies sind also genau die Quadriken des Biischels
fuw) = uxor1 + vT022 + (—u — v)T122 = U(TOT1 — T172) + V(TeT2 — T1T2).

e Wir haben also gezeigt, dass zu Punkten Py, P5, P3, P;, von denen keine drei auf einer Geraden
liegen, genau ein Biischel mit den Basispunkten P, P, P35, P, existiert.

e Welche reduziblen Kurven enthilt das durch
Juw) = uToT1 + vToT2 + (—u — v)T1T2
definierte Biischel? Wir bilden die Hesse-Matrix:

0 U )
Afwv) =|u 0 —u—v
v —u—v 0
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Es ist
det(Ay, ) = —2uv(u +v).

Die Nullstellen sind (u : v) = (0: 1), (1:0),(1: —1). Die zugehérigen Kurven des Biischels sind:
f(o,l) = o2 — T1x2 = (l’o - 1‘1)$27
f(1,0) = ToT1 — T1x2 = (3?0 - $2)3317
f(1,—1) = xoT1 — ToT2 = (71 — T2)To.

e Zur Erinnerung:
P=(1:0:0), P,=(0:1:0), P3=(0:0:1), Py=(1:1:1).
Setzt man
bo=x0,l13=21,014 =21 — 22,023 = 20,024 =20 — 2,34 =20 — 21,
so ist ¢; ; die Verbindungsgerade von P; und P; und
foy =li2lza, fao) =03las, fa,—1)=l1al23.
Wir formulieren das Ergebnis als Satz:

SATZ. Seien Py, Py, P3, Py € P? vier verschiedene Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden liegen.
Firl <i<j<4seil;; eine Linearform, sodass {; ; = 0 die Verbindungsgerade von P; und P; ist. Fs
gibt genau ein Biischel von Quadriken f(, ) = 0, das die Punkte P, P>, P3, Py als Basispunkte hat.

Das Biischel enthdlt genau drei reduzible Kurven, ndmlich

lrol34 =0, ly3ls =0, {140la3=0.
Insbesondere kann man (nach eventuellem Koordinatenwechsel im parametrisierenden P! ) schreiben
Juw) = uly 203 4 + vl 302 4.
9. Geometrische Bedingungen an Quadriken

Wir setzen hier einen algebraisch abgeschlossenen Kérper K der Charakteristik # 2 voraus.
Eine projektive ebene Quadrik wird gegeben durch ein Polynom

f= aoxg + a1xox1 + asxoT2 + (L3.’E% + asx17T9 + a5x§ € Klxg,2z1,22] \ {0}.

Bilden wir die Hesse-Matrix

SO ist
1 2@0 ai a2 o
f= 5 (:1:0 T xz) a1 2a3 a4 T
as ayq 20,5 To

Der Rang von Ay wird auch als Rang der Quadrik bezeichnet. Die zu f gehorige Quadrik bestimmt f
nur bis auf einen Skalar. Dann ist (ag : a; : - - - : a5) ein Punkt eines P5. Die Zuordnung ist bijektiv, d.h.
wir haben eine Bijektion

Quadriken C P? «+— Punkte € P°.

Wir wollen nun ein paar Teilmengen dieses P> betrachten.
Die Menge R der singuldren bzw. reduziblen Quadriken: Wir wissen:

f definiert eine singulére Quadrik <= Rang(4;) <2 <=
= det(4y) =0 <=
<= f zerfallt in 2 Linearfaktoren.
Nun ist
det(Af) = 8agazas + 2aiasas — 2a3 — 2apa; — 2a3as.
Ist nun R die Menge der reduziblen Kegelschnitte in P2, so ist also

.
R = {4apasas + ajasaq — a%ag — a()a?1 — afag, =0} CP°.
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R ist eine algebraische Teilmenge von P°, genauer: eine kubische Hyperfliche.
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Die Menge D der Doppelgeraden: f beschreibt eine Doppelgerade, wenn gilt f = (boxo+b1 21 +bow2)?.
Dies ist genau dann der Fall, wenn Rang(Ay) = 1 gilt. Dies 148t sich dadurch ausdriicken, dass alle 2 x 2-

Unterdeterminanten von

verschwinden. Also ergibt sich

D =

{ Doppelgeraden } =

{4a0a3 — a% = 0,4apas — a% = 0,4azas — ai =0,

2apga4 — ar1as = 0,2a1a5 — agay = 0,2asa3 — a1a4 = O}.

D ist also auch eine algebraische Teilmenge von P5, die natiirlich in R enthalten ist.
Quadriken durch vorgegebene Punkte:
Gegeben sei ein Punkt P = (pg : p; : p2) € P2. Fiir

2 2 2
f = aopxy + a1Tox1 + a2Tox2 + azx| + a4x1T2 + asx3

gilt:
f(P)=0

< aopp + a1pop1 + azpope + aspi + aspip2 + asps = 0.

Bei gegebenem Punkt P wird also die Menge der Quadriken, die durch diesen Punkt gehen, beschrieben
durch die (in ag, . .., as lineare) Gleichung

aopg + a1pop1 + azpopz + aspt + aspip2 + asp3 = 0.
Wir geben uns nun Punkte P;, P, Ps, ...

Punkte gehen.
Jeder Punkt liefert fiir ay, ..

Quadriken durch 5 vorgegebene Punkte: Seien P, ..

., a5 eine lineare Gleichung.

Di1 : Di2). Eine Quadrik, die durch das Polynom

vor und wollen alle Quadriken bestimmen, die durch diese

., Ps € P? gegeben. Wir schreiben P, = (p; 0 :

2 2 2
= aoxy + a1wo1 + axox2 + a3y + agr1T2 + a5Ty

gegeben wird, geht durch alle 5 Punkte, wenn gilt

p%,o
P%,o
Pg,o
p?x,o
P%,o

P1,0P1,1
P2,0P2,1
P3,0P3,1
DP4,0P4,1
P5,0P5,1

P1,0P1,2 p%g P1,1P1,2
P2,0P2,2 P%J D2,1P2,2
P3,0P3,2 P§,1 P3,1P3,2
PaoPa2 Pii PaiDa2
P5,0P5,2 p§,1 P5,1P5,2

Piz
p§,2
P?;,z
Pi,z
p§,2

Der Losungsraum ist mindestens 1-dimensional, was projektiv einem Punkt entspricht. Daher geht durch
5 Punkte mindestens eine Quadrik.

Wir unterscheiden verschiedene Fille:

e Fall: Alle 5 Punkte liegen auf einer Geraden: Sei ¢/ = 0 die Gerade, auf der die Punkte

liegen. Sei f = 0 eine Quadrik, die die 5 Punkte enthilt. Da {f = 0} N {¢ = 0} mindestens 5

Punkte enthilt, ist f eine Komponente von ¢. Die Quadriken durch die 5 Punkte werden also

durch die Polynome

gegeben.

[ =10 (boxo + biz1 + baxa)

e Fall: Vier der Punkte liegen auf einer Geraden, der fiinfte aber nicht: Seien ¢y, /1 zwei
verschiedene Geraden durch den 5. Punkt. Dann werden die Quadriken gegeben durch

Es gibt also ein ganzes Biischel von Quadriken durch die 5 Punkte.

f=20-(toly +t141).
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e Fall: Drei der Punkte liegen auf einer Geraden, aber keine vier der Punkte: Seien
Py, Py, P; die Punkte, die auf einer Geraden ¢; = 0 liegen. Ist /; = 0 die Gerade durch Py, Ps,
so wird die Quadrik durch die 5 Punkte beschrieben durch

="l

e Fall: Keine drei der Punkte liegen auf einer Geraden: Angenommen, es géibe mehr als
eine Quadrik durch die 5 Punkte. Dann gébe es ein Biischel durch die Punkte, daher auch eine
reduzible Quadrik ¢1¢5 = 0. Daher gilt

Py, Py, P3, Py, Ps € {¢; =0} U {{3 = 0}.
Daher miissen drei der Punkte auf einer Geraden liegen, was aber der Voraussetzung wider-
spricht. Daher gibt es nur eine Quadrik durch die 5 Punkte, die auflerdem irreduzibel ist.

Geometrische Bedingungen: Die vorangegangenen Betrachtungen kann man verallgemeinern. Man
sucht dann alle Quadriken, die bestimmte Bedingungen erfiillen.

Beispiel: Sind Py, P, Ps, Py, Ps € P? fiinf Punkte, von denen keine vier auf einer Geraden liegen, so gibt
es genau eine Quadrik, die durch alle fiinf Punkte geht. (Dies haben wir zuvor gezeigt.)

Beispiel:
e Fiir eine Gerade g C P? sei 7, die Menge aller Quadriken, die g beriihren.
e Wir betrachten als Beispiel die Gerade g mit der Gleichung zy = 0. Wir schneiden ¢ mit
der durch aom% + ajxox1 + - + a5x% = 0 definierten Quadrik, indem wir xy = 0 einsetzen:
@33?% + agx1T0 + a5x§ = (. Die Quadrik beriihrt die Gerade, wenn es genau einen Schnittpunkt
gibt, d.h. wenn gilt a% — 4azas = 0 (Diskriminantenbedingung). Also folgt
Two—0} = {(a0 1 a1 1 az 1 az : aq : as) € P* : af — dagas = 0},
d.h. 7, bildet eine quadratische Hyperfliche im P5.
Beispiel: Hat man die 5 Geraden
=0, =2, y=0, y=2, y=x+1
gegeben, so ist die Menge der Quadriken, die diese Geraden beriihren
{1 — 42 — 4y + 42 — 4oy + 4y* = 0} U D.
Die Doppelgeraden kommen ins Spiel, weil D C 7, gilt.

ad

Wir schlielen mit einem weiterfithrenden Problem:

Steiners Kegelschnitt-Problem: Jakob Steiner stellte 1848 die Frage, wieviele nichtsingulidre Kegel-
schnitte es gibt, die 5 vorgegebene Kegelschnitte ,in allgemeiner Lage“ beriihren. Nach verschiedenen
Irrtiimern beim Zahlen ist man sich heute einig, dass die richtige Zahl |[3264!] ist.


https://www.ams.org/journals/notices/202001/rnoti-p30.pdf




KAPITEL 5

Funktionen, Divisoren und der Satz von Riemann-Roch auf P!

Der Einfachkeit halber setzen wir in diesem Kapitel voraus, dass K ein algebraisch abgeschlossener Korper
ist. Dies hat den Vorteil, dass sich jedes Polynom f € KJ[z]\ {0} in der Form

flx)=c-(z—a)™ ... (v —a)™

schreiben lédsst mit ¢ € K*, paarweise verschiedenen «; € K, n; € N und r € Ng.

1. Funktionen auf P!

Uberlegungen: Wir starten mit

Pt = {(po : p1) : (po,p1) € K\ {(0,0)}}.

Sei A(xg,x1) € K[xg, 1] ein homogenes Polynom vom Grad d, d.h.

d

d—i, i

A(zxg, 1) = g a;xy Ty,
i=0

Dann gilt
A(\xg, Az1) = N A(xo, 21).

Das Polynom A koénnen wir (im Fall d > 1) nicht als Funktion auf P! auffassen, da die Reprisentanten
(po, p1) und (Apg, Ap1) eines Punktes im Allgemeinen verschiedene Werte liefern:

A(Apo, Ap1) = M A(po, p1).

Ist B(xo,x1) ein weiteres homogenes Polynom vom Grad d, so gilt natiirlich auch

B(Apo, Ap1) = A"B(po, p1).
Ist nun B(pg, p1) # 0, so folgt
A(po,p1)  A(Apo, Ap1)

B(po,p1)  B(Apo, Ap1)’

d.h. der Wert von
A(po, p1)
B(po, p1)
hiingt nur von P = (pg : p1) und nicht vom ausgewéihlten Repriisentanten ab. Daher definiert
Ao, 1)
B (.’)30, $1)

eine Funktion auf (einer Teilmenge von) P!, wobei natiirlich B(zg,z1) nicht das Nullpolynom sein sollte.

DEFINITION. Wir definieren den Funktionenkdrper K (P') von P! iber K als

A(.’I}Q,."I)]_)

EPY) = {73(560 o)

: A(SU(),.T]),B(.’L‘O,‘Tl) S K[I‘O’xl],B(l‘O,fL']) 75 O?

A, B homogene Polynome gleichen Grades}.

Datei: algkub.tex. Version vom 19.7.2021
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Man rechnet in K (P!) wie mit Briichen:

Alzo, 1) _ Alwo, 21) = A(xo,azl)é(xo,xl) = g(xo,azl)B(xo,ayl) in K[zo, z1],

Bao,m) ~ B(eo, ) | i
o) fd Ml )
R I
(M)l _ %, Alwo, 1) # 0, B(zo,21) # 0
Damit gilt:

SATZ. Der Funktionenkorper K(P') ist mit der oben beschriebenen Addition und Multiplikation ein
Korper. Nullelement ist das konstante Polynom 0, Einselement ist das konstante Polynom 1.

Wann ist eine Funktion f € K(P!) in einem Punkt P = (py : p1) € P! definiert? Wir schreiben
f(zo,z1) = ggzg;, wo A(zg, z1) und B(zg, z1) homogene Polynome gleichen Grades sind und B(zg, z1)
nicht das Nullpolynom ist. Wir unterscheiden drei Félle:

e Fall B(pg,p1) # 0: Dann definiert man

_ A(po,p1)
TP = Blpop)

Wir sagen, f ist in P definiert.

e Fall B(po,p1) =0 und A(pg,p1) # 0: Dann ist f nicht in P definiert.

e Fall B(pg,p1) = 0 und A(pg,p1) = 0: Da K algebraisch abgeschlossen ist, zerfallen A und B
in Linearfaktoren:

d d
A(zo, 1) H a;xg — b;x1) und  B(zg,z1) H (cjzo — djz1).
i=1 j=1

Wegen A(po,p1) = B(po,p1) = 0 gibt es Indizes 4, j mit
aipo —bijp1 =0 und ¢jpo —d;p1 =0.
Es folgt (zunichst fiir b; # 0)
(po = p1) = (bipo = bip1) = (bipo : aipo) = (bi - @;) und analog  (po : p1) = (d; : ¢;).
Es gibt also A\, p € K* mit (b;,a;) = X(po,p1) und (d;, ¢;) = p(po, p1), was zu
a;ro — bizy = M(p1wo —por1) und  c¢;xg — djry = pu(p17o — Pov1)

fithrt. Die Linearfaktoren a;zo — b;z1 und cjxo — d;j1 unterscheiden sich also nur um eine Zahl
aus K* und konnen daher herausgekiirzt werden. Wiederholt man dies bei Bedarf, erreicht man
schlieBlich (A(po, p1), B(po,p1)) # (0,0) und ist dann bei einem der ersten beiden Fille.
Beispiele: Wir betrachten
o 22 + wox1 — 33:%.
x3 — 3wozy + 213
Wie verhilt sich f im Punkt P = (1:1)? Man findet A(1,1) = B(1,1) = 0, weswegen sowohl A als auch
B durch einen Faktor z¢g — x1 teilber sein sollten. Nun ist
f= (.TO — 1‘1)(2l‘0 + 3$1) . 2xg + 321
o (ZL’O — 1'1)(%0 — 2.’£1) o To — 21’1
d.h. fist in (1:1) definiert und nimmt dort den Wert —5 an.

Aus der Definition von Addition und Multiplikation folgt sofort:

LEMMA. Sind f,g € K(P') in einem Punkt P € P! definiert, so auch f + g und fg.
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Die Funktionen =z und u: Wir betrachten zwei spezielle Funktionen:
T = il und u = @.
i) I
x ist einfach die tibliche Koordinatenfunktion im affinen Teil
Up={(1:2) e P} ~ AL,
Es gilt dann:
fir P=(1:
ap{r  mwP=(:p)
nicht definiert in P =(0:1).
u ist die Koordinatenfunktion im affinen Teil

U ={(u:1) e P} ~ Al

Es gilt:
nicht definiert  in P = (1:0),
u(P) = % fir P=(1:p) mit p #0,
0 fir P=(0:1).

Mit Hilfe der Funktionen x = i—é und u = i—? konnen wir alle Funktionen des Funktionenkorpers be-
schreiben: Seien A(xg, 1), B(xo,z1) homogen vom Grad d und B(zg, 1) # 0. Wir schreiben

d d
A(zxg, 1) = g aia:g_lxﬁ, B(zg,x1) = E bia:g_’xi.
i=0 =0
Es ist

d d
A(xg,x1) = Zaixg(—)i =zl Zaixi und analog ~ B(zg,z;) = Zbiﬂci.
i=0 i=0 =0
Es folgt
A(wg,x1) o} Z:'l:o a;r’ Z?:o a;x’ Al x)
B(zo,21)  af Z?:o bixt Z?:o bzt B(lz)

Ganz analog zeigt man fir u = £°
1

A(xo,l‘l) A(u, 1)
B(wg,71) B(u,1)’

Wir fassen dies zusammen:

LEMMA. Sind A(zg,x1), B(zo,x1) € K[zo,x1] homogene Polynome gleichen Grad mit B(xg,x1) # 0, so
gilt

Alg,m)  A(Lz)  Afw1)

B(x07$1) B(l,l‘) B B(ual)

Insbesondere gilt dann

KE) = (P9 . (), g(2) € Kol g(z) £ 0},

Bemerkung: Fiir den Polynomring in der Variablen z mit Koeffizienten aus K schreibt man

Klx].
Fiir den Quotientenkorper schreibt man
K() = () s plo)ale) € Klal,a(e) £ 0}
Dann gilt also
K(P') = K(x).

Dies erkliirt eventuell die etwas ungewoéhnliche Schreibweise fiir den Funktionenkérper von P!, Man nennt
K(P') = K(z) auch den rationalen Funktionenkorper.
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Beispiele: Wir rechnen zunéchst ausfiihrlich:

;o= 2x3+x0x1—3x%: z%~(2+%*3(%)2) _

x3 — 3wozy + 222 x%.(1_3%+2(%)2)

2+ x — 322 (x—1)(-3z—-2) —3zr—2

1-3x+222 (z—1)2x—-1) 22—-1"
Nun kiirzer, in dem wir fiir (2o, ;) einfach (1,z) bzw. (u,1) einsetzen:

23+ 2zomy + 327 1+ 22+ 322 u? +2u+3

97337%—1—21‘0:31—1—90% 342422 3ul+2u+1’

Wir wollen noch sehen, wie man aus einer rationalen Funktion in x eine Darstellung als Quotient homo-
gener Polynome gleichen Grades erhilt. Sei

Dabei sei
p(x) = pma™ +pm71$m_1 +-+po, q(x) = qua + qn,lx”_l + -4 qo.
Wir nehmen an, dass p,, # 0 und g, # 0 gilt, d.h. p(x) hat Grad m und ¢(x) hat Grad n. Dann folgt

;o Bt o™ bpy | PG o G A
@™ + 1@ 4 g (55" + an—1(35)" 1+ + o

0

xy pmTi + pm,lxoxinfl + -+ poxgt

@ . G + qn1ox) 4+ qoxl N

2 (P + P10+ -+ pox)
g - (gnat + Gno1zox} 4 qord)

In der letzten Darstellung hat man f als Quotienten homogener Polynome vom Grad m + n geschrieben.
Natiirlich sollte man noch Potenzen von xg kiirzen, soweit moglich.
Es ist

P! = {(po:p1) : (po.p1) € K2\ {(0,0)}} ={(1:p):pe K}U{(0: 1)}
Identifizieren wir (1 : p) mit p, schreiben wir oo = (0: 1), so ist
P! ~ K U {oc}.

Mit diesen Abkiirzungen gilt fiir x = £+ und u = £0:

o 1
x ist nicht definiert in oo, z(a) =« fir « € K
und )
u ist nicht definiert in 0 € K, wu(a) = — fir a € K\ {0}, u(o0)=0.
e

2. Ordnung (Bewertung) einer Funktion in einem Punkt

Sei f(x) € K(x) und P € P'. Wir schreiben f(r) = % mit Polynomen p(x),q(z) € K[x] \ {0}. (Beide
Polynome seien von 0 verschieden.) Wir betrachten das Verhalten von f in den Punkten von P!.

e Fall P = (1:a) ~ a: Dabei ist o € K. Wir klammern x — « so oft wie moglich aus:

p(z) = (z — a)p(x) mit p(a) # 0

und
q(z) = (r — @)*q(z) mit g(a) #£ 0.
Setzen wir 5(2)
plx
e=e,—¢,und g(xr) = ==,
P q g( ) q(a:)
so gilt

f(z) = (r — @)®- g(x), wobei g in « definiert ist und g(a) # 0 gilt.
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Wir nennen e die Ordnung von f in « und schreiben

ord o(f) =e.

(Statt Ordnung findet man auch die Bezeichnung Bewertung und v, (f).) Ist e > 0, so ist f
in « definiert. Wir nennen die Funktion x — « auch eine Uniformisierende im Punkt «. Es

gibt drei Félle:

— Fall e > 0: Dann ist f(«) = 0. Die Funktion f hat in « eine Nullstelle der Ordnung

e =ord o(f)-
— Fall e = 0: Dann gilt f(a) = g(a) # 0.
— Fall e < 0: Die Funktion f ist in « nicht definiert.

Man sagt, f hat in « einen Pol der Ordnung |ord ,(f)| = —ord o (f).

e Fall P = (0:1) =~ oo: Wir schreiben

p(x) =po+pix+ - +pmx™, ql@)=q+qzr+--+gux" mit py, #0,9, #0.

Wegen zu = 1 folgt

un

u(po +p1r+ A ppa™) o pou™ A pu™ T 4y

f(ﬂﬁ):TH' =u

u™  ut(go + 1w+ -+ gua™) qou™ + qrun~! +

Wegen u(oo) = 0 ist die Funktion
_pou™ +pru™ T 4 4 py

x
9(z) qou™ + qru"t 4+ + gy
in oo definiert und hat den Wert g(o0) = ’;—f” £ 0.
Wir haben die Zerlegung

f=u"Tg.
Wir nennen n — m die Ordnung von f in co und schreiben

ord o (f) =n —m.

Die Funktion u = % wird eine Uniformisierende im Punkt oo genannt. Wir unterscheiden

drei Fille:

— Fall m < n, also ord . (f) > 0: Dann ist f(co) = 0. Die Funktion f hat in co eine

Nullstelle der Ordnung ord (f) =n —m.
— Fall m = n, also ord o (f) = 0: Dann gilt f(co) = &= 3 0.

— Fall m > n, also ord o (f) < 0: Die Funktion f ist in oo nicht definiert. Man sagt, f hat
in oo einen Pol der Ordnung |ord o (f)| = —ord o(f) = m — n.

Wir fassen dies nochmals zusammen:

LEMMA. Definiert man fir P € P!

{m—a firP=(1:a)~a, «a€kK,
up =

u=21 " firP=(0:1)~ o0,
so lisst sich jede Funktion f € K(P')\ {0} schreiben als
f = ’U,i:. "9,

wobei g in P definiert ist mit g(P) # 0 und e € Z gilt. e heifit die Ordnung von f in P, ord p(f) =e. Es

ist up(P) = 0. (up ist eine Uniformisierende im Punkt P.)

e Fall e > 0: f ist in P definiert mit f(P)=0. f hat in P eine Nullstelle der Ordnung e.

e Fall e =0: f ist in P definiert mit f(P) # 0.

.+qn '

e Fall e < 0: f ist in P nicht definiert. f hat in P einen Pol der Ordnung |e| = —e.

Es gilt:

ordp(f) =0 <= f hatin P weder eine Nullstelle noch eine Polstelle <=

< [ st in P definiert mit f(P) # 0.

Satz (Eigenschaften der Ordnungsfunktion). Fir P € P! und f,g € K(P')\ {0} gilt:
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e ord p(fg) = ord p(f) + ord p(g),
e ord p(f + ¢g) > min(ord p(f),ord p(g)) im Fall f + g # 0.
e Im Fall ord p(f) # ord p(g) gilt ord p(f + g) = min(ord p(f), ord p(g)).

Beweis: Wir schreiben

f=ubF, g=ubGmitabeZ F,Ge K(P), F(P)#0,G(P)#0.

Dann ist
fg= u‘}ijG.

Da F und G in P definiert sind, ist es auch F'G; wegen (FG)(P) = F(P)G(P) # 0, kann man die
Ordnung von fg aus obiger Gleichung ablesen:

ord p(fg) = a+b=ord p(f) + ord p(g).

(Fortsetzung des Beweises mit f = u%F und g = u%G) Fiir die Summe f + g unterscheiden wir zwei
Fille:

e Fall a # b: O.E. kénnen wir a < b annehmen. Dann ist
f+g=usF +ubG=ufb- (F—|—ull’;aG).
Die Funktion F + uS’;“G ist in P definiert und erfiillt
(F +ub°G)(P) = F(P) +up(P)*"*G(P) = F(P) # 0,
weswegen wir
ord p(f +9) = a = ord p(f) = min(ord p(f), ord p(g))

erhalten.
e Fall a = b: Es ist

f+g=up(F+QG).
Da F und @ in P definiert sind, ist es auch F' 4+ G und wir kénnen zerlegen
F+G=upH,
wo H in P definiert ist mit H(P) # 0 und ¢ > 0 gilt. Dann ist
fHg=upH
und
ord p(f +9) = a+c=ord p(f) + ¢ > ord p(f) = min(ord p(f), ord p(g))-
Damit ist der Satz bewiesen. B
Im folgenden Lemma geht wesentlich ein, dass der Grundkoérper K als algebraisch abgeschlossen voraus-
gesetzt wurde.
LEMMA. Sei f € K(P)\ {0} geschrieben als

(x—ap)™ ... (x —ap)™r

e e RN I AT
Dabei seien die Zahlen an, ..., o, B1, ..., Bs paarweise verschieden und m;,n; € N, c € K*, r;s € Np.
Dann gqult:

m; fir P = q;,

—n; fiir P = j;,

ord p(f) = (n14---4+ng)—(my+---+m,) fir P=oo,

0 sonst.
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Beweis: Mit u = % gilt
f = C . (x - al)ml e (x — a’r‘)mr =
TN ERREETAL
C:- un1+"'+ns . (]- - Oélu)ml cc (1 — aru)mr
yrmtetme (1 — Bru)m . (1= Beu)ns

Daraus kann man sofort ablesen:
ord o, (f) =mi, ordg,(f) =-—n;, orde(f)=(n1+ - +ns)—(mi+--+m).

In allen anderen Punkten ist f definiert und nimmt einen von 0 verschiedenen Wert an, sodass die
Ordnung 0 ist. B

Das letzte Lemma hat eine erstaunliche Konsequenz:

SATZ. Jede Funktion f € K(P')\ {0} hat nur endliche viele Null- und Polstellen. Es gilt
Z ord p(f) = 0.

PePt
Mit Vielfachheiten gezdhlt, hat f also genau so viele Null- wie Polstellen.

Beweis: Das folgt sofort aus dem letzten Lemma, wenn man alle Ordnungen aufaddiert.

Beispiele:
ordo(z) =1, ords(z)=—1.
Fiir c € K \ {0} gilt

ord.(z —c)=1, ordy(z—c)= ordoo(l —c) = 01"doo(l (1 —=wuc)) =—1.
u u

Beispiel: Ist p(z) € K[z]\ {0} ein Polynom vom Grad m, so weifl man, dass p mit Vielfachheiten gezéhlt
genau m Nullstellen hat. Betrachtet man p als Funktion auf P', so folgt, dass p in oo einen Pol der
Ordnung m hat.

FOLGERUNG. Die einzigen Funktionen in K (P') ohne Polstellen sind die konstanten Funktionen. Anders
ausgedriickt: Fir f € K(P')\ {0} gilt:

ord p(f) >0 fiir alle P e P* <« feK*.

Beweis: Ist f konstant, so ist nichts zu zeigen. Wir kénnen annehmen, dass f nicht konstant ist. Sei
f= %, wobei die Darstellung gekiirzt sein soll. Ist g(x) ein nichtkonstantes Polynom, so hat es eine
Nullstelle 3, d.h. ¢(8) = 0. Dann hat aber f eine Polstelle in 8 und es gilt ord p(f) < 0. Ist f = p(x),
so ist p nicht konstant. Es gibt also eine Nullstelle c. Dann ist f(«) = 0. Dann hat aber f in co eine

Polstelle. m

DEFINITION. Sei f € K(P!) und A € K. Wir sagen, f nimmt den Wert X in P € P! an, wenn gilt
F(P) =X

In diesem Fall sagen wir genauer: f nimmt den Wert X in P mit Vielfachheit ord p(f — X) an, wenn
f & K gilt. (Im Fall \ = 0 ist diese Vielfachheit einfach die Nullstellenordnung.)

Beispiel: Wir betrachten
Fe 322 — 22 +5
2242
In P =1 nimmt f den Wert 2 an: f(1) = 2. Mit welcher Vielfachheit? Es ist

fo2 = 3x2—2x—|—5_2_(3x2—23:+5)—2(3:2+2)_
N 2 +2 N x4+ 2 N
$2—2$+1_ 1

= (r—1)%. ———
z2 4+ 2 (@ ) x2 -2’
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also ord 1 (f —2) = 2, d.h. f nimmt den Wert 2 in 1 mit Vielfachheit 2 an.
Satz. Sei f € K(P')\ K geschrieben als
plx)

f = == mit teilerfremden Polynomen p(x), q(x).

q(z)

(Die Darstellung f = % soll also gekiirzt sein.) Fiir X € K nimmt die Funktion [ den Wert X\ in genau

max(grad(p(z)), grad(q(z)))

Punkten an, wenn man mit Vielfachheiten zdhlt, d.h.

Z ord p(f — A) = max(grad(p(z)), grad(q(x))).

Pep!
f(P)=X

Dies ist auch gleich der (mit Vielfachkeit gezihlten) Anzahl der Polstellen von f, d.h.

> Jord p(f)| = max(grad(p), grad(q)).

Pcp?
ord p(f)<0

Beweis:

e Wir zdhlen zunéchst die Polstellen von f. Wir schreiben wieder

(J; — oq)ml ... (x - O‘T‘)mv‘
fo=c (x=B1)m ... (x— B
gt tns (1 — alu)ml Ce (1 - aru)mr —
€ it (1= Bru)m .o (1= Bsu)ns
(1—aqu)™ ... (1 — o)™

(1 —Bru)™ ... (1 — Bsu)
Im Endlichen sind die Polstellen von f die Punkte 1, ..., s, mit Vielfachheit gezéhlt also

= ¢ ugrad(q)—grad(p) .

ny + -+ ngs = grad(q(x)).

Wir unterscheiden zwei Falle:

— Fall grad(p) > grad(q): Dann ist ord o (f) = grad(q) — grad(p) = —(grad(p) — grad(q)), f
hat in oo einen Pol der Ordnung grad(p) — grad(q). Mit Vielfachheiten gezihlt gibt es also

grad(q) + (grad(p) — grad(q)) = grad(p) = max(grad(p), grad(q))

Polstellen von f.
— Fall grad(p) < grad(q): Dann ist f in oo definiert. Die einzigen Polstellen liegen im Endli-
chen, ihre Anzahl ist

grad(q) = max(grad(p), grad(gq)).

Zusammengefasst:

Y lord p(f)| = max(grad(p), grad(q)).

Pep!
ord p(f)<0

e Die Funktion f — X hat die gleichen Polstellen wie f, weil dies gerade die Punkte sind, in denen
f nicht definiert ist. Mit der Formel des letztes Satzes

Z ord p(f) =0

PePpt
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angewandt auf f — A erhélt man daher

0 = > odp(f=N= >  odp(f-N+ >  odp(f-N)=

PePt Pep! Pep?
ord p(f—A)>0 ord p(f—X)<0

= D ordp(f-N-— > lordp(f-N)|=

Pep! Pcp!

f(P)=0 ord p(f—X\)<0
= > ordp(f —)) — max(grad(p), grad(q)).

PcP!

f(P)=0

Daraus folgt dann

Z ord p(f — \) = max(grad(p), grad(q)),
Pep?

fF(P)=x
wie behauptet. B
Beispiel: Wir betrachten
_ 322 —2x+5
f= )
Es ist
P e e (s )

(@— V2@ +v=2)
insbesondere ist die Darstellung gekiirzt. f hat zwei Polstellen erster Ordnung, ndmlich in ++/—2, zwei
Nullstellen erster Ordnung, ndmlich in pesvese V3_14. Wegen

3x2—2x+5_3—2u+5u2

=" rs T itawe
gilt f(oco) = 3. Mit welcher Vielfachheit wird der Wert 3 in oo angenommen? Es ist
Fog— 3 — 2u + 5u? _3_ (3 —2u + 5u?) — 3(1 + 2u?) _ —2u — u? . —2—u
1+ 2u? 1+ 2u? 1+ 2u? 1+ 2u2’

Also ord o (f — 3) = 1, sodass der Wert 3 in oo mit Vielfachheit 1 angenommen wird. An welchem Punkt
wird der Wert 3 sonst noch angenommen?

3x2—2x+5_3 (322 — 2z +5) — 3(22 +2)

—3 = = =
! 2 4 2 2 42
. —22-1 1 z+3%
242 2 2242

Also wird der Wert 3 noch im Punkt —% angenominen.

3. Divisoren

Ein Divisor D der Kurve P! ist eine formale ganzzahlige Linearkombination von endlich vielen Punkten
auf P
D= Z np[P] mit np€Z und #{PecP':np+#0}< oo
Pep!
Beispiele: (fir K = C)
Dy =2[1] = 3[5] +3[o0] =2[(1: 1)] = 3[(1:5)] +3[(0:1)], Da=0, Ds3=2[1+1]—3[r]+ 5[0

(Die eckigen Klammern bei [P] dienen dazu, die Punkte nicht mit Zahlen zu vermischen.)

Dabei soll gelten

Z mp[P] = Z np[P] <= mp =np fir alle P € P*.
PpPept Pcpt
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(Man kann also ,,Koeffizientenvergleich machen.)
Divisoren kann man addieren und subtrahieren:

<Z mP[P]> + (Z nP[P]> =Y (mp+np)[P]

Pep! Pecp! Pep?
und
(Z mp[P]> - (Z np[P]> =Y (mp—np)[P].
Pept Pept Pept
Damit bilden die Divisoren eine abelsche Gruppe, die Divisorengruppe von P*:
Div(P') = { Z np[P]:np € Z und #{P € P! : np # 0} < oo}
Pept

(In der Sprache der Algebra: Div(P!) ist die freie abelsche Gruppe, die von den Punkten von P! erzeugt
wird.)
Wir definieren den Grad eines Divisors durch

grad( Y np[P]) = Y np.

Pept Pep!

Beispiele: Fiir die obigen Divisoren
Dy =2[1] = 3[5] 4+ 3[oc], D2 =0, Ds=2[1+1i]—3[r]+ 5[]
gilt
grad(Dq) =2, grad(D3) =0, grad(D;)=4.

Wir erhalten also eine Abbildung

grad : Div(P!) — Z.
Die Formel fiir die Addition von Divisoren zeigt sofort, dass die Grad-Abbildung additiv ist, d.h. ein
Gruppenhomomorphismus ist.

Die Divisoren vom Grad 0 bilden eine Untergruppe in der Divisorengruppe:

Divo(P') = {D € Div(P') : grad(D) = 0}.

Beispiel: D = 3[n] — 7[i] + 4[o0] ist ein Divisor vom Grad 0.
Die eigentliche Bedeutung der Divisoren kommt von den Hauptdivisoren: Sei f € K(P')\ {0}. Wir
definieren den zu f gehorigen Hauptdivisor durch

div(f) = Y ord p(f)[P].
Pept

Da wir gesehen haben, dass eine von 0 verschiedene Funktion nur endlich viele Null- und Polstellen hat,
ist div(f) wohldefiniert. (Ein Divisor D heiit Hauptdivisor, wenn es eine Funktion f € K (P')\ {0} gibt
mit D = div(f).) Der Divisor div(f) stellt also Informationen iiber die Null- und Polstellen der Funktion
f zusammen.
Beispiele:

e Ist A € K*, so hat A als Element von K (P!) weder Null- noch Polstellen, es gilt also

div(A) = 0.
e Die Funktion x hat einen Pol 1. Ordnung in co und eine Nullstelle 1. Ordnung in 0. Daher ist
div(z) = [0] — [o0].
e Die Funktion u = % hat einen Pol 1. Ordnung in 0 und eine Nullstelle 1. Ordnung in oo:

div(u) = [oc] — [0].
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e Wir hatten die Funktion
Fe 322 —2x+5 _3. (x — 1+“3_14)(:E - 1_V3_14)
x? 42 (x —vV=2)(z+V-2)

betrachtet. In oo ist wegen f(oo) = 3 weder eine Null- noch eine Polstelle, sodass wir erhalten

div(f) = [ + [ - VR - [V

Wenn wir Zahler und Nenner einer rationalen Funktion f in Linearfaktoren zerlegen kénnen, kénnen wir
sofort den zugehorigen Hauptdivisor aufschreiben:

SaTz. Sei f € K(P) mit

(r—ap)™ ... (z—a)™

f =C- )
(.1‘ — ﬁ1>”1 C (l‘ — 55)”5
wo Qi,...,0Q, B1,...,0s paarweise verschiedene Zahlen aus K sind und mq,...,my,ny,...,ns € N,
r,s € Ng, c € K* gilt. Dann ist
div(f) = ((n1+ -+ ns) — (m1+ -+ +my))[oc] + mifar] + -+ -+ mp[ay] — ni1[B1] — -+ — ns[Bs].

Beweis: Wir hatten gezeigt:

m; fir P = ay,

—n. fiir P = 8.

ord p(f) =4 i B =5
(n+-+ns)—(mi+---+m,) fiir P=oo,
0 sonst.

Daraus folgt die Behauptung. B

SATZ. Jeder Hauptdivisor hat Grad 0, d.h. fir f € K(P)\ {0} gilt

grad(div(f)) = 0.
Achtung: Der Ausdruck grad(div(f)) hat nichts mit dem Gradienten und der Divergenz bei Vektorfeldern
zu tun.

Bewets: Wegen

> ordp(f)=0
Pept
gilt
grad(div(f)) = grad( Y ord p(f)[P]) = > _ ord p(f) =0,

Pep? pPePpt
wie behauptet. B

LEMMA. Fir f,g € K(PY)* gilt
div(fg) = div(f) +div(g) und div(%) = —div(Jf).

Die Abbildung
K(PY)* — Divo(P), f > div(f)
ist also ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Es gilt
div(fg) = Y ordp(fg)[P]= Y _ (ord p(f)+ord p(9))[P] =

PcP? PcP!
= S ordp(HIPI+ S ord p(g)[P] = div(f) + div(g),
PecP? PcP!

was zu zeigen war. l
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LEMMA. Fir f,g € K(PY)* gilt
div(f) =0 <= feK*
und
div(f) =div(g) <= es gibt ein A € K* mit g = \f.

Beweis:
e Ist div(f) = 0, so hat f weder Null- noch Polstellen, ist also konstant, wie wir zuvor friiher
gesehen haben. Die Umkehrung ist klar.
o = Ist div(f) = div(g), so folgt div(%) = 0, nach dem ersten Teil ist % konstant, also 4 = A
fiir eine Zahl A € K*. Dann ist g = Af, wie behauptet.
<= Wegen div(A) = 0 folgt
div(g) = div(Af) = div(A) + div(f) = div(f).

Damit ist alles gezeigt. B

Bemerkung: Die Begriffe Ordnung einer Funktion in einem Punkt, Uniformisierende, Divisor, Diviso-
rengruppe, Hauptdivisor lassen sich auch auf beliebigen nichtsinguléren projektiven Kurven C' einfiithren.
Folgender Satz ist aber typisch fiir P* und gilt fiir allgemeine Kurven nicht:

SATZ. Jeder Divisor vom Grad 0 auf P! ist ein Hauptdivisor. Genauer: Ist

D = ng[oo] + mufar] + -+ -+ myfan] —na[B] — - — ng[Bs],
wobei aq, ..., B1,...,Bs paarweise verschiedene Zahlen aus K sind und mq,...,mq,ny,...,ng € N,
r,s € Ng ein Divisor vom Grad 0, so hat die Funktion
r—oa)™ ... (r—a)Mr
o)™ (=)

(=B o (= B

den Divisor D, d.h. div(f) = D.

Beweis: Natiirlich kénnen wir D wir im Satz schreiben. Da D Grad 0 haben soll, folgt
Noo = (N1 4+ -+ +ng) — (M1 + - +my).

Nun betrachten wir die Funktion

(x —ay)™ ... (x —ap)™r

f= (z—B)™ .. (x— Bo)m

Wir haben zuvor gezeigt, dass gilt
div(f) = ((n1+--+ns) = (mi+-- +mp))loc] +mifon] + - +melar] =[] = = ns[B]-
Dann gilt aber offensichtlich D = div(f), was die Behauptung beweist. m
Nochmals anders ausgedriickt: Auf P! sind die Divisoren vom Grad 0 genau die Hauptdivisoren.
Beispiel: Der Divisor
D = 2[1] — 3[x] + 4[¢] — 3[V2]
ist ein Divisor vom Grad 0. Ein zugehoriger Hauptdivisor div(f) wird gegeben durch
. (z —1)*(x —e)*
T @ mi— V2R

DEFINITION. Zwei Divisoren Dy, Dy € Div(P') heifien linear dquivalent, in Zeichen D1 ~ Do, wenn
sie sich nur um einen Hauptdivisor unterscheiden:

Dy ~Dy <= es gibt eine Funktion f € K(P')* mit D; = Dy + div(f).

Beispiel: Es ist div(z) = [0] — [00], also [oo] + div(x) = [0], woraus
0] ~ [oc]
folgt.
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LEMMA. Die lineare Aquivalenz von Divisoren auf P! ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:

e D ~ D: Dies folgt aus D = D + div(1).

e Dy ~ Dy => Dy ~ Dy: Ist Dy ~ Dy, so gibt es eine Funktion f mit Dy = Dy + div(f). Dann
ist aber Dy = Dy — div(f) = D1 +div(3), also Dz ~ Dy.

e Dy ~ Dy, Dy ~ D3 = Dy ~ Ds: Es gibt Funktionen f,g mit D; = Dy + div(f) und Dy =
D3 + div(g). Es folgt Dy = Dy +div(f) + div(g) = D2 + div(fg), also D1 ~ D3. ®

Bemerkung: Man definiert die Divisorenklassengruppe von P! als Faktorgruppe Div(P!) /{Hauptdivisoren}.
Sie mit mit Pic(P') (Picard-Gruppe) bezeichnet. Fiir zwei Divisoren gilt

Dy~ Dy <= D;=Dyin Pic(P").

Bemerkung: Die Definitionen der linearen Aquivalenz und der Picard-Gruppe verallgemeinern sich auf
nichtsinguliire projektive Kurven. Auf P! ist die lineare Aquivalenz aber einfach zu entscheiden:

SATZ. Fiir D1, Dy € Div(PY) gilt:
Dy ~Dy <<= grad(D;) = grad(D2),

zwei Divisoren sind also genau dann linear dquivalent, wenn sie den gleichen Grad haben.

Beweis:
e —> Sei D; ~ D,. Dann existiert eine Funktion f € K(P!)\ {0} mit Dy = Dy +div(f). Es folgt
grad(Dsy) = grad(D; + div(f)) = grad(D,) + grad(div(f)) = grad(D1),

da Hauptdivisoren Grad 0 haben. Dies beweist die Behauptung.

o <= Sei umgekehrt grad(D;) = grad(Dz). Fiir den Divisor D = Dy — D; gilt dann grad(D) =
grad(Ds) — grad(D1) = 0. Da aber auf P! jeder Divisor vom Grad 0 ein Hauptdivisor ist, gibt
es eine Funktion f € K(P!)\ {0} mit D = div(f), und damit

Dy =D+ D=D;+ le(f), also Dy~ D1,

wie behauptet. ®

Beispiel: Sind a7, a5 € K, so gilt
[a1] + [az] ~ 2[oc],

da beide Divisoren gleichen Grad haben. Wir erhilt man einen zugehorigen Hauptdivisor, d.h. eine
Funktion f mit

[a] + [ova] = 2[oc] + div(f)?
Wir setzen
f=@—a)(z—a).
Dann ist
div(f) = [aa] + [o2] — 2[oc],

wie gewiinscht.
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4. Die Vektorrdume £(D) und der Satz von Riemann-Roch fiir P!

Wir fithren nun eine Ordnungsrelation fiir Divisoren ein:

DEFINITION. Sind D1 =Y. mp[P]| und Dy = > np|P] zwei Divisoren auf P!, so definiert man
Dy > Dy <= mp > np fiir alle P € P*.

(Dafiir kann man natiirlich auch Do < Dy schreiben.) Man nennt einen Divisor D effektiv, wenn D > 0
gilt.
Beispiele: Es gilt
2[i] + 3[7] — [13] > [#] — [13] > —[13] > —5[13].
Der Divisor
3[o0] + 4[] + 7[13]
ist effektiv.

LEMMA. Fiir Divisoren auf P gilt:

> ist eine Ordnungsrelation auf Div(P!).

Jeder Divisor ist Differenz effektiver Divisoren.

Jeder effektive Divisor hat Grad > 0.

Aus Dy > D5 folgt grad(Dq) > grad(D3).

Aus Dy > Dy und grad(Dq) = grad(D3) folgt D1 = Ds.

Beweis:

e Die erste Eigenschaft folgt aus der entsprechenden fiir die ganzen Zahlen.
e Ist D =) np[P], so kann man D so als Differenz effektiver Divisoren schreiben:

D = > wp[Pl+ > nelPl=| > ne[Pl| =] > InellP]
Pept pep! pept pep!
np>0 np<0 np>0 np<0

e Die dritte Eigenschaft folgt aus der vierten Eigenschaft.

e Ist D1 =Y mp[P] und Dy = Y np[P], so ist D1 > Dy gleichwertig mit mp > np fiir alle P.
Daraus folgt grad(D1) = > mp > > np = grad(D-), also die vierte Eigenschaft. Gilt zusétzlich
grad(Dy) = grad(Dz), also >_mp = > np, so folgt aus mp > np natiirlich mp = np fiir alle
Punkte P, also die fiinfte Eigenschaft. m

Welche effektiven Hauptdivisoren gibt es? D.h. fiir welche Funktionen f # 0 gilt div(f) > 0, d.h.
ord p(f) > 0 fiir alle P € P!. Wir hatten zuvor gesehen, dass die einzigen Funktionen ohne Polstel-
len die Konstanten sind. Wir formulieren dies als Satz:

Sarz. Fir f € K(PY) haben wir die Aquivalenz:
div(f) >0 <<= [feK" <« div(f)=0.

Bemerkung: Was bedeutet div(f) > —n[P], wenn f eine Funktion, P ein Punkt und n eine natiirliche
Zahl ist? Es bedeutet, dass gilt

ordp(f) > -n und ordg(f) > 0 fiir alle Q € P*\ {P},

dass also f in P hochstens einen Pol n-ter Ordnung besitzt, sonst aber iberall definiert ist. Wir schauen
uns einen Spezialfall in folgendem Lemma an:

LEMMA. Fiir eine Funktion f € K(P')\ {0} und n € Ny gilt
div(f) > —n[oc] <= f ist ein Polynom vom Grad < n.

Beweis:
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e Es gelte div(f) > —n[oc]. Dann ist

ordg(f) >0firalle e K und orde(f) > —n.

Wir schreiben f = g—mg als Quotient gekiirzter Polynome. Wire g(z) nichtkonstant, so gébe es

ein f € K mit ¢(8) = 0, 8 wire eine Polstelle von f und ord g(f) < —1, im Widerspruch zu
ord g(f) > 0. Also ist g(z) konstant und o.E. ¢(x) = 1. Wir haben also f = p(z). Sei m der
Grad von p(x):

p(z) = po + pro + pex + -+ + ppuz™ mit p,, # 0.
Dann ist
1
f=px)= o (Pm + Pm—1u+ -+ pou™) und ord o (f) = —m.

Aus ord o (f) > —n folgt dann m < n, also die Behauptung.
e Die Umkehrung sieht man, wenn man den ersten Teil des Beweises riickwérts liest. B

DEFINITION. Fiir einen Divisor D C Div(P') definiert man
L(D) = {f € K(PY)*: D +div(f) >0} U{0}.
(L(D) ist eine Teilmenge des Funktionenkérpers K(P').) Ist D =" pepi np[ P, so gilt
L(D)={f € K(PY* :ord p(f) > —np fiir alle P € P} U{0}.
Wir schreiben die letzte Darstellung in der Definition noch etwas ausfiihrlicher: Ist D = my[Pi] + -+ +
my[P] —ni[Q1] — - -+ — ns[Qs] mit my,n; € N, so gilt fiir f € K(P')*
feL(D) <« ordp(f)>-m,...,ordp (f) > —m,,
ord g, (f) > na,...,ord g, (f) > ns,
ord g(f) > 0 fiir alle R € P' \ {P1,..., P,,Q1,...,Qs},

d.h. £(D) besteht genau aus den Funktionen, die in Py, . . ., P,. héchstens einen Pol der Ordnung my, . .., m,.,
in Q1,...,Qs mindestens eine Nullstelle der Ordnung n;,...,ns haben und sonst iiberall definiert sind.
Bemerkung: Die Definition

L(D) = {f € K(P")*: D +div(f) > 0} U {0}
ist genau so gemacht, dass die folgende Menge von Divisoren
{D +div(f): f € L(D)\ {0}} C Div(P')
genau aus den effektiven Divisoren besteht, die linear dquivalent zu D sind.
Beispiel: Wir betrachten den Nulldivisor. Fiir eine Funktion f # 0 gilt:
feL0) <<= div(f)>0 <= feK~,

wobei wir die letzte Aquivalenz kurz zuvor gezeigt haben. Mit der 0 zusammen ergibt sich

L(0) =K.
Beispiel: Mit dem vorangegangenen Lemma erhalten wir fiir n € N:
L(n[ec]) = {f e K(P')":div(f) = —n[oc]} U{0} =

= {p0+p1x+"'+pnxn:pOapla“-apnEK}:
= K+Kx+Ka*+ - +Kz"

Da wir das Ergebnis noch benutzen werden, formulieren wir es als Satz:

SATZ. Firn € Ny gilt

L(n[oc]) = {po+p1z+ - +paz” i po,p1,...,pn € K} =
K+ Ke+---+ Ka"
L(n[oo]) ist der K - Vektorraum der Polynome vom Grad < n, eine K -Basis bilden die Monome 1,x, ..., x".

Insbesondere gilt dim L(D) =n + 1.
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LEMMA. Fiir einen Divisor D € Div(P!) ist L(D) ein K -Vektorraum.

Beweis:
e 0 € £(D): Dies gilt nach Definition von £(D).
e Ne K,feL(D)= \f € L(D): Ist f € £L(D)\ {0} und X € K*, so folgt D + div(f) > 0 und
wegen div(Af) = div(f) auch D + div(Af) > 0, also Af € L(D).
o fg€ L(D) = f+g € L(D): Seien f,g € L(D)\ {0}. Ist f + g = 0, so gilt trivialerweise
f+ge€ L(D). Seialso f+ g # 0. Schreiben wir D = )" np|[P], so gilt
ord p(f) > —np und ord p(g) > —np fiir alle P € P*.
Dies impliziert
ord p(f + g) > min(ord p(f),ord p(g)) > —np,
und damit f + g € L(D).
Dies beweist, dass £(D) ein K-Vektorraum ist. B

LEMMA. Fir D € Div(P') und f € K(PY)* gilt:
e L(0) =K.
e L(div(f) =K
o L(D+div(f))
Beweis:

e Dies haben wir bereits gezeigt.

e Fiir g € K(PY)* gilt: g € L(div(f)) < div(g) +div(f) > 0 < div(gf) > 0, was dquivalent
damit ist, dass gf konstant ist, d.h. gf € K, also g € K%. (Natiirlich folgt die Eigenschaft auch
aus (1) und (3).)

e Fiir g € K(P!)* gilt:

g€ L(D+div(f)) <= D+div(f)+div(g) >0 <=
<~ D+div(fg) >0 <+

— fgeLD) ge}cw»

was die Behauptung beweist. B

Beispiel: Wir wollen fiir einen Punkt P € P* den K-Vektorraum £(—[P]) bestimmen. Fiir f € K(P!)*
gilt:

f e L(—[P]) < div(f) — [P] >0 < div(f) > [P].
f diirfte also keine Polstelle haben, miisste also konstant sein, andererseits miisste f aber in P eine
Nullstelle haben. Das geht nicht, und daher folgt £(—[P]) = 0.

Das Phénomen des letztes Satzes ldsst sich leicht verallgemeinern:

SATz. Fiir D € Div(PY) gilt die Implikation:
grad(D) <0 = L(D)=0.
Beweis: Angenommen, es gibe eine Funktion f € £(D) \ {0}. Dann wire D + div(f) > 0, und damit
grad(D + div(f)) > 0. Es wiirde
grad(D) = grad(D) + grad(div(f)) = grad(D + div(f)) >0
folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung grad(D) < 0. Also muss £(D) = 0 gelten. B

Beschreibung von £(D) im Fall grad(D) > 0: Wir schreiben
D =njfoq] + -+ + ne[ay] + neo[o0]
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mit (beliebigen) ganzen Zahlen nq, ..., n,, ny und paarweise verschiedenen Zahlen ay, .. ., «, aus K. Wir
definieren

f= H(w — )"
Dann ist )
div(f) = mifoa] + -+ + nefon] — (n1 + - + 0y ) [o0]
und daher
D — div(f) = (moc + (n1 + -+ +n,))[oc] = grad(D) - [oc].

Mit einem friitheren Satz folgt
L(D) = L(grad(D)[oo] +div(f)) = %E(grad(D)[OO]) =

1
?(K + Kz + -+ Kg#2d(D)),

Wir fassen das Ergebnis in einem Satz zusammen:

SATZ. Ist
D =nifoaq] + - + nefar] + neo[o0]

ein Divisor vom Grad > 0 mit paarweise verschiedenen Zahlen oy, . .., a. und ganzen Zahlenny, ..., Ny, Noo,
definiert man

f= 1_[(JC — o)™,
=1

so gilt
1 T 72 xgrad(D)
LD)=K -+K-“4+K- -4+ K- ,
(D)= fgr gt 7

die Funktionen 957 mit i =0,...,grad(D) bilden also eine K-Basis von L(D). Insbesondere gilt

dim £(D) = grad(D) + 1.
Beispiel: Wir betrachten D = [1] + [2] + [3]. Der Vektorraum L£(D) besteht aus den Funktionen, die in
1,2,3 hochstens jeweils einen Pol 1. Ordnung haben und sonst {iberall definiert sind. Wir bilden
f=@-1)(z—-2)(xz—3).
Wegen grad(D) = 3 bilden die Funktionen

1 T z?2 z

@-DE-2)@-3) @-De-2@-3 (@-DE-2@-3 (-1)-2)(-3)

eine Basis von £(D).

Die Dimensionsaussagen fiir £(D) fassen wir nochmals zusammen:
SaTz (Riemann-Roch fiir P). Fiir einen Divisor D € Div(Pt) gilt

0 fiir grad(D) < 0,

dim £(D) = {grad(D) +1  fir grad(D) > 0.

Beispiel: Fiir n € Nist £(n[oc]) der Vektorraum der Polynome vom Grad < n. Eine Basis ist 1, z,22,..., 2",

die Dimension also n + 1, was mit grad(n[oc]) + 1 iibereinstimmt.

Es gibt einen Satz von Riemann-Roch fiir nichtsingulére projektive Kurven, der allerdings deutlich an-
spruchsvoller ist als der hier gezeigte Satz fiir PL.

Wir geben noch eine Darstellung fiir £(D) im Fall effektiver Divisoren an, die auf der Partialbruchzerle-
gung rationaler Funktionen beruht:
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SaTz (Partialbruchzerlegung iiber einem algebraisch abgeschlossenen Grundkérper K). Jede rationale
Funktion f € K(x)* hat eine (bis auf Summationsreihenfolge) eindeutige ,Partialbruchzerlegung®

b b b b, b, bron,
f — (LJ’, 1,2 ++$)++( )1 + »2 + -+ u >+

T — ay (z — a1)? (z — ar)™ z—ar, (z—ap)? (x — ap)nr

2 m
+co+cix+cex” + -+ emz.

Kiirzer geschrieben:

-y S e

=1 j=1
Dabei sind o, b; j,c1, € K, n; €N, ay, ..., o, pearweise verschzeden und r,m € Ng.
Beispiele:
1 B 1 @) —(@-1) 5 g
22-1  (z-1@+1)  (z-D@E+1) -1 z+1’
1 B 1 e -@-d) 5 %
24+1  (z—i)(z+i)  (z—i)(z+i)  w—i x+i
3 1 1
_ 2 2
x2 -1 x—1+x—1+x'
Bemerkung: Wir betrachten f € K(P!) mit der Partialbruchzerlegung
=3 Y e
=1 j= 1 =
wobei oy, b; 5, ¢, € K, n; €N, ay,...,a, paarweise verschieden und r,m € Ny sind.

Wir betrachten die Polstellen der Summanden:

° m hat Ordnung —j in a; und ist sonst definiert.
Daher: ord o, (f) > —n; mit Gleichheit, falls b; ,, # 0.
2* hat Ordnung —k in oo und ist sonst definiert.
Daher: ord o (f) > —m mit Gleichheit, falls ¢, # 0.
In allen anderen Punkten gilt ord p(f) > 0.

Daraus ersieht man

f e Linfoa] + -+ nefa] + mloa]).
Durch Betrachtung der Partialbruchzerlegung ist auch umgekehrt leicht zu sehen, dass jedes Element aus
L(ni|a1] + -+ + ny[ar] + m[oo]) obige Gestalt hat. Wir fassen zusammen:

SATZ. Seien r,m € Ny, aq,...,a,. € K paarweise verschieden, ny,...,n, € N, ny, € Ng. Dann gilt fiir
den effektiven Divisor
D =nqfaq] + - - + npfa] + Moo [o0]

roon; Noo

rins cRxT” c, € K
DI TS SRR
=1 j= 1
Die Funktionen .
. . k
- i=1,...,r7=1,...;n;, " k=0,...,N
(x —a;)
bzw. ausgeschrieben
1 1 1 1 . .
x—a:l’ 7(:177&1)”17 7(1;—0[7,7 ’(x—ar)nr7 b ) b

bilden eine K -Basis von L(D). Insbesondere gilt dim £(D) = grad(D) + 1.
Beispiel: Fiir D = 2[3] 4 3[2] + 5[o0] ist

1 1 1 1 1
bl b 7]'7 27 37 47 5
x—3 (x—-3)2"2-2"(z—2)2" (z—2)3 DT
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eine K-Basis von £(D). Beim zuvor dargestellten Vorgehen bildet man
[ = @=3a—2’
und erhélt dann wegen grad(D) = 10 als K-Basis von £(D)

1 T z10

@322 @-39@-27 T @-3Pe-2

5. Eine Anwendung in der Codierungstheorie
Beim Ubertragen von Nachrichten auf elektronischem Weg kénnen Fehler passieren. Was macht man,
wenn z.B. die 0-1-Folge
01001101011000010111010001101000011001010110110101100001011101000110100101101011
gesendet wird, dafiir aber
00001001111000011011010001101000011001010011110100100001010101000110101101101011

ankommt?
Die Idee der Codierungstheorie ist es, Redundanz einzufiigen, sodass man trotz vorhandener Fehler auf
die urspriingliche Nachricht schlieen kann.

Beispiel: Ersetzen wir 0 durch 000 und 1 durch 111, so wird beispielsweise die Folge 0110 zunéchst in
000 111 111 000

iibersetzt und dann gesendet. Erhélt der Empfianger die Folge
010 111 011 000,

so liegt es nahe, dass

000 111 111 000

gemeint war; durch ,,Fehlerkorrektur® erhilt man also die urspriingliche Nachricht. (Der ,,Code® ist auch
unter dem Namen Hamming-Code [3, 1] bekannt.)

Ein [n, k]-Code C (iiber F3) ist ein k-dimensionaler Untervektorraum von Fj, er wird gegeben durch
eine k x n-Matrix M = (m;;) € M(k x n,Fs). (Die Zeilen von M bilden eine Basis von C.)

Die zu iibertragende Nachricht, die als 0-1-Folge gegeben ist, unterteilt man in eine Folge von Blécken
(a1 ...ag) der Linge k. Der Block (ag ...ax) wird dann transformiert in

mip M1z ... Mip
(al...ak) :(blbgbn)
mr1 Mg2 ... Min

und der neue Block (b; .. .b,) wird gesendet.
Beispiel: Der Hamming-Code [7, 4] wird (beispielsweise) gegeben durch folgende Matrix

1000 011
01 00101
M= 0010110
0001111
(SAGE: codes.HammingCode (GF(2) ,3) .generator_matrix()). Je 4 Bits werden in 7 Bits umgewandelt:

0000 -> 0000000
0001 -> 0001111
0010 -> 0010110
0011 -> 0011001
0100 -> 0100101
0101 -> 0101010
0110 -> 0110011
0111 -> 0111100
1000 -> 1000011
1001 -> 1001100
1010 -> 1010101
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1011 -> 1011010
1100 -> 1100110
1101 -> 1101001
1110 -> 1110000
1111 -> 1111111

Welche Eigenschaften soll ein guter Code haben?

e Gute Fehlerkorrektur.
e Hohe Informationsrate.
e Finfaches Codieren, einfaches Decodieren.

Wir werden die Situation etwas allgemeiner betrachten. Statt des Grundkoérpers Fo werden wir einen
allgemeinen Korper K zugrundelegen.

Codes: Ein [n,k]-Code C iiber einem Koérper K ist ein k-dimensionaler Untervektorraum von K™.
Schreibt man eine Basis von C' zeilenweise in eine Matrix, so erhilt man eine k x n-Matrix M € M(k x
n, K), die auch Erzeugermatrix genannt wird. Eine Folge von k Zahlen aus K, also (aj ... ay) wird dann
zu (b1 ...b,) codiert mit

mi1 min
(blbn):(alak) : (alak)—>(b1bn)
Mg ... Mkn

Hamming-Abstand: Auf K™ definiert man den Hamming-Abstand zweier Vektoren v,w € K™ (mit
v=(v1,...,0p), w=(w1,...,wy,)) durch

dHamming(U7w) = #{Z LU 7& wi}-
Der Hamming-Abstand gibt also an, an wievielen Stellen sich die Vektoren unterscheiden.
Ist C C K™ ein [n, k]-Code, so definiert man den Minimalabstand d(C) des Codes durch
d(C) = min{duamming (v, w) : v,w € C,v # w}.

Zwei verschiedene Worter des Codes unterscheiden sich also an mindestens d(C') Stellen. Da C ein Un-
tervektorraum von K™ ist, gilt auch

d(C) = min{dgamming (v, 0) : v € C'\ {0}}.
Man nennt den Code dann auch einen [n, k, d(C)]-Code.
Beispiel: Der oben erwihnte Hamming-Code [7, 4] iiber Fs ist ein [7, 4, 3]-Code.
Beispiel: Wir betrachten in F3 den Fa-Untervektorraum
C = {(x1,29,23,24) €T3 : 21 + 29 + 23 + 24 = 0}.

Die Elemente von C' kann man leicht auflisten:

(0,0,0,0),(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1),(1,1,1,1).
Es ist dim(C) = 3 und d(C) = 2. Also handelt es sich um einen [4, 3, 2]-Code iiber Fs.
Goppa-Codes oder algebraisch-geometrische Codes: Goppa hat um 1975 bemerkt, dass man mit
algebraischen Kurven interessante Codes konstruieren kann. Wir skizzieren zunéchst die Idee:

Gegeben ist eine Kurve C, bei uns P', ein Divisor D und Kurvenpunkte P, ..., P,. Dabei soll jede
Funktion f € £(D) in P, ..., P, definiert sein. Dann ist

a:L(D)—= K" f[f=(f(P),...,f(P))

eine K-lineare Abbildung. Also ist

C = Bild(«)
ein Code. Durch geeignete Parameterwahl kommt man zu interessanten Codes, worauf wir hier aber nicht
eingehen wollen.

LEMMA. Sei D = my[Q1] + -+ + m.[Q,] € Div(P!) ein Divisor.
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o Ist Pe P\ {Q1,...,Q.}, so ist jede Funktion f € L(D) in P definiert.
e Fiir paarweise verschiedene Punkte Py, ..., P, € P\ {Q1,...,Q,} gilt

f(P) = =f(P) =0 <= [feLlD-[P]--—[P)]).

Beweis:
o Ist f € L(D)\{0},sogilt div(f)+D > 0, also ord g, (f) > —m fiir j = 1,...,r und ord p(f) > 0
fir P € P\ {Q1,...,Q,}. Dies beweist die Behauptung.
e Es gilt fiir f € £L(D)\ {0}:

f(P)=-=f(P)=0 < ordp(f)>1,...,0o0dp, (f)>1 <=
= div(f) > —m[Qi] = = [Qr] + [P+ + [P] =
— div(f)> -D+[P]+ -+ [P)] =
= div(f)+D—-[A]—-—[P]>0 =
= [eLD-[P]--—[R]).
Es folgt die Behauptung. ®

SATZ. Sei D = m[Q1]+--+m,[Q,] € P! ein Divisor vom Grad > 0 und Py,..., P, € PP\ {Q1,...,Q.}
paarweise verschiedene Punkte mit n > grad(D). Dann ist

a:L(D)—= K" [ (f(P),...,f(P)
eine injektive K -lineare Abbildung. C' = Bild(«) ist ein [n, k, d]-Code iber K mit
k=grad(D)+1, d=mn—grad(D).
(Es ist k = dim(C) die Dimension von C und d = d(C') der Minimalabstand von C'.)

Beweis:

e Das vorangegangene Lemma zeigt, dass die Abbildung « definiert ist. Die Linearitét ist dann
klar.
e Das Lemma zeigt:

Kern(a) = L(D = [Py] — -+ — [Pn]).
Nun gilt aber grad(D — [P1] — -+ — [P,]) = grad(D) —n < 0, was L(D — [Py] —---—[Pn]) =0
und damit die Injektivitdt von « liefert.

o Es ist
k = dim(C) = dim(Bild(a)) = dim(£(D)) = grad(D) + 1.
e Sei d = d(C). Dann gibt es eine Funktion f € £(D) \ {0}, sodass nach eventueller Umnumme-
riung der Punkte Py, ..., P, gilt

f(Pl)#Ovvf(Pd)#Ov f(Pd+1):0a~~~vf(Pn):0'

Es folgt
fe LD —[Pipa] =+ = [Pa]) \ {0},
und damit
0 < grad(D — [Py41] — - - — [P]) = grad(D) — (n — d) = grad(D) — n +d,
also

d > n — grad(D).
e Wir konstruieren nun eine Funktion, die zeigt, dass die letzte Ungleichung sogar eine Gleichheit
ist. Der Divisor

D —[P] = — [Pgaa(n)]
hat Grad 0, also gibt es eine Funktion
f € ‘C(D - [Pl} - [Pgrad(D)]) \ {O}

Nach dem Lemma gilt
f(P1> = :f(Pgrad(D)) =0,
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und damit
dHamming ((f)) < n — grad(D).
Dies impliziert
d < n —grad(D).
Zusammen mit der Abschéitzung aus dem letzten Punkt folgt
d =n — grad(D),

wie behauptet. ®

Beispiel: Als Grundkérper betrachten wir Fys (oder ?5). Wir wéahlen
P1:]., P2:2, P3:37 P4:4, D:[OO]

Dann ist n = 4 und grad(D) = 1, also n > grad(D). Wir brauchen eine Basis von £(D) = L([oo]) und
wihlen f; = 1, fo = 2. In der zum Code gehorigen Erzeugermatrix stehen dann die Zahlen f;(«) mit

i=1,2und a € {1,2,3,4}:
111 1
M:(l 2 3 4)'

Nach unserem Satz hat der Code Dimension k = grad(D) + 1 = 2 und Minimalabstand d(C) = n —
grad(D) = 3. Es handelt sich also um einen [4, 2, 3]-Code iiber Fj.

00 -> 0000
10 -> 1111
20 -> 2222
30 -> 3333
40 -> 4444
01 -> 1234
11 -> 2340
21 -> 3401
31 -> 4012
41 -> 0123
02 -> 2413
12 -> 3024
22 -> 4130
32 -> 0241
42 -> 1302
03 -> 3142
13 -> 4203
23 -> 0314
33 -> 1420
43 -> 2031
04 -> 4321
14 -> 0432
24 -> 1043
34 -> 2104
44 -> 3210

(SAGE kennt den Code als codes.ReedSolomonCode (GF(5),4,2).

Literatur: [Geer-Lint|, [Luetkebohmert]



KAPITEL 6

Algebraische Varietéten - vertieft

Im ersten Teil der Vorlesung haben wir versucht, mit minimalen algebraischen Begriffen auszukommen.
Im zweiten Teil der Vorlesung werden wir nun etwas mehr Algebra verwenden.

e Wir legen im Folgenden einen Kérper K zugrunde. Sei K ein algebraischer Abschluss von K.
Wir setzen voraus, dass K separabel iiber K ist, d.h. jedes irreduzible Polynom aus K [x] zerlegt
sich iiber K in der Form

f=clz—a1)(x—a)...(x— ;)
mit paarweise verschiedenen Zahlen a,...,a, € K. Ein solcher Kérper heifit vollkommener
Koérper (engl. perfect field). B
e Im Fall eines vollkommenen Kérpers ist K galoissch iiber K. Mit Gx werde die Galoisgruppe
von K iiber K bezeichnet. Es gilt:
K ={a €K :0a=afiralle 0 € Gx}.

e Beispiele vollkommener Korper: Algebraisch abgeschlossene Korper, Korper der Charakteristik
0 und endliche Korper.

e Beispiel eines Korpers, der nicht vollkommen ist: Der rationale Funktionenkérper in einer Va-
riablen iiber einem endlichen Kérper F,, also F,(t) = {% : g(t), h(t) € Fplt]} ist nicht voll-
kommen, da beispielsweise das Polynom xP — ¢ zwar irreduzibel iiber dem Korper, aber nicht
separabel ist.

e Der Polynomring K|[z1,...,x,] iiber einem Koérper K ist ein noetherscher Ring, d.h. jedes
Ideal ist endlich erzeugt.

e Ein Ideal p eines kommutativen Rings R (mit Eins) heifit Primideal, wenn der Faktorring R/p
ein Integritiitsring ist. Aquivalent dazu ist, dass p # R und folgende Implikation gilt:

abep = a€cpoderbep.

e Ein Ideal m eines kommutativen Rings R (mit Eins) heift maximales Ideal, wenn der Faktor-
ring R/m ein Korper ist.

e Die Galoisgruppe Gk operiert auf den Polynomen aus K [x1, ..., z,]: Fiir f = > ai,. i, xzf ...min
und o € G sei

o(f) = Za(ai17___7i")x§1 cooxin
Dann gilt:
Klry,...,zn) ={f € Klx1,...,2,) : 0f = f fiir alle 0 € G }.
Fiir a1,...,a, € K gilt dann
o(flar,...,an)) = (6(f))(o(ar),. .., o(an)).
1. Affine Varietiten
DEFINITION. Der n-dimensionale affine Raum ist
A" ={P=(ay,...,a,):a; € K}.
Die Menge der K-rationalen Punkte von A™ ist
A"K)={P=(a1,...,an) €A™ 1 q; € K}.
Datei: algku6.tex. Version vom 18.7.2021
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Die Galoisgruppe G operiert auf A™ durch o(ay,...,a,) = (cay,...,0a,). Dann gilt
A"(K)={P € A" : P = P fiir alle 0 € Gk }.

DEFINITION. Fine Teilmenge V. C A™ heifit algebraische Menge in A™, falls es Polynome f1,..., f. €
Klzy,...,x,) gibt mit

V={pPeA": fi(P)="---=[(P) =0}
Man sagt, eine algebraische Menge V ist iber K definiert, falls es Polynome g1,...,9s € K[x1,...,2y]
gibt mat

V={PeA": ¢(P)="--+=gs(P)=0}.
Man schreibt dann auch V/K. In diesem Fall heifit
VIK)=VNnA"={PeK":g(P)=---=gs(P)=0}

die Menge der K -rationalen Punkte von V.

Ist V. C A" iiber K definiert, d.h. V = {f; = --- = f.} mit Polynomen fi,..., f, € K[z1,...,24], S0
operiert Gi auf V, denn fiir o € G gilt:

PeV=fi(P)=0=0=0(f;(P)) = fi(c(P)) = c(P) e V.

Beispiele:
(1) Sei f = —3y + 22y + 3y? und g = 42 + 5y + 2% + xy. Dann ist
—5++v—35 8—+/—-35, ,—5—+/—35 8++/—35
XZ{fzg:()}:{(0,0),(—4,0),( 9 ’ 3 )7( 2 ’ 3 )}

Die Galoisgruppe G operiert offensichtlich auf X.
(2) Sei f = -3+ 3y + 422 — 5zy und g = —3 — 3z + ay — 5y>. Dann ist

X={f=9g=0}={(-2,-D)}U{(e,4a* + a — 3) : 20a® — 11a* — 18a + 12 = 0}.

(Die Galoisgruppe des Polynoms 2023 — 1122 — 18x + 12 ist die S3.)
(3) Ist X C A? eine iiber Q definierte algebraische Menge, und ist (v/2,v/3) € X, so folgt

(+V2,£V3) € X.

DEFINITION. Se: V C A" eine algebraische Menge. Dann heifst
I(V)={f €Klx1,...,x,]: f(P) =0 fiir alle P € V}
das Ideal von V. Weiter setzt man
I(V/K)=I(V)NK[x1,...,xy].

Bemerkungen:
(1) Ist V.= {fy = --- = fr = 0}, so verschwinden natiirlich auch alle Polynome aus dem Ideal
(f1,..., fr) auf V. Gibt es noch mehr Polynome? Der Hilbertsche Nullstellensatz besagt,
dass

IV) =V (f1,-- fr)
gilt. Dies setzt die Betrachtung iiber K voraus. Dabei ist
(fis- s fr)={f €Klz1,...,xn] : f™ € (f1,..., fr) filr ein m € N}

das Radikalideal von (fy,. .., f.). (Statt v/(f1, ..., f») findet man auch die Schreibweise rad((f1,. .., fr))-)
(2) Im Polynomring K|[x1,...,z,] gilt

Gleichheit gilt genau dann, wenn V iiber K definiert ist.
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DEFINITION. Eine nichtleere algebraische Menge V- C A™ heifit (absolut) irreduzibel, falls sie nicht als
echte Vereinigung weiterer algebraischer Mengen Vi, Vo C A™ geschrieben werden kann, d.h. V =V, U Vs
impliziert V.= V1 oder V. = Vs. (Die leere Menge wird nicht als irreduzibel betrachtet.) Fordert man, dass
V, V1, Vy diber K definiert sind, so nennt man V irreduzibel iiber K.

Bemerkung: Sei f € K[z1,...,2,] und V = {f =0} C A™. Ist f iiber K irreduzibel, so ist V iiber K
irreduzibel. Ist f iiber K irreduzibel, so ist V absolut irreduzibel.

Beispiel: X = {22 = 22} ist iiber Q irreduzibel, nicht aber absolut irreduzibel.

SATZ. Jede algebraische Menge V ist Vereinigung von endlich vielen irreduziblen:
V=Vu---uV,.

Fordert man noch Vy € V; fir i # j, so ist diese Darstellung bis auf die Reihenfolge eindeutig. Die V;’s
heiffen irreduzible Komponenten von V.

Beispiel: Sei V = {f = 0} mit f € K[x1,...,2,]. Da K[z1,...,2,] ein faktorieller Ring ist, hat man
eine (bis auf Konstanten eindeutige) Zerlegung

f= 0
wo die f;’s irreduzible Polynome sind und e; > 1. Dann gilt:
V={f=0={fi=0U---U{fr =0}

Die algebraischen Mengen {f; = 0} sind die irreduziblen Komponenten von V.

Bemerkung: Sei X iiber K definiert, iiber K irreduzibel, aber nicht absolut irreduzibel. Sei V' = {f; =
-+ = f. = 0} eine irreduzible Komponente von X iiber K und fiir 0 € Gk

Vo={ofi=-=0f =0}
Dann gilt
X=V,,U---uUV,..
W =V, N---NV,, ist iiber K definiert und X (K) C W(K).

Beispiel: V = {3 — 3y + 2% + 2y + y? = 0} ist iiber Q definiert und iiber Q irreduzibel. Uber Q(v/—3)

erhilt man die Zerlegung
71+\/73 3+\/ —1-v-3 3—v—3
V=ly="—" =1 2

Man sieht dann V(Q) = {(-1,2)}.

}.

SATZ. Sei V. C A™ eine algebraische Menge. V st genau dann (absolut) irreduzibel, wenn I(V) ein
Primideal in K[z1,...,x,] ist.

DEFINITION. Fine (absolut) irreduzible Teilmenge von A™ heifit eine affine Varietét.

DEFINITION. Sei V' eine iber K definierte affine Varietdit in A™. Dann heifit
K[V]=Klz1,...,z,]/I(V/K)

der affine Koordinatenring von V (iiber K). K[V] ist ein Integrititsring. Sein Quotientenkdrper
K (V) heifit der Funktionenkérper von V/K.
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Interpretation als Funktionen: Sei V eine affine Varietiit in A". Die Polynome aus K|[z1,..., o,
konnen wir als Funktionen V' — K betrachten. Fiir zwei Polynome f, g gilt:
f und g liefern die gleiche Funktion auf V. <=
<= f — g verschwindet auf V=<«
= f-gellV) <<= f=gmodlI(V) <+
<= f =g als Elemente von K[V].

Die Elemente aus K [V] kénnen also als Funktionen auf V' betrachtet werden.

DEFINITION. Sei V C A" eine Varietdt. Dann wird die Dimension von V' definiert als

dimV =max{n: Vo C Vi C--- CV, =V,V; irreduzibel}.

Bemerkung: Die Dimension von V berechnet sich auch als Transzendenzgrad von K (V) iiber K.

Beispiele:
(1) K[A"] = K[z1,...,2,]. A" hat Dimension n.
(2) Sei f € K[xy,...,2,] ein irreduzibles Polynom. Dann ist V = {f = 0} eine Varietit der

Dimension n — 1. Auflerdem gilt

K[V]=Klz1,..., 2]/ (f).

DEFINITION. Sei V' C A™ eine Varietit, (V) = (f1,..., fr) und P € V. Man sagt V ist nichtsingulér
(oder glatt) in P, falls gilt

shpy ... gg; (P)
dimV =n — Rang
ghpy ... S(P)

Ist V' in jedem Punkt nichtsinguldr, so heifst V nichtsingulér.

Beispiel: Sei f(x,y) € K|x,y] ein irreduzibles Polynom. Dann ist V = {f = 0} eine 1-dimensionale
affine Varietét, eine Kurve. V ist genau dann nichtsingulédr in P € V', wenn

of of
&L Z ey 2o
Dann ist %(P)(x —zp)+ %(P)(y —yp) = 0 die Tangente in P = (zp,yp).

Beispiel: y? = 22 + 23 und y? = 3 sind jeweils singulir in (0,0).
DEFINITION. Sei V' eine affine Varietit und P € V.. Dann heifst

R[V]p = {g eR(V): f.g € K[V],g(P) # 0}

der lokale Ring von V in P.

Der lokale Ring von V' in P besteht also aus den Funktionen des Funktionenkorpers, die in P definiert
sind. Offensichtlich gilt:
KV] C K[Vl CE(V).

Beispiele:
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(1) Wir wissen bereits K[A?] = K|[z,y] und

~

(z,9)
g(x,y)

K(A2):K(x7y):{ :f,gEK[x,y]}.

Fiir P = (2,—1) gilt dann

k(82 = (150 f.g € Kioalg2.-1) £0),
(2) Sei X = {y? =23} C A?. Dann ist K[X]| = K[z,y]/(y?> — 2%). Jedes Element aus K[X] hat die
Gestalt a(x) + b(z)y mit Polynomen a,b € K[z]. Wir betrachten die Funktion f = £. Sie ist
definiert fiir alle P # (0,0). Fiir f? gilt im Funktionenkorper:
2 .3
pot__,
also ist f2 in allen Punkten definiert, auch in (0, 0).

2. Projektive Varietiten

DEFINITION. Auf A"\ {(0,...,0)} wird durch

(oy ey Tn) ~ (Yo, -+, Yn) <= T = Ay; fir ein e K" und alle i
eine Aquivalenzrelation definiert. Die Aquivalenzklasse von (zq, . . ., %, ) wird mit (xq : - - - : x,) bezeichnet.
Die x;’s heiffen homogene Koordinaten von (xg : -+- : x,). Die Menge der Aquivalenzklassen heifst n-
dimensionaler projektiver Raum (iber K ):
P"=P"(K)={(x0: - :2n):2; € K, (20,...,2,) # 0}.
Die Menge der K -rationalen Punkte von P™ ist
P(K)={(xg: - :axp) €P":2; € K}.
Beispiel: Es gilt
P*"(Q) ={(ap: - :an):a; € Z,ggT(ag,...,an) = 1}.
Bemerkung: Aus P = (29 : --- : x,) € P*(K) folgt noch nicht x; € K, wie das Beispiel (0 : v/2) =
(0 : 1) € PL(Q) zeigt. Dies éindert sich, wenn man eine der homogenen Koordinaten zu 1 normiert. Ist
P=(zg: - :m,) € P"(K) und x; # 0, so nennt man
Zo Tn T
K(P) =K, 2R

den minimalen Definitionskoérper von P iiber K. Die Galoisgruppe operiert natiirlich auch auf P*(K) und
man sieht schnell

P"(K)={PeP":0P =P firallec € Gk}
und

K(P) = Fixkorper von {0 € Gi : 0P = P}.

DEFINITION. Eine Teilmenge V. C P heifit algebraische Teilmenge in P", falls es homogene Polynome
fi,ooo, fr € K[zo, ..., x,] gibt mit

V={PelP": i(P)=--=f(P)=0}={fr=---=f =0}
Man sagt, die algebraische Menge V- C P™ ist iiber K definiert, falls es Polynome g1, ...,9s € K[o,...,Ty]
gibt mit V.={g1 = --- = gs = 0}. In diesem Fall heifit

V(K)=VnNnP"K)
die Menge der K -rationalen Punkte von V.

Genau wie im affinen Fall definiert man, wann eine algebraische Teilmenge irreduzibel heifit.
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DEFINITION. FEine projektive Varietit ist eine irreduzible algebraische Menge in einem P™.

Das Ideal I (V) einer algebraischen Menge V' C P™ ist das Ideal, das von allen homogenen Polynomen
f € K[z, ...,x,| erzeugt wird, die auf V' verschwinden. Dann gilt:

V C P" ist projektive Varietdt <= I(V) ist Primideal.
Wieder kann man jede algebraische Teilmenge des P™ in eine endliche Vereinigung von irreduziblen

Komponenten zerlegen.

Zariski-Topologie:

e SindV={fi=--=f=0tund W={g; = = g; = 0} algebraische Mengen, so auch
VUWZ{flgl :"':flgs:"':frglz"':frgszo}~
e Seien V; = {f;1 =--- = fir, =0}, i € I algebraische Mengen. Nach dem Hilbertschen Basissatz

ist das Ideal (f;; : ¢ € I,1 < j < r;) endlich erzeugt, d.h. es gibt Polynome g1, ..., g, mit
(fijriel,L1<j<r;)=(g1,---,9s) und damit
NictVi={PeP": fjj(P)=0ftralleie Jund allej=1,...,r;} ={g1 =--- =g = 0}.
Also ist auch N;c7V; eine algebraische Menge.
e Weiter sind ) = {1 = 0} und P* = {0 = 0} algebraische Mengen.
Die algebraischen Teilmengen des P™ erfiillen damit die Axiome fiir die abgeschlossenen Teilmengen einer
Topologie. Man nennt diese Topologie die Zariski-Topologie auf dem P". (Das gleiche gilt natiirlich auch
auf dem A™.) Damit kénnen wir jetzt topologische Begriffe verwenden. Teilmengen des P denken wir
uns mit der induzierten Topologie versehen. Dass diese Topologie etwas ungewthnlich ist, zeigen folgende
Beispiele:

Beispiel: Sei X C P” eine projektive Varietit und U,V C X zwei offene nichtleere Teilmengen von X.
Dann gilt UNV # 0.
Beweis: Wire U NV = (), so hiitte man

X =(X\U)U(X\V).

X\ U und X \ V sind abgeschlossene Mengen von X, also algebraische Mengen des P™. Da X irreduzibel
ist, folgt X = X \ U oder X = X\ V, d.h. U = ( oder V' = ), ein Widerspruch zur Voraussetzung. B

Beispiel: Die abgeschlossenen Teilmengen des P! sind @, P! und alle endlichen Teilmengen.

Wir wollen nun den P™ betrachten. Sei 0 < i < n gegeben. Dann ist H; = {x; = 0} abgeschlossen und

U, =P\ H; = {x; # 0} offen in P™. Fiir (xg :---: z,) € U; gilt:
Zo LTi—1 Li41 LTn
Ceee . g .. . [ :7:...:7:1:7:...:7.
(zo Tio1 i Tit Tig zn) = ( ., . . ., )
Definiert man also
¢i A" = Ui (1o yn) = (1 1yt Lo yigr 0o 2 yn)
und x x T T
0 i—1  Tit1
Wi iUy = A", (@0t @imq 1@y igq t e @) e (e Seh L Ty
so sind ¢; und v; invers zueinander. Wir kénnen also A™ als offene Teilmenge des P™ betrachten. Oft
wéhlen wir ¢ = 0, d.h. wir denken uns A™ C P™ mit (x1,...,2) >~ (1:xy: - xy).

Ist V' C P™ eine projektive algebraische Menge, gegeben durch

V= {fl(an”'vxn) == fr(an”-vxn) = 0}7
wo die f;’s homogene Polynome sind, so ist V N A™ eine affine algebraische Menge, gegeben durch die
Gleichungen
VA" ={fil,z1,...,2n) == fr(1,21,...,2,) = 0}.
Wichtiger ist die Umkehrung:
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DEFINITION. Ist V' C A" eine affine algebraische Menge, so denken wir uns V- -mit V.C A" C P" als
Teilmenge des P™. Der topologische Abschluss V von V in P™ heift der projektive Abschluss von V.

Wie berechnet man den projektiven Abschluss? Dazu brauchen wir das Homogenisieren von Polynomen.

Sei f(x1,...,2,) € K[z1,...,7,] ein Polynom vom Grad d. Das homogenisierte Polynom ist dann
. gy
£ Gore o) = a2,

Man kann dies auch explizit ausschreiben: Ist
f = Z ailu.z‘nlel A xi{l,
i1tetin<d
so ist o
fF= Z iy i TP T

igti1t-tin=d

Damit gilt nun: Sei V. C A"™ eine algebraische Menge mit
IV) = (fr,--- . fr)-

Seien g1,...,9s € K|xo,...,2,] homogene Polynome mit

(f*:felV)) = (91,- -+, 9s)-
Dann ist
V= {g = =g, =0}
Im Allgemeinen gilt nur

Vs

Beispiel: Fiir V = {(0,0)} C A? gilt
(V) = (,y - 22).
Die Homogenisierung von = und y — 22 ist #; und zgzs — x% und
{1 =0,2000 —2? =0} ={(1:0:0),(0:1:0} 2V ={(1:0:0)}.

SATZ. (1) Ist V eine affine Varietdt, so ist V eine projektive Varietit und V =V NA™. Ist V iiber
K definiert, so auch V.
(2) Ist W eine projektive Varietit, so ist entweder W N A™ = () oder W N A" eine affine Varietit
und W =W N A™. Ist W dber K definiert, so auch W N A"™.

Auf diese Weise definiert jede affine Varietét eindeutig eine projektive Varietét. Oft werden wir projektive
Varietdten V' durch affine Gleichungen angeben, weil dies etwas einfacher aussieht. Die Punkte V N Hy
heiflen auch unendlich ferne Punkte der Varietit.

Die Dimension einer projektiven Varietéit wird definiert wie im affinen Fall.

DEFINITION. Sei V/K eine projektive Varietit. Wihle A™ C P™ mit VNA™ # (). Der Funktionenkdrper
von V wird definiert als

K(V)=KVNnA").
(Eine andere Wahl von A™ C P" liefert kanonisch isomorphe Kérper.)

Bemerkung: Man kann den Funktionenkérper K (V') einer projektiven Varietiit auch noch etwas anders

definieren, ndmlich als Menge aller Quotienten % homogener Polynome gleichen Grades mit
g € I(V) und der Relation Z% = ;—z genau dann, wenn fi1go — fag1 € I(V).

DEFINITION. Sei V' eine projektive Varietit und P € V.. Wihle A™ CP™ mit P € A™. (Dann ist V N A™
eine offene Umgebung von P in V.)
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(1) P heifit singuldrer Punkt von V, falls P singulirer Punkt von V N A™ ist; andernfalls nichtsin-
guldr oder glatt.

(2) Der lokale Ring von V in P € V ist der lokale Ring von V N A™ in P. Er besteht aus allen
Funktionen aus K(V), die in P definiert sind.

Bemerkung: Ist V = {f(xo,...,2,) = 0} CP", wo f ein irreduzibles homogenes Polynom ist, so ist die
Menge der Singularitdten von V' gegeben durch

_of _ . _9f _
_8x0_ _5(En_0}.

Fiir homogene Polynome gilt die Eulersche Relation

d-f:zn:l‘i 6f
=0

Vsing = {f

a.’ﬂi ’

wenn d der Grad von f ist. Hat also d nichts mit der Charakteristik von K zu tun, so kann man auf die
Gleichung f in Viing verzichten.

Der folgende Satz gibt einen fundamentalen Unterschied zwischen affinen und projektiven Varietéten an:

SATZ. (1) Ist V. C A™ eine affine Varietit und f € K(V) eine Funktion, die in allen Punkten
P €V definiert ist, dann ist f € K[V].
(2) Ist W C P" eine projektive Varietit und g € K(V) eine Funktion, die in allen Punkten P € W
definiert ist, dann gilt g € K.

Beispiele:

(1) Eine Funktion f, die in allen Punkten von A! definiert ist, ist eine Polynomfunktion: f €
K[A'Y] = K[x]. o
(2) Eine Funktion f, die in allen Punkten von P* definiert ist, ist konstant: f € K.

3. Produkte von Varietiten

Was sind die algebraischen Teilmengen von P x P"?

DEFINITION. Ein Polynom f € K[xo, ..., %m, Yo, - - - Yn| heifit bihomogen vom Grad (d,e) bzgl. g, ..., Tm
und Yo, - . ., Yn, wenn es die Gestalt

_ P, im ,,JO J
f= § § ig..cimfo-.-jnT0 -+ Tm Yo - Yn'
io+-+im=d jo+-tin=c

hat. D.h. f ist homogen vom Grad d in den Variablen x; und homogen vom Grad e in den Variablen y;.

DEFINITION. Auf P™ x P™ nennen wir eine Menge abgeschlossen oder algebraisch, falls sie Nullstellen-
menge bihomogener Polynome fo(x,y) ist. Dies induziert eine Topologie, die wir wieder Zariski- Topologie
nennen.

Bemerkungen:

(1) Analog werden Produkte zwischen projektiven und affinen Varietdten definiert.
(2) Die Zariski-Topologie auf P™ x P™ ist nicht die Produkttopologie.
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4. Abbildungen zwischen Varietéten

DEFINITION. Seien V' und W projektive Varietiten, W C P". Eine rationale Abbildung ¢ : V — W
wird gegeben durch Funktionen f; € K(V'), nicht alle 0, durch

¢:(f0 : "':fn)
mit der Eigenschaft F(fo,...,fn) = 0 fir alle F' € I(W). ¢ heifit definiert in P € V, falls es eine
Funktion g € K(V) gibt mit der Eigenschaft:

e Alle gf; sind definiert in P,
o fiir mindestens ein i ist (gf;)(P) # 0.
o Dann setzt man

o(P) = ((9fo)(P) -+ : (9./n)(P)).
Sind V. und W iiber K definiert, so heifit ¢ definiert iber K, falls die f; € K(V') gewdhit werden kinnen.

Beispiel: Wir betrachten X C P? gegeben durch die Gleichung 222 + 3y? — 5 = 0, d.h.
X = {227 + 323 = 5}

Affine Koordinaten fithren wir ein durch

(ko:wy:a)=0:z:y)=(u:1:v), dh x:ﬂ, y:@, u:@, v="2
Lo o T T
Dann sind z,y,u,v € K(X) und = %, y = 2. Wir definieren die rationale Abbildung ¢ : X — P! durch
y—1
=(1: .
s=: 21

Wegen ¢ = (x —1:y — 1) ist ¢ sicher definiert in der offenen Menge {zg # 0} \ {(1: 1: 1)}. Wegen
¢ =(1—wu:v—u)ist ¢ auch in der offenen Menge {1 # 0} \ {(1:1: 1)} definiert. Es bleibt jetzt nur
noch das Verhalten im Punkt (1:1: 1) zu untersuchen. Im Funktionenkérper K (X) gilt 222 + 3y* = 5
und damit 3(y? — 1) = —2(z% — 1), was sofort

y—1 @-Dy+DE+1) @ -DE+1) 2 z+1

r—1 (z—-1D@+)y+1) (2-Dy+1) 3 y+1’

und damit 5 +1
T
6= (=3 ) = (Bl+1): ~2a+1)

liefert. Damit ist ¢ auch in (1:1: 1) definiert mit Wert (1: —2).

Beispiel: Sei X C P? definiert durch y? = 2, dh. X = {223 = 23}. Wir definieren eine rationale
Abbildung ¢ : X — P durch ¢ = (1 : £). Schreibt man

Y
6=0:Y)=(@iy) = (01 22)
dann sieht man, dass ¢ auflerhalb des Punktes (0,0) definiert ist. Wir wollen untersuchen, was in diesem
Punkt passiert.
e Zunéchst ist schnell klar, dass gilt, dass sich jedes Element des Funktionenkorpers als %
schreiben ldsst. Wahlt man a, b, ¢ teilerfremd, so ist diese Darstellung eindeutig.
e Sei f= ﬂcby gekiirzt dargestellt. f ist genau dann in P definiert, falls ¢(0) # 0 ist.
e Angenommen, ¢ wiire auch in (0, 0) definiert. Dann giibe es ein g im Funktionenkorper, so dass g
und g in (0, 0) definiert sind und dort nicht beide den Wert 0 haben. Wir kénnen also schreiben

g= @ mit ¢(0) # 0. Dann hat man

y _ay+by®  btay

x xc xe
Da dies in (0,0) definiert sein soll, ist a(0) = 0, d.h. ¢ = xd mit einem Polynom d. Dann gilt:

xd + by y x’b+y
=—, g== :

c x c
Beide sind in (0,0) definiert, aber beide nehmen den Wert 0 an, ein Widerspruch.
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Also ist ¢ in (0, 0) nicht definiert.

Bemerkung: Seien V,W projektive Varietéiten, die iiber K definiert, und ¢ : V. — W eine rationale
Abbildung gegeben durch ¢ = (fo : --- : f,). Dann operiert Gx auf ¢ durch o¢p = (ofy : -+ : ofn).
Genau dann ist ¢ {iber K definiert, falls c¢ = ¢ fiir alle 0 € G gilt.

Bemerkung: Da wir uns die Elemente des Funktionenkorpers auch als Quotienten homogener Polynome
gleichen Grades vorstellen kénnen, kénnen wir auch schreiben

&= (g0(xoy-- s @Tm) : : gn(To, -y Tm)),

wo g; homogene Polynome gleichen Grades sind, aber nicht alle in I(V) liegen.

Beispiel: Wir betrachten die rationale Abbildung ¢ : P2 — P! die durch ¢ = (z : y) gegeben ist.
Schreiben wir x = 1,y = 22, so wird ¢ = (z1 : 22). ¢ ist in allen Punkten von P2 auler in (1:0:0)
definiert. Was passiert geometrisch? Die Geraden durch (1 : 0 : 0) haben die Gestalt 2 = Az; oder
1 = 0. Was macht ¢ mit den Punkten? Ein Punkt auf x5 = Az; wird abgebildet auf (1 : ), ein Punkt

auf x; = 0 auf (0: 1). Es ist klar, dass ¢ in (1 : 0 : 0) nicht definiert werden kann.

Beispiel: (Projektionen) Eine rationale Abbildung der Form
P P 1 (zo:-oian) e (o Tplt)

nennt man Projektion.

LEMMA. Sei ¢ : V — W eine rationale Abbildung zwischen projektiven Varietiten. Dann ist U = {P €
V : ¢ definiert in P} eine offene Teilmenge von V.

Beweis: Sei P € U und ¢ = (fo : --- : fn), wo f; homogene Polynome sind, mit f;(P) # 0. Dann ist
¢ dadurch auch in der offenen Umgebung {f; # 0} NV von P definiert, woraus sofort die Behauptung
folgt. m

DEFINITION. (1) FEine rationale Abbildung ¢ : V- — W zwischen projektiven Varietiten heifft Mor-
phismus, wenn ¢ in allen Punkten von V definiert ist.
(2) Fin Morphismus ¢ : V. — W heif§t Isomorphismus, falls es einen Morphismus ¥ : W — V' gibt,
so dass ¢y und o jeweils die Identitit sind.
(3) SindV und W dber K definiert, so heifen V und W iiber K isomorph, falls iber K definierte
Morphismen ¢ 'V — W und ¢ : W — V existieren, so dass ¢vp und ¢ jeweils die Identitdt
sind.

Bemerkung: Da wir affine Varietdten projektiv abschliefen konnen, ist klar, wie man rationale Abbil-
dungen und Morphismen auch fiir affine Varietdten definiert.

Projektiver Koordinatenwechsel: Sei T € GL,1(K). Dann induziert T eine lineare Abbildung

des K" , die einen Automorphismus des P™ liefert. Man nennt dies einen Koordinatenwechsel. Zwei
Teilmengen des P™ heiflen projektive dquivalent, wenn sie durch einen Koordinatenwechsel auseinander
hervorgehen.

Fiir die diophantische Geometrie ist folgender Satz wichtig:

SATZ. Sind V und W dber K definierte projektive Varietiten und ¢ : V. — W ein iber K definierter
Isomorphismus, so induziert ¢ eine Bijektion V(K) ~ W (K).

Beweis: ¢ und ¢! konnen also durch Polynome beschrieben werden, die Koeffizienten in K haben.
Natiirlich werden dann Punkte von V(K) und W(K) ineinander abgebildet. Da aber ¢ bijektiv ist, folgt
die Behauptung. ®

Bemerkungen:
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(1) Man konnte also eine Aufgabe der diophantischen Geometrie so formulieren: Klassifiziere iiber
K-definierte projektive Varietéiten bis auf K-Isomorphie und bestimme jeweils die K-rationalen
Punkte.

(2) Ein erster Schritt dazu ist ein Ziel der algebraischen Geometrie: Klassifiziere projektive Va-
rietdten bis auf Isomorphie, wobei hier alles iiber algebraisch abgeschlossenem Koérper zu sehen
ist. Allerdings ist auch diese Aufgabe noch zu schwierig.

Beispiel: Sei X,, C P? definiert durch die affine Gleichung 222 + 3y? = n. Also X,, = {227 + 323 = na2}.
Offensichtlich gilt

X, Q) ={(1:2:y):22* +3y* =n und z,y € Q}.
Man kann zeigen: X; (Q) = ) und #X5(Q) = oo, also sind X; und X5 nicht iiber Q isomorph. Andererseits
induziert der Koordinatenwechsel

((zo : 1 = 2)) = (VBxg : 21 : )
einen Isomorphismus von X7 mit X5, der iiber Q(\/E) definiert ist.

Beispiel: Ist C eine iiber K durch das Polynom
f =ai1zor1 4+ aszore + a;;x% + asx122 + asmg
definierte nichtsingulidre Quadrik, die daher den Punkt (1 : 0 : 0) enthélt, so haben wir gesehen, dass
durch
&((u:v)) = (azu® + aguv + asv? : —u(a1u + azv) : —v(a1u + agw))

und
o ) (@1 22), falls (zo: 2y i a2) # (1:0:0),
1/’((:”0'5”‘1'5”2)_{ =(1:0:0)

zwei zueinander inverse bijektive Abbildungen

¢:P!-C und ¢:C—P!

(ag : —aq), falls (zg : zq: x2)

definiert werden. Natiirlich ist ¢ ein Morphismus, da ¢ durch homogene Polynome vom Grad 2 definiert
wird. Was ist mit 7 Fiir (zg : 21 : 22) € C gilt
0 = a12021 + ApToT2 + a3x? + agx120 + asrs = (a120 + a321 + asx2)xy + (270 + asxa)Ts,
und damit
x T2 _
—GTo — a5T2  a1X9 + a3xy + a4

Daher ist

T1:x2), falls (z1, x 0,0),
Y((zo : 21 w2)) = (1 : 22) (z1,22) # (0,0)

(—agwg — asws : a1xo + azxy + agxs), falls (—aszo — asa, a1xg + azzy + agxs) # (0,0)
wohldefiniert, wobei die zweite Darstellung auch im Punkt (1 : 0 : 0) definiert ist. Also ist auch ¢ ein
Morphismus. Daher erhalten wir iiber K definierte Isomorphismen

¢:P!—-C und ¢:C —PL

Beispiel: Ist C eine iiber K definierte nichtsinguléire projektive ebene Quadrik und gibt es einen Punkt
P € C(K), so gibt es einen iiber K definierten Koordinatenwechsel o mit «(P) = (1 : 0 : 0). In
den neuen Koordinaten werde die Kurve mit C bezeichnet. Dann liefert der Koordinatenwechsel einen
Isomorphismus

a:C—C mit a(P)=(1:0:0).
Wie im vorangegangenen Beispiel findet man nun einen iiber K definierten Isomorphismus
B C — P

Setzt man die Isomorphismen zusammen, so erhilt man folgenden Satz:
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SATZ. Ist C eine iber K definierte nichtsingulire projektive ebene Quadrik und ist C(K) # 0, so gibt es
einen tber K definierten Isomorphismus
¢:C — P

Von fundamentaler Bedeutung ist folgender Satz, den wir nicht beweisen werden:

SATZ. Ist X eine projektive Varietit und ¢ : X — P™ ein Morphismus, so ist $(X) abgeschlossen, d.h.
d(X) lisst sich in P™ durch Gleichungen beschreiben.

Dass dies Aussage im Allgemeinen fiir affine Varietéiten nicht gilt, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel:

(1) Wir betrachten die affine Varietit X = {(x,y) € A? : zy = 1} und den Morphismus ¢ : X — A!
mit ¢((x,y)) = z. Offensichtlich ist ¢(X) = Al \ {0} keine abgeschlossenen Teilmenge von Al.

(2) Dies wird auch nicht anders, wenn man ¢ : X — P! mit ¢((x,y)) = (1 : z) betrachtet. Dann ist
#(X) =P\ {(1:0),(0:1)}, was auch keine abgeschlossene Teilmenge von P! ist.

(3) Wir betrachten jetzt den projektiven Abschluss von X im P%: Y = {(xg : 21 : ¥3) € P? : 2129 =
23}. Wir haben die 2 Punkte (0:1:0) und (0: 0 : 1) dazu bekommen. Die rationale Abbildung
¢:Y — P! mit

p=(1:2)=1: %) = (201 21) = (22 : zox1) = (22 : o)
ist ein Morphismus, wie man an den verschiedenen Darstellungen sieht und ¢((0:1:0)) = (0 :
1), #((0:0:1)) = (1:0). Damit folgt sofort ¢(Y) = P!, insbesondere ist ¢(Y") abgeschlossen.

Beispiel: Projektive ebene Quadriken werden definiert durch eine Gleichung
f(ag,...,as) = aoxg + a1x9x1 + a2x9T2 + agxf + asr1209 + a5x§ =0.

Natiirlich kann man die Koeffizienten ay,...,as um einen Skalar abéndern ohne zu Quadrik zu dndern.
Die Menge der projektiven ebenen Quadriken wird also durch einen P® parametrisiert:

P® — {projektive ebene Quadrik},
(ap:ai:az:az:as:as) = fag, .. a5) = aosc% + ayzo1 + aproxs + a3x? 4+ agxiTe + aszi = 0.

Im P5 der ebenen Quadriken gibt es die Teilmenge der reduziblen Quadriken:

R={(ap:---:as) €P°: f(ao,...,as) ist reduzibel}.
Wir haben gesehen, dass R eine algebraische Teilmenge von P ist:

R = {4apasas + a1aza4 — apa’ — a3as — ajas = 0}.
Wir wollen dies nochmals anders sehen: Eine Quadrik f(4,,....a5) = 0 ist genau dann reduzibel, wenn es
bo, b1, b2, co,c1,co € K gibt mit

[ = (boxo +biz1 + bawa)(cowo + c171 + cox2) =

boCO.’Eg =+ (boCl —+ blco)xol'l + (b()CQ + bQCO)l'().’EQ —+ blclx% =+ (b102 —+ b261)$11'2 —+ bQCng,

also
ag = bocg, a1 =bgcy +bicy, as = bgca + bacy, az =bicy, aqg =bico +bocy, as = bacs.
Definieren wir also ¢ durch
P2 x P2 — P°,
((bo : b1 :ba),(co:c1:c2)) +—  (boco: bocy + bico : boca + bacg : byey @ bieg + bacy : baca),
so ist ¢ ein Morphismus mit Bild R.

Beispiel: Wir betrachten nun im P° der projektiven ebenen Quadriken die Teilmenge D der Doppelge-
raden. Wir haben bereits gesehen, dass sich D durch Gleichungen beschreiben lésst:

2 2 2
D = {4apas—a; = 0,4apas—a; = 0, 4azas—a; = 0, 2apa,—aa9 = 0, 2a1a5—axc
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Wir geben noch eine andere Darstellung: Eine Quadrik f(q,,....a;) = 0 ist genau dann eine Doppelgerade,
wenn es by, by, by € K gibt mit

f = (boxo+bizy + byao)? =
= bAad + 2bobywoxy + 2bobazoxs + b3x? + 2bybowy o + b33,
also
ap =03, ay = 2boby, ag =2boby, az =03 ay=2biby, as= b3
Definieren wir also ¢ durch
P2 — PP,
(bo : b1 :bo) = (b3 : 2boby : 2bgby : bF : 2b1by : b3),

so ist ¢ ein Morphismus mit Bild D. Man kann sich iiberlegen, dass ¢ in Charakteristik # 2 ein Isomor-
phismus ist mit Umkehrabbildung

(2a9 : a1 : ag), falls (2ag,a1,a2) # 0,
Vv (ag:ay:as:as:ay:as)) = (a1 : 2a3 : aq), falls (a1,2a3,a4) # 0,
(ag : aq : 2a5), falls (ag,aq,2as) # 0.

Bevor wir weitermachen, geben wir noch zwei einfache Lemmas an:
LEMMA. Jeder Morphismus ist stetig in der Zariski-Topologie.
Beweis: Ein Morphismus ¢ : X — Y wird lokal gegeben durch ¢ = (fp : -+ : f,,) mit homogenen Poly-

nomen gleichen Grades f;. Eine abgeschlossene Menge in Y wird gegeben durch homogene Gleichungen
Fy =---=F, =0. Das Urbild ist dann

Fl(f07-~-afn) = :F’I‘(f07"'7fn) :07
also wieder abgeschlossen. B

LEMMA. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus und X irreduzibel. Dann ist auch ¢(X) irreduzibel.

Beweis: Sei ¢(X) = Z; U Zy mit (in ¢(X)) abgeschlossenen Mengen Z;, Zo. Dann ist X = ¢~ 1(Z1) U
»~1(Z,), also gilt wegen der Irreduzibilitit von X fiir ein i: X = ¢~1(Z;) und damit ¢(X) = Z;. m

Trivialerweise folgt damit:

FOLGERUNG. Ist X eine projektive Varietit und ¢ : X — P™ ein Morphismus, so ist (X) eine projektive
Varietdt.

Wir beweisen jetzt noch einen Satz, den wir schon zitiert haben.

SATZ. Sei X eine projektive Varietit und f € K(X) eine Funktion, die auf ganz X definiert ist. Dann
ist f € K.

Beweis: f liefert eine Funktion X — A! C P!, also einen Morphismus f : X — P!. Das Bild ist
abgeschlossen, # P!, besteht also aus endlich vielen Punkten, also aus genau einem Punkt a € P!,
a € A'. Also ist f konstant. m

Eine etwas allgemeinere Formulierung obiger Aussage ist folgende:

SATZ. Sei ¢ : V. — W ein Morphismus zwischen projektiven Varietiten. Dann ist ¢ eine abgeschlossene
Abbildung, d.h. abgeschlossene Mengen werden in abgeschlossene abgebildet.
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Beweis: O.E. V. C P™ und W C P". Sei Z C V abgeschlossen. Dann gibt es eine Zerlegung Z =
ZyU---UZ,., wo die Z; abgeschlossen und irreduzibel sind. Also sind die Z; C P™ projektive Varietéten.
¢ induziert natiirlich auch Morphismen ¢ : Z; — P". Also ist ¢(Z;) abgeschlossen und damit auch

$(Z2) =d(Z1)U---Uo(Z). |

DEFINITION. Fin Morphismus ¢ : V. — W zwischen projektiven Varietiten heifst eine Einbettung, falls ¢
einen Isomorphismus zwischen V und (der projektiven Varietit) (V') liefert.

Beispiel: Wir definieren

P x Pt =P ((zo:21), (Yo : 1)) — (Toyo : Toy1 : T1Yo : T1Y1)-
¢ ist ein Morphismus und ¢(P* x P') = Q = {2923 = z122}. Wir wollen eine Umkehrabbildung finden.
Dazu iiberlegen wir zunéchst: Ist zo = 1, so 0.E. g = yo = 1 und x1 = 23, y1 = 21. Wegen

(ZO : 21) = (Z()Zg : 2123) = (2’12’2 : 2123) = (ZQ : 23)
und
(Z() : 22) = (Z()Zg : 2223) = (2’12’2 : 2223) = (Zl : 23)
setzen wir an: 1 : Q — P! x P! mit
¥ =((20:22),(20:21)) = ((20 : 22), (22 : 23)) = ((21 : 23), (20 : 21)) = ((21 : 23), (22 : 23)).

Offensichtlich ist auch 1 ein Morphismus und man rechnet schnell nach, dass ¢ und ¢ jeweils die
Identitdt sind. Also ist P! x P! isomorph zur Quadrik @ im P3.

Dieses Beispiel verallgemeinert sich wie folgt:

SATZ. Definiert man ¢ : P™ x P — P M+ dyreh

(o i@m), (Yo: - :1yn)) = (ToYo : 1 T0Yn i+ S Tm¥o t*** F TmYn),
so ist ¢ eine FEinbettung, die sogenannte Segre-Einbettung. Insbesondere ist P™ x P™ eine projektive
Varietat.

Wir wollen nochmals rationale Abbildungen betrachten. Da rationale Abbildungen nicht iiberall definiert
sein miissen, kann man nicht allgemein eine Komposition definieren.

DEFINITION. Sei ¢ : V. — W eine rationale Abbildung mit mazximaler Definitionsmenge U. Wir sagen, ¢
ist generisch surjektiv, falls p(U) dicht in W liegt.

Beispiel: Wir betrachten die rationale Abbildung ¢ : P2 — P? mit
1 1 1
p=(—:—:—)=(r122 : TeT2 : TT1)-
o X1 I2
¢ ist eine sogenannte quadratische Transformation der Ebene. ¢ ist generisch surjektiv und ¢ o ¢ = id.
Was passiert geometrisch? ¢ ist nicht definiert in den 3 Punkten (1 :0:0),(0:1:0),(0:0:1). Die

Gerade xg = 0 wird auf (1:0:0) zusammengezogen, 1 =0 auf (0:1:0), zo =0 auf (0:0:1).
Der folgende Satz Identitdtssatz fiir rationale Abbildungen wird oft benutzt.

SATZ. Seien ¢1, 02 : X — Y zwei rationale Abbildungen zwischen projektiven Varietiten mit maximaler
Definitionsmenge Uy und Us. Stimmen ¢y und ¢o auf einer offenen Teilmenge U # O idiberein, so gilt
schon ¢1 = ¢s.

Beweisidee: Uy N Uz N {1 # ¢2} ist eine offene Menge, U C Uy NUz N {¢p1 = ¢p2} ebenso. Wir wissen,
dass je zwei offene nichtleere Mengen einen nichtleeren Durchschnitt besitzen. Wegen U # (0, folgt also
UiNU;N{¢1 # ¢po} =0, d.h. ¢1 und ¢ stimmen auf U; N Us iiberein. Dann kann man aber ¢; auch auf
Uy U Us fortsetzen. Also folgt U; = Us und damit die Behauptung. B

Man hétte diesen Satz auch mit folgenden Lemma beweisen kénnen.
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LEMMA. Ist X eine projektive Varietit und f,g € K(X) zwei Funktionen, die auf einer offenen nicht-
leeren Menge U iibereinstimmen, dann gilt schon f = g (im Funktionenkérper).

Beweis: Es geniigt, U C X N A" zu betrachten. Wir schreiben f = % und g = % als
Quotient von Polynomen. Dann gilt auf U auch f1g2 — fog1 = 0. Nun definiert f1go — fog1 # 0 eine offene
Menge in X N A™. Da je zwei offene nichtleere Mengen einen nichttrivialen Durchschnitt haben, muss

f192 — fag1 # 0 die leere Menge sein. Also gilt f = g im Funktionenkorper. B

DEFINITION. Zwei projektive Varietiten heifien birational dquivalent tiber K, falls es generisch surjektive
rationale Abbildungen ¢ : V. — W und b : W — V gibt, so dass die rationalen Abbildungen ¢vp und e
jeweils die Identitdt sind.

Natiirlich sind isomorphe projektive Varietéiten auch birational fquivalent. Die birationale Aquivalenz
ist aber i.a. eine grobere Klassifizierung. Eine wesentliche Aufgabe der algebraischen Geometrie ist die
Klassifizierung projektiver Varietdten bis auf birationale Aquivalenz.

Beispiel: Natiirlich sind A? und A' x A! isomorph. Wie steht dies mit P2 und P! x P'? Wir definieren
rationale Abbildungen
x
P xP* - P? ((zo:z1), (yo:v1)) — (1: x—l : ?) = (ZoYo : YoT1 : Toy1)
o Yo
und ; ;
1 2
—): (1 =)) = ((20 : 21), (20 : 22)).
20 20
Dann gilt ¢ = id und ¢ = id, also sind P* x P! und P? birational #quivalent. Man kann zeigen, dass
P! x P! und P? nicht isomorph sind: Auf P* x P! gibt es Kurven, die sich nicht schneiden, z.B. {0} x P*
und {1} x P!, auf P? schneiden sich dagegen je zwei Kurven in mindestens einem Punkt.

PP 5P x P, (20120 22) > ((1:

Beispiel: X C P? werde definiert durch y? = 23, d.h. X = {z¢z3 = z$}. Dann haben wir gesehen, dass
¢ : X — P mit ¢ = (1: ¥) eine rationale Abbildung ist, die im Punkt (1 : 0 : 0) nicht definiert ist.
Sei ¢ : P! — X mit ¢ = (1 : t? : #3). Man rechnet nach, dass ¢ ein Morphismus ist. Auflerdem gilt:
¢ = id, ¢ = id, d.h. X ist birational dquivalent zu P!. Allerdings ist X nicht isomorph zu P!. (X hat
eine Singularitét.)

Die Beispiele deuten schon einen Sachverhalt an, den wir ohne Beweis angeben:

SATZ. Seien X und Y birational dquivalente projektive Varietdten. Dann gibt es nichtleere offene Teil-
mengen Ux C X, Uy CY, die isomorph sind.

Wir stellen nun noch eine Verbindung zur Algebra her: Seien X C P™ und Y C P" projektive Varietéiten.
e Haben wir auf P die Koordinaten z;, auf P" die Koordinaten y;, so kénnen wir uns die
Funktionenkérper denken als K'(X) = K(x1,...,Tn) und K(Y) = K(y1, ..., yn) mit Relationen
zwischen den z;’s und den y;’s.
e Sei ¢ : X — Y eine generisch surjektive (rationale) Abbildung. Dann liefert
¢ K(Y) = K(X), frfo¢

einen Kérperhomomorphismus, der K festldsst. Er ist dadurch festgelegt, dass man die ¢*(y,)’s
kennt. ¢* ist (als Kérperhomomorphismus) injektiv.
e Davon gilt nun auch die Umkehrung: Sei

a:KY)— K(X)

ein Kérperhomomorphismus, der K in sich iiberfithrt. Sei a(y;) = fi(z1,...,z,) mit f; € K(X).
Dann gibt es eine rationale Abbildung ¢ : X — Y mit

o=1:fr:: fn).



150 6. ALGEBRAISCHE VARIETATEN - VERTIEFT

e Wieso ist ¢ generisch surjektiv? Sei F' ein Polynom mit F(f1,..., f,) = 0, also a(F(y1,...,yn)) =
0 und damit F(y1,...,yn) = 0. Dies liefert F' € I(Y), also eine Relation, die trivialerweise erfiillt
sein muss. Daher ist ¢ generisch surjektiv.
e Was ist ¢*? Dazu bestimmen wir die Urbilder der Koordinatenfunktionen y;. Wegen ¢ = (1 :
fioo 0 fn) ist 9*(y;) = fj. Also ¢*(y;) = a(y,). Da die y;’s den Funktionenkdrper erzeugen,
folgt ¢* = a.
Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

SATZ. Fir projektive Varietiten X und Y gibt es eine Bijektion
{¢: X =Y generisch surjektiv } ~ {a : K(Y) — K(X) Kérperhomomorphismus mit o|z = id|+}

vermoge o = ¢*.

Beispiel: Sei C eine irreduzible projektive Kurve. Jede rationale Abbildung ¢ : C — P! ist gegeben
durch ¢ = (fo : f1) mit fo, f1 € K(C). O.E. ist fo # 0. Mit f = % kann man dann auch ¢ = (1 : f)
schreiben. Es gibt zwei Moglichkeiten:
e ¢ ist konstant, d.h. f € K.
e ¢ ist nicht konstant, d.h. f € K(C)\ K. Dann ist ¢ generisch surjektiv. Hat man auf P! die
Koordinaten (1 : t), so ist ¢* gegeben durch

K(t) — K(C), t—f.

Umgekehrt schaut hat natiirlich auch jeder Kérperhomomorphismus K(t) — K(C), der K
festlasst, so aus.

Beispiel: Sei F,, C P? gegeben durch 2™ + y™ = 1. Der Funktionenkérper von F}, ist
K(F,) = K(x,y) mit 2" +y" = 1.
Auf P! withlen wir Koordinaten (1 : ¢). Dann ist der Funktionenkorper von P! einfach K (t). Wir suchen
eine nichtkonstante (also generisch surjektive) rationale Abbildung ¢ : Pl — F,.
Algebraische Interpretation: Wir suchen einen K festlassenden Kérperhomomorphismus

a: K(z,y) — K(t) (mit )" +y" = 1.

a(z) und a(y) sind dann rationale Funktionen in ¢ mit (a(z))™ + (a(y))® = 1. Da K fest bleibt, sind
a(z) und a(y) nicht konstant. Wir setzen an a(z) = %,a(y) = ¥ und erhalten dann die Bedingung
fm+g™ = h™, wobei wir also f, g, h als paarweise teilerfremde Polynome in ¢ annehmen kénnen, die nicht
alle konstant sind.

Geometrische Interpretation: Wir suchen Polynome f,g,h in ¢t mit ¢ = (h: f : g). Da das Bild von ¢ in
C liegen soll, muss gelten f™ + g™ = h™. Wir kénnen annehmen, dass f, g, h paarweise teilerfremd sind.
Da ¢ nicht konstant sein soll, sollen f, g, h nicht alle konstant sein.

Behauptung: Fiir n > 3 und char(K) = 0 gibt es keine solchen Polynome.

Beweis: Wir nehmen an, wir haben eine nichttriviale Relation f™ + ¢g" = h". Insbesondere sind alle
f,g,h # 0. Differenzieren liefert nf"~!- f' +ng"!.¢ = nh"~ 1. h'. Wir schreiben dies in Matrizenform:

n—1
T
g W g =0.
Als Grundkérper haben wir jetzt K (t). Sei

_(f g9 h
M_<f/ g/ h/)

Das Gleichungssytem M - X = 0 hat immer die Losung

g h hf I

g/ h/ hl fl fl g/ .
1. Fall: Der Rang von M ist 1. Dann miissen obige Unterdeterminanten 0 sein. Also fg' = f’g etc. Da
f und g teilerfremd sind, folgt f|f’, was aus Gradgriinden sofort f’ = 0 impliziert, also f € K. Genauso

? )
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folgt f,g,h € K, ein Widerspruch.
2. Fall: M hat Rang 2. Dann hat das Gleichungssystem M - X = 0 einen 1-dimensionalen Lésungsraum,
also gibt es teilerfremde Polynome r(t), s(t) mit

n—1

s g/ h/ h/ f/ f/ g/
Bringt man s auf die andere Seite, so sieht man sofort r|f*~1,g"~ 1, h"~! und da f, g, h teilerfremd sind:
r € K, also o.E. r = 1. Jetzt folgt

" H(gh' = g'h), g (RS =W F), A (FS — fg).
Wir wollen jetzt die Grade vergleichen. Setzt man a, b, ¢ fiir den Grad von f, g, h, so folgt
mn—1)a<b4+c—1, m—1)b<c+a-1, (n—1Dc<a+b—-1,

n—1 __
B —h -

b

r
S

r
S

oder auch
na,nb,nc<a+b+c—1.
Setzt man d = max(a,b,c), so ist d > 1 und nd < 3d — 1, also n < 2, ein Widerspruch zu unserer
Annahme. Damit ist die Behauptung bewiesen. R
Bemerkung: Fiir n =1 kann man f =t,g =1 —t,h =1 wéhlen, fiir n = 2:

f=2t g=t*-1, h=t*+1.
Aus den vorangegangenen Uberlegungen folgt sofort:

SATZ. Zwer projektive Varietiten V. und W sind genau dann birational dquivalent dber K, falls die
Funktionenkorper K (V) und K(W) dber K isomorph sind.

FOLGERUNG. Jede projektive Varietit V- der Dimension d ist birational dquivalent zu einer Hyperfliche
f =0 im P Ist V diber K definiert, so kann auch f = 0 und die birationale Aquivalenz iiber K
definiert werden.

Beweis: Der Funktionenkorper K (V') hat Transzendenzgrad d iiber K. Dann gibt es algebraisch un-
abhiingige Elemente t1,...,t; € K(V), so dass K(V) eine endliche (algebraische) Erweiterung von
K(ty,...,tq) ist. Da K als vollkommen vorausgesetzt wurde, kann man es so einrichten, dass K (V)
iiber K (t1,...,tq) separabel ist (Lang. S.365). Also gibt es ein v € K(V) mit K(V) = K(t1,...,tq,u).
AuBlerdem besteht eine algebraische Relation f(t1,...,tq,u) = 0 (Polynom mit Koeffizienten aus K),
wobei das Polynom f irreduzibel gewihlt werden kann. Der Funktionenkorper der Hyperfliche

f(fEl, ..y &g, Id+1) =0
im P4t ist Quot(K[wz1,...,za11]/(f)), also K (V). Nach unserem Satz ist also V birational dquivalent
zu der Hyperfliche f = 0. m

FOLGERUNG. Jede irreduzible projektive Kurve ist birational dquivalent zu einer ebenen Kurve { f(xq, z1,22) =
0} C P2,






KAPITEL 7

Algebraische Kurven

Unter einer Kurve verstehen wir im Folgenden eine absolut irreduzible projektive Kurve C, die iiber
einem vollkommenen Korper K definiert ist. Wir denken uns C' C P™.

Sei also C' eine Kurve. Wir haben dann den Funktionenkorper K (C) definiert. Fiir P € C haben wir den
lokalen Ring von C'in P definiert:
Oc.p={f € K(C): f ist definiert in P}.
Das maximale Ideal ist
mep={f€Ocp: f(P)=0}

(Es gibt auch andere Bezeichnungen. [Silverman| S.17] schreibt K[C]p fiir den lokalen Ring und Mp
fiir das maximale Ideal.) Die Einheiten im lokalen Ring sind

Oc.p={f€0c,p: f(P)+#0}.

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel:

Beispiel: Wir betrachten P! und den Punkt (1 : 2) ~ 2. Der Funktionenkérper ist K (P!) = K(x). Jedes
f € K(z)\ {0} hat eine eindeutige Darstellung f = u(z) - (x — 2)™ mit n € Z, wo u(x) in 2 definiert ist
und u(2) # 0 gilt. n ist dann die Null- bzw. Polstellenordnung von f im Punkt 2.

Dieses Beispiel ist typisch fiir nichtsingulédre Punkte auf Kurven, wie folgender wichtige Satz besagt:

SATZ. Sei C eine Kurve und P ein nichtsinguldrer Punkt auf C. Dann ist der lokale Ring Oc p von C
in P ein diskreter Bewertungsring, d.h. es gibt eine Funktion t € Oc,.p mit t(P) = 0, so dass sich
jedes Element f # 0 des lokalen Rings eindeutig schreiben ldsst als f = ut™ mit einer Einheit u € Of p
und n > 0. t heifit eine Uniformisierende oder Ortsuniformisierende in P. Jedes Element f # 0
aus K(C) hat eine eindeutige Darstellung

f=ut" mit u(P) # 0 und n € Z.

Der Ezponent n ist die Ordnung von C in P wird mit ord p(f) (oder auch vp(f)) bezeichnet. Ist
ord p(f) > 0, so sagt man, [ hat in P eine Nullstelle, ist ord p(f) < 0, so sagt man, f hat in P eine
Polstelle.

Beweisidee:

e Der Einfachkeit halber beschrianken wir uns auf den Fall C' C P2. Nach Koordinatenwechsel
konnen wir P = (0,0) € A? C P2 und C NA? = {F(z,y) = 0} annehmen. Wir betrachten die
Taylorreihenentwicklung von F' in P = (0, 0):

F = ax + by + Terme mit Monomen vom Grad > 2.

Da C in P nichtsingulér sein soll, ist a oder b # 0. Nach einem weiteren Koordinatenwechsel
konnen wir o.E. b # 0, auch b = 1 annehmen und dann

F =y + ax + Terme mit Monomen vom Grad > 2

annehmen.
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e Nochmals: C N A% = {F(z,y) = 0} mit F = y + az + Terme vom Grad > 2.

e Wir klammern jetzt y iiberall aus und erhalten eine Darstellung
F=y(l+Az,y)) — B(z)z
mit Polynomen A(z,y) und B(z) und A(0,0) = 0. Im Funktionenkérper gilt also
B
__B@we . B@
1+ Az, y) 14 A(z,y)

e Nun ist K[C] = K[z,y]/(F), das maximale Ideal des lokalen Rings wird also von x und y
erzeugt: me,p = (z,y). Mit unserer Relation folgt:

Yy S Oc’p.

me.p = (x),
d.h. mg p ist in O¢ p ein Hauptideal.
e Sei nun ein beliebiges Element f € O¢ p \ {0} gegeben. Wir wollen zeigen, dass eine Funktion
u € Of p und ein n € Ny existieren mit
f=u-2™
Ist f(P) # 0, so ist f Einheit in P, wir wihlen u = f und n = 0 und sind fertig. Ist f(P) =0,

so ist f € mg p = (z), also gibt es fi € O¢,p mit f = f1 - . Nun kann man das gleiche Spiel
mit f; machen, u.s.w. Man erhilt f; = fi11 - x, solange f;(P) = 0 ist. Damit gilt

f=fix=for® == fiz" mit f;€Ocp.

e Warum muss dieser Prozess authoren? Es ist f; = fi112, also (f;) € (fi+1) und somit

(HS)E(f) & ..

Der Hilbertsche Basissatz besagt nun, dass es keine unendlich echt aufsteigende Idealkette geben
kann. Also bricht der Prozess ab und wir erhalten eine gewiinschte Darstellung.

e Jedes Element hat also die Form f = uz™ mit u(P) # 0, d.h. u € Of p, und n > 0.

e Zur Eindeutigkeit: Sei uz™ = vz" mit Einheiten u,v und m > n > 0. Dann ist uz™™"™ = v
Einheit, also m =n und u = v.

e Jedes Element f # 0 im Funktionenkorper ldsst sich als Quotient von Polynomen, insbesondere
als Quotient von Elementen aus O¢, p darstellen. Daraus folgt die letzte Behauptung. m

Der Beweis zeigt, wie man in einem nichtsinguldren Punkt an eine Ortsuniformisierende kommt. Wir
formulieren dies nochmals als Satz:

Sarz. Sei C eine absolut irreduzible Kurve und C'N A% = {F(z,y) = 0} mit einem absolut irreduziblen
Polynom F(x,y). Sei P = (a,b) € C(K) ein nichtsingulirer Punkt von C'.

(1) Sind A, B € K mit (A, B) # (0,0), sodass
t=A(x—a)+ B(y—b)

nicht die Tangente an C in P beschreibt, d.h. (A : B) # (%(P) : %(P)), so ist t eine
Uniformisierende des lokalen Rings von C in P.
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(2) Ist ‘g—F(P) # 0, so ist y — b eine Uniformisierende in P = (a,b).

(3) Ist %—Z(P) # 0, so ist x — a eine Uniformisierende in P = (a,b).

Bemerkung: Ist C' C P" und P € C N A", so kann man als Uniformisierende jede Linearform ¢ wahlen,
wenn die Hyperebene t = 0 den Punkt P enthilt, nicht aber die Tangente von C' in P.

Bemerkung: Sei P ein nichtsinguldrer Punkt auf der Kurve C. Die Funktion ord p kann man dann als
Funktion

ordp: K(C) — Z U {o0}
betrachten, wenn man noch ord p(0) = co setzt. Man hat die folgenden Eigenschaften:
ord p(fg) = ord p(f) + ord p(g),
ord p(f + g) = min(ord p(f), ord p(g)),

ist ord p(f) # ord p(g), so gilt ord p(f + g) = min(ord p(f),ord p(g)),
ord p ist surjektiv.

Es gilt:
Oc.p={f € K(C) :ordp(f) > 0}.

Beispiel: Sei C C P? definiert durch y?> = 23 — 1, d.h. C = {z¢23 = 23 — 23}

4 4] 2.0 1

34 34 151

2 2 104

11 11 0.5 9
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-2 -2 -1.0]

-3 -3 =157

-4 41 2.0 1
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x u r

Wir wollen fiir jeden Kurvenpunkt eine Uniformisierende bestimmen.
e Im Endlichen: Sei (a,b) € C. Die Tangente ist —3a?(z — a) + 2b(y — b) = 0. Ist b # 0, so ist
x — a uniformisierend, ist b = 0, so ist y uniformisierend:

. _JT—a fiir P = (a,b) mit b # 0,
P Yy fiir P = (a,0).

o Im Unendlichen: Es gibt nur den Punkt (0: 0 : 1). Wir betrachten die Kurve in Uy = {(r : s :
1) : r,s € K} mit den affinen Koordinaten r, s. Der Punkt (0 : 0 : 1) hat hier die Koordinaten
(r,s) = (0,0). Die Kurve wird beschrieben durch die Gleichung

7’253*7’3.

Die Tangente in (r,s) = (0,0) ist offensichtlich » = 0, also kénnen wir also Uniformisierende s

wéhlen. Mit
s 1
liz:y)=(r:s:1)=(1:-:-
iz =(resi)=(:20)
erhéiltmanaczfundy:%bzw.r:%unds:%.
Wir wollen jetzt die Null- und Polstellen der Funktion f = y bestimmen.
e Im Endlichen: Hier hat y keine Polstelle. Es gibt 3 Nullstellen: P, = (1,0), P, = ({,0), P; =

(¢2,0), wo ¢ = 71%‘/3’ eine primitive dritte Einheitswurzel ist. In allen 3 Punkten ist y unifor-
misierend, also ord p,(y) = 1, d.h. in allen 3 Punkten hat y eine einfache Nullstelle.
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o Im Unendlichen: Hier gibt es nur den Punkt (0:0:1). Esist y = % Wir haben r = 5% — 73, s
ist uniformisierend. Auch 7 hat eine Nullstelle. Wegen (1 + r2) = s3 gilt r = 3, also folgt

sofort ord (g.0:1)(7) = 3 und daher ord (9.0.1)(y) = —3.

_1
1472 s

Beispiel: Die Kurve P! hatten wir bereits frither behandelt. Wir hatten zerlegt
P'={(1:a):ac K}U{(0:1)} ~ K U{o0}.
Der Funktionenkérper von P! ist K (z) mit z = % In a € K ist  — a uniformisierend, in oo ist u = %
uniformisierend.
Jedes f € K(x), f # 0 hat eine eindeutige Zerlegung

f= cH(x — )%,
i=1
wobei ay,...,a,,c € K, e; € Z und die Zahlen ay, ..., a, paarweise verschieden sind. Dann gilt
ord,,(f) =e; und ord,(f) =0 fir e € K\ {ay,...,0.}.
Was ist ord o (f)? Wir schreiben
f=

amx™ + -+ ag
bpa™ + -+ bo

mit ay,, b, # 0.

Dann gilt
am + Q10+ -+ - + apu™

S e i T houn
Der Bruch ist in oo definiert und hat den Wert §= 7 0. Also gilt ord oo (f) =n —m.

Die Tatsache, dass der lokale Ring in einem nichtsinguldren Punkt einer Kurve ein diskreter Bewertungs-
ring ist, hat erstaunliche Konsequenzen:

SATZ. Sei C eine Kurve, Y eine projektive Varietit ¢ : C — Y eine rationale Abbildung. Ist P € C ein
nichtsinguldrer Punkt von C, so ist ¢ in P definiert.

Beweis: Sei ¢ = (fo : -+ : fn) mit f; € K(C). Sei t uniformisierend in P. Wir konnen o.E. f; # 0
annehmen, sonst lassen wir die entsprechende Koordinate weg. Dann ist f; = u; - t¢, wo u; Einheit in P
ist, also u;(P) # 0, und damit
@ = (uot® :ugt® : oo upt®).
Sei 0.E. eg = min(ey, ..., e,). Dann gilt
¢ = (up : ugt® =% 1yt T0)

und man sieht an dieser Darstellung, dass ¢ in P definiert ist. B

Damit folgt unmittelbar:

SATZ. Ist C' eine nichtsinguldre Kurve, Y eine projektive Varietit und ¢ : C — Y eine rationale Abbil-
dung, so ist ¢ schon ein Morphismus.

SATZ. Zwei birational dquivalente, nichtsingulire, absolut irreduzible, projektive Kurven sind schon iso-
morph.

Was bedeutet das? In einer Aquivalenzklasse birational #iquivalenter Kurven gibt es bis auf Isomorphie
hochstens eine nichtsinguldre Kurve. Es stellt sich dann sofort die Frage: Ist jede Kurve birational &qui-
valent zu einer nichtsinguliren Kurve? Wie findet man eine solche? Wir wissen bereits, dass jede Kurve
zu einer ebenen Kurve birational dquivalent ist. Wir werden jetzt Singularitiiten ebener Kurven durch
,Aufblasen“ auflosen.

Vorbemerkung: Da Singularititen ein lokales Phénomen sind, werden wir uns im folgenden auf die
2-dimensionale affine Darstellung beschrinken.
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Aufblasung von A? in (0,0):
e Sei
X ={((z,y), (20 : 21)) € A x P! : 221 = yzo}
und 7 : X — A? die Projektion auf die erste Komponente. Man nennt 7 bzw. X die Aufblasung
von A? in P = (0,0).
e Wir betrachten einen Punkt ((z,y), (20 : 21)) € X:
— Fall x # 0: Dann ist z; = 229 und

((z,9), (20 : 21)) = ((z,9), (20 : %Zo)) = ((z,9), (x - y))-

— Fall y # 0: Dann ist zg = %zl und

T
((2,9), (20 : 21)) = ((@,9), (21 21)) = (2,9), (@2 ).
— Fall x = y = 0: Dann hat man keine Bedingung:

((0,0), (20 : 21))-
e Wir haben also

X ={((z,),(:9) : (w,y) € A2\ {(0,0)}} U{((0,0), (20 : 21)) = (20 : 21) € P'}.

Also gilt
™ ((z,y) = {((z,y), (z : )} falls (2,y) # (0,0),
771((0,0)) = {((0,0), (20 : 21)) : (20 : 21) € P'}.
Definiert man jetzt E = {((0,0), (20 : 21)) € X : (20 : 21) € P!}, so ist offensichtlich
E =7"'(0,0)) ~ P

Man nennt E den exzeptionellen Divisor oder die exzeptionelle Faser.

e Definiert man weiter ¢ : A2 — X durch (x,y) — ((z,y), (z : y)), so ist ¢ definiert auf A%\ {(0,0)}
und induziert einen Isomorphismus

X\ E~ A%\ {(0,0)}.

e Uberlegung: Die Punkte der Gerade y = Az werden durch ¢ abgebildet auf ((z,y), (1 : \)). Die
Gerade trifft also den exzeptionellen Divisor im Punkt ((0,0), (1 : A)). Verschiedene Geraden
treffen den exzeptionellen Divisor in verschiedenen Punkten.

1.00

"_'_':'_::_'L'_'_', g o

0.00 g
-1.0 1.0

0.0 0.0

1.0 -1.0

1.0

Aufblasung zum Anklicken‘ Was ist also passiert? Man ersetzt in A2 den Punkt (0,0) durch

eine projektive Gerade, man blist auf. Vorstellung: Man zieht den Nullpunkt nach oben und
nimmt dabei die Geraden y = Az mit.
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e Wie rechnet man mit der Aufblasung X = {((z,y), (20 : 21)) € AZx Pl 2z = yz}? Wir
betrachten die offene Uberdeckung X = {zp # 0} U {z; # 0}:
— Fall zy # 0: Sei z = 2—(1) Es ist

X {z#0} = {((z,9),(20:21)) 221 = y2o} = {((z,9),(1: 2)) 1 22 =y} =
= {((@22),(1:2))} = {(2,2) € A%} = A2,
In diesem affinen Teil bilden also x und z = le) affine Koordinaten, der exzeptionelle Divisor

FE ist hier gegeben durch die einzige Gleichung = = 0.
— Fall z; #0: Seit:%:%.Esist

Xn{z 20} = {((z9) (20 : 21)) : 221 = w20} = {((z,9), (£: 1)) s v = yt} =

{((yty). (¢ 1))} =~ {(y,) € A”} ~ A%

In diesem affinen Teil bilden also y und ¢t = i—(l’ affine Koordinaten, des exzeptionelle Divisor
FE ist hier gegeben durch die einzige Gleichung y = 0.

Wir konnen also Phénomene in den affinen Teilen {zg # 0} und {z; # 0} studieren. Oft kommt
man mit einem Teil aus, denn

{20 =0} ={((0,9),(0: 1))} und  {z =0} = {((«,0),(1:0))}.

e Sei C C A? eine Kurve, die den Punkt (0,0) enthilt. Natiirlich gilt dann E C 7~ 1(C), d.h.
in 771(C) ist der exzeptionelle Divisor immer enthalten. Daher definiert man das eigentliche
Urbild C von C als

C=7m"HC\{(0,0)}),
wo Uberstreichen den Zariski-Abschluss bedeutet. Klar ist:
C\E=~C\{(0,0},
d.h. C und C sind birational dquivalent. C' und C unterscheiden sich also nur in den Punkten

von C'N E. D.h. wenn man wissen will, wie Aufblasen C verindert, muss man nur die endlich
vielen Punkte auf C'N E betrachten.

Beispiel: Was passiert mit Geraden durch (0,0)? Wir betrachten als Beispiel eine Gerade G, die durch
die Gleichung y = Az gegeben wird (mit A € K).
e Im affinen Teil X N {2y # 0} verwenden wir die affinen Koordinaten z, z mit y = zz und haben
dann

X {20 # 0} = {((z,22),(1: 2))}.

Die Gerade erhilt die Gleichung

xz=Mx, also z(z—X\)=0.
Da die exzeptionelle Faser durch x = 0 gegeben wird, wird das eigentliche Urbild der Geraden
durch

z—A=0
gegeben, also
XN{z#0}NG\={(z,)\x),(1:\):2 € K}.
G schneidet die exzeptionelle Faser im Punkt ((0,0), (1: ).
e Im affinen Teil X N {z; # 0} verwenden wir die affinen Koordinaten y, ¢t mit = yt. Es ist

Die Gerade erhélt nun die Gleichung

y=Ayt bzw. y(1-—Xt)=0.

Die exzeptionelle Faser wird durch y = 0 gegeben, das eigentliche Urbild der Geraden durch
1 — At = 0. Daher ist

XN {z #0}0 G = {((yt,y), (¢ 1)) : Xt = 1},
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G schneidet die exzeptionelle Faser im Punkt ((0,0), (5
liefert keine neue Information.

: 1)), falls A # 0 ist, sonst nicht. Dies
Als Ergebnis erhalten wir

Gr={((z,22),(1:\) e X:z e K}

Verschiedene Geraden G durch (0,0) werden also beim Aufblasen , auseinandergezogen®.

\ ' 1.00

1.0

//Fols 1

0.0 0.0

1.0

1.0

—-1.0

Beispiel: Die durch y* = 2° definierte Kurve C' hat eine Singularitéit in (0,0). Wir blasen A? in (0,0)
auf und wollen das eigentliche Urbild C' von C' bestimmen.
e Im affinen Teil

X0 {z0 # 0} = {((, 22), (1: 2))}

mit den affinen Koordinaten z, z setzen wir y = xz in die Kurvengleichung ein:
0=19y?—2°=(22)% — 23 = 22(2* — z).
Die exzeptionelle Faser wird durch x = 0 beschrieben, das eigentliche Urbild C von C durch
T =z°.

Einziger Schnittpunkt der exzeptionellen Faser mit C ist der Punkt (z, z) = (0,0), der nichtsin-

guldr ist.
2.0 2.0
1.5 1.5
104 1.0
0.5 4 0.5
= 0.0 0.0
—0.5 051
-1.0+ -1.01
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201 2.0 1
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T T T T T T T T
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e Im affinen Teil
XN {Zl 75 0} = {((yt7y)7 (t : 1)}

mit den affinen Koordinaten y,t setzen wir x = yt in die Kurvengleichung ein:

0= y2 7‘,1:3 _ y2 7y3t3 _ y2(1 7yt3).
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Das eigentliche Urbild C von C wird hier durch 1 = yt2 beschrieben, es schneidet die exzeptio-
nelle Faser y = 0 nicht.

Ergebnis: C ist nichtsingulér und

Xn{z#0}nC ={((z,22),(1:2):2=22} ud ENC ={((0,0),(1:0))}.

Wir haben also die Singularitéit von C' durch Aufblasen aufgelost.

Beispiel: y? = 22 + 2® definiert eine Kurve C, die in (0,0) singulir ist. Wir blasen A2 in (0,0) auf und
bestimmen das eigentliche Urbild von C.

e Im affinen Teil
XN{z0 #0} ={((z,22),(1: 2))}
mit den affinen Koordinaten x, z setzen wir y = zz in die Kurvengleichung ein:

0=y>—a?—a®=(22)? —2? — 23 =222 -1 —2).
Die exzeptionelle Faser wird durch x = 0 beschrieben, das eigentliche Urbild C von C durch
r=2>—1.
C schneidet die exzeptionelle Faser in den zwei Punkten (z, z) = (0, 41), also in
((0,0), (1 : £1)).

C ist in diesen Punkten nichtsingular.

2.0 4 2.0 4
1.5 4 1.5 A
1.0 1.0
0.5 1 0.5 4
= 0.0 N 00
—0.5 —0.5 1
-1.0 -1.01
=1.51 -1.51
—2.0 A -2.01
T T T T T T T T T T T T T T T T
-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 —-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
T T

e Im affinen Teil
X0 {z # 0} = {((yt,9), (¢: 1)}
mit den affinen Koordinaten y, ¢ setzen wir x = yt in die Kurvengleichung ein:

0=y — 2% — 2% =y — 22 — 313 = y2(1 — £2 — yt3).

Das eigentliche Urbild C von C wird durch die Gleichung
2 =1—yt?

beschrieben. Die Schnittpunkte mit der exzeptionellen Faser sind die Punkte (y,t) = (0,+1),
also
((0,0), (£1: 1)).

Diese Punkte haben wir aber schon untersucht und miissen deshalb nicht weiter betrachtet
werden.
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Ergebnis: C ist nichtsingulér mit

Wir haben also C' durch Aufblasen desingularisiert. Denken wir uns C in der affinen Ebene mit den
Koordinaten x, z gegeben durch z = 22 — 1, so ist

(z,2)—~(z,x2

5:{(I,Z)€A2:x:2271} )C:{(I,y)€A2:y2:x2+x3}
cin birationaler Morphismus und eingeschriinkt auf C'\ {(0,1), (0, —1)} — C'\ {(0,0)} ein Isomorphismus.

Sei C' eine ebene Kurve. Wie 16st man die Singularitidten von C auf? Sei Cy die Aufblasung von C' in einem
singuldren Punkt. Dann ist my : Cy — C ein birationaler Morphismus. Ist Cy noch singulér, so blase man
einen singuldren Punkt von Cy auf. Man kann dies lokal, also affin machen. Man erhilt m; : C; — Cy,
etc.
e Oy B Oy B Cpmg = O B Gy B C

wobei die 7; birationale Morphismen sind. Die entscheidende Tatsache ist nun, dass man durch diesen
Prozess irgendwann bei einer nichtsinguldren Kurve ankommt, was wir aber nicht beweisen werden. Durch
Aufblasen kann man also eine ebene Kurve desingularisieren. (Einen Beweis findet man bei [Hartshorne)
Proposition 3.8, S.390].) Damit erhélt man schliefflich:

SATZ. Zu jeder irreduziblen projektiven Kurve C' gibt es eine nichtsinguldre irreduzible projektive Kurve C
und einen birationalen Morphismus w: C — C. Die Kurve C ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmd.
Man sagt, C ist ein nichtsinguldres Modell von C.

Bemerkung: Wir haben den Aufblasprozess bisher nur affin 2-dimensional betrachtet. Man kann man
auch allgemein einen Punkt im P™ aufblasen: Man nennt

X={((mo:ay::m),(y1::yn)) EP" x P myy; = ajy; fiir d,j = 1,...,n}
zusammen mit der Projektion 7 : X — P" die Aufblasung von P im Punkt (1:0:---:0).

Wir wollen nochmals Morphismen zwischen glatten projektiven Kurven betrachten.

Beispiel: Sei C' C P? definiert durch 4> = 2 — 1 und ¢ : C — P! durch ¢ = (1 : y). Fiir c € K gilt
dH(1:e)={(1:z:c)eC:a®=c"+1}.
Fiir ¢ # +i gibt es also genau 3 Urbilder von ¢. Auflerdem gilt:

[K(C) : K(y)] = [K(z,y) : K(y)] = 3.

Dies ist nun ein ganz allgemeines Phénomen.

Sei ¢ : C1 — C2 ein Morphismus zwischen glatten projektiven Kurven. Wir wissen: ist ¢ nicht konstant,
so ist ¢ surjektiv. AuBlerdem ist dann K (C7) eine endliche algebraische Korpererweiterung von ¢* K (Cs).

DEFINITION. Sei ¢ : C7 — Cs ein nichtkonstanter Morphismus zwischen glatten projektiven Kurven.
Dann heifst

grad(¢) = [K(Cy) : ¢* K(Cy)]
der Grad von ¢. Man sagt, ¢ ist separabel, wenn die Korpererweiterung K (C)|¢* K(Cy) separabel ist.

Um die Urbilder ¢—1(P) eines Punktes P richtig zu ziihlen, brauchen wir noch folgende Definition:

DEFINITION. Sei ¢ : C; — Co ein nichtkonstanter Morphismus glatter projektiver Kurven und P € Cf.
Ist typy eine Uniformisierende im Punkt ¢(P), so heifst

eg(P) = ord p(¢™ty(p))
der Verzweigungsindex von ¢ im Punkt P. (Wegen (¢*typy)(P) = typ)(#(P)) = 0 gilt immer ey (P) >

1.) ¢ heifst verzweigt in P, falls e4(P) > 2 gilt. Der Morphismus ¢ heifft unverzweigt, falls e,(P) =1
fir alle P € Cy gilt.
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es(P) zdhlt also, wie oft der Punkt P unter ¢ auf den Punkt ¢(P) abgebildet wird. Dies wird noch
deutlicher durch folgendes

Beispiel: Sei C eine glatte projektive Kurve und f € K(C), f ¢ K. Wir betrachten den Morphismus
¢:C — P mit ¢ = (1: f) und einen Punkt P € C mit ¢(P) = Q.

Fall @ = (1:a): In Q ist  — a uniformisierend (mit « = 21), also ist ¢*(2 — a) = f — a und daher

es(P) =ord p(f —a).

Ist a = 0, so ist e,(P) = ord p(f) die Nullstellenordnung von f.
Fall Q =(0:1): In Q ist u = % = %1) uniformisierend, mit ¢*(%) = % gilt dann

eo(P) = ordp(%) — —ord p(f).

Nun gilt der wichtige Satz, fiir dessen Beweis wir auf [Silverman| Proposition 2.6, S.23-24] verweisen:

SATZ. Sei ¢ : Cy — Cs ein nichtkonstanter Morphismus zwischen glatten projektiven Kurven. Dann gilt:
(1) Fir alle Q € Cy ist
Z eq(P) = grad(e).
Pep=1(Q)

(2) Ist ¢ separabel, so gibt es nur endlich viele Verzweigungspunkte, d.h. Punkte P mit e4(P) > 2,
insbesondere gilt fiir alle Punkte @ von Co mit nur endlich vielen Ausnahmen:

#071(Q) = grad(¢).

Jede nichtkonstante Funktion f € K(C) liefert durch ¢ = (1 : f) einen Morphismus ¢ : ¢ — P!, mit
unserem letzten Beispiel folgt sofort:

FOLGERUNG. Ist C eine glatte Kurve und f € K(C)\ K, so nimmt f jeden Wert gleich oft an, wenn
man mit Vielfachheiten zdhlt.

Es gibt also genauso viele Null- wie Polstellen, womit wir haben:

FOLGERUNG. Ist C eine glatte Kurve und f € K(C), so gilt

> ord p(f) = 0.

PeC

Bemerkungen:

e Spiter werden wir uns niher mit sogenannten hyperelliptischen Kurven beschiftigen. Im
Wesentlichen werden diese dadurch charakterisiert, dass sie nichtsingulére, absolut irreduzible,
projektive Kurven C sind, die einen Morphismus

¢:C =P mit grad(¢) =2

besitzen. (Auch P! und sogenannte elliptische Kurven besitzen einen Morphismus ¢ : C — P!
vom Grad 2, die aber nicht als hyperelliptische Kurven gezihlt werden.)

e Wie kann man Kurven C beschreiben, die einen Morphismus ¢ : C — P! vom Grad 2 besitzen?
Sei ¢ : C — P! ein Morphismus vom Grad 2. Als rationale Abbildung lisst sich ¢ schreiben als
¢ =(1:¢) mit £ € K(C)\ K. Verwenden wir wie iiblich auf P* die Koordinatenfunktion z, so
ist ¢*(x) = €. Dass ¢ Grad 2 hat, bedeutet, dass K (C) eine Kérpererweiterung vom Grad 2 von
¢*K(Pl) = ¢*K(z) = K(&) ist. Setzen zusitzlich voraus, dass die Charakteristik von K von 2
verwenden ist, so existiert ein 7 € K(C) und ein Polynom separables Polynom f(z) € K[z] mit

K(C) =K@ und 7*=f().
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(Dies entspricht der Aussage, dass die quadratischen Erweiterungen von Q in der Form Q(\/&)
mit quadratireien Zahlen d € Z \ {0,1} geschrieben werden kénnen.) Dann ist

K(C) =~ Quot(Klz,y]/(y* — f(x))),

C ist also birational dquivalent zu der durch

y? = f(x)

definierten Kurve, bei der der Morphismus nach P! einfach durch (z,y) — 2 gegeben wird.

Exkurs: Potenzreihenentwicklungen - Laurentreihenentwicklungen

LEMMA. Seit uniformisierend in einem Punkt P einer Kurve C. Zu g € K(C)* mit m = ord p(g) und
n > m gibt es dann Zahlen cp,, s, ..., cn € K mit

n
g= Z ¢t mod ¢" T,
i=m

d.h.

n
g— Z et € tn+1OC7p.
i=m

Die Koeffizienten c; sind eindeutig bestimmt.

Beweis:

e Existenz: Sei zunéchst g € O¢ p. Definiere ¢y = g(P). Dann lésst sich zerlegen
g = co + git,
wo wieder g1 € O¢, p ist. Dies lisst sich iterieren: Definiere ¢; = g;(P) und schreibe g; = ¢;+¢i4+1t
mit gi+1 € Oc¢,p. So erhélt man
g=co+git =co—+cit+ got? = co + 1t + cot® + gstd = - - :co—&-clt—l—-n—i—cnt"—i—gnﬂt""’l.

Damit hat man die gewiinschte Zerlegung erhalten.
Ist ord p(g) = —s < 0, so entwickle man t°g € O¢,p modulo t"t1+s und dividiere dann an-
schlieflend durch ¢°.

o Findeutigkeit: Es geniigt die Eindeutigkeit fiir g € O¢, p zu zeigen. Angenommen

qg— Z CitiEthrlOC,p und g — Z ditietnﬂ(’)qp,
0<i<n 0<i<n

dann ist auch

Z (Ci — di)ti S tn+1OC)p,

0<i<n
was nur sein kann, wenn alle ¢; = d; sind. B

Das vorangegangene Lemma deutet schon an, dass man einer Funktion des Funktionenkorpers K (C') eine
Potenzreihenentwicklung in einem Punkt P zuordnen kann. Kann man dies auch praktisch machen?

Sei eine Kurve C durch eine affine Gleichung f(z,y) = 0 gegeben zusammen mit einem nichtsinguléren
Kurvenpunkt P = (a,b). (Den Funktionenkérper K (C') kann man sich dann als K (x,y) vorstellen, wo
zwischen z und y die Beziehung f(z,y) = 0 gilt.) Die Tangente in P ist

of of
%(a,b) (z—a)+ @(a’b) ~(y—10b)=0.

Ist nun g—fj(a, b) # 0, so ist z — a = 0 nicht die Tangente, also kénnen wir ¢ =  — a als Uniformisierende
in P verwenden. Nach dem vorangegangenen Lemma koénnen wir jede Funktion g € K(C)* in der Gestalt

¢;it" mod ™!

-

g =

(2

Il
3
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entwickeln fiir beliebig grofie n. Da der Funktionenkérper K(C') von z und y erzeugt wird, betrachten
wir zunéchst x und y. Nach Definition von ¢ ist
r=a+t.

Wir suchen nun Zahlen by, b1, b, ... mit

n

Y= Z b;t" mod "1,
i=0

wobei wegen y(P) = b natiirlich by = b gilt.
Wir stellen hier ganz knapp ein paar Grundlagen zu Potenzreihen und Laurentreihen zusammen.

Man definiert den Ring der formalen Potenzreihen (in der Variablen ¢ iiber dem Korper K) durch

K[t]] = Zaiti ra; € K

Es ist klar, wenn man addiert, multipliziert etc. Eine Potenzreihe ), a;t' ist genau dann invertierbar,
wenn ag # 0 gilt. Der Quotientenksrper Quot(K|[[t]]) wird mit den formalen Laurentreihen identifiziert:

K((t) =S at'ne€ZackK

i>n

Man definiert die Ordnung einer Potenz- bzw. Laurentreihe durch

ord (Z a;t’) = n, falls a, # 0.

i>n

Diese Ordnungsfunktion macht K[[t]] zu einem vollstéindigen diskreten Bewertungsring.

LEMMA. Sei f(x,y) € Klx,y], seien a,b € K mit f(a,b) =0 und g—g(a,b) # 0. Sei t eine Variable tiber
K. Beginnend mit by = b werden rekursiv Zahlen by, b1, b, ... aus K wie folgt definiert: Sind by, b1, . .., b
bereits definiert, so sei ciy1 der Koeffizient des Polynoms f(a +t, Zf:o bit') € K[t] bei t*+1, also

k
Fla+td bt =+ cpat?™ !+ € K1)
i=0
Damit wird definiert
brt1 = — Chotl
5L(a,b)
Dann gilt:
(1) Esist

fla+t, Zbiti) = 0 mod t"** fiir alle n > 0.
=0
(2) Die Reihe Y ;2 bit' € K[[t]] existiert in K|[t]] und erfiillt die Gleichung
f(a + ta Zbltl) = Oa
=0
d.h. (a+t,> .2, bit") ist eine Nullstelle des Polynoms f(z,y) in K|[t]].

Beweis:



EXKURS: POTENZREIHENENTWICKLUNGEN - LAURENTREIHENENTWICKLUNGEN 165

(0) Wir schreiben in K|z, y, 2]
f($,y+2) :Ao(z,y)+A1($,y) Z+A2($,y) 22+

Setzt man z = 0, so erhélt man Ag(z,y) = f(x,y). Differenziert man nach z, so erhdlt man

0
ai‘z];(xay—’—z) = A1($7y) +A2(l‘,y) ‘2z + .. i)
setzt man z = 0 ein, so erhilt man A (z,y) = %5(33, y). Insgesamt:

flx,y+2) = f(z,y) + %(aj,y) -z + hohere Terme in z.

(1) Wir zeigen durch Induktion, dass

k
fla+t, Y bit') =0 mod t** fiir alle k > 0

i=0
gilt.
e Der Induktionsanfang k& = 0 ist wegen

fla,bo) = f(a,b) =0

trivialerweise richtig.
e Sei nun k£ > 0 und die Behauptung bereits fiir k gezeigt, d.h.

k
fla+t, Z bit!) = 0 mod t*+1.
i=0
Wir kénnen dann schreiben
k
fla+t, Z bit") =t (ckr + tg(t).
i=0

Es folgt mit z = by, 1t*T!, wobei wir modulo t*+2 rechnen wollen:

f(a+t,1§biti) = f(a—&—t,ibiti—kbkﬂtk“):
=0 iio .
= fla+t,> bit')+ %(a 1) bit) by tP T R () =
=0 =0
_ e of 2y L
=t (Ck+1+-..)+8—y(a+t,§bit)-kat +...=

of
= (Ck+1 + bk.;,_l . a—y(a, b)) . tk+1 = 0 mod tk+2.

Dies beweist die Behauptung durch Induktion.
(2) Fiir alle n > 0 gilt

fla+t, Z bit') = 0 mod "

i=0
d.h.

ord (f(a—l—t,Zbiti) >n+1.
i=0

Dann folgt

lim f(a+t, Z; bit') = 0.
1=
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Die Stetigkeit von f(z,y) impliziert dann
o0
fla+t) bit") =0.
i=0
Dies ist die Behauptung. &

SATZ. Sei C' eine absolut irreduzible, nichtsinguldre, projektive Kurve und P € C(K). In einer affinen
Umgebung von P werde C' durch die Gleichung f(x,y) = 0 beschrieben mit P = (a,b), sodass g—i(a, b) #0
gilt. Dann ist t = x — a uniformisierend in P. Bestimmt man mit dem vorangegangenen Lemma

Sobitt mit  fla+t, Y bit') =0 in K[[t]],
=0

i=0
so definiert

(oo}
T a+t, yHZbiti
i=0

eine Einbettung
K(C) = K((t)),
wobei fiir g € K(C) gilt ord p(g) = ord (g).



KAPITEL 8

Divisoren auf nichtsingulidren Kurven

Im Folgenden sei C' eine nichtsingulére, absolut irreduzible, projektive Kurve, die iiber einem vollkom-
menen Korper K definiert ist.

DEFINITION. (1) Die Divisorengruppe Div(C) von C ist die freie abelsche Gruppe, die von den

Punkten auf C' erzeugt wird. Fin Divisor D € Div(C) ist also eine formale Linearkombination
D=> np[P|
pPeC

mit np € Z und np # 0 fir nur endlich viele Punkte von C. (Dabei dient die Schreibweise [P]
nur dazu, eine Verwechslung mit anderen Objekten auszuschlieffen.)

Der Grad grad(D) eines Divisors D =Y np[P] ist grad(D) = >_ np.
Die Divisoren vom Grad 0 bilden eine Untergruppe:

Div’(C) = {D € Div(C) : grad(D) = 0}.
Die Galoisgruppe G operiert auf Div(C) und Div®(C) durch

o(d np[P]) =) nploP).
Man sagt, D € Div(C) ist dber K definiert, falls oD = D fiir alle 0 € Gg gilt. Sei Divg (C)
bzw. Div(}((C) die Gruppe der Divisoren bzw. Divisoren vom Grad 0, die tber K definiert sind.
Ist f € K(C)*, so heifit
div(f) = ord p(f)[P]
pPeC
der zu f gehorige Hauptdivisor. Manchmal schreibt man statt div(f) auch einfach (f).

Beispiel: Wir betrachten P! mit = als Koordinate im Endlichen und u = % im Unendlichen. Ein f €
K(P'), f # 0 hat eine eindeutige Zerlegung

(x—a)™ ...(x —ap)™

L iy S LR Py T

mit m;,n; > 1, alle a;, b; verschieden. Im Unendlichen ist ord o (f) = (3°. n;) — (>, m;) und damit folgt

J

div(f) = Zmi[ai] - Z”j [b;] + (Z n; — Zmi)[oo]-

Insbesondere sieht man hier auch sofort grad(div(f)) = 0.

Beispiel: Wir betrachten die Kurve C' C P2, die durch y = 22 gegeben wird. Dann ist

ein iiber Q definierter Divisor. Ist a® = 2 und ¢ =

[(V2,2)] + [(-v2,2)]
—1+2¢T3

eine primitive dritte Einheitswurzel, so ist

[(, a®)] + [(Car, ¢*a?)] + [(¢Par, Ca?)]

ebenfalls iiber Q definiert.

LEMMA.

(1)

Seien f,g € K(C)*. Dann gilt:
div(fg) = div(f) + div(g), die Hauptdivisoren bilden also eine Untergruppe.

Datei: algku8.tex. Version vom 18.7.2021
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(2) div(f) =0 < feK .
(3) div(f) =div(g) <= f =cg fireincec K.
(4) grad(div(f)) =0, d.h. Hauptdivisoren haben Grad 0.

Beweis:

(1) Dies folgt sofort aus ord p(fg) = ord p(f) + ord p(g).

(2) div(f) = 0 heiit, f hat weder Pol- noch Nullstellen. Da ein nichtkonstantes f € K(C) aber
einen surjektiven Morphismus ¢ : C — P! mit ¢ = (1 : f) liefert, ist klar, dass div(f) = 0 mit
f € K(C) #quivalent ist.

(3) Es gilt div(f) = div(g) genau dann, wenn 0 = div(f) —div(g) = div(g), woraus mit der letzten
Aussage die Behauptung folgt.

(4) Aus dem letzten Abschnitt wissen wir: ), ord p(f) = 0, also grad(div(f)) =0.m

Beispiel: Seien e;,es,e3 € K paarweise verschieden, char(K) # 2. Dann definiert 4% = (z — e1)(z —
e2)(z — e3) eine nichtsingulire Kurve C' C P? mit einem unendlich fernen Punkt P, = (0 : 0 : 1). Sei
P, = (&;,0). In Py ist £ — e; = 0 Tangente, also y uniformisierend, auerdem (z — e2)(x — e3) Einheit.
Daher

2 =ord p, (y*) = ord p, ((x — e1)(z — e2)(x — e3)) = ord p, (x — e1).
Da = — ey hochstens in P; eine Nullstelle hat, hochstens in P, eine Polstelle hat, folgt

div(z — e1) = 2[P1] — 2[Px].

Analog

div(z — ea) = 2[P2] — 2[P5] und div(z — e3) = 2[Ps] — 2[Px].
Daraus ergibt sich div(y?) = 2[P1] + 2[P2] + 2[Ps] — 6[Ps], also

div(y) = [P] + [P2] + [P5] = 3[Pu].

DEFINITION. Zwei Divisoren Dy, Do € Div(C) heifien linear dquivalent, D; ~ Ds, wenn es einen
Hauptdivisor div(f) gibt mit

Dy = Dy + div(f).
Die Picardgruppe oder Divisorenklassengruppe Pic(C) ist der Quotient von Div(C) modulo der
Untergruppe der Hauptdivisoren. Entsprechend definiert man

Pic’(C) = { Divisoren vom Grad 0} /{Hauptdivisoren }.
Sei weiter
Pick (C) = {c € Pic(C) : oc = ¢ fir alle 0 € Gk}

und analog Pic% (C).

Bemerkungen:

(1) Pic’(C) = 0 heift, dass jeder Divisor vom Grad 0 Hauptdivisor ist. Pic’(C') misst also, wie-
weit Divisoren vom Grad 0 von Hauptdivisoren abweichen. Man vergleiche die Funktion der
Klassengruppe von Zahlkorpern.

(2) Da Hauptdivisoren Grad 0 haben, erhalten wir durch die Gradfunktion eine induzierte Abbil-
dung grad : Pic(C) — Z. Der Kern ist Pic?(C). Man kann dies auch mit der exakten Sequenz
schreiben:

0 — Pic’(C) — Pic(C) — Z — 0.
Ist Py € C, so definiert (Dg,n) — Do + nPy einen Isomorphismus von abelschen Gruppen
Pic’(C) @ Z ~ Pic(C),

der von der Auswahl des Punktes Py abhéngt.
Der folgende Satz gibt einen ersten Hinweis, wie wichtig Pic(C) fiir die Klassifikation von Kurven ist:

SATZ. Fir eine Kurve C' sind dquivalent:
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(1) C ~P* (iiber K ).
(2) Pic’(C) = 0.
(3) Es gibt ein f € K(C) mit div(f) = [P1] — [] und Py # P.

Beweis:
e 1 = 2: Jeder Divisor D auf P! vom Grad 0 kann in der Form

D= Zmi[ai] — an[ﬁj] + (Z nj — Zmi)[oo]

mit m;,n; > 0 geschrieben werden. Offensichtlich gilt nun fiir
(x—ap)™ ... (x —ap)™r
(x=p1)™ ... (x— Bs)™
div(f) = D, also ist D Hauptdivisor und damit Pic’(C) = 0.
e 2 = 3: Wiihle zwei verschiedene Punkte Py, P, € C. Dann hat der Divisor [P;] — [P2] Grad 0,
also gibt es eine Funktion f mit div(f) = [P1] — [P].
e 3 = 1: f induziert einen Morphismus ¢ : C — P! mit ¢ = (1: f) vom Grad
grad(¢) = Y ordp(f) =1,

PeC
f(P)=0

also ist ¢ ein Isomorphismus. (Alternativ: Es ist K(C) = K(f) ~ K(P') und damit C ~P!.) m

f=

Wir wollen jetzt wichtige Beispiele von Divisoren kennenlernen.

Hyperebenenschnitte: Sei C' C P" und C nicht in einem echten linearen Teilraum von P™ enthalten.
Sei £ = apzo + - - + apx, = 0 die Gleichung einer Hyperebene. Wir wollen den Divisor div(¢) definieren,
den Hyperebenenschnitt {¢ =0} N C.

Sei P € C.Ist P € U; = {z; # 0}, so sei np = ord p(). Ist P auch in Uj, so ist wegen ordp(i—;) =0

T4

l 12 i l
ord p(x—i) = ord p(x—i) + ord p(i—;) = ordp(x—j),
d.h. np ist wohldefiniert. Nun setzt man

div(e) = > np[P).

pPeC

Ist ¢/ = 0 eine andere Hyperebene, so ist ei, eine rationale Funktion auf C, und man sieht sofort, dass die
Hyperebenenschnitte div(¢) und div(¢') linear fquivalent sind. Man nennt grad(div(¢)) den Grad der
Kurve C im P".

Beispiele:
(1) Sei C = {zgxy = 22} C P2 Je zwei Punkte auf C bilden einen Hyperebenenschnitt.

5

-1
T
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3

(2) Fiir die Kurve C in affiner Darstellung y?> = 2® — 2 bestehen die Hyperebenenschnitte aus 3

Punkten, die auf einer Geraden liegen.

ad

-2
T

Sei nun ¢ : C; — Cs ein nichtkonstanter Morphismus glatter projektiver Kurven. Wir definieren
¢* : Div(Cs) — Div(C4), [Q]— Z eg(P)[P] und lineare Fortsetzung,
Peo=1(Q)
¢« : Div(C1) — Div(Cy), [P] — [¢(P)] und lineare Fortsetzung.

Beispiel: Interpretieren wir eine nichtkonstante Funktion f € K(C) als f : C — P!, so gilt

div(f) = f*([0] = [o0)).

SATZ. Sei ¢ : C7 — Cy ein Morphismus glatter projektiver Kurven. Dann gilt
(1) grad(¢*D) = grad¢ - grad(D).
(2) ¢*(div(f)) = div(¢™(f)).
(3) grad(¢.D) = grad(D).
(4) ¢u 0 @* = grad(¢), d.h. Multiplikation mit grad(¢) auf Div(Cs).

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen und frither erwéhnten Eigenschaften.



KAPITEL 9

Differentialformen auf nichtsingulidren Kurven

Sei wieder C' eine nichtsingulédre, absolut irreduzible, projektive Kurve, die iiber einem vollkommenen
Korper K definiert ist.

1. Rechnen mit Differentialformen

DEFINITION. Der Raum Slc der meromorphen Differentialformen auf C' ist der K (C)-Vektorraum, der
von Symbolen df mit f € K(C) erzeugt wird, zusammen mit den Relationen

d(f +9)=df +dg, d(fg)= fdg+ gdf, dc=0 fir alle c € K.

Jedes w € Q¢ hat also eine Darstellung

n

w= Zfidgi mit f;g; € K(C).

=1

Wir iiben etwas den Umgang mit den Differentialen: Seien f,g € K(C).
e d(f?) = fdf + fdf = 2fdf und induktiv dann
d(f™) = nf""df fiir alle natiirlichen Zahlen n.
o Ist f #0, so gilt:

1 1 1
0=d(1l)=d(f-=)=fd(=)+ =4
(1) =d(f f) f(f)+ff,

woraus sofort ) )

d(?) = _Pdf
folgt. Wie iiblich erhélt man dann

[y _9df — fdg

d(=) = Z¥—7——=.
(g) 7

o Ist [ =a,2"+an_12" ' +---+ag ein Polynom mit a; € K, so kénnen wir die formale Ableitung
F’ =Y ia;z""! bilden. Setzt man f ein, so erhilt man

dF(f) =d(>_aif') = iaif""'df = F'(f)df.
Ist G ein weiteres Polynom mit G(f) # 0, so ist
F(f)) _ F(NG() = F(HE'()

d df.
‘G Gy d
Beispiel: Wegen K (P') = K(z) folgt aus den obigen Betrachtungen sofort, dass jedes w € Qp1 die Form
w= pi(x) dx
q(x)

hat, mit Polynomen p und q.

SATZ. Q¢ ist ein 1-dimensionaler K (C)- Vektorraum.

Datei: algku9.tex. Version vom 18.7.2021
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Beweisidee: Der Funktionenkorper K (C) kann erzeugt werden von Elementen x und y mit einer Relation
f(z,y) = 0. Wie oben iiberlegt man sich

Qo = K(C)dz + K(C)dy.
Wir differenzieren jetzt die Relation f(x,y) = 0:

0 0
0=d0=d(f(z,y)) = a—idw + a—zdy.
Ist % =0, so folgt
af
dy = fg—";dx,
oy

und damit Q¢ = K(C)dx. Zu zeigen bliebe noch, dass Q¢ # 0 gilt, worauf wir aber verzichten. W
Bemerkung: Fiir ¢ € K gilt dc = 0. In Charakteristik p gilt auBerdem d(f?) = 0 fiir jede Funktion f.

Ohne Beweis geben wir folgenden Satz an, der die von uns bendtigten Aussagen enthélt:

SATZ. (1) Ist char(K) =0, so gilt fir f € K(C):
df =0 < fcK.

(2) Ist P € C und t uniformisierend in P, d.h. ord p(t) = 1, so ist dt # 0, insbesondere Qo =
K(C)dt.

Ist also ¢ uniformisierend in P € C und f € K(C), so gibt es eine Funktion g € K(C) mit df = gdt. Wir
schreiben dann auch manchmal g = %. Ohne Beweis geben wir folgendes Lemma an:

LEMMA. Ist t uniformisierend in P € C und f € K(C) definiert in P, so ist % auch definiert in P.

2. Kanonische Divisoren - das Geschlecht einer Kurve

DEFINITION. (1) Istw € Q¢,w #0, P e C und t uniformisierend in P, so gibt es eine Funktion g
mit w = gdt. Man definiert
ord p(w) = ord p(g).

Man sagt, w ist holomorph oder regulir in P, falls ord p(w) > 0 ist.
(2) Der Divisor eines Differentials w € Q¢ wird wie folgt definiert:

div(w) = Z ord p(w)[P].
pPeC

Den Divisor eines Differentials nennt man auch einen kanonischen Divisor.

Bemerkung: Man kann jetzt leicht zeigen, dass die Definition von ord p(w) nicht von der Auswahl der
Uniformisierenden in P abhéngt.

Beispiel: C = P! und w = dz. Was ist div(dz)? Im Endlichen: In einem Punkt a ist x —a uniformisierend,

wegen dr = d(z — a) = 1-d(z — a) gilt also ord 4(dz) = 0. Im unendlich fernen Punkt oo ist u = 1

uniformisierend, mit

1 1 o
dz = d(a) = —ﬁdu = (—1u"*du

gilt also ord o (dx) = —2, womit man schliefllich erhilt:

div(dz) = —2[cc] und  grad(div(dz)) = —2.

LEMMA. Fir f € K(C)\ {0} und w € Q¢ \ {0} gilt
div(fw) = div(f) + div(w).
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Beweis: Sei P € C' und t uniformisierend in P. Dann gibt es eine Funktion g mit w = gdt. Mit fw = fgdt
folgt
ord p(fw) = ord p(fg) = ord p(f) + ord p(g) = ord p(f) + ord p(w).
Daraus ergibt sich
div(fw) = div(f) + div(w),
wie behauptet. B

SATZ. (1) Je zwei kanonische Divisoren sind linear dquivalent.
(2) Ist ein Divisor linear dquivalent zu einem kanonischen Divisor, so ist er selbst ein kanonischer
Divisor.
Die kanonischen Divisoren bilden also eine ganze Aquivalenzklasse von Divisoren. Man nennt sie auch
die kanonische Klasse und schreibt dafiir k¢ .

Beweis:

(1) Seien wq,wsy zwei von 0 verschiedene Differentialformen, so gibt es eine Funktion f mit wy = fw;.
Aus dem vorangegangenen Lemma folgt sofort

div(we) = div(f) + div(wr).
Also sind wy und ws linear dquivalent.
(2) Sei ein Divisor D linear #quivalent zu einem Divisor div(w) mit w € Q¢ \ {0}. Dann gibt es eine
Funktion f # 0 mit D = div(f) + div(w). Das vorangegangene Lemma impliziert D = div(fw),
also ist D ein kanonischer Divisor, wie behauptet. B

Beispiel: (char(K) # 2) Wir betrachten die (nichtsingulire) Kurve C' C P2, die affin durch die Gleichung

y? = 2% — z definiert wird, also C = {x¢z% = 23 — 22z, }. Wir wollen den Divisor des Differentials w = dz
berechnen.

Im Endlichen: Sei P, = (—1,0), P, = (0,0),P; = (1,0). Sei P = (a,b) € C. Ist P # P;, so ist x — a
uniformisierend, wegen dz = d(x — a) also ord p(w) = 0. In P; ist y uniformisierend. Wir differenzieren
y? = 23 — = und erhalten

2udy = (322 —1)dz  und w=dzx =

In P; ist 322 — 1 Einheit, also gilt vp, (w) = 1.

Im Unendlichen: Es gibt nur den einen Punkt P, = (0 : 0 : 1). Wir wihlen affine Koordinaten r, s mit
(r:s:1)=(x0:21:a2) = (1:2:y) und haben dann die Gleichung r = s*> — 72s. In P, ist s
uniformisierend und ord p_ (r) = 3. Zunéchst gilt nun w = dz = d(£) = 1ds — % dr. Durch Differenzieren

der Gleichung r = s® — r%s erhélt man (1 + 2rs)dr = (3s®> — r?)ds und damit

w=dr = —2—drs ds,
r(1+ 2rs)
woraus man sofort ord p__ (w) = —3 ablesen kann. Also gilt

div(w) = [P1] + [P2] + [Ps] — 3[Px]-
Den gleichen Divisor hat die Funktion y: div(dz) = div(y) und damit
1
div(=dz) = 0.
Y
Die kanonische Klasse ist also trivial: ko = 0.
Zur Ubung rechne man in gleicher Weise folgendes Beispiel:

Beispiel: (char(K) # 2) Seien e, s, e3 € K paarweise verschieden und C' C P? gegeben durch die affine
Gleichung y? = (z — e1)(z — e2)(z — e3). Man zeigt, dass C nichtsinguliir und absolut irreduzibel ist. Mit
A=ce+ey+es, B=ereg+eres+erez und C = ejeges kénnen wir auch y? = 23 — Az? + Bx — C
schreiben bzw. projektiv zox3 = 23 — Azox? + Bzdz; — Cx. Wir wollen den kanonischen Divisor div(dz)
berechnen. Sei P; = (e;,0) und Poo = (0:0: 1).
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Im Endlichen: Ist P = (a,b) # P;, so ist  — a uniformisierend, wegen dz = d(z — a) also ord p(dz) = 0.
In P; ist y uniformisierend. Wir differenzieren die Definitionsgleichung 3% = z® — A2? + Bz — C:

2ydy = (32* — 2Ax + B)dx.

In P; ist (322 — 24z + B)(P;) = (e; — e;)(ei —ex) # 0 (i, j, k paarweise verschieden), 3z% — 2Ax + B also
Einheit und damit ord p,(dz) = 1.

Im Unendlichen: Wir verwenden affine Koordinaten 7, s mit (r:s:1) = (1:2:y),alsox = 2,y = % Die
Gleichung lautet r = s — Ars? + Br?s—Cr?3. Die Tangente in P, ist also r = 0, mithin s uniformisierend.
Aus der Gleichung sieht man dann sofort ord o (r) = 3. Durch Differenzieren der Gleichung erhélt man

(1+3Cr? —2Brs + As*)dr = (Br* — 2Ars + 3s%)ds,
und daher mit dz = d(2) = 1ds — Sdr

do — 3Ars? — 3Br?s 4+ 3Cr3 +r — 3s°
~ r2(As2 —2Brs+3Cr2 4+ 1)

Nun gilt ord o (r — 3s%) = 3, so dass sich ord o, (dx) = —3 ergibt.
Insgesamt haben wir also

ds.

Diesen Divisor kennen wir bereits: div(dz) = div(y) und damit div(%) = 0. Die Differentialform df hat
also weder Pol- noch Nullstellen. Auflerdem gilt k¢ = 0.

Die folgende Definition fiihrt eine zentrale Invariante ein:

DEFINITION. Das Geschlecht g (oder g(C) oder gc) einer Kurve C wird definiert durch die Formel
2g — 2 = grad(kco),

wo ko die kanonische Klasse bezeichnet.

Bemerkung: Da wir noch keine Aussagen iiber die Grade von kanonischen Divisoren haben, wissen wir
bisher nur, dass fiir das Geschlecht einer Kurve

1
-7
9(C) € 5
gilt.

Beispiele:

(1) Wegen grad(kp:) = —2 hat P* Geschlecht 0.
(2) Die vorhin betrachteten Kurven 32> = (z — e1)(z — e2)(z — e3) (alle e;’s verschieden) haben
ke = 0, also Geschlecht 1.

3. Die Adjunktionsformel fiir ebene Kurven

Adjunktionsformel fiir glatte ebene Kurven:

e Sei C' C P? eine nichtsingulire Kurve vom Grad d, d.h. gegeben durch ein Polynom f(z,y) =0

bzw. homogen z{§ f(3*, 22) = 0.
e Im Funktionenkorper gilt f(x,y) = 0, woraus folgt %dw + g—idy = 0 und daher
_dr dy
oy ox

e Wir betrachten w im Endlichen, in einem Punkt P = (a,b).
Ist %(P) # 0, so ist  — a uniformisierend und mit d(z — a) = dz folgt ord p(w) = 0.
Ist %(P) # 0, so ist y — b uniformisierend und mit d(y — b) = dy ergibt sich ord p(w) = 0.
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e Im Unendlichen: Wir nehmen an, (0: 1 : 0) liegt nicht auf der Kurve, dann liegen alle unendlich
fernen Punkte von C im affinen Teil {(r: s: 1)} und zwar auf r = 0. Wegen (1:z:y) = (r:s:
)=(01:2: %) gilt im Funktionenkorper x = % und y = % Die Ableitung % hat Grad d — 1,

also ist g(r,s) = 47141 (2, 1) ein Polynom in r und s. Mit dy = d(1) = — L dr erhalten wir
_dy rd=3dr
9L g(rs)”

e Nun kann man erreichen, dass der Geradenschnitt (xg) aus d verschiedenen Punkten besteht:
diV(.’L‘Q) = [Pl] + -4 [Pd]

Dann ist r uniformisierend in P; und ord p,(w) = d — 3.
e Man erhilt also

div(w) = (d— 3)[P] + - + (d — 3)[P4] = (d — 3)div(wo).

Insbesondere ist grad(ke) = d(d — 3).
e Aufgabe: Verifiziere die fiirs Unendliche gemachten Aussagen durch explizites Ausrechnen.

Damit erhalten wir folgenden Satz:

SATZ. Sei C' C P2 eine nichtsinguldre Kurve vom Grad d. Ist h die Klasse eines Hyperebenenschnitts, so
gilt fiir die kanonische Klasse

ke = (d— 3)h,
also grad(kc) = d(d — 3) und damit g(C) = W.

Beispiele: Ist C eine nichtsingulire, absolut irreduzible, projektive, ebene Kurve vom Grad d, so gibt
folgende Tabelle (im Fall d < 6) an, welches Geschlecht g die Kurve hat:

d|1]2|3[4]5] 6

gl0]O0[1]3]6]10

Was passiert, wenn eine ebene Kurve C' Singularitdten hat? Durch Aufblasen erhalten wir eine nicht-
singulére birational dquivalente Kurve C. Welches Geschlecht hat C? Natiirlich kann man dies bei einer
konkret gegebenen Kurve ausrechnen, indem man den Divisor eines Differentials bestimmt. In vielen
Fillen kann man aber auch obige Betrachtung modifizieren und erhélt eine Aussage iiber das Geschlecht.

DEFINITION. Ein Punkt P = (xo,yo) einer ebenen Kurve f(x,y) = 0 heifit einfacher Knoten oder
gewdhnlicher Doppelpunkt, falls die Taylorreihenentwicklung in P folgende Gestalt hat:

f=a(x—x0)>+bx —x0)(y — o) +cly —yo)> +... mitb*> —4dac #0.

Nach Koordinatenwechsel sieht also die Taylorreihenentwicklung in einem einfachen Knoten wie folgt aus:
f=zy+...

Damit gilt jetzt folgender Satz:

SaTz. Sei C C P? eine irreduzible projektive Kurve vom Grad d mit nur einfachen Knoten als Singula-
ritdten, und zwar § Stick. Ist C' eine glattes Modell von C, so gilt

~ (d—1)(d-2)

g(C) = 5 — 0.
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Beweisskizze: Wir konnen annehmen, dass alle Singularitdten im Endlichen liegen. C werde durch Auf-
blasung in den Singularititen erhalten. Wir betrachten wieder das Differential

dx dy
oy ox

Wir miissen nur sehen, was in den singuliren Punkten passiert. O.E. sei P = (0,0) ein einfacher Knoten
von C.

o Sei f=uay+>,559i(r,y), wo gi(x,y) homogen vom Grad i ist.

e Wir blasen A2 auf in (0,0) und erhalten X = {((x,9), (20 : z1)) € A2 x P! : z2; = yz}. Die
exzeptionelle Faser sei F, das eigentliche Urbild von C' sei C. Uns interessiert also, was in den
Punkten E N C von C passiert. Dazu betrachten wir zwei affine Teile von X:

e 2o #0: Mit z = i—; wird y = xz, als affine Koordinaten verwenden wir z, z. Einsetzen liefert

f=a%2+ Zgi(x,xz) =2+ ingi(l, 2),
i>3 i>3
so dass hier das eigentliche Urbild C gegeben wird durch
z+ Zmiﬂgi(l, z) =0.
i>3

ENCN{z # 0} besteht nur aus dem Punkt P; = ((0,0), (1 : 0)).
e Der Punkt P ist nichtsinguldr auf C' und x ist uniformisierend. Was passiert mit w = dz/ %?

Wir haben of 5 5
9i 9i
— =z+ z,y) =z + T,Tz),
9y ;23 2y (z,y) ;23 dy (z,22)

woraus sofort ord p, (%) = 1 folgt, also
ord Py (w) =—-1.

e Im affinen Teil z; # 0 findet man den Punkt P, = ((0,0),(0: 1)) und analog ord p,(w) = —1.
e Die Singularitit erniedrigt also den Grad des kanonischen Divisors um 2, das Geschlecht ernied-
rigt sich also um 1, was wir zeigen wollten. B

4. Die Riemann-Hurwitz-Formel

DEFINITION. Sei ¢ : C7 — Cs ein nichtkonstanter Morphismus zwischen glatten projektiven Kurven.
Dann definieren wir

¢* : Qo, = Qo, durch ¢*(Y fidgi) = > (6" f)d(67gs).

Da Q¢ ein 1-dimensionaler K (C)-Vektorraum ist, ist ¢* : Qc, — Q¢, entweder injektiv oder identisch 0.
Der folgende Satz gibt die wesentliche Charakterisierung.

SATZ. ¢* : Qc, — Q¢, ist genau dann injektiv, wenn ¢ : C1 — Co separabel ist.

Wir werden diesen Satz nicht beweisen, geben aber ein Beispiel fiir das wesentliche Phdnomen:
Beispiel: Hat K Charakteristik p und ist ¢ : P! — P! gegeben durch x +— x oder ¢ = (1 : zP), so gilt
fiir das Differential w = f(x)dx:

¢*w = f(aP)d(z?) = f(aP)paP " da =0,
also ist ¢* : Qp1 — Qp1 in diesem Fall die 0-Abbildung.
Riemann-Hurwitz-Formel: Sei ¢ : C; — C5 ein separabler Morphismus und w eine Differentialform

auf Cy. Wir wollen die Divisoren
div(¢*w) und ¢*(div(w))
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vergleichen.

e Sei P € C7 und Q = ¢(P). Sei s uniformisierend in @, also w = us™ds mit m = ord g (w) und
einer Einheit u.

e Sei ¢ uniformisierend in P, e = e4(P) der Verzweigungsindex, also ¢*(s) = vt® mit einer Einheit
v. Dann gibt es auch eine in P definierte Funktion g mit dv = gdt.

e Wir betrachten ¢*w in P:

(b*w _ gb*(usm)d(gb*s) _ ¢*u RSO O d(’l)te) _
= Pru-v™ -t (t°dv + vd(t°)) = ¢Fu - v™ -t - (tgdt 4 evt® T dt) =
d*u - ™t - (99 + evt® ) dt

Wir haben jetzt zwei Félle:
1. Fall: e # 0 in K: Dann gilt

ord p(¢p*w) =me + e — 1 =ey(P)ord g(w) + (e4(P) — 1).
2. Fall: e =0 in K: Dann ist
ord p(¢*w) > ey (Pord g(w) + (ey(P) — 1).
e Seien jetzt alle Verzweigungsindizes e4(P) # 0 in K. Dann gilt also
ord p(¢*w) = eg(P)ord y(py(w) + (e4(P) — 1),
und damit

div(¢*w) = > ordp(¢*w)[P] =

PeCy

= Y (es(P)ord ypy (W)[P] + (eg(P) = 1)[P]) =
PeCy

= > Y ep(PordqW)Pl+ D (eg(P) - 1)[P] =

QeC2 Peop—1(Q) PeCy

= Y odoWw) | D e(PIP]|+ D (es(P) D[P =

QeC: Pep=1(Q) PeCy
= Y ordow)e[Q+ Y (ey(P) —1)[P] =
QeCy pPeC,
= ¢"( ) ordqW)@)+ Y (es(P) —1)[P] =
QeCs PeC,
= ¢"(divw)) + Y (es(P) = 1)[P].
PeCy

e In der letzten Formel berechnen wir noch die Grade und erhalten
2(C1) — 2 = grad(¢) - (29(C2) —2) + Y (eg(P) = 1).
PeC,
Damit erhalten wir folgenden Satz, der auch als Riemann-Hurwitz-Formel bezeichnet wird:

Satz (Riemann-Hurwitz). Sei ¢ : C1 — Cyo separabler Morphismus und alle Verzweigungsindizes ey (P) #
0 in K. Ist w ein von 0 verschiedenes Differential in Cy, so gilt

div(¢*w) = ¢"(div(w)) + D (es(P) = [P,
PeC,
woraus sich fir die Geschlechter der Kurven ergibt:
29(Cy) — 2 = grad(¢)(29(Ca) — 2) + > (eg(P) - 1).
PeCq
Der Divisor ) pcc, (e(4(P) — 1)[P] heifit auch der Verzweigungsdivisor von ¢.






KAPITEL 10

Der Satz von Riemann-Roch

Sei im Folgenden C' eine nichtsingulére, absolut irreduzible, projektive Kurve, die iiber einem vollkom-
menen Korper K definiert ist.

DEFINITION. Fiir zwei Divisoren D1 =Y mp[P] und Dy = > np[P] auf C definiert man:
Dy >Dy; <= mp>np firaleP eC.
Ein Divisor D = np[P] € Div(C) heifst effektiv, falls D > 0 gilt, d.h. np > 0 fiir alle P € C.

Bemerkung: Fiir Dy, Dy € Div(C) gilt die Implikation
Dy >Dy = grad(D;) > grad(Ds).

Beispiel: Wie kann man ausdriicken, dass eine Funktion f € K(C)* hochstens in Py eine Polstelle hat,
und zwar hochstens von der Ordnung n?

Die Bedingungen lauten: ord p,(f) > —n und ord p(f) > 0 fiir alle P # PFy. Dies ist offensichtlich
gleichwertig mit div(f) = > ord p(f)P > —n[P], was man auch in der Form

div(f) + n[Po] =2 0

schreiben kann.

DEFINITION. Fiir D € Div(C) sei
L(D)={f € K(C)* :div(f)+ D >0} U {0}.

Bemerkung: Sei D = m;[Pi]+- - +m,[Pr] =n1[Q1] — - - - — ns[Qs] mit paarweise verschiedenen Punkten
Py,...,P,Q1,...,Qs und mq,...,my,nq,...,ns € N. Fir f € K(C)* gilt dann:

feLD) <« div(f/)+D>0 <
= div(f) +mu[P] 4+ A me[B] =@ = = ns[Qs] 20 =
= dv(f) z P —m B+ @i+ n,[Q)
< ordp/(f)>-—m;firi=1,...,r, ordg,(f)>n;firj=1,...,s

und ord p(f) > 0 fiir P € C\ {P1,...,P-,Q1,...,Qs}.

Zu L(D) gehoren also die Funktionen, die in den Punkten P; hiéchstens einen Pol der Ordnung m; und in
den Punkten @); mindestens eine Nullstelle der Ordnung n; haben und in allen anderen Punkten definiert
sind.

Beispiel: Was ist £(0), wo 0 hier den Nulldivisor bezeichnet? Ist f € £(0) \ {0}, so gilt div(f) > 0, also
hat f keine Polstellen. Dann muss aber f schon konstant sein. Damit haben wir

£0) =K.

LEMMA. L(D) ist ein K - Vektorraum.
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Beweis: Sei D =Y np[P], f,g € L(D) und ¢ € K. Wir wollen zeigen, dass gilt
f+geL(D) und cf € L(D).
O.E. kénnen wir uns auf den Fall f # 0, g # 0, f+g # 0, ¢ # 0 beschrénken. Dann gilt ord p(f), ord p(g) >
—np und damit
ord p(f + g) > min(ord p(f),ord p(g)) > —n und ord p(cf) = ord p(f) > —n,
also f+g € L(D)und c¢f € L(D). m

DEFINITION. Wir setzen £(D) = dimy L(D).

Eine fundamentale Aufgabe ist die Bestimmung von £(D) und die von ¢(D).

Beispiel: Im Fall P* haben wir die Vektorriume L£(D) bereits bestimmt. Zur Wiederholung betrachten
wir D = n[oo] mit n € Ng. Dann ist

L(n-[00)]) = {ao + a1 + azx® + -+ + a,z™ : ag,...,an, € K}.
L(n[oc]) ist also der Vektorraum der Polynome vom Grad < n. Eine Basis ist 1,z,2%,..., 2", sodass
insbesondere
ln-[oc]) =n+1=grad(n-[oc]) +1
gilt.

SaTz. Seien D und D’ Divisoren auf C. Dann gilt:

(1) Ist grad(D) < 0, so ist L(D) =0 und ¢(D

(2) Sind D und D' linear dquivalent, so gzlt L(
Ist D' = D +div(f), so gilt L(D') = ;L(D).

(3) Ist D < D', so L(D) C L(D") undﬁ( ) <{D").

(4) Sei P € C und D € Div(C). Gilt L(D) C L(D + [P)) und ist f € L(D + [P]) \ L(D), so gilt
bereits L(D + [P]) = L(D) + K f.

(5) Ist P € C, so gilt (D) < (D + [P]) < {(D) +1.

(6) Fir grad(D) > 0 gilt ¢(D) < grad(D) + 1.

) =
D) ~ E(D') und insbesondere £(D) = £(D'). Genauer:
D

Beweis:
(1) Wére L£(D) # 0, so gibe es ein f € L(D) \ {0}. Dann wire D + div(f) > 0, also wiirde

grad(D) = grad(D) + grad(div(f)) = grad(D + div(f)) >0

folgen, ein Widerspruch zur Voraussetzung.
(2) Sei D' = D + div(f). Dann gilt fiir g € K(C)*:

geELD) <« D +divig) >0 < D+div(f)+div(g) >0 <+
< D+div(fg) >0 <= fgel(D) <+ ge%L(D),

also L(D') = %C(D)7 woraus die Behauptung folgt.

(3) Sei D < D" und f € £(D)\ {0}. Dann gilt D’ 4 div(f) > D+ div(f) > 0, also f € £(D’). D.h.
L(D) C L(D").

(4) Wir nehmen an, es existiert eine Funktion f mit f € £L(D+[P])\ £(D). Sei D = n[P]+..., d.h.
n ist die Multiplizitét von D in P. Sei t uniformisierend in P. Dann ist ord p(f) > —(n+1), aber
ord p(f) # —n, und daher ord p(f) = —(n+1). Dann ist ord p(ft" 1) = 0, also (ft"*1)(P) # 0.
Ist jetzt g € L(D+[P]), so gilt ord p(gt" 1) > 0, also gibt es eine Konstante ¢ mit (gt"™1)(P) =
c(ft" 1) (P), was ord p(gt"t! — cft"*t1) > 1 und somit ord p(g — c¢f) > —n liefert. Also gilt
g —cf € L(D) und damit g € £L(D) + K f wie behauptet.

(5) Dies folgt sofort aus der letzten Aussage.
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(6) Wir koénnen grad(D) > 0 und £(D) # 0 voraussetzen. Dann gibt es ein f mit D + div(f) > 0.
Also ist D' = D +div(f) effektiv und ¢(D’) = £(D). Wir kénnen uns also auf effektive Divisoren
beschrianken: D' = [P1] + - - - + [P,]. Mit Hilfe der letzten Aussage ergibt sich

[P+ -+ [P]) SU[Pr]+ -+ [Pa]) + 1< -+ <L0) +n=n+1,

was zu zeigen war. B

Beispiel: Wir betrachten C' = P! und einen Divisor
D= Z Nala] + Noo[oo]  mit  grad(D) > 0,
a€K
wobei natiirlich {a € K : n, # 0} endlich sein soll. Fiir die Funktion
f=1l@-ar
a€K
gilt dann

div(f) = Z na[a] - (Z na)[oo]

aEK acK
Mit der zweiten Formel des vorangegangenen Satzes folgt

L(D) LAV() + (D na) +no)[oc]) = L(AV(f) + grad(D)[oc]) =
a€K

L(grad(D)]oc]) =

-

(F +Kr+Ka? +-- + F:cgrad(D)) .

Also ist
1 T 2 xgrad(D)

oo
eine Basis von £(D), und insbesondere ¢(D) = grad(D) + 1.
Ohne Beweis geben wir jetzt folgenden fundamentalen Satz an:

SaTz (Riemann-Roch). Ist C eine Kurve vom Geschlecht g und Ko ein kanonischer Divisor, so gilt fiir
alle Divisoren D € Div(C):
D) =grad(D)+1—g+ ¢ Kc — D).

Beispiel: Im Fall C = P! war g = 0 und K¢ = div(dz) = —2[00] ein kanonischer Divisor. Der Satz von
Riemann-Roch besagt dann

(D) = grad(D) + 1 + ¢(—2[cc] — D).
Ist grad(D) > 0, so ist grad(—2[oc] — D) < 0, also ¢(—2[cc] — D) = 0, was zu

¢(D) = grad(D) + 1 fiir grad(D) > 0
fithrt. Diese Aussage haben wir bereits zuvor erhalten, wobei wir auflerdem eine Basis fiir £(D) bestimmt
haben.
Bemerkung: Wir wissen bereits, dass gilt

£(0) =K, unddamit £(0) = 1.
Setzen wir dies in Riemann-Roch (¢(D) = grad(D) + 1 — g + {(K¢ — D)) ein, so erhalten wir

1= K(O) = grad(O) +1- g +€(KC — 0) =1- g "‘rf(Kc),

und damit
{(Kc) =g.
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Insbesondere bedeutet dies, dass das Geschlecht g eine ganze Zahl > 0 ist.
Setzen wir jetzt D = K¢ in Riemann-Roch ein, so erhalten wir

g=0Kc)=grad(K¢)+1—g+ (K¢ — K¢) =grad(Kg) +1—g+1,

also
grad(K¢) =29 — 2.

Uber diese Formel hatten wir zuvor das Geschlecht einer Kurve definiert. Wir fassen nochmals zusammen:

FOLGERUNG.
UKc)=g und grad(K¢)=2g—2.

Bemerkung: Sei K¢ = div(w) mit einer Differentialform w. Dann gilt fiir f € K(C), f # 0:
feL(Keo) < div(f) +div(w) > 0 < div(fw) >0,
also
L(K¢) ~ {holomorphe Differentialformen auf C'}.
Man deutet daher £(K¢) oft auch als K-Vektorraum der holomorphen Differentialformen auf C.

Der Satz von Riemann-Roch

(D) =grad(D)+1—g+{(Kc— D)
berechnet zunéchst nicht ¢(D) in Abhiingigkeit von grad(D), denn ein Korrekturterm ¢(K¢o — D) ist
erforderlich. Gilt aber grad(K¢ — D) < 0, d.h. grad(D) > 2g — 2, so ist /(K¢ — D) = 0 und Riemann-
Roch ergibt ¢(D) = grad(D) + 1 — g. Damit haben wir gezeigt:

FOLGERUNG. Fiir einen Divisor D € Div(C) gilt
grad(D) >2¢g—2 = {(D)=grad(D)+1—g.

Beispiele:
g=0|grad(D) > -1 = {(D)=grad(D)+1
g=1| grad(D)>1 =  {(D)=grad(D)
g=2| grad(D) >3 = {(D)=grad(D)—1
g=3| grad(D) >5 = {(D)=grad(D)—-2

Beispiel: Sei P € C. Fiir alle n > 2g — 1 gilt £(n[P]) =n+ 1 — g, d.h. es gibt Funktionen, die nur in P
eine Polstelle haben.

Beispiel: Sei C C P? definiert durch die affine Gleichung y? = (x — e1)(z — e2)(x — e3) mit drei verschie-
denen Zahlen ey, es,e3 € K (in Charakteristik # 2). Die Kurve C' hat genau einen Punkt im Unendlichen,
nédmlich co = (0:0:1). Es gilt

ord oo (z) = =2, ord(y) = —3.
Wir haben K¢ = div(%“) = 0 berechnet, sodass C' Geschlecht g = 1 hat.
Was ist £(n]oo]) fiir n > 17 Riemann-Roch liefert

£(n[oo]) = grad(n[oo]) + 1 — g + €(Ke — nloc]) = n + £(—nf[oo]) = n.

Da die Funktionen z und y auflerhalb von oo definiert sind, da wir ord o (z) = —2 und ord - (y) = —3
wissen, kénnen wir leicht die Riiume £(n[oo]) gut beschreiben. (y? kann dabei als Linearkombination von
1,z,2% 23 dargestellt werden.)

L(ld]) = K

L(2[x]) = K+ Kz

L(B3[x]) = K+ Kzr+Ky

L(4[x]) = K+ Kz+Ky+ Ka?

L(5[0]) = K+ Kr+Ky+ Ka?+ Kuxy
L(6[x]) = K+Kr+Ky+Ka®+ Kay+ Ka®
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Induktiv sieht man schnell, dass

2 .2 n 2 n_3
]‘)‘m?m ,71' 7"'5$[2]’y7xy7x y"")x[ 2 ]y

eine Basis von L(n[oo]) ist.
Bemerkung: Es gibt Verfahren, wie man explizit eine Basis von £(D) bestimmen kann.
Fiir uns ist folgende Aussage von Bedeutung:

SATZ. Ist D € Divg(C) ein iber K definierter Divisor, so besitzt L(D) eine Basis aus K(C).

Beweis: Es geniigt zu zeigen: Jedes Element aus £(D) ist Linearkombination von Elementen von £(D)N
K(C). Sei also f € L(D) \ {0}. Dann gibt es eine endliche galoissche Kérpererweiterung L von K mit
f € L(C). Sei G = Gal(L|K) = {o1,...,0,} (mit 01 =idy) und «y,...,a, eine K-Basis von L. Wir
definieren
gi =o1(aif) + -+ on(aif).

Da g, invariant unter G ist, folgt g; € K(C). Aus f € L(D) folgt div(f) + D > 0, und damit wegen
div(oi(f)) = o4(div(f)) und o;(D) = D auch div(e;(f)) + D > 0, also o;(f) € L(D), und damit auch
gi € L(D). Insgesamt gilt g; € L(D) N K(C). Nun haben wir

g1 o1 0201 ... OpQg orf

9n 010y 020, ... OpQy onf
Die Matrix werde mit M bezeichnet. Dann ist det(M)? die/eine Diskriminante von L iiber K, also # 0.
Mithin ist f = o1 f K-Linearkombination von g1, ..., g,, was wir zeigen wollten. B

Beispiel: Wir betrachten die Quadrik Q C P?, die affin durch die Gleichung

y+az? +bry+cy’> =0
mit a # 0 definiert wird. (Wegen a # 0 ist die Kurve nichtsingulér - in jeder Charakteristik.) Der Grad ist
2, also hat @ Geschlecht 0. Wir haben den K-rationalen Punkt P = (0,0) und wollen £([P]) bestimmen.
Nach Riemann-Roch ist ¢([P]) = 2. Natiirlich ist K C L([P]).

Im Endlichen: Im Funktionenkérper gilt ax? = —y(1+bx + cy). Wir betrachten folgende Funktion f und
geben verschiedene Darstellungen an:

x 1 14+bx+cy

f = -
y a x
f hat hochstens fiir x = y = 0 eine Polstelle, also in P. Andererseits ist z uniformisierend in P, also sieht
man aus der zweiten Darstellung ord p(f) = —1.

Im Unendlichen: Wir haben projektiv xgzs + aa:f + brixe + cx% = 0, also im Unendlichen die Punkte
mit 7o = 0 und ax? + bx1z2 + cx3 = 0. Fiir sie gilt x5 # 0. Wir fiihren also affine Koordinaten r, s mit
(ris:1)=(zg:z1:22)=(l:x:y) = (% : 5 1) ein. Also ist f = s, insbesondere hat f keine Polstelle
im Unendlichen.

Also hat f genau eine Polstelle, ndmlich in P, woraus sofort

L(P) =K+ K,

folgt. Wir behandeln den Spezialfall
y+222 +3xy+4y> =0 iiber Fyy
mit SAGE:
Proj.<x0,x1,x2>=ProjectiveSpace(GF(11),2)
f=x0%x2+2*%x1"2+3*x1*x2+4*x2"2
C=Curve(f,Proj)
P=C.point([1,0,0])
D=C.divisor([(1,P)])
L=C.riemann_roch_basis (D)
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SAGE liefert als Basis von £(D)
3xo + x2
]'7 b
1

withrend wir zuvor £([P]) = K + K 2. erhalten haben. Tatsiichlich iiberpriift man, dass gilt

N

3
Bwotar o, . M
X1 To
sodass die Ergebnisse iibereinstimmen. (Mir ist nicht klar, ob man mit SAGE im Funktionenkérper
rechnen kann.)

LEMMA. Ist D ein Divisor vom Grad d und d > gc, so gibt es Punkte Py,...,P; € C mit D ~ [P] +
.-+ [P4]. D.h. Divisoren mit einem Grad > gc sind linear dquivalent zu effektiven Divisoren. (Die Punkt
Py, ..., P; miissen nicht paarweise verschieden sein.)

Beweis: Mit Riemann-Roch gilt
D) =grad(D) +1—gc +Ul(Kc—D)>d+1—gc >1,

also gibt es ein f € £(D) \ {0}. Es folgt D + div(f) > 0. Schreibt man D + div(f) = [P1] + - -+ [P4], so
folgt die Behauptung. ®

LEMMA. Sei Py € C fest gewdhlt. Dann st
¢:C9 = Pic®(C), (Pi,...,P,) — Klasse von [Py] + -+ [P,] — g[Po]

surjektiv. (C9 meint hier einfach das g-fache mengentheoretische Produkt von C'.)

Beweis: Dy sei ein Divisor vom Grad 0, der eine Klasse in Pic’(C) repriisentiert. Zu Dy + g[Po] existieren
nach dem letzten Lemma Punkte Py, ..., P, mit Dy + g[Py] ~ [Pi] + -+ + [Py], was Do ~ [P1] + -+ +
[P,] — g[Po] und damit die Behauptung zeigt. ®

Konstruktion von rationalen Abbildungen: Sei D ein Divisor auf C' mit (D) > 2. Sei fo,..., f-
eine K-Basis von £(D). Dann definieren wir ¢p : C' — P durch

ép=(fo:--:fr)

(W&hlt man eine andere Basis von £(D), so bedeutet dies einen Basiswechsel in P".)
Gilt £(D) = L(D — [P]) fiir einen Punkt P, so kénnen wir D — [P] statt D betrachten. Wir setzen also
voraus

L(D—1[P]) # L(D), dh. ¢(D—-[P])=4(D) -1
fiir alle Punkte P. (Man nennt ein solches D basispunktfrei.)
Sei P € C und tp uniformisierend in P. Sei np die Multiplizitidt des Divisors D in P, also D = np[P]+....
Dann ist ord p(f;t%") > 0 und = 0 fiir mindestens einen Index ¢ und

¢p(P) = ((fotp")(P) - : (ftp")(P)).

Wir untersuchen, wann ¢p injektiv ist. Es gilt:

L(D —[P]—[Q]) # L(D — [P])

{(D - [P] = [Q]) = 4D —[P]) =1 =4(D) -

Es stellt sich heraus, dass die letzte Bedingung sogar die Bedingung dafiir ist, dass ¢p eine Einbettung ist.
(Etwas ausfiihrlicher wird dies bei [Hulek, S.161-162] behandelt, genauer bei [Hartshornel S.307-308].)

¢p(P) # ¢p(Q) <= es gibt eine Hyperebene H = {apxo + - - + arx, = O} mit ¢p(P) € H, ng(Q) ¢ H
<  es gibt ayg,...,a, nicht alle 0 mit Z(szz ') =0, Zazflt
<= s gibt ag,...,a, nicht alle 0 mit Zazfl € L(D Zalfzgﬁ —[P]-1Q))
<~
<
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SATz. Genau dann ist ¢p eine Einbettung, d.h. ¢p(C) ist isomorph zu C, wenn fir alle P,Q € C gilt:
(D —[P] - [Q]) = ¢(D) — 2.

In diesem Fall ist grad(D) der Grad von ¢p(C) inP" mit r = (D) —1. Man nennt einen solchen Divisor
D dann auch sehr ampel.

Noch eine Bemerkung zum Grad von ¢p(C): Ist D = ny[Py] + - - - + n,.[Pr], so kann man nach Koordi-
natenwechsel ord p,(fy) = —n; annehmen. Damit hat fy dann ny + - - + n, = grad(D) Polstellen, also
ebensoviele Nullstellen. Die Nullstellen liefern den Schnitt von ¢p(C) mit der Hyperebene g = 0, woraus
sich die Behauptung ergibt.

SaTz. Gilt grad(D) > 2g + 1, so ist D sehr ampel, d.h. ¢p liefert eine Finbettung C ~ ¢p(C) C P".

Beweis: Seien P, (@ € C beliebige Punkte. Wegen grad(K¢) = 2g — 2 gilt
grad(D) > 2g+1 > grad(K¢) und grad(D —[P] —[Q]) > 29 — 1 > grad(K(¢),
also grad(K¢ — D) < 0 und grad(K¢ — (D — [P] — [Q])) < 0, sodass Riemann-Roch
{D)=grad(D)+1—g

und
(D —[P] = [Q]) = grad(D — [P] - [@]) + 1 —g = grad(D) + 1 —g -2 ={(D) - 2
liefert. Mit dem vorangegangenen Satz folgt die Behauptung. B

Beispiele:
(1) C =P Fiir n > 1 hat £(n[oo]) als Basis 1,z,22,...,2". Also ist
Prjoc) = (Lm0 2™).
Das Bild ist die sogenannte rationale Normkurve vom Grad n im P":
(bn[oo](IP’l) = {(ag : mg_lxl ceeenal) s (wo ) € PUYL

(2) Die Kurve C mit y? = 2® — z hat Geschlecht 1 und den unendlich fernen Punkt P = (0:0: 1).
Es ist ord p(z) = =2, ord p(y) = —3. Wie sieht ¢4(p) aus? L£(4[P]) hat als Basis 1,z,y, 22, also:
Ga(p] C — P? mit

Gap) = (L y:2?).
Das Bild ist eine Kurve vom Grad 4 in P3. Verwendet man in P? die homogenen Koordinaten
z0, 21, 22, 23, so gelten folgende Gleichungen fiir das Bild:

Z%:QZ2:ZO,23, z§:y2:m~x27x:zlzglezo,

nochmals:
darp)(C) C {22 = 2023, 22 = 2123 — 2120}
Man kann zeigen, dass diese Gleichungen das Bild sogar beschreiben.
(3) Ist C eine Kurve vom Geschlecht 2 und wihlt man 5 Punkte Py, ..., Ps,soist D = [Py]+- - -+[P5]
wegen grad(D) = 5 > 2 -2+ 1 sehr ampel. Wegen grad(D) = 5 und 4(D) = 4 liefert ¢p eine
Einbettung von C in P3 als Kurve vom Grad 5.

Beispiel: Wir betrachten iiber F; die durch
f =3+ 223 + 323

definierte projektive ebene Kurve. C ist nichtsinguldr (und absolut irreduzibel), hat als ebene Kubik
daher Geschlecht 1. Es gibt 9 Punkte, die iiber F7 definiert sind, ndmlich

(1:1:3),(1:2:3),(1:4:3),(1:1:5),(1:2:5),(1:4:5),(1:1:6),(1:2:6),(1:4:6).

Die Hesse-Kurve zu C' wird durch zgz122 = 0 definiert. Daraus sieht man, dass C' keinen Wendepunkt
hat, der iiber [F; definiert ist.

Wir betrachten den Punkt P = (1:1:6) und den Divisor 3[P], der wegen grad(3[P]) =3 =2-1+1 sehr
ampel ist. Riemann-Roch liefert £(3[P]) = 3. Wir bestimmen eine Basis von £(3[P]) mit SAGE:
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Proj.<x0,x1,x2>=ProjectiveSpace(GF(7),2)
f=x0"3+2*%x173+3*x2"3

C=Curve(f,Proj)

P=C.point([1,1,-11)

D=C.divisor([(3,P)])
£0,f1,f2=C.riemann_roch_basis (D)

SAGE liefert als Basis von £(3[P]):

595% + x%xl + 4x0x% + xzf + x%xz — Xox1T — xoxg

fo =
222wy + 3x3x0 + 1103 ’
—x3 4+ xdzy + wox? + xdwo — + 2iwy + 22073
f - 0 01 Toxq T2 ToX1T2 T1T2 Toxy
L =
222w + 3x3xo + 1123 ’
fo = L

Wir betrachten die zugehorige Abbildung ¢ = ¢3p) = (fo : f1 : f2), wobei wir mit dem Nenner durch-
multipliziert haben:

3 2 2 2 2 3
fo = 5Ty + xHx1 + TT2 + 4330901 — ToT1X2 — Tox3 + X7,
3 2 2 2 2 2
fi = —xp+ 2571 + THT2 + TT] — ToT1T2 + 2T0T5 + T T2,
2 2 2
fo = 2xz1 + 3z + 2125,

Da der Divisor 3[P] sehr ampel vom Grad 3 ist, ist die Bildkurve ¢(C) eine Kurve vom Grad 3, die
isomorph zu C ist. Mit SAGE bestimmen wir eine Gleichung g = 0 fiir die Bildkurve, wobei wir bequem-
lichkeitshalber neue Koordinaten g, y1, y2 fiir die Bildkurve verwenden:

R.<x0,x1,x2,y0,y1,y2>=PolynomialRing (GF(7) ,order=’1lex’)
f=x0"3+2%x1"3+3%x2"3
f0=-2*%x0"3+x072*x1+x072*x2-3*x0*x1"2-x0*x1*x2-x0*x2"2+x1"3
f1=-x0"3+x0"2*%x1+x0"2*%x2+x0%x1 " 2-x0%x1*x2+2*x0%*x2"2+x1 " 2*x2
£2=2%x0"2%x1+3%x0"2%x2+x1*x2"2

I=Rx(f,y0-f0,y1-f1,y2-£2)

g=(I.groebner_basis()) [-1]

Wir erhalten
9= Y0 — Yoy + 3yoy2 + Syoyi + 3yoys + i — yive + 5yiys + 45
Wir berechnen die zu g = 0 gehorige Hesse-Kurve; sie ist gegeben durch das Polynom.
h = 4y5 + 2y5y2 + 2y0y3 + Syoyryz + 7 + dyiys + 243
Man findet, dass ¢(C) (natiirlich) auch 9 Punkte hat, die iiber F7 definiert sind, nimlich
(0:1:3),(1:3:0),(1:6:1),(1:5:2),(1:2:3),(1:4:3),(1:6:3),(1:6:5),(1:0:6).
Man stellt aulerdem fest, dass alle 9 Punkte Wendepunkte sind. (Damit ist C' iiber F7 isomorph zu ¢(C),
aber nicht projektiv dquivalent zu ¢(C).)
Beispiel: Wir betrachten iiber F; die durch
f=ak+ 222 + 323

definierte projektive ebene Quadrik C. Die Kurve ist nichtsinguldr und hat daher 8 {iber F; definierte
Punkte:

(0:1:2),(0:1:5),(1:0:3),(1:0:4),(1:2:2),(1:2:5),(1:5:2),(1:5:5).
Wir betrachten den Divisor
D=[1:2:5)]+2[(1:5:2)]
vom Grad 3. Eine Basis des Vektorraums £(D) berechnen wir mit SAGE:
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Proj.<x0,x1,x2>=ProjectiveSpace(GF(7),2)

f=x0"2+2%x172+3*x272
C=Curve(f,Proj)
P1=C.point([1,2,5])
P2=C.point([1,5,2])

D=C.divisor([(1,P1),(2,P2)])

£0,f1,f2,f3=C.riemann_roch_basis (D)

Wir erhalten

ToT1
b
3% + wox1 + 23 + wowso

396% + 2072
)
32¢ + wox1 + 2 + wowo

af
)
3¢ + wox1 + 23 + wowo
T1T2

3:17% + o1 + x% + xoxo

Die zugehérige Abbildung in den P3 ist dann

b= (fo:f1:f2:[f3) = (zox1: 323 + 2oz : 27 : T120).
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Wir bestimmen Gleichungen fiir das Bild mit Hilfe von Groébner-Basen: Im Polynomring F7[xo, 21, 2, Yo, Y1, Y2, Y3]

verwendet man die lexikographische Ordnung und bestimmt eine Grobner-Basis B des Ideals

I:(f>f0—l/07f1—y17f2_y27f3_y3)~

Die Elemente von BNF7[yo, y1, Y2, y3], die am Schluss der Grobner-Basis stehen, beschreiben dann ¢(C).
R.<x0,x1,x2,y0,y1,y2,y3>=PolynomialRing (GF(7) ,order=’lex’)

£f=x0"2+2%x1"2+3*%x2"2

f0,f1,£2,£3=x0*%x1,3*x072+x0%x2,x172,x1*x2
I=R*(f,f0-y0,f1-y1,f2-y2,£3-y3)

B=I.groebner_basis()

Die Grobner-Basis besteht aus den Polynomen g1, ..., gs:

9
g2
g3
94
95
g6
gr
gs
g9
gio
g1
g12
g13
914
915
916
gir
918

T2 + 323 + 2o,

ZoZ1 — Yo,

ToT2 + 53 — Y1 + Yo,

ToYo + 2T1Y2 + 3T2Ys3,

ToY1 — T1Yo + 2x2Y1,

ZoY2 — T1Yo,

ToYs — T2Yo,

l’? — Y2,

T1T2 — Y3,

T1Y1 — T1Y2 — TaYo + 272ys,
T1Ys — T2Y2,

23y + 533 — Y1ys + Yays,
T3y1 + 27 + 3y1ye + 2y5 + 33,
x3y2 — Y3,

Yo + 295 + 3y3,

YoY1 — YoY2 + 2u1Y3,

Yoys — y1yz + v3 + 5y3,

yiye + 5193 + 4y1y3 + y5 + Syayl.
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Nur g5, 916, 917, 918 sind in Fr[yo, y1, 2, y3] und beschreiben daher ¢(C'):

#(C) = {yo+2y5+3y3 = 0, yoy1—yoy2+2y1ys = 0, yoys—y1y2+y2+5y3 = 0, yiy2+5y1y5 +4y1y3+ys+5y2y3 = 0}
Tatséichlich testet man, dass auch ¢(C') genau 8 Punkte iiber F; hat:

(0:0:1

:2),(0:0:1:5),(0:1:0:0),(1:0:0:4),(1:1:5:2),(1:3:5:5),(1:4:2:5),(1:6:2:2).

Bemerkungen:

(1)

Der K-Vektorraum der homogenen Polynome in g, 1, > vom Grad d hat Dimension

(d+1)(d+2)

—
Eine Basis bilden die Monome

xf)x{xlg mit 7,5,k €eNound ¢ +j + k =d.
Sei C' eine nichtsingulire ebene Kurve vom Grad d. Ist K¢ ein kanonischer Divisor und div(¢)
ein Geradenschnitt, so gilt
Ko ~ (d —3)div().
Im Fall d > 4 gilt
(d—1)(d—2)

U(Ke) =g = -5

Wir haben gesagt, dass man £(K¢) mit dem Vektorraum der holomorphen Differentialformen
identifizieren kann. Der Vektorraum der homogenen Polynome in zg, 1, z2 vom Grad d — 3 hat
ebenfalls Dimension

(d=1)(d-2)

5 .

Wir haben nicht allgemein den Schnitt zweier ebenen Kurven definiert. Daher sei nur erwihnt,
dass die effektiven kanonischen Divisoren auf einer Kurve vom Grad d genau die Schnitte mit
den Kurven vom Grad d — 3 sind.



KAPITEL 11

Kurven vom Geschlecht 0

1. Allgemeines zu Kurven vom Geschlecht 0

Wenn nichts anderes erwiahnt wird, bezeichnet C' eine absolut irreduzible, nichtsingulire, projektive Kur-
ve, die tiber einem vollkommenen Korper K definiert ist. (Fiir ¢ = 0 lautet Riemann-Roch ¢(D) =
grad(D) + 1 fiir grad(D) > —1.)

SaTz. Hat C Geschlecht 0 und gibt es einen iber K definierten Divisor D vom Grad 1, so ist C' (iiber
K ) isomorph zu P. Insbesondere besitzt C eine iiber K-definierte Parametrisierung:
C = {(folto, t1) : fr(to,t1) -~ : fr(to,11)) : (to : 1) € P},

wo die f; homogene Polynome gleichen Grades mit Koeffizienten in K sind.

Beweis:

e 1. Beweis: Aus grad(D) = 1 folgt (D) = 2. Sei fy, f1 eine K-Basis von L(D). Wegen grad(D) =
1 =2:0+1ist D sehr ampel, also ¢ : C' — P! mit ¢ = (fo : f1) eine Einbettung, d.h. C' ~ ¢p(C).
Nun ist aber ¢p(C) = P!, also ¢p ein Isomorphismus.

e 2. Beweis: Aus grad(D) = 1 folgt (D) = 2, also gibt es ein f € K(C)NL(D) mit D+div(f) > 0,
also einen Punkt P € C(K) mit D + div(f) = [P]. Es ist £([P]) = 2, also gibt es eine Funktion
g € K(C)N L([P]) mit L([P]) = K + Kg. Dann hat g genau eine Polstelle, und zwar in P mit
ord p(g) = —1. Deshalb hat der zugehorige Morphismus ¢ = (1 : g) : C — P! Grad 1, was
K(P') ~ K(C) impliziert. Also ist C iiber K isomorph zu P'. m

FOLGERUNG. Hat C Geschlecht 0 und besitzt C einen K -rationalen Punkt, so ist C iiber K isomorph zu

PL. Insbesondere gilt #C(K) = #P*(K).

Beweis: Ist P ein K-rationaler Punkt, so ist [P] natiirlich auch ein K-rationaler Divisor vom Grad 1,
woraus die Behauptung mit dem Satz folgt. m

Uber dem algebraischen Abschluss gibt es natiirlich immer Punkte, also folgt (mit K = K):

FOLGERUNG. Jede Kurve C' vom Geschlecht 0 ist iiber K isomorph zu P. Uber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper gibt es also bis auf Isomorphie genau eine Kurve vom Geschlecht 0, nédmlich PL.

Da die Picardgruppe iiber dem algebraischen Abschluss berechnet wird, folgt unmittelbar

FOLGERUNG. Hat C' Geschlecht 0, so gilt
Pic(C)~Z und Pic’(C)=0.

Nicht jede Kurve vom Geschlecht 0 ist (iiber K) isomorph zu P!, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: Sei C = {222 + 323 + 523 = 0} C P2. Die Kurve C ist iiber Q definiert, hat als glatte Quadrik
Geschlecht 0, hat keine reellen Punkte, insbesondere C(Q) = @). Damit kann C auch nicht iiber Q isomorph
zu P! sein.

Datei: algkull.tex. Version vom 18.7.2021
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Die folgenden Sétze geben Situationen an, wo man sofort weif}, dass eine Kurve vom Geschlecht 0 isomorph
zu P! ist.

SATz. Ist C C P" eine Kurve ungeraden Grades vom Geschlecht 0, so ist C isomorph zu P! diber K.

Beweis: Sei H der Divisor eines Hyperebenenschnitts. Er ist iiber K definiert und hat grad(H) = 2m+1,
wenn die Kurve Grad 2m + 1 hat. Sei K¢ ein iiber K definierter kanonischer Divisor. Es gilt grad(K¢) =
—2. Dann ist H + mK¢ iiber K definiert mit grad(H + mK¢c) = 1, also ist nach unserem Satz C' iiber
K isomorph zu P!. m

Beispiel: Ist C' C P" eine iiber K definierte Gerade, so ist C' ~ P!, es gibt also eine Parametrisierung
C = {(apu +bov : -+ : apu +byv) : (u:v) € P}
mit ag, by, ..., a,,b, € K.

SATZ. Ist C C P" eine absolut irreduzible, iber K definierte, projektive Kurve ungeraden Grades mit
nur endlich vielen Singularititen, so dass die Desingularisierung C Geschlecht 0 hat, so ist C tiber K
isomorph zu P', also gibt es eine Parametrisierung

C = {(folto,tr) = fr(to,tr) -+« firlto,tr)) : (to : t1) € P'},

wo die f; homogene Polynome gleichen Grades mit Koeffizienten in K sind.

Beweisidee: Man wéhle einen iiber K definierten Hyperebenenschnitt, der keine Singularitét enthélt.
(‘ Braucht man hier eine Voraussetzung iiber K7 ‘) Dies liefert auf C' einen Divisor H, der iber K definiert

ist und ungeraden Grad hat. Die Behauptung folgt mit dem letzten Satz. m

Beispiel: Ist f(xzg,21,22) = 0 eine irreduzible ebene Kubik mit genau einer Singularitit, so ist die
Desingularisierung isomorph zu P!. Wihlt man z.B. die Kurve

C = {—27agx1 + 152z — T5x5ws + 427 + 423 = 0},

so stellt man fest, dass sie genau in (2 : 3 : 5) eine Singularitéit hat. Substituiert man zo = 1,21 =z, 20 = y
und y = 3 + t(z — 2) (Geraden durch die Singularitit), so spaltet der Faktor (2z — 3)? ab und aus dem
Rest erhélt man eine Parametrisierung:

zo=2342, x1=3t3—15t2 -6, xo=—10t3—9t+5.

2. Wie kann man sich Kurven vom Geschlecht 0 vorstellen?

Diese Frage beantwortet folgender Satz:

SATzZ. Jede Kurve C vom Geschlecht 0 ist iber K isomorph zu einem (glatten) ebenen Kegelschnitt, d.h.
zu einer (glatten) Kurve
{agx? + a1xox) + asxos + azr? + ayri29 + aszs = 0}

mit ag, a1, as,as,aq,as in K.

Beweis: Wihle f € K(C) mit df # 0. Dann ist der kanonische Divisor K¢ = (df) iiber K definiert. Es
gilt

grad(—Kc) =2 und f(—Kc) =2+1-0+4(2K¢) =3,
es gibt also fo, f1, fo € K(C), die eine Basis von £L(—K¢) bilden. Wegen grad(—K¢) > 29 + 1 ist —K¢
sehr ampel, d.h. ¢_k. : C — P2 mit ¢_g, = (fo: f1: f2) ist eine Einbettung. Also C ~k ¢_k.(C) C P?
und ¢_g, (C) hat Grad 2. Auflerdem ist ¢_, . liber K definiert. Damit folgt die Behauptung. m

Wir erinnern an eine frither hergeleitete Charakterisierung der Singularitdt ebener Kegelschnitte, die in
jeder Charakteristik giiltig ist.
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SATZ. Fir einen ebenen Kegelschnitt C' mit der Gleichung
f= aox(z) + ay1xox1 + a2x9T2 + agac? + agx129 + a5x§ =0
sind dquivalent:

(1) C ist absolut irreduzibel,
(2) C ist nichtsingular,
(3) dagazas + ajazas — adaz — agpal — atas # 0.

Die néchste Frage, die sich stellt, ist:
Frage: Wann sind zwei iiber K definierte ebene Kegelschnitte iiber K isomorph?

Eine Antwort gibt der folgende Satz:

SATZ. Zwei iber K definierte (nichtsingulire) Kegelschnitte sind genau dann isomorph iber K, wenn sie
tiber K projektiv dquivalent sind, d.h. durch Koordinatenwechsel iiber K auseinander hervorgehen.

Natiirlich sind projektiv dquivalente Quadriken auch isomorph. Die Umkehrung steht in folgendem Lem-
ma;:

LEMMA. Seien Cy und Co zwei iber K definierte nichtsinguldire projektive ebene Quadriken und i : Cp —
Cy ein tber K definierter Isomorphismus. Dann gibt es eine Matriz A = (a;;) € GL3(K) mit

’(ﬁ((l‘o Y {EQ)) = Zaojl‘j : Zaljxj : Zagjwj
J J J

Beweis:
e Zur Unterscheidung verwenden wir auf Cy die projektiven Koordinaten xg, x1, x2, auf Cs die
projektiven Koordinaten yo, y1, y2.
e Sei H; der Hyperebenenschnitt (xg) auf Cy. Er hat Grad 2 und es gilt £(H;) = 3 und
L) =K4+R- 54K,
Zo o
e Sei Hy der Hyperebenenschnitt (yo) auf Cs. Er hat Grad 2 und es gilt ¢/(H3) = 3 und
L(H)=K+EK 24K 2
Yo Yo
e *(Hy) ist dann ein effektiver Divisor vom Grad 2 auf C; genauso wie H;. Also sind H; und
¥*(Hy) linear #quivalent, d.h. es gibt eine Funktion f € K(C7) mit

V" (Hz) = Hy + div(f).
Da H; und ¢*(Hy) iiber K definiert sind, kénnen wir f € K(C}) annehmen.
e Fs gilt fiir i =0,1,2
Yi

H1+div(f~z/)*(%)) = H1+diV(f)+diV(1/f*(%)):

W (Ha) + v (div(2)) = ¢ (H N div(yi)) >0,

Yo
sodass folgt

i — Ty = T1 = T
foryecH) =K 2 4+K- L4 K- 2
Yo Zo o Zo
Also gibt es Zahlen a;; € K mit
w Yi Zj
. —) = Ai5—.
Four () = 3 a2

J

Die 5—27 %, z—i linear unabhéngig sind, ist A = (a;;) invertierbar.
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e Seien jetzt pg,p1,pe € K mit P = (pg : p1 : p2) € C1(K). Wir betrachten den Fall, dass pg # 0
und f(P) # 0 gilt. Wir setzen P jetzt in die letzte Gleichung ein und erhalten

12)- (v(2)) (P) = = o

Yo
und damit " )
) (0P = oS
Somit gilt:
b(P) = (1 L)w(P)) : <”><¢<P>>) _
Yo Yo

= pizaijiizaljpjiizaszj = | aops Y aypi Y azp;
0% Po 73 Po 73 7 7 7

Damit gilt also

G((po:prip) =D aopi: Y api: Y asp;
J J J

auf einer offenen Teilmenge, und damit natiirlich allgemein. Dies beweist die Behauptung. B

Die Klassifikation der Kegelschnitte ist ein eigenes Thema, das stark vom Grundkorper abhéngt. Wir
wollen uns zunéchst auf endliche Kérper und Q beschrianken.

3. Kurven vom Geschlecht 0 iiber endlichen Kérpern

SATZ. Jede tiber I, definierte, absolut irreduzible, nichtsinguldre, projektive Kurve C' vom Geschlecht 0
ist diber IF), isomorph zu P'.

Beweis: C ist iiber F), isomorph zu einem nichtsinguléren ebenen Kegelschnitt. Ebene Kegelschnitte haben
iiber IF, aber immer Fj-rationale Punkte. Damit erhalten wir einen iiber IF,, definierten Isomorphismus
zulPl. m

Bis auf F,-Isomorphie ist also P! die einzige iiber F,, definierte (absolut irreduzible, nichtsingulére, pro-
jektive) Kurve vom Geschlecht 0.

4. Exkurs: p-adische Zahlen

Dies soll keine systematische Einfithrung in die p-adischen Zahlen sein, sondern es soll nur kurz ein kleiner
Uberblick geben werden.

Neben dem iiblichen Absolutbetrag | - | gibt es auf Q fiir jede Primzahl p einen sogenannten p-adischen
Absolutbetrag. Hat a € Q* die Primfaktorzerlegung

— vp(a
a =+ H p p( )’
p Primzahl
so setzt man

1
|a|p = W und |0|P =0.

| - |p ist eine Funktion Q — R>o mit folgenden Eigenschaften:
e |a|l, > 0und (Jal, =0 < a=0).
o [abl, = alp|blp-
e |a+bl, <max(|alp, |b|p). (Daraus folgt die Dreiecksungleichung |a + b, < |a|, + |b|p-)
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Die Absolutbetrige sind so normiert, dass fiir alle a € Q* gilt

jal - [T lal, = 1.
P

Die Absolutbetrige machen Q zu einem metrischen Raum. Allerdings ist Q beziiglich der Absolutbetrige
||p (und |-]) nicht vollstdndig, d.h. es gibt Cauchy-Folgen, die nicht konvergieren. Durch Vervollstandigung
erhélt man fiir den normalen Absolutbetrag die reellen Zahlen R, fiir |-|, die Menge der p-adischen Zahlen
Q,. Ebenso wie R ist auch Q, ein Koérper. Auch der Absolutbetrag | - |, setzt sich auf Q,, fort.

Die Dezimaldarstellung reeller Zahlen zeigt, dass gilt

> 1
R={) ak(To)k cap €{0,1,...,9}, ko € Z}.
k=ko

Uberlegung: Gibt man sich a;, € {0,1,...,p — 1} fiir alle k& > 0 beliebig vor, so bildet die Folge der

Partialsummen
n
k=0 neN

eine Cauchy-Folge bzgl. |- |,, denn fir m > n gilt
m n m

> at =Y apt| =| > awp’
k=0 k=0

k=n-+1
also existiert der Grenzwert

1
pn—i-l7

= [p[p*!

p

m
— Z akpkfnfl

k=n-+1

<|plptt =

p p

Zakpk = lim (Z akpk>
k=0 " \k=o
in Q.
Man erhélt dann
Qp :{Z arp® rap € {0,1,...,p— 1}, ko € Z}.
k=ko
(Die p-adische Entwicklung o = Z;O:ko app” einer Zahl o € Q,, ist eindeutig bestimmt.)

SAGE stellt mit K=Qp(p) den Koérper Q, bereit, mit K(a) erhdlt man die p-adische Entwicklung einer
Zahl. Beispielsweise liefern K=Qp(7) und K(37/35) die 7-adische Entwicklung von 5I:

35°
37
== 67 14 34+7+4 T2 45 T34 2. 7 470 4470 4577 2. 78 1704471045 71 2. 712 718 g 7t 5 715 0 716 L 71T 4 718 L O (719)

Die Menge der ganzen p-adischen Zahlen ist
Zp={a€Qyp:|al, <1}
Z, ist ein diskreter Bewertungsring mit der Bewertung v,(a), sodass gilt
lal, = p_vp(a)-

Z ist eine dichte Teilmenge von Z, und es gilt

Zp:{Zakpk:ak e{0,1,...,p—1}}.
k=0

Man kann modulo p™ rechnen:

! mod p".

Z arp® = ag+arp+ -+ an_1p"”
k=0
Will man in R eine Gleichung f(x) = 0 16sen, so besteht die Idee des Newton-Verfahrens darin, mit

einer Niherungslosung xg, d.h. f(zo) & 0, zu beginnen, dann den Schnittpunkt der Tangente des Graphen
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von f in xo mit der x-Achse als neuen Ndherungswert x; zu verwenden, und dieses dann zu iterieren
[Forsterl, S.199-203].

Die gleiche Idee kann man auch in Q, bzw. Z, verwenden. Sei f(z) € Z[z] ein Polynom in einer Verénder-
lichen. Fiir zg € Z gilt:

f(xo)

f(xo) =0mod p"* <<= p"| f(zg) <= — €L =
T 1
= M) a1 ol <l -
p

Eine Losung der Gleichung f(z) = 0 modulo p™ approximiert also eine p-adische Nullstelle von f(z). Dies
lasst sich auch prézisieren. Beispielsweise gilt folgender Satz:

Satz. Ist f(x) € Z[z] und xo € Z mit
f(xog)=0modp und v,(f (z0)) =0,

so existiert eine Zahl T € Z, mit f(z) = 0 und es gilt T = xo mod p. Die angegebenen Bedingungen lassen
sich auch in der Form

|f(zo)lp <1 und |f'(xo)lp =1
schreiben.

Genaueres findet sich bei [Serrel S.14-15]. Aussagen dieser Art sind auch unter dem Namen Hensels
Lemma bekannt.

5. Kurven vom Geschlecht 0 iiber Q - Hilbert-Symbol

LEMMA. Wird die ebene projektive Quadrik C iiber Q definiert durch f = box+b1x3 +byx3, sind by, by, ba
paarweise teilerfremde, quadratfreie, ganze Zahlen, ist p eine ungerade Primzahl mit

—b1b
plby und ( 12):—1,
p

so gilt
O(Qp) =0.

Beweis: Angenommen, es gibt (yo,y1,2) € Q3 \{(0,0,0)} mit f(yo,y1,y2) = 0. Nach Multiplikation oder
Division mit einer geeigneten Potenz von p kénnen wir
(y0,y1,Y2) € Zg und  min(vy,(yo), vp(y1), vp(y2)) =0
annehmen. Aus boyZ + b1y? + bays = 0 folgt mit p | by modulo p
b1y? 4 bays = 0 mod p,

und damit

(b2y2)? = —b1bayi mod p.
Wegen (%) = —1 muss y; = 0 mod p gelten. Mit p | by folgt dann aus der urspriinglichen Gleichung

P | y2, und damit

p* [ buyf +b2y3, also p? | boyp.
Da p die Zahl by nur einmal teilt, folgt p | yo. Damit erhélt man den Widerspruch min (v, (yo), vp(y1), vp(y2)) >
1. Die Annahme ist also falsch, es folgt die Behauptung. m

LEMMA. Eine ebene projektive Quadrik C werde gegeben durch f = box3 + bix3 + bzl mit ganzen,
quadratfreien, paarweise teilerfremden Zahlen by, by, by € Z\ {0}. Sei p eine ungerade Primzahl. Gilt

—b1b
p1bobibe  oder (p | by und < ! 2> — 1) ,
p

C(Qp) # 0.

s0 1st
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Beweis: Betrachten wir das Polynom f modulo p, so erhalten wir eine Kurve C iiber F,. Im Fall p { bob1 b2
ist die Kurve nichtsinguldr und es gilt #C(F,) = p+ 1, im Fall p | by und (%) =1 zerfillt C iiber F,

in zwei Geraden und #C(F,) = 2p + 1, insbesondere gibt es auch hier iiber F,, definierte nichtsingulére
Punkte. In jedem Fall finden wir also (yo,y1,y2) € Z* C Z3 mit

0 0 0
f(yanlayQ) EomOdp und (Tl‘i(y[)ayhyQ)aaili(y0>y1392)7aigi(y07yl7y2)> ?_é (070a0) mOdp

Nach [Serrel S.14, Theorem 1] gibt es dann Zahlen go, y1, Y2 € Z, mit
f®o0,71,92) =0 und g; =y; mod p fiir i =0,1,2.
Dann ist (yo : 91 : ¥2) € C(Qp) und die Behauptung folgt. B

Bemerkung: [Serre, S.14, Theorem 1] enthélt leider den Schreibfehler 0 < 2k < n. In der franzdsischen
Aussage [Serre 1970l S.28-29, Théoreme 1] steht richtig 0 < 2k < n.

Damit kénnen wir den Satz von Legendre nun umformulieren:

SaTz (Satz von Legendre, 2. Version). Sei C eine absolut irreduzible, nichtsinguldire, projektive, ebene
Quadrik, die iber Q definiert ist. Dann gilt:

CQ#0 <= CR)#0D und C(Qp) # 0 fir alle ungeraden Primzahlen p.

Erstaunlicherweise wird im vorangegangenen Satz die Primzahl 2 nicht erwéhnt.

Das Hilbert-Symbol [Serrel S.19-26, Chapter III]. Im Folgenden schreiben wir Q fiir R. Fiir v = oo
oder v = p und a,b € Q} wird das Hilbert-Symbol (a,b), von a,b beziiglich Q, definiert durch

(a.b) 1,  falls az? + by? = 22 hat eine Losung (z,y, 2) € Q3 \ {(0,0,0)},
a,0)y =
—1  sonst.

Man kann das Hilbert-Symbol ausrechnen [Serre| S.20, Theorem 1]:

SATZ. (1) Fira,beR* gilt

(0,b)o0 = 1, falls a > 0 oder b > 0,
TV =1, fallsa < 0 und b < 0.

(2) Seien a,b € Qy. Zerlegt man
a=pu, b=pv mit wv,(u)=uv,(v)=0,

so gilt im Fall p > 2 (mit den Legendre-Symbolen (%) und (%))

wor=c (G G

(a,b)y = (—1)FWe@)Taw@)+pulu)

und im Fall p =2

Dabei sind € und w die Funktionen

-1 21
e(u) = Y 5 mod 2 und w(u)= “ 3 mod 2.

Bemerkung: Fiir a,b € Q* gilt fiir eine ungerade Primzahl p
(a,b)p, =1, falls v,(a) = v,(b) = 0 ist.
Da in der Primfaktorzerlegung von a und b nur endlich viele Primzahlen vorkommen, ist
{p Primzahl : (a,b), = —1}

eine endliche Menge.
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Bemerkung: SAGE berechnet das Hilbert-Symbol (a, b), mit dem Befehl hilbert_symbol(a,b,p), das
Hilbert-Symbol (a,b)s mit dem Befehl hilbert_symbol(a,b,-1).

Bemerkung: Jede iiber Q definierte nichtsingulére projektive ebene Quadrik C kann nach Koordinaten-
wechsel iiber Q durch eine Gleichung der Form
f = ax} + bz} — 23
beschrieben werden. Dann gilt also
C(Qy) =0 <<= (a,b),=-1

Beispiele: Wir betrachten eine nichtsinguliire Quadrik C iiber Q, die durch ein Polynom f = box? +
b1x? + baz? gegeben ist mit by, by, by € Z \ {0}, quadratfrei, paarweise teilerfremd. Es gilt:

bowg +biaf +beas =0 < —boboxg — bibai = (baw2)?,
die Quadrik lisst sich also auch durch
(—bobg)z? + (—=b1by)y* = 2*
beschreiben. Wir betrachten daher fiir eine ungerade Primzahl p das Hilbert-Symbol
(—boba, —b1b2),.
(1) Fall ptbobibe: Aus v,(—bobe) = v,(—b1bs) = 0 folgt sofort
(=boba, —b1bs), = 1.
(2) Fall p | bobiba: O.E. betrachten wir den Fall p | by. Wir zerlegen
—boby = plu, —biby =p%, also a=1, F=0.
Wegen 5 =0 und o = 1 erhalten wir

—bib
(—boba, —b1ba), = (”) :

p
Dieses Legendre-Symbol mussten wir im Satz von Legendre betrachten.

Fiir das globale Verhalten ist folgender Satz wichtig [Serrel S.23, Theorem 3 (Hilbert)]:

Satz (Produktformel fur das Hilbert-Symbol). Sind a,b € Q*, so gilt (a,b), =1 fiir fast alle Primzahlen
und

(a,b)cc - H(a’ b)p =1

p

Bemerkungen:
(1) Aus der Produktformel fiir das Hilbert-Symbol folgt

(a,b)2 = (a,b) o0 - H(a,b)p.
pF#2

Dies erklért, warum wir beim Satz von Legendre die Primzahl 2 nicht gebraucht haben.
(2) Wir kénnen die Produktformel auch nach (a, b). auflosen:

(CL, b)oo = H(a7 b)p
p
Fiir eine iiber Q definierte nichtsingulire projektive ebene Quadrik C' definieren wir
U(C) = {p Primzahl : C(Q,) = 0}.
Wird C durch eine Gleichung az? + bz? = 23 beschrieben, so ist also

U(C) = {p Primzahl : (a,b), = —1}.
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Wegen der Produktformel fiir das Hilbert-Symbol folgt dann

C(R) #0, falls #U(C) gerade,
=, falls #¥(C) ungerade.

Wir kénnen nun den Satz von Legendre auch so formulieren:

CQ#0 <+ v(C)=0.

Bemerkung: SAGE berechnet fiir eine nichtsinguliire Quadrik C' der Form az3 + bz? — % das Produkt
II »
pe¥(C)

mit dem Befehl hilbert_conductor(a,b).

SATZ. Zwei tber Q definierte nichtsinguldre projektive ebene Quadriken Ci und Cs sind genau dann
isomorph dber Q, wenn gilt U(C) = ¥(Cy).

Leider kenne ich keinen direkten Beweis dieses Satzes. Ein Beweis benutzt Quaternionenalgebren. (Der
Zusammenhang zwischen Kegelschnitten und Quaternionenalgebren wird in [Gille-Szamuely| Abschnit-
te 1.3 (The associated conic) und 1.4 (A Theorem of Witt)] behandelt.)

Beispiele: Wir haben zufillig ay, . . ., a5 € Z (mit |a;| < 10) gewiihlt, dazu die durch f = agz3 +a170z1 +
a270T2 +a3r3 +asm1 22 +asr3 definierte Quadrik C betrachtet - nur im nichtsinguldren Fall -, die Quadrik
zu axd + bx? = z3 diagonalisiert und dann ¥(C) berechnet:

<a07a17a27a37a47a5) (a,b) ‘I’(C)
(—7,-6,7,-9,1,-3) (21, -14) 27
(5,-9,7, 2,8, 5) (=55, 55) 0
(0,0,-4,1,0, —9) (—1,1) 0
(—2,-9,-10,6,2,—7) | (~126678,982) 0
(3,-2,3,6.7, —4) (26265,1545) | {5,103}
(~1,10,0,0,0, —8) (—2,2) 0
(—6,-5,8, 4,5, —8) (—993,993) 0
(8,4,10,9, -9, 9) (~510, —30) (5}
(=2,10,2,—6,4,9) (2158,-166) | {2,83}
(=8, -5,-5.6,—9, 1) (—1085,5) (5,7}

(2,-10,-8,-6,0,—7) | (26270, —710) {2,5}

(7,1,-2,10,—5.6) | (~318773,~10283) | {13}
(—1,-7,9,2,5,—5) (9519, —167) 0
(2,-5,9,7, -8, —4) (3162, 102) {17,3}
(=7,8,—5,10,5,—1) (—41538,483) | {3,23}
(7,9,—1,-2,-2,7) (—927353, 6769) 0
(7,1, 5,2, —10, —6) (15862,7210) | {5,103}
(8,1,10, -2, —9, —4) (—9035, 139) 0

(, 10,1,-8,5,7,4) (1393, 7) 0
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(ag,a1,az,a3,a4,as) (a,b) ¥(C)
(8,3,10,—3,-5,2) (—546,130) 1]

(-3,6,8,—10,—4,0) (217,93) 1]
(9,—2,6,6,8,—2) (4346, 82) {41, 2}

(—10,-3,9,5,8,—7) | (—2145,3705) | {19,3}
(—8,—1,-4,3,-2,3) | (6790, —70) {5,7}

(_67 0,2,8,—4, _5) (_27 6) 0
(4,9,-10,10,—1,6) (8690, 110) )
(—3,-7,-9,9,9,10) | (701319, —4467) 0
(-10,-6,1,3,2,5) (11778, —302) 0
(—4,1,-4,6,-9,4) (3007, —31) 0
5,4,-2,2,7,-9) (70,105) )
(—8,5,2,7,7,10) (63993, —257) )
(—8,-8,5,10,—3,10) | (11694, —1949) )
(1,-4,9,4,4,-7) (=109, 1) )
(—9,9,2,-8,-2, 1) (—161,—7) {7}
(5,—6,—1,—6,7,8) (—39,1) )
(10,-7,3,—4,—6,6) (—6270, 30) {11, 3}
(—-1,0,1,4,6,—3) (—5,5) )
(0,-5,3,1,-10,2) (91,-91) 0
(—2,-4,3,1,—-1,-9) (—663,442) {17,13}
(4,-5,9,2,-9,8) (7,1) )
(=7,-5,8,9,2,4) (17174, —62) {2,31}
5

(—4,-2,5,-9,2,5) (32235,921) 0
(10,8,—6796 ~1) (58645,3170) | {2,317}
(7,1,2,3,—5,—1) (830, 10) {2,5}
(7,1,4, — 1,2,9) (—53795, 1855) 0
(1,8,3,—1,-6,5) (—8687,511) | {73,7}
(2,—4,-3,3,-7,-8) (273, 546) {13,7}
(5,—3, 10, ~10,0) | (—106,106) 0
(7,4,8,8,1,—1 (63245,4865) | {139,5}
(8,3, 8, —4,-9,4) | (—49594,362) 0

Bei den Beispielen fillt auf, dass die Félle mit ¢)(C) = §) recht hiufig sind. (Dies sind genau die Fille mit
C(Q #90.)

Bemerkungen:

(1) ¥(C) ist eine endliche Menge von Primzahlen. Man kann umgekehrt zeigen, dass es zu jeder
endlichen Menge P von Primzahlen eine Kurve C' mit U (C) = P gibt.

(2) Ist P = {p1,...,pr} eine endliche Menge von Primzahlen, setzt man d = p;...p, so liefert
der SAGE-Befehl hilbert_conductor_inverse(d) ein Zahlenpaar (a,b) € 72, bOdabb fiir die
durch az2 + bz? = 22 definierte Kurve C gilt ¥(C) = P. Beispielsweise erhilt man fir P =
{2,3,5,7,11} die Kurve —22x% + 21023 = z3.

(3) Die Q-Isomorphieklassen der iiber Q definierten, absolut irreduziblen, nichtsinguldren, projekti-
ven Kurven vom Geschlecht 0 stehen also in Bijektion zu den endlichen Teilmengen der Menge
der Primzahlen.

Bemerkung: Sind Cy, Cy zwei nichtsingulire ebene Quadriken mit ¥(C4) = ¥(Cs), so gibt es also einen
iiber Q definierten Koordinatenwechsel, der C; in Cy iiberfithrt. Wie findet man einen solchen?
Hier ist eine (nicht ganz ausgereifte) Idee:
(1) Wir transformieren C; auf eine Gleichung az3 + bx? — abr? = 0 und Co auf eine Gleichung
G — 7 — B = 0.
(2) Die Zahlen a,b € Q* definieren die Quaternionen-Algebra Q(a,b) mit Q-Basis 1,4, j, k, d.h.

Qa,0) =Q-14+Q-i+Q-j+Q-k,
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wobei gilt
i’=a, j2=0b, ji=—ij, k=ij, k®=—ab.

Da C; iiber Q isomorph zu Cj sein sollte, sind nach dem Satz von Witt [Gille-Szamuely,

Theorem 1.4.2 (Witt)] die Quaternionenalgebren Q(a,b) und Q(@,b) isomorph. Es sollte also
Elemente i, j € Q(a,b) geben mit

i=a, =0 ji=-ij.

Wir setzen dann

k=1j.

(Es folgt k2 = —ab.) Dann gibt es a;; € Q mit
v ago o1 Qo2 i
Jj|l=1®0 an a2 |J
k azp az ax/) \k

Definieren wir einen Koordinatenwechsel durch

Gpo  Go1 Qo2
(zo L1 172) = (yo Y y2) aip Qi1 Q12 |,
a0 @21 Aa22
so gilt
ax? + ba? — abxd = ayd + by? — aby?,
wie man durch Einsetzen nachrechnen kann. Damit haben einen gesuchten Isomorphismus ge-
funden. (Natiirlich bleibt die Frage, wie man Z} praktisch finden kann.)






KAPITEL 12

Kurven vom Geschlecht 1 — elliptische Kurven

1. Einfiihrung

Sofern nichts anderes gesagt, verstehen wir unter einer Kurve immer eine iiber dem Grundkoérper K
definierte, absolut irreduzible, nichtsingulére, projektive Kurve.

Beispiel: Ist C' C P? eine nichtsingulére Kubik,
C= {aoxg + a1x(2)x1 + agxng + -+ agx% _ 0}7

so hat C' Geschlecht g = W =1.

Was konnen wir allgemein iiber eine Kurve C' vom Geschlecht g = 1 sagen?
(1) Fiir kanonische Divisoren gilt: grad(K¢) =2¢9—2=0und {(K¢) =g =1. Sei f € L(K¢) \ {0}.
Dann gilt Ko+div(f) > 0. Wegen grad(K¢+div(f)) = grad(K¢) = 0 gilt bereits Ko +div(f) =
0, also ist auch der triviale Divisor 0 kanonisch. Der einzige effektive kanonische Divisor ist also
der Divsor 0. Wir kénnen also stets Ko = 0 annehmen.
(2) Der Satz von Riemann-Roch wird dann zu

¢(D) = grad(D) + ¢(—D).
Insbesondere folgt
(D) = grad(D) fiir grad(D) > 1.

(3) Wie kann man C als projektive Kurve realisieren? Im Fall g(C) = 0 war C' ~ ¢_g(C) C P?
eine ebene Quadrik. Im Fall g(C') = 1 haben wir leider keinen natiirlichen iiber K definierten
Divisor zur Verfiigung. (Ich weifl keine Antwort auf diese Frage. Wichtige Ausnahme: Kurven
vom Geschlecht 1 {iber einem endlichen Korper)

Es gibt Kurven vom Geschlecht 1 iiber Q, die keine Q-rationalen Punkt besitzen, wie folgendes Beispiel
zeigt.

Beispiel: Sei a € Fg mit a® + a + 1 = 0. Es ist Fg = Fa(a). Wir betrachten iiber Fy (z — 2 ist der
Frobeniusautomorphismus, z + 22 und x — 2* also die nichttrivialen Elemente der Galoisgruppe):
f = (20 + az1 + o®xy) (2o + oPxy + 0443:2)(1‘0 + otz + abry).
Ausmultiplizieren liefert
f=ad+xox? + zorizo + To: + 2% + 1123 + 23,

{f = 0} C P? besteht aus 3 Geraden, die nicht durch einen Punkt gehen, hat also keinen Fo-rationalen
Punkt.
Wir definieren jetzt {iber Q:

F =2} 4+ 2023 + 202122 + 2023 + 23 + 2123 + 23 € Q[x0, 71, T3]
und C' = {F = 0} C P2. Man rechnet nach, dass C nichtsingulér ist. Da F' modulo 2 keine nichttrivialen

Nullstellen hat, hat C' keine Q-rationalen Punkte, wie man durch Reduktion modulo 2 sieht.

Datei: algkul2.tex. Version vom 18.7.2021
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Bemerkung: Ist C eine iiber F,, definierte Kurve vom Geschlecht 1, so gilt folgende Abschétzung von
Hasse [HKT) S.343, Theorem 9.18 (Hasse-Weil Bound)| oder [Luetkebohmertl S.162, Satz 7.4.1 (Weil-
Schranke)]:

#C(F,) — (p+1)| < 2.
Daraus folgt sofort

#C(Fp) # 0.
Wir betrachten jetzt Kurven vom Geschlecht 1 mit einem K-rationalen Punkt.

2. Elliptische Kurven

DEFINITION. Fine elliptische Kurve E dber K ist eine (absolut irreduzible, nichtsinguldire, projektive)
Kurve vom Geschlecht 1 zusammen mit einem Punkt O € E(K).

Da wir jetzt bei elliptischen Kurven nichttriviale, iiber K definierte Divisoren kennen, kénnen wir sie als
projektive Kurven realisieren:

SATZz. Sei (E,O) eine elliptische Kurve iber K. Dann ist E iber K isomorph zu einer ebenen Kubik der
Gestalt

y2 + a2y + azy = 23+ axx® + asx + ag
mit a; € K, wobei O dem Punkt (0 : 0 : 1) entspricht. Eine solche Gleichung nennt man auch eine
Weierstraf3gleichung fiir E.

Beweis:

e Wir wissen, dass ein ein Divisor D mit grad(D) > 2g+ 1 = 3 sehr ampel ist, d.h. ¢p liefert eine
Einbettung von C' als Kurve vom Grad grad(D) in P“®)~1, Wir wihlen den iiber K definierten
Divisor D = 3 - [O]. Riemann-Roch liefert £(3 - [O]) = 3, also erhalten wir

E =~ ¢3)0)(E) C P?

als Kurve vom Grad 3 im P2.

e Wie sieht @30 aus? Riemann-Roch liefert £(n[O]) = n fiir n > 1. Sei ¢ uniformisierend in O,
d.h. ord o (t) = 1. Wir beschreiben jetzt die Vektorrdume L(n[O]):

e Natiirlich ist £([0]) = K - 1.

e Wegen £(2[0]) = 2 gibt es ein # € K(FE) mit £(2[0]) = K + K - . Wegen = ¢ L([0]) ist
ord o(z) = —2 und wir kénnen nach Multiplikation mit einer Konstanten (t2z)([O]) = 1 errei-
chen.

e Analog erhélt man ein y € K(E) mit £(3[0]) = K + Kz + Ky. Die Funktion y erfiillt ord o (y) =
—3, also kénnen wir wieder o.E. (t3y)(O) = 1 annehmen. z und y haben aufier in O keine
Polstelle.

e Wir definieren jetzt ¢ = ¢30) = (1 : @ : y). Was ist ¢(O)? Es ist ¢ = (2 : t(t%x) : t3y), also
wegen £(0) = 0:

$(0)=(0:0:1).
¢(F) ist eine zu E isomorphe ebene Kurve vom Grad 3. Wir brauchen jetzt nur noch eine
nichttriviale Relation zwischen 1, z,y um die Kurvengleichung zu erhalten.

e Es gilt weiter

LA4[0)) =K +Kaz+Ky+K2?, L(5[0]) =K + Kz + Ky + Ka? + Ky,
L6[0]) =K + Kz + Ky + Ka2* + Koy + Ka®.
Nun ist 4% € L(6[0]) \ L(5[0]), also gibt es a1, az,as, as,ag,c € K, ¢ # 0 mit
y2 = cx? + agxz + a4T + ag — a1y — asy.
Multipliziert man mit ¢% und setzt dann O ein, so erhilt man
(£9)%(0) = e(t2)*(0) +0,
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also ¢ = 1. Damit haben wir
y2 +airy +asy = x> + a2x2 + asx + ag.

Dieser Gleichung geniigt dann auch ¢(E) in P?, was wir noch zeigen wollten. B

Beispiel: Wir betrachten iiber F13 die durch
f=ad+ 223 + a3

definierte ebene Kubik. Sie ist nichtsinguldr und hat deswegen Geschlecht 1. Wir betrachten den Punkt
P =(1:2:4). Mit SAGE erhalten wir

LEP) = |: 4z + 8x1 3xo + 2 :|
" 5z0 4+ 21 4+ 8z —x0 + 531 + 22
[Gxo + J:O:c1 + 10x0x1 + :(;1 + 81‘0:(:2 + xor1X0 — x():c% J;O + xoxl + 5x0x1 + Sxoxz + 9xgx1T2 + :clacg + 10x0x2 1}

I
QIO — xowl + wuzg 9170 — atozl + x1x§

L(3[P])

Wir schreiben dies mit z = 2L, y = £2:
o o

CEP) - [ 8z +4 y+3 }
x+8y+5 bx+y+12
[a: + 1022 +a:y v24+a+8y+6 2%y + 522+ 9zy+10y% + 2+ 3y + 1 1}
Y2 —x+9 ’ 2 —x+9

Wir 16sen die Gleichung f(1,z,y) = 0 in Fi3[[¢]] im Punkt P = (2,4) wie zuvor erldutert:

= 241,
4+ 8t +t2 4+ 126% + 3t + 565 + 4t7 + 83 + 7t° + 2610 4+ 1061 + 9¢12 + 8¢t + 8¢1° + 16 4 17
+9t18 4 619 + 520 + 321 + 10622 4+ 23 3175 + 7476 £ 3477 + ot 1 720 1 2430 1 O(431).

Damit sehen die Funktionen in obigen Vektorrdumen so aus:

1

L(2[P]) = [9 + i) + 9412t + 106" + 9t° + 267 + 4% + 8¢ + 10t + 3¢ + 106" + 11" + 7" + 26" + O(¢"®),
t% + 2845+ 2t + 710 + 37 + 6% +12¢° 42670 11 26" 106" + 4" 43¢0 + O],

L3[P]) = [% + E + E 124 11t 4267 + 3t* + 8% +¢° +2¢7 + 9% + 267 ' 4 4" 4 108" 4 ot 4 70 4 1140 + O(¢'T),
1 12 4

staty + 1454+ 1067 + 8" + 17 + 67 + 116° + 767 + 66" + 126" 4 26" 4 61" 4 8¢ + 12t + O(t'7), 1]

Sei X das erste Element aus £(2[P]) dividiert durch 9, Y das erste Element aus £(3[P]) dividiert durch
8:

1 4
X = G4 410+ 4t 415+ 6t7 + 1265 + 1167 + 4610 4 9t 4 4412 4 713 4+ 8¢1° + 6116 + O(¢19),
1 4 11
Y = G4+ F8+43t+ 1082 4 2t + ¢ + 5t5 + 107 4 6¢° + 10t° + 5t 4+ 7612 + 11413 + 661 4 9615 + 3t16 + O(+17).

Nun sind wir in der Situation wie im vorangegangenen Beweis zu den elliptischen Kurven. Es ist nicht
schwer, eine Gleichung herzuleiten:

R.<t>=LaurentSeriesRing(GF(13))
X=t"-2 + 4%t"-1 + 1 + 10*%t + 4%t"4 + t76 + 6%t"7 + 12%t"8 + 11%t"9 + 4*t710 + 9%t~11 + 4*t~12 + 7*t~13 +
Y=t"-3 + 4xt"-2 + 11xt"-1 + 8 + 3%t + 10%t"2 + 2%t"4 + t7°5 + 5xt"6 + 10%t"7 + 6*%t"8 + 10*%t~9 + b5xt~11 +
Man findet:
Y2 - X3 - 9XY - 6X% - 11Y — 12X — 8 = O(t'%),
also
Y? - 9XY — 11Y = X® +6X° + 12X + 8.
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FOLGERUNG. Ist char(K) # 2,3 und (E,O) eine elliptische Kurve iber K, so ist E isomorph zu einer
ebenen Kurve

v =az34+ar+0b
mit a,b € K, wo O dem Punkt (0:0: 1) entspricht.

Beweis: Wir kénnen mit einer Gleichung
y? 4+ arzy + azy = 2 + agx® + asx + ag

starten. Das Ziel erreichen wir durch quadratische und kubische Ergénzung. Wir konnen auch einen
Koordinatenwechsel ansetzen:
y=y +A+B, z=2"+C.

Wiahlt man ) ) ) )
A=—- B=—-=- C=—Zqo— —a2
2a1, 2a3 + 6a1a2 + 24 3a2 126017

so erhélt man eine Gleichung 4> = 2/ + a2’ 4+ b der gewiinschten Form. m

Wéhrend fiir Kurven vom Geschlecht 0 die Picardgruppe Pic? trivial ist, gilt fiir Kurven vom Geschlecht
1 folgender Satz:

SATZ. Sei (E,O) eine elliptische Kurve. Dann ist die Abbildung
Y : E— Pic?(E), P+ Klasse von [P] — [O]

eine Bijektion.

Beweis:

e ) ist surjektiv: Sei D ein Divisor vom Grad 0. Dann hat D + [O] Grad 1, nach Riemann-Roch
ist £(D + [0]) = 1, also gibt es eine Funktion f € K(E)* mit D + [O] +div(f) > 0. Der Divisor
D + [O] + div(f) ist effektiv vom Grad 1, also ein Punkt: D + [O] 4 div(f) = [P]. Damit gilt
D ~ [P] —[O], also Klasse von D = ¢(P).

o ) ist injektiv: Sei Y(P) = ¥ (Q). D.h. [P]—[0] ~ [Q]—[O], und damit auch [P] ~ [Q)]. Es gibt also
eine Funktion f mit [P] = [Q] + div(f) und damit div(f) = [P] — [Q]. Also ist f € L([Q]) = K
und damit P = (). &

Diese Bijektion erlaubt uns jetzt eine Gruppenstruktur auf (F,O) einzufiihren:

DEFINITION. Sei (E,Q) eine elliptische Kurve und 1 : E — Pic’(E), P — Klasse von ([P] — [0]). Fiir
Py, P, definieren wir
P @ Py =y (Y(Pr) + ¢ (P2)).

Dadurch wird E zu einer abelschen Gruppe mit O als neutralem Element.

Bemerkungen:
e Fiir P,Q, R € E gilt:

POQ=R <= (P)+4(Q)=1v(R)
< [P]-[0]+1Q] - [O] ~ [R] - [O]
— [Pl+[Q] ~[O]+[R] < [R]~[P]+[Q]-[O].
Wie findet man also R? Der Divisor [P] + [Q] — [O] hat Grad 1, also ist L([P] + [Q] — [O])
1-dimensional. Sei L([P]+ [Q] —[0O]) = K f. Dann ist [P]+ [Q] — [O] + div(f) effektiv vom Grad
1, also ein Punkt, némlich [R].
e Aus der Uberlegung eben folgt sofort, dass F(K) abgeschlossen bzgl. @ ist, also eine Untergrup-

pe.
e Das inverse Element zu P ist durch die Gleichung [P] 4 [P’] ~ 2[O] bestimmt.

Wir wollen fiir ebene Kubiken die Gruppenstruktur geometrisch deuten, wozu wir ein paar Aussagen
iitber Geradenschnitte brauchen:
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LEMMA. Sei E C P? eine nichtsingulire Kurve vom Grad 3 und H = div(h) ein Geradenschnitt, insbe-
sondere grad(H) = 3. Dann gilt: Ist D ein effektiver Divisor, der linear dquivalent zu H ist, so ist D
selbst schon ein Geradenschnitt, d.h. es gibt eine Gerade g = byzxg + b1z1 + bezo = 0 mit D = div(g).

Beweis: Nach Riemann-Roch gilt ¢(H) = grad(H) = 3, also ist
—XT0 —X1 —X9
L(H) _K?+KF+KZ'
Wegen D ~ H gibt es eine Funktion f mit D = H + div(f). Wegen D > 0 ist f € L(H), also gibt es
bo, b1, b2 € K mit
b().’EO + bll'l + bg(EQ
f= - ,

woraus sofort D = div(boxo + bi1x1 + baza) folgt. B

Aufgabe: Zeige die analoge Aussage fiir alle nichtsinguléren ebenen Kurven. Die entsprechende Eigen-
schaft wird auch lineare Normalitdt genannt.

Geometrische Deutung der Addition fiir nichtsingulire ebene Kubiken: Sei £ = {f = 0} C P?
eine nichtsinguldre Kurve vom Grad 3 und O € E(K). Wie kann man die oben definierte Addition
beschreiben?

(1) Seien P und @ Punkte auf E. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Gerade g = 0 und einen
weiteren Punkt R’ € F mit
[P] +[Q] + [R] = div(g).
g = 0 ist die Gerade durch P und @ bzw. die Tangente in P an F im Fall P = Q.
(2) Analog gibt es eine eindeutig bestimmte Gerade h = 0 durch O und R’ und einen weiteren
Punkt R € E mit
[O] + [R'] + [R] = div(h).
Im Fall O = R’ ist h = 0 die Tangente in O an E.
(3) Nun wollen wir P @ @ bestimmen. Es gilt fiir S € E:

PoQ=5 « [Pl-[0]+[Q)-[01~[S-[0] <« [5]+[0]~[P]+[Q

<= [S]+[0] +[R] ~ [P]+ Q] + [R] ~ div(g)

<= [S]+[O] + [R] ist Geradenschnitt nach dem Lemma
< [S]+[O] + [R] =div(h) = [R] + [O] + [R]

<~ S=R.

Damit gilt also R = P & Q.
(4) Wir wollen noch das Inverse zu P € E bestimmen. Sei dazu g = 0 die Tangente in O an E und

div(g) = 2[0] + [0].

PoP =0 <= [P]-[0]+[P]-[0]~][0]-[O]
= [P]+[P]~2[0]
< [P+ [P] +[0] ~2[0] + 0] = div(g)
< [P]+[O'] + [P'] ist Geradenschnitt

Ist h = 0 die Gerade durch P und O’, so ist also P’ eindeutig bestimmt durch [P]+[0']+[P'] =
div(h).

Wir fassen zusammen:

SATz. Sei E eine nichtsinguldre ebene Kubik und O € E(K).
(1) Die Addition zweier Punkte P,Q € E ergibt sich geometrisch wie folgt:
e Bestimme die Gerade g = 0 durch P und Q und damit den 3. Schnittpunkt R mit div(g) =
[P]+[Q] + [R].
e Bestimme die Gerade h = 0 durch R’ und O und damit den 3. Schnittpunkt R mit div(h) =
[R]+[O] + [R].



206 12. KURVEN VOM GESCHLECHT 1 — ELLIPTISCHE KURVEN

Dann gilt P® Q = R.

(2) Bestimme die Tangente t = 0 in O an E und damit den 8. Schnittpunkt O' mit div(t) =
2[0] + [O'].
Bestimme fiir P € E die Gerade s = 0 durch P und O und damit den 3. Schnittpunkt P’ mit
div(s) = [P] + [O'] + [P']. Dann ist ©P = P', d.h. P& P' = O.

Beispiel: Wir betrachten wieder E = {f = 0} iiber Q mit
f =32z, + 202? + 3vow172 + 2025 — X5 + 22335 — 23

und O =(1:0:0).

e Die Tangente in O ist 1 = 0, woraus man schnell O’ = (1:0: 1) errechnet.
e Wir wollen 2- O’ = O’ & O’ berechnen. Die Tangente in O’ ist xy + 6x1 — 2 = 0, einsetzen in
f liefert

f(zo, 1,20 + 621) = —2(2052; + 5lx),

woraus sich als 3. Schnittpunkt mit der Tangente R’ = (205 : —51 : —101) ergibt. Die Gerade
zwischen O und R’ hat die Gleichung x5 = 1010 mit

51
101 1

Fw0, 0 5701) = 36511

erhilt man als 3. Schnittpunkt R = (3110 : 7803 : 15453), also

50 4 20531 )(7803z0 — 311021)

2.(1:0:1) = (3110 : 7803 : 15453).
(Uber R ist (205 : =51 : —101) ~ (1 : —0.25 : —0.49) und (3110 : 7803 : 15453) ~ (1 : 2.51 :

4.97).)
e Wir berechnen jetzt (1:0:1) & (3110 : 7803 : 15453): Die Gerade durch die beiden Punkte ist
o 12313
T T gz

einsetzen in f liefert

1
475099770627 "

so dass man fiir den 3. Schnittpunkt

(2690084252 + 2741156662:1) (780320 — 311021),

(274115666 : —269887425 : —151409259)

erhalt. Die Gerade durch diesen Punkt und O ist

989603

2= 17582257

1
sie schneidet F in dem 3. Punkt
3-(1:0:1)=1(1043360347 : 60614806875 : 34116563425).

e Die Addition kann man natiirlich auch einfach programmieren, was wir auch fiir die folgenden
Rechnungen gemacht haben.

e Welche Q-rationalen Punkte hat E?

e Vorbemerkung: Ist P = (pg : p1 : p2) € P*Q), so kénnen wir o.E. po,p1,p2 € Z und
geT(po,p1,p2) = 1 annehmen. Die Hohe des Punktes P definieren wir dann als

H(P) = max(|po|, [p1], [p2])-

e Wir haben alle Punkte der Hohe < 340 in E(Q) bestimmt. Sie stehen in nachfolgender Tabelle.
Dabei steht Pn fiir einen Punkt der Hohe n. Gibt es mehrere, haben wir sie mit a,b,c,...
durchnumeriert.
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e Da E(Q) eine Gruppe bildet, kann man natiirlich fragen, welche Struktur diese Gruppe hat.
Nach ein paar Versuchen haben wir

A;=(1:0:1)=P1b, As=(1:1:-1)=Pld, A3=(3:-4:2)=P4

gewihlt, womit sich alle gefundenen Punkte der Tabelle linear kombinieren lieen. (In der Tabelle
stehen bei jedem Punkt die Koeffizienten ny,ns,n3 von P = nyA; 4+ noAs + ngAs.) Die Frage
stellt sich jetzt: Gilt

E(Q) =7ZA, +ZAs + ZAs,
bzw. E(Q) ~ Z3?

Geometrische Addition fiir 42 = 2% + ax + b:

e E sei also affin gegeben durch f = 0 mit f = 2% + ax + b — y? bzw. projektiv durch F = 0
mit F = 23 + azdz; + bxd — xox3 und O = (0 : 0 : 1). Wir setzen weiter voraus, dass die
Charakteristik # 2,3 ist.

e Wann ist E singulidr? Es gilt

OF 0

87330 = 2axgr1 + beg — x%, pen = Sm% + amg, 37352 = —2x9xs9.
Wire xg = 0, so wiirde 1 = x5 = 0 folgen, was nicht geht. Also 0.E. xo = 1 und z7 = z, 22 = y.
Es folgt y = 0 und 2ax +3b =0, 322 +a = 0. Fiir @ = 0 erhéilt man b =0 und x = 0, fiir a # 0
durch Elimination z = —2% und die Bedingung 4a® + 27b® = 0. Definiert man

A = 4a® + 27b%,
so kann man dies zusammenfassen:
E ist singular <— A =0.

e Der einzige unendlich ferne Punkt, d.h. Punkt auf der Geraden z¢ = 0 ist O. Damit folgt auch
sofort O’ = O. Die Geraden durch O haben die Form cyzg + ciz1 = 0, aufler z¢ sind dies also
die Geraden x = ¢ mit ¢ € K.

e Was ist ©OP fiir P = (zg,yo)? Die Gerade durch P und O’ hat die affine Gleichung = = x,
einsetzen in f liefert

f(zo,y) = a5 +azo +b—y* =y —y* = —(y — y0)(y + Yo)-
Also ist der 3. Punkt auf der Geraden (zg, —yo) und es folgt

@(x()vyO) = ((E(), _yO)'

e Seien P; = (z1,y1) und P = (2, y2) Punkte auf E. Wir wollen P; @ P, berechnen. Gilt z; = x5
und y3 = —y1, so ist P, & P, = O, also kénnen wir voraussetzen, dass dieser Fall nicht vorliegt.
Im Fall 1 = x5 ist also y; = y2 # 0.

e Sei y = Ax + i die Gerade und P; und P». Zunichst ist immer p = y; — Axy. Ist Py # Ps, so ist

N\ = Y1 — Y2 '
Xr1 — T2

Ist P, = P», so miissen wir die Tangente berechnen, also

L) o)+ P m) =0,

bzw.

woraus sofort

folgt.
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’ P ‘ Punkt ‘ P =n1A; +ngsAs +nsAs
Pla (1:0:0) 0,0,0
P1b (1:0:1) 1,0,0
Ple (0:1:1) 0,2,—1
Pld (I:1:-1) 0,1,0
P3a (1:1:3) 1,-2,0
P3b 2:-3:3) 1,-1,0
Pi (3:4:2) 0,0, 1
P5a 4: 5.1 0.—2.1
P5b (5:-3:-3) 1,-2,1
Phe (G:—4:-3) ~1,2,0
P6 (5:6:—-3) 1,0,—1
P9 1:6:9) 0,-1,1
Pi1 {A1:4:-6) 11,1
P12 (7:12:-2) 1,31
P13 (3:8:—-13) 0,-1,0
P21 (19: —21:-9) 0,1, -1
P22 22:-3:-9) 0,2,0
P46 (19: —36 : 46) 1,3, -1
Pi8 | (1:—48:-36) 2,-2,0
P49 (4:49:21) 1,11
P51 (7:—33:51) ~1,0,1
P51 (41: —51:9) 0,3, 1
P57 (22:57:3) ~1,1,0
P75 (19 :75:15) 1,2,-1
P92 (11:92: 34) 0,0, -1
P101 |  (101: —3:69) 1.4, 1
P120 | (120 —1:23) 2. —4.1
P135 | (47:-100:135) 1,-4,2
P147 | (109: —147:91) 1,2,—2
P152 (152: —3:53) -1,1,1
P159 | (79:30: 159) 1,2, -1
P187 | (76:121:—187) 2,0,-1
PI189 | (170180 : —117) 0,-2,2
P205 | (205:—51:—101) —1,0,0
P209 | (209 : —196 : —119) 2.-3,0
P236 (236 : —9: —61) 1,-1,-1
P311 (311: —4:79) 0,3,-2
P312 | (=7:-192:312) 1,1,0
P31 | (310: —42 : —129) 1, 4,1
P324 | (—211: —240: 324) 0,4,-2
P336 (1:336:204) -1,3,0

Q-rationale Punkte der Hohe < 340 auf

E = {32321 4 xox? + 3xom120 + 2023 — 25 + 20329 — 25 = 0}.

e Wir berechen den 3. Schnittpunkt (Z,y) mit der Geraden und setzen dazu y = Az + p in f ein:
flxdz+p) =22 +ax+b— Mo+ p)? =2° = X222 + (a — 22p)z + (b — p?).
Dies muss gleich dem Polynom

3

(x—z1)(z—22)(2 —F) = 2% — (1 + 20 +2)2® + ...
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sein, woraus durch Koeffizientenvergleich bei 2% sofort
T =\ —x, — 2o und damit § = \T + p
folgt. Der 3. Schnittpunkt auf der Verbindungsgeraden von (Z,y) und O ist (Z, —%), also folgt
schlieBlich fiir (x3,y3) = (x1,y1) ® (22, y2):
3=\ — 21 — 2o und y3 = —Ar3 — U
e Damit sieht man jetzt auch: P; @ P, & P3 = O genau dann, wenn P, Py, P3 auf einer Geraden
liegen.

Wir fassen das Ergebnis zusammen:

SATZ. In Charakteristik # 2,3 ist die Kurve y> = x® + ax + b genau dann nichtsingulir, wenn A =
4a®+27b% # 0 gilt. In diesem Fall ist E mit dem Punkt O = (0:0: 1) eine elliptische Kurve, fiir die das
Additionsgesetz wie folgt aussieht, wenn (x;,y;) Punkte auf E sind.

oz, y1) = (v1,-11)
(x1,91) @ (x1,—p1) = O
(w1,91) © (x2,92) = (x3,y3) mit
x5 =\ — 2y —T9, Y3 = —Ar3—y1 + Ar1 und
n-te fiir o1 # x4
A= 391c2+3 ..
2%!/1 fiir x1 = x9 und y; =y # 0.

Auferdem gilt: Py & P» & P3 = O genau dann, wenn [P1] + [Po] + [Ps] ein Geradenschnitt ist.

Beispiel: Sei E gegeben durch y? = 23 + 17. Man findet P = (—2,3) € E und rechnet mit den Formeln

dann nach
19 522

%125
Man suche mit dem Computer weitere Punkte und versuche die Gruppenstruktur von E(Q) zu erraten.

Pe&P=(8,-23), PeP&P=(

Allgemeine Additionstheoreme: Ist E eine elliptische Kurve in Charakteristik # 2,3, gegeben durch
eine Gleichung y? = 23 + ax + b (mit A = 4a3 + 27b% # 0), so geben folgende Formeln die Addition an:

(io t zi1 : zi2) = (2o 1 T1 1 2) © (Yo : Y1 © Y2).
(Fir jeden Punkt P € E gibt es mindestens ein ¢ mit (z;0(P), zi1(P), zi2(P)) # 0.)
210 := a*x072*xyO*yl-a*x0*x1*y0~2-x072*xy272+x272*xy0"2+3*x0*x1*y1~2
—3*x172xy0*y1;
z11 := -3*b*x072*xy0*y1+3*b*x0*x1*y0~2-a*x0"2*y1~2+a*x1"2*xy0"2
-x0xx1xy272+x27 2% y0xy1+2*x0%x2%y 1xy2-2*%x1*x2*%y0*y2;
z12 := 3*b*x072xy0*y2-3*b*xx0*x2%y0~2+a*x0"2*yl*y2-a*xx1*xx2*xy0~2
+2xaxx0%x1*y0*y2-2%a*x0*x2*xy0*xy1-x0*x2*%y2~2+x2" 2%y0*y2
+3*x17 2%y 1xy2-3*kx1xx2%y172;

z20 := 3*b*x072*xy0*yl-3*b*x0*x1*xy0~2+a*xx0"2*yl1~2-a*xx1"2xy0~2
+x0*x1xy272-x27 2% y0xy1+2*x0*%x2*y 1 xy2-2*%x1*x2%y0*y2;

z21 := a"2*x072*%y0*yl-a”2xx0*x1*xy0~2-3*b*x0"2*y1~2+3*b*x172%y0~2
—axx0*x1xyl™2+a*xx1 " 2xy0*yl+x1™2%y272-x2"2%y172;

z22 := -a”2*x072*xy0*y2+a”2xx0*x2*xy0 " 2+3*%b*x0" 2%y 1 xy2-3*b*x1*x2*y0"2
+6xbxx0%x1*y0*y2-6xb*x0*x2*%y0*yl+2*a*x0*xx1*xyl*xy2
—2%axx1xx2%y0*yl-axx0xx2%yl~2+axx1 " 2*xy0*xy2+x1*x2%y272-x2"2xy1*y2;

230 := 6*b*x0*x2*%y0~2+6*b*x0"2*yO*y2+2*a*x1+x2*xy0~2+2*%a*xx0" 2*xy1+y2
+4xaxx0*xx2xy0xy1+4*a*xx0*xx1xy0xy2+2xx27 2% y0*xy2+2*xx0*x2%y27 2
+6xx1*x2%xy172+6%x 1" 2%y 1xy2;

z31 := 2%a”2*%x0*x2%y0~2+2%a~2*x0"2*y0*y2-6*b*x1*x2*%y0~2-6*b*x0"2*y1l*xy2
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-12xbxx0%x2*y0*y1-12%b*x0*x1*y0*xy2-4*a*xx1*xx2*xy0*yl
—4dxaxx0*x1*ylxy2-2%a*xx1”2xy0*xy2-2%a*x0*xx2*yl 2+2*xx27 2%y 1xy2
+2xx1*xx2%y272;
-2xx072xy0"2%a"~3-18*x0"2*xy0 " 2*xb~2-6*a*b*xx0*x1*y0~2
—6*axb*x0"2*xy0*xyl1-2%a”2%x1"2%y0"2-2%a " 2%x0"2%y1"2
-8%a”2xx0*x1*y0*xyl+18*b*x1~2xy0*xyl+18*b*x0*x1*yl~2+6%axx1"2*yl1~2
+2%x272%y272;

AuBlerdem gilt:

S(xo : w1 : 22) = (10 : X1 1 —T2).

Damit erhilt man:

FOLGERUNG. Auf einer elliptischen Kurve E sind die Addition E x E — E und die Inversenbildung
E — E Morphismen.

Indem man einen Punkt fest einsetzt, folgt:

FOLGERUNG. Ist (E,Q) eine elliptische Kurve und Py € E, so ist die Translation

TPy B —-E, P—PoOF

ein Isomorphismus. Es ist 7'1301 =Top,-

3. Isomorphie elliptischer Kurven

Wir wollen uns jetzt der Frage zuwenden, wieweit die Weierstrafigleichung einer elliptischen Kurve ein-
deutig bestimmt ist.

(1)

(2)

Seien (E,0) und (E',0’) zwei elliptische Kurven in Weierstragleichung: 4> = 2® + ax + b
und ¥ = 2* + 'z’ + ¥ und ¢ : E — E’ ein Isomorphismus. Indem wir ¢ eventuell um eine
Translation abéndern, kénnen wir ¢(O) = O’ annehmen.
Es ist
L(2[0]) = K + Kz und £(2[0]) = K + Ka'
und
LB3[0])) =K+ Kz + Ky und L(3[0']) = K + K2’ + Ky/.
Da ¢ ein Isomorphismus ist, hat ¢*([0']) Grad 1, also ¢*([O']) = [O]. Daher gilt fiir n € N und
feK(E):
f € L(n[O]) = div(f) +n[0'] > 0= 0 <div(¢*f) + n[O] = ¢* f € L(n[O)).

Wendet man dies fiir n = 2,3 an, so sieht man, dass es v, vy, w, w1, ws € K gibt mit v,w # 0
und
¢ 2’ = 2" =vr 4+ v und ¢y =y" = wy + wiT + wo.

Natiirlich gilt y'? = 2% + /2" + b'. Andererseits ist y2 = 2% + az + b die kleinste Relation
zwischen x und y. Durch Einsetzen sieht man sofort, dass keine Terme zy und y auftreten, was
wy = wo = 0 ergibt. Da auch kein Term 2 auftritt, folgt auch v; = 0. Also bleibt " = vz und
y" = wy. Wir setzten jetzt ein:
0 = 3;‘”3 +adz" + v _y//2 — 323+ dvr + b _w2y2 _
= VP23 +advr+0 —w(2® +ax+b) =
(v® —w?)x® + (a'v — w?a)x + (b — w?b),

was durch Koeffizientenvergleich sofort

3 =w?, dv=w?a, bV =w?

ergibt. Setzt man u = %, so ergibt sich

v?

u?=v, u=wundd =u*a, b =uSb.
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(3) Gilt umgekehrt fiir ein u € K, u # 0:
a =uta, b =ub,
so fithrt der Koordinatenwechsel (x,y) — (u?z,u3y) die Kurve E in E’ iiber.

Damit haben wir bewiesen:

SATZ. Zwei elliptische Kurven E:y?> = x3 +ax +b und E' : y*> = 23+ d'x + b sind genau dann diber K
isomorph, wenn es ein u € K* gibt mit
a' =u*a und b = ub.

2

In diesem Fall liefert (x,y) v (u?x,u3y) einen Isomorphismus E — E'.

Wir werden nun eine wichtige Invariante einfiithren: Ist F eine elliptische Kurve und sind y? = 23 +ax +b
und y? = 23 + o’z + b’ zwei WeierstraBgleichungen fiir F, so gibt es also ein v € K mit a’ = u*a und
b = uSb. Fiir die Diskriminanten gilt:

A =40 +270° = w12A £ 0
und damit
4a" B 4a3
4a’® +270%  4ad 42767
Dabher ist dieser Ausdruck unabhiingig von der Auswahl der Weierstrafigleichung und man definiert:

DEFINITION. Ist E eine elliptische Kurve in Charakteristik # 2,3 und y?> = z3+ax+0b eine beschreibende
Weierstraf$gleichung, so definiert man die j-Invariante von E durch

4a3

1 = 1(F) = 1728 —MM .
§=3(E) =1728 o s

Aus obiger Uberlegung folgt auch sofort:

FoLGERUNG. Sind E und E’ zwei iber K isomorphe elliptische Kurven, so gilt: j(E) = j(E').

Elliptische Kurven zu vorgebener j-Invariante: Sei also j € K gegeben. Wir wollen sehen, ob es
dazu elliptische Kurven gibt, und wie diese aussehen.

(1) Wir gehen aus von j = 1728 3" Zunzchst ist klar:

2a3+276%
j=0 <= a=0 und j=1728 <= b=0.
(2) Wir setzen also jetzt j # 0, 1728 voraus. Dann haben wir die Umformungen:
j = 1728L —  4ja® +275b° = 1728 - 4a®
VPR T J =
—  27jb* = 4(1728 — j)a®
b 1728 — 5 1728 — 5
= (5)2 = L(g)?» und nach Multiplikation mit (Lf
J
1728 — 5 4 1728 — 5 4
= (——b) = (—a)
Also gibt es wie iiblich ein ¢ € K mit
1728 — 5 1728 — 5
kbl S B A
2j 3j

oder anders geschrieben
. 9 !
a = 37],#, b= 7].#*
1728 — j 1728 — j
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(3) Wann liefern ¢; und ¢5 eine isomorphe Kurve? Genau dann, wenn es ein v € K* gibt mit

t b t1 .-
ut = (—1)2 und  ub = 1 = (—1)3,
G, tg th t2
was nach Divison mit
2 _h
ut = —=
to
dquivalent ist.
Damit erhalten wir folgenden Satz:
SATZ. (1) Ist j € K und j # 0,1728, so haben genau die Kurven Ey mit y?> = 23 + asx + by und
3] 2] 3
T 1798 — R TOT

j-Invariante j. Weiterhin sind E;, und Ey, genau dann tsomorph iber K, wenn es einu € K gibt
mit ty = u?ty. Ist to, o € A ein Reprisentantensystem der Gruppe K*/K*2, so reprisentieren
die Kurven Ey, alle Isomorphieklassen elliptischer Kurven tiber K mit j-Invariante j.

(2) Istj =0, so haben genau die Kurven Ey, mity? = x3+b j-Invariante 0. Zwei Kurven Ey, und Ej,
sind genau dann isomorph iber K, wenn es ein u € K,u # 0 gibt mit by = uSb,. Reprdisentieren
bg, B € B die Klassen K*/K*S, so die Kurven Ejs die Isomorphieklassen elliptischer Kurven
iber K mit j-Invariante 0.

(3) Ist j = 1728, so haben genau die Kurven E, mit y?> = 23 + ax j-Invariante 1728. Zwei Kurven
E,, und E,, sind genau dann isomorph tber K, wenn es ein u € K,u # 0 gibt mit az =
uSay. Reprisentieren ao,a € A die Klassen K*/K**, so die Kurven E,, die Isomorphieklassen
elliptischer Kurven tber K mit j-Invariante 1728.

FOLGERUNG. Fiir elliptische Kurven E und E' gilt:
E~gE < j(E)=jE).

Beispiel: Fiir K = R gilt
R*2 =R* =R*={reR:r >0},

modulo zweiten, vierten und sechsten Potenzen bilden 41 ein Repréisentantensystem. Also erhilt man
folgendes Représentantensystem fiir die elliptischen Kurven iiber R, wo j alle reellen Zahlen durchléuft:

3J 2j 3J 2J

-T + - - T — -

1728 — j 1728 — j 1728 — j 1728 — j

j=0: yP=2>+1undy? =2° -1
7 =1728: V=2*+rundy? =23 -z

j#0,1728 : =2+ und y? = 23 +

Beispiel: Fiir K = F5 gilt
ng = {174}7 Fg4 = {1}7 FEG = {1a4}7
also
F:/Fe? = {1,2}, Fi/F:*={1,2,3,4}, Fi/F:°={1,2}.
Damit erhélt man folgende Tabelle:

’ J \ Kurven E mit Anzahl von Punkten #FE(F5) ‘
0 y?=a3+1(N=6), y>’=a3+2(N=6)
1 =22 +4z+1(N=8), y>=23+z2+3(N=4)
2 v =23+ +4(N=9), y?*=25+42+2(N =23)
1728=3| y?=2"+2(N=438), y>=2>+2z(N =2,10)
4 Y =13+32+2(N=5), y>’=2>+20+1(N=7)

(Beachte die symmetrische Verteilung der Anzahlen um 6.)
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Aufgabe: Gib fiir F53 ein Reprédsentantensystem der Isomorphieklassen elliptischer Kurven an und be-
stimme jeweils #E(Fs3).

Beispiel: K = F, ein endlicher Kérper mit p > 5. Bezeichnet A die Anzahl der Isomorphieklassen
elliptischer Kurven iiber I, so gilt offensichtlich

A= (p—2)#F; [Fr? + #F; [Fyt + #F5 [Fr0.
Der Kern der Abbildung Fj vyt Fy hat ggT'(p — 1,n) Elemente, da F; zyklisch ist. Daher gilt auch
#Fy /F3" = ggT(p — 1,n). Damit erhilt man
10 fir p=1mod12
6 fir p=>5modl12
8
4

A=2p-2)+ fir p=7mod 12

fiir p=11mod 12
4. Morphismen zwischen elliptischen Kurven

Wir wollen jetzt Morphismen zwischen elliptischen Kurven betrachten. Es gilt der wichtige Satz:

SATZ. Seien (Eq1,01) und (E2,Os) elliptische Kurven und ¢ : Ey — Fs ein nichtkonstanter Morphismus.
Gilt $(O1) = Os, dann ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Man nennt ¢ eine Isogenie und die Kurven
F1 und FE, isogen.

FOLGERUNG. Sind (E1,01) und (Es,Os) elliptische Kurven und ¢ : Ey — Es ein nichtkonstanter Mor-
phismus, dann gibt es eine Isogenie Y und eine Translation T mit ¢ = T o).

Zum Beweis des Satzes brauchen wir ein Lemma:

LEMMA. Sei ¢ : C1 — Cy ein nichtkonstanter Morphismus zwischen Kurven. Dann gilt
o« (Hauptdivisor) = Hauptdivisor.

Beweisskizze: Wir beschriinken uns auf den Fall, dass K (C1) iiber K(C3) galoissch ist mit Galoisgruppe
G. Dann operiert G auch auf C;. Insbesondere gilt fiir jeden Punkt P € Cy:

¢*6.[P] = [oP].

oG
Sei f € K(C1)* und div(f) = Y, n;[P;]. Dann gilt

¢ p.(div(f)) = W%(Zm[ﬂ]) = Zm(ﬁ*%[ﬂ'] => n » [oP]=> o> nilP)) =

7 7 oeG ceG 7
= > o(div(f) = > div(ef) =div([] o).
oeG ceG ceG

Nun ist aber g = [, . 0f € K(Ca), also folgt ¢*¢,(div(f)) = ¢*(div(g)) und damit ¢, (div(f)) = div(g),
also die Behauptung. m
Beweis des Satzes: Zu zeigen ist fiir P, P, P3 € FEy:

ProP=P = ¢1) () =d(Fs).

Sei also Py @ P, = Ps. Dies bedeutet [Pi] + [P2] ~ [Ps] + [O1] und damit [P] + [Pe] — [Ps] — [O1] ~ 0,
d.h. [P1] + [P2] — [Ps] — [O4] ist Hauptdivisor. Nach dem Lemma gilt dann

0 ~ ¢u([P1] + [Po] = [Ps] = [O1]) = [¢(P1)] + [¢(P2)] — [6(P3)] — [O2],
was auf die gleiche Weise wieder ¢(P1) @ ¢(Py) = ¢(Ps) liefert, also die Behauptung. B
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Ist A eine abelsche Gruppe, so bilden die Endomorphismen ¢ : A — A einen Ring durch die Definitionen
0(a) = 0,
1(a) = ida(a) =a,
(1 +¢2)(a) = ¢1(a) + ¢2(a),
(9102)(a) = ¢1(¢2(a)).

Dies iibertrégt sich sofort auf elliptische Kurven:

DEFINITION. Ist (E,O) eine elliptische Kurve, so ist
End(E) = {¢ : E — E diber K definierter Morphismus mit ¢(O) = O}

ein Ring, der sogenannte Endomorphismenring von E. Betrachtet man nur iber K definierte Mor-
phismen, so schreibt man Endg (E). Die Finheitengruppe von End(E)

Aut(E) = {¢: E — E Isomorphismus mit p(O) = O}

heifit die Automorphismengruppe von F.

Wir haben oben fiir Charakteristik # 2,3 gesehen, dass jeder Isomorphismus ¢ : E — E’ zwischen
elliptischen Kurven mit ¢(O) = O’ durch einen Koordinatenwechsel o +— u?x,y — udy, u € K" gegeben
ist. Wann liefert nun eine solche Transformation einen Automorphismus von E? Genau dann, wenn
(r,y) = (uz,uy) die Kurve E in sich iiberfithrt, d.h. die transformierte Gleichung muss identisch
erfiillt sein, also:

b

a
uby? = ub2® + au’z + b bzw. y* = 2° + ST+
U u

was sofort die Bedingung a = u'a, b = uSb liefert. Damit ergibt sich sofort folgender Satz:

SATZ. In Charakteristik # 2,3 gilt fiir eine elliptische Kurve E:
(1) Ist j(F) #0,1728, so ist
Aut(E)={P+— P,P— —P} ~7/(2).
(2) Ist j(E) = 1728 (Typ y? = 2 + ax), so ist
Aut(E) = {(CU,Z/) = (9579)7(95’9) = (—.f,iy),(l‘,y) = (—.’B, —Zy);(%y) — (37,—:1])}
~ Z/(4) miti* = —1.
(3) J(E)=0 (Typ y* = 2> +b), so ist
Aut(B) = {(z,y) = (2, y), (2,y) = (G, £y), (2,9) = ((Fz, £y)} = Z/(6).

mit einer primitiven 3-ten Finheitswurzel (3.

Aufgabe:
(1) Zeige, dass die Kurve y% = z
12 besitzt.
(2) Zeige, dass y?>+y = 23 in Charakteristik 2 eine Automorphismengruppe der Ordnung 24 besitzt.

3 —z in Charakteristik 3 eine Automorphismengruppe der Ordnung

Die Bestimmung von End(FE) ist nicht so einfach. Ist F eine elliptische Kurve und n € Z,n > 0, so ist
die Multiplikation mit n
F—-F, P—»nP=P®---®P

eine Endomorpmismus, der manchmal mit [n] bezeichnet wird. Entsprechend definiert man [—n]:
E—E, P—nGP)=0cPo---0OPF.

Diese Endomorphismen hat man bei jeder elliptischen Kurve.

Satz. Sei (E,O) eine elliptische Kurve. Dann gilt:
(1) Der Endomorphismenring End(F) ist nullteilerfrei, d.h. ¢ob = 0 impliziert ¢ = 0 oder 1» = 0.
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(2) Die Abbildung
Z — End(E), nw— [n]

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Also kann man immer Z C End(E) schreiben.

Beweis:

(1) Sei ¢tp = 0. Ein Morphismus E — FE ist surjektiv oder konstant. Ist ¢ surjektiv, so folgt
0=0¢(W(E)) = ¢(FE), also ¢ = 0. Ist ¥ konstant, so ¢ = 0 wegen ¥(0) = O.

(2) Wir beschriinken uns auf elliptische Kurven der Form y? = 23 + ax + b in Charakteristik # 2, 3.
Dass Z — End(FE), n +— [n] ein Ringhomomorphismus ist, ist klar. Wir zeigen fiir jede Primzahl
p, dass [p] # 0 gilt. Dann folgt nach 1. auch [n] # 0 fiir jede ganze Zahl n > 0.
1. Fallp =2: Sei P = (z,y) € E mit y # 0. Dann gilt P # —P, also 2P # 0.
2. Fall p > 2: Sei e € K eine Nullstelle von 2° + ax + b. Dann ist P = (e,0) € E mit P = —P,
also 2P = 0. Es folgt mit p = 2m + 1:

pP =m(2P)+ P =P #0,

also die Behauptung. B

Man unterscheidet drei Typen von Endomorphismenringen elliptischer Kurven:
(1) End(FE) = Z.
(2) End(E) ist Unterring eines quadratischen Zahlkorpers Q(v/—d) (mit d € N) und nicht von Typ
1. Man sagt, E hat komplexe Multiplikation.
(3) End ist Unterring einer Quaternionenalgebra Q(a,b) und nicht von Typ 1 oder 2. Man sagt, E
ist supersingulér. Dieser Fall kommt nur in Charakteristik p vor.

Ausfiihrlich wird das Thema in [Silverman] behandelt.

Frage: Was kann man iiber die Struktur von E(K) und E(K) sagen?
Wir werden auf diese Frage nicht néher eingehen, sondern nur kurz den Fall K = R betrachten.

5. Elliptische Kurven iiber R
Wir betrachten E mit 4% = 2% + az + b, a,b € R und A = 4a® + 27b # 0. Es gibt zwei Fille:

(1) 2% + ax + b hat genau eine reelle Nullstelle, die andern beiden sind komplex konjugiert, also
1 1
3 +ar+b= (x—a)(x+§a+ﬁi)(x+§a—5i)
mit o, 8 € R, 8 # 0, was durch Koeffizientenvergleich

3 1
a= —1a2 +6% b= —Za?’ —aB?

und damit )
A= Zﬂ2(9oﬂ +48%)% >0
liefert. Man kann zeigen, dass F(R) zusammenhéngend ist, und dass F(R) ~ R/Z gilt.
(2) 23 + ax + b hat 3 reelle Nullstellen, also
2 far+b=(z—a)(z—pF)(z+a+p),

was sofort

a=—a’>—af—p% b=a’B+ab?
und damit

A = —(a+28(2a+ B)*(a— ) <0

liefert. Man kann zeigen, dass E(R) zwei Zusammenhangskomponenten hat, und dass gilt
ER)~Z/(2)®R/Z.
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SATZ. Ist E mit y?> = 23 4+ ax + b eine elliptische Kurve diber R, so gilt

E(R) ~ R/Z fir A>0
Z/(2)®R/Z  fir A <O0.
Beispiele:

(1) y?> =23+ 1 mit A = 27:

0.5 | m
@ 0.0

2.0
151
1.0

4] 4]
34 31
2 2
1 1]
= 0 C = 0/
lirasas~anas~anss

1] ~1] -0.51
- -2 -1.0 1
-3 -3 —-1.51
—4 4 . . . . -4 . . ; . . —=2.0 1 ; ; . . . . . ;
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 1 0 1 2 3 4 -20 -15 -10 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0
T T
(2) y?* =23 —r mit A = —4:
4] 4] 2.0
3 3 15
21 21 10
14 14 \ 0.5
= 0 = 0 ®w 0.0
1] 1] / -0.5
-2 -2 -1.01
3] _3] 151
—4 4 . . . ; . —4 4 ; . ; ; . ; ; . —2.0 1 ; ; . . ; . . ;
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

xr u r



KAPITEL 13

Hyperelliptische Kurven

1. Einfiihrung

Wir setzen in diesem Kapitel der Einfachkeit halber voraus, dass die Charakteristik des (vollkommenen)
Grundkorpers K von 2 verschieden ist. Wenn nichts anderes gesagt wird, meint Kurve stets eine iiber K
definierte, absolut irreduzible, nichtsingulére, projektive Kurve.

DEFINITION. Fine hyperelliptische Kurve C' dber K ist eine tiber K definierte, absolut irreduzible,
nichtsinguldre, projektive Kurve vom Geschlecht g > 2, sodass ein tiber K definierter Morphismus

¢:C —P!

vom Grad 2 existiert.

Wie kann man sich hyperelliptische Kurven konkret vorstellen?

LEMMA. Ist C eine iber K definierte, absolut irreduzible, nichtsingulire, projektive Kurve und ¢ : C — P
ein iber K definierter Morphismus vom Grad 2, so gibt es Funktionen x,y € K(C) und ein separables
Polynom f(X) € K[X] vom Grad n > 1, sodass gilt

K(C)=K(z,y), v*=f(z) und ¢=(1:x)
Beweis:

Datei: algkul3.tex. Version vom 18.7.2021
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(1)

(2)
3)

13. HYPERELLIPTISCHE KURVEN

Bezeichnet 7 die Koordinatenfunktion von P!, so ist K(P') = K(Z). Der Funktionenkorper
K(C) ist dann eine quadratische Erweiterung von ¢* K (P1) = ¢* K (%) = K(¢*(Z)). Wir schrei-
ben r = ¢*(Z) und haben dann ¢*K (P') = K (). Da K(C) eine quadratische Erweiterung von
K (x) ist, gibt es eine Funktion y € K(C), sodass y einer Gleichung

a(x)y* + b(x)y + c(x) =0
geniigt mit rationalen Funktionen a(X),b(X), ¢(X) € K(X). Es ist dann
K(C) = K(z,y) = K(z)[y].
Wir é&ndern nun y ab, damit die y beschreibende Gleichung etwas einfacher aussieht.

Wegen y ¢ K(x) ist a(x) # 0. Multiplizieren wir obige Gleichung mit a(x), so kénnen wir
schreiben

(a(@)y)? + b(x)(a(2)y) + a(@)e(z) = 0.
Betrachten die statt y die Funktion a(z) - y, so kénnen wir a(z) = 1 annehmen. Die y beschrei-
bende Gleichung wird dann zu

y? + b(x)y + c(x) = 0.
Nun machen wir quadratische Ergéinzung, wofiir char(K) # 2 wichtig ist:

1

<y 4 ;b(x)>2 = Tb()? ~ clx).

Betrachten wir also statt y die Funktion y+ $b(z), setzen wir d(X) = 1b(X)? — ¢(X), so geniigt

y der Gleichung

PN

y* =d(z).
Nun zerlegen wir in K (X) die rationale Funktion d(X) in das Produkt aus einem Quadrat e(X)?
und einem quadratfreien Polynom f(X):

dX)=e(X)?-f(X) mit eX)eK(X) und f(X)e€ K[X] quadratfrei.
Es ist
y* = e()?- f(2).

Indem wir statt y die Funktion % betrachten, kénnen wir e(X) = 1 annehmen, d.h. y geniigt
der Gleichung

v’ = f(a),
wobei nun f(X) € K[X] ein quadratfreies Polynom ist. (Ist K algebraisch abgeschlossen, so
kann man noch erreichen, dass f(X) normiert ist.) Statt quadratfrei kann man natiirlich auch
separabel sagen, da der Grundkérper als vollkommen vorausgesetzt wurde. Damit ist das Lemma
bewiesen. ®

Wir betrachten zunéchst die einfachsten Fille:

LEMMA. Sei f(x) € K|x] ein separables Polynom vom Gradn mitn € {1,2,3} und C die durch y* = f(z)
definierte ebene projektive Kurve.

(1)
(2)

Im Falln =1 oder n =2 ist C' eine nichtsingulire projektive ebene Quadrik und hat Geschlecht
0.
Im Fall n = 3 st C' eine nichtsinguldre projektive ebene Kubik und hat Geschlecht 1.

Beweis: Ubungsaufgabe. m

LEMMA. Sei f(x) € K[z] ein separables Polynom vom Grad n > 4, d.h. es gibt eine Zahl ¢ € K* und
paarweise verschiedene Zahlen v1,...,vn € K mit

fl@)=clzx—m)...(x =)

und Cy die durch

definierte projektive ebene Kurve.
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(1) Cy ist nichtsinguldr in Endlichen.

(2) Cp besitzt genau einen Punkt im Unendlichen, ndmlich (0:0:1). Der Punkt (0:0 : 1) ist eine
Singularitdt von Cy.

(3) Fiir einen Punkt (o, 8) € Cy mit § # 0 ist x — « uniformisierend, fir die Punkte (v;,0) € C
(i=1,...,n) ist y uniformisierend.

Beispiel: y* = La(z — 1)(z — 3)(z +2)(z + 5)

6

—4

Beweis:
(1) Cp wird im Endlichen beschrieben durch

9(z,y) =y* — f(z).

99 _ 99 _
D f'(z) und ay—?y.

Ein Kurvenpunkt ist genau dann singulér, wenn gilt
v> = f(z), fl(x)=0, y=0, also f(z)=f(x)=0, y=0.
Nun war aber f(z) als separabel vorausgesetzt, weswegen f(x) und f’(z) keine gemeinsame

Nullstelle haben. Daher besitzt Cj keine Singularitéit im Endlichen. Fiir (a,b) € Cy lautet die
Tangentengleichung

Nun ist

dg

—f'(a) - (x—a)+2b- (y—b) =0.
(2) Der projektive Abschluss der affinen Kurve wird durch

zg~2ah = e(z1 — nao) .. (T1 = Yno)

beschrieben. Wegen ¢ # 0 ist (0 : 0 : 1) der einzige Punkt im Unendlichen. Verwenden wir die
affinen Koordinaten 7, s (von Us) mit (1: 2 :y) = (r:s:1), so wird die Kurve in Us zu

2 =c(s —r) ... (s — Yur).
Die Taylorentwicklung in (r, s) = (0,0) ist
"2 (s —pr) ... (58— Yur).

Wegen n > 4 gibt es keinen linearen Term, sodass die Kurve hier singulér ist.
(3) Wir haben bereits unter (1) die Tangentengleichung fiir einen Punkt (a,b) € Cp hergeleitet:

—f'(a)- (x —a)+2b- (y—b) =0.

Ist b # 0, so ist also  — a uniformisierend, ist b = 0, so ist y uniformisierend. B
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SATZ. Sei f(x) € K[X] ein separables Polynom vom Grad n > 4, Cy die durch
y* = f(@)

definierte projektive ebene Kurve, C ein nichtsingulires Modell von Cy (mit birationalem Morphismus
7:C — Cy)und ¢ : C — Pt der durch ¢ = (1 : ) gegebene Morphismus vom Grad 2. (Wir schreiben
f(@)=c(z —1)...(x —v,) mit paarweise verschiedenen Zahlen v1,...,v, € K und c € K*.)

(1) Der birationale Morphismus liefert eine Isomorphie

C\ ¢ o0) ~Co\{(0:0:1)}.

(2) Die im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte von ¢ sind genau die Punkte

(7170)7 (7270)7 SRR (FYn;O)v

jeweils mit Verzweigungsindex 2.
(3) Es gilt
451 (00) = {2, falls n gerade ist,
1,  falls n ungerade ist.
Wir schreiben
671 (00) = {{ool, o00g}, falls n gerade ist,
{0}, falls n ungerade ist.

(4) Fiir das Geschlecht von C gilt:

{7122’ falls n gerade ist, {29 +2,  fallsm =0mod 2,
bzw. n=

%*1, falls n ungerade ist 2941, fallsn=1mod 2.

9(C) =
(5) Fir ungerades n gilt
ord(z) = =2  und ord(y) = —n.
Auflerdem gilt
div(y) = [(v1,0)] + - - + [(yn, 0)] = n[oc]
und fiir o € K
div(z —a) = [(a, v/ f(a)] + [(, =/ f ()] = 2[oc].
Fir a = v; kann man natirlich auch schreiben
div(z — %) = 2[(7i,0)] — 2[o0].
(6) Flir gerades n gilt

ord oo, () = 0rd oo, () = =1  und ord o, (y) = ord oo, (y) = —

SE

Beweis:
(1) Da Co \ {(0:0: 1)} nichtsingulér ist, ist
C\710:0:1) = Co\{(0:0:1)}

ein Isomorphismus. Wir kénnen also C'\ 771((0:0: 1)) mit Cp \ {(0: 0 : 1)} identifzieren. Der
Morphismus
Co\{(0:0: 1)} =P, (z,9) (1:2)
liefert einen Morphismus ¢ : C' — P! vom Grad 2. Im Unendlichen gilt
¢ Hoo) =7 H((0:0:1)).
(2) Sei (o, B) € C.
e Fall 5 # 0: Dann ist  — « uniformisierend in (o, 8). Nun ist ¢((«, 8)) = «. Im Bildpunkt
ist T — a uniformisierend, woraus wegen ¢*(T — ) = ¢ — « sofort
es((a, ) =1
folgt.
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e Fall = 0: Dann ist (o, 8) = (i, 0) fiir ein ¢. Im Bild ist  — ; uniformisierend, in (7;,0)
die Funktion y. Es ist e¢((%, 0)) = ord (4,,0)(¢"(F — 73)) = ord (4,0 (x — 7). Aus

=@-—m).---(@—7%)-. (=)
sieht man dann
e¢((7,0)) = ord (4, 0)(z — ) = 2.

> e(P)=2.

Pe¢1(o0)

(3) Da ¢ Grad 2 hat, gilt

Wegen e4(P) € N gibt es also nur zwei Moglichkeiten.
e Fall #¢ ! (00) = 2: Wir schreiben ¢~!(0c0) = {001, 002}. Mit obiger Formel folgt

eg(001) =1 und egy(o02) =1.

¢ ist also unverzweigt in den Punkten ooy, 00s. Die Riemann-Hurwitz-Formel liefert

29—2=2- —l—Zed) ((7,0)) = 1),

also 2g — 2 = —4 4+ n, und damit

2g=mn—2.
Dabher ist in diesem Fall n eine gerade Zahl und es gilt
-2
g:n2 bzw. n =29+ 2.

e Fall #¢!(c0) = 1: Wir schreiben ¢~!(c0) = {oo}. (Natiirlich hat hier oo auf der linken
Seite der Gleichung eine andere Bedeutung als auf der rechten Seite.) Dann gilt e, (c0) = 2.

Die Riemann-Hurwitz-Formel liefert
n

29 —2=2-(-2)+ (ep(00) = 1) + ) (es((7:,0)) = 1),

i=1
also 2g — 2 = —4 4+ 1 + n, und damit

2g=n—-1.
In diesem Fall muss n eine ungerade Zahl sein, und es gilt
-1
g:n2 bzw. n =29+ 1.

(4) Wir betrachten den Fall, dass n ungerade ist, d.h. dass ¢~*(c0) = {00} gilt. Die Nullstellen von
y sind offensichtlich (v;,0). Da y in diesen Punkten uniformisierend ist, ist der Nullstellendivisor
von y

Da div(y) Grad 0 hat und es nur einen Punkt im Unendlichen gibt, folgt
div(y) = [(v2,0)] + -+ + [(y, 0)] — n[oc].

Sei a € K. Setzt man # = « in y? = f(z) ein, so folgt y?> = f(a). Nach eventueller Fallunter-
scheidung und Betrachtung der Uniformisierenden erhélt man

div(z — @) = [(a, v/ f(@))] + [(a, =/ f(a)] = 2[o0].
Auf die weiteren Details verzichten wir hier.
(5) Auf den Fall, dass n gerade ist, gehen wir an dieser Stelle nicht néher ein. B

Im Folgenden werden wir uns auf den Fall beschréanken, dass n ungerade ist. Dann gibt es im Unendlichen
nur einen Punkt. Es gilt dann n = 2g 4+ 1. Auflerdem ist dann oo ein Verzweigungspunkt.
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FOLGERUNG. Sei C eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht 2, gegeben durch eine Gleichung y? =
f(z) mit einem Polynom f(x) vom Grad 5. Dann gilt:

L(O0-[c)) = K,

L) = K.

L(2 - [o0]) K+ K-z,

L3 [x]) = K+K -z,

LA-[0]) = K+K-x+K -2

L(5 - [o0]) K+K-oz+K-2°+K -y,
L6-[o0]) = K+K-2+K-2°+K-y+ K- 2%

Beweis: Die Inklusionen 2O folgen sofort aus

ord oo (z) = =2, ord oo (2?) = —4, ordoo(y) = —5, ord(z%) = —6.
Nun gilt nach Riemann-Roch mit K¢ = 2[oco] fiir n > 3

ln-Jool=n+1-2+£(2[c0] —nfox]) =n—14+£((2 —n)[x]) =n—1,

woraus dann fiir n > 3 die Gleichheiten folgen. ®

Ist C eine hyperelliptische Kurve, gegeben durch eine Gleichung y? = f(z), so ist
L:C =0, (z,y) = (z,—y)

ein Automorphismus mit (> = id¢. Der Automorphismus ¢ wird auch hyperelliptische Involution
genannt. Fiir P € C gilt dann

¢~ (¢(P)) = {P,u(P)} und " ([¢(P)]) = [P] + [«(P)].

Wir geben noch eine andere Charakterisierung hyperelliptischer Kurven.

SATZ. FEine Kurve C vom Geschlecht g > 2 ist genau dann hyperelliptisch, wenn es einen Divisor D vom
Grad 2 mit £(D) = 2 gibt.

Beweis:

e Ist C hyperelliptisch und ¢ : C — P! ein Morphismus vom Grad 2, so ist D = ¢*([oo]) ein
Divisor vom Grad 2 und 1,z € £(D), also (D) > 2. Schreibt man D = [P;] + [Px], so gilt

K C L(IP) € L(P) + [Pa]) = L£(D).

Da C Geschlecht > 0 hat, gilt L([P1]) = f Da (([P1] + [ »]) < L([P1]) + 1 gilt, folgt (D) =
e Ist D ein Divisor vom Grad 2 mit ¢(D) = 2, ist L(D) = K - fo + K - f1, so definiert
¢ =(fo: f1)

einen Morphismus vom Grad 2. R

FOLGERUNG. Jede Kurve vom Geschlecht 2 ist hyperelliptisch.

Beweis: Fiir jeden kanonischen Divisor K¢ gilt grad(K¢) =22 — 2 = 2 und 4(K¢) = 2. Der vorange-
gangene Satz liefert dann die Behauptung. B
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Beispiele: Hier sind Beispiele von hyperelliptischen Kurven, die iiber F5 durch eine Gleichung y? = f(z)
mit grad(f) = 5 definiert sind.

#C(Fs3) f(z) C(Fp)
1 25+ 2w +2 {0}
2 x5+ 227 +2 {0, (2,0)}
3 x5+ 2% 42 {00, (1,1),(1,2)}
4 5+ 1 {00, (0,1),(0,2),(2,0)}
5 2+ 227 +1 {0, (0,1),(0,2), (1,1),(1,2)}
6 ‘T5+I2+1 {007(031)7(072)ﬂ(170)?(2ﬂ1)7(2?2)}
7 25+ 2 +1 | {00, (0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

2. Effektive kanonische Divisoren

SaTz. Sei C eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g > 2, gegeben durch eine Gleichung y? = f(x)
mit einem separablen Polynom f(z) € K[x] vom Grad 2g + 1.

(1) Die effektiven kanonischen Divisoren sind genaw die Divisoren der Gestalt
D= ([(ci, )] + [(vis =B:)]) +2(g — 1 = 7)[ox]
i=1

mit Kurvenpunkten (o, 5;) und r < g — 1.
(2) Die effektiven kanonischen Divisoren sind genau die Divisoren der Gestalt

¢"([A1]) + ¢"([P2]) + - - + ¢ ([Py-1));

wo Py, ..., Py_y beliebige Punkte in P! sind.
(3) Die effektiven kanonischen Divisoren sind genau die Divisoren der Gestalt

(Pr] + [l(PO)] + [Po] + [W(P2)] + -+ 4 [Pya] + [1(Pg-1)),
wo Py, ..., Py_y beliebige Punkte von C sind.

Beispiel: Bei einer hyperelliptischen Kurve vom Geschlecht 2 haben die effektiven kanonischen Divisoren
also die Gestalt

¢*([P]) mit P € P'  baw. [P]+ [«(P)] mit P € C.
Das Bild zeigt die Kurve y? = 5z (x—1)(2—3)(z+2)(2+5). Im Bild bilden je zwei , iibereinanderliegende
Punkte® einen effektiven kanonischen Divisor.

J C

—4
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Beispiel: y? = ft52(x — 1)(2 — 3)(z + 2)(z + 5)(z + 7)(x + 8) definiert eine hyperelliptische Kurve vom

Geschlecht 3. Die effektiven kanonischen Divisoren bestehen jeweils aus 4 Punkten der Form

[Pﬂ + [L(Pl)} + [Pz] + [L(Pg,)] mit Py, Py € C.

4 C

] v

Beweis des Satzes:
(1) Ist f(z) =c(lx — 1) ... (T — Yy2g+1), so ist der Verzweigungsdivisor von ¢

2g+1

R="Y"[(%,0)] + [00].
i=1

Wir wollen die Riemann-Hurwitz-Formel anwenden. Sei Z die Koordinatenfunktion auf P!. Dann
ist = ¢*(T). Es ist

div(dZ) = —2[c0] und ¢ (div(dT)) = —4[o0].

Es folgt
2g+1
div(de) = div(¢*(dZ)) = ¢" (div(dF)) + R = —4[oc] + Y [(7:,0)] + [oc] =
=1
2g+1
= > 160,00 - 3l

(2) Der Divisor von y ist
2g+1

div(y) = > [(%,0)] = (29 + 1)[o0)-

i=1
Mit dem Divisor von dx ergibt sich

. dx
div(SF) = 2(g — 1)oc]
(3) Die Funktionen z* mit 0 <4 < g — 1 haben nur in co eine Polstelle, und zwar gilt
ord o (z%) = —2i € {0, -2, —4,...,—2(g — 1)}.
Es folgt
. d
div(z' - Yy >0 fiir i =0,1,...,9 — 1,

Yy
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also

d
La,z%... 29 ¢ L(div(?“’)).

Wegen ¢(K) = g folgt
dx

£(div(?)) =K-1+K-2+4+--+K-297' = {g(x) € K[z] : grad(g(z)) < g —1}.

Die Divisoren
diV(g(ir)%x) mit g(z) € {g(z) € Klz] : grad(g(z)) < g — 1} \ {0}
sind dann genau die effektiven kanonischen Divisoren. Zerlegt man
gx)y=clx—a1)...(x —a,) mit r < g—1,
so gilt wegen div(z — ;) = ¢*([ay]) — 2[00]
diV(g(w)ij) = zr:diV(x —a;) +2(g — 1)[o0] =

i=1
r

= > (6" ([o] — 2[00]) + 2(g — 1)[o0] =

i=1

= Y ¢ (fau]) +2(g — 1 = 7)[oc):

=1

Mit ¢*([ew]) = [(s, Bi)] + [(ei, —B;)] ergibt sich die erste Darstellung. Die zweite folgt so:

divlo@) ) = 3 0" (i) + (g — 1= 7)o" (],

Analog folgt die dritte Darstellung. Dies beweist die Behauptungen. B

Mit diesem Hilfsmittel konnen wir folgenden Satz zeigen:

SATZ. FEine nichtsinguldre projektive ebene Kurve C' vom Geschlecht g > 2 ist nicht hyperelliptisch.

225

Beweis: Sei C C P? eine ebene Kurve vom Grad d. Wegen g = 1(d — 1)(d — 2) folgt d > 4. Sei K¢ ein

kanonischer Divisor von C und H der Divisor eines Geradenschnitts. Dann ist

Kc ~ (d—3)H

nach der Adjunktionsformel. Angenommen, C' wire hyperelliptisch mit hyperelliptischer Involution «¢.
Sei P € C mit P # «(P). Sei £ = 0 eine Gerade, die durch P, aber nicht durch ¢(P) geht. Dann ist

K = (d — 3)div(¢) ein effektiver kanonischer Divisor, also

K = (d=3)([P)+ [Po] + -+ [Pa]) = (d = 3)[P] + (d = 3)[P3] + - + (d — 3)[Fal.

Da C nach Annahme hyperelliptisch ist, gibt es Punkte Py, ..., P;_; mit

K = [P]+ [«(P)] + [Py] + [t(Py)] + - - - + [Py_q] + [t(Py_y)]-

Da aber ¢(P) kein Punkt der Geraden ¢ = 0 ist, ist dies ein Widerspruch.
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3. Reduzierte Divisoren - Beschreibung von Pic’(C)

Wir wollen die Divisorenklassengruppe Pic®(C) fiir eine hyperelliptische Kurve C' vom Geschlecht g > 2
mit genau einem Punkt oo im Unendlichen beschreiben. Frither haben wir fiir allgemeine Kurven C
gezeigt, dass jeder Divisor vom Grad 0 zu einem Divisor der Gestalt

[Pr] + -+ [Pg] — glod]
linear dquivalent ist. Eine wichtige Frage ist dann, wann zwei solcher Divisoren untereinander dquivalent
sind.
Wird C gegeben durch
y*=clz —m)... (x —2g41),
so gilt fiir einen Punkt P = (a, 8) mit der hyperelliptischen Involution ¢
div(z — a) = [(a, B)] + [(@, =B)] = 2[o0] = [P] + [(P)] — 2[o0].
Insbesondere gilt
[P] + [¢(P)] ~ 2[o0].
Es gilt auch £(2[c]) = K -1+ K - 2, also £(2[c0]) = 2.

LEMMA. Ist C eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g > 2 mit co als einzigem Punkt im Unendli-
chen, sind Py,..., P, € C (nicht notwendig verschiedene) Punkte mit n < g, dann gilt:

P+ -+ [R)]) 22 <<= es gibt Indizes i # j mit P; = 1(P;).

Beweis:
<= Gibt es Indizes i # j mit P; = «(P;), so ist
[Pl + [L(P)] = [Pl + [P] < [P+ - + [Pa],
und mit [BP;] + [o(F;)] ~ 2[oo] und £(2[o0]) = 2 folgt
2 = £(2[00]) = U[P] + [(P)]) = €([P] + [F3]) < L([PA] + -+ + [Fa)),
was die eine Richtung der Behauptung beweist.
= Fall n = g: Wir betrachten zunéchst den Fall n = g und setzen voraus, dass (([Py]+- - -+[P,]) > 2
gilt. Riemann-Roch liefert, wenn K¢ einen kanonischen Divisor bezeichnet,
2< ([P 4+ [Bl) =g+ 1 - g+ UKo = ([P] + -+ [F]),
also
UK = ([P] 4+ [P]) = 1.
Fiir f € L(Kc — ([Py]+---+[P,])) \ {0} folgt K¢ — ([Py]+---+[P,]) +div(f) > 0. Da K¢ Grad

2¢g—2 hat gibt es Punkte Q1,...,Qg—2 mit Ko — ([Pi]+---+[Py]) +div(f) = [Q1]+ - - +[Qg—2],
also

Ko +div(f) =[P+ + [Py + [Q1] + - + [Qq—2]-
Da K¢ + div(f) ein effektiver kanonischer Divisor ist, gibt es Punkte Ry, ..., Ry_1 mit
[Pr] + -+ [Pyl + [Qu] + -+ + [Qg—2] = [Ra] + [t(R1)] + -+ + [Rg—1] + [L(Rg-1)]-

Also muss es Indizes i # j geben mit P; = «(P;), was wir zeigen wollten.
Fall n < g: Seinun n < g und ¢(P; + --- + P,) > 2. Wir wéhlen einen Punkt Q mit Q # ¢(Q)
und

QZA{P,..., Py, t(Pr),...,t(Pn)}.
Dann gilt

([P 4+ [Pl + (g —n)[Q) 2 ([P + -+ + [Pa]) > 2.

Nach dem eben Gezeigten gibt es Indizes i # j mit P; = ¢(P;), was wir zeigen wollten. B
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DEFINITION. Sei C eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g > 2 mit genau einem Punkt oo im
Unendlichen. Ein Divisor D vom Grad 0 heif$t reduziert, wenn er die Gestalt
D =[P+ -+ [Py] = noc]
hat, wobei folgende Eigenschaften erfillt sind:

e 0 <n<yg, P, # oco. (Die Punkte P; miissen nicht verschieden sein.)
o Fir Indizes i # j ist P; # o(F;).

Die entscheidene Bedeutung reduzierter Divisoren kommt in folgendem Satz zum Ausdruck:

SATZ. Sei C eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g > 2 mit genau einem Punkt co im Unendlichen.
Jeder Divisor D vom Grad 0 ist dann zu genau einem reduzierten Divisor linear dquivalent. (Die Menge
der reduzierten Divisoren ist also ein Reprdsentantensystem der Divisorenklassengruppe PicO(C). )

Beweis:
(1) Sei D ein Divisor vom Grad 0. Nach Riemann-Roch gilt:

UD +g[oc]) =g+1—g+U(Kc — (D +g[ex]) > 1.

Wahlt man f € L(D + g[oo]) \ {0}, so ist D + g[oo] +div(f) > 0, d.h. es gibt Punkte P,..., P,
mit D + g[oo] 4+ div(f) = [P1] + - - - + [P,]. Es folgt

D~ ([P + -+ 4 [Pg]) = glod]-
Sind einige der P; identisch mit oo, so kénnen wir die Darstellung zu
D~ ([P]+--+[Pn]) —nfoc] mit 0<n<g

verkiirzen. Gibt es jetzt Indizes ¢ # j mit «(P;) = P}, so ist

IR
[B] + [Pj] — 2[o0] = [B] + [e(F;)] — 2[oc] ~ 0,
also konnen wir die Darstellung weiter verkiirzen. Dies geht, bis wir eine Darstellung
D~ [P]+--+[P)—nlcx] mit 0<n<gund P; #(F) firi#j

erreicht haben. Hier ist [Py] + - - - + [P,] — n[oc] ein reduzierter Divisor.
(2) Seien [Py]+ -+ [Pn] —nf[oo] und [Q1] + - - - + [@m] — m[oo] zwei reduzierte Divisoren, die linear
dquivalent sind, d.h.

[P1] + -+ [Pa] — nfoo] ~ [Q1] + -+ + [Qn] — m[oc].
Wir konnen o.E. n > m voraussetzen und erhalten dann
[Pu]+ -+ [Pa] ~ [@1] + - + [@m] + (n — m)[o0].
Also gibt es f € K(C)* mit
[P+ 4 [Pa] + div(f) = [@i] + - 4+ [Qum] + (n — m)[oc].

Daher sind 1, f € L([P1] + -+ + [Ps]). Mit dem vorangegangenen Lemma folgt aber aus der
Reduziertheit die Eigenschaft ¢(P; +---+ P,) = 1, d.h. f ist konstant, was sofort m = n und
[Pl 4+ [P] =[Q1] + - + [Qs] impliziert. m

Wir wollen reduzierte Divisoren noch konkreter beschreiben. Dazu denken wir uns C' gegeben durch

y? = f(x), wo f(x) ein separables Polynom vom Grad 2g + 1 ist.

e Ist D ein reduzierter Divisor, so konnen wir schreiben
n

D =" ((as, )] — nloc]
i=1

mit n < g und (¢, 8;) # t((ou, Bs)) fidr i # 3.
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e Fassen wir gleiche Punkte zusammen, so kénnen wir schreiben

D= an [(ew, Bi)] — (Z n;)[oo

mit (a5, 5;) # (aj, B;) fiir i # j. Ist B; # 0, so darf (o, —3;) nicht vorkommen, was einfach
durch o; # o fiir 7 # j ausgedriickt werden kann. Ist 8; = 0, so muss n; = 1 gelten. Natiirlich
muss auch n; > 1 und >, n; < g gelten.

Wir fassen dies zusammen:

LEMMA. Sei C eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g > 2, gegeben durch y* = f(x) mit einem
Polynom f(x) vom Grad 2g + 1. Ein Divisor D ist genau dann reduziert, wenn er sich in der Form

D= an [, Bi)] — (Z n;)[oo

schreiben ldsst mit

o7 >0,
(ahﬂi) € C7
a; # oy firi# j,
ni>1und Y ;_;n; <g,
n; =1, falls ; = 0.

Beispiel: Wie sehen die reduzierten Divisoren fiir eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht 2 (mit
genau einem Punkt co im Unendlichen) aus?

0 ist ein reduzierter Divisor.

Jeder Kurvenpunkt («, ) liefert einen reduzierten Divisor D = [(«, 8)] — [o0].

Ist (a, ) ein Kurvenpunkt mit 8 # 0, so ist auch D = 2[(«, 8)] — 2[o0] ein reduzierter Divisor.
Sind (a1, B1), (a2, B2) zwei Kurvenpunkte mit ay # aa, so ist D = [(a1, £1)] + [(a2, B2)] — 2[o0]
ein reduzierter Divisor.

DEFINITION. Ist f(x) € Klx] ein separables Polynom vom Grad 2g + 1 mit g > 2, ist C die durch
y? = f(x) definierte hyperelliptische Kurve, so sei

R(f, K)
die Menge der iiber K definierten reduzierten Divisoren und
R(f. K)

die Menge aller reduzierten Divisoren von C.

Da jede Divisorenklasse genau einen reduzierten Divisor enthélt, ist klar, dass sowohl
R(f,K) — Pic’(C)

also auch
R(f, K) — Pic%(C)

ein Bijektionen sind.

Frage: Kann man die Addition in der Divisorenklassengruppe PicO(C’) einer hyperelliptischen Kurve
geometrisch deuten, dhnlich wie es bei ebenen Kubiken der Fall ist?
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Uberlegung: Sei C' eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht 2, gegeben durch eine Gleichung 32 =
f(z), wo f(z) ein Polynom vom Grad 5 ist. Man sieht in diesem Zusammenhang manchmal Bilder

folgender Art:
10 4
5 4
0 :

-o04___ A
-6 -4 -2 0 2 4 6

P

Seien [P] + [P2] — 2[oo] und [@Q1] + [@Q2] — 2[00] zwei Repriisentanten von Divisorenklassen. Wir schreiben

Pr=(z1,01), P2=(22,92), Q1= (23,93), Q2= (T4,9a)
Wir nehmen an, dass alle z; verschieden sind. Dann gibt es ein kubisches Polynom g(x) mit

g@1) =y, g(@2) =yw2, glas)=ys, g(zs) =y
Die Punkte P;, P5, 1, Q)2 sind also Nullstellen der Funktion
y —g(x) € L(6-[oq]).

Hat g(z) Grad 3, so gilt ord oo (y — g(z)) = —6, also gibt es zwei Punkte R;, Ry mit

div(y — g(z)) = [P1] + [P2] + [@1] + [Q2] + [R1] + [Ra] — 6[oc].

In der obigen Skizze sind die Punkte P, Py, Q1, @2 rot gezeichnet, die neuen Punkte R;, Ro griin. Griin
ist auch die kubische Funktion z — g(x) gezeichnet.
In Pic’(C) gilt dann

[P1] + [Pa] = 2[o0] + [@1] + [Q2] — 2[00] + [R1] + [Ra] — 2[oc] = 0.
Aus [R;] + [t(R;)] ~ 2[oc] folgt —[R;] — [o0] = [¢(R;)] — [00], sodass wir erhalten
[Pr] + [P2] = 2[o0] + [@1] + [Q2] — 2[00] = [¢(R1)] + [1(R2)] — 2[oc].

Ahnlich wie bei ebenen Kubiken im Fall von Geschlecht 1 haben wir also die Addition in Pic’(C) geo-
metrisch gedeutet.
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Wir werden diese eben vorgestellten Uberlegungen nicht weiterverfolgen, sondern einen Weg einschlagen,
der von der Zahlentheorie inspiriert ist.

Ist der Grundkorper K nicht algebraisch abgeschlossen, so ist obige Beschreibung reduzierter Divisoren
fiir das Rechnen nicht besonders geeignet. Es gibt aber einen Weg, der zunichst nicht sehr motiviert
erscheint.

‘ Die folgenden Abschnitte miissen noch iiberarbeitet werden.

4. Beschreibung von reduzierten Divisoren durch Polynome

Vorbemerkung: Die hyperelliptische Kurve C' vom Geschlecht g > 2 sei gegeben durch eine Gleichung
y? = f(x) mit einem separablen Polynom f(x) vom Grad 2g + 1. Dann hat die Kurve genau einen Punkt
im Unendlichen. Die affine Kurve y? = f(z) hat den Koordinatenring

R=Klz.yl/(* - f(2) = K[2][V/f(@)] = {a +by/[ : a.b € K[a]}.

Ein (endlicher) Kurvenpunkt P = («, /3) liefert ein maximales Ideal in R:

mp = (xfavyfﬂ) = (1'70[)57 \/f)
(Die folgenden Aussagen werden hier nicht bewiesen.) Die von 0 verschiedenen Ideale von R lassen sich
darstellen in der Form

a:A(K[a:] a+ Kz]- (b— \/jf))
mit Polynomen A, a,b € K[z], wobei A und a normiert sind, grad(b) < grad(a) und
alf—-bv*, dh f=b"moda

gilt. Unter diesen Bedingungen sind die Polynome A, a,b eindeutig bestimmt. Die Bedingung a | f — b?
kommt daher, dass a unter Multiplikation mit /f abgeschlossen sein muss; es ist nimlich

()= (e 5) )

a

Man kann zeigen, dass die Divisorenklassengruppe von C' isomorph zur Klassengruppe des Ringes R ist.
Der Ring R ist dhnlich aufgebaut wie die Ringe Z[v/—d] fiir quadratfreie d € N mit d # 3 mod 4. Wie
man dort Klassengruppen berechnet, iibertriagt sich auf die Kurvensituation.

Wir definieren
P(f, K) = {(a,b) : a,b € K[x],grad(b) < grad(a) < g, a normiert , f = b* mod a}.

Uberlegungen:
(1) Sei (a,b) € P(f, K). Wir faktorisieren zunichst a:

T

a(z) = H(x —a;)™

i=1

mit paarweise verschiedenen Zahlen ay,...,a, € K und n; € N mit 22:1 n; <g.

(2) Aus a | f — b? folgt dann (x — a;)™ | f — b?, also existiert ein Polynom c; mit
(z — o) ci(x) = f(z) = b(x)*.
Setzen wir x = «; ein, so ergibt sich
fla) =b(ey)?,  dh. (o, b(ey)) € C.

Ist b(a;) = 0, so gilt * — ;| b(x), also (x — a;)? | b(x)?. Da f(x) separabel ist, muss n; = 1

gelten.
(3) Daher ist

D = Z”z [(evi, b(ay)] — (Z n;)[oc]

ein reduzierter Divisor.
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(4) Damit haben wir eine Abbildung
P(f,K) = R(f,K)
definiert.

Wir werden jetzt herleiten, wie man umgekehrt einem reduzierten Divisor ein Element (a,b) € P(f, K)
zuordnen kann.

LEMMA. Gegeben seien ein Kiorper K der Charakteristik # 2, ein Polynom g(t) € K[t| und eine Zahl
ho € K \ {0} mit g(0) = hZ.

Beginnend mit hg werden rekursiv werden Zahlen hi, ho, hs, ... wie folgt definiert: Kennt man firn > 1
bereits ho, hi, ..., hy_1, ist ¢, der Koeffizient des Polynoms (Z?;OI hit')? — g(t) bei t", d.h.

n—1 2
(Zhﬂ) —g(t) = F et ...,
=0

so definiert man
h, = _&
" 2hg
Dann gilt:

n—1 2
(Z hiti> = g(t) mod t" fiir alle n € N.
i=0

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n. Fiir n = 1 folgt die Aussage einfach aus
h3 = ¢(0). Sei nun n € N und die Aussage bereits fiir n gezeigt, d.h.

n—1 2
(Z hiti> = g(t) mod ¢".
1=0

Dann gilt mit der im Lemma definieren Zahl ¢,

n—1 2
<Z hiti> — g(t) = cpt™ + hohere Terme in t.
=0

Modulo t"*! ergibt sich
n 2
() o=
i=0
n—1 2 n—1
= <Z ht> +2 (Z hiti> ™ + B2 — g(t) =
j i=0

2 n—u
E:h#> —g@)+§:QMhJ”“+JﬁR”:
3 1=0

ent™ +.00) + 2hohpt™ + )+ =

n + 2hohp)t" + -+ =0-t"+ .- =0 mod t" .

Dies beweist die Behauptung. B

Eine zugehorige SAGE-Funktion kénnte so aussehen:
def L(g,h0,n,K):
R.<t>=K[]
h=R (h0)
for k in range(1,n):
c=(h"2-g) .coefficients(sparse=False) [k]
h=h-c/(2%h0) *t "k
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return h

LEMMA. Sei K ein Kérper der Charakteristik # 2, f(z) € K[z], zo,y0 € K mit y = f(z0), Yo # 0 und
n € N. Dann ezistiert ein Polynom b(x) € K|x] vom Grad <n —1 mit

f(z) =b(x)*> mod (z — z0)™ und  b(xo) = yo.

Konkret: Wihlt man im letzten Lemma g(t) = f(zo+1), ho = Yo, so erhdlt man ein Polynom h(t) € K][t]
vom Grad < n — 1 mit h(t)? = g(t) mod t" und h(0) = yo. Dann st b(z) = h(x — x¢) das Problem.

Beweis: Es gibt ein Polynom £(t) mit
h(t)? = g(t) +t™ - £(1).
Setzen wir nun t = x — ¢ ein, so ergibt sich
h(z — 0)? = g(z — x0) + (2 — 20)™l(x — ().
Nun ist aber g(z — z¢) = f(z), sodass sich
h(z —20)* = f(z) + (. — 20)" - £(z — 70)
ergibt. Mit h(zg — x¢) = h(0) = yo folgt, dass b(x) = h(z — z() das Problem 15st. m

def LO(g,h0,n,K):
R.<t>=K[]
h=R (hO0)
for k in range(1,n):
c=(h"2-g) .coefficients(sparse=False) [k]
h=h-c/(2*h0) *t~"k
return h

def L(f,x0,y0,n,K):
R.<x>=K[]
S.<t>=K[]
f=R(£)
if y0~2!=f(x=x0):
return ’Fehler: y0~2!=£f(x0)!’
g=f (x=x0+t)
h=L0(g,y0,n,K)
b=h (t=x-x0)
return b

SaTz. Sei K ein Korper der Charakteristik # 2, f(x) € K[z], Punkte (x;,y;) fir i = 1,...,r mit
paarweise verschiedenen Zahlen x; und y? = f(x;), Zahlen nq,...,n,. € N, sodass n; =1 im Fall y; =0
gilt. Man definiere

alz) = (x—xz)™ ... (x —x,)"".
Dann gibt es genau ein Polynom b(x) € K[z] mit grad(b) < grad(a), sodass gilt
f(z) =b(z)?> mod a(z) wund b(x;) =1y firi=1,...,r

Beweis: Mit dem vorangegangenen Lemma finden wir im Fall y; # 0 Polynome b;(z) mit

f(x) = bi(x)?> mod (x — z;)™, grad(bi(x)) <n; und  bi(x;) = ;.
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Im Fall y; = 0 wihlen wir einfach b;(z) = 0, sodass auch in diesem Fall die letzte Aussage gilt. Mit dem
chinesischen Restsatz finden wir ein Polynom b(x) mit

b1(z) mod (z — x1)™,
ba(x) mod (z — x2)™2,

b(z) =

b-(x) mod (z — x,.)" .
Dabei kénnen wir grad(b(z)) < ny + - -- + n, = grad(a(z)) annehmen. Auch b(x;) = y; ist klar.
Warum ist b(z) durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt?

e Sei g(m) ein weiteres Polynom mit diesen Eigenschaften. Dann folgt
b(2)? = f(z) = b(z)? mod (z — 2;)™,

also

(& =)™ | (b(z) = b(x)) - (b(x) + b(z)).
Im Fall y; # 0 ist b(a;) + b(z;) = 2y; # 0, also gilt © — x; 1 b(x) + b(x). Daher folgt

b(x) — b(),

(x — ;)™

also N
b(x) = b(x) mod (x — x;)™.

Im Fall y; = 0 ist g(acl) = b(z;) = 0, sodass natiirlich auch hier
b(z) = b(z) mod (z — z;),

und wegen n; = 1 dann auch
b(xz) = b(x) mod (x — x;)™

gilt. _ B
e Es folgt a(z) | b(z) — b(x). Aus der Gradbedingung folgt dann b(x) = b(z). m

FOLGERUNG. Sei f(z) € K|x] ein separables Polynom vom Grad 2g + 1 und C die durch y?> = f(x)
definierte hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g. Dann ist

P(f,K) = R(f,K)

mit
s

(a(z),b(x)) — Zn (o, b(a;)] — (Z n;)[oc] mit a(z) = [ [ (= — ai)™

i=1
bijektiv. Schrinkt man sich auf Divisoren, die iber K definiert sind, ein, so erhdlt man eine Bijektion

P(f,K) ~R(f,K).

Wir erhalten damit eine Bijektion
Pic% (C) ~ P(f, K).

Im Folgenden werden wir die Elemente aus Pic} (C) durch Polynompaare (a(z),b(z)) € P(f, K) angeben.
Diese Darstellung wird auch als Mumford representation bezeichnet.

Beispiele:
e Die Klasse 0 € Pic’(C) wird durch (1,0) reprisentiert.

o Ist (o, ) € C, so wird die zugehorige Klasse [(«, )] — [o0] durch das Paar (x — «, 8) représen-
tiert:

(@, 8) — [(, )] = [o0] = (z — o, B).
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Beispiele: Wir betrachten hyperelliptische Kurven iiber F3 vom Geschlecht 2 mit genau einem Punkt
im Unendlichen:

#C(F3) | #Picg (C) | f, C(F3), Picp (O)
1 5 f=a5+2x4+2
C(Fs) = {oo}
Pic]?-S(C) :{(1,0),(m2+1,m),(x2+1,2m),(x2+m+2,x+1),(12+z+2,2m+2)}
2 8 f=a5+2x%+2

C(F3) = {00, (2,0)}

Picgs(o) ={(1,0),(z+1,0), (22 + 2z + 2,2) , (2% + 22 + 2,22) , (22 + = + 2,1),
(#2+1,20+1), (22 +2+2,2), (22 + 1,z +2)}

3 6 f=a+22+2

C(F3) = {oo, (1,1), (1,2)}

Picga(C) ={(1,0),(z+2,1),(z+2,2), (z2 + 20+ 2,0), (z2 +z+ 1L,z +1),
(#2+z+1,2042)}

4 10 f=a®+1

C(F3) = {00, (0,1),(0,2), (2,0)}

Pic%s(C) :{(1,0),(:(3,1),(1,2),(96—}-1,0),(I2+x+2,x),(x2+x+2,2x),(x2,1),
(x2+m,:p+1),(22,2),(:v2+3:,2m+2)}

5 14 f=ab+222+1

C(F3) = {o0,(0,1),(0,2),(1,1),(1,2)}

Pic]%g(C) ={(1,0),(z,1),(z,2),(z +2,1),(x +2,2), (z + =+ 2,0), (2%, 1) , (2® + 22,1),
(ac2+:c+1,1),(J:2+2a:,x+1),($2,2),(x2+2x,2),(x2+z+1,2),
(22 + 22,20 + 2)}

6 24 f=ab+22+1

C(F3) = {00,(0,1),(0,2),(1,0), (2,1, (2,2)}

Picg, (C) = {(1,0), (z,1),(2,2) , (x +2,0), (z + 1,1), (z + 1,2), (¢%,1) , (2* + =z, 1),
(:):2+2x+1,1),(x2+x+2,x+1),(x2+2x+2,:1:+1),(mz+x,2x+1),
(1‘2+2x,2x+1),(x2+1,2x+1),(:c2+272x+1)7(1‘272),(562—1—90,2),
(x2+21’+1,2),(x2+az,x+2),(J:2+2x,x+2),(a:2+1,x+2),

(22 +2,242), (x> +z+2,22+2), (22 + 2+ 2,20 +2)}
7 29 f=25+2zx+1

C(F3) = {00,(0,1),(0,2),(1,1), (1,2) (2, 1), (2,2)}

Picg, (C) = {(1,0), (z,1),(2,2), (x + 2,1),( +2,2) , (z + 1,1),, (z + 1,2), (¢? + 2z + 1,z),
(x2+2,x),(:c2+2:t:+2,x),(562+2:t:+1,2:r;),(x2+2,2:r:),(a:2+2x+2,2x),
(x2+a:,1),(:c2+2:c,1),(a:2+1,1),(x2+2,1),(x2,x+1),(a:2+2x,x+1),
(:L’2+ac+1,ac+l),(ac2+m,2$+1),(ac2+m,2),(a;2+2x,2),(a;2+1,2),
(m2+2,2),(12+m,m+2),(r2,2m+2),(x2+2x,2x+2),(r2+x+1,2m+2)}
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Beispiele: Nun betrachten wir hyperelliptische Kurven iiber F3 vom Geschlecht 2 mit C(F3) = 3. Die
Beispiele zeigen verschiedene Moglichkeiten fiir Pic%3 (C).

#C(F3) | #Picg (C) | f, C(Fs), Picg_(O)

3 4 f=a"+a3+a%+ 2z
C(F?’) = {007 (07 0) ) (27 0)}
Picgs(C) ={(1,0),(=,0),(z+1,0), (2 + ,0)}

3 5 f=a" a2 +z42
C(FS) = {007(2,1),(2,2)}
Picp (C) ={(1,0),(z+1,1), (z + 1,2), (¢® + 2z + 1,2) , (2 + 22 + 1,22)}

3 6 f=a5+22+2
C(]F?)) = {007(171)7(172)}
PiC%S(C):{(1,0),(x+2,1),(x+2,2),(x2+2x+2,0),(:c2+x+1,z+1),(x2+x+1,2x+2)}

3 7 f=a+a3+224+22+2

C(F3) = {oo, (1,1),(1,2)}

Picga((}):{(1,0),(z+2,1),(z+2,2),(m2+2m+2,m),(m2+2m+2,2m),(z2+m+1,1),
(#2+z+1,2)}

3 8 f=a5+22+2

C(IFS) = {007(07 0)7(170)}

Pic%s(C) :{(1,0),(:(:,0),(x+2,0),(x2+2x,0),(m2+x+2,x),(1‘2+2x+2,x),
(:1:2+m+2,2m),(:r2+2x+2,2:v)}

3 9 f=a+a3+a224+2

C(F3) = {o0,(2,1),(2,2)}

Picﬂga(C):{(1,0),(z+1,1),(z+1,2),(m2+1,1),(x2+2m+1,1),(m2+w+2,2x+1),
(#2+1,2), (22 + 20+ 1,2), (e + o+ 2,2+ 2)}

3 10 f=a5+2?+2x+1

C(IFS) = {007(071)7(07 2)}

Picﬂ(%s(c’):{(1,0),(:(;,1),(%2),(ar:2—$-1,0),(:(;2,ac—i-1),(902—i-36—i-2,295—|—1)7
(:v2+2:v+2,2:v+1),(12+x+2,:p+2),(22+2z+2,a¢+2),(12,2x+2)}

3 11 f=ab+223 + 224+ +2
C(F3) = {oo, (1,1),(1,2)}
Pic]?-?’(C):{(1,0),(r+2,1),(r+2,2),(m2+x+1,z),(x2+r+1,2$),(:r2+1,1),

(@ +z+2,1),(z2+2z+2,22+1), (22 +1,2),(z +2+2,2), (2> + 2z + 2,5 +2)}

5. Addition in Pic%(0)

Wir identifizieren

Pic% (C) =~ {(a,b) € K[z] x K[z] : grad(b) < grad(a) < g, a normiert,a | f — b*}.

Der folgende Algorithmus ist findet sich in [Cohen-Frey| S.308, Algorithm 14.7]. Er wird dort auch als
Algorithmus von Cantor bezeichnet. (Wir werden die Richtigkeit des Algorithmus hier nicht beweisen.)
Eingabe: K, f(z) € K|x] separabel vom Grad 2g + 1

Eingabe: (ai,b1), (a2,b2) € P(f, K)

Ausgabe: (a,b) € P(f,K) mit (a,b) = (a1,b1) + (a2, by) in Pic% (C)

—
14

dy < ggT(a1,as) und ey, es mit d; = eja; + ezaq
d <+ ggT(dl, bl + bg) und C1,C2 mit d = Cldl + CQ(bl + bQ)
81 < C1€1, S < C1€9, S3 < Cg
a ailgz’ b s1a1ba+ssasbi+s3(biba+f)
while grad(b) > ¢ do

a I

b+ (—=b) mod a
end while
Dividiere a durch den hochsten Koeffizienten, sodass a dann normiert ist
return (a,b)

mod a
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Eine zugehorige SAGE-Funktion kénnte so aussehen:

def hek_add(abl,ab2,f,K):
R.<x>=K[]
f=R(f)
g=(f.degree(D-1)/2
al,bl=abl
a2,b2=ab2
al,bl,a2,b2=R(al),R(b1),R(a2),R(b2)
dl,el,e2=al.xgcd(a2)
d,cl,c2=d1.xgcd(b1+b2)
sl1,s2,s3=cl*el,cl*e2,c2
a,_=(al*a2).quo_rem(d"2)
b,_=(sl*al*b2+s2*a2*bl+s3* (b1*b2+f)) .quo_rem(d)
b=b%a
while a.degree()>g:
a,_=(f-b"2) .quo_rem(a)
b=(-b)%a
if a.leading_coefficient()!=1:
a=a/a.leading_coefficient ()
return (a,b)

Um in Pic% (C) das n-fache von a zu berechnen, benutzen wir eine ,,square-and-multiply“-Methode:
Eingabe: K, f(z) € K|z] separabel vom Grad 2g + 1
Eingabe: a € Pic%(C), n € Ny
Ausgabe: n -a € Pic%(0)
1: b=(1,0),c=a
2: while n > 0 do

3: if n mod 2 = 0 then

4: ccte,ne |2
5: else

6: b+<b+c,ne—n-—1
7: end if

8: end while
9: return b

Beispiel: Uber Q betrachten wir die durch

f=—-425+823+82% +42+1
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definierte hyperelliptische Kurve C' vom Geschlecht 2. In C(Q) gibt es den Punkt (0,1), der in Pic(C)
durch a = (x,1) dargestellt wird. Wir berechnen die Vielfachen:

n|n-a

1] (z,1)

2 (:c2,2:17+ 1)

3| (2?2 +x,-1)

4| (x+1,-1)

5| (22 + 1,2z + 1)

6 .1’2—.’13—1,—21‘—1)
7| (2? + 2241, —4a — 3)
8| (22 +2x+ 1,4z + 3)
9 (a:Q—x—l,Qa:—l—l)
10 (.1‘2 +x, —2x — 1)

11| (x+1,1)

12 | (2% +,1)

13| (22, -2z — 1)

14 | (x,-1)

15 | (1,0)

Also hat a Ordnung 15 in der Divisorenklassengruppe.

6. Anwendungen in der Kryptographie

Heutzutage werden elliptische Kurven iiber endlichen Kérpern kryptographisch eingesetzt. Offizielle staat-
liche Informationen dazu gibt es beispielsweise in Deutschland beim BSI (Bundesamt fiir Sicherheit in

der Informationstechnik) ‘ BSI TR-03111: Elliptic Curve Cryptography ‘ und in den USA beim NIST
(National Institute of Standards and Technology) ‘ NIST: Elliptic Curve Cryptography|.

Wir stellen hier ein Schliisseleinigungsverfahren vor, das Diffie und Hellman in ihrer Arbeit ,New
Directions in Cryptography®“ 1976 vorgeschlagen haben [Diffie-Hellman|. Aktuelle Informationen zum
Thema ,,Schliisseleinigungsverfahren® findet man wieder beim Bundesamt fiir Sicherheit in der Informa-
tionstechnik | BST TR-02102-1]

Situation: Zwei Personen A und B (oder zwei durch das Internet verbundene Rechner oder ...) wollen
sich auf einen gemeinsamen Schliissel einigen um dann damit ein Verschliisselungsverfahren mit dem
gleichen Schliissel benutzen zu kénnen.

Diffie-Hellman-Schliisselaustausch (multiplikative Version)

e Sei G eine multiplikativ geschriebene Gruppe (oder Halbgruppe), in der sich zwei Elemente
schnell multiplizieren lassen. (Dann lassen sich auch Potenzen a™ fiir « € G und n € N mit einer
»square-and-multiply“-Methode schnell berechnen.)

Sei weiter g € G.
e A wihlt sich eine Zahl e4 € N und berechnet

fa=g4 eqG.
A gibt fa als seinen offentlichen Schliissel (public key) bekannt. e4 ist der geheime Schliissel

(private key oder secret key) von A.
B wahlt sich eine Zahl eg € N und berechnet

fB=y9" €G.

B gibt fp als seinen 6ffentlichen Schliissel bekannt. ep ist der geheime Schliissel von B.
Der gemeinsame Schliissel von A und B ist

€A€EB

kap=g

ea

A kann sich diesen gemeinsamen Schliissel wegen kap = g°4°8 = (¢°7)°* = f5* als

e
kAB = BA


https://www.bsi.bund.de/SharedDocs/Downloads/EN/BSI/Publications/TechGuidelines/TR03111/BSI-TR-03111_V-2-1_pdf.pdf?__blob=publicationFile&v=2
https://csrc.nist.gov/projects/elliptic-curve-cryptography
https://www.bsi.bund.de/SharedDocs/Downloads/DE/BSI/Publikationen/TechnischeRichtlinien/TR02102/BSI-TR-02102.pdf?__blob=publicationFile&v=2
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berechnen, da A den offentlichen Schliissel fp und seinen eigenen geheimen Schliissel e 4 kennt.
Analog kann sich B den gemeinsamen Schliissels mittels der Gleichung

kap = f3°

berechnen.
Wann ist dieses Schliisselaustauschverfahren sicher? Ein Auflenstehender C kennt g, fa, f5 bzw.
g,9°*,g°8. Wie kann man aus diesen drei Groflen g°4¢3 berechnen?

Wie erhéilt aus den Gréflen links, die Gréfle rechts? esen

9,9, 9"

Dies nennt man das Diffie-Hellman-Problem.
Wenn C einen diskreten Logarithmus von f4 zur Basis g in G berechnen kann, d.h. eine
Zahl ¢ € N mit

gé = fAv
so erhélt C leicht den gemeinsamen Schliissel:
kag = [i% = g"" = [5.

Fiir die Sicherheit ist es daher ganz wichtig, dass sich diskrete Logarithmen in der Gruppe G
(im Allgemeinen) praktisch nicht berechnen lassen.

sische) Diffie-Hellman-Schliisselaustausch arbeitet mit der multiplikativen Gruppe [} eines end-

lichen Kérpers IFp.

Beispiel
Zahlen:

p =

g =

fa =

fB =

Man vers

: Als Gruppe wird F mit nachfolgender 256-Bit-Primzahl p. Offentlich bekannt seien folgende

115792089237316195423570985008687907853269984665640564039457584007913129603823,
5,
64962785370846188965139123186170717661240903020815441595800807346182307706906,
45104316737573767517415679239486371089462170346686659863014273814977828980340.

uche, daraus den gemeinsamen Schliissel kap = g°4“F € Fj zu berechnen.

Da die Verkniipfung auf elliptischen Kurven und in der Divisorenklassengruppe von hyperelliptischen
Kurven additiv geschrieben wird, schreiben wir den Diffie-Hellman-Schliisselaustausch auch noch additiv

auf:

Diffie-H

ellman-Schliisselaustausch (additive Version)

Sei G eine additiv geschriebene Gruppe (oder Halbgruppe), in der sich zwei Elemente schnell
addieren lassen. (Dann ldsst sich auch fiir @ € G und n € N das Produkt n - a mit einer
»square-and-multiply“-Methode schnell berechnen.)
Sei weiter g € G.
A wihlt sich eine Zahl e4 € N und berechnet

fa=ea-geq.

A gibt fa als seinen offentlichen Schliissel bekannt. e 4 ist der geheime Schliissel von A.
B wihlt sich eine Zahl ep € N und berechnet

fB=ep-g€G.

B gibt fp als seinen offentlichen Schliissel bekannt. ep ist der geheime Schliissel von B.
Der gemeinsame Schliissel von A und B ist

kap =eaep g,
den sich A mittels der Gleichung

kap=ce€a- fB
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und B mittels der Gleichung
kap =ep- fa
berechnen kénnen.
e Das Diffie-Hellman-Problem schreibt sich additiv so:
Wie erhilt man aus den Gréflen links die rechte Seite?
g, €A-9, €B-g €A€eB * g.
Der Diffie-Hellman-Schliisselaustausch ist sicher, solange sich das Diffie-Hellman-Problem prak-
tisch nicht l6sen lésst.
e Kann ein Auflenstehender C' in G einen diskreten Logarithmus von f4 zur Basis g berechnen,
d.h. ein £ € N mit

fA =L g,
so kann sich C' auch den gemeinsamen Schliissel so berechnen:
kap=eaep-g=ep-(ea-g)=ep-fa=ep-(l-g)=L (ep-g)="{ fp.
(In Analogie zur multiplikativen Version spricht man auch hier von diskreten Logarithmen.)

e Die Gruppe G muss also so beschaffen sein, dass sich diskrete Logarithmen praktisch nicht
berechnen lassen.

Beispiel: Wir starten mit der 128-Bit-Primzahl
p = 2'%% — 2487 = 340282366920938463463374607431768208969
und der durch
y? = 2%+ 13z
iiber ), definierten hyperelliptischen Kurve vom Geschlecht 2. Die Kurve enthélt den Punkt
(—13,28585292881972772628586877810517089433),
der in Pic® durch das Polynompaar

g = (z + 13,28585292881972772628586877810517089433)

représentiert wird. Da die Anzahl der F,-rationalen Punkte in der GréSenordnung von p? ~ 2256 (mit 78
Dezimalstellen) ist, wiihlen sich A und B unabhiingig voneinander geheim zufillige 78-stellige Zahlen:

ea = 5H80319470382655966752835662324659168309974697178860516645533695751153002193277,
eg = 239109625614480018658086848783454775487453455922591154544399323497106959176065
berechnen damit ihre éffentlichen Schliissel f4 =es - g bzw. fg =ep - g (in Pico)
fa = (2% +187463483300877865555744358426021948548z + 173980684735284072477484642855119428093,
312665874328081155780823073521258635811x + 109239510534601665073609894657722958853,
fB = (x2 + 315410667712437507494356901716774216242x + 174070099365157486861119806563952150122,

273079014832786731550022518067456128940x + 293097856848975605637487900771010101861)
und geben diese 6ffentlich bekannt. Der gemeinsame Schliissel von A und B ist dann
kap = (x% + 164581974200092893758430516115421764363x 4 15655127564643278259635423924020618353,
242847628149725977241194695079710562435x + 228888472326255063036427011105138660978),
wobei sich A und B den gemeinsamen Schliissel {iber eine der Gleichungen
kap=ea - fe=cep-[B

berechnet haben. Will man eine einzige Zahl als Schliissel haben, kénnte man beispielsweise die Koeffizi-
enten bei x und 1 der ersten Komponente von k4p aneinanderhéingen:

16458197420009289375843051611542176436315655127564643278259635423924020618353.






Aufgaben

Aufgabe 1: Bestimme alle Geraden in R?, die sowohl den Kreis K;(0,0) also auch den Kreis K»(4,0)
beriihren. Die folgenden Teilaufgaben sind als Anleitung gedacht:

(1) Unter welchen Bedingungen an a und b beriihrt die Gerade y = az + b den Kreis K;(0,0)?
(2) Unter welchen Bedingungen an a und b beriihrt die Gerade y = ax + b den Kreis K5(4,0)?
(3) Bestimme alle reellen Zahlen a, b, fiir die die Gerade y = ax + b beide Kreise beriihrt.

(4) Bestimme alle Geraden, die beide Kreise beriihren.

Aufgabe 2: Sei K = {(z,9) € Q x Q: 22 +y* =1} \ {(0,1)}. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass

2t -1
QoK t— (57—, 55—
/L Q 9 (t2+17t2+1)

bijektiv ist mit der Umkehrabbildung

A K —Q, (x,y)»—)lfiy.

Erfiillt (z,y) € Q x Q die Bedingung 2 4+ y* = 1, so gilt dies offensichtlich auch fiir die Punkte (—x,),

(J?, _y)v (—JJ, _y)7 (yv QZ‘), (_y7 l‘), (y7 _'T)7 (_y7 —.23). Sei (l‘, y) € QXQ\{(:':L 0)7 (0’ :l:l)} und (JT, y) = :u(t)
Bestimme in Abhéngigkeit von ¢ Zahlen to, ..., ts mit

M(t2) = (_1'73/)7 ,U/(t3) = ($7 _y)a M(tél) = (—!IJ7 —y),
,u(t5) = (yvx)’ ,u(tfi) = (—y,x), ,U'(t7) = (y’ —l’), :U'(tS) = (_y’ _‘T)'

Aufgabe 3: Sei P = {(a,b,c) € Nx Nx N :a?+b? = % ggT(a,b,c) = 1} die Menge der primitiven
pythagoréischen Tripel. In der Vorlesung wurde angegeben, dass die Abbildung

a:P—Qs1, (abc)— ﬁ

bijektiv ist mit der Umkehrabbildung

m (2mn,m? —n?,m? +n?), falls m oder n gerade ist,
B:Qs1 =P, — 2,2 24,2 ]
n (mn, Mgt o), falls m und n ungerade sind,

wobei m,n € N, ggT(m,n) =1 und m > n vorausgesetzt wird.
Mit (a, b, ¢) ist auch (b, a, ¢) ein primitives pythagoréisches Tripel. Ist nun ¢ = a((a, b, ¢)), so gibt es genau
eine Zahl 7(¢) € Qs1 mit 7(¢) = a((b, a,c)). Beschreibe

7:Q>1 = Q1
explizit.
Datei: algku_u.tex. Version vom 21.7.2021
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Aufgabe 4: Sei N eine Kongruenzzahl und (a, b, ¢) ein zugehoriges rationales Tripel, d.h. a,b, ¢ € Qx,
a?+b*=c>und N = %ab. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass dann der Punkt (z,y) mit

Na 2N 2

c—b YT

Tr =

ein Punkt der Kurve y? = 23 — N2z ist.
Da auch (b, a,c) ein zu N gehériges rationales Tripel ist, ist auch (2/,y’) mit
,  Nb ,  2N?

g’ = S
c—a c—a

ein Punkt der Kurve y? = 23 — N2z. Auch (N, 0) ist offensichtlich ein Punkt der Kurve y? = 2% — N2z.
Zeige, dass die drei Kurvenpunkte

(z,y), (@y), (N,0)
auf einer Geraden liegen.

Hinweis: Drei Punkte (z1,y1), (2,¥2), (z3,y3) liegen genau dann auf einer Geraden, wenn gilt

1 =z wn
1 T2 Yo = 0.
1 3 ys

Aufgabe 5: Zeige fiir N € N:
(1) Gibt es z,y,z € Qs( mit
2~ N=y?> und 2%+ N =22
definiert man
a=z—vy, b=z+4+y, c=2x,
so gilt
a,bc€Qso, a®>+bv*=c* N= %alz

d.h. N ist Kongruenzzahl.
(2) Gibt es a,b,c € Qs mit a®? +b%> =c?,a <bund N = %ab, definiert man
1 1 1
T=56 Y= §(b—a), z= §(b+a),
so gilt
xvyaz€@>0a $2—N=y2, SC2+N:Z2.
(3) N ist genau dann eine Kongruenzzahl, wenn fiir die iiber Q definierte algebraische Menge
Xy ={(2,y,2) €A : 2> = N =y? 2> + N = 2°}
die Menge X n(Q) der Q-rationalen Punkte nicht leer ist.
Bemerkung: Um 1220 hat Leonardo da Pisa (Fibonacci) gezeigt, dass gilt
41, 3l 41, 49,
(530 —5= ()% (53l +5=(3)"

und somit bewiesen, dass 5 eine Kongruenzzahl ist.

Aufgabe 6: Welche der folgenden Mengen sind algebraische Teilmengen des A! (iiber C)? (Begriindung!)

(1) {1,2,3}.
(2) {i. ).
3) 7T}
4)

5)

%N’*“
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(6) AT\ {0}.

Aufgabe T: Zeige, dass die (iiber einem Kérper K definierten) Kurven y = 22 und 2y = 1 nicht affin
dquivalent sind.

Aufgabe 8: Zeige:

(1) S ={(t,t?,t3) : t € R} ist die Menge der R-rationalen Punkte einer iiber R definierten algebrai-
schen Menge in A3,

(2) T = {(t,sin(t)) : t € R} ist nicht die Menge der R-rationalen Punkte einer iiber R definierten
algebraischen Menge in AZ.

Aufgabe 9: Durch die folgenden Gleichungen werden ebene Kurven iiber R definiert, die in (0, 0) eine
Singularitét haben. Bestimme die Tangenten in (0,0) und skizziere die Kurven.

(1) v =o'+,

Aufgabe 10: Sei K ein Korper. Zu x¢,y0 € K \ {0} werde eine Abbildung ¢, ) : K — K wie folgt
definiert: Fiir t # x¢ sei (0, ¢(z,y,)(t)) der Schnittpunkt der Geraden durch (z,0) und (xo,%o) mit der
Geraden z = 0. Fiir t = g sei @(z,y)(Z0) = Yo

1 (07 <5(Illvyu) (t))

154 (I07 yl])

(1) Beschreibe @4,y (t) fiir t # zo durch eine Formel.
(2) Zeige, dass D(wo,y0) - K — K bijektiv ist mit der Umkehrabbildung (j)(;lo’yo) = Dyo,0)-
(3) Zeige, dass gilt ¢ (ag,y0)(K*) = K*.

Aufgabe 11: y = 22 definiert eine ebene affine Kurve C iiber R, y = t(x + 1) — 1 fiir ¢ € R eine Gerade
Gt iber R.

(1) Bestimme die Schnittpunkte von C' und Gj.
(2) Berechne die zugehorigen Schnittmultiplizitéiten.
(3) Wann sind die Schnittpunkte reell?
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Aufgabe 12: Durch f(z,y) = zy + 1 wird eine ebene affine Kurve C iiber Fy definiert.

(1) Zeige, dass C nichtsingulér ist.

(2) Bestimme fiir jeden Punkt P = (g, o) € C(F3) die Tangente Tp an C in P.

(3) Zeige, dass alle Tangenten Tp durch einen Punkt gehen. Bestimme diesen. (Kurven mit dieser
Eigenschaft werden strange curves - seltsame Kurven genannt.)

Aufgabe 13: Sei C die iiber F5 durch das Polynom f = 1+ 2* + 3* definierte ebene affine Kurve.

(1) Zeige, dass C nichtsingulér ist. B
(2) Zeige, dass sich die Tangente Tp an C' in einem Punkt P = (zg,yo) € C(F3) durch

T =m0 +yot, y=yo— zot

parametrisieren l&sst. B

(3) Zeige, dass jeder Punkt P € C(F3) ein Wendepunkt ist, d.h. es gilt (C'-Tp)p > 3 fiir alle
P e C(Fy).

Bei den folgenden Teilaufgaben sind Algebra-Kenntnisse sinnvoll. Sei i € Fg mit 72 = —1.

(4) Zeige, dass x* + 1 iiber F3 die vier Nullstellen &1 4 i besitzt, und schreibe #* + 1 als Produkt
von Linearfaktoren.

(5) Zeige, dass C' absolut irreduzibel ist. (Hinweis: Betrachtet man f als Polynom in y mit Koeffi-

zienten im Ring F3[z], so kann man das Eisenstein-Kriterium anwenden.)
(6) Bestimme alle Punkte P € C(F3) mit (C-Tp)p > 4.

Aufgabe 14: Wir betrachten die projektive Ebene P? iiber dem Kérper Fy = {0,1}.

(1) Gib alle Fy-rationalen Punkte von P? an. Wieviele gibt es?

(2) Gib alle iiber Fy definierten Geraden in P? an. Wieviele gibt es?

(3) Stelle eine Inzidenzmatrix auf, wobei die Zeilen der Matrix mit den iiber Fy definierten Punkten
von P2, die Spalten mit den iiber Fy definierten Geraden von P? beschriftet werden, und trage
1 bzw. 0 ein, je nachdem, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt oder nicht.

(4) Wieviele Fao-rationale Punkte liegen auf einer iiber Fy definierten Geraden?

(5) Wieviele iiber Fy definierte Geraden gehen durch einen Fy-rationalen Punkt?

(6) Versuche, die Konfiguration der Fa-rationalen Punkte und der iiber Fy definierten Geraden von
P? zu skizzieren.

Aufgabe 15:

(1) Zeige: Sind Py, P», P3 Punkte in P2, die nicht auf einer Geraden liegen, so gibt es homogene
Polynome f, g € K|xg,z1, 23] vom Grad 2 mit

{P1, P2, P3} = {f=9=0}
(2) Bestimme homogene Polynome f,g € K|z, z1,22] vom Grad 2, sodass gilt
{(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)} ={f =9g=0}.

(3) Zeige: Sind Py, P, P3, P, Punkte in P2, von denen keine drei auf einer Geraden liegen, so gibt
es homogene Polynome f, g € K|zg, x1, 23] vom Grad 2 mit

{P17P27P3;P4} = {f:g = 0}
(4) Bestimme homogene Polynome f,g € K|xg,z1,22] vom Grad 2, sodass gilt

{(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1),(1:1:1)}={f=9g=0}.
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(Hinweis: Man kann f und g als Produkt von Linearformen wihlen.)

Aufgabe 16: Laura und Lea haben zum Austausch von Nachrichten folgendes Verschliisselungsverfahren
vereinbart:

Laura und Lea haben sich auf eine natiirliche Zahl s mit 2k Dezimalstellen geeinigt. (s hat die Funktion
eines geheimen Schliissels.)

Die Texte, die iibermittelt werden, bestehen nur aus Groflbuchstaben und Leerzeichen. Jeder Text wird
in Blocke mit jeweils k¥ Buchstaben oder Leerzeichen unterteilt, wobei am Ende des Texts gegebenenfalls
Leerzeichen angehéingt werden, damit jeder Block genau k Zeichen enthélt. In jedem Block wird jedes A
durch 01, jedes B durch 02, ..., jedes Z durch 26 und jedes Leerzeichen durch 00 ersetzt, sodass ein Block
zu einer hochstens 2k-stelligen Dezimalzahl a; wird. Dann wird b; = a; 4+ s berechnet. Die Zahlenfolge b;
ist der Geheimtext und kann verschickt werden.

Laura schickt an Lea folgende Zahlenfolge:

4030937786, 3241866671, 4031008571, 3650817792, 5149817880, 5229947489, 3230946594,
4732897085, 3743857071, 3738957071, 3830898389, 3334018092, 5030078671, 4530847376,
4630047476, 3238847371, 4044868391, 3730008083, 4429868471, 3743857780, 3537817872,
4430046676, 5042868371, 5534996976, 4629888392, 5148817772, 5347826571.

Was will Laura ihrer Freundin Lea mitteilen? (Hinweis: Nachrichten beginnen oft mit einer Grufiformel.)

Aufgabe 17: Durch f = (z + 2y — 1)(z + 2y)(z + 2y + 2) wird eine ebene affine Kurve C' (iiber R)
definiert.

(1) Bestimme den projektiven Abschluss C' von C.

(2) Welche Punkte hat C' im Unendlichen?

(3) Skizziere die Kurve in den affinen Teilen Uy (mit den affinen Koordinaten z,y), Uy (mit den
affinen Koordinaten w,v) und Uy (mit den affinen Koordinaten r, s).

Aufgabe 18: Durch (z — a)? + (y — b)? = r? wird fiir a,b € R und r € R~ ein Kreis in der Ebene
definiert, den man als iiber R definierte affine algebraische Kurve K, ; , betrachten kann. Zeige:

(1) Der projektive Abschluss von K, geht durch die Punkte (0:1:4) und (0:1: —3).

(2) Hat die durch f = ag+a1z+ a2y +a3z® +asxy+asy* € Rlz,y] \ R definierte ebene algebraische
Kurve C' mindestens zwei R-rationale Punkte und geht der projektive Abschluss durch die
Punkte (0:1:¢) und (0:1: —i), so ist C ein Kreis.

Aufgabe 19: Sei C die durch die affine Gleichung y? 4+ y = 2% definierte projektive ebene Kurve iiber
dem Korper Fs.

(1) Bestimme ein C' beschreibendes homogenes Polynom f(xg,x1,x2) € Falzg, 21, x2].
(2) Zeige, dass C nichtsingulér ist.

(3) Bestimme C(F53), die Menge der Fa-rationalen Punkte von C.

(4) Bestimme fiir jeden Punkt P € C(F53) die Tangente Tp an C in P.

(5) Zeige, dass alle Punkte aus C(F3) Wendepunkte sind.

(6) Bestimme alle Verbindungsgeraden zwischen den Punkten aus C(Fy).

Aufgabe 20: Durch 22z, — 23 + 23 = 0 wird eine ebene projektive Kubik C' iiber R definiert.
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(1) Zeige, dass C nichtsingulér ist.

(2) Bestimme die Hessesche Kurve Heo zu C.

(3) Bestimme H¢(R), die Menge der R-rationalen Punkte von He.

(4) Bestimme alle reellen Wendepunkte von C'.

(5) Skizziere C(R) (und die reellen Wendepunkte) in den affinen Teilen Uy, Uy, Us.

Aufgabe 21: Durch folgende Polynome aus F3[xg, 21, 2]

f1 = Xox1 — T2 + J?% — J?%,

f2 = $(2) + (ﬂ% + :U%,

fs = x% — Tox1 — ToLo — x% - x%,

fi = x% + Tox1 — Toxo + w% + x129 + x%

werden ebene projektive Quadriken C;, i = 1,2,3,4, iiber F3 definiert. Lose fiir jedes Polynom f; bzw.
fiir jede Kurve C; folgende Aufgaben:

(a) Bestimme die Hesse-Matrix Ay, = (8fjg;k )

) Ist C; singuléir? Wenn ja, bestimme alle Singularititen von C;.
(c) Ist f; reduzibel iiber F3 oder iiber F3? Wenn ja, zerlege f; in Linearfaktoren.
) Bestimme die Menge C;(F3) der Fs-rationalen Punkte von Cj;.

) Bestimme eine Parametrisierung von C; iiber F3, falls C; nichtsingulir ist und einen Fz-rationalen
Punkt besitzt, d.h. bestimme homogene Polynome gleichen Grades ¢; o(u, v), ¢; 1(u,v), ¢; 2(u, v) €
Fs[u, v] mit

Ci(F3) = {(cio(u,v) : cin(u,v) : cia(u,v)) : (u:v) € PH(F3)}.

Aufgabe 22: Durch f = 23+ 2xoz1 + 32022 — 327 — 27122 — 23 wird eine nichtsingulire projektive ebene
Quadrik C iiber R definiert.

(1) Bestimme die Tangenten an C, die durch den Punkt P = (4 : —7 : 16) gehen.
(2) Skizziere die Kurve und die Tangenten in den affinen Teilen Uy, Uy, Us.

Aufgabe 23: Durch f = agz? + a12071 + a2z0%2 + a3x? + asx179 + asr3 werde eine nichtsingulire ebene
projektive Quadrik iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper der Charakteristik 2 definiert, d.h. in
K gilt 1+ 1 =0. Fiir (po, p1,p2) € K2\ {(0,0,0)} sei

af af af
9(po,p1,p2) = po(“)ixo +p1(“)7xl +p287x2 € Klxg,x1, x2).
Zeige:
1) Es gibt genau einen Punkt S = (sg : 51 : 52) € P2, sodass g(s, s, ,) identisch verschwindet.
( 0,51, 2)
(2) Alle Tangenten an C' gehen durch den Punkt S.

Aufgabe 24: Sei C eine iiber einem Koérper K definierte ebene projektive Quadrik mit genau einem
K-rationalen Punkt P, d.h. C(K) = {P}.

(1) Zeige, dass P ein singuldrer Punkt von C' ist.
(2) Zeige: Ist (nach eventuellem Koordinatenwechsel iiber K) o.E. P = (1:0:0), so wird C durch
ein Polynom

f=(ws—axi)(az—fr) mit o,feK\K, a+BecK, afek
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beschrieben.
(3) Gib Beispiele einer solchen Quadrik fiir die Korper Fy, F3, Q und R an.

Aufgabe 25: Durch
f= x% — 2x9x1 + 3T022 — 4:6% + bx129 — 6;53
wird eine nichtsingulire projektive ebene Quadrik C iiber Q definiert, die den Punkt (3 : —2 : —1) enthélt.
(1) Bestimme eine iiber Q definierte Parametrisierung von C, d.h. homogene Polynome gleichen
Grades co(u, v), c1(u,v), ca(u,v) € Qu, v] mit
C(Q) = {co(u,v) : e1(u,v) : calu,v)) : (u:v) € PHQ)}.
(2) Bestimme mindestens 10 Punkte aus C(Q).

Aufgabe 26: Durch die Polynome
fi =23 +223 + 323, fo=moz1, f3=a7+a3, fi=5
werden projektive ebene Kurven Cy, Cs, C3, Cy tiber Fi57 definiert. Bestimme

#Ci(]F127) fir 1 = ]., 2, 3,4

Aufgabe 27: Bestimme fiir folgende iiber Q-definierte Quadriken eine Legendre-Normalform und eine
zugehorige Transformationsmatrix:
(1) f=18z3 — 2027 + 2123.
) f = 21’0£C1 + 3%0.%2 + 5%1%2.
) f=1523 — 2122 + 3523.
) f=a%— 22011 + w072 — 207 + T112 — 223

Aufgabe 28: (Bei dieser Aufgabe sind Kenntnisse des Legendre-Symbols sinnvoll.) Durch folgende Po-
lynome werden iiber Q projektive ebene Quadriken in Legendre-Normalform definiert. Untersuche, ob sie
einen QQ-rationalen Punkt besitzen.

(1) f =223+ 3z} + 523.

(2) f =32+ 5z} — Tx3.

(3) f=>5x%+ 723 — 1323

(4) f =333 + 34z% — 3523.

(5) f = 22x3 + 2327 — 1523.

Aufgabe 29: Durch
fuw) = w(3zo + 4x1 + 22) (410 — 2) + V(202 — z?)
wird ein Biischel ebener projektiver Quadriken iiber R definiert.

(1) Bestimme die Basispunkte des Biischels, d.h. die Punkte in P2, durch die alle Kurven des
Biischels gehen.

(2) Bestimme die Parameter (u : v) € P!, fiir die die Kurve f,.) = 0 singuléir ist. Skizziere die
zugehorigen Kurven.
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Aufgabe 30: (Bei dieser Aufgabe werden Kenntnisse iiber endliche Kérper vorausgesetzt.) Sei p eine
Primzahl und o € Fps \ F,. In P? iiber F,, betrachten wir die Punkte

Ph=(l:a:a%), P=(1:a”:0%), Py=(1: o :042”2)
und in Fps[xg, z1, x2] die Linearformen

To T1 T2 o I1 €2 ZTo X1 X2
2
gn=det| 1 a o® |, gi=det|[1 o ao® | gyg=det|1 o o2

2 2
1 aP o2 1 af a?p 1 « a?

2

(1) Zeige, dass Py, P1, P> nicht auf einer Geraden liegen.

(2) Zeige, dass die Geraden {go1 = 0}, {g12 = 0} und {g20 = 0} nicht durch einen Punkt gehen.

(3) Zeige, dass f = go1912920 € Fplxo, x1,z2] gilt, d.h. f hat Koeffizienten in F,,.

(4) Zeige, dass die durch f = 0 tiber F,, definierte ebene projektive Kubik C keine F,-rationalen
Punkte besitzt, d.h. C(F,) = 0.

(5) Bestimme das Polynom f € Fa[zg, 21, x2] fiir @ € Fos mit a3 + v+ 1 =0.

Aufgabe 31: Bestimme fiir folgende Biischel ebener Quadriken die Basispunkte, die singuldren Kurven
der Biischel, und skizziere die zu (u: v) = (1:0),(0:1),(1:1),(1: —1) gehorigen Kurven.

(1) fuw) = u(@d — a3 — 23) + v(zozy + 7).

(2) feuw) = ul@g — 23 —23) + v(zf — 2).

(3) fiuw) = u(@d — 21 — 23) + v(2f + 2071 + 27).
(Die Anzahl der Basispunkte ist 1,2, 3.)

Aufgabe 32: (Der Grundkorper sei algebraisch abgeschlossen mit Charakteristik # 2.) Ein Biischel
f(u,wy = 0 ebener projektiver Quadriken enthalte (mindestens) zwei Doppelgeraden.

(1) Zeige, dass es genau einen Basispunkt gibt. Wie kann man diesen Punkt beschreiben?
(2) Zeige, dass alle Kurven des Biischels singulér sind.
(3) Wieviele Doppelgeraden enthiilt das Biischel?

Aufgabe 33: Durch
f(u,v) = urgre + vri1x2 und Jluw) = ux? + vm%
werden zwei Biischel ebener projektiver Quadriken definiert.

(1) Bestimme die Basispunkte jedes Biischels.

(2) Zeige, dass jede Kurve der beiden Biischel singulér ist.

(3) Zerlege f(u,v) und gy, fiir alle (u : v) € P! in Linearfaktoren.
(Die beiden Biischel zeigen zwei Weisen, wie es passieren kann, dass jede Kurve eines Biischels singuléir
ist.)

Aufgabe 34: Gegeben sei

4 3 2,.2 3_ 4

_ dxy — dzgry — 3wgr] + 4T0T] — T c (P
- 4 3 — 920242 _ 4 3 _ 4 :
8xg + 8rgr1 — 2x50] — 4woT] — 27

f

1

(1) Schreibe f als rationale Funktion in z = ZL.
z

(2) Schreibe f als rationale Funktion in u = 7¢.
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(3) Untersuche, ob f in den folgenden Punkten P definiert ist, und bestimme gegebenenfalls den
Wert f(P):
0, 1, -1, 2, =2, oo
(4) Bestimme die Null- und Polstellen von f und die zugehorigen Vielfachheiten.

Aufgabe 35: Gegeben sei

f_2x2—4x—|—3
o z2 -1

Da Zihler und Nenner (teilerfremde) Polynome vom Grad 2 sind, gibt es - nach Vorlesung - zu jedem
A € C zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) Punkte Py, Q, € P! mit

f(P)=f(@Qx) =X dh  f71(A) ={P\,Qx}.
Bestimme alle A € C, fiir die die Punkte P, und @, zusammenfallen, d.h. fiir die gilt

#f71N) =1.

€ C(PY).

Aufgabe 36: Sei f € C(P')*. Mit f’ wird wie {iblich die Ableitung von f beziiglich x bezeichnet.

(1) Zeige: Ist f in P € P! definiert, so auch f’.
(2) Zeige: Ist a € C mit ord o(f) # 0, so gilt

ord o(f") = ord o (f) — 1.
(3) Sei f in a definiert und f(a) = \. Zeige die Aquivalenz:

ordo(f—N)>2 <<= f'(a)=0.

(4) Zeige: Ist ord o (f) # 0, so gilt

ord oo (f') = ord oo (f) + 1.

Aufgabe 37: Bestimme div(fy) fiir folgende Funktionen f;, € C(P!):

x 2 -1 x2 -2
fi=2®+1, fo=——, f3= , Ja=

2 -1 z x4 —4

Aufgabe 38:

(1) Welcher der folgenden Divisoren Dy € Div(P!) ist ein Hauptdivisor? Bestimme gegebenenfalls
eine Funktion f € C(P!)\ {0} mit Dy = div(fx).

Dy =[1]+1[2], Dz=3[4—-3[cc], D3=1[1]+[2]—[3]—[4], Ds=3[1]—2[2] — [x].
(2) Zeige, dass es genau ein n € Z gibt, sodass
D = n[1] + 7[2] — 3n[3] + 3[x]
ein Hauptdivisor ist. Bestimme n und f € C(P*)* mit D = div(f).

Aufgabe 39: Bestimme fiir folgende Divisoren D, € Div(P!) den Vektorraum L£(Djy) durch Angabe
einer Basis:

Dy =[]+[2], Dy=[]-[21+[3], Ds=[1]-[2]-[], Di=[]+2[2]4+3[cc], Ds = [1]+2[2]-3[o0].
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Aufgabe 40: Seien Py, ..., Ps; € P! paarweise verschiedene Punkte, D = m1[Q1]+- - -+m,[Q,] € Div(P!)
mit grad(D) =3 und {Py,..., P} N{Q1,...,Q,} =0 und
O[‘C(D) _>K6 mit a(f) = (f(Pl)avf(PG))
(1) Zeige, dass « eine wohldefinierte K-lineare Abbildung ist. (Warum ist jedes f € L£(D) in den
Punkten Py, ..., Ps definiert?)
(2) Zeige: Sind i1, i2,13,14 € {1,...,6} mit #{i1,42,13,74} = 4, so gilt fiir f € L(D) die Implikation
f(Py) = f(Py) = f(B,) =f(P,) =0 = [f=0.
(3) Zeige: Sind i1,149,i3 € {1,...,6} mit #{i1,i2,i3} = 3, so gibt es eine Funktion f € £(D) mit

f(Py) = f(P,) = f(Pi;) =0, aber f#0.
Fiir diese Funktion f gilt:
ditamming ((f),0) = 3.
(4) Sei C = Bild(«). Bestimme
dim(C) und d(C) = min{dxamming(v,0) : v € C'\ {0}}.
(C ist ein [6,dim(V'), d(C)]-Code iiber K.)

Aufgabe 41: Sei K ein Korper der Charakteristik 2, ¢ € K und C' die durch y? = 2% 4t definierte ebene

affine Kurve. Zeige:

) C ist absolut irreduzibel.

) C besitzt genau eine Singularitét S € C(K).

) Ist K vollkommen, so gilt S € C(K).

4) Ist K =Fy(t) = {% : f(t),g(t) € Falt], g(t) # 0} der rationale Funktionenkérper in ¢ iiber Fo,
so gilt S ¢ C(K). (Die Singularitét ist also iiber dem Grundkoérper nicht ,sichtbar®.)

(1
2
(3
(

Aufgabe 42: Im P° der ebenen Quadriken (iiber C) betrachte man
X ={Q ebene Quadrik: (1:0:0) € Q,(0:1:0) € Q,Q reduzibel}.

(1) Beschreibe X durch Gleichungen (in den Variablen ag, a1, as, as, as, as).
(2) Zerlege X in irreduzible Komponenten.
(3) Wie sehen die zu den Komponenten von X gehorigen Quadriken aus?

Aufgabe 43: Im Polynomring K|z, y] sei a das von den Polynomen
fo=a"—y" firneN

erzeugte Ideal, d.h. a = ({f, : n € N}). Da K[z,y| ein noetherscher Ring ist, besitzt a ein endliches
Erzeugendensystem. Bestimme ein solches.

Aufgabe 44: Durch zoz3 = 23 — 23 wird eine irreduzible nichtsinguliire projektive ebene Kurve C' iiber
C definiert. Durch
(-TO X IL‘Q) — ((IZZO : xl), (IZ?O : $2))
erhiilt man eine rationale Abbildung ¢ : C — P! x P!
(1) Die angegebene Darstellung fiir ¢ ist im Punkt (0 : 0 : 1) nicht definiert. Zeige durch eine
geeignete explizite Beschreibung, dass ¢ auch in (0 : 0 : 1) definiert ist. (Also ist ¢ sogar ein
Morphismus.)
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(2) Zeige, dass ¢ injektiv ist.

(3) Da ¢ ein Morphismus und C' projektiv ist, ist ¢(C) eine abgeschlossene Teilmenge von P! x P*.
Beschreibe ¢(C) durch Gleichungen. (Hinweis: ¢(C') geniigt einer Gleichung vom Bigrad (3,2).)

(4) Zeige, dass ¢(C) singulér ist. (Also ist ¢ kein Isomorphismus.)

Aufgabe 45:
(1) Durch
a(z,y) = (z+a? = 2zy +y? y +a® — 22y +y°)
wird ein Morphismus « : A? — A? definiert. Zeige, dass a ein Automorphismus ist (durch

Bestimmung von a1).
(2) Fiir f € K[z] wird durch

/Bf(mvy) = (w,y + f(.’)?))
ein Morphismus By : A2 — A? definiert.
(a) Zeige, dass fiir f,g € K[x] gilt
Brvg = Bro By
(b) Zeige, dass (5 ein Automorphismus ist.
(Die obigen Beispiele zeigen, dass es Automorphismen von A2 gibt, die keine Koordinatenwechsel sind.)

Aufgabe 46: K sei ein algebraisch abgeschlossener Korper, versehen mit der Zariski-Topologie. Durch

L firt#0 1 firt#0 t  fiirt#0 —t  firt#£0
t)y=4q" , t) = . fa(t) = , t) =
h® {0 firt=0’ 2W= 0 fwicor PO fiir t = 0, BO=Y1 g0

werden Funktionen K — K definiert.

(1) Welche der Funktionen f1, fo, f3, f1 ist stetig?
(2) Gib stetige Funktionen g,h : K — K an, sodass die Funktion g + h : K — K, t — f(t) + g(t),

nicht stetig ist.
(3) Gib stetige Funktionen g, h : K — K an, sodass die Funktion ¢g-h : K — K, t — g(t)h(t), nicht

stetig ist.

Aufgabe 47: Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik # 2. Durch 23 + 23 = 22
wird eine nichtsinguldre projektive ebene Quadrik C iiber K definiert.

(1) Zeige, dass gilt
(xo+ 21 :22) = (w2 : wo — 1) fiir alle (xp: 21 :22) € C\{(1:1:0),(1:-1:0)}.
Daher wird durch

(xo+ @1 :x2) fiir (ko : 2y :22) #(1:=1:0),

) 1 e
¢C—>]P7 ($0.$1.$2)’_>{(x2:560_x1) fﬁr(ﬂ:o:l'l:xQ)#(l:l:O)

ein Morphismus definiert.

(2) Zeige, dass es keine homogenen Polynome gleichen Grades f,g € K|xo, 21, z2] gibt, sodass fiir
alle (g : z1 : x2) € C gilt

¢((‘T0 HECA xQ)) = (f(zoa‘rlax2) : g($0,$1,$2))-

(Die obige Fallunterscheidung in der Definition von ¢ lift sich also nicht umgehen.)
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Aufgabe 48: Eine Ordnungsfunktion (oder diskrete Bewertung) v eines Kérpers K ist eine surjektive
Abbildung v : K* — Z, sodass gilt

e v(ab) = v(a) + v(b) fiir alle a,b € K*,

e v(a+b) > min(v(a),v(d)) fir alle a,b € K* mit a + b # 0.
Dann gilt auch die Implikation

a,b € K* mit v(a) Zv(b) = a+b#0und v(a+b) =min(v(a),v(b)).

Sei nun K algebraisch abgeschlossen. Jede Funktion f € K (x)* lidsst sich dann eindeutig in der Form

f=c- H(x—a)e(a)

acK

schreiben mit ¢ € K*, e(a) € Z und #{a € K : e(a) # 0} < oo. In der Vorlesung haben wir folgende
Ordnungsfunktionen auf K (x) kennengelernt: ord ,, fiir alle & € K und ord o, mit

ordo(f) =e(a) und ord(f) =— Z e(a),
acK
wobei auflerdem noch
ord 4 (¢) = ord 5 (¢) = 0 fiir alle c € K*
gilt.
Zeige: Ist v eine Ordnungsfunktion auf K(z) mit v(c) = 0 fiir alle ¢ € K*, so ist v eine der obigen
Ordnungsfunktionen ord ., oder ord .

Aufgabe 49: Sei 7 : X — A? die Aufblasung von A% in O = (0,0), E = 7~ 1(0) die exzeptionelle Faser,
f(z,y) ein Polynom vom Grad d, C die durch f(z,y) = 0 definierte ebene affine Kurve und

Mf)=# (Ena(C\{0D),

d.h. A(f) gibt an, in wievielen Punkten das eigentliche Urbild von C' die exzeptionelle Faser schneidet.
Zeige:
(1) Esgilt: O € C <= A(f) > 1.
(2) Es gilt: A(f) <d.
(3) Genau dann ist A(f) = d, wenn C Vereinigung von d verschiedenen Geraden ist, die durch O
gehen.

Aufgabe 50: Sei C' der projektive Abschluss der durch z2y + zy? = 2* + y* definierten ebenen Kurve
(iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K der Charakteristik # 2).
(1) Zeige, dass P = (1:0:0) der einzige singulére Punkt von C ist.
(2) Beschreibe eine zu C' birational #quivalente nichtsinguldre projektive Kurve C (durch Aufbla-
sung und affine Uberdeckungen) und den zugehorigen Morphismus ¢ : C—C.
(3) Zeige, dass ¢~ (P) aus 3 verschiedenen Punkten P, P, P3 besteht.

(4) Bestimme Funktionen ¢; € K(C) (als rationale Funktionen in x und y), sodass fiir alle i,j €
{1,2,3) gilt

dp (1) 1 im Fall i =j,
or AT;) =
P 0 im Fall i # j.

Aufgabe 51: Sei C der projektive Abschluss der Kurve 22 4+ y? = 1 iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper der Charakteristik # 2. Bestimme den Divisor der Differentialform dz.
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Aufgabe 52: Sei C die projektive ebene Kurve, die affin durch y* = 2* — 1 gegeben wird (iiber ei-
nem algebraisch abgeschlossenen Koérper der Charakteristik 0), und ¢ der durch ¢ = (1 : z) definierte
Morphismus ¢ : C — P!,
(1) Zeige, dass C nichtsingulér ist.
(2) Bestimme fiir jeden Kurvenpunkt eine Uniformisierende.
(3) Bestimme grad(¢).
(4) Bestimme alle Verzweigungsindizes e (P).
(5) Bestimme den Verzweigungsdivisor von ¢.
(6) Bestimme das Geschlecht von C' mit Hilfe der Riemann-Hurwitz-Formel.

Aufgabe 53: Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0. Eine Funktion f €
K(x)\ K definiert dann einen nichtkonstanten Morphismus P! — P!, der hier ebenfalls mit f bezeichnet
sei.
(1) Zeige folgendes Kriterium fiir Verzweigtheit: Ist o € K mit f(«a) € K, so gilt
[ verzweigt in o, d.h.ef(a) >2 << f'(a)=0.

(Das Kriterium sagt nichts aus iiber das Verzweigungsverhalten in den Punkten der Menge
{oo} U f7H(00).)
(2) Bestimme fiir die nachfolgenden Funktionen f € K(z) alle Verzweigungsindizes ey(P) (fiir
P € P!) und zeige, dass alle Verzweigungspunkte in der Menge f~*({0,1,00}) enthalten sind.
(a)
f= 22— 1)
(b)
f (x+2)%28 (2% — 2)¥(x — 2)
(x4 1)16(23 — 3z + 1)16
(Ist C eine irreduzible, nichtsingulire, projektive Kurve, so heifit ein Morphismus ¢ : C — P! eine
Belyi-Abbildung, wenn alle Verzweigungspunkte in ¢~1({0, 1, 00}) enthalten sind. Obige Abbildungen
P! — P! sind also Beispiele von Belyi-Abbildungen.)

Aufgabe 54: Sei C das nichtsingulire Modell der durch y? = 2P definierten Kurve in Charakteristik
p> 2.

(1) Esist dy = 0. Bestimme ein z € K(C) mit y = 2P.

(2) C ist birational dquivalent zu P!

Aufgabe 55: Sei C eine Kurve vom Geschlecht 2. Dann gibt es einen kanonischen Divisor K¢ = [Py|+[P]
und eine Funktion f € K(C) mit £L(K¢) = K + K f.

(1) Bestimme ord p, (f).

(2) Zeige, dass £(2K¢) = 3 gilt.

(3) Bestimme eine K-Basis fo, f1, fa von L(2K¢).

(4) Beschreibe das Bild des durch ¢ = (fo : f1 : f) definierten Morphismus ¢ : C' — P2,

Aufgabe 56: Uber F; wird durch f = 3 + 223 4 323 eine nichtsingulire ebene Kubik C' definiert, die
den Punkt P = (1:1:3) enthélt. C hat Geschlecht 1.
(1) Zeige, dass £(4[P]) = 4 gilt, und bestimme eine Basis fo, f1, f2, f3 von L(4][P]) mit fo, f1, f2, f3 €
F,(C).
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(2) Zeige, dass der Divisor 4[P] sehr ampel ist. Daher definiert die rationale Abbildung ¢ = (fo : f1 :
f2 : f3) eine Einbettung von C in P3. Zeige, dass I(¢(C)) von zwei quadratischen Polynomen
erzeugt wird durch explizite Angabe der Polynome. (¢(C) ist also durch Durchschnitt zweier
Quadriken im P3.)

(Der Einsatz eines Computeralgebrasystems wie SAGE ist sinnvoll.)

Aufgabe 57: Sei C C P™ eine absolut irreduzible, nichtsingulére, projektive Kurve, die in keiner Hy-
perebene enthalten ist. Fiir eine von 0 verschiedene Linearform h = agxg + a1z1 + - - - + a,x, wird der
Hyperebenenschnitt div(h) durch

div(h) = Z np[P] mit np=ord p(xi), falls P € Uy = {x, # 0},
peC k

der Grad der Kurve grad(C) als grad(div(h)) definiert. Zeige:
(1) Ist P € CNULNU, so gilt ordp(i) = ord p(%). (Dies zeigt, dass obige Zahl np wohldefiniert
ist.)
(2) Alle Hyperebenenschnitte sind linear dquivalent.
(3) Die Funktionen
o N1 In
W
sind linear unabhéngige Funktionen aus £(div(h)). Insbesondere gilt ¢(div(h)) > n + 1.
(4) Es gilt grad(C) > n.
(5) Ist grad(C) = n, so hat C Geschlecht 0.

Aufgabe 58: Sei C C P? eine nichtsinguliire ebene Quartik iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper. Nach der Adunktionsformel sind die effektiven kanonischen Divisoren genau die Geradenschnitte,
insbesondere gibt es zu zwei Punkten P;, P, € C genau einen effektiven kanonischen Divisor Kp, p, mit
[P1] + [P2] < Kp, p,, ndmlich den Geradenschnitt div(g), wo g = 0 im Fall P; # P, die Gerade durch
Py, P; beschreibt, im Fall P, = P, die Tangente ist.

(1) Fiir jeden effektiven Divisor D vom Grad 2 gilt (D) = 1.
(2) Sind Py, P», P; € C drei verschiedene Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, so gilt

UKe— [P —[P])—[P3]) =0 und {([Pi]+ [P:] + [Ps]) =1.
Ist Py € C ein von Py, Py, P3 verschiedener Punkt und
D = [Pi] + [P2] + [Ps] — [P4],
so gilt
grad(D)=2 und ¢(D)=0.
(3) P € C ist genau dann ein Wendepunkt, wenn gilt ¢(3[P]) = 2.

Aufgabe 59: Sei C eine absolut irreduzible, nichtsingulire, projektive Kurve vom Geschlecht 3, sodass
£(D) <1 fiir jeden Divisor D vom Grad 2 gilt, und K¢ ein kanonischer Divisor.

(1) Zeige, K¢ sehr ampel ist.

(2) Zeige, dass ¢x (C) eine nichtsingulidre ebene Quartik ist.
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Aufgabe 60: Durch

fi = 530(2) — 22021 + 3z022 — 5x% + 22129 + 2x§,
5y = B2+ bxoxy — Txoxe + 1022 — 1129 — 8x2,
0 1 2

fzs = 711(2) — Sxgr1 — 8Tox2 — 10I% — 92129 + 2:E§

werden drei nichtsinguldre, ebene Quadriken C4,Cy, C3 iiber Q definiert.
(1) Transformiere jede Quadrik C; in die Form a;y3 + b;y? = y3.
(2) Bestimme fiir jede Quadrik C; die Menge ¥(C;) = {p Primzahl : C;(Q,) = 0}.
(3) Welche der Quadriken sind iiber Q isomorph? Bestimme gegebenenfalls einen expliziten Isomor-
phismus, falls moglich.

Aufgabe 61: Gegeben sei eine Kurve F vom Geschlecht 1 und zwei Punkte O, O € E. Dann sind
b B — Pic®(E) mit ¢(P) = [P]— [0] und ¢ : E — Pic’(E) mit 9(P) = [P] — [0]
Bijektionen. Durch
PoP =y ((P)+9(R) und  P@&P =9 ((P) + (P))

erhélt man Verkniipfungen auf E, die £ zu einer abelschen Gruppe machen mit O bzw. O als neutralem
Element. Zeige, dass durch

a:F— Emita(P)=P&®O
ein Gruppenisomorphismus
(E,®,0) = (E,®,0)
definiert wird.

Aufgabe 62: Sei C eine nichtsinguldre ebene Kubik und seien Py, Po, Q1,Q2 € C. Zeige, dass genau
dann

[P1] + [P2] ~ [@1] + [Qo]

gilt, wenn sich die Gerade durch Py, P, und die Gerade durch @1, @2 in einem Kurvenpunkt schneiden.

Aufgabe 63: Sei C eine Kurve vom Geschlecht 1. Ist D ein Divisor vom Grad 2, so gibt es wegen
{(D) = 2 Funktionen fy, fi € K(C) mit

LD)=K: fo+ K- fi.
Zugehorig definiert man einen Morphismus

¢D,fo,f1 10— Pl mit ¢D,fo,f1 = (fO : fl)
Da D Grad 2 hat, ist ¢p,f,,r, ein Morphismus vom Grad 2 und ¢}, ; (K(P')) ein Unterkdrper von
K(C) vom Index 2. Zeige:
(1) Es gilt
* fl
Db . (K (P) = K(%

(2) Ist go, g1 eine andere Basis von L£(D), so gilt

).

g1 fi
K(=)=K(=).
(go) (fo)
Daher ist der Unterkérper unabhingig von der gewihlten Basis von £(D) und wir konnen
schreiben s
* 1 g1
Pp(K(PY)) = K() = K(=).

fo 90
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(3) Sind Dy, Do zwei Divisoren vom Grad 2, so gilt:

Dy ~Dy <= ¢} (K(P")) = ¢ph, (K(P).

Aufgabe 64: Sei C eine nichtsinguldre ebene Kubik in Charakteristik # 2,3, P ein nicht auf C liegender
Punkt und G eine Gerade, die P nicht enthélt. Eine Abbildung 7 : C — G wird wie folgt definiert: Ist
Q € C, so sei 7(Q) der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden von P und @ mit G. Man kann sehen, dass
7 ein Morphismus ist.

1) Welchen Grad hat 7?7

2) Welche Verzweigungsindizes e, (Q) treten auf?

3) Welche geometrische Bedeutung haben die Verzweigungspunkte?

4) Wieviele Geraden durch P sind Tangenten an C? (Eventuell muss man mit Vielfachheiten
zéhlen.)

(
(
(
(

Aufgabe 65: Sei f(z) € K|[z] ein separables Polynom vom Grad n > 1, char(K) # 2 und C die durch
y? = f(z) definierte ebene projektive Kurve. Zeige:

(1) Im Fall n =1 oder n = 2 ist C eine nichtsingulére projektive ebene Quadrik und hat Geschlecht
0.
(2) Im Fall n = 3 ist C eine nichtsinguldre projektive ebene Kubik und hat Geschlecht 1.

Aufgabe 66: Sei C' eine Kurve vom Geschlecht 1 und Dy, Dy € Div(C).
(1) Zeige die Implikation:
grad(Dl) > 2 und £(D1) = ,c(Dg) — D1 = DQ.
(2) Zeige an Hand eines Beispiels:

L(Dy)=L(Ds) #=> Dj=Ds.

Aufgabe 67: Eine hyperelliptische Kurve C' vom Geschlecht g > 2 werde iiber einem Korper K der
Charakteristik # 2 definiert durch eine Gleichung

y2 — f(x) mit f(x) — a0x29+2 4 a1m29+1 4+ 4+ a2g+1x + a29+27

wo f(x) ein separables Polynom vom Grad 2g + 2 ist. C besitzt 2 zwei Punkte im Unendlichen, die mit
oo1 und ooy bezeichnet werden, und fiir die ord o, () = ord o, () = —1 gilt.

Zeige: Ist ag kein Quadrat in K, so gilt ooy, 000 & C(K).

Hinweis: Ist P € C(K), so gilt fiir alle f € O¢,p N K(C) natiirlich f(P) € K.

Aufgabe 68: Gib Beispiele fiir hyperelliptische Kurven C' vom Geschlecht 2 an, die iiber einem der
folgenden Korper K definiert sind und keinen K-rationalen Punkt besitzen. Folgende Korper sollen
betrachtet werden:

Ra F37 F57 F77 ]Fll-
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Aufgabe 69: Unter den Namen Hasse-Weil Bound E| oder Weil-Schranke E| ist folgende Abschitzung
fiir die Anzahl der [Fp-rationalen Punkte einer iiber I, definierten, absolut irreduziblen, nichtsinguléren,
projektiven Kurve vom Geschlecht g bekannt:

[#C(Fp) — (p+ 1) < 29v/p.

Zeige mit Hilfe dieser Abschitzung folgende Aussagen:

(1) Jede iiber F,, definierte Kurve vom Geschlecht 1 hat mindestens einen F,, rationalen Punkt.
(2) Ist C eine iiber IF,, definierte Kurve vom Geschlecht 2 mit C(F,) = 0, so gilt p € {2,3,5,7,11,13}.

Aufgabe 70: Sei C eine iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper K mit von 2 verschiedener
Charakteristik durch die Gleichung y? = f(x) definierte hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g, wobei
f(z) € KJz] ein separables Polynom vom Grad 2g + 1 ist. Mit der Mumford representation erhilt man
eine Beschreibung der Divisorenklassengruppe PicO(C’) durch eine Menge von Polynompaaren:
Pic’(C) = {(a,b) : a,b € K[z],a normiert, grad(b) < grad(a) < g,a | f — b*}.
Die Addition in Pic’(C) wird dann durch den Algorithmus von Cantor beschrieben
Eingabe: (a1,b1), (ag,bs) € Pic’(0)
Ausgabe: (a,b) € Pic’(C) mit (a,b) = (a1,b1) + (ag,bs) in Pic®(C)
: dy + ggT(a1,as) und ey, e mit d; = eja; + egaq
d <+ ggT(dl, b1 -+ bg) und C1,C2 mit d = Cldl + CQ(bl + bQ)
§1 < C1€1, Sg < C1€32, S3 < C2
a alligz’ b s1a1b2+s2a2b1+53(b1ba+f)
while grad(b) > g do
a e 150
b+« (—b) mod a

end while
Dividiere a durch den hochsten Koeffizienten, sodass a dann normiert ist
10: return (a,b)
Mit der angegebenen Identifikation ist (1,0) das neutrale Element in Pic’(C).

(1) Zeige, dass (a,b) + (a,—b) = (1,0) gilt.

(2) Zeige, dass 2 (a,b) = (1,0) genau dann gilt, wenn b = 0 gilt.

(3) Welche Elemente in Pic’(C') haben die Gestalt (a,0)?

(4) Beschreibe die Untergruppe der 2-Torsionselemente

mod a

A ={(a,b) € Pic’(C) : 2 (a,b) = (1,0)}
von Pic’(C).
(5) Zeige folgende Isomorphie von Gruppen
A~ (Z)27)%,
und damit #A4 = 229,

13, W.P. Hirschfeld, G. Korchmaros, F. Torres. Algebraic Curves over a Finite Field. Princeton University Press, 2008.
S.343, Theorem 9.18 (Hasse-Weil Bound)

2W. Liitkebohmert. Codierungstheorie. Vieweg, 2003. S.162, Satz 7.4.1 (Weil-Schranke)

SHenri Cohen, Gerhard Frey et al. Handbook of Elliptic and Hyperelliptic Curve Cryptography. Chapman & Hall/CRC,
2006. S.308, Algorithm 14.7
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