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1 Korpererweiterungen

Die Anféinge der Korpertheorie liegen im 19. Jahrhundert und gehen auf Nils Hendrik Abel
und Evariste Galois zuriick, die durch die Frage nach der Auflésbarkeit von polynomia-
len Gleichungen bzw. der Charakterisierung von Nullstellen von Polynomen motiviert
waren. Diese arbeiteten jedoch nicht mit einer expliziten Definition eines Korpers oder einer
Korpererweiterung. Der Begriff des Korpers wurde erst 1871 von Richard Dedekind und der Be-
griff der Korpererweiterung 1881 von Leopold Kronecker entwickelt. Diese beruhten vorwiegend
auf den Korpern R, C und Q und deren Erweiterungen. Das abstrakte Konzept eines Korpers
wurde erst 1893 durch Heinrich Weber eingefiihrt.

Die zweite wichtige Motivation fiir die Entwicklung der Korpertheorie waren Fragen nach geo-
metrischen Konstruierbarkeit von Groflen mit Zirkel und Lineal. Diese wurden seit
der Antike relativ erfolglos untersucht, und erst die Korpertheorie stellte den konzeptionellen
Rahmen bereit, um diese Probleme zu 16sen bzw. deren Unlosbarkeit zu beweisen. Die vier
klassischen geometrischen Probleme dieser Art sind:

1. Winkeldrittelung: Ein gegebener Winkel soll mit Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile
zerlegt werden.

2. Konstruktion eines reguliren n-Ecks: In einen vorgegebenen Kreis soll mit Zirkel
und Lineal ein reguléres n-Eck (n > 3) einbeschrieben werden.

3. Quadratur des Kreises: Zu einem gegebenen Kreis soll mit Zirkel und Lineal ein Qua-
drat konstruiert werden, dessen Fécheninhalt gleich dem des Kreises ist.

4. Wiirfelverdoppelung (Delisches Problem): Aus einer Kante eines vorgegebenen
Wiirfels soll mit Zirkel und Lineal die Kante eines Wiirfels doppelten Volumens kon-
struiert werden.

Der entscheidende Schritt zur Losung dieser Probleme war ihre Zuriickfithrung auf die Theorie
von Zahlenkorpern. So konnte man dann beweisen, dass die Winkeldrittelung, die Quadratur
des Kreises und die Wiirfelverdoppelung unméglich sind. Die Konstruktion des reguldren n-
Ecks 148t sich mit Hilfe der Korpertheorie auf die Fermatschen Primzahlen zuriickfiihren. Man
konnte zeigen, dass ein reguldres n-Eck genau dann konstruierbar ist, wenn seine Eulerzahl
on) = [{a € {1,...,n} : ggT(a,n) = 1}| eine Zweierpotenz ist. Ist n = p eine Primzahl,
so ist ¢(p) = p — 1, und die Frage reduziert sich auf die Suche nach Primzahlen der Form
F, = 22" 4 1 mit k € Ny, die Fermatschen Primzahlen. Von diesen sind nur fiinf bekannt
(3, 5, 17, 257, 65537), und fiir alle fiinf wurde die Konstruktion explizit durchgefiihrt. Fiir 3
und 5 war die Konstruktion seit der Antike bekannt, der Beweis der Konstruierbarkeit des
reguldren 17-Ecks geht auf Gauss zuriick (1706) aber die Konstruktion selbst wude erst 1825
von Johannes Erchinger durchgefiihrt. Das regulére 257-gon wurde von Magnus Georg Paucker
(1822) and Friedrich Julius Richelot (1832) konstruiert, und das regulidre 65537-gon 1894 von
Johann Gustav Hermes durchgefiihrt, der eine Kurzversior[]] der Konstruktion verdffentlichte.
Das Aufschreiben der vollstdndigen Konstruktion nahm ca. 10 Jahre in Anspruch, und die
ca. 200 seitige Abhandlung lagert in der mathematischen Sammlung der Universitit Gottingen.

1J. Hermes, Uber die Teilung des Kreises in 65537 gleiche Teile, Nachrichten von der Gesellschaft der Wis-
senschaften zu Gottingen, Mathematisch-Physikalische Klasse (in German) (Géttingen) 3: 170186.
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1.1 Grundlagen

Um uns mit der Theorie von Korpern befassen zu konnen, wiederholen wir zunéchst einige
grundlegende Begriffe aus der Vorlesung Algebra. Fiir die Beweise der hier wiederholten Aus-
sagen verweise ich auf die Vorlesung Algebra.

Definition 1.1.1: FEin Koérper ist ein kommutativer Ring K # {0} mit Eins, in dem jedes
von Null verschiedene Element ein multiplikatives Inverses besitzt, d. h. eine Menge K mit
zwei Verkniipfungen +,-: K x K — K so dass

(K1) (K,+) eine abelsche Gruppe ist,

(K2) (K* = K\ {0}, ) eine abelsche Gruppe ist,

(K3) das Distributivgesetz gilt: k- (I +m) =k -1+ k-m fiir alle k,[,m € K.

Die Charakteristik eines Korpers K ist

-1 v N
char(K) = O. n-1#0Vn €
mln{nEN:n-le}EN sonst.
wobein-1=:1+...4+1#0.
—_——

nx

Aus der Definition eines Korpers ergeben sich direkt einige wichtige Eigenschaften.

Bemerkung 1.1.2:

1. Ein kommutativer Ring R # {0} mit Eins ist genau dann ein Kérper, wenn die Menge
R* ={r € R : 3s € R*mitr -s = s-r = 1} der Einheiten in R und die Menge
R* = R\ {0} zusammenfallen. Dies ist genau dann der Fall, wenn I = {0} und / = R die
einzigen Ideale in R sind.

2. Die Charakteristik jedes nullteilerfreien Rings R und damit auch jedes eines Korpers K
ist entweder null oder eine Primzahl.

3. Zu jedem Ring mit Eins und daher auch jedem Korper K existiert genau ein unitérer
Ringhomomorphismus ¢ : Z — K, ndmlich

m-1 m e N
p(m) =140 m =0
-m-1 —méeN,

und es gilt ker(¢p) = char(K)Z. Also ist char(K) = 0 genau dann, wenn ¢ : Z — K
injektiv ist und char(K) = p € N, p prim, genau dann, wenn ker(¢) = pZ. Im zweiten
Fall induziert ¢ einen unitéiren Ringhomomorphismus ¢ : Z/pZ — K, k = [k] — ¢(k).

4. Fiir jeden Integritdtbsbereich K mit char(K) = p € N prim, ist die Frobeniusabbildung
F,: K — K, x — 2? ein injektiver unitérer Ringhomomorphismus, und es gilt (z+y)? =
xP + P fir alle x,y € K.



5. Jede endliche Untergruppe der Gruppe der multiplikativen Gruppe (K*,-) ist zyklisch.
Dies folgt direkt aus dem Klassifikationssatz fiir endliche abelsche Gruppen. Denn jede
endliche Untergruppe G C K* ist eine endliche abelsche Gruppe und somit nach dem
Klassifikationssatz fiir abelsche Gruppen isomorph zu einer Gruppe Z/p{*Z x ... X Z/p* 7
mit Primpotenzen p;*. Die Gruppe G ist zyklisch genau dann, wenn alle Primzahlen
p1, ..., pr paarweise verschieden sind. Dies ist der Fall genau dann, wenn m := min{k €
N:a*=0Vk € G} = |G| = pi* -+ pin. (Allgemein gilt m < |G]). Ist G € K* so hat G
maximal m Elemente, denn jedes Element von G ist eine Nullstelle des Polynoms 2™ — 1
in K, das maximal m Nullstellen hat. Also ist G zyklisch.

Wichtige bekannte Beispiele fiir Koérper sind der Korper C der komplexzen Zahlen, der Kérper
R der reellen Zahlen und der Korper Q der rationalen Zahlen sowie die endlichen Koérper
F, = Z/pZ fiir Primzahlen p € N. Die Kérper F,,, C und Q sind Beispiele zweier allgemeiner
Konstruktionen, die es einem erlauben, aus einem kommutativen, nullteilerfreien Ring R mit
Eins bzw. einem Integritdtsbereich R einen Korper zu konstruieren. Diese aus der Algebra
bekannten Konstruktionen bezeichnet man als Restklassenkorper und Quotientenkorper.

Satz 1.1.3:

1. Restklassenkorper: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I C R ein Ideal. Dann
ist der Restklassenring oder Faktorring R/I ein Korper genau dann, wenn [ ein maxi-
males Ideal ist, d. h. [ C R und fiir jedes Ideal J C R mit I C J gilt I = J.

2. Quotientenkorper: Sei R ein Integrititsbereich, d. h. ein kommutativer, nullteiler-
freier Ring R # {0} mit Eins, und R* = R\ {0}. Dann definiert

(r,u) ~ (s,v) & r-v=s-u

eine Aquivalenzrelation auf R x R*, deren Aquivalenzklassen man mit mit = = [(r, u)]
bezeichnet. Die Menge Q(R) = R x R*/ ~ der Aquivalenzklassen mit den Verkniipfungen

T S TV + Uus rs

r S
u (% uv u v uv

ist ein Korper und wird als Quotientenkdrper von R bezeichnet.

Bemerkung 1.1.4:

1. Jeder kommutative Ring R # {0} mit Eins besitzt ein maximales Ideal, also auch stets
Restklassenkorper.

2. Die Aquivalenzrelation in dem Quotientenkérper Q(R) entspricht gerade dem bekannten
“Kiirzen von Briichen”. Ist 2 € Q(R) mit s = rw, v = vw fiir ein » € R und u,w € R,
so folgt s - u = ruw =7 -v und somit > = == = =

3. Universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers: Jeder unitére injektive Ringho-
momorphismus ¢ : R — K in einen Korper K 148t sich eindeutig zu einem injektiven

unitdren Ringhomomorphismus gg : Q(R) — K fortsetzen, namlich



Eine naheliegende Frage ist, was passiert, wenn man diese zwei Konstruktionen fiir Ringe
durchfiihrt, die zusétzliche Eigenschaften besitzen, also beispielsweise Hauptidealringe oder
bereits Korper sind. Ebenso interessiert man sich dafiir, was diese Konstruktionen fiir bekannte
Beispiele von kommutativen Ringen wie den Ring Z der ganzen Zahlen oder den Polynomring
R|x] tiber einem kommutativen Ring R mit Eins ergeben.

Beispiel 1.1.5: (Restklassenkorper und Quotientenkorper)

1. Ist R ein Korper, so ist nach Bemerkung das Ideal I = {0} das einzige maximale
Ideal in R und der zugehorige Restklassenkorper R/I ist isomorph zu R. Ebenso ist der
Quotientenkdrper Q(R) isomorph zu R, denn es gilt (r,u) ~ (ru~', 1) fiir alle v € R*,
also - = ru~'. Man erhilt also durch Restklassenbildung in einem Korper oder Ubergang
zu dessen Quotientenkorper keine neuen Korper.

2. Sei R ein Hauptidealring, d. h. ein Integritétsbereich, in dem jedes Ideal von der Form
aR = {a-r :r € R} fir ein a € R ist. Dann ist ein Ideal I = aR maximal und der
Restklassenring R/aR ein Koérper genau dann, wenn a € R* prim ist.

3. Fiir den Hauptidealring R = Z sind die maximalen Ideale gerade die Ideale der Form
I = pZ fiir Primzahlen p € N, und der zugehorige Restklassenkorper ist der endliche
Korper F, = Z/pZ. Der Quotientenkorper zu Z ist per Definition Q(Z) = Q.

Wir wollen nun weitere interessante Beispiele konstruieren, indem wir Rstklassenkorper und
Quotientenkorper des Polynomrings R[x] iiber einem kommutativen, nullteilerfreien Ring R
betrachten. Dazu wiederholen wir zunéchst die Definition und seine wichtigsten Eigenschaften.

Definition 1.1.6: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Polynom in R ist eine Folge
a. = (ag,a1,...) von Elementen a, € R, so dass fast alle (d. h. alle bis auf endlich viele)
Elemente a,, verschwinden. Die Menge R][z| aller Polynome in R bildet mit den Verkniipfungen

(ax + be)p = ay + by (ay - by)p = aghp, + a1b, 1 + ... + an_1b1 = ayby
einen kommutativen Ring mit Eins 1, = (1,0, ...), den Polynomring iiber R. Man schreibt
2" :=(0,...,0,1,0,...) firn € Ny, T =z
Die Elemente der Form rz° = (r,0,...) mit r € R bilden einen zu R isomorphen Unterring mit

Eins, den wir mit R identifizieren. Wir schreiben also 2° = 1, = 1, und a, = Y .~ a,z"™. Der
Grad eines Polynoms a, ist

max{n € Ny : a, #0} a,#0

—00 a, =0,

deg(a.) = {

Fiir a, # 0 heifit der Koeffizient ageg(a,) € R* Leitkoeffizient von a,. Ein Polynom a, heifit
normiert, wenn seit Leitkoeffizient gleich Eins ist.



Bemerkung 1.1.7:

1. Die Auswertung in einem Element r» € R definiert einen Ringhomomorphismus

ev, : R[z] = R, Zanx" — a(r) = Z anr".
n=0

n=0

2. Zu jedem Ringhomomorphismus ¢ : R — S zwischen kommutativen Ringen mit Eins
erhélt man durch Anwendung von ¢ auf die Koeffizienten einen Ringhomomorphismus

i @ R[z] — S|z, Zan:v" — Z o(ap)x".
n=0 n=0

3. Daraus ergibt sich, dass zu einem unitéiren Ringhomomorphismus ¢ : R — S und festem
s € S genau ein Ringhomomorphismus ® : R[z] — S mit ®(r) = ¢(r) fiir alle r € R
und ®(x) = s existiert, ndmlich & = ev, o p,. Dies bezeichnet man als universelle
Eigenschaft des Polynomrings.

4. Insbesondere erhélt man fiir jeden kommutativen Ring R aus dem Ringhomomorphismus
¢ : Z — R (Bemerkung [1.1.2)) genau einen Ringhomomorphismus ® : Z[z] — R[x] mit
®(nx’) = nz® und ®(x) = .

Um aus Polynomringen Quotientenkorper konstruieren, miissen wir uns auf Polynomringe be-
schrénken, die Integritatsbereiche sind. Fiir die Konstruktion von Restklassenkdrpern wire das
im Prinzip nicht notwendig, aber in diesem Fall wiinscht man sich, dass die Ideale in dem Poly-
nomring von besonders einfacher Gestalt sind, also beispielsweise Hauptidealringe. Ausserdem
sollten sich die Primelemente in diesem Polynomring auf mdéglichst einfach Weise beschreiben
lassen. Um zu sehen, wann dies der Fall ist, erinnern wir an die folgenden zentralen Aussagen
iiber Polynomringe aus der Vorlesung Algebra.

Satz 1.1.8: (Eigenschaften des Polynomrings)

1. Ist R ein Integritétsbereich, so ist auch der Polynomring R[z]| ein Integritéatsbereich.
Der zugehorige Quotientenkorper Q(R[z]) ist der Korper der gebrochen rationalen
Funktionen iiber R, also Funktionen der Form

ZZO:O anx"

i v

mit a,, b,, € R,a, = 0,b,, = 0 fiir fast allen,m € Nj.

2. Ist K ein Korper, so ist der Polynomring K'[z] ein euklidischer Ring mit Héhenfunktion
h: K[x] — No, h(f) = deg(f), d. h. zu jedem Paar von Polynomen f, g € R[z| mit g # 0
existieren Polynome m,r € R[x] mit f = mg + r und deg(r) < deg(g). Die Polynome
m, r lassen sich mit dem euklidischen Algorithmus oder Polynomdivision bestimmen.

3. Ist K ein Korper, so ist der Polynomring K[z| ein Hauptidealring, denn nach 2. ist
K[z] ein euklidischer Ring, und euklidische Ringe sind Hauptidealringe. Somit ist K[z]
insbesondere ein faktorieller Ring, d. h. ein Integritédtsbereich, in dem sich jedes Element
als Produkt von endlich vielen Primelementen schreiben 1&8t, denn Hauptidealringe, sind
faktorielle Ringe. Die Primelemente sind damit genau die irreduziblen Elemente von K [z].



4. Sei K ein Korper, f € Klz]* und (f) C K[z] das von f erzeugte Ideal in K[z|. Dann
ist der Restklassenring K[z|/(f) ein deg(f)-dimensionaler Vektorraum iiber K, und die
Restklassen 1,7, ..., 79°8()~1 der Polynome 1, z, ..., 29°8()~1 bilden eine Basis.

5. Der Restklassenring K[z]/(f) ist genau dann ein Kérper, wenn f irreduzibel ist, d. h. f
ist nicht konstant und es existieren keine nicht-konstanten Polynome ¢,h € K[z] mit

f=g-h

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich nun Quotientenkoérper und Restklassenkorper von Polynom-
ringen K[z] iiber Korpern K konstruieren. Um die Restklassenkorper Klz]/(f) zu verstehen,
muss man sich genauer mit dem zugrundliegenden Kérper K und dem Polynom f beschéftigen.
Zunéachst stellt man fest:

e Polynome vom Grad eins sind immer irreduzibel, was sich direkt aus der Gradformel
deg(f - g) = deg(f) + deg(g) fiir f,g € KJ[z] ergibt. Die zugehorigen Restklassenkorper
sind isomorph zu K. Denn nach Satz 4. ist fir deg(f) = 1 das Polynom z eine
Basis des Vektorraums K[z|/(f) und damit der Kérper K[z|/(f) ein eindimensionaler
Vektorraum iiber K.

e Um interessante Restklassenkorper zu erhalten, muss man also irreduzible Polynome
hoheren Grads betrachten, die nur dann existieren kénnen, wenn K nicht algebraisch ab-
geschlossen ist. In einem algebraisch abgeschlossenen Korper wie beispielsweise C zerfallt
jedes Polynom in Linearfaktoren, und ein Polynom vom Grad > 1 ist nie irreduzibel.

e Fiir ein Polynom h € K|x] vom Grad 2 oder 3 folgt aus der Gradformel deg(f - g) =
deg(f) + deg(g), dass h genau dann irreduzibel ist, wenn es keinen Linearfaktor besitzt.
Also reduziert sich die Untersuchung der Irreduzibilitit auf die Untersuchung der Null-
stellen von h in K, die oft auch als Wurzeln von h bezeichnet werden.

e Fiir Polynome hoheren Grades ist dies im allgemeinen komplizierter, da diese auch Pro-
dukte von irreduziblen Polynomen von Grad > 1 sein kénnen. Ist K = R, so ist jedes
Polynom vom Grad > 2 reduzibel, und ein Polynom vom Grad 2 ist reduzibel genau
dann, wenn es eine reelle Nullstelle besitzt. In Q[z] gibt es irreduzible Polynome beliebi-
gen Grads.

Wir betrachten nun einige wichtige Beispiele fiir Restklassenkorper von Polynomringen.

Beispiel 1.1.9:

1. Das Polynom f = 1+ z? ist irreduzibel in R[z], denn es besitzt keine reelle Nullstelle.
Der zugehorige Restklassenkorper R[z]/(f) ist nach Satz 4. ein zweidimensionaler
Vektorraum iiber R mit Basis 1 + (f),  + (f). Setzt man 1 = (f) und i = = + (f), so
lasst sich jedes Element von R[z|/(f) eindeutig schreiben als Linearkombination a + ib
mit a,b € R, und es gilt i* = 22+ (f) =2+ 1 -1+ (f) = =1+ (f) = —1. Also erhilt
man das Multiplikationsgesetz in C und somit gilt C = R[z]/(z* + 1).

2. Allgemeiner kann man zeigen, dass fiir jedes irreduzible Polynom f € Rz| der Quoti-

entenkorper Rlz]/(f) entweder isomorph zu R oder isomorph zu C ist. Man erhélt also
durch die Betrachtung von Restklassen von Polynomen in R[z] keine weiteren Korper.

3. Das Polynom g = z? — 2 ist reduzibel in R[z], aber irreduzibel in Q[z], denn anson-
sten hitte es eine Nullstelle in Q.Die Nullstellen von g in R sind aber = +v/2 ¢ Q.
Der zugehorige Quotientenkérper Q[z]/(g) wird mit Q(v/2) bezeichnet. Er ist nach

9



Satz 4. ein zweidimensionaler Vektorraum tiber Q mit Basis 1 + (f),z + (f).
Schreibt man 1 = 1 + (f), V2 = z + (f), so 1aBt sich jedes Element von Q[z]/(f)
eindeutig als Linearkombination a + bv/2 mit a,b € Q darstellen, und man erhlt

V2P =@+ ()= +(f)=2"-2+2+(f) =2

In den endlichen Kérpern FF,, lassen sich die irreduziblen Polynome induktiv klassifizieren, da
es insgesamt nur endlich viele Polynome eines gegebenen Grades gibt. Man muss also ledig-
lich iiberpriifen, welche dieser Polynome sich als Produkt von Polynomen niedrigeren Grades
schreiben lassen. Dabei kann man sich fiir n > 1 auf Polynome f = ag+ a1z + ... + a,2" mit
ag # 0 beschrianken, denn ein Polynom mit ay = 0 ist nie irreduzibel, da es durch x teilbar ist.

Beispiel 1.1.10: Irreduzible Polynome vom Grad < 4 in F,

Wie in jedem Korper ist jedes lineare Polynom in Fy irreduzibel. Also erhélt man zwei irreduzible
Polynome vom Grad 1, namlich x, x + 1.

Ein Polynom vom Grad 2 ist irreduzibel genau, dann, wenn es sich nicht als Produkt zweier
Polynome vom Grad 1 schreiben 148t. Dies ist gleichbedeutend dazu, dass es keine Nullstellen
in [F5 hat. Also muss fiir irreduzible Polynome insbesondere ay = 1 gelten, und es kommen nur
die Polynome 22 + 1,22 + o + 1 in Frage. Das erste hat eine Nullstelle, nimlich 1 € Fy, das
zweite nicht. Also ist 2 + x + 1 das einzige irreduzible Polynom vom Grad 2.

Die Polynome vom Grad 3 in Fy[z] mit ag # 0 sind 23+1, 23+2+1, 28 +22+1, 23+2*+2+1, und
ein Polynom vom Grad 3 in Fy[x] ist irreduzibel genau dann, wenn es sich nicht als Produkt eines
Polynoms vom Grad 1 mit einem Polynom vom Grad 2 schreiben 148t. Dies ist gleichbedeutend
dazu, dass es keine Nullstellen in F, hat. Das erste und vierte haben eine Nullstelle in Fy, das
zweite und dritte nicht. Also sind die einzigen irreduziblen Polynome vom Grad 3 die Polynome
2>+ +1und 23 + 22 + 1.

Die Polynome vom Grad 4 mit ag # 0 sind 24+ 1, 2*+2+1, 2* + 22+ 1, 2* + 23 +1, 2* + 22+ o+ 1,
o+l 2t a2 2?2+ 1, 2t + 23 + 22 + 2 + 1. Die Produkte der Polynome vom Grad
2 mit ag # 0 sind
(?+1)2=2"+1, @+r+1)P=2"+2"+1, @P+D@*+r+)=2"+2"+2+1

und die Produkte von Polynomen vom Grad 3 mit Polynomen vom Grad 1 mit ag # 0

(z+ D@+ D) =2"+2+2+1, @+DE@P+r+D) =" +23+22+1

(z+D)@P+22+ D) =2 +2°+2+1, (@+D@P+22+r+1)=2+1.
Also sind die irreduziblen Polynome in Fy[z] vom Grad 4 gerade die Polynome x* + x + 1,
4t et e+ 1.

‘ Grad 2 ‘ Grad 3 ‘ Grad 4 ‘

irreduzible Polynome in Folz] | 22+ 2+ 1 |2 +2+1 |2t +2+1
B+l |t b+
e e |

Die bisherigen Ergebnisse zur Konstruktion von Quotientenkérpern und Restklassenkorpern
sind in Tabelle 1 zusammengefaft. Die Fragezeichen in dieser Tabelle bedeuten dabei, dass es
schwer ist, allgemeine Aussagen zu treffen bzw. diese Strukturen zu identifizieren.
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Tabelle 1: Restklassenkorper und Quotientenkdrper

kommutativer Ring mit Eins R | maximale Ideale [ | Kérper R/I | Quotientenkdrper
Integritatsbereich R maximale Ideale (7) | R/I Q(R)
Hauptidealring R aR, a € R prim R/aR Q(R)
ganze Zahlen Z pZ, p prim F,=2Z/pZ Q
Koérper K I ={0} K K
Polynomring K|z, (f), f irreduzibel K[z]/(f) gebrochen rationale
K Korper Funktionen in K

(i) deg(f) = 1 K

(i) deg() > 1(?) |7
Polynomring C|z] (f), deg(f) =1 C gebrochen rationale

Funktionen in C

Polynomring Rz]

(), f 1rreduz1bel
1 <deg(f) <

gebrochen rationale
Funktionen in R

(i) deg(f) = 1 R
(ii) deg(f) = 2, C
ohne Nullstelle in R
Polynomring Q|x] (f), f irreduzibel Q[z]/(f) gebrochen rationale
Funktionen in Q
s =1|g
(if) deg(f) > ?
f irreduzibel ( )
Polynomring F,[z], (f), f irreduzibel F,lz]/(f) gebrochen rationale
p € N prim Funktionen in ),
(i) deg(f) = 1 F,

(ii) deg(f) > 1,
f irreduzibel (?7)

Um die Félle zu betrachten, die in Tabelle 1 mit Fragezeichen gekennzeichnet sind, benttigt man
einfach handhabbare Kriterien, mit dem sich feststellen 14t ob ein Polynom in einem gegebenen
Korper K irreduzibel ist. Dies sind die aus der Algebra bekannten Irreduzibilitétskriterien.

Satz 1.1.11:

(Irreduzibilititskriterien)

1. Satz und Lemma von Gauf}: Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkdérper K =
Q(R). Dann ist auch der Polynomring R|[z| faktoriell und ein Polynom f € R[z]* ist genau
dann irreduzibel in K[z], wenn es irreduzibel in R[z] ist.

Dieser Satz besagt, dass die Reduzibilitét eines Polynoms in R|x] iiber R dquivalent ist
zu seiner Reduzibilitat iiber K. Zur Untersuchung der Reduzibilitéit eines Polynoms mit
ganzzahligen Koeffizienten iiber K = Q reicht es also aus, seine Faktorisierbarkeit in
Polynome vom Grad > 1 mit ganzzahligen Koeffizienten zu untersuchen und umgekehrt.
Hat das zu untersuchende Polynom Koeffizienten in Q, kann man es durch Multiplikation
mit einer geeigneten Zahl n € N zunéchst in ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten

umwandeln.

2. Rationale Nullstellen: Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkoérper K = Q(R)

und f=ag+a1x+ ...

Nullstelle von f, so gilt u|a,, und r|ay.
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Die moglichen Nullstellen eines Polynoms f € KJ[z] lassen sich also ermitteln, indem
man f durch Multiplikation mit einem geeigneten Element v € R* in ein Polynom
f=a +az+...+a,2" € R[z] umwandelt und dann fiir alle Briiche &7 mit u|a,
und r|ag tiberpriift, ob diese Nullstellen sind. Dabei wihlt man f aus Effizienzgriinden
primitiv, d. h. ggT(ay, ..., a,) = 1, da man sonst unnotig viele Briiche iiberpriifen muss.
Fiir Polynome vom Grad 2 oder 3 beantwortet dies die Frage nach Irreduzibilitat in K|x].

3. Reduktion mod p: Sei R ein Hauptidealring mit Quotientenkérper K = @Q(R) und
f=a+ax+...+a,2" € R[x] ein Polynom. Dann ist zu jedem Primelement p € R der
Restklassenring K, = R/(p) ein Korper und man erhélt ein Polynom

m(f) =a0 +@x + ... + a2 € Kzl

wobei @ = [ay] die Restklasse von a; in R/(p) bezeichnet. Existiert ein Primelement
p € R, so dass der Leitkoeffizient von f nicht durch p teilbar ist und das Polynom
mp(f) € K,[z] irreduzibel ist, so ist f auch irreduzibel in K[z].

Dieses Kriterium ist niitzlich, wenn man die Reduzibilitdt von Polynomen mit Koeffi-
zienten in Q = Q(Z) untersuchen will. Denn in K, = F, = Z/pZ gibt es nur endlich
viele irreduzible Polynome f € IF,[z] mit gegebenem Grad deg(f) = n, die sich induktiv
leicht klassifizieren lassen. Hat man eine Liste solcher irreduziblen Polynome, so lassen
sich daraus Aussagen iiber die Irreduzibilitét eines Polynoms in Q[z] machen, indem man
es zundchst durch Multiplikation mit einer geeigneten ganzen Zahl in ein Polynom in Z[z]
umwandelt. Teilt p dessen Leitkoeffizienten nicht, so betrachtet man die Koeffizienten
mod p und vergleicht das resultierende Polynom mit der Liste. Umgekehrt ist fiir ein {iber
Q reduzibles Polynom f € Z[z] immer auch das zugehorige Polynom m,(f) reduzibel,
sofern p dessen Leitkoeffizienten nicht teilt.

4. Eisensteinkriterium: Sei R ein faktorieller Ring, K = Q(R) sein Quotientenkorper
und f =ap+ a1z + ... + a,z™ € R[z] ein Polynom mit Koeffizienten in R. Existiert ein
Primelement p € R mit p|a,_1, ..., plag und pt a,,p? t ag, so ist f irreduzibel in K[z|.

Dieses Kriterium ist besonders hilfreich, wenn man die Reduzibilitdt von Polynomen in
Q[z] untersuchen mochte. Man wandelt dazu f durch Multiplikation mit einer geeigneten
ganzen Zahl a € Z in ein Polynom f € Z[x] mit ganzzahligen Koeffizienten um. Existiert
eine Primzahl, die alle Koeffizienten ausser dem Leitkoeffizienten teilt, und deren Quadrat
den Koeffizienten ag nicht teilt, so ist f und damit auch das urspriingliche Polynom irre-
duzibel. Oft lassen sich Polynome, auf die das Eisensteinkriterium nicht direkt anwendbar
ist, durch geeignetes Translatieren z — = 4+ a mit a € R zu Polynomen machen, auf die
das Eisensteinkriterium anwendbar ist.

Beispiel 1.1.12: (Irreduzibilititskriterien)

1. Nach dem Kriterium der rationalen Nullstellen ist %x:‘ — %xZ + 7z — 2 irreduzibel in Q|x].
Denn das zugehdorige primitive Polynom 2% — 722 + 142 — 4 kann nach dem Kriterium der
rationalen Nullstellen nur die Nullstellen - mit r[4 und u|1 haben, also £1, £2, £4. Man
rechnet leicht nach, dass das keine Nullstellen sind.

2. Nach dem Kriterium der Reduktion mod 2 ist jedes Polynom f = z* 4+ nxz + m mit
n,m € Z ungerade irreduzibel in Q[x], denn das zugehorige Polynom

m(f) =2 +nr+m=a"+2+1
ist nach Beispiel |1.1.10] irreduzibel in Fy[z]. Ebenso ist das Polynom g = 723 — 5z — 3
irreduzibel in Q[z], denn 73(g) = 2 + = + 1 ist irreduzibel in Fy[z].
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3. Es gibt irreduzible Polynome f € Q[z], so dass fiir alle Primzahlen p € N das zugehorige
Polynom m,(f) € F,[z] reduzibel ist. Ein Beispiel ist f = z* — 102% + 1.

4. Das Polynom f = 527 + 3z% — 12z — 6 ist irreduzibel in Q[z] nach dem Kriterium von
Eisenstein mit p = 3.

5. Fiir p € N prim ist das pte Kreisteilungspolynom

—_

bS]

P—1
@p:x . = =14z +22+.. . +aP! mit p prim
x_

i
o

irreduzibel in Q[z]. Hier kann man das Kriterium von Eisenstein nicht direkt anwenden,
aber es ist moglich, ®, durch einen geeigneten Automorphismus ¢ : Q[z] — Q[z] in ein
Polynom umzuwandeln, fiir das das funktioniert. Ein solcher ist durch ¢(q) = ¢ fiir alle
g € Q und ¢(z) = x + 1 eindeutig bestimmt (siche Bemerkung und dndert nichts
an der Irreduzibilitdt. Damit erhilt man

(z+1)P—1 - p 1 p(p—1) —2 —1
D)= = = L — P P,
(P,) . ngl K p+ 5 T+ +pxP 4+ x

d(2) wetip-n ot(2) -1 #r(h) -

folgt mit dem Kriterium von Eisenstein, dass ¢(®,) und damit auch ®,, irreduzibel ist.

Wir koénnen Polynomringe benutzen, um endliche Kérper mit einer vorgegebenen Anzahl n
von Elementen zu konstruieren, sofern n eine Primpotenz ist. Ist n = p eine Primzahl, so ist
[F, = Z/pZ ein endlicher Kérper mit p Elementen. Ist ¢ € F,[z] ein irreduzibles Polynom vom
Grad m € N, so ist der Restklassenkorper F,[x]/(¢) ein m-dimensionaler Vektorraum iiber F,
und somit ein Kérper mit p” Elementen. Wir werden spéter zeigen, dass alle endlichen Korper
von dieser Form sind.

Beispiel 1.1.13:  Wir konstruieren einen Kérper mit 4 Elementen. Das Polynom f = 22+z+1
ist nach Beispiel irreduzibel in Fo[z] und somit ist nach Satz der Restklassenring
Fyz]/(f) ein Korper und ein zweidimensionaler Vektorraum iiber Fy mit Basis 7(1) = 1,
7(z) = 7. Also enthilt der Kérper K genau vier Elemente, néimlich 0,1, 7,1 + .

1.2 Korpererweiterungen

Nachdem eine mathematische Struktur definiert und Beispiele dieser Struktur betrachtet wur-
den, ist der néchste Schritt meist die Betrachtung strukturerhaltender Abbildungen, d. h. Ab-
bildungen, die mit dieser Struktur kompatibel sind. Im Fall der Vektorrdume sind dies lineare
Abbildungen, fiir Gruppen, Ringe und Algebren, respektive, Gruppenhomomorphismen, Ring-
homomorphismen und Algebrahomomorphismen und fiir topologische Rdume sind es die steti-
gen Abbildungen. Im Fall von Kérpern erhélt man jedoch keinen neuen Begriff, da ein Korper
nur ein unitdrer Ring mit bestimmten Zusatzeigenschaften ist, aber keine zusétzlichen Struk-
turen aufweist.
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Definition 1.2.1: Ein Koérperhomomorphismus zwischen zwei Korpern K, L ist ein
unitarer Ringhomomorphismus ¢ : K — L, d. h. eine Abbildung ¢ : K — L mit

¢k +j) = o(k) + ¢(j) Vk,j € K ok -j)=o(k) - 6(j) Yk, j € K
¢(0x) = 0Op, d(1g) = 1y.

Bemerkung 1.2.2:

1. Koérperhomomorphismen sind injektiv und damit Kérpermonomorphismen.

Denn ist ¢ : K — L ein Kérperhomomorphismus, und £ € K* so hat k ein multiplikatives
Inverses k1, und es folgt ¢(k) - (k™) = ¢(k - k1) = ¢(1x) = 1. Also gilt ¢p(k™1) =
#(k)~! und damit insbesondere ¢(k) # 0 fiir alle k € K*.

2. Es folgt, dass jeder Korperhomomorphismus ¢ : K — L ein Koérperisomorphismus
auf sein Bild ¢(K) C L ist. Damit ist K isomorph zu einem Teilkérper von L, und die
Untersuchung von Kérperhomomorphismen in einen gegebenen Koérper L reduziert sich
auf die Untersuchung seiner Teilkorper.

Definition 1.2.3:

1. Ein Teilk6rper eines Korpers L ist ein Teilring K C L, der (mit dieser Ringstruktur) ein
Korper ist. Der Korper K heifit Grundkorper und der Kérper L Erweiterungskorper.
Das Paar (K, L) wird als Kérpererweiterung und mit L/K bezeichnet.

2. Der Erweiterungskorper L ist auf kanonische Weise ein Vektorraum iiber dem
Grundkorper K. Seine Dimension heiit Grad der Korpererweiterung und wird mit
[L: K] =dimg (L) bezeichnet.

3. Ist [L : K] endlich, so heifit die Koérpererweiterung L/ K endliche Kérpererweiterung,
ansonsten unendliche Koérpererweiterung. Ist [L : K| = 2, so spricht man von einer
quadratischen Korpererweiterung .

4. Der Primkérper P(L) eines Korpers L ist der kleinste Teilkorper von L

PLy= () K

K CL Teilkorper

Bemerkung 1.2.4:

1. Eine Teilmenge K C L eines Korpers L ist genau dann ein Teilkérper, wenn gilt:

a,be K = a—-beK,a-beK ud ce K* = ¢lekK.

2. Esgilt [L : K] =1 genau dann, wenn L =~ K.

3. Ist K C L eine Korpererweiterung, so haben K und L immer die gleiche Charakteristik,
denn aus a € K* folgt a=! € K* und damit a-a~! = 1;, € K*. Daraus ergibt sich 15 = 11,
und damit char(K) = char(L).

4. Man kann zeigen, dass P(K) = Q falls char(K) = 0 und P(K) = F, falls char(K) =p e N
prim (Aufgabe [15]).
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Beispiel 1.2.5:

*

1. Fiir jeden Korper K und jedes nicht-konstante irreduzible Polynom f € K[z]* ist nach
Satz [1.1.8 4. und 5. der Koérper K[z]/(f) eine Korpererweiterung von K vom Grad
deg(f), denn die Restklassen der Polynome 1,z,...,2%8)~! hilden eine Basis des K-
Vektorraums K[z|/(f).

2. Insbesondere ist nach Beispiel die Korpererweiterung C/R eine quadratische
Koérpererweiterung.

3. R/Q ist eine unendliche Korpererweiterung, denn Q ist ein Teilkorper von R und R ist
iberabziahlbar, wihrend Q abzdhlbar ist. Ware [R : Q] = n € N, so wire R als Q-

Vektorraum isomorph zu Q™ und damit abzéhlbar.

4. Jeder Korper L ist eine Korpererweiterung iiber seinem Primkérper P(L).

Im Folgenden werden wir Korper auch haufiger iterativ erweitern, d. h. Kérpererweiterungen
von Korpererweiterungen betrachten. Ein Beispiel sind die Kérper Q € R € C , da sowohl
R/Q als auch C/R Korpererweiterungen sind.

Definition 1.2.6: Ein Korperverband oder Korperturm ist eine Familie von Korpern
Ky C Ky C ... C K,, so dass K;/K;_; eine Korpererweiterung ist fiir alle ¢ € {1,...,n}. Die
Kérper Ki, ..., K,,_1 heien Zwischenkérper von K, /K.

Sind alle in einem Korperturm auftretenden Korpererweiterung endlich-dimensional, so lassen
sich deren Grade leicht in Verbindung setzen. Dies fithrt auf den sogenannten Gradsatz, der
eine der zentralsten und hilfreichsten Aussagen in der gesamten Korpertheorie ist.

Satz 1.2.7: (Gradsatz)
Sei K C E C L ein Kérperturm mit Zwischenkorper £. Dann gilt [L : K| =[L: E] - [E : K].

Beweis:

Sei [L : E] =n € Nund [F : K] = m € N. Wir wihlen eine eine Basis {ly,...,1,} von L
als Vektorraum iiber E und eine Basis {ey,...,e,,} von E als Vektorraum iiber K. Dann
18t sich jedes Element [ € L eindeutig als Linarkombination [ = Z?:l Nl; mit A\, € E
schreiben und jedes \; eindeutig als Linearkombination \; = Z;":l fije; mit p;; € K. Man
erhilt also [ = 1" | Z;n:l pijejl; mit p;; € K. Also erzeugt die Menge {e;jl; }1<i<ni<j<m den
K-Vektorraum L. Ausserdem ist sie linear unabhéngig, denn ist [ = 0, so folgt 27:1 pije; =0
fir allei = 1,...,n, da {ly, ..., 1, } eine E-Basis von L ist. Da aber auch {ey, ..., e,,} eine K-Basis

von F ist, ergibt sich damit p;; =0 fir alle¢ =1,...,n, j = 1,...,m. O

Insbesondere lassen sich mit dem Gradsatz die moglichen Zwischenkdérper E einer endlichen
Korpererweiterung L/K stark einschrénken, denn es kommen nur bestimme Grade in Frage.
Ist K C E C L ein Kérperturm, so miissen nach dem Gradsatz [L : E] und [E : K] Teiler von
[L : K] sein, und aus [L : E] = [L : K] folgt £ = K. Eine endliche Kérpererweiterung L/K
kann also nur dann echte Zwischenkorper, d. h. Zwischenkérper K C E C L haben, wenn
ihr Grad [L : K] € N weder Eins noch eine Primzahl ist.
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Beispiel 1.2.8:

1. Die Korperwerweiterung C/R hat keine keine echten Zwischenkorper, denn [C : R] = 2.

2. Ist K ein Korper, f € K|z] irreduzibel mit deg(f) € N prim und L = KJz]/(f), so hat
L/K keine echten Zwischenkorper.

3. R ist ein Zwischenkorper von C/Q, und es gilt co = [C: Q] =[C: R] - [R: Q] =2 0.

Im Folgenden mochten wir Zwischenkorper einer Korpererweiterung L/ K konstruieren, indem
wir ein oder mehrere Elemente von L zu K hinzufiigen. Da das Ergebnis ein Koérper sein soll,
miissen stets alle Potenzen eines hinzugefiigten Elements o € L, deren Inverse, deren Produk-
te mit Elementen aus K und Linearkombinationen solcher Elemente beriicksichtigt werden.
Die Liste der neu hinzukommenden Kérperelemente ist offensichtlich kompliziert . Aus diesem
Grund geht man Problem abstrakt an, und betrachtet stattdessen den kleinsten Teilkérper von
L, der K und « enthélt.

Definition 1.2.9: Sei L/K eine Korpererweiterung.

1. Fiir eine Teilmenge S C L bezeichnet K (S) den kleinsten Zwischenkérper von L/K | der
S enthélt, und K[S] den kleinsten Teilring von L, der S enthilt:

K(S)=)E K[S]= () R

KCECL RCL Teilring
Zwischenkorper, SUKCR
SCE

Der Korper K (S) heifit der von von S erzeugte Teilkérper von L und der Ring K[S]
der von S erzeugte Teilring von L. Man sagt K(S) und K[S] entstehen aus K durch
Adjunktion von S.

2. Gilt L = K(«) fiir ein o € L, so nennt man die Korpererweiterung L/K eine einfa-

che Korpererweiterung oder primitive Korpererweiterung und « ein primitives
Element von L/K.

3. Fir S = {s1, ..., s, } schreibt man K(sq, ..., s,) statt K({s1,...,s,}) und Klsq, ..., s,] statt
K[{s1, Sn}]-

Offensichtlich gilt K(S) = K[S] = K, falls die Teilmenge S in K enthalten ist. Ebenso sieht
man direkt aus der Definition, dass fiir beliebige Teilmengen S C L die Inklusion K[S] C K(5)
gelten muss, denn jeder Zwischenkorper von L/K, der S enthilt, ist auch ein Teilring von
L, der K U S enthélt. Im Allgemeinen ist es aber schwierig, aus der angegebenen Menge S
abzulesen, wie der von S erzeugte Teilring oder Zwischenkorper aussieht. Insbesondere kénnen
verschiedene Mengen S, .S’ den gleichen Teilring oder Zwischenkorper erzeugen.

Beispiel 1.2.10: Es gilt C = R[i] = R(i). Also ist C eine einfache Korpererweiterung und i
ein primitives Element.

Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass sich jedes Element von C eindeutig als Linearkombi-
nation a + ib mit a,b € R schreiben 148t. Ist R C E C C ein Zwischenkorper, der i enthélt,
so enthélt E bereits alle Linearkombinationen a + ib mit a,b € R. Das Gleiche gilt fiir einen
Teilring R C C, der R U {i} enthilt.
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Beispiel 1.2.11: Fiir beliebige a,b € Q gilt Q(v/a,vbd) = Q(va + vb). Also ist die
Korpererweiterung Q(y/a, v/0)/Q primitiv und /a + v/b ein primitives Element.

Fiir a = b ist dies trivial, denn Q(v/a) = Q(2v/a). Sei also a # b. Dann gilt offensichtlich
Q(v/a + Vb) € Q(v/a,/b), denn jeder Korper, der \/a und /b enthilt, enthiilt auch v/a + v/b.

Zu zeigen ist also, dass jeder Zwischenkorper Q C E C Q(v/a, \/l_)), der /a + Vb enthilt, auch
va und v/b enthélt. Dazu berechnet man

(vVa+ Vb)? = av/a + 3aVb + 3bv/a + bVb = (3b + a)(va + Vb) + 2(a — b)Vb.

Also gilt

Vo —

. - i

(a—=0)7" | (Va+ Vb~ (3b+a)(va+ Vb)

(10| —

-

€Q e@(ﬁﬂ/é) e@(ﬁﬂ/l?)

Va=ya+vVb—3a—b"| (Va+vb)?® - (3b+a)(Va+ Vb)
—— —~ |~ /

€Q(v/a+Vb) €Q e@(\/};\/g) e@(¢€+ﬁ)

Ist Q ¢ E C Q(ya,Vb) ein Zwischenkorper, der \/a + v/b enthilt, so enthélt E auch die
Terme auf den rechten Seiten dieser zwei Gleichungen und damit auch v/a und v/b. Also ist
Q(v/a,v/b)/Q einfach und v/a 4 v/b primitiv.

Beispiel 1.2.12: Sei K ein Korper, f € K|x] irreduzibel und L = KJz]/(f). Dann ist die
Korpererweiterung L /K primitiv und 7 ist ein primitives Element.

Denn nach Satz[1.1.8] 4. und 5. ist K[z]/(f) ein deg(f)-dimensionaler Vektorraum iiber K mit
Basis 1,7,...,79%"1 Ist K = K-1C E C K|x]/(f) ein Zwischenkorper, der T enthilt, so
enthidlt E auch die Restklassen ZF aller Monome z* und deren Linearkombinationen iiber K.

Also gilt £ = K(z]/(f) = K(T).

Beispiel 1.2.13:  Fiir jeden Korper K ist der Korper Q(K [x]) der gebrochen rationalen Funk-
tionen in K eine primitive Korpererweiterung von K, und das Polynom x ist ein primitives

Element: Q(K|z]) = K(z).

Das folgt, weil sich jedes Element von Q(K [z]) als Bruch %’ mit p,q € K[x], ¢ # 0 schreiben 143t
und K C Q(K|z]) dabei den Briichen § mit konstanten Polynomen p, ¢ entspricht. Ist ndmlich
K C E C Q(K|x]) ein Zwischenkérper, der das Polynom x = ¢ enthilt, so enthélt £ auch alle
Polynome p € K|[z] und deren multiplikative Inverse p~! = ]lj. Also ist bereits ganz Q(K[z]) in
E enthalten, und damit £ = Q(K[z]) = K(z).

Beispiel 1.2.14: Jede endliche Erweiterung L/K eines endlichen Korpers K ist primitiv.

Aus [L : K| = n folgt L = K™ als Vektorraum iiber K und damit |L| = |K|". Da nach
Bemerkung [1.1.2] 5. jede endliche Untergruppe der Gruppe (L*,-) zyklisch ist, ist (L*,-) eine
zyklische Gruppe der Ordnung |K|"— 1. Somit existiert ein [ € L mit L* = {1,1,12, ..., [IKI"=2},
Jeder Zwischenkoérper K C E C L, der [ enthilt, enthélt auch alle Potenzen [* und damit ganz
K. Daraus folgt £ = L = K(I).
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Die Beispiele zeigen, dass es hilfreich ist, die Eigenschaften der Adjunktion systematisch zu
untersuchen. Insbesondere stellt sich dabei die Frage nach der Beziehung zwischen dem von
S C L erzeugten Teilkorper K(S) und dem von S erzeugten Teilring K[S]. Ebenso erscheint es
naheliegend, dass sich der von einer endlichen Menge S = {s1, ..., s,} erzeugte Zwischenkorper
K(S) auch durch sukzessive Adjunktion der einzelnen Elemente s; konstruieren lassen sollte,
und fiir unendliche Mengen S erwartet man ein analoges Resultat.

Lemma 1.2.15: (Eigenschaften der Adjunktion)

Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann gilt:

1. Fiir jede Teilmenge S C L ist K(S) 2 Q(K[S]) = {ru™": r,u € K[S],u # 0}.
2. Fiir beliebige Teilmengen S, 7 C L ist K(SUT) = (K (5))(T).

3. Fiir beliebige s1, ..., 8, € L gilt K[s1,...,8,] = {f(s1,...,80) 1 [ € Klx1,...,z,]}.
4. Fiir jede Teilmenge S C L ist

KiS|= |J KV, K©)= |J K©W).

vcs vcs
V endlich V endlich

Beweis:

1. Da jeder Zwischenkoérper K C F C L mit S C E auch ein Teilring mit K U S C F ist, gilt
K[S] ¢ K(S). Wir kénnen also den unitéren injektiven Ringhomomorphismus ¢ : K[S] — L,
r +— r betrachten, und aus der universellen Eigenschaft des Quotientenkorpers (Bemerkung
erhalten wir einen injektiven unitdren Ringhomomorphismus i : Q(K[S]) — L, &
t(r)e(u)™ = ru=t. Also ist Q(K[S]) = {ru™' : r,u € K[S],u # 0} ein Teilkérper von L, der
K und S enthélt, und somit K(S) C Q(K[S]). Andererseits folgt aus a,b € K[S] C K(S) und
b # 0 auch ab~! € K(S), denn K(S) ist ein Kérper. Daraus ergibt sich Q(K|[S]) C K(S).

2. Folgt direkt aus der Definition.

3. Die Menge M := {f(s1,...,5n) : f € Klz1,...,x,]} ist ein Teilring von L, der {si,...,s,}
enthilt. Also folgt K[S] C M. Andererseits folgt aus s, ...s, € K[S] und der Tatsache, dass
K[S] ein Ring ist, dass fiir jedes Polynom f € K[z, ..., 2, auch f(s1,...,s,) € K[S] gilt, also
M C K[S].

4. Offensichtlich gilt
U= |J KIVIcK[S] W= ] K(V)cK(®S),
vcs vcs
V endlich V endlich
denn fiir alle V' C S ist K[V] ein Teilring von K[S] und K (V') ein Teilkérper von K(.S).
Andererseits folgt aus r,r’ € U, dass endliche Mengen V,V’' C S existieren mit r € K[V],
r" € KI[V']. Daraus ergibt sich r," € K[V U V'] und, da K[V U V'] ein Ring ist, auch

r+r’r-re K[VUV’] CU. Also ist U ein Ring, der K und S enthélt und damit K[S] C U.
Der Beweis fiir W ist analog. O

1.3 Einfache und algebraische Korpererweiterungen

Wie sich bereits an den Beispielen gezeigt hat, ist es sehr hilfreich eine Basis des Erweite-
rungskorpers als Vektorraum iiber dem Grundkoérper zu kennen, um Aussagen iiber die durch
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Adjunktion von Elementen erhaltenen Korpererweiterungen zu gewinnen. Dabei ist es essen-
tiell, zwei Félle zu unterscheiden, ndmlich Elemente des Erweiterungskorpers, die Nullstellen
von Polynomen mit Koeffizienten in K sind, und Elemente des Erweiterungskorpers, fiir die
das nicht der Fall ist.

Definition 1.3.1: Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein Element o € L heifit algebraisch
iiber K, wenn ein Polynom p € K|[z] existiert mit p(a) = 0. Ansonsten bezeichnet man a
als transzendent. Die Korpererweiterung L/K heifit algebraisch, wenn alle Elemente von L
algebraisch {iber K sind, und ansonsten transzendent.

Beispiel 1.3.2:

Ist a € K, so ist « algebraisch iiber K, denn p(a) =0 fiir p =2 — o € K|z].
i € C ist algebraisch iiber R, denn p(i) = 0 fiir p = 2* + 1 € Rx].
/2 ist algebraisch iiber Q, denn p(v/2) = 0 fiir p = 22 — 2 € R]z].

7 und e sind transzendent iiber Q. Ein Beweis findet sich z. B. im Buch der Beweise von
Martin Aigner, Giinter M. Ziegler.

= W D

Im Allgemeinen ist es schwierig, zu beweisen, dass ein gegebenes Element o € L einer
Korpererweiterung transzendent ist, wiahrend man zum Beweis, dass es algebraisch ist, nur
ein Polynom p € K[z| mit p(a) = 0 angeben muss. Dieses Polynom ist aber nicht eindeutig,
denn ist p ein solches Polynom und ¢ € K[x] beliebig, so ist auch (pq)(a) = p(a)g(a) = 0.
Die Polynome p € K[z| mit p(a) = 0 bilden ein Ideal in K [z], ndmlich den Kern des unitéren
Ringhomomorphismus ev,, : K[z] = L, p — p(«). Sucht man nun aber ein Polynom p € K|z]
minimalen Grades mit p(«a) = 0 und fordert zusétzlich, dass dieses normiert ist, so ist dieses
Polynom p eindeutig bestimmt, und man erhélt das sogenannte Minimalpolynom von «.

Satz 1.3.3: Sei L/K eine Korpererweiterung und « € L algebraisch. Dann gilt:

1. Es existiert genau ein normiertes Polynom m, x € K|[x] mit m, x(«) = 0 und deg(f) >
deg(ma, k) fiir alle f € K[z] mit f(a) = 0.

2. Das Polynom m,, g ist irreduzibel in K[z], und fiir f € K[z] gilt f(a) =0 < ma k| f.

3. Der Auswertungshomomorphismus ev, : K[z] — L, f +— f(a) induziert einen
Kérperisomorphismus K[z]/(ma k) = K(a).

4. Es gilt [K(a) : K] = deg(ma.), und {1, ..., a%emax=DY ist eine Basis von K(a) als
Vektorraum iiber K.

Das Polynom m, x heiit Minimalpolynom von « {iber K. Der Grad des Minimalpolynoms
heiBt der Grad von « iiber K, und man schreibt degy (o) := deg(mq k).

Beweis:

1. Da die Auswertungsabbildung ev, : K[z] — L ein Ringhomomorphismus ist, ist ihr Kern
ker(ev,) = {f € K|[z] : f(a) = 0} ein Ideal in K|[z]. Da « algebraisch ist, gilt ker(ev,,) # {0}. Da
K{z] ein Hauptidealring ist, existiert ein Polynom ¢ € K{[z|*, mit ker(ev,) = (g), und man kann
0.B.d.A. annehmen, dass dieses Polynom normiert ist. Dann gilt offensichtlich f € ker(ev,) <
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g|f und somit folgt deg(f) > deg(g) fiir alle f € K[z] mit f(a) = 0. Wir kénnen also mq x = g
setzen, und die erste Aussage ist bewiesen.

2. Der unitdre Ringhomomorphismus ev, : K[z|] — L induziert einen injektiven unitéren
Ringhomomorphismus K{z|/ker(ev,) — L. Da L nullteilerfrei ist, ist K[z]/ker(ev,) ein In-
tegritdtsbereich. Damit ist ker(ev,) = (Mg k) ein Primideal und m, g ein Primelement, also
irreduzibel. Dies beweist die zweite Aussage.

3. Mit Satz[1.1.8] 5. folgt , dass K'[z]/(ma,x) ein Korper ist. Also ist der unitére Ringhomomor-
phismus K[z]/ker(ev,) — L ein Kérpermonomorphismus und somit ein Korperisomorphismus
auf sein Bild K (). Nach Satz 4.1ist {1, q, ..., adelmax)=1} eine Basis von K(a) iiber K,
also insbesondere [K () : K| = deg(ma k). O

Beispiel 1.3.4:

1. Das Minimalpolynom von a = %(1 +1) {iber Q ist p = 2* + 1. Denn wegen (1 +i)? =
1 —1+2i = 2i, ist a ist eine Nullstelle von p und p ist normiert. Die Irreduzibilitéit von p
tiber Q folgt mit dem Reduktionssatz (mod 3), denn p hat keine Nullstelle in F3, ist also
irreduzibel iiber F53 und damit auch irreduzibel iiber Q.

2. Ist K ein Korper und f € KJz] irreduzibel, so ist K[z]/(f) eine algebraische
Korpererweiterung iiber K und das Element T hat das Minimalpolynom f. Denn f ist
normiert und f(7) = f(z) = 0. Da nach Satz die Menge {1,7,...,7%")~1} linear
unabhéngig tiber K ist, kann es kein Polynom ¢ € K[x] mit deg(q) < deg(f) und ¢(Z) =0
geben.

3. Wir betrachten L = Q[z]/(f) mit f = z* + 222 + 2.

Nach dem FEisenstein-Kriterium ist f irreduzibel iiber Q und somit ist L/Q eine
Korpererweiterung vom Grad 4. Nach 2. ist das Element T algebraisch iiber Q mit
Minimalpolynom f. Das Element Z? ist algebraisch iiber @ mit Minimalpolynom ¢ =
x? + 2z + 2. Denn ¢ ist normiert, ¢(7%) = (7?)* + 272 + 2 = 21 + 222+ 2 = 0, und da
7? ¢ Q, kann kann 72 nicht Nullstelle eines Polynoms vom Grad < 2 in Q[z] sein. Damit
folgt insbesondere, dass f reduzibel iiber Q[z]/(f) ist, denn f(z?) =0 = q|f.

Vergleicht man Beispiel [1.3.4] 2. mit mit Satz 3. so sieht man, dass diese zwei Aussagen
zusammen die Frage beantworten, welche Korpererweiterungen L/ K sich als Restklassenkorper
K[z]/(f) realisieren lassen. Dies sind genau die primitiven algebraischen Korpererweiterungen
L/K. Denn ist L primitiv und algebraisch, so existiert ein algebraisches Element o € L mit L =
K () und nach Satz[1.3.3] 3. ist K(a) = K|[x]/(ma,x). Umgekehrt ist jede Korpererweiterung
L = K|[z]/(f) nach Beispiel [1.3.4] 2. algebraisch und primitiv.

Satz erlaubt es einem, algebraische Elemente in Korpererweiterungen L/K mit Zwi-
schenkérpern von L/K in Verbindung zu bringen und Aussagen iiber den Grad algebraischer
Elemente in Korpererweiterungen L/K zu machen. Denn fiir jedes algebraische Element o € L
erhélt man einen Zwischenkérper K C K(a) C L, und es gilt degy (o) = deg(ma k) = [K(a) :
K]. Umgekehrt enthélt jeder endliche Zwischenkérper K C E C L ein iiber K algebraisches
Element. So ergeben sich die folgenden zwei Korollare.
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Korollar 1.3.5: Sei L/K eine Korpererweiterung und o € L. Dann sind dquivalent:

(i) « ist algebraisch tiber K.
(ii) [K(a): K] < o0
(iii) Es existiert ein Zwischenkérper K C £ C L mit [E: K] < oo und o € E.

Beweis:

Offensichtlich gilt nach Satz (i)=(ii) und (ii)=-(iii), denn man kann £ = K («) wihlen.
(iii)=(i): Ist K C E C L ein Zwischenkorper mit « € E und [E : K] < 00, so kénnen die
Potenzen o™ € E mit m € Ny nicht alle linear unabhéngig sein. Somit existieren Ag, ..., A, € K
mit > " Apa™ =0und fir f =" _ A,2™ € Kz] folgt f(a) =0, also a algebraisch. O

Korollar 1.3.6: Fiir eine endliche Korpererweiterung L/K ist jedes Element a € L algebra-
isch iiber K und sein Grad teilt [L : K].

Beweis:
Jedes Element o € L ist algebraisch nach Korollar denn man kann F = L als Zwi-
schenkorper wihlen. Aus dem Gradsatz folgt dann die Behauptung. O

Satz[1.3.3lund Korollare [1.3.5 und [1.3.6| suggerieren, dass die Menge der algebraischen Elemente
in einer gegebenen Korpererweiterung L/ K einen Zwischenkorper der Korpererweiterung L/ K
bilden sollte. Um dies zu beweisen, zeigt man zunéchst, dass jeder Zwischenkorper von L/K
der durch die Adjunktion von endlich oder unendlich vielen iiber K algebraischen Elementen
entsteht nur algebraische Elemente enthalten kann. Adjungiert man dann alle iiber K algebrai-
schen Elemente, so erhélt man den gesuchten Zwischenkorper, der auch als der algebraische
Abschluss von K in L bezeichnet wird.

Lemma 1.3.7: Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann gilt:
1. Ist L = K(S) und jedes Element aus S algebraisch, so ist L/K algebraisch.

2. Der algebraische Abschluss A(L/K) = {« € L : « algebraisch iiber K} von K in L
ist ein Teilkorper von L.

Beweis:
1. Ist V. = {s1,...,8,} C S endlich, so ist K(V)/K endlich, denn K(V) = K(s1)(s2) - (Sn),
und mit dem Gradsatz und Korollar folgt

[K(V): K| =[K(V): K(S2,...,5)] - [K(S2, ..y 8n) : K(83,...,85)] -+ [K(sn) : K] € N.
Also ist K (V') nach Korollar algebraisch tiber K" und nach Lemma auch K(95).

2. Nach 1. ist K(A(L/K)) D A(L/K) algebraisch iiber K. Also folgt K(A(L/K)) C A(L/K)
und damit A(L/K) = K(A(L/K)). Also ist A(L/K) ein Teilkoérper von L. O

Offensichtlich ist die erste Aussage niitzlich, um zu untersuchen, ob eine durch Adjunktion
gegebene Korpererweiterung algebraisch ist. Denn sie besagt, dass es ausreicht, dies fiir die Ele-
mente der Menge S zu iiberpriifen. Die zweite Aussage besagt, dass die algebraischen Elemente
einer gegebenen Korpererweiterung einen Zwischenkorper erzeugen. Interessiert man sich ledig-
lich fir die Nullstellen von Polynomen p € K[z] in L, so reicht es, statt L den Zwischenkorper
A(L/K) zu betrachten.
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1.4 Algebraischer Abschluss und Zerfillungskorper

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie sich algebraische Elemente einer Korpererweiterung
L/K durch Polynome p € K{z| charakterisieren lassen. Umgekehrt kann man natiirlich auch
von dem Polynomring K[z] ausgehen und versuchen, gezielt Korpererweiterungen L/K zu
konstruieren, in denen bestimmte Polynome in K[z] Nullstellen besitzen. Ein Beispiel ist der
Erweiterungskorper C = R(i) = R[z]/(z* + 1), der historisch vor allem durch den Wunsch
motiviert war, eine Nullstelle fiir das Polynom z? + 1 zu konstruieren. Nimmt man diesen
Standpunkt ein, so ergeben sich direkt die folgenden Fragen:

e Existiert zu einem gegebenen Korper K und einem (nicht-konstanten) Polynom p € K|z]
eine Korpererweiterung L/ K, so dass das Polynom p eine Nullstelle in L besitzt bzw. iiber
L in Linearfaktoren zerfallt?

e Wenn ja, gibt es eine kleinstmogliche Korpererweiterung L/K mit diesen Eigenschaften?
In welchem Sinn ist diese eindeutig?

e Existiert zu einem gegebenen Korper K eine Korpererweiterung L/K, so dass in L alle
Polynome p € K|z| eine Nullstelle besitzen bzw. in Linearfaktoren zerfallen?

e Wenn ja, ist diese eindeutig und in welchem Sinn?

Offensichtlich ist die erste Frage in dieser Liste am einfachsten zu beantworten. Um zu ei-
nem gegebenen nicht-konstanten Polynom p € K[z] einen Erweiterungskorper L von K zu
konstruieren, in dem dieses Polynom eine Nullstelle besitzt, gehen wir von dem Beispiel

C = R(i) = R[z]/(2* + 1) und Beispiel aus und konstruieren den Kérper L durch Rest-
klassenbildung im Polynomring K|z].

Satz 1.4.1: (Satz von Kronecker)

Sei K ein Korper und p € K|z| ein nicht-konstantes Polynom. Dann existiert eine Kérpererwei-
terung L/K mit [L : K] < deg(p), so dass p in L eine Nullstelle hat.

Beweis:

Ist p € K[z] irreduzibel, so kénnen wir L = KJz|/(p) wahlen. Denn L = KJz|/(p) ist
ein Erweiterungskorper von K mit [L : K] = deg(p), und p ist nach Beispiel 2. das
Minimalpolynom von Z € L, also p(Z) = 0. Ist p reduzibel, so lésst sich p als endliches Produkt
p = fi--- fn irreduzibler Polynome fi, ..., f,, € K[z] schreiben, und man kann L = Klx]/(f;)
fir ein 7 € {1,...,n} wihlen. O

Statt eines einzelnen Polynoms kann man auch die Menge aller Polynome in K|[x] betrachten
und versuchen, einen Erweiterungskorper L von K zu konstruieren, in dem jedes nicht-konstante
Polynom in Klz] eine Nullstelle hat. Dieses Problem ist offensichtlich geldst, wenn man einen
Erweiterungskorper L von K finden kann, in dem sogar jedes nicht-konstante Polynom in
L[z] eine Nullstelle hat. Solche Korper | bezeichnet man als algebraisch abgeschlossen. Ist
ein algebraisch abgeschlossener Korper L zusétzlich ein algebraischer Erweiterungskorper eines
Korpers K, so bezeichnet man ihn als algebraischen Abschluss von K.

Definition 1.4.2: Ein Korper L heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-
konstante Polynom p € L[x] eine Nullstelle in L hat. Ein algebraisch abgeschlossener Er-
weiterungskorper L eines Korpers K heifit algebraischer Abschluss von K, wenn L/K eine
algebraische Korpererweiterung ist.
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Bemerkung 1.4.3:

1. Ein Koérper K ist algebraisch abgeschlossen genau dann, wenn jedes nicht-konstante Poly-
nom p € K[z] in Linearfaktoren zerfillt oder, dazu dquivalent, jedes irreduzible Polynom
p € K[z] linear ist (Aufgabe [L§)).

2. Man kann auch zeigen, dass ein Korper K genau dann algebraisch abgeschlossen ist,

wenn er keinen echten algebraischen Erweiterungskorper L besitzt, oder, dazu dquivalent,
keinen echten Erweiterungskérper L mit [L : K] € N. (Aufgabe [L8).

3. Ist L/K algebraisch, so folgt mit Aufgabe , dass jeder algebraische Abschluss von L
auch ein algebraischer Abschluss von K ist.

4. Der algebraische Abschluss A(L/K) = {a € L : aalgebraisch iiber K} eines Korpers K
in eimem FErweiterungskorper L aus Lemma [1.3.7] ist im allgemeinen kein algebraischer
Abschluss von K. So hat z. B. das Polynom z? + 1 im algebraischen Abschluss A(R/Q)
von Q in R keine Nullstelle.

5. Ist L ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper von K, so ist A(L/K) ein alge-
braischer Abschluss von K. Denn jedes nicht-konstante Polynom p € A(L/K)[z] C L[z]
hat dann eine Nullstelle @ € L. Da diese algebraisch iiber A(L/K) ist und A(L/K) alge-
braisch iiber K, ist o nach 4. auch algebraisch iiber K und damit in A(L/K) enthalten.

Beispiel 1.4.4:

1. Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen, denn nach dem Fundamentalsatz der Algebra
hat jedes nicht-konstante Polynom p € Clz] eine Nullstelle in C. Der Korper C ist ein
algebraischer Abschluss von R, denn wegen C = Rz]/(z? 4 1) ist C/R algebraisch.

2. C ist kein algebraischer Abschluss von Q, denn C/Q ist keine algebraische Korper-
erweiterung. Schon der Zwischenkorper R C C enthélt die {iber QQ transzendenten Ele-
mente e, 7.

Offensichtlich ergibt sich aus der Definition des algebraischen Abschlusses und den betrachteten
Beispielen die Frage nach der Existenz eines algebraischen Abschlusses fiir einen gegebenen
Korper. Dies ist die Aussage des Satzes von Steinitz, der allerdings eine reine Existenzaussage
und keine explizite Beschreibung des algebraischen Abschlusses liefert.

Satz 1.4.5: (Satz von Steinitz) Jeder Korper K besitzt einen algebraischen Abschluss.

Beweis:

Die Beweisidee ist es, die Menge aller algebraischen Erweiterungskoérper von K zu betrachten,
und mit Hilfe des Zornschen Lemmas zu zeigen, dass diese ein maximales Element besitzt.
Dann zeigt man, dass dieses maximale Element ein algebraischer Erweiterungskérper von K
und ausserdem algebraisch abgeschlossen ist.

1. Wir zeigen: es existiert ein maximaler iiber K algebraischer Erweiterungskorper M von K.

Zunichst existiert eine iiberabzihlbare Menge S mit K € S und |K| < |5] E| Ist K unendlich,
so kann man wegen |K| < |P(K)| ndmlich die Potenzmenge S = P(K) wihlen, ist K endlich,

2Die Schreibweise |A| < |B|, |A| < |B| etc fiir Mengen A, B bezieht sich auf die Kardinalititen. |A| < |B|
heisst, dass eine injektive Abbildung f : A — B existiert, |A| < |B|, dass eine injektive, aber keine surjektive
Abbildung f : A — B existiert. Insbesondere ist die Abzihlbarkeit einer Menge A #quivalent zu |A| = |N| und
die Uberabzihlbarkeit zu |N| < |A|
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so kann man z. B. S = K UR wiéhlen. Sei
M = {L € S: L Erweiterungskorper von K, L/K algebraisch}.

Wegen K € M ist M # 0, und L < L' < L C L' Teilkorper definiert eine Ordnungsrelation
auf 9 (d. h. < ist transitiv, reflexiv und antisymmetrisch).

Wir zeigen: Jede total geordnete Kette in M hat eine obere Schranke in 9. Sei dazu € # () eine
total geordnete Kette in (9, <) und T":= {J, ., L. Dann existiert zu «, 3 € 1" ein algebraischer
Erweiterungskorper L € € von K mit o, € L. Durch a + 8 := a4+ B, a - f := a -1 B erhalt
man zwei Verkniipfungen auf 7', die unabhéngig von der Wahl von L sind. Denn fiir jedes L' € ¢
mit o, 8 € L' gilt L < L' oder ' < L und somit stimmen die Addition und Multiplikation
auf L N L' iiberein. Durch direktes Nachrechnen der Axiome ergibt sich, dass 7" mit diesen
Verkniipfungen ein Korper ist. Ausserdem ist 7' C S per Definition ein Erweiterungskorper von
L fiir jedes L € ¢. Da alle L € ¢ algebraisch sind, ist auch 7'/ K algebraisch (Aufgabe und
damit 7" € 9. Also ist T" € 9 eine obere Schranke von €, und mit dem Zornschen Lemma
folgt, dass (9, <) ein maximales Element M besitzt.

2. Wir zeigen: M ist algebraisch abgeschlossen.

Angenommen nicht. Dann existiert nach Bemerkung ein algebraischer Erweiterungskorper
M C M'. Wir zeigen, dass dieser isomorph zu einem Element von S ist. Da nach Voraussetzung
S tiberabzihlbar und | K| < |S] ist, muss fiir die Kardinalitéten gelten

[M'\ M| < [M'] < |S] =[5\ M].

Die Ungleichung |M’| < |S| folgt dabei aus den Tatsachen, dass S iiberabzéhlbar und M’/ K
eine algebraische Korpererweiterung ist. Denn fiir jede algebraische Korpererweiterung M’/ K
ist |[M'| = |K| < |S], falls K unendlich ist, und |M’'| < |N| < |S] falls K endlich ist. Dies
ergibt sich aus der Tatsache, dass die Menge B aller normierten irreduziblen Polynome in K|[z]
abzéhlbar ist, falls K endlich ist, und [B| = |K] ist, falls K unendlich ist. Die Gleichung
|S] =15\ M| folgt aus |S| = |(S\ M)U M| =[S\ M|+ |M| =max{|S \ M|, | M|} zusammen
mit der Aussage, dass fiir die algebraische Korpererweiterung M /K gilt |[M| = |K| < |S| oder
|M] = IN| < [5].

Da |M'\ M| < |S\ M| gilt, existiert eine injektive Abbildung ¢ : M’ — S mit ¢|y = idy,.
Definiert man auf ¢(M’) die Verkniipfungen

o(a) +o(B) = dla+B)  ola) d(B)=d(a-B)  Va,5 €M,

so wird ¢ : M’ — ¢(M’) ein Korperisomorphismus und ¢(M’)/M ein echter algebraischer
Erweiterungskorper von M. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitét von M, und somit ist M

algebraisch abgeschlossen. Da M /K ausserdem nach 1. algebraisch ist, ist M ein algebraischer
Abschluss von K. O

Da der algebraische Abschluss eines gegebenen Korpers sehr kompliziert und schwer zu beschrei-
ben sein kann, beschrinkt man sich oft auf die Betrachtung von Koérpererweiterungen L/K,
in denen bestimmte Polynome in Kz] in Linearfaktoren zerfallen. Diese Korpererweiterungen
mochte man so effizient wie moglich wéhlen, d. h. den kleinsten Erweiterungskorper von K
betrachten, fiir den dies der Fall ist. Dies fiihrt auf das Konzept des Zerféallungskorpers.
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Definition 1.4.6: Sei K ein Korper und A C K|[z]. Ein Erweiterungskorper L von K heift
Zerfallungkorper von A iiber K, wenn:

1. Jedes Polynom p € A iiber L in Linearfaktoren zerfallt
2. L aus K durch Adjunktion von Nullstellen von Polynomen p € A entsteht.

Beispiel 1.4.7:

1. Das Polynom f = z* — 22 € Q[z] hat in R die Nullstellen £+/2, 0. Also ist Q(v/2) =
Qlx]/(2? — 2) der Zerfillungskorper von p.

2. Ist L/K eine Korpererweiterung und f = z? + bx + ¢ € Klz] irreduzibel mit einer
Nullstelle a € L, so ist K(a) C L der Zerfillungskorper von f, denn in K («) 148t sich
der Linearfaktor x — « abspalten, also f = ¢(z — @) mit ¢ € K(«)[z] und ¢ ist linear.

3. Wir betrachten f = 2%’ + 1 € F,[z] fiir p € N prim.

Da F,[z] ein Integritiatsbereich mit char(F,[z]) = char(IF,) = p # 0 ist, ist nach einem
Ergebnis aus der Vorlesung Algebra die Frobeniusabbildung F, : F,[z] — F,[z], x — 2P
ein injektiver unitérer Ringhomomorphismus mit (a + b)? = a? + b” fiir alle a,b € F,[].
Also folgt f = 2 +1 = (22 + 1)?, und der Zerfillungskérper von f ist isomorph zu
Ry fa]/(z? £ 1).

Direkt aus der Definition ergeben sich ausserdem die folgenden Aussagen iiber Zerfallungs-
korper, deren Beweis eine gute Ubung ist.

Bemerkung 1.4.8: Ist L ein Zerfallungskorper von A C K|z] iiber K, so gilt:

1. Kein echter Zwischenkorper K C E C L ist ein Zerfallungskorper von A.
2. L/K ist algebraisch.

3. Ist A= {p1,....,pn} mit p; € K[z], so ist L ein Zerfillungskorper von ¢ = p; - - - p,, und
jeder Zerfallungskorper von q ist ein Zerfallungskérper von A.

4. Fiir A = {p} mit deg(p) = n folgt [L : K]|n!, insbesondere also [L : K| < nl.

Wie auch beim algebraischen Abschluss, stellt sich natiirlich die Frage nach der Existenz eines
Zerfallungskorpers fiir einen Korper K und eine Teilmenge A C K[z]. Dieser 1afit sich mit Hilfe
eines algebraischen Abschlusses K konstruieren, indem man in der Korpererweiterung K /K
die Menge der Nullstellen von Polynomen in A zu K adjungiert.

Satz 1.4.9: Jede Teilmenge A C K|x] hat einen Zerféllungskorper. Jeder Erweiterungskorper
L von K, iiber dem jedes Polynom aus A zerfillt, enthélt genau einen Zerfallungskorper von
A.

Beweis:

Ist L/K eine Korpererweiterung, so dass jedes Polynom p € A iiber L zerfillt, so folgt
K(N4) C L, wobei Ny ={a € L:3pec A:p(a) =0} die Menge der Nullstellen von Polyno-
men p € A bezeichnet. Der Kérper K(N4) ist dann ein in L enthaltener Zerfallungskérper von
A. Nach den Satz von Steinitz (Satz [1.4.5) besitzt K einen algebraischen Abschluss K, iiber

25



dem jedes Polynom p € A zerfiillt. Also kann man L = K wihlen. Die Eindeutigkeit ergibt
sich aus Bemerkung [1.4.8] 1. O

Insbesondere 148t sich mit Hilfe dieses Satzes der Zusammenhang zwischen Zerfallungskorpern
und algebraischen Abschliissen kldaren. Die Definitionen legen nahe, dass ein algebraischer
Abschluss eines Korpers K ein Zerfdllungskorper von A = KJz| ist, und umgekehrt ein
Zerfallungskorper von K[z]| auch ein algebraischer Abschluss von L ist. Dass dies tatséchlich
zutrifft, zeigt das folgende Lemma.

Lemma 1.4.10: FEin Erweiterungskorper L von K ist ein algebraischer Abschluss von K
genau dann, wenn er ein Zerfallungskérper von K|x] ist.

Beweis:

Ist L ein algebraischer Abschluss von K, so enthdlt L nach Satz [[.4.9 genau einen
Zerfallungskorper E von K|[z]|. Da fiir jedes o € L das Minimalpolynom von « in K iiber E
zerfallt, folgt £ = L. Ist umgekehrt L ein Zerfallungskorper von K([z], so ist nach Bemerkung
ein algebraischer Abschluss L von L auch ein algebraischer Abschluss von K und somit
ein Zerfallungskorper von K. Damit folgt mit Satz L=L. O

Nachdem wir die Existenz von Zerfallungskoérpern und ihren Zusammenhang mit dem Begriff
des algebraischen Abschlusses geklart haben, widmen wir uns nun der Frage nach der Ein-
deutigkeit von Zerfiallungskorpern. Wie auch bei anderen Klassifikationsproblemen ist es hier
sinnvoll, die Frage der Eindeutigkeit nur “bis auf Isomorphie” zu kldren. Dazu benétigt man
zunéchst ein brauchbares Konzept von Isomorphismen von Korpererweiterungen.

Eine naheliegende Idee ist es, diese als Isomorphismen ¢ : L — L’ der Erweiterungskorper
zu definieren, die den Grundkorper K festlassen. Analog definiert man auch Monomorphis-
men und Automorphismen von Korpererweiterungen. Zur Unterscheidung von allgemeinen
Korperisomorphismen (Kérpermonomorphismen, Korperautomorphismen), die die letzte Be-
dingung nicht erfiillen, bezeichnet man diese als K-Isomorphismen (K-Monomorphismen, K-
Automorphismen).

Definition 1.4.11: Seien L/K, L'/K Korpererweiterungen. Ein Kérpermonomorphismus
(Korperisomorphismus, Kérperautomorphismus) ¢ : L — L’ mit ¢|x = idx heifit K-Mono-
morphismus oder K-Monomorphismus (K-Isomorphismus, K-Automorphismus).

Bemerkung 1.4.12:

1. Sind L, L', L” Erweiterungskorper eines Koérpers K und ¢ : L — L' und ¢ : L' — L”
K-Monomorphismen, so ist auch ¢ o ¢ : L — L" ein K-Monomorphismus.

2. Die K-Automorphismen einer Korpererweiterung L/K bilden eine Untergruppe
der Automorphismen-Gruppe Aut(L), die sogenannte Galois-Gruppe I'(L/K) der
Korpererweiterung L/ K.
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Um Korpererweiterungen oder Zerfallungskorper L/K bis auf Isomorphie zu klassifizieren,
miissen wir uns mit der Frage befassen, inwieweit ein K-Monomorphismus ¢ : L — L' durch
seine Werte auf K C L bereits bestimmt ist bzw. auf wie viele verschiedene Weisen sich die
Identitdtsabbildung idyg : K — K zu einem Koérpermonomorphismus L — L’ fortsetzen l1afit.
Hierzu betrachtet man einen etwas allgemeineren Fall, ndmlich die Fortsetzung von Isomor-
phismen ¢ : K — K’ auf Korpererweiterungen L/K und L'/ K. Dies fiihrt auf die sogenannten
Fortsetzungssiétze.

Satz 1.4.13: (Fortsetzungssatz fiir primitive Korpererweiterungen)

Seien L/K und L'/K' Korpererweiterungen, ¢ : K — K’ ein Korperisomorphismus und
b. : Klz] = K'[z], Yp_oaxx® — >0, ¢(ar)z” der zugehorige Ringhomomorphismus aus
Bemerkung [I.1.7] Sei a € L algebraisch mit Minimalpolynom p.

1. Dann existiert zu jeder Nullstelle 8 von ¢.(p) € K'[X] genau ein Kérpermonomorphismus
¢p : K(a) = L' mit ¢g|x = ¢ und ¢g(a) = 5, namlich

¢ﬁ : Zbk&k — Z ¢<bk)ﬂk
k=0 k=0

2. Jeder Kérpermonomorphismus v : K(a) — L' mit ¢|x = ¢ ist von dieser Form.

Beweis:

1. Nach Bemerkung existiert zu § € L' genau ein Ringhomomorphismus @4 : K[z] — L’
mit ®slr = ¢ und Ps(x) = B, ndmlich 5 = evgo ¢, = D0 bpx® — 1 (b)) 5. Ist B
eine Nullstelle von ¢,(p), so gilt ®s(¢) = 0 fiir alle ¢ € (p), und man erhélt einen unitéren
Ringhomomorphismus &5 : K[z]/(p) — L', Sp_obZ® = Sp_, 6(bx)BF mit Oslx = ¢. Da
nach Satz die Evaluation in « einen Isomorphismus év, : K[z]/(p) = K(a), Y p_, bxT" —
Sr_, bea® induziert, ist ¢p = Pgoév,' : K(a) — L' der gesuchte Korpermonomorphismus.

2. Ist umgekehrt ¢ : K(a) — L' ein Kérpermonomorphismus mit ¢|x = ¢, so folgt fiir
alle Polynome ¢ = Y7 byz® € K[z] die Identitdt ¢(> ,_,bra®) = >0, ¢(be)(a)®. Der
Kérpermonomorphismus 1) ist also durch ¢ und = () eindeutig bestimmt. Ausserdem gilt
0=1(0) =¢(pla)) =31y axt(a)* = >°1_, ap ¥, und somit ist 3 eine Nullstelle von ¢, (p). O

Im Fall von Erweiterungskorpern L, L', die Zerfallungskorper von Polynomen in K[z] sind, 148t
sich aus diesem Satz noch eine deutlich stirkere Aussage gewinnen, die es uns erlauben wird, die
Eindeutigkeit von Zerfallungskorpern zu beweisen. Der Beweis benutzt das Zornsche Lemma.

Satz 1.4.14: (Fortsetzungssatz fiir Zerfillungskérper)

Sei ¢ : K — K’ ein Korperisomorphismus und ¢, : Kz] — K’[z] der induzierte Ringho-
momorphismus aus Bemerkung [I.1.7] Ist L ein Zerfillungskérper von A C K[z] iiber K und
L’ ein Zerfallungskorper von A" = ¢,(A) tiber K’ so kann ¢ zu einem Kérperisomorphismus
Y L — L' mit ¢|g = ¢ fortgesetzt werden.

Beweis:
1. Sei M = {Monomorphismen ¢ : F' — L' : K C F C L Zwischenkorper, ¢|x = ¢}. Fiir zwei
Monomorphismen ¢ : F' — L', x : G — L’ setzen wir x < 1, wenn % eine Fortsetzung von y
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ist, d. h. G C F und 9| = x. Dies definiert eine Ordnungsrelation auf M, und wegen ¢ € 9
ist M # (. Wir zeigen, dass jede total geordnete Kette € in (91, <) eine obere Schranke besitzt.
Mit dem Zornschen Lemma folgt dann, dass (901, <) ein maximales Element besitzt, also einen
Monomorphismus ¢ : F' — L’ fiir einen Zwischenkérper K C F' C L mit ©|x = ¢, so dass fiir
jeden weiteren Monomorphismus x : G — L' mit x|x = ¢ gilt G C F und ¥|g = x.

2. Jede total geordnete Kette € in (91, <) besitzt eine obere Schranke:

Dazu setzen wir E := [J,.Def(c), wobei Def(¢) = F den Definitionsbereich eines
Kérpermonomorphismus o : F — L' bezeichnet. Dann ist E ein Zwischenkorper von L/K.
Wir definieren nun eine Fortsetzung x : £ — L' von ¢ durch die Vorschrift y(a) = o(«) fiir
o € Fund o : FF — L'. Dies ist unabhéngig von der Wahl von o, denn ist 7 : G — L' in ¢
ein weiterer Monomorphismus in € mit a € G, so folgt 0 < 7 und damit F' C G, 7|r = o oder
7 < o und damit G C F, o|g = 7. Also erhalten wir eine injektive Abbildung x : E — L' mit
X|x = ¢. Wir zeigen, dass x : E — L' ein Kérpermonomorphismus ist. Seien dazu «, 8 € E.
Da ¢ eine Kette ist, existiert zu o, 8 € Eein 7 : G — L' in £ mit o, § € G, und es folgt

x(a+p) = 1(a+f) = () +7(8) = x()+x(8), x(a-f) = 7(a-f) = 7()-7(8) = x(@)-x(5)-

Damit ist x : £ — L’ ein Kérpermonomorphismus mit x|x = ¢ und somit eine obere Schranke
von &.

3. Mit dem Zornschen Lemma folgt, dass (901, <) ein maximales Element ¢ : I — L' besitzt.
Es reicht dann, zu zeigen, dass F' = L und ¢(L) = L’ gilt:

Sei dazu p € Aund a € L mit p(a) = 0. Dann zerfillt das Bild v, (m,, k) des Minimalpolynoms
von « in L/ und somit hat . (m, i) eine Nullstelle in L'. Mit Satz folgt, dass sich 1 zu
einem Monomorphismus ¢ : F'(a) — L’ fortsetzen 148t. Aus der Maximalitit von v folgt dann
direkt F'(a) C F, also o € F und damit F' = L.

Da p iiber L zerfallt, 148t es sich schreiben als p = ¢(z — a;) -+ (x — a,,) mit ¢, aq,...,a, € L.
Sein Bild ist gegeben durch ¥, (p) = ¥ (c)(x — ¥ (ar)) - -+ (x — ¥ (an)). Also enthélt ¥(F) = (L)
einen Zerfallungskorper von 1,(A) iiber K’ und mit Satz folgt (L) = L'. O

Betrachtet man diesen Fortsetzungssatz nun fiir den Spezialfall K = K’ und ¢ = id, so erhélt
man direkt eine Eindeutigkeitsaussage fiir Zerfallungskorper und damit auch fiir algebraische

Abschliisse, die nach Lemma [1.4.10 ja gerade die Zerfallungskoérper von A = K|[z] sind.

Korollar 1.4.15:

1. Zerfallungskorper sind eindeutig bis auf Isomorphie: Ist K ein Korper und sind L, L'
Zerfallungskorper einer Menge A C K|z], so existiert ein K-Isomorphismus ¢ : L — L.

2. Zwei algebraische Abschliisse L,L’ von K sind K-isomorph, d. h. es existiert ein
Korperisomorphismus ¢ : L — L' mit ¢|x = idk.

Ein weiterer wichtiger Spezialfall ergibt sich, wenn man in Satz[1.4.14]fiir den Kérper L’ einen al-
gebraisch abgeschlossenen Korper wihlt. Denn in diesem Fall enthélt L’ einen Zerfallungskorper
von ¢, (K[z]). Damit 148t sich dann ein Koérperisomorphismus ¢ : K — K’ auf algebraischen
Abschluss von L fortsetzen und damit insbesondere auf L selbst.
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Satz 1.4.16: (Fortsetzungssatz fiir K-Monomorphismen in algebraisch abgeschlos-
sene Korper)

Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann ist jeder K-Monomorphismus ¢
K — M in einen algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper M von K zu einem K-
Monomorphismus ¢ : L — M fortsetzbar.

Beweis:

Sei ¢ : K — M ein K-Monomorphismus und L ein algebraischer Abschluss von L. Dann ist
L nach Bemerkung auch ein algebraischer Abschluss von K und nach Lemma ein
Zerfallungskorper von K|[z] iiber K. Nach Satz enthélt M einen Zerfillungskirper E von
¢(K)[x] tiber ¢(K). Mit Satz zur Fortsetzung von Isomorphismen auf Zerfallungskorper
folgt, dass sich ¢ zu einem K-Isomorphismus ¢ : L — E fortsetzen laBt, und |, : L — E C M
ist der gesuchte K-Monomorphismus. O

1.5 Normale und separable Koérpererweiterungen

Wie sich in der Vorlesung und in den Ubungen bereits gezeigt hat, folgt fiir ein Polynom
p € Klz|, das eine Nullstelle in einem Erweiterungskérper L von K besitzt, nicht automatisch,
dass es iiber L in Linearfaktoren zerfillt. Ist L ein Zerfallungskorper einer Teilmenge A C K [x],
so gilt dies sicherlich fiir alle Polynome p € A, aber nicht jede algebraische Korpererweiterung
L/K ist Zerfallungskorper einer Teilmenge A C K|[z]. Kérpererweiterungen dieser Art haben
besonders schone Eigenschaften und erhalten daher einen eigenen Namen. Sie heissen normale
Korpererweiterungen und lassen sich auch {iber das Verhalten von K-Monomorphismen L — L
charakterisieren.

Satz 1.5.1: Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung und L ein algebraischer Abschluss
von L. Dann sind dquivalent:

(i) L ist Zerfallungskorper einer Teilmenge A C K|[x].
(ii) Jeder K-Monomorphismus ¢ : L — L erfiillt ¢(L) = L.
(iii) Jedes irreduzible Polynom p € K[z] mit einer Nullstelle in L zerfallt tiber L.

Eine algebraische Korpererweiterung L/K, die eine dieser Bedingungen erfiillt, heilt normal.

Beweis:

(i)= (ii):

Sei ¢ : L — L ein K-Monomorphismus und « € L eine Nullstelle von p = Shparat € A.
Dann ist wegen 0 = ¢(0) = ¢(p(a)) = > _, axp(a)” auch ¢(a) eine Nullstelle von p und liegt
nach (i) in L. Also erhélt ¢ die Nullstellenmenge Ny = {a € L : Jp € Amitp(a) = 0}. Da
nach (i) L ein Zerfallungskorper von A ist und somit L = K(Ny), folgt ¢(L) = L.

(il)= (iii):
Sei p € Klx] ein irreduzibles Polynom mit einer Nullstelle &« € L und § € L eine beliebige Null-
stelle von p in L. Dann existiert nach dem Fortsetzungssatz fiir primitive Korpererweiterungen

(Satz [1.4.13) ein K-Monomorphismus ¢ : K(a) — L mit ¢(a) = f, und dieser ist nach

Satz [1.4.16| zu einem K-Monomorphismus ¢ : L — L fortsetzbar. Nach Voraussetzung (ii) ist
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B = ¢(a) € ¢(L) = L. Also liegen alle Nullstellen 5 € L von p in L, und p zerfillt iiber L in
Linearfaktoren.

(iil)=(1):
Nach (iii) zerféllt fiir jedes Element o € L das Minimalpolynom m,, x iiber L und somit ist L
Zerfallungskorper von A = {m, i : « € L}. O

Beispiel 1.5.2:

1. Quadratische Korpererweiterungen L/K sind normal. Denn jedes irreduzible Polynom
p € K[z| mit einer Nullstelle « € L hat den Grad deg(p) = 2 und zerfillt somit iiber L
in Linearfaktoren.

2. Ist K ein algebraischer Abschluss von K, so ist K /K normal, denn K ist nach Lemma

1.4.10| ein Zerféllungskorper von K[z].

3. Die Korpererweiterung Q(+v/2)/Q ist nicht normal. Das Polynom p = 2 — 2 hat die
Nullstelle /2 in L, zerfillt aber iiber Q(+v/2) nicht in Linearfaktoren, denn die anderen
beiden komplexen Nullstellen v/2¢2™/3 und +v/2¢*™/3 von p sind nicht in Q(+/2) enthalten.

Durch Ubergang zum algebraischen Abschluss einer algebraischen Korpererweiterung L/K
erhdlt man also immer eine normale Korpererweiterung iiber K, die L als Zwischenkorper
enthélt. Im Allgemeinen mochte man dies aber nicht tun, sondern mit moglichst kleinen nor-
malen Korpererweiterungen von K arbeiten, die L als Zwischenkorper enthalten. Eine offen-
sichtliche Idee, um eine solche Korpererweiterung zu konstruieren, ist es, alle Nullstellen von
Polynomen p € Klz| zu L zu adjungieren, die eine Nullstelle in L besitzen. Dies liefert die
sogenannte normale Hiille von L/K.

Lemma 1.5.3: Zu jeder algebraischen Korpererweiterung L/K existiert ein Erweite-
rungskorper N von L, so dass N/K normal ist und kein echter Zwischenkoérper L C £ C N
mit /K normal existiert. Der Erweiterungskorper N ist eindeutig bis auf K-Isomorphie und
heifit normale Hiille von L/K.

Beweis:

1. Existenz: Ist L/K eine algebraische Korpererweiterung, so ist fiir den Zerfallungskérper N
der Menge A = {p € K[z] : dJa € Lmitp(a) = 0} die Kérpererweiterung N/K normal nach
Satz (i). Nach Satz (iii) gilt fiir jeden Zwischenkoérper L C E C N mit F/K normal
E = N. Also besitzt jede algebraische Korpererweiterung L/K eine normale Hiille N.

2. Eindeutigkeit: Sind N, N’ zwei normale Hiillen von L/K, so folgt aus der Eindeutigkeit der
Zerfallungskorper (Korollar [1.4.15)), dass N und N’ K-isomorph sind. O

Beispiel 1.5.4: Nach Beispiel 3. ist die Korpererweiterung Q(+/2)/Q nicht normal.
Ihre normale Hiille ist Q(ﬁ, e2mi/ 3), denn diese enthélt alle Nullstellen des Minimalpolynoms
p = 2% — 2 von v/2 iiber Q, und wegen [Q(3/2,¢*/3) : Q(3/2)] = 2 existiert kein echter
Zwischenkorper, iiber dem p in Linearfaktoren zerfillt.
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Durch Ubergang zur normalen Hiille kénnen wir also zu jeder algebraischen Kérperweiterung
L/K eine normale Korpererweiterung N/ K mit Zwischenkorper K C L C N konstruieren. Hat
ein iiber K irreduzibles Polynom p € K[z] dann eine Nullstelle in L, so zerféllt p iiber NV bereits
in Linearfaktoren, 148t sich als als

p=(r—a)" - (x—ay)" mit aq, ..., o, € L paarweise verschieden, nq,...,n,, € N

schreiben. Hierbei sind fiir jede Nullstelle oy zwei Félle zu unterscheiden, namlich n, = 1
(einfache Nullstelle) und n, > 1 (mehrfache Nullstelle). Es wird sich zeigen, dass normale
Korpererweiterungen besonders schone Eigenschaften besitzen, wenn die Nullstellen der zu-
gehorigen Polynome p € A C KJz| in L alle einfach sind. Wir werden sehen, dass dies fiir
Korper der Charakteristik 0 stets der Fall ist, nicht aber fiir Kérper der Charakteristik p mit
p € N prim. Wir miiss en uns dazu zunéchst genauer mit der Vielfachheit von Nullstellen von
Polynomen p € K[x] beschéftigen.

Definition 1.5.5: Sei L/K eine Korpererweiterung und p € K[z]*. Ein Element o € L heifit
m-~fache Nullstelle bzw. Nullstelle der Vielfachheit m von p, wenn ein Polynom ¢ € K|[x] mit
p = (r—a)"q und ¢(«a) # 0 existiert. Fiir m = 1 spricht man von einer einfachen Nullstelle
fiir m > 1 von einer mehrfachen Nullstelle.

Der Nachteil dieser Definition ist, dass man das Polynom ¢ etwa mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus oder mit Polynomdivision explizit bestimmen muss, um die Vielfachheit einer
Nullstelle angeben zu konnen. Aus der Analysis ist ein niitzliches Kriterium bekannt, die die
Vielfachheit von Nullstellen einer stetig differenzierbaren Funktion f : R — R durch die Ab-
leitung von f an der Nullstelle charakterisiert. Eine Nullstelle v einer solchen Funktion f ist
niamlich genau dann einfach, wenn f’(a) # 0. Die aus der Analysis bekannte Definition von
Ableitungen iiber die Grenzwerte von Differenzenquotienten lafit sich natiirlich nicht einfach
auf beliebige Korper iibertragen. Da wir aber nicht allgemeine Funktionen f : K — K sondern
Polynome betrachten, konnen wir Ableitungen formal, iiber die aus der Analysis bekannten
Formeln fiir die Ableitungen von Polynomen definieren.

Definition 1.5.6: Sei K ein Korper. Die algebraische Ableitung oder formale Ableitung
eines Polynoms und p = Y} _ a,2* € K|z] ist das Polynom

n
p = g kagax* .
k=1

Bemerkung 1.5.7: Man zeigt leicht, dass fiir die formale Ableitung die {iblichen Ablei-
tungsregeln gelten. Alle Polynome p, ¢ € K|x] erfiillen die:

1. Summenregel: (p + ¢)'(z) = p'(z) + ¢ (x),
2. Produktregel: (pq)'(z) = p'(z)q(z) + p(z)¢ (2),
3. Kettenregel: (poq)(z) = p'(¢(x))d ().

Mit Hilfe der formalen Ableitung erhalten wir einfache Kriterien, um die Vielfachheit von
Nullstellen von Polynomen p € K|[z]| zu charakterisieren.
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Lemma 1.5.8: Sei L/K eine Korpererweiterung, so dass p € K|x] tiber L zerfillt. Dann gilt:

1. Ein Element o € L ist genau dann eine mehrfache Nullstelle von p, wenn p(a) = p/(«) = 0.

2. Das Polynom p € K|z| hat genau dann mehrfache Nullstellen in L, wenn p und p’ einen
nicht-konstanten gemeinsamen Teiler in K [x] haben.

3. Ist p irreduzibel iiber K, so hat p genau dann mehrfache Nullstellen in L, wenn p’ = 0.

Beweis:

1. Ist @ € L eine mehrfache Nullstelle von p, so existiert ein m € N, m > 1 mit p = (r—«)™q in
L[z]. Mit der Produktregel folgt p’ = m(z — )" ¢+ (x — a)™¢ = (z — @)™ 1 (mg+ (x — a)¢)
und damit p'(a) = 0. Ist « € L eine einfache Nullstelle von p in L[z], so folgt p = (z — a)q mit
q(a) # 0 und damit p'(a) = q(a) + (o — )¢ = q(«a) # 0.

2. Sind p, p’ teilerfremd in K[z], so existieren Polynome r,s € K|[x] mit rp 4+ sp’ = 1. Fiir alle
a € L mit p(a) = 0 folgt 1 = r(a)p(a) + s(a)p' (o) = s(a)p(a) und damit ist p'(a) # 0.
Nach 1. hat p somit keine mehrfache Nullstelle. Haben p,p’ dagegen einen nicht-konstanten
gemeinsamen Teiler d € K|z], so hat d eine Nullstelle @ € L und somit (z — «)|d. Es folgt
(x — a)|p, p’ uns somit p'(a) = p(a) = 0. Nach 1. ist & dann eine mehrfache Nullstelle von p.

3. Sei p irreduzibel iiber K. Dann ist jeder nicht-konstante gemeinsame Teiler d von p,p’ von
der Form d = ¢p mit ¢ € K*. Daraus ergibt sich deg(d) = deg(p) = deg(p’) + 1, und aus d|p’
folgt p’ = 0. Umgekehrt folgt aus p’ = 0, dass jede Nullstelle & € L einen nicht-konstanten
Teiler d von p und p’ liefert. Mit 2. folgt die Behauptung. O

Beispiel 1.5.9:

1. Das Polynom p = x* —3z+2 € Q[z] hat wegen p = (z —1)?(z+2) die zweifache Nullstelle
1 und die einfache Nullstelle 2.

2. Das Polynom p = 2% + 222 + . + 2 = (z — 1)(2? + 1) € F3[z] hat eine einfache Nullstelle
in 1, denn das Polynom ¢ = 2% + 1 hat keine Nullstelle in Fs5. Wegen ¢’ = 2z # 0 und
der Irreduzibilitdt von ¢ folgt mit Lemma [1.5.8] dass p keine mehrfachen Nullstellen in
seinem Zerfallungskoérper haben kann.

3. Sei K = Q(F,[z]) der Korper der rationalen Funktionen iiber F, mit p € N prim. Dann
ist das Polynom ¢ = y? — 2 € K|[y| nach dem Eisenstein-Kriterium irreduzibel, denn
das Polynom z ist ein Primelement in F,[z]. Das Polynom ¢ hat wegen ¢’ = py?~' = 0
mehrfache Nullstellen in seinem Zerféllungskorper.

Hat ein Polynom p € K[z| nur einfache Nullstellen in einem Erweiterungskérper L von K, so
liegen seine Nullstellen separat, d. h. verschiedene Nullstellen fallen nicht zusammen. Aus diesem
Grund bezeichnet man ein solches Polynom als separabel. Ebenso erhalten wir iiber das Mini-
malpolynom ein Konzept von Separabilitét fiir algebraische Elemente einer Korpererweiterung
und ein Konzept von separablen Korpererweiterungen.

Definition 1.5.10:

1. Ein Polynom p € K|z| heifit separabel , wenn jeder irreduzible Faktor von p nur einfache
Nullstellen in dem Zerféllungskérper von p iiber K hat, und ansonsten inseparabel.
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2.

3.

Ein Element o € L eines Erweiterungskorpers L von K heifit separabel (inseparabel)
iber K, wenn es algebraisch und sein Minimalpolynom m,, x separabel (inseparabel) ist.

Eine Korpererweiterung L/ K heifit separabel , wenn jedes Element aus L separabel iiber
K ist. Eine nicht seperable algebraische Kérpererweiterung nennt man inseparabel.

4. Ein Korper K heifit vollkommen, wenn jedes Polynom p € K[z] und damit jeder alge-

braische Erweiterungskoérper von K separabel ist.

Beispiel 1.5.11:

1.

Jedes Element o € K ist separabel iiber K, da es algebraisch {iber K mit separablem
Minimalpolynom z — « ist.

. Eine algebraische Korpererweiterung ist genau dann separabel, wenn fiir alle o € L das

Minimalpolynom m, k in seinem Zerféllungskorper nur einfache Nullstellen hat.

. Das Polynom p = (2 4+ 1)*(z — 1)(2* + 2® + 2 + x + 1) ist separabel iiber Q, denn seine

irreduziblen Faktoren haben nur einfache Nullstellen. Diese sind =i fiir 22 + 1, 1 fiir x — 1
und e>™*/° k€ {1,2,3,4} fiir 2* + 2% + 22 + 2+ 1.

4. Sind p, ¢ € K|x] separabel iiber K, so auch p - q.

5. Man kann zeigen, dass die Eigenschaft separabel transitiv ist: Sind F/K und L/E sepa-

rable Korpererweiterungen, so ist auch L/K separabel (siche Aufgabe .

. Sei K ein Korper der Charakteristik p € N, L = Q(K|z]) und E = Q(K[2P]) C L. Dann

ist das Element x € L nicht separabel {iber K. Sein Minimalpolynom ist das Polynom
f=y?—2P € Ely| = K|[z,y], das nach dem Kriterium von Eisenstein irreduzibel iiber K
ist und ausserdem f(x) = 2 — 2P = 0 erfiillt. Dieses Polynom 148t sich iiber L wegen des
Frobeniusmonomorphismus in Charakteristik p aber auch als f = (y—z)? € L[y| = K|z, y]
schreiben und hat somit eine p-fache Nullstelle in L.

Versucht man naiv, inseparable Polynome oder Kérpererweiterungen zu konstruieren, so stellt
man fest, dass dies sehr schwierig ist. Das liegt daran, dass inseparable Korpererweiterungen
eher selten sind und nur iiber Grundkoérpern der Charakteristik p € N mit p prim auftreten
konnen, und - wie wir spéter sehen werden - auch dort nur, wenn der Grundkoérper K bereits
unendlich ist.

Lemma 1.5.12: Sei K ein Korper und L/K eine Korpererweiterung,.

1.

Ist char(K) = 0, so ist jedes Polynom ¢ € K[x] und damit jedes algebraische Element
«a € L separabel iiber K.

Ist char(K) = p € N prim und ¢ € K[z] irreduzibel, so ist ¢ genau dann inseparabel iiber
K, wenn ein r € K[z] mit q(z) = r(zF) existiert, d. h. ¢ ist von der Form ¢ = >"}_ a,a*?
mit a5 € K.

. Ist char(K) = p € N prim, so ist ein algebraisches Element o € L genau dann separabel,

wenn K (o) = K(«).

. Ist char(K) = p € N prim und « € L algebraisch, so existiert ein n € Ny, so dass a?"

separabel iiber K ist.
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Beweis:
1. Ist char(K) = 0 so hat jedes nicht-konstante Polynom ¢ € K{z| eine nicht-verschwindende
Ableitung ¢’ # 0, und die Behauptung folgt aus Lemma [1.5.8] 3.

2. Nach Lemma [1.5.8) 3. ist ein irreduzibles Polynom ¢ = > ,_,axz" € K[z] genau dann
inseparabel, wenn ¢ = >, kazz*' =0, d. h. kay, = 0 fiir alle k € {1, ...,n}. Es folgt a, = 0
fir alle k € N mit p{ k.

3. Ist a € L separabel iiber K, so ist a auch separabel iiber K(a?) C K (o), denn mq, i (ar)|mMa k-
Da « eine Nullstelle von g = 2 — o = (x — )P ist, folgt mg k(ar) = © —a und somit o € K (a?)
und K(a?) = K(a). Ist @ € L dagegen inseparabel, so existiert nach 2. ein ¢ € K[z| mit
Mo = ¢(2P) und damit ¢(a?) = 0. Mit dem Gradsatz folgt [K(a) : K] = deg(ma,x) >
deg(q) > [K(a?) : K] und damit K(a?) # K(«).

4. Induktion iiber degj(«). Die Aussage ist klar fiir degy(a) = [K(«) : K] = 1, denn
dann folgt @ € K und « separabel. Sei die Aussage bewiesen fiir alle Elemente g € L mit
degi(B) < m — 1, und sei @ € L mit degy(a) = m. Ist a separabel iiber K, so wahlt
man n = 0. Ist a inseparabel iiber K, so gilt nach 3. degy(a?) < degg(«), und nach
Induktionsvoraussetzung existiert ein € Ny mit (a?)?" = a??" = """ separabel iiber K. O

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir nun insbesondere die vollkommenen Koérper K charakte-
risieren, fiir die jeder algebraische Erweiterungskorper separabel ist. Dabei stellt sich heraus,
dass es nur sehr wenige unvollkommene Korper geben kann. Insbesondere zeigt der folgende
Satz, dass die Korper R, C, Q sowie alle endlichen Koérper F, mit p € N prim vollkommen sind.

Satz 1.5.13:

1. Jeder Korper der Charakteristik 0 ist vollkommen.

2. Ein Koérper K der Charakteristik p € N prim ist vollkommen genau dann, wenn die
Frobeniusabbildung £}, : K — K, a — o surjektiv ist.

3. Jeder endliche Korper ist vollkommen.

Beweis:

1. Dies folgt direkt aus Lemma [1.5.12] 1.

2. Sei die Frobeniusabbildung F, : K — K surjektiv. Ware K nicht vollkommen, so gébe
es eine algebraische Korpererweiterung mit einem inseparablen Element und somit ein inse-
parables, irreduzibles Polynom ¢ € K|[z]. Nach Lemma [1.5.12] 2. wiirde dann ein Polynom
r=>_oaxx® € K[z] mit g(x) = r(aP) existieren. Wegen der Surjektivitéit der Frobeniusab-
bildung gébe es b, € K mit ar = F,(bx) = b} und somit

was ein Widerspruch zur Irreduzibilitéit von ¢ ist.

Sei nun umgekehrt K vollkommmen. Dann gilt fiir jedes Element o € K und jede Nullstelle
B € L des Polynoms ¢ = 2 — a € K|[z] in einem Zerfallungskorper L von ¢ die Identitét
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q = aP — P = (x — fB)P. Hétte ¢ € K[z] einen irreduziblen Faktor in K|[x] vom Grad > 1, so
hétte dieser also eine mehrfache Nullstelle in L und somit wére ¢ inseparabel. Also ist jeder
irreduzible Faktor von ¢ in K|z] linear, und somit besitzt ¢ eine Nullstelle in K. Also existiert
zu jedem « € K ein f € K mit f? = a und somit ist die Frobeniusabbildung surjektiv.

3. Dies folgt aus 2., da fiir jeden endlichen Korper K die Frobeniusabbildung F, : K — K
injektiv und damit auch surjektiv ist. O

Aus diesem Satz ergibt sich direkt, dass ein nicht vollkommener Kérper K die Charakteristik
char(K) = p € N, p prim, haben und ausserdem unendlich sein muss. Damit ist er insbeson-
dere eine unendliche Kérpererweiterung iiber seinem Primkorper P(K) = F,. Ein natiirlicher
Kandidat fiir eine solche unendliche Kérpererweiterung iiber [F,, ist der Quotientenkorper des
Polynomrings IF,,[z], und es zeigt sich, dass dieser tatséchlich nicht separabel ist. Diese Aussage
gilt allgemeiner fiir den Korper der gebrochen rationalen Funktionen {iber beliebigen Korpern
der Charakteristik p.

Beispiel 1.5.14: (Ein nicht vollkommener Kérper)

Sei K ein Korper mit char(K) = p € Nund L = Q(K[z]) der Kérper der rationalen Funktionen
iiber K. Dann liegt das Element x nicht im Bild der Frobeniusabbildung F}, : L — L, denn aus
= (r/q) mit r = ,_,arz” € K[|, ¢ = >, bpz* € K[z]* folgt

m m p n P n

Zb,ﬂx”kﬂ =x <Z bkxk> =a¢? =rP = (Z akxk> = Z ah P,

k= k=0 k=0

0 k=0

und ein Koeffizientenvergleich zeigt, dass alle Koeffizienten a}, b7 verschwinden. Da aber die
Frobeniusabbildung £, : K — K injektiv ist, folgt p = ¢ = 0, was ein Widerspruch ist. Also
kann z nicht im Bild der Frobeniusabbildung liegen. Somit ist F}, : L — L nicht surjektiv und
nach Satz[L5.13 L nicht vollkommen.

Wir lernen nun einen zentralen Satz kennen, der uns zeigen wird, warum Restklassenkorper
Klz]/(f) mit f € K|x] irreduzibel eine so wichtige Rolle in der Kérpertheorie spielen. Es wur-
de bereits gezeigt, dass jede primitive algebraische Korpererweiterung von dieser Form ist, und
ebenso ist klar, dass eine transzendente Korpererweiterung wegen [K[x]/(f) : K] = deg(f) € N
nie von dieser Form sein kann. Es stellt sich also die Frage, wie sich die primitiven algebraischen
Korperererweiterungen innerhalb der endlichen algebraischen Korpererweiterungen charakteri-
sieren lassen. Mit Hilfe des folgenden Satzes werden wir beweisen, dass jede endliche algebraische
Korpererweiterung von Kérpern der Charakteristik null oder endlichen Korpern F, mit p € N
prim primitiv ist.

Satz 1.5.15: (Satz vom primitiven Element)

Sei L/K eine Korpererweiterung mit L = K(«,dy, ..., 0,), o algebraisch iiber K und 6y, ..., d,
separabel. Dann ist L/K primitiv.

Beweis:
1. Ist K ein endlicher Korper, so ist wegen [L : K| = [K(a, d1,...,d,) : K| € N auch L endlich,
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und somit ist die multiplikative Gruppe (L*, -) nach Bemerkung|1.1.2} 5. zyklisch. Also existiert
ein v € L mit L = K(y).

2. Sei nun K unendlich. Dann reicht es, den Fall n = 1 zu betrachten, und mit einem In-
duktionsargument folgt dann die Behauptung fiir allgemeines n € N. Denn nach Lemma
1.2.15| gilt K(«,dy,...,0,) = K(a,d1,...;0n-1)(0n). Ist die Aussage bereits fiir n — 1 bewie-
sen, so folgt, dass K(«,0d,...,0,_1) primitiv ist, d. h. ein algebraisches Element v € L mit
K(a,01,...,0,_1) = K(v) existiert und somit L = K(v,d,). Mit der Aussage fiir n = 1 folgt
dann die Behauptung.

3.Seialson =1, L = K(a, f) mit « algebraisch, 8 separabel und m,, i, mgs x die Minimalpoly-
nome von «, 3 € L iiber K. Sei M der Zerféllungskorper von ¢ = mq g -mp x, @ = a1, ..., o die
verschiedenen Nullstellen von mq x und 8 = f,..., B die verschiedenen Nullstellen von mg
in L. Ist s = 1, so folgt deg(mgp k) = 1, da (3 eine einfache Nullstelle von mg  ist, und somit
p € K(a). Sei also s > 2.

Existiert ein algebraisches Element v € L mit L = K(«, 8) = K(7), so ist dieses o0BdA von der
Form v = a + b mit b € K*, denn {«, 5} ist eine K-Basis von L und K(cy) = K(v) fiir alle
¢ € K*. Wir wahlen nun b € K \ M, g mit

Mug={(aj—a)(B—B) " :j=1,.,ri=2,..,s}
was wegen K unendlich méglich ist. Dann folgt v = a+b8 ¢ {a; +06, : j=1,...,r1=2,...,s}.

4. Wir zeigen: o, € K(y) und somit L = K(v). Dazu betrachten wir das verscho-
bene Minimalpolynom mg, x(y — bx) € K(v)[z]. Dann existiert ein normiertes Polynom
d € ggT(mpk,Marx(y—bx)) € K(v)[z] und Polynome f,g € K(7)[z] mit

fmg g + gma x(y — bx) = d.

Aus mp () = max(y — b8) = mox(a) = 0 folgt dann d(B) = 0. Ausserdem sind wegen
d|mg i alle Nullstellen von d in M in der Menge {3, B, ..., s} C M enthalten. Da aber fur
i > 2gilt vy — 05 ¢ {a,aqq,...,a,} und somit mq, (v — bB;) # 0, folgt mit d|m, k(v — bx)
auch d(p;) # 0 fiir alle ¢ > 2. Also ist 3 die einzige Nullstelle von d in M. Da m, x und mg k
iiber M zerfallen, zerfillt auch d iitber M und somit d = (x — 8)™ fiir ein m € N. Da aber
dlmgr = (v — B)™|mpr und (3 eine einfache Nullstelle von mg k ist, folgt m = 1. Also gilt
d=xz—p € K(v)[z] und wegen d|mq i (y—bx), mgs i folgt f € K(y) und a = y—b8 € K(v)[z].
O

Da jede endliche Koérpererweiterung nach Korollar [1.3.6] algebraisch ist, erfiillt insbesondere
jede endliche separable Korpererweiterungen die Voraussetzungen von Satz [1.5.15 Dies gilt
insbesondere fiir endliche Korpererweiterungen iiber einem Koérper der Charakteristik null oder
iiber einem Korper [F, mit p € N prim, denn solche Koérpererweiterungen sind nach Lemma

1.5.12| und Satz [1.5.13| stets separabel.

Korollar 1.5.16:

1. Jede endliche separable Korpererweiterung ist primitiv.
2. Jede endliche Erweiterung eines Korpers der Charakteristik null ist primitiv.

3. Jede endliche Erweiterung eines Korpers [, p prim, ist primitiv.
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Uber unendlichen Kérpern der Charakteristik p € N existieren aber auch endliche Korpererwei-
terungen, die nicht primitiv sind. Dies zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 1.5.17: Sei E ein Korper mit char(E) = p € N, L = Q(E[x,y]) der Korper der
gebrochen rationalen Funktionen iiber F in den Unbestimmten z,y und K = Q(FE|[2?, y?]) C L.

Dann ist {z™y" : m,n € {0, ...,p—1}} eine K-Basis von L und somit [L : K| = p®. Andererseits

ist aber fiir jedes z € L das Element z” in K enthalten, denn z = £ mit r,s € Efx,y]. Ist

_ N1

r= ™ y" mit a,,, € F, so folgt

p—1 p p—1
= (Z amnxmy”> = ) a2y € Ela”, ),

n,m=0 n,m=0

n,m=0

und somit 2” € K fiir alle z € L. Daraus ergibt sich [K(z) : K] < p < [K : L] fiir jedes z € L,
und somit kann L/K nicht primitiv sein.

Ein weiterer wichtiger Aspekt des Satzes iiber das primitive Element ist, dass sein Beweis
konstruktiv ist und daher genutzt werden kann, um ein primitives Element fiir eine gegebene
endliche, separable Kérpererweiterung L/K zu bestimmen. Sind nédmlich ein algebraisches Ele-
ment o € L und ein separables Element § mit L = K(«, ) bekannt, so besagt der Beweis von
Satz 7 dass fiir jedes b € K'\ M, s das Element v = a+ b primitiv ist. Um ein primitives
Element v zu bestimmen, reicht es also, die Nullstellen der Minimalpolynome von o und g zu
berechnen und ein Element b € K*\ M, 3 zu wéhlen.

Beispiel 1.5.18: Wir betrachten die Korpererweiterung Q(+v/2, v/2)/Q. Das Minimalpolynom
iiber Q von a = /2 ist mag = #* — 2 und hat die Nullstellen a7 = a, ay = v/2e*/3,
az = v/2e*/3. Das Minimalpolynom iiber Q von 8 = /2 ist mgg = 2> — 2 mit Nullstellen
B = —f2 = v/2. Also gilt:

_ oy VAET 1) e - 1)
Ma,ﬁ_{(aj_a)(ﬁ_ﬂz) ‘j_17273al_2}_{07 2\/§ ’ 2\/5 }7

und fiir jedes b € Q" \ M, 3 ist V2 + bV/2 primitiv. Insbesondere ist also V242 primitiv.

Wie die iiber K algebraischen Elemente eines Erweiterungskorpers L bilden auch die sepa-
rablen Elemente von L einen Zwischenkorper der Korpererweiterung L/K, der als separabler
Abschluss bezeichnet wird. Der Grad dieses Zwischenkorpers iiber dem Grundkérper wird als
Separabilititéitsgrad bezeichnet und wird uns spéter eine zentrale Aussage iiber die Anzahl der
K-Automorphismen der Korpererweiterung liefern.

Lemma 1.5.19: Sei L/K eine Korpererweiterung.

1. Ist L = K(S) und sind alle « € S separabel {iber K, so ist L separabel iiber K.
2. Der separable Abschluss von K in L

S(L/K) = {«a € L : aseparabel iiber K}

ist ein Teilkorper von L. Die Korpererweiterung S(L/K)/K ist separabel und ihr Grad
wird als Separabilitidtsgrad von L/K und mit [L : K], := [S(L/K) : K| bezeichnet.
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Beweis:

1.1 Offensichtlich reicht es, denn Fall char(K) = p € N zu betrachten. Da nach Lemma
K(S) = Urcgenaiion £ (T), kann man sich ausserdem auf endliche Mengen S = {s1,..., 5}
beschrinken. Sind s1, .., s, € L separabel iiber K, so existiert nach Satz [1.5.15] ein Element
v € Lmit L =K(S)=K(v) und [K(7) : K] =n € N . Zu zeigen ist, dass jedes a € K(vy) =
K (S) separabel ist.

1.2. Dazu beweisen wir eine Hilfsaussage: Es gilt K(v) = K(4?), also v separabel.

Da {1,...,7"'} eine K-Basis von L ist, 18t sich jedes Element s; € S, i = 1, ..., m, eindeutig
schreiben als s; = Z;:& aijy’ mit a;; € K . Mit der Identitit (a + b)P = aP + bP fiir Korper
der Charakteristik p (Frobeniusmonomorphismus) folgt s? = Z;.:Ol alAP also K(sY,...,sP) C
K(#P). Da die Elemente s; € S separabel sind, folgt mit Lemma [1.5.12| die Identitdt K(s?) =
K(s;) und somit

K(v) = K(s1, . 8m) = K(s1) -+ K(sm) = K(s7) - - K(s},) = K(sF, ... s},) € K(77) C K(7),

1.3. Sei nun o € K () = K(S) mit [K(a) : K] =d. Dann ist {1,q,...,a% 1} eine K-Basis von
K(a). Wir zeigen: die Menge {1,a?,...aP4=D} ist linear unabhiingig iiber K. Dazu ergéinzen
wir {1, q,...,a% '} zu einer K-Basis {f, ..., Bn_1} von K (7). Dann lisst sich jedes Element y™
mit m € {0, ...,n—1} eindeutig schreiben als Linearkombination v = Z?:_ol i B mit by,; € K
Mit dem Frobeniusmonomorphismus erhalten wir 4™ = Z?:—Ol bhi07- Da {1,7,..,7" "'} und
nach 1.2. auch {1,7?,...,4?"~Y} K-Basen von L sind, folgt, dass auch {3},...,8"_,} den K-
Vektorraum L erzeugt. Somit ist auch diese Menge und die Teilmenge {1,a?,...,a?¢" D} C
{68, ..., 6 _;} linear unabhingig. Daraus folgt K(a) = K(a?) und mit Lemma 3. die

Behauptung.

2. Nach 1. ist K(S(L/K)) ein seperabler Erweiterungskérper von K und somit ist
S(L/K) = K(S(L/K)) ein Teilkérper von L. O

Offensichtlich stimmt fiir jede separable Korpererweiterung, insbesondere also fiir algebraische
Korpererweiterungen iiber Kérpern der Charakteristik null oder iiber Kérpern F,,, p € N prim,
der Separabilitiatsgrad [L : K|s mit dem Grad [L : K] der Korpererweiterung iiberein. Denn
in diesem Fall ist der algebraische Abschluss S(L/K) = L. Allgemein folgt aus dem Gradsatz
[L:K|=[L:S(L/K)|-[S(L/K): K] und damit [L : K |[L : K].

Ein wichtiger Grund, sich mit dem Separabilitédtsgrad zu beschéftigen, ist, dass sich damit die
Zahl der K-Monomorphismen einer endlichen Koérpererweiterung L/K in den algebraischen
Abschluss von K bestimmen la8t und damit insbesondere die Zahl der K-Automorphismen
von endlichen, normalen Korpererweiterungen.

Lemma 1.5.20: Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung und K ein algebraischer Abschluss
von K. Dann gibt es genau [L : K|, verschiedene K-Monomorphismen ¢ : L — K.

Beweis:

1. Wir zeigen: Jeder K-Monomorphismus o : S(L/K) — K LaBt sich zu einem K -Monomor-
phismus p : L — K mit p|g/k) = o fortsetzen, und jeder K-Monomorphismus 7 : L — K ist
durch seine Einschrénkung 7|sz k) : S(L/K) — K eindeutig bestimmt.
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Die erste Aussage folgt direkt aus dem Fortsetzungssatz . Ist char(K) = 0, so gilt
S(L/K) = L, und die zweite Aussage ist trivial. Sei also char(K) = pund 7,p : L — K
zwei K-Monomorphismen mit 7|sz/x) = pls(w/x). Nach Lemma [1.5.12] 4. existiert zu jedem
a € L ein m € Ny mit a?” separabel und somit a?” € S(L/K). Es folgt 7(a)?" = 7(a?”) =
o(a?") = o(a)?”. Mit der Identitéit (a + b)? = a? 4+ WP in Korpern der Charakteristik p (Frobe-
niusmonomorphismus) folgt (o(a) — 7(a))?” = 0, also o(a) = 7(a) fiir alle « € L.

2. Nach dem Satz vom primitiven Element existiert ein v € S(L/K) mit
S(L/K) = K(v). Das Minimalpolynom m, x € K|[z]| ist irreduzibel, separabel und vom
Grad n := [K(y) : K] = [L : K],, hat also genau n Nullstellen as, ..., a,, € K. Nach dem Fort-
setzungssatz fiir primitive Korpererweiterungen (Satz existiert zu jedem i € {1,...,n}
genau ein K-Monomorphismus 7; : S(L/K) — K mit 7(y) = a;. Mit 1. folgt die Behauptung. O

Ein wichtiger Spezialfall dieses Satzes ergibt sich, wenn man die Gruppe ['(L/K) der K-
Automorphismen einer normalen Kérpererweiterung L/K betrachtet. In diesem Fall stimmen
die algebraischen Abschliisse von L und K iiberein (L = K), und nach Satz [1.5.1] 2. sind
K-Monomorphismen L — L nichts anderes als K-Automorphismen L — L, denn fiir das Bild
jedes K-Monomorphismus ¢ : L — L gilt ¢(L) C L. Also sind die Voraussetzungen von Lemma
erfiillt, und wir erhalten ein zentrales Korollar iiber die Anzahl der K-Automorphismen
von L/K.

Korollar 1.5.21: Fiir jede endliche Korpererweiterung L/K gilt fiir die Anzahl |I'(L/K)|
der K-Automorphismen von L:

L NL/K) <D K], < [L: K]

2. I(L/K)| = [L : K]s genau dann, wenn L/K normal ist.

3. T(L/K)|=[L : K] genau dann, wenn L/K normal und separabel ist.

1.6 Endliche Ko6rper

Mit Hilfe der bisher erzielten Ergebnisse iiber algebraische Korpererweiterungen werden wir in
diesem Abschnitt die endlichen Korper und deren Zwischenkorper vollstandig klassifizieren und
auch deren Automorphismengruppen bestimmen. Wir erinnern dazu zunéchst an die bisher in
der Vorlesung und in den Ubungen bewiesenen Aussagen iiber endliche Kérper.

Bemerkung 1.6.1: Sei K ein endlicher Korper mit |K| Elementen. Dann gilt:

1. Multiplikative Gruppe: (K*, -) ist nach Bemerkung|1.1.2] 5. eine zyklische Gruppe der
Ordnung |K| — 1.

2. Charakteristik und Primkoérper: es gilt char(K) = p mit p € N prim und P(K) = F,,.
Da jeder Korper eine Korpererweiterung iiber seinem Primkorper ist, ist K/P(K) eine
endliche Korpererweiterung.

3. Anzahl der Elemente: Ist [K : P(K)] = n, so hat K genau p™ Elemente, und es gilt
kP" =k fiir alle k € K.

Denn aus [K : P(K)] = n folgt, dass K ein n-dimensionaler Vektorraum iiber P(K) = F,
ist und damit genau p" Elemente enthélt. Nach 1. ist damit (K™, -) eine zyklische Gruppe
der Ordnung p™ — 1, und mit dem kleinen Satz von Fermat folgt k7" ! = 1 fiir alle k € K.
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4. Vollkommenheit: K ist vollkommen (Satz|1.5.13]).

Nach Bemerkung [I.6.1] 3. muss also fiir einen endlichen Kérper K die Anzahl der Elemente
von K eine Primpotenz sein. Umgekehrt ergibt sich die Frage, ob zu jeder Primpotenz p™ ein
endlicher Kérper K mit p” Elementen existiert und, wenn ja, wie viele nicht isomorphe solche
Korper existieren. Die Antwort auf diese Frage entspricht einer vollstédndigen Klassifikation
aller endlichen Korper. Um eine solche Klassifikation zu erhalten, nutzen wir aus, dass nach
Bemerkung [1.6.1] 3. jedes Element eines endlichen Korpers mit p” Elementen eine Nullstelle
des Polynoms z¥" — z € F,[z] ist. Da K p" Elemente hat, hat das Polynom z?" — z genau p"
verschiedene Nullstellen in K und zerfillt somit in Linearfaktoren der Vielfachheit eins. Dies
legt es nahe, einen Korper mit p” Elementen als Zerfillungskorper eines solchen Polynoms zu
konstruieren.

Satz 1.6.2: (Klassifikation endlicher Koérper)

Zu jeder Primzahl p € N und jedem n € N existiert (bis auf Isomorphie) genau ein Kérper mit
p" Elementen, nédmlich der Zerfillungskorper von 27" — z € F,[z] iiber F,[z]. Wir bezeichnen
diesen mit Fn.

Beweis:
1. Existenz: Sei K der Zerfillungskérper des Polynoms f = 27" —z € F,[z]. Offensichtlich gilt
nach Bemerkung 3. fiir die Nullstellenmenge

N={acK:fla)=0}={ac K:a" =a}

die Inklusion F, C N C K. Ausserdem folgt mit der Identitéit (a + b)? = a? + b in Kérpern
der Charakteristik p (Frobeniusmonomorphismus)

(a—bP" =a’ — 0" =a—0b, (ab™")P" = a?"b?" = ab™? Va,b € N.

Also ist die Nullstellenmenge N ein Teilkérper von K, der F, und alle Nullstellen von f
in K enthédlt und somit der Zerféllungskérper von f iiber IF,. Mit der Eindeutigkeit von
Zerfallungskorpern folgt K' = N. Es reicht also zu zeigen, dass f genau p™ verschiedene Null-
stellen in K besitzt. Da deg(f) = p™ und f iiber K zerfillt, ist dies der Fall genau dann, wenn
f keine mehrfachen Nullstellen in K besitzt. Dies folgt mit Lemma [1.5.8] aus der Identitét
fl=par Tl —1=-1#0.

2. Eindeutigkeit: Ist umgekehrt K’ ein endlicher Koérper mit p™ Elementen, so ist ist nach
Bemerkung [1.6.1| P(K’) 2 F, und K’ ein Zerfillungskérper von f = 2" — x € P(K’)[z]. Da
P(K') = F, folgt mit Satz|1.4.14] K’ = K. O

Beispiel 1.6.3:

1. Der Korper Fy ist der Zerfillungskérper von f = 2* — x iiber Fy. Wegen 2 — 2 =

z(2x® —1) = z(x — 1)(1 + 2+ 2?) und der Irreduzibilitit von 1+ z + 22 iiber Fy folgt, dass
g =1+ 2+ 2? das Minimalpolynom des primitiven Elements von F4/F, sein muss. Also
gilt Fy = Folz]/(1+ x + 2?).
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2. Der Korper Fy ist Zerfallungskoérper von
f=2"—z=2(@-D(a+D)@*+D@*+z-1)(z° -z -1).

Die Polynome 2% +1, 22 +x —1, 2> —z — 1 sind irreduzibel in F3[z], da sie keine Nullstellen
in [F3 besitzen. Offensichtlich entsteht Fg aus F3 durch Adjunktion der Nullstellen dieser
Polynome. Diese aber explizit zu berechnen, ist unnotig.

Denn wegen 9 = 32 gilt Fy/F3 = 2 und somit ist Fg/F3 primitiv mit einem quadratischen
primitiven Element. Dieses muss Nullstelle eines iiber 3 irreduziblen quadratischen Po-

lynoms ¢ sein. Umgekehrt ist jede Nullstelle a eines solchen Polynoms ein primitives
Element, denn es gilt [F3(a) : F3] = deg(q) = 2 = [Fy : F5]. Also folgt

Fo = Fslx]/(2? + 1) &2 Fsfz]/(2* + 2 — 1) 2 Fs[z]/(2® — x — 1).

Satz liefert nicht nur eine vollstandige Klassifikation endlicher Korper, sondern erlaubt
es einem auch, die Teilkorper solcher endlichen Korper vollstindig zu klassifizieren. Die Idee
ist es dabei, mit dem Primkorper des endlichen Koérpers zu arbeiten und dessen Teilkorper als
Kérpererweiterungen iiber dem Primkorper aufzufassen. Dann 1&8t sich Satz auch auf die
Teilkorper anwenden, und der Gradsatz liefert eine Klassifikation der Teilkorper.

Lemma 1.6.4: (Teilkorper endlicher Korper)

Zu jedem Teiler d € N von n € N besitzt der Kérper F,. genau einen Teilkérper mit p?
Elementen, und jeder Teilkorper von [Fp. ist von dieser Form.

Beweis:
1. Eindeutigkeit: Fiir F,n gilt P(F,n) = F,. Da jeder Teilkorper E C F,n den Primkorper
P(F,») = F, als Teilkorper enthélt, folgt mit dem Gradsatz

n =By : P(Fp)] = [Fpe : B] - [ 2 P(Fye)]

also d := [E : P(Fyn])|n. Nach Satz ist damit ist F ein Korper mit p? Elementen, und die

Elemente von E sind Nullstellen von g = 27" — z. Da dieses Polynom maximal p? Nullstellen
in F,» hat, ist £ der einzige Teilkérper von F,» mit p? Elementen.

2. Existenz: Gilt d|n, so existiert ein @ € N mit n = ad, und mit der Formel fiir eine geome-

trische Summe
n+1

(x — 1)ixk = Zxk —ixk =" 1
k=0 k=1 k=0

folgt p* — 1 =p™ — 1 = (p? — 1) S04 p" =: (p* — 1)m, also (p? — 1)|(p" — 1). Wiederum mit
der Formel fiir die geometrische Summe erhilt man 2@~ — 1 = (21 — 1) 3277 k0= D),
Also ist g = 2" — 2 = 2(2#"! — 1) ein Teiler von f = 2" — 2 = 2(2?"~1 — 1). Da f iiber
Fpn zerféllt, zerféllt auch g tiber F,n, und der Zerfiallungskorper von g ist nach Satz ein
Teilkorper von Fy» mit p? Elementen. O

Beispiel 1.6.5:
1. Der Korper Fg hat keinen Teilkorper mit vier Elementen. Denn 8 = 23, 4 = 22 und 2 1 3.
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2. Der Korper Fi2 fiir p € N prim enthélt die echten Teilkdrper I, Fp2, Fys, Fpa, Fpe. Der
Teilkorper Fye enthélt die Teilkdrper Fp,F,2 und F,s, der Teilkérper F,a die Teilkdrper
F,,F,2 und die Teilkérper [Fy2, Fps enthalten IF,,. Der Teilkérper F,r mit k£[12 ist dabei die

py=p
Teilmenge F v = {o € Fpz o = al.

Insbesondere ergibt sich aus Satz und Lemma die Aussage, dass jede endliche Er-
weiterung L/K eines endlichen Korpers bereits normal ist, denn sie ist Zerfdllungskorper eines
Polynoms x? — x. Da nach Satz jeder endliche Korper K vollkommen ist, ist L/K aus-
serdem separabel.

Korollar 1.6.6:
Jede endliche Erweiterung L/K eines endlichen Korpers K ist separabel und normal.

Dieses Korollar ermoglicht es uns insbesondere, die Gruppe I'(L/K) der K-Automorphismen
von solchen endlichen Korpererweiterungen L/ K zu bestimmen. Es stellt sich heraus, dass diese
Gruppe zyklisch ist und von dem K-Monomorphismus ¢ : L — L, o — al%| erzeugt wird.

Lemma 1.6.7: Sei L/K eine endliche Korpererweiterung eines endlichen Korpers K. Dann
ist die Gruppe I'(L/K) der K-Automorphismen von L eine zyklische Gruppe der Ordnung
[L : K] und wird erzeugt von ¢ : L — L, a + o/l

Beweis:

1. Nach Bemerkung [1.4.12] bilden die K-Automorphismen von L/K eine Gruppe I'(L/K). Da
L/K nach Korollar [I.6.6] normal und separabel ist, besitzt L/K nach Korollar genau
[L : K] verschiedene K-Automorphismen, also |I'(L/K)| = [L : K]|. Zu zeigen bleibt, dass
I'(L/K) zyklisch ist und von dem K-Automorphismus ¢ : L — L, a +— o/¥! erzeugt wird.

2. Da |K| = p™ mit p = char(K) und m = [K : P(K)], gilt ¢ = (F,)™, wobei F,, : L — L,
a — of den Frobeniusmonomorphismus bezeichnet. Also ist ¢ ein Koérpermonomorphismus
und nach Bemerkung , 3 gilt ¢(a) = ¥l = o fiir alle o € K. Damit ist ¢ ein K-
Automorphismus und erzeugt eine Untergruppe (¢) C I'(L/K).

3. Wire [{¢)| < [L : K] =: n, so wiirde ein k¥ € N, k < n mit ¢* = id; existieren, und das
Polynom 2™ — z hiitte |L| verschiedene Nullstellen in L - ein Widerspruch zu Satz , denn

L ist der Zerfallungskorper von z/* — 2 = 2P™" — 2 Also muss k& > n und damit I'(L/K) = (¢)
gelten. O

Insbesondere 1488t sich mit Hilfe dieses Lemmas die Automorphismengruppe eines endli-
chen Korpers K bestimmen. Denn jeder endliche Koérper K 148t sich als eine endliche
Korpererweiterung seines Primkorpers P(K) = F,, p € N prim, auffassen. Da jeder Korper-
automorphismus von K den Primkorper erhélt, sind Automorphismen K — K stets auch
P(K)-Automorphismen von K und kénnen mit Lemma klassifiziert werden..

Korollar 1.6.8: Die Gruppe der Automorphismen des endlichen Kérpers F . ist eine zyklische
Gruppe der Ordnung n und wird von dem Frobeniusautomorphismus F), : Fpn — Fpn, o —= o
erzeugt.
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Beweis:

Der endliche Korper F,» ist eine Korpererweiterung vom Grad n iiber seinem Primkdrper
F,. Jeder Kérperautomorphismus ¢ : Fy,n — Fpn 148t den Primkorper invariant, denn die
Fixpunktmenge {o € Fpn @ ¢(o) = a} ist ein Teilkorper von F,» und enthilt somit den
Primkérper F,. Also ist jeder Kérperautomorphismus ¢ : Fy» — Fyn ein F,-Automorphismus.

Mit Lemma folgt die Behauptung. O

1.7 Ubungen zu Kapitel

Aufgabe 1: Untersuchen Sie die folgenden Polynome auf Reduzibilitat in K|x].

a) 3x® + 5z — 10 fiir K = Q,
2t a3 —x —1 fir K =Q,
2?2 + 3z — 1 fir K =Q,R,

(
(b)

(c)

(d) 2* + 3z — 1 fiir K = Fy, F3,

(e) 227 + 5x? + bx + 2 fir K = Q,Fy7,
£)
)

xt + 323 4+ 9 fir K = Q,
(g) o' + 23 + 2% + 4 fir K = Fs.

Aufgabe 2: Wir betrachten das Polynom f = 2% + 2z + 5 € Q[z].

(a) Begriinden Sie zunéchst, dass dieses Polynom irreduzibel iiber @Q und R ist.
(b) Geben Sie eine Basis des Restklassenkorpers Q[x]/(f) als Vektorraum iiber Q an.
(c) Berechnen Sie die multiplikativen Inversen der Elemente x + 1, x — 3 in Q[z]/(f).

Aufgabe 3: Wir betrachten den Restklassenring K = Q[z]/(f) mit f = 2% + 22* — 22 + 3
und bezeichnen die Restklasse eines Polynoms p € Q[z] in K mit p.

(a) Begriinden Sie, dass dieser Restklassenring eine Korpererweiterung von Q ist, bestimmen
Sie deren Grad und geben Sie eine Q-Basis von K an.

(b) Schreiben Sie die Restklassen der folgenden Polynome als Linearkombination der Basisvek-
toren

f=a®+22> -2z +5, g =zt 4 223 — 222, h = a3 + 422, k= a5.

(¢) Geben Sie die multiplikativen Inversen der Elemente Z, 22 als Linearkombination der Ba-
siselemente an.

Aufgabe 4: Geben Sie fiir n € N, n > 2 ein irreduzibles Polynom in Q[z] vom Grad n an.

Aufgabe 5: Wir betrachten den Polynomring Q[z] und das von den Polynomen
f=a®—2? g =2 +z* +62° + 62 + 10z + 10
erzeugte Ideal in Q[z]. Geben Sie ein Polynom h € Q[z] an, das dieses Ideal erzeugt.
Aufgabe 6: Berechnen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler der Polynome
f=22°+102" + 2% — 142® — 2 + 2, g=22" 462" — 23 —82% +1

in Q[x] und geben Sie Polynome a,b € Q[z] an mit ggT(f,g) = af + bg.
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Aufgabe 7:

(a) Zeigen Sie, dass das Polynom f = x® 4+ 5z + 1 genau eine Nullstelle a € R besitzt und dass
diese nicht in QQ enthalten ist.
(b) Geben Sie ein Polynom ¢ € Q[z] an, so dass

l—«
1+«

= q(a).

Aufgabe 8:

(a) Geben Sie die Polardarstellung z = 7€ mit r € (0,00) , ¢ € [0,2n) fiir die folgenden
komplexen Zahlen an und zeichnen Sie diese:

2 = Bi, 2 = 3 — 3i, 23 = V3 +i, 2 =2 — 2iV3.

(b) Berechnen Sie 2{°, k = 1,2, 3, 4. Geben Sie die Losung in der Form a + ib mit a,b € R an.
(c) Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen als a 4 ib mit a,b € R

657”/6, —627”/3.

wy = exp(c+id), ¢,d € R, wy = —5e™, wg =3 wy =

(d) Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der folgenden Gleichung und zeichnen Sie diese:
(z—a—1ib)"=c fir a,b,ceR,c>0,n€N.
Aufgabe 9:

(a) Konstruieren Sie einen Korper Fg mit 9 Elementen.
(b) Untersuchen Sie das Polynom p = z® + 2 + 2 auf Reduzibilitit in Fy.

Aufgabe 10: Sei ¢ : K — K ein Korperautomorphismus eines Korpers K.

(a) Zeigen Sie, dass F' = {a € K : ¢(a) = a} ein Teilkérper von K ist.

(b) Zeigen Sie, dass ¢(a) = a fiir alle Elemente a € P(K), wobei P(K) den Primkoérper von K
bezeichnet.

Aufgabe 11: Bestimmen Sie die Minimalpolynome der angegebenen Elemente a € L iiber
den angegebenen Grundkérpern K und den Grad der Korpererweiterung L/K:

(a) L =Qz]/(2° —20x+5), K =Q, a = 3,7

(b) L= Q(\/Z \/g)a K= Q<\/§)7 a=+3

() L=C,K=Q,a=+3+i

(d) L=C, K =Q, a=€"/? mit p € N prim.

Aufgabe 12: Zeigen Sie: Ist K ein Korper der Charakteristik char(K) # 2 und L/K eine
Korpererweiterung, so sind dquivalent:

(i) L/K ist eine quadratische Korpererweiterung,.
(ii) L entsteht aus K durch Adjunktion einer Quadratwurzel, d. h. es existiert ein o € L\ K
mit o? € K und L = K(a).
Aufgabe 13: Sei L/K eine Korpererweiterung, a,b € L* und n,m € N teilerfremd mit
a,bm e K.
(a) Beweisen Sie: K(a,b) = K(ab).
(b) Zeigen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels, dass die Voraussetzung ggT(n,m) = 1
notwendig ist.
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Aufgabe 14: Sei L/K eine Korpererweiterung und o € L transzendent iiber K. Zeigen Sie,
dass dann gilt K(«) = Q(K|[z]).

Aufgabe 15: Sei L ein Korper und P(L) sein Primkdorper. Zeigen Sie:

(i) char(L) =0 & P(L) = Q.
(ii) char(L) =p, p € Nprim & P(L)=F,

Aufgabe 16: Sei K ein endlicher Kérper und p = char(K). Zeigen Sie:

(a) K/F, ist eine endliche Kérpererweiterung.
(b) Ist [K : F,] = n, so hat K p" Elemente und k*" = k fiir alle k € K.

Aufgabe 17: (Transitivitit der Eigenschaft “algebraisch”)
Sei K C E C L ein Kérperturm, so dass E//K algebraisch ist. Beweisen Sie:

(a) Ist a € L algebraisch iiber E, so ist a auch algebraisch iiber K.
(b) Ist L/FE algebraisch, so ist auch L/K algebraisch.

Aufgabe 18: (Charakterisierung algebraisch abgeschlossener Korper)

Sei K ein Korper. Beweisen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) K ist algebraisch abgeschlossen.
(ii) Jedes Polynom aus K|x] zerfillt in Linearfaktoren.

(iii) Jedes irreduzible Polynom in K[z] hat Grad 1.

(iv) Es gibt keinen iiber K algebraischen echten Erweiterungskorper K C F.
(v) Es gibt keine echte Korpererweiterung L/K mit [L: K] € N, [L: K] > 2.

Aufgabe 19: Beweisen Sie, dass der algebraische Abschluss des endlichen Kérpers F, mit
p € N prim unendlich ist.

Aufgabe 20: Sei L der Zerfillungskorper eines Polynoms p € K|x] iiber K.
(a) Beweisen Sie, dass [L : K] ist ein Teiler von deg(p)! ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel mit deg(p) > 3 und [L : K] = deg(p)! an.

(c) Geben Sie ein Beispiel mit deg(p) < [L : K] < deg(p)! an.

Aufgabe 21: Beweisen Sie: Zu jeder endlichen Korpererweiterung FE/K existiert eine eine
endliche Kérpererweiterung L/E, so dass L/K normal ist.

Aufgabe 22: Bestimmen Sie die Gruppe der K-Automorphismen von L/K fiir K = Q,
L =Qlz]/(z* +x +1).

Aufgabe 23: Untersuchen Sie, ob die folgenden Korpererweiterungen normal sind:
(a) Q(iv3)/Q,

(b) Q((1+1)v/3)/Q(iv3),

(c) Q1 +1)V3)/Q,

(d) Q(vV2++v2)/Q.

Aufgabe 24: Sei K ein algebraischer Abschluss des Korpers K, E = Q(K[z]) und L =
Q(K|[z]) die Korper der gebrochen rationalen Funktionen iiber K und K. Zeigen Sie, dass die
Korpererweiterung L/FE normal ist.

Aufgabe 25: Untersuchen Sie, ob die folgenden Polynome aus K[z] mehrfache Nullstellen
in Erweiterungskorpern L von K besitzen kénnen und geben Sie deren Vielfachheit an:

(a) p=a23+1, K =Ty
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(b) g=a*—52>+622 +42 -8, K=Q
(c) r=2"+5x+5 K=Q
(d) s=a2*+32> — 172> + 92 — 5, K = Q

Aufgabe 26: Sei K ein Korper mit char(K) = 0, f € K[z| nicht-konstant und L ein Erwei-
terungskorper von K, in dem f zerfillt:

f=clx—a)" - (z—a,)*
mit ¢, ay,...,a, € L, ky1,...,k, € N und a; # o fiir i # j. Zeigen Sie, dass das Polynom
g=(x—ay) - (r— a,) in K[x] liegt.

Aufgabe 27: Zeigen Sie, dass eine quadratische Korpererweiterung L/ K genau dann insepa-
rabel ist, wenn char(K) =2 und ein a € L'\ K mit o? € K existiert.

Aufgabe 28: Zeigen Sie: sind L/E und E/K separable Korpererweiterungen, so ist auch
L/K separabel.

Aufgabe 29: Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Zeigen Sie:

(a) Ist K vollkommen, so ist auch L vollkommen.
(b) Ist L vollkommen und separabel iiber K, so ist auch K vollkommen.
(c) Die Voraussetzung der Separabilitdt von L/K ist notwendig.

Aufgabe 30: Sei K ein Korper, K[z, y| der Polynomring tiber K in den zwei Variablen z,y
und Q(R) bezeichne den Quotientenkorper eines Integritétsbereichs R.

Untersuchen Sie, ob die Kérpererweiterung Q(K|[z,y])/Q(K|[x + y, zy]) primitiv ist und geben
Sie gegebenenfalls ein primitives Element an.

Aufgabe 31: FEine algebraische Korpererweiterung L/ K heifit rein inseparabel, wenn jedes
a € L\ K inseparabel iiber K ist. Zeigen Sie:

) Fiir jede algebraische Korpererweiterung L/K ist L/S(L/K) rein inseparabel.

) Ist L/K rein inseparabel, so existiert zu jedem Element o € L ein n € Ny mit o?” € K.
) Ist L/K rein inseparabel, so ist L/K normal.
)

a
b
c
d) Ist L/K endlich und rein inseparabel, so gilt

(
(
(
(
[(L/K) = {0 € Awt(L) : ol = idg} = {id,}.

Aufgabe 32: Untersuchen Sie, ob die folgenden Korpererweiterungen primitiv sind, und
geben Sie in diesem Fall ein primitives Element an:

(a) K(«,)/K mit § inseparabel und « separabel, K unendlich.
(b) Q(v2,V7)/Q
(¢) QG, v2i,V30)/Q

Aufgabe 33: Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und char(K) = p € N. Zeigen Sie:

(a) Ist o € L inseparabel iiber K, so ist der Grad von a durch p teilbar.
(b) Ist [L : K] endlich und pt [L : K], so ist L/K separabel.

Aufgabe 34: Sei K ein Korper der Charakteristik p € N und L = K(«) eine einfache
transzendente Korpererweiterung. Beweisen Sie, dass das Polynom f = aP — « irreduzibel und
inseparabel iiber L ist.
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Aufgabe 35: Sei K ein Korper der Charakteristik p € N und f € K|[z] irreduzibel. Zeigen
Sie:

(a) Es existiert ein n € Ny und ein separables Polynom g € K|[z] mit f(z) = g(z*").
(b) Jede Nullstelle von f in einem Zerfallungskorper L hat dann die Vielfachheit p™.

Aufgabe 36: Zeigen Sie, dass jede Korpererweiterung L/K vom Grad 6 ein primitives Ele-
ment besitzt.

Aufgabe 37: Geben Sie die Additionstabelle und die Multiplikationstabelle des Korpers mit
9 Elementen an.

Aufgabe 38: Seip € N eine Primzahl, n € N und f € F,[z] irreduzibel. Zeigen Sie: f teilt
2" — x genau dann, wenn deg(f) ein Teiler von n ist.

Aufgabe 39: Sei F ein algebraischer Abschluss des Korpers I, mit p € N prim und sei ¢ # p
eine weitere Primzahl. Zeigen Sie:

(a) F = U,eyFpnt- Wie sind die Multiplikation und Addition in F definiert?

(b) Fge = U,,en Fpon ist ein echter, unendlicher Teilkorper von F.

(c) Die von dem Frobeniusautomorphismus F), : F — F, a — o erzeugte Untergruppe (F),) C
Aut(F) ist unendlich.

(d) Fgeo ist vollkommen.

(e) Es gibt Automorphismen von F, die nicht in (F,) C Aut(F) enthalten sind.

Aufgabe 40: Schreiben Sie alle iiber Fy irreduziblen Polynome vom Grad < 3 explizit als
Produkte irreduzibler Polynome in Fy[z].

Aufgabe 41: Sei K ein endlicher Korper.

(a) Zeigen Sie: fiir jedes a € K* und jeden Kérperautomorphismus o : K — K haben a und
o(a) die gleiche Ordnung in der multiplikativen Gruppe (K*,-).

(b) Gibt es zu zwei Elementen «, 8 € K*, die die gleiche Ordnung in (K*,-) haben, immer
einen Kérperautomorphismus o : K — K mit o(«) = 37 Beweisen Sie dies, oder geben Sie
ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 42: Sei p > 2 eine Primzahl. Zeigen Sie, dass es genau %p(p — 1) normierte, iiber
[F, irreduzible quadratische Polynome gibt.

Aufgabe 43: Sei a € L eine Nullstelle von p = 23+ 2% +1 € Fy[z] in einem Zerfillungskorper
L von p.

a) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente in Fo(a)) C L.

b) Sind alle Elemente von Fy(«) von der Form o™, m € Z7?

¢) Untersuchen Sie, ob das Polynom ¢ = 2* + 2 + 1 € Fy[z] iiber Fo(a) irreduzibel ist.

d) Zeigen Sie, dass jede Nullstelle von p und jede Nullstelle von ¢ in Fy(«) eine Potenz von «
ist und geben Sie diese explizit an.

Aufgabe 44: Sei K der Korper K mit 2!° Elementen.

(a) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente in der multiplikativen Gruppe (K*,-), die Erzeuger
dieser Gruppe sind.

(b) Bestimmen Sie alle Teilkorper von K.

(c) Bestimmen Sie die Anzahl der iiber P(K) = Fy primitiven Elemente a € K.
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2 Galoistheorie

2.1 Die Galois-Korrespondenz

Im Verlauf der Vorlesung wuerden Korpererweiterungen héufig mit Hilfe von Nullstellen von
Polynomen konstruiert, und jedes algebraische Element einer Korpererweiterung 143t sich als
Nullstelle seines Minimalpolynoms beschreiben. Eine zentrales Hilfsmittel in der Untersuchung
von Auflosbarkeit von polynomialen Gleichungen, der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal
und, allgemeiner, der Struktur von Korpererweiterungen und ihrer Zwischenkorper spielt die
Galois-Theorie, die auf dem Zusammenspiel der folgenden drei Beobachtungen aufbaut.

Beobachtung 1: Automorphismengruppe Ist L ein Korper und M C L eine Teilmenge,
so bilden die Automorphismen in Aut(L), die alle Elemente von M erhalten, eine Unter-
gruppe von Aut(L):

GM)={p € Aut(L): ¢(m) =mV¥m € M}.

Dies zeigt man durch direktes Nachrechnen der Axiome. Offensichtlich gilt id;, € G(M).
Fir 0,7 € G(M) folgt 0 o 7(m) = o(r(m)) = o(m) = m fir alle m € M, also auch
ocoT € G(M). Ist 0 € G(M), so folgt 07! (m) = o7 (o(m)) = m fiir alle m € M, also
auch o' € G(M).

Daraus ergibt sich insbesondere:

e Die K-Automorphismen einer Korpererweiterung L/K bilden eine Untergruppe
I'L/K)=G(K)={¢ € Aut(L) : ¥|x = idk} der Automorphismengruppe Aut(L),
die Galoisgruppe.

e Esgilt G(L) = {id.}.

e Fiir jeden Zwischenkorper K C E C L erhidlt man eine Untergruppe G(E) C G(K),
und es gilt G(E) =T'(L/E).

Beobachtung 2: Fixkorper Ist L ein Korper und €2 C Aut(L) eine Teilmenge der Automor-
phismengruppe von L, so ist die Fixpunktmenge ein Teilkoérper von L:

FQ)={aeL: ¢(a) =aVp e N}

Dies zeigt man durch direktes Nachrechnen der Koérperaxiome. Offensichtlich gilt fiir
a, f € F(Q) und Korperautomorphismen 7 € € die Gleichungen 7(a—f) = 7(a) —7(8) =
a—0,7(a-B)=71(a) -7(8) =a-B,also a— f,a-f € F(Q). Ist a € L* folgt ausserdem
1=7(1) =7t a)=71(a) 7(a™!) = a-7(a™), also 7(a™!) = 7(a)™! = a~! und
somit a~! € F(Q).

Daraus ergibt sich insbesondere:

e Der Primkérper P(L) ist in jedem Teilkérper von L und damit in jedem Fix-
punktkorper F(2),  C Aut(L) enthalten, also P(L) C F(Q2) C L.

o Ist L/K eine Korpererweiterung und @ C I'(L/K) eine Teilmenge der K-
Monomorphismen von L, so erhélt man einen Zwischenkorper K C F(2) C L.
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Beobachtung 3: Nullstellen von Polynomen Sind L, L’ Erweiterungskorper von K und
o : L — L' ein K-Monomorphismus, so ist fiir jede Nullstelle &« € L eines Polynoms
p € K[z] auch o(«a) eine Nullstelle von p, denn dann gilt p(o(«)) = o(p(a)) = o(0) = 0.
K-Automorphismen einer Kérpererweiterung L/K bilden Nullstellen von Polynomen mit
Koeffizienten in K auf Nullstellen von Polynomen mit Koeffizienten in K ab.

Wir fixieren die Begriffe aus diesen Beobachtungen in der folgenden Definition, und untersuchen
anschliessend die Galoisgruppe fiir einige wichtige Beispiele von Korpererweiterungen.

Definition 2.1.1:

1. Fir einen Korper K und eine Teilmenge M C Aut(K) bezeichnet wir den Teilkorper
F(M)={ae K :¢(a)=aVp € M} als den Fixkdrper von M.

2. Die Galoisgruppe I'(L/K) einer Korpererweiterung L/K ist die Gruppe der K-
Automorphismen ¢ : L — L, ¢|x = idg.

3. Die Galoisgruppe eines Polynoms p € K|z iiber K ist die Galoisgruppe der Korper-
erweiterung L/K, wobei L der Zerfallungskorper von p iiber K ist.

4. Eine Korpererweiterung L/K heifit galoissch oder Galoiserweiterung, wenn K =
F(I'(L/K)) gilt. Sie heisst abelsch bzw. zyklisch, wenn sie galoissch mit abelscher
bzw. zyklischer Galoisgruppe ist.

Beispiel 2.1.2:

1. Es gilt I'(R/Q) = {idg}, also ist R/Q nicht galoissch.

Dies folgt aus der Anordenbarkeit von R und der Tatsache, dass Q@ dicht in R ist. Sind
a,b € Rmit a < bund 7 € I'(R/Q), so folgt 7(a) < 7(b), denn dann existiert ein y € R
mit b — a = y? und somit 7(b) — 7(a) = 7(b —a) = 7(y*) = 7(y)? > 0. Géibe es ein z € R
mit 7(z) # x, so wire wegen 7(—z) = —7(x) o0BdA z < 7(x), und es gibe ein ¢ € Q mit
r < ¢ < 7(x). Daraus folgt 7(x) < 7(q) = ¢ < 7(x) - ein Widerspruch.

2. Es gilt I'(C/R) = {id¢, } = Z/2Z, wobei ~: C — C, a +ib +— a — ib fiir a,b € R die
komplexe Konjugation bezeichnet. Die Korpererweiterung R/C ist also galoissch, abelsch
und zyklisch.

Denn offensichtlich ist wegen 2 +w = Z+w, z-w = z-w und @ = a fir z,w € C,
a € R die komplexe Konjugation ein R-Automorphismus von C. Andererseits ist aber
jeder R-Automorphismus 7 € I'(C/R) durch seinen Wert auf i eindeutig bestimmt, denn
jedes z € C laBt sich eindeutig schreiben als z = a +1b mit a,b € R. Aus —1 = 7(—1) =
7(i?) = 7(i)? folgt 7(i) =i oder 7(i) = —i, also 7 = id¢ oder 7 = ~
3. Die Kérpererweiterung Q(+v/2)/Q ist nicht galoissch, denn I'(Q(+/2)/Q) = {idg 33 }-

Denn jeder Q-Automorphismus 7 € I'(Q(+¥/2)/Q) ist durch 7(3/2) eindeutig bestimmt.
Wegen 2 = 7(2) = 7((v/2)%) = 7(¥/2)® muss 7(v/2) eine Nullstelle von z® — 2 sein. Da
aber die einzige in Q(+/2) enthaltene Nullstelle von 2 — 2 die Nullstelle v/2 ist, folgt
7'(\3/5) = /2 und somit 7 = idQ( ¥3)-
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4. Sei L = Q(Q[z]) der Korper der gebrochen rationalen Funktionen mit Koeffizienten in Q.
Die Korpererweiterung L/Q ist galoissch, denn fiir jedes a € Q ist

p(z +a)

Ta: L — L, LN
¢ q(z+a)

ein Q-Automorphismus von L. Aus p/q € F(I'(L/Q)) mit g # 0 folgt 7.(p/q) = p/q fiir
alle a € Q und somit p(a)/q(a) = p(0)/q(0) fir alle a € Q. Also ist p/q = p(0)/q(0) € Q,
und es gilt F(I'(L/Q)) = Q.

5. Jeder Korper L ist eine Erweiterungskorper iiber seinem Primkérper P(L), und die Ga-
loisgruppe dieser Korpererweiterung ist I'(L/P(L)) = Aut(L). Denn offensichtlich gilt
I(L/P(L)) C Aut(L), und F(Aut(L)) C L ist ein Teilkérper von L. Da der Primkorper
P(L) in jedem Teilkorper von L enthalten ist, folgt P(L) C F(AutL) C L. Also ist jeder
Automorphismus von L bereits in I'(L/P(L)) enthalten.

Wie auch schon im bisherigen Verlauf der Vorlesung interessiert man sich fiir
Korpererweiterungen oft nur bis auf K-Isomorphie, d. h. man mochte Korpererweiterungen
L/K, L' /K', zwischen denen ein somorphismus ¢ : L — L' mit ¢(K) = K’ existiert, nicht un-
terscheiden. Daher stellt sich die Frage nach der Beziehung zwischen den Galoisgruppen solcher
Korpererweiterungen, und man vermutet, dass diese isomorph sind. Eine offensichtliche Idee,
um einen Gruppenisomorphismus zwischen den Galoisgruppen solcher Korpererweiterungen
anzugeben, ist es, durch Verketten mit dem ¢ und seinem Inversen, Elementen aus I'(L/K)
Elemente aus I'(L'/K') zuzuordnen.

Lemma 2.1.3: Seien L/K und L'/ K’ Korpererweiterungen mit Galoisgruppen I' = I'(L/K),
I"=T(L'/K') und ¢ : L — L' ein Kérperisomorphismus mit ¢(K) = K’. Dann gilt:
1. Die Abbildung F, : I'(L/K) = I'(L'/K'), T — ¢oTo¢ ! ist ein Gruppenisomorphismus.

2. Die Korpererweiterung L/K ist galoissch genau dann, wenn L'/ K’ galoissch ist.

Beweis:

1. Offensichtlich ist fiir alle K-Automorphismen 7 : L — L die Abbildung ¢ o 70 ¢7! :
L' — L' ein K'-Automorphismus, denn die Verkettung von Korperisomorphismen ist ein
Korperisomorphismus und wegen ¢(K) = K’ gilt o170 ¢ 1 (k') = ¢po ¢~} (K) = K fiir al-
le k' € K'. Also erhilt man eine Abbildung Fj, : I' — I'" mit Inversem F¢>_1 =Fy1: 1" =T,
o+ ¢ oo og. Diese ist ein Gruppenisomorphismus, denn

F¢(1dL) :quidLOgﬁil :(bO(ﬁil :idL/
Fy(poT)=¢oporod ' =¢opogloporod = Fy(p)oFy(r) Vp,7eT.

2. Es gilt ¢(F(T")) = F(I"). Denn fiir a € F(I') folgt
Fy(r)(¢(@)) = poTo¢  og(a) = poT(a) = ¢(a) VreT,
und mit der Surjektivitdt von Fj, ergibt sich ¢(«) € F(I'), also ¢(F(I')) € F(I'). Analog

erhilt man ¢~ (F(I')) € F(T) und somit ¢(F(T)) = F(I'). Da ¢(K) = K’ gilt F(T) = K
genau dann, wenn F(I) = K. O
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Wir untersuchen nun einen weiteren zentralen Aspekt von Galoisgruppen und Fixkorpern,
niamlich den Zusammenhang zwischen Zwischenkorpern einer Koérpererweiterung L/K und Un-
tergruppen ihrer Galoisgruppe I'(L/K). Sei dazu fiir eine beliebige Kérpererweiterung L/ K mit
Galoisgruppe I' = I'(L/ K)

U(T) = {Untergruppen G C T'} Z(L/K) = {Zwischenkorper von L/K'}.

Im Folgenden bezeichnen wir mit F : U(I') — Z(L/K) die Abbildung, die einer Untergruppe
G C I' ihren Fixpunktkorper F(G) zuordnet, und mit G : Z(L/K) — U(I") die Abbildung, die
einem Zwischenkorper K C E C L die Galoisgruppe G(F) = I'(L/E) der Korpererweiterung
L/E zuordnet.

Offensichtlich ist der Fixpunktkorper einer Untergruppe G C T ein Zwischenkérper K C EF C L
und wird um so grosser, je kleiner die Gruppe G ist. Umgekehrt ist die Galoisgruppe eines
solchen Zwischenkorpers um so kleiner, je grosser der Zwischenkorper ist. Verkettet man die
Abbildungen F und G, so kann man ausserdem den Fixpunktkorper einer Galoisgruppe I'(L/ E)
mit dem Zwischenkorper E oder die Galoisgruppe einer Korpererweiterung L/F(G) mit G
vergleichen. Offensichtlich gelten dann die Inklusionen F C F(I'(L/E)) und G C G(L/F(G)).

Lemma 2.1.4: Sei L/K eine Korpererweiterung mit Galoisgruppe I'(L/K) = I'. Dann gilt
fiir beliebige Untergruppen G, H C ' und Zwischenkérper E, F von L/K:

l. ECF=G(F)CG(E), GCH= F(H)CFQG).

2. EC FoG(FE), GCGoF(Q).

3. GoFoG(E)=G(E), FoGoF(G)=F(@G).

Untergruppen G C I' mit G o F(G) = G und Zwischenkoérper K C E C L mit FoG(FE) =FE
bezeichnet man als abgeschlossen.

Beweis:

1. und 2. folgen direkt aus der Definition. Aus 2. folgt G(F) C GoF(G(FE)) = GoFoG(FE). Ande-
rerseits gilt nach 2. aber auch £ C FoG(E), und mit 1. folgt GoFoG(E) = G(FoG(E)) C G(E),
also Gleichheit. Der Beweis von F o G o F(G) = F(G) ist analog. O

Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen Untergruppen der Galoisgruppe I'(L/K) einer
Korpererweiterung L/K und Zwischenkorpern K C E C L nun an einigen Beispielen. Dass
bei den Inklusionen £ C F o G(E) und G C G o F(G) in Lemma auch bei galoisschen
Korpererweiterungen echte Ungleichheit gelten kann, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 2.1.5: Wir betrachten die galoissche Korpererweiterung L/Q mit L = Q(Q[z]) aus
Beispiel [2.1.2) den Zwischenkérper E = Q(Q[z?]) und die von dem Q-Automorphismus

0q,: L — L,

fiir festes a € Q \ {0,1, —1} erzeugte Untergruppe G = (o,) C I'(L/Q). Dann gilt:

1. G(F) ={id.} und somit £ C FoG(E) = L.
2. F(G) = Q und somit G C Go F(G) =T(L/Q).
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Denn aus p € G(E) folgt p(z)? = p(z®) = 2 und somit (p(z)/z)> —1 = 0. Also ist p(z)/z alge-
braisch tiber Q und somit bereits in Q enthalten, denn jedes Element in L\ Q ist transzendent.
Da p(c) = ¢ fur alle ¢ € Q, ergibt sich p = idy.

Ist p/q € F(G) mit ggT(p, q) = 1, so folgt p(ax)q(z) = p(r)g(az) fir alle x € Q, und ein Koeffi-
zientenvergleich liefert deg(p) = deg(q). Aus ggT(p,q) = 1 ergibt sich ggT(p(az), q(azx)) = 1,
und somit muss eine Konstante b € Q existieren mit p(az) = bp(x). Es folgt p(z) = cadee®
und ¢(z) = drd°® mit ¢,d € Q. Aus a ¢ {0,1,—1} und ggT(p,q) = 1 ergibt sich deg(p) =
deg(¢) = 0 und p/q € Q.

Beispiel 2.1.6: Sei L/K eine Korpererweiterung mit Galoisgruppe I'. Fiir Zwischenkorper
E,F von L/K bezeichne EF = FE(F) = F(F) das Kompositum von F und F, d. h. den
kleinsten Zwischenkorper von L/K, der E und F' enthélt, und fiir Untergruppen G, H C T
(G U H) die kleinste Untergruppe von I', die G und H enthélt. Dann gilt:

G(EF)=G(E)NG(F) F(GUH))=F(G)NF(H).

Denn nach Lemma[2.1.4] 1. gilt wegen E, F C EF die Inklusion G(EF) C G(E)NG(F), und mit
Lemma[2.1.4] 2. folgt E C FoG(E) C F(G(E)NG(F)) und F C FoG(F) C F(G(E)NG(F)).
Also gilt EF C F(G(E) N G(F)) und mit Lemma [2.1.4] 1. und 2. ergibt sich G(E) N G(F) C
GoF(G(E)NG(F)) C G(EF), also G(EF) = G(E)NG(F). Die Aussagen fiir die Untergruppen
folgen analog.

Wir wenden uns nun wieder unserer Ausgangsfrage zu, ndmlich der Untersuchung des Zusam-
menhangs zwischen Untergruppen der Galoisgruppe einer Korpererweiterung L/K und ihren
Zwischenkorpern. Dabei nehmen die abgeschlossenen Zwischenkorper eine Sonderrolle ein, denn
sie entsprechen gerade den Zwischenkérpern K C E C L, fiir die die Korpererweiterung L/E
galoissch ist. Ebenso konnen wir zeigen, dass die Galoisgruppen solcher Korpererweiterungen
L/ E stets abgeschlossene Untergruppen von I'(L/K) sind. Diesen Zusammenhang zwischen ab-
geschlossenen Untergruppen der Galoisgruppe I'(L/K) und abgeschlossenen Zwischenkérpern
von L/K bezeichnet man als Galois-Korrespondenz.

Satz 2.1.7: (Galois-Korrespondenz)

Sei L/ K eine Korpererweiterung mit Galoisgruppe I' und F : U(T") — Z(L/K), G : Z(L/K) —
U(T) wie in Lemma [2.1.4] Dann gilt:

1. Eine Untergruppe G C I' ist abgeschlossen genau dann, wenn ein Zwischenkorper £ von
L/K mit G = G(E) existiert.
2. Fiir einen Zwischenkorper K C E C L sind dquivalent:
(i) E abgeschlossen: F o G(E) = E.
(ii) Es existiert eine Untergruppe U C ' mit E = F(U).
(iii) Die Korpererweiterung L/F ist galoissch.

3. Die Abbildungen F und G induzieren zueinander inverse Bijektionen zwischen der Men-
ge der abgeschlossenen Untergruppen von I' und der Menge der abgeschlossenen Zwi-
schenkérper von L/K.
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Beweis:

1. Ist G C TI' abgeschlossen, also G = G o F(G), so gilt G = G(E) mit £ = F(G). Ist
umgekehrt K C E C L ein Zwischenkdrper mit G = G(E), so folgt mit Lemma [2.1.4] 3.
G=G(E)=GoFoG(E)=GoFQ)

2. (i) & (ili): Wegen I'(L/E) = G(FE) ist L/E galoissch, F(I'(L/E)) = E, genau dann, wenn
E C Z(L/K) abgeschlossen, F o G(F) = E.

(i) <(ii): Ist E abgeschlossen, so folgt £ = F(U) mit U = G(F). Existiert umgekehrt eine
Untergruppe U C I' mit £ = F(U), so folgt mit Lemma 3. die Gleichung F = F(U) =
FoGoF(U)=FoG(FE), also E abgeschlossen.

3. Nach 1. ist fiir jeden abgeschlossenen Zwischenkérper K C E C L die Gruppe G(F)
abgeschlossen mit F o G(E) = FE und fiir jede abgeschlossene Untergruppe G C I' der
Zwischenkorper F(G) abgeschlossen mit G o F(G) = G. O

2.2 Algebraische Galoiserweiterungen

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit den Galoisgruppen algebraischer, galoisscher
Korpererweiterungen und werden diese fiir viele Fille explizit bestimmen. Als erstes wol-
len wir dazu den Begriff der Galoiserweiterung durch schon bekannte Eigenschaften von
Korpererweiterungen charakterisieren.

Die in Beispiel betrachteten Korpererweiterungen legen nahe, dass der Begriff der Ga-
loiserweiterung etwas mit Normalitét zu tun haben sollte. Denn ist L/K eine algebraische
Korpererweiterung, so ist jeder K-Monomorphismus durch die Nullstellen der Minimalpolyno-
me mg, x von Elementen o € L eindeutig bestimmt. Solche Nullstellen werden stets auf andere
Nullstellen von m,, x abgebildet, was bedeutet, dass es umso mehr K-Automorphismen gibt, je
mehr Nullstellen von m, x in L ethalten sind. Je grosser die Zahl der K-Automorphismen,
desto kleiner wird aber der zugehorige Fixpunktkorper, was es nahelegt, dass galoissche
Korpererweiterungen Zerfallungskorpern entsprechen.

Ebenso ist offensichtlich, dass sich die Existenz von mehrfachen Nullstellen der Minimalpo-
lynome im Korper L storend auf die K-Automorphismen auswirkt, da sich die Vielfach-
heit von Nullstellen unter einem K-Automorphismus nicht #ndern sollte. Dies suggeriert,
dass Korpererweiterungen, die normal und separabel sind, die grofftmogliche Gruppe von K-
Automorphismen und daher die kleinstméglichen Fixpunktkorper der Galoisgruppe haben soll-
ten und somit gute Kandidaten fiir Galoiserweiterungen sind.

Satz 2.2.1: (normal+separabel=galoissch)

Fiir eine algebraische Korpererweiterung L/K sind dquivalent:
(i) L/K ist galoissch.
(ii) L/K ist normal und separabel.
(iii) L ist Zerfallungskorper einer Familie separabler Polynome aus K|z].

Beweis:
(i)=(ii): Sei L/K galoissch und p € KJz| ein irreduzibles normiertes Polynom mit einer
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Nullstelle @« € L. Dann ist fiir jeden K-Automorphismus 7 € I'(L/K) auch 7(«) eine Null-
stelle von p, und somit ist die Menge {7(a)) : 7 € I'(L/K)} endlich. Seien also o = ay,
Qg,...,a, € L die verschiedenen Bilder von a unter K-Automorphismen in I'(L/K) und

q:=[lis,(z — ) = Yy ax’ € Lla].
Wir zeigen g = p. Zunéchst gilt fiir alle 7 € I'(L/K)

s s T T

Tlq) = Zﬂ%)ﬂ = H(f — 7)) = H(x — o) = Zaﬂi,

=0 =1 i=1 1=0

denn 7 bildet Nullstellen von p auf Nullstellen von p ab und ist injektiv, permutiert also die
Nullstellen von p. Aus dieser Gleichung ergibt sich 7(a;) = a; fir alle i« = 0,...,7 und damit
q € K[z]. Da q(«a) = 0 folgt p = ma i |q und da oy, ..., o, verschieden sind folgt deg(p) > deg(q).
Da ausserdem p und ¢ normiert sind, muss p = ¢ gelten. Also zerféllt p iiber L und hat nur
einfache Nullstellen, und somit ist L/K normal und separabel.

(il)=(i): Wir zeigen: zu jedem o € L\ K existiert ein K-Automorphismus 7, € I'(L/K) mit
T(a) # . Sei also w € L\ K. Da L/ K separabel ist, ist hat m, x keine mehrfachen Nullstellen
in dem algebraischen Abschluss K und wegen o € L\ K gilt deg(m,x) > 1. Also muss
ma,x eine weitere Nullstelle 8 # o € K haben, und nach dem Fortsetzungssatz fiir primitive
Korpererweiterungen (Satz existiert ein K-Isomorphismus 7 : K(a) — K(8) C K mit
7(a) = f. Dieser 148t sich nach dem Fortsetzungssatz fiir K-Monomorphismen in algebraisch
abgeschlossene Korper (Satz zu einem K-Monomorphismus 7 : L — K fortsetzen,
und da L/K normal ist folgt mit Satz 7(L) = L. Also gilt 7, = 7 € I'(L/K) und
To(@) = 7(a) = B # a. Also folgt F(L/K) = K und somit L/K galoissch.

(i)« (iii): Dies folgt direkt aus Satz und Lemma [1.5.19] O

Wihrend viele Beispiele algebraischer Kérpererweiterungen - insbesondere iiber Kérpern der
Charakteristik 0 oder endlichen Korpern - separabel sind, gibt es viele Beispiele nicht norma-
ler und daher auch nicht galoisscher Korpererweiterungen. Ist eine solche Korpererweiterung
ausserdem endlich, kann man daraus durch Hinzufiigen von Nullstellen algebraischer Elemente
eine galoissche Korpererweiterung konstruieren. Durch Ubergang zu einem Erweiterungskorper,
namlich dem Zerfallungskérper des Minimalpolynoms eines primitiven Elements, erhdlt man
dann eine Einbettung dieser Korpererweiterung in eine endliche, galoissche Kérpererweiterung.

Korollar 2.2.2: (Einbettung in Galoiserweiterungen)

Zu jeder endlichen separablen Korpererweiterung L/ K existiert eine endliche Galoiserweiterung
M /K mit Zwischenkorper L.

Beweis:

Da L/K endlich und separabel ist, existiert nach dem Satz vom primitiven Element ein o € L
mit L = K(a). Das Minimalpolynom m, x ist separabel, und sein Zerfillungskorper M {iber
L ist auch ein Zerfallungskorper von m,, i itber K. Also ist nach Satz M/K galoissch. O

Wir untersuchen nun, unter welchen Bedingungen die Zwischenkorper einer algebraischen
Korpererweiterung L/K galoissche Korpererweiterungen definieren. Ist L /K galoissch, so ist
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nach Satz L normal und separabel iiber K und somit auch normal und separabel {iber
jedem Zwischenkorper K C E C L. Also ist die Kérpererweiterung L/ FE galoissch fiir jeden Zwi-
schenkorper E. Die Frage, ob auch die Korpererweiterung £/ K galoissch ist, ist komplizierter.
Denn aus L separabel iiber K folgt zwar, dass auch E separabel iiber K ist, aber aus L normal
iiber K folgt nicht, dass auch E normal iiber K ist - ein Gegenbeispiel ist L = Q(+/2, ¢>™/3),
E= Q(f/ﬁ), K = Q. Ein Kriterium, wann auch die Kérpererweiterung £/ K galoissch ist liefert
der Satz von Krull, der auch die Bezeichnung normale Korpererweiterung motiviert.

Satz 2.2.3: (Satz von Krull: Normalteiler und Zwischenkérper)

Sei L/K eine algebraische Galoiserweiterung mit Galoisgruppe I'. Dann gilt fiir jeden Zwi-
schenkorper F von L/K:

1. E ist abgeschlossen und L/FE ist galoissch.

2. Jeder K-Monomorphismus ¢ : E — L in einen algebraischen Abschluss L von L kann zu
einem K-Automorphismus ¢ € I' fortgesetzt werden.

3. E/K ist genau dann galoissch, wenn I'(L/E) C I' eine normale Untergruppe ist, und in
diesem Fall gilt I'(E/K) = T'/T(L/E).

Beweis:

1. Da L/K algebraisch und galoissch ist, ist L nach Satz normal iiber K und somit
Zerfallungskorper einer Menge A C K|[z] iiber K separabler Polynome. Damit ist L auch
Zerféllungskorper von A C E[z] und alle Polynome in A sind separabel iiber E. Damit ist L

normal und separabel iiber E. Also ist L/E nach Satz galoissch, und nach Satz ist
E abgeschlossen.

2. Nach dem Fortsetzungssatz fiir K-Monomorphismen in algebraisch abgeschlossene Kérper
(Satz_1.4.16 kann jeder K-Monomorphismus ¢ : E' — L zu einem K-Monomorphismus ¢ :
L — L fortgesetzt werden. Da L/K normal ist, gilt nach Satz ¢(L) = L und somit ¢ € I".

3. Sei E/K galoissch, also normal und separabel. Da aus L/K algebraisch auch E/K alge-
braisch folgt, ist £/K nach Satz normal. Mit Satz folgt 7(F) = F fiir alle 7 € T
und somit 7|g € I'(E/K). Also erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus ¢ : I' — I'(E/K),
7 — 7|p mit ker(¢p) = {r € I': 7|g = idg} = ['(L/E). Dasich nach 2. jeder K-Automorphismus
p:E — E C L zu einem K-Automorphismus p € I' fortsetzen lisst, ist dieser Gruppenho-
momorphismus surjektiv. Also ist I'(L/FE) C I' als Kern eines Gruppenhomomorphismus eine

normale Untergruppe, und es gilt I'(E/K) = T'/T'(L/E).

Ist umgekehrt I'(L/E) C IT' eine normale Untergruppe, so gilt fir alle 0 € I', p € I'(L/FE)
o topoo € I'(L/E). Damit gilt fiir alle « € E die Identitit p(c(a)) = o(a), also
o(la) € F(I'(L/E)) = E. Damit ist gezeigt, dass fir alle o € ' gilt o(F) C E. Da auch
o~} (F) C E, folgt 0(E) = E, also o|g € I'(F/K) fiir alle 0 € I'. Da L/K galoissch ist, existiert
zu jedem oo € F\ K ein 0 € I' mit a # o(a) € E, und es folgt F(F) = Fo G(I'(E/K)) = K,
also F'/K galoissch. O

Wir werden diesen Satz spéter benutzen, um zu beweisen, dass fiir eine endliche (also damit
insbesondere algebraische) Galoiserweiterung L/K, die Zwischenkérper K C E C L eins zu
eins den Untergruppen der Galoisgruppe entsprechen.
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Dazu miissen wir uns zunéchst mit Korpererweiterungen beschéftigen, die man erhélt, wenn
man fiir einen gegebenen Korper L den Fixkorper F(I') C L einer Untergruppe I' C Aut(L)
betrachtet. Dies liefert offensichtlich eine Kérpererweiterung L/F(I'). Ist I' eine endliche Un-
tergruppe, so kann man aus der Ordnung von I' direkt den Grad dieser Korpererweiterung
ableiten, indem wir ahnlich wie im Beweis von Satz ausnutzen, dass ein K-Isomorphismus
einer Korpererweiterung L/ K die Nullstellen von Polynomen in K[z| aufeinander abbildet.

Satz 2.2.4: (Satz von Dedekind)

Sei L ein Korper und I' C Aut(L) eine endliche Untergruppe mit Fixkérper K = F(I'). Dann
gilt [L: K] =1T.
Beweis:

1. Wir zeigen zuerst, dass L/K separabel ist und [K(«) : K] < |['| fur alle a € L gilt.

Sei « € L und M = {r(a) : 7 € I'} die (endliche) Bahn von « unter I'. Dann gilt fiir das
Polynom g = [[ ¢, (v — 8) = Zliﬂ a;x" € Llz] wegen 7(M) = M fiir alle 7 € T

| M| |M]
(@) =) ra)' = [[@—rB) = [[(e—=8) = au' =0,
i=0 peM peM =0

und somit 7(a;) = a; fur alle ¢ = 0, ..., |M|. Da per Definition F(I') = K gilt, folgt a; € K fur
allei =0, ...,|M]|, also ¢ € K[z]. Da ¢ iiber L in Linearfaktoren zerfillt, nur einfache Nullstellen
hat und ¢(«) = 0 ist ¢ separabel iiber K. Da das Minimalpolynom m, x wegen ¢(a) = 0 das
Polynom ¢ teilt, gilt dies auch fiir das Minimalpolynom m, k. Also ist L/K separabel mit
[K(a) : K] = deg(mq.x) < deg(q) = |M| < |I'| fiir alle a € L.

2. Da L/K algebraisch ist und nach 1. [K(«) : K] < |T| fiir alle @ € L, existiert ein 8 € L
mit degy (5) = [K(F) : K] = max{degg(a) : @« € L}. Da L/K separabel ist, existiert dann
zu jedem weiteren Element v € L nach dem Satz vom primitiven Element ein 4 € L mit
K(B,v) = K(0). Mit dem Gradsatz folgt

deg () = [K(6) : K] = [K(B,7) : K] = [K(8,7) : K(7)] - [K(7) : K] > degy(0).

Da aber degy(f) als maximal angenommen war, impliziert das degg () = [K(J) : K| =
[K(7,0) : K] =[K(B) : K] = degg () und damit 6 € K(5). Also gilt L = K(f) und nach 1.
[L: K] =[K(B): K] <. Nach Korollar [1.5.21] ist aber || < |[['(L/K)| < [L : K] und somit
folgt Gleichheit. O

Indem wir diesen Satz mit dem Satz von Krull (Satz [2.2.3)), mit Satz und mit Korol-
lar kombinieren, erhalten wir, dass jeder Zwischenkorper einer endlichen Galoiserwei-
terung L/K und jede Untergruppe U C T'(L/K) abgeschlossen ist. Demnach ist fiir jeden
Zwischenkorper E C L die Korpererweiterung L/FE galoissch, und ihre Galoisgruppe hat ge-
nau [L : E] Elemente. Insbesondere erhdlt man fir £ = L, dass [L : K] = |I'(L/K)| gel-
ten muss. Es ergibt sich ausserdem, dass die Abbildungen G : Z(L/K) — U(I'(L/K)) und
F:U((L/K)) = Z(L/K) aus aus Lemma [2.1.4] die einem Zwischenkérper E die Galoisgrup-
pe von L/FE und einer Untergruppe U C I'(L/K) ihren Fixpunktkorper zuordnen bijektiv und
zueinander invers sind. Dies ist ein zentrales Resultat der Galoistheorie, das unter dem Namen
Hauptsatz der endlichen Galoistheorie bekannt ist.
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Satz 2.2.5: (Hauptsatz der endlichen Galoistheorie)

Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe I'. Dann sind die Abbildungen
F:UT) - Z2(L/K), G~ F(G)und G : Z(L/K) - U("), E — I'(L/E) aus Lemma
bijektiv und zueinander invers. Fiir jeden Zwischenkorper K C E C L gilt:

1. [L: E]=|T'(L/E)|.
2. F ist abgeschlossen und L/FE galoissch.

3. Jeder K-Monomorphismus ¢ : £ — L in einen algebraischen Abschluss L von L kann zu
einem Element aus I' fortgesetzt werden.

4. E/K ist genau dann galoissch, wenn I'(L/E) Normalteiler von I' ist, und in diesem Fall
oilt T(E/K) = T/T(L/E).

Beweis:

1. Die Surjektivitdt von F : U(T') — Z(L/K) ist nach Satz dquivalent zu der Aussage,
dass fiir jeden Zwischenkorper E von L/K die Korpererweiterung L/FE galoissch ist, was direkt
aus dem Satz von Krull (Satz folgt. Die Gleichung [L : E] = |T'(L/E)| folgt aus dem
Satz von Dedekind (Satz[2.2.4)), und die letzten drei Aussagen wieder aus dem Satz von Krull.
Also bleibt noch zu zeigen, dass jede Untergruppe U C I' abgeschlossen ist, denn dann ist auch
G :U() — Z(L/K) surjektiv, und die Aussage folgt mit Satz [2.1.7]

2. Nach Korollar gilt [I(L/K)| < [L : K]. Somit ist jede Untergruppe U C T' endlich,
und mit dem Satz von Dedekind folgt [L : F(U)] = |U|. Wegen F(U) = F oG o F(U) ist
F(U) auch Fixkorper der Untergruppe G o F(U) C I', und mit dem Satz von Dedekind folgt
[L:FU)]=|GoFU)| =|U| Also gilt Go F(U) = U, und U ist abgeschlossen. O

Korollar 2.2.6: Eine endliche, separable Kérpererweiterung besitzt nur endlich viele Zwi-
schenkorper.

Beweis:

Ist L/K endlich und separabel, so existiert nach Korollar eine endliche Galoiserwei-
terung M/K mit L C M. Nach dem Hauptsatz (Satz kann M/K nur endlich viele
Zwischenkorper haben, denn diese sind in Bijektion mit den Untergruppen der endlichen
Gruppe I'(L/K), und somit hat auch L/K nur endlich viele Zwischenkorper. O

Mit Hilfe des Hauptsatzes lassen sich in vielen Féllen die Galoisgruppe einer Kérpererweiterung
und ihre Untergruppen explizit bestimmen und dadurch auch alle Zwischenkorper klassifizie-
ren. Allerdings wird dies mit zunehmendem Grad der Korpererweiterung immer schwieriger.
Das einfachste, aber auch relativ uninteressante Beispiel sind galoissche Korpererweiterungen
vom Grad zwei, deren Galoisgruppe stes isomorph zu Z/2Z ist. Sie besteht aus der Iden-
titdtsabbildung und einem weiteren K-Isomorphismus, der die zwei Nullstellen des Minimalpo-
lynoms eines primitiven Elements vertauscht. Interessantere Beispiele erhélt man, wenn man
Korpererweiterungen vom Grad drei oder vier betrachtet.

Beispiel 2.2.7: Wir betrachten die Korpererweiterung Q(\/Q, 1)/Q und bestimmen ihre Ga-
loisgruppe I'. Der Korper L := Q(\/ﬁ, i) ist Zerfallungskorper des Polynoms

p=at—2>—-2= (2" +1)(a* - 2).
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Also ist L/Q normal und wegen char(Q) = 0 auch separabel, also galoissch. Die Polynome z%+1
und 22 — 2 sind irreduzibel iiber Q mit Nullstellen +i und £+/2, und es folgt [Q(v/2,i) : Q] = 4.
Also hat die Galoisgruppe I' vier Elemente, die jeweils durch ihren Wert auf v/2 und i eindeutig
bestimmt sind.

Nach dem Fortsetzungssatz fiir primitive Kérpererweiterungen existieren ein Q(ﬂ)—Automor—
phismus ¢ von L mit ¢(i) = —i und ein Q(i)-Automorphismus ¢ von L mit ¢(v/2) = —v/2. Da
pop=1o1p=1id, und ¢poy =1 o ¢ # id, folgt

T = (¢, 0| 9? = ¢* = idy,poh =P o ¢) 2 Z/27 x 7./27.

Dies ist die Kleinsche Vierergruppe. Sie besitzt die Untergruppen {id.}, (¢) = Z/2Z, () =
7)27, (¢ o1p) = Z/27Z und I'. Die zugehorigen Fixkorper sind

Flidy) =L, FIO)=Q, F({¢)=0(W2), F((¥))=0Q(>), F((pov)) =Q(v2).

Da I' abelsch ist, ist jede Untergruppe U C I' ein Normalteiler, und somit ist fiir alle Zwi-
schenkérper E auch die Korpererweiterung £/Q galoissch.

Wir stellen die Zwischenkorper von L/Q und die Untergruppen von I' schematisch in einem
Zwischenkorperdiagramm bzw. Untergruppendiagramm dar:

E—G(E)
—_—

Q U F(U) r

Q(W?2) Q(iv2) Q() (9) (¢ o) (1)

2 / X 2/
Q(V2,1) {idr}

Verbindungsstriche zwischen Teilkérpern bzw. Untergruppen bedeuten, dass der obere Korper
ein Teilkorper des unteren Korpers bzw. die untere Gruppe eine Untergruppe der oberen Gruppe
ist. Die Zahlen geben den Grad der Korpererweiterung an bzw. den Index der unteren in der
oberen Gruppe an. Die Zwischenkorper F bzw. Untergruppen U an den gleichen Positionen im
Diagramm stehen tiber die Relationen £ = F(U) und U = G(E) = I'(L/E) in Verbindung.

2.3 Kreisteilungskorper

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit den Zerfallungskorpern von Polynomen der Form
x™ — 1 iiber K. Diese bilden einerseits eine interessante Klasse von Korpererweiterungen, deren
Galoisgruppe wir fiir beliebiges n € N explizit berechnen kénnen. Andererseits sind sie durch
das Problem der Konstruktion regulédrer n-Ecke mit Zirkel und Lineal motiviert. Die Gleichung
2" = 1 hat nadmlich in K = C genau n Losungen, die sogenannten nten Einheitswurzeln.
Diese entsprechen den Ecken eines in den Einheitskreis £ = {z € C : |z| = 1} einbeschrieben
reguldren nEcks mit einer Ecke in 1.

Dies folgt direkt aus der Polardarstellung komplexer Zahlen. Jedes z € C* 14t sich nédmlich
eindeutig schreiben als z = 7€' mit r = |2] € RT und ¢ € [0,27). Unter Benutzung der
komplexen Exponentialfunktion exp : C — C, z + € erhilt man 2" = r"e"?. Da ¢ =
cos ¢ +isin ¢ = 1 genau dann, wenn ¢ € 277, folgt

=" =1 & r=1, nec 2.
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Wegen ¢ € [0,27) ist dies dquivalent zu r = 1 und ¢ € {27ik/n : k =0,1,...,n — 1}. Also ist
die Menge der nten Einheitswurzeln in C gegeben durch

Wo(C)={z€C:2"=1} ={**" . k=0,1,...,.n — 1}.

Zeichnet man diese Zahlen, so sieht man, dass e*™*/" einem Punkt auf dem Einheitskreis mit

dem Winkel 27k /n zur positiven reellen Achse entspricht. Die nten Einheitswurzeln sind also
genau die Punkte auf dem Einheitskreis, die man erhélt, wenn man den Einheitskreis, ausge-
hend von der positiven rellen Achse, in n Segmente mit gleichem Winkel unterteilt. Die nten
Einheitswurzeln sind also die Ecken eines in E einbeschriebenen reguléaren n-Ecks.

Mochte man also die Konstruierbarkeit des reguldren n-Ecks mit Zirkel und Lineal untersu-
chen, muss man sich genauer mit den Eigenschaften der nten Einheitswurzeln bzw. mit dem
Zerfallungskorper des Polynoms x™ — 1 befassen. Wir betrachten dieses Polynom nun {iber
beliebigen Korpern K.

Definition 2.3.1: Sei K ein Korper.
1. Die Elemente w € K mit w™ = 1 bezeichnet man als nte Einheitswurzeln in K und
schreibt W,,(K) = {w € K : w" = 1} fiir die Menge der nten Einheitswurzeln.

2. Den Zerfillungskorper K,, C K des Polynoms 2™ — 1 € K[z] bezeichnet man als den nten
Kreisteilungskorper iiber K.

Beispiel 2.3.2:

1. Fiir beliebige Korper K gilt Wi (K) = {1} und K; = K.
2. Es gilt W,,(R) = {1} falls n ungerade und W, (R) = {1, —1} falls n gerade.

3. Aus W, (C) = {e¥™*/7 . k = 0,1,...,n — 1} erhélt man die nten Kreisteilungskorper Q,, =
Q(e*/™) und R,, = R(e*™/"). Diese sind offensichtlich primitive Kérpererweiterungen
iitber den Grundkoérpern Q und R. Es gilt R, = R falls n < 2 und R,, = C fiir n > 2.

4. Es gilt W, (Fy) = {1}, W,,(F3) = {1} falls n ungerade und W, (F3) = {1,2} falls n gerade.

Wir untersuchen nun systematisch die Eigenschaften der nten Einheitswurzeln in Kérpern &
und deren algebraischen Abschliissen K. Dabei stellt sich heraus, dass wir die Falle char(K)|n
und char(K) { n unterscheiden miissen]

Lemma 2.3.3: Sei K ein Korper. Dann gilt:

1. (W,(K),-) ist eine endliche, zyklische Untergruppe von (K*, ), und ihre Ordnung teilt n.
2. Gilt char(K) { n und ist K der algebraische Abschluss von K, so gilt |[W,,(K)| = |K,| = n.
3. Ist char(K) = p € N, so gilt Wyr,,(K) = W,,,(K) fiir alle m,r € N.

Gilt char(K) 1 n, so heisst ein Element w € W,,(K) primitive nte Einheitswurzel, wenn es
die Ordnung o(w) = n hat. Dies ist d4quivalent dazu, dass es die Gruppe (W, (K), ) erzeugt.

3 Man beachte dabei, dass diese Unterscheidung nur fiir char(/K) = p € N prim relevant ist. Denn da 0 kein
Teiler irgendeiner natiirlichen Zahl n ist, gilt fiir char(K) = 0 immer char(K) {n
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Beweis:

1. Offensichtlich ist 1 eine nte Einheitswurzel fiir alle n € N. Das Produkt zweier nter Einheits-
wurzeln a,b € K ist wegen (a-b)" = a"-b" = 1-1 = 1 wieder eine nte Einheitswurzel. Fiir jede
nte Einheitswurzel a € K gilt ausserdem a # 0 und somit existiert ein multiplikatives Inverses
a!, das wegen 1 = 1" = (a-a™ )" = (a™!)™ auch wieder eine nte Einheitswurzel ist. Somit ist
(W, (K), ) eine endliche Untergruppe von (K*,-) und daher nach Bemerkung|[I.1.2] 5. zyklisch,
also W,(K) = (a) fiir ein a € W,(K). Da a" = 1 muss die Ordnung o(a) = |W,,(K)| ein Teiler
von n sein.

2. Offensichtlich sind die nten Einheitswurzeln genau die Nullstellen des Polynoms p = 2" —1 €
K[z]. Gilt char(K) { n, so folgt p'(w) = nw"~' = nw™' # 0. Also besitzt p keine mehrfachen
Nullstellen in K und die Anzahl der nten Einheitswurzeln ist deg(p) = n.

3. Mit dem Frobeniusmonomorphismus folgt fiir a € K

r

aprm:]_ = Oz(am>pr—1:(am—]_)p p= am:].

und somit W, (K) = W, (K). O

Die dritte Aussage des Lemmas besagt, dass es im Fall eines Korpers der Charakteristik
char(K) = p € N unnotig ist, nte Einheitswurzeln mit n = mp” zu betrachten, und es ausreicht,
sich mit mten Einheitswurzeln fiir p f m zu beschéftigen.

Aus der ersten Aussage des Lemmas ergibt such direkt, dass fir n = p # char(K), jede
Einheitswurzel w € W,,(K)* = W,,(K)\{1} primitiv ist, denn die Ordnung jeder Einheitswurzel
muss die Gruppenordnung |W,,(K)| = p teilen. Ist n keine Primzahl, so ergibt sich analog, dass
eine Einheitswurzel genau dann primitiv ist, wenn ihre Ordnung nicht eins und kein echter
Teiler von n ist. Daraus lédsst sich fiir vorgegebenes n € N leicht die Anzahl der primitiven

Einheitswurzeln bestimmen, und wir erhalten das folgende Lemma.

Lemma 2.3.4: Sei K ein Kérper, n € N mit char(K) { n und w € K eine primitive nte
Einheitswurzel. Dann gilt:

1. Der nte Kreisteilungskorper K, ist isomorph zu K (w).

2. Die Menge der primitiven nten Einheitswurzeln ist W*(K) = {w* : ggT(k,n) = 1} und
enthélt genau ¢(n) Elemente.

Beweis:
1. Per Definition ist jede primitive nte Einheitswurzel w € K ein Erzeuger der zyklischen

Gruppe W, (K). Es folgt K,, = K(W,(K)) = K(w).

2. Offensichtlich gilt (w*) = W,(K) genau dann, wenn ggT(n,k) = 1 ist. Also ist die
Anzahl der primitiven nten Einheitswurzeln durch die Eulersche op-Funktion ¢ : N — N,
n—on)={keN:1<k<n,ggT(k,n)=1}| gegeben. O

Existiert also eine primitive nte Einheitswurzel, so ist die Korpererweiterung K, /K nach der
Lemma primitiv. Daher ist es naheliegend zu fragen, wie das Minimalpolynom m,, x einer
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primitiven nten Einheitswurzel w € K, iiber K aussieht. Da K, der Zerfallungskérper von
2" — 1 iiber K ist, muss m,, x das Polynom 2" — 1 teilen. Das Polynom 2™ — 1 selbst kommt
nicht in Frage, da es reduzibel ist: 2" — 1 = (x — 1)(1 + z + ... + 2" ') fiir alle n € N. Ist
n = p € N prim, so ist bekannt, dass das Kreisteilungspolynom 1 4 z + ... + 2P~ ! irreduzibel
ist, und ist daher das Minimalpolynom von w sein. Ist aber n € N keine Primzahl, so kann
das Polynom 1+ + ... + 2" ! jedosch in weitere Linearfaktoren zerfallen. Beispielsweise gilt
l+z+22+2° = (r+1)(@*+ 1) und 1+ z+ 22+ 23 +2t +2° = (1 +2)(1+ 2+ 22)(1 —z+2?).

Es liegt nahe, zu vermuten, dass Polynom 1+ z + ... 4+ 2"~ ! reduzibel ist, genau dann, wenn
n eine Primzahl ist, und dass die Teiler von n den Linearfaktoren in x™ — 1 entsprechen.
Andererseits entsprechen Teiler d von n mit 1 < d < n nach Lemma genau den nicht-
primitiven nten Einheitswurzeln, was suggeriert, dass das Minimalpolynom m,, g das Produkt

der Linearfaktoren (x — u) fiir primitive Einheitswurzeln u € W,,(K) sein sollte.

Definition 2.3.5: Sei K ein Korper und n € N mit char(K) { n. Dann nennt man das
Polynom
D, = H (x —w) € K,[z]

wEW,, (K)primitiv

das nte Kreisteilungspolynom {iiber K. Fiir K = Q schreibt man auch ®,, statt ®, o und
spricht vom nten Kreisteilungspolynom.

Um zu zeigen, dass das Kreisteilungspolynom @, x ein Kandidat fiir das Minimalpolynom
einer primitiven nten Einheitswurzel w iiber K ist, miissen wir zeigen, dass es ein Polynom mit
Koeffizienten in K ist und ausserdem seinen Zusammenhang mit dem Polynom z™ — 1 prézise
formulieren konnen. Dies leistet das folgende Lemma.

Lemma 2.3.6: Sei K ein Korper.

1. Gilt char(K) {n so ist 2" — 1 = [[,_g,, Pax-
2. Das nte Kreisteilungspolynom ®,, = ®,, ¢ ist normiert, vom Grad ¢(n) und ®,, € Z|z].

3. Ist @, = Zfi%) k;x?, so ist das nte Kreisteilungspolynom ®,,  iiber K gegeben durch
O = 300 kja?, wobei k; =1+ ...+ 1 € P(K).
kj)(
Beweis:
1. Das Polynom 2" —1 zerfillt iiber K in Linearfaktoren, und hat nach Lemma nur (infache
Nullstellen in K. Die Nullstellen sind gerade die nten Einheitswurzeln. Ist w € W, (K) eine
Einheitswurzel der Ordnung o(w) = d, so muss gelten d|n, denn die Ordnung jedes Elements

der Gruppe W,,(K) teilt die Gruppenordnung. In diesem Fall ist und w dann eine primitive dte

Einheitswurzel. Also gilt Wy (K) = Uy, {w € Wa(K) : wprimitiv}, und es folgt

" —1= H (x—w)ZH H ($_w):H(I>de

weEW, (K) 0<dln  weWy(K) 0<d|n
primitiv

2. @, ist offensichtlich normiert und deg(®,) = [{w € W, (K) primitiv}| = ¢(n) nach Lemma
2.3.4 Wir beweisen die Aussagen 2. und 3. per Induktion {iber n € N.
n=1:Ist n =1,s0 gilt &1(z) =2 —1 € Zlz] und ¢, x =2 — 1 € P(K)[z].
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n — n+ 1: Seien die Aussagen 2.,3. bewiesen fiir alle Kreisteilungspolynome ®,, und ®,, x mit
m < n. Nach 1. gilt

" —1=0,, k- H Py = Popiik - Vg1 k- (1)
din+1,
0<d<n+1
Nach Induktionsvoraussetzung ist W¥,,y; = W, ;o normiert mit ganzzahligen Koeffizienten.

Also existieren Polynome ¢,7 € Z[z] mit 2" — 1 = q¥U,,; + 7 und deg(r) < deg(¥, 1)
oder deg(r) = 0. Mit folgt (P41 — ¢)Wsy1 = r und aus Gradgriinden muss r = 0 und
Q11 = q € Z[z] gelten.

Fiir den Primkorper P(K) gilt P(K) = Q oder P(K) = F, mit p € N prim. Im ersten Fall ist
3. bereits bewiesen. Im zweiten Fall betrachtet man den von der Projektion 7 : Z — F), k — k
induzierten Ringhomomorphismus . : Z[z] — Fylz], 377 kja? = 377 kja!. Dann gilt

q)nJrl,K : \Dn+1,K = anrl —1= Ty (anrl - 1) = 7T*((I)nqtl : ‘IjnJrl) = 7T>|<((I)n+1) : W*(\I/nqu)

Da nach Induktionsvoraussetzung ®,,x = m.(®P,,) fir alle m < n folgt mit dass
Uoi1.x = T (Vi) gelten muss und somit @49 g = 7, (Ppypr). O

Bemerkung 2.3.7:

1. Die dritte Aussage in Lemma besagt, dass man das nte Kreisteilungspolynom fiir
einen Korper der Charakteristik p € N prim aus dem nten Kreisteilungspolynom fiir Q
berechnen kann, indem man die Koeffizienten modulo p reduziert.

2. Aus der im Beweis hergeleiteten Identitit W,(K) = Uo —aniw € Wy(K) : wprimitiv}
ergibt sich mit Lemma fiir char(K') 1 n die Identitét

n=|W,(K)| = Z {w € Wy(K) : wprimitiv}| = Z o(d).

0<d|n 0<d|n

3. Mit Hilfe von lassen sich die Kreisteilungspolynome rekursiv berechnen und die Poly-
nome z" — 1 in Kreisteilungspolynome faktorisieren. Man erhélt

ZE—1:®1

1=+ 1)(z—1)=o- & Py=z+1
?—1=1+z+2%)(z—1)=d3 & Py=a"+x+1
gt 1=+ D)z +D(z—1) =0, 0y &, by =1+27

Py =2+ +2+r+1
@6:$2—$+1

2’ —1=1+z+22+2° +aY (o —1) =050,
2~ 1= -+ 1)@ +r+1)(z+1)(z—-1)
= &g Dy Dy - Dy

L R R

Fiir die Kreisteilungspolynome ®, mit p € N prim ergibt sich dabei aus 27 —1 = @, - ¢,
die bekannte Formel ®, =1+ z + 2% + ... + 2P~ 1.

Mit Hilfe der expliziten Beschreibung der Kreisteilungspolynome in Lemma [2.3.6] und ihrer
Beziehung zu den Polynomen x™ — 1 kénnen wir nun beweisen, dass die Kreisteilungspolynome
®,, € Z|x] irreduzibel iiber Q sind. Da die Kreisteilungspolynome ausserdem normiert sind und
per Definition @, (w) = 0 fiir jede primitive nte Einheitswurzel w € W,,(C), folgt daraus dann
direkt, dass ®,,(w) das Minimalpolynom jeder primitiven nten Einheitswurzel ist.
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Satz 2.3.8: Fiir jedes n € N ist das nte Kreisteilungspolynom ®,, irreduzibel iiber Q.

Beweis:
1. Da ®,, normiert ist, existiert ein normiertes irreduzibles Polynom f € Z[z] mit f|®,. Zu
zeigen ist, dass f = ®,, gilt. Dazu benutzen wir die folgende Hilfsaussage:

(*) Fiir jede Nullstelle w € Q,, von f und jede Primzahl p € N mit p { n gilt f(w?) = 0.

Ist w € Q, eine Nullstelle von f, so ist w auch eine Nullstelle von ®, und somit eine primitive
nte Einheitswurzel. Mit (*) folgt f(w?) = 0 fiir alle p € N prim mit ggT(p,n) = 1. Also ist
auch w? wieder eine Nullstelle von f und somit eine primitive nte Einheitswurzel. Ist £ € N mit
ggT(k,n) = 1, so existieren Primzahlen py,...,p, mit kK = py---p, und ggT(p;,n) = 1 fir alle
i =1,...,r. Durch wiederholtes Anwenden von (*) folgt f(w*) = 0 und somit ist auch w* eine
primitive nte Einheitswurzel. Da o(w) = n sind die Elemente 1, w, ..., w™ ™! echt verschieden, und
daher existieren mindestens p(n) = |[{k € N : k < n,ggT(k,n) = 1}| verschiedene Nullstellen
von f. Also folgt deg(f) > ¢(n) = deg(®,) und f = &,

2. Beweis der Hilfsaussage (*): Aus f|®, und ®,|z" — 1 folgt f|z™ — 1 und somit existiert ein
Polynom g € Z[x] mit 2™ — 1 = f-g. Wir nehmen an, dass eine Nullstelle w von f existiert mit
f(wP) # 0 und fithren dies zum Widerspruch.

Da w” eine Nullstelle von 2™ — 1 ist, folgt aus f(w?) # 0 dass g(w?) = 0 gelten muss, d. h. w ist
eine Nullstelle des Polynoms ¢ = g(«P). Andererseits ist aber das normierte irreduzible Polynom
f das Minimalpolynom aller Nullstellen von 2" — 1, also f = m,, . Aus g(w?) = 0 folgt dann
flg in Q[z]. Also existiert ein Polynom r € Q[z] mit ¢ = g(zP) = f-r. Da f,q € Z[z] und f
irreduzibel ist, folgt r € Z[x].

Sei 7 : Z — F,, k+ k = k + pZ die Projektionsabbildung und =, : Z[z] — F,|[z], >oimg kit =
Z;”:O k;x? der induzierte Ringhomomorphismus. Mit dem Frobeniusmonomorphismus folgt fiir
9= 2ok’ € Zlz]

m(9)" = (Zk_ﬂ]) = Zk_jxm = m(9(2")) = mu(q) = m(f - 1) = 7 (f) - ()

Ist nun h € F,[z] ein irreduzibler Faktor von 7, (f), so folgt aus m.(f)m.(r) = m.(g(a?)) = m.(g)?
die Identitéit h|m,(g) und somit h?|m.(f)m.(g) = 2™ —1. Also hat 2™ —1 eine mehrfache Nullstelle
im algebraischen Abschluss F,. Andererseits gilt aber (z" — 1)'(w) = nw" ! und 7, w # 0 - ein
Widerspruch zu Lemma [1.5.8] Also muss f(w?) = 0 gelten. O

Korollar 2.3.9: Das nte Kreisteilungspolynom ®,, ist das Minimalpolynom jeder primitiven
nten Einheitswurzel w € W,,(C).

Bemerkung 2.3.10: Die Voraussetzung K = Q in Satz ist notwendig. Aus
2 —l=@-D(a+)1+r+22)1+2%)(2® —z+ 1) (a* — 22 +1)

erhilt man das 12te Kreisteilungspolynom ®5 = 2* — 22 + 1 iiber Q und das 12te Kreistei-
lungspolynom iiber 5, indem man seine Koeffizienten modulo 5 betrachtet. Dieses ist aber
reduzibel, denn es gilt

vt — 2?4 1= -20—1)- (2> + 22 - 1).
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Mit Hilfe der bewiesenen Aussagen iiber nte Einheitswurzeln und Kreisteilungspolynome
konnen wir nun die Eigenschaften der Korpererweiterung K, /K untersuchen und insbeson-
dere ihre Galoisgruppe bestimmen.

Lemma 2.3.11: Sei K ein Korper und n € N mit char(K) { n. Dann gilt:

1. Die Kérpererweiterung K, /K ist galoissch.
2. Die Galoisgruppe I'( K,/ K) ist isomorph zu einer Untergruppe der Gruppe ((Z/nZ)*,-).
3. Es gilt I'(K,,/K) = (Z/nZ)* genau dann, wenn ®,, x irreduzibel iiber K ist.

Beweis:

1. Das Polynom z™ — 1 besitzt nach Lemma [2.3.3| genau n verschiedene Nullstellen in seinem
Zerféllungskorper K, und ist somit separabel iiber K. Da K, Zerfallungskorper von 2™ — 1 ist,
ist die Korpererweiterung K, /K ausserdem normal und somit nach Satz galoissch.

2. Sei nun w € K, eine primitive nte Einheitswurzel. Nach Lemma[2.3.4 gilt dann K,, = K (w),
und somit ist jeder K-Automorphismus 7 € I'(K,,/K) durch 7(w) eindeutig bestimmt. Wegen
o(T(w)) = o(w) bildet 7 primitive nte Einheitswurzeln auf primitive nte Einheitswurzeln ab.
Also existiert ein k € Z mit ggT(n, k) = 1 und 7(w) = w”. Das zugehorige Element k = 7 (k) €
Z/nZ ist dadurch eindeutig bestimmt, und man erhélt eine Abbildung

i:T(K,/K)— (Z/nZ)*, T—i(t)=k

in die Menge der multiplikativen Einheiten (Z/nZ)* = {k € Z/nZ : ggT(n,k) = 1}. Da
fir 0 € I'(K,/K) mit i(c) = ¥ gilt 0 o 7(w) = 7(w)* = W* = o(w)* = 70 o(w) folgt
i(cor) =i(roo) =i(r)-i(c). Somit ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus von I'(K,,/K) in
die multiplikative Gruppe ((Z/nZ)*,-). Da aus i(7) = 1 folgt 7(w) = w, ist 7 injektiv. Also ist
I'K,/K)=il(K,/K)) C (Z/nZ)* isomorph zu einer Untergruppe von ((Z/nZ)*,-).

3. Da die Korpererweiterung K, /K eine Galoiserweiterung ist, gilt nach dem Haupt-

satz der endlichen Galoistheorie [K, : K| = |['(K,/K)|. Ist ®, x irreduzibel, so folgt
N(K,/K)| = [K, : K| = deg(®nx) = ¢(n) = |(Z/nZ)*|. Ist &,k reduzibel, so ergibt sich
(K, /K)| =K, : K] < deg(®, k) = |(Z/nZ)*|. O

Beispiel 2.3.12:

1. Die Galoisgruppe der Korpererweiterung @Q,,/Q ist isomorph zu ((Z/nZ)*,-), denn nach
Satz ist das Kreisteilungspolynom ®,, irreduzibel iiber Q fiir alle n € N.

2. Wir bestimmen die Zwischenkorper der Korpererweiterung Qo/Q und die Untergruppen
der Galoisgruppe I'(Qy/Q) = ((Z/9Z)*,-). Es gilt

Dies ist eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung ¢(9) = 6 und somit nach dem Klassifi-
kationssatz fiir endliche abelsche Gruppen isomorph zu der Gruppe Z/6Z = Z./27.x 7./ 3.
Neben der trivialen Gruppe und sich selbst hat Z/67Z also die Untergruppen Z/27Z und
Z/37. Wegen 8 = 43 = 64 = 1mod 9 entspricht Z/2Z der Untergruppe (8) C (Z/9Z)*
und Z/37 der Untergruppe (4) C (Z/9Z)*.
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Fiir die zugehorigen Fixkorper gilt [F(Z/2Z) : Q] = 3, [F(Z/3Z) : Q] = 3, denn fiir
jede Untergruppe G C I'(Qy/Q) folgt mit dem dem Gradsatz und dem Hauptsatz der
endlichen Galoistheorie

6=0(9) =[Q: Q] =[Q: F(G)]- [F(G): Q = |G| - [F(G) : Q.
Wegen e+2m/3 = /3 gilt Q(e*™/%) C F(Z/3Z) und mit [F(Z/3Z) : Q] = degg(e*™/3)
folgt F(Z/3Z) = Q™) = Q(1 + 1iv3) = Q(v3i).
Wegen e32/9 = ¢=2m/9 yund e 827/ = 29 gilt Q(cos(27/9)) C F(Z/2Z). Da
[F(Z/2Z) : Q] = 3 eine Primzahl ist und cos(27/9) ¢ Q folgt Q(cos(27/9)) = F(Z/27Z).

Also erhélt man die folgenden Zwischenkorper- und Untergruppendiagramme

TN

Q(cos( 271'/9\ / Q(e2/%)
7./67. = (Z./97)*
_/ \ —
7.)27 = (3) Z/3L = (4)

\ » /

Wir befassen uns nun noch mit den Kreisteilungskérpern fiir Korper der Charakteristik p. Um
die Kreisteilungskorper K, fiir K = F, und ihre Galoisgruppen zu charakterisieren, beschrénkt
man sich auf den Fall char(k) { n. Da K,, ein endlicher Korper ist, gilt dann K™ = [F s mit
s € N, und die Galoisgruppe I'(K,,/K) wird von F, : K,, = K,,, o — a? erzeugt. Dies erlaubt
es einem, den Grad der Korpererweiterung K,,/K zur Ordnung von p € Z/nZ in der Gruppe
((Z/nZ)*,-) in Beziehung zu setzen.

Lemma 2.3.13: Sei K =, mit einer Primpotenz ¢ = p” € N und n € N mit p { n. Dann gilt
Ky : K] = 0(q) und K,, = F o, wobei o(q) die Ordnung der Restklasse von ¢ in der Gruppe
((Z/nZ)*,-) bezeichnet.

Beweis:

Die Korpererweiterung K,,/K ist nach Lemma galoissch und ausserdem endlich. Nach
dem Hauptsatz der endlichen Galoistheorie gilt daher |I'(K,,/K)| = [K, : K|. Nach Lemma[l.6.7]
ist I'(K,,/K) zyklisch und wird von ¢ : K,, — K, a — a erzeugt. Also hat ¢ € I'(K,,/K) die
Ordnung [K, : K]. Da K,, = K(w) fiir jede primitive Einheitswurzel w € K,,, ist jedes Element
von ['(K,,/K) durch seinen Wert auf w eindeutig bestimmt, und fiir k£ € N gilt

WV =idg, = JYrw)=uw’ =w < nlf-1 & FT=1

Also folgt [K,, : K] = min{k € N: ¢* = id} = min{k € N: g* =1} = 0(q). O
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Beispiel 2.3.14:

1. Fir n = 10 sind die zu n teilerfremden Primpotenzen g € {1,...,n} gerade ¢ = 3,7,9. In
der Gruppe ((Z/10Z)*,-) gilt 0(3) = 4 = o(7) und 0(9) = 2, denn 3*> = 9 = —1mod 10
und 72 =49 = —1mod 10. Also fOlgt (F3)10 = (Fg)lo = FBl und (F'Y)IO = F2401.

2. Fiir n = 5 sind die zu n teilerfremden Primpotenzen ¢ = 2, 3,4 und ihre Ordnungen in
Z/5Z sind 0(2) = 4 = 0(3), o(4) = 2. Also folgt (Fq)5 = (Fy)5 = Fis und (F3)5 = Fy;.

2.4 Ubungen zu Kapitel

Aufgabe 1: Untersuchen Sie, welche der folgenden Korpererweiterungen galoissch sind:

(a) Q(V2)/Q.

(b) Q(V2,v30)/Q

(c) Q(t)/Q(t?*) mit ¢t € R transzendent iiber Q.
d)

(
(d) QF,[t])/Q(Fy[t"]) mit p € N prim.

Aufgabe 2: Sei f € Q[z] ein Polynom mit einer Galoisgruppe ungerader Ordnung. Zeigen
Sie, dass f dann nur reelle Nullstellen haben kann.

Aufgabe 3: Sei K(5)/K eine Korpererweiterung, so dass jedes Element s € S Grad 2 {iber
K hat. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle 0 € D(K(S)/K) gilt 0% = 0 0 0 = idg(s).

(b) T'(K(S)/K) ist abelsch.

(c) Gilt [K(S) : K] < o0, s0ist [(K(S)/K)=Z/2Z x ... x LJ2Z.

Aufgabe 4: Wir betrachten den Korper L = Q(Clz]) der gebrochen rationalen Funktionen
mit Koeffizienten in C.

(a) Zeigen Sie, dass durch o(x) = €?™/* .z mit n > 3 und 7(r) = 1/x C-Isomorphismen

von L definiert werden. Warum sind diese durch ihren Wert auf dem Polynom x eindeutig
bestimmt?

(b) Bestimmen Sie die Ordnung der Elemente o, 7 € I'(L/Q) und zeigen Sie Too o7~

(c) Folgern Sie, dass die von ¢ und 7 erzeugte Untergruppe G := (o,7) C I'(L/C) isomorph
zur Diedergruppe D,, ist.

(d) Berechnen Sie 7% o0 ¢’(z™ + z7") fiir i € {0,1} und j € {0,...,n — 1} und folgern Sie
2" + 27" € F(G).

(e) Zeigen Sie: F(G) = Q(C[z" + x7")).

1 1

=0 .

Hinweis: Die Diedergruppe D, ist die von der Spiegelung S an der reellen Achse und der
Drehung D um 27 /n erzeugte Untergruppe der Symmetriegruppe eines reguliaren n-gons mit
Ecken e*#/" | =0,...,n — 1 auf dem Einheitskreis. Sie ist gegeben durch die Erzeuger S, D
und die Relationen SDS™' = D7! SD = D'S, DS = SD™! und es gilt D, = {S'D’ : i =
0,1,7 =€ Z}.

Aufgabe 5: Seia = /5 + 2V5.

(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von « iiber Q.
(b) Zeigen Sie, dass Q(«)/Q galoissch ist.

(c¢) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von Q(«a)/Q.
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Aufgabe 6: Sei K ein Korper, f = a,2"+. ..+ a2+ ap € K|x] ein nicht-konstantes Polynom
mit a,ap # 0 und g = apx™ +. ..+ a1+ a, € K[z| (das sogenannte zu f reziproke Polynom).
Zeigen Sie, dass f und g die selbe Galoisgruppe haben.

Aufgabe 7: Wir betrachten die Korpererweiterung Q(v/2,v/3)/Q.

(a) Zeigen Sie, dass I'(Q(v/2,v3)/Q) = Z/27 x 7./27.

(b) Berechnen Sie fiir alle Elemente o € T(Q(v/2,v/3)/Q) das Bild des Elements a + bv/2 +
V3 + dv6 mit a,b, ¢, d € Q unter o.

(c) Bestimmen Sie fiir alle Untergruppen U C I'(Q(v/2,v/3)/Q) den zugehérigen Fixkérper.

Aufgabe 8: Sei p € N prim, n,m € N und L/F,» eine Korpererweiterung vom Grad
[L : F;] = m. Bestimmen sie die Galoisgruppen I'(L/F,) und I'(L/F,.). Sind diese
Korpererweiterungen galoissch?

Aufgabe 9: Sei K ein Korper, f € K|z|, L der Zerfallungskorper von f und
N={aeL: f(a)=0}

die Nullstellenmenge von f. Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes Element 7 € T'(L/K) ist 7|y : N — N eine Permutation.

(b) Die Grupppenordnung |['(L/K)| ist ein Teiler von |N|!

(c) Ist f € K]lz] irreduzibel, so operiert die Galoisgruppe I'(L/K) transitiv auf N, d. h. zu
beliebigen Nullstellen «, 8 € L von f existiert ein K-Automorphismus 7 € I'(L/K) mit

() = B.

Aufgabe 10: Zeigen Sie, dass fiir jedes irreduzible Polynom der Form z3 + ax + b € Q[z] mit
a > 0 die Galoisgruppe von f isomorph zur Permutationsgruppe 93 ist.

Aufgabe 11: Wir betrachten das Polynom f = 2% — 2 € Q[z].

(a) Bestimmen Sie den Zerfillungskérper L von f = x* — 2 iiber Q.

(b) Bestimmen Sie die Galoisgruppe I'(L/Q).

(c¢) Bestimmen sie alle Untergruppen von I'(L/Q) und die zugehorigen Zwischenkorper. Stellen
Sie Thre Ergebnisse grafisch in Zwischenkorperdiagrammen und Untergruppendiagrammen
dar.

(d) Untersuchen Sie, fiir welche Zwischenkérper Q C E C L die Korpererweiterung E/Q
galoissch ist.

Aufgabe 12: Bestimmen Sie die Galoisgruppe des Polynoms p = 2* — 132% + 1 € Q[z] iiber
Q sowie alle Untergruppen der Galoisgruppe und die zugehorigen Fixkorper.

Aufgabe 13: Sei L/K eine algebraische Galoiserweiterung. Zeigen Sie:

(a) Ist @ € L mit 7(a) # « fiir alle 7 € I'(L/K) \ {id.}, so folgt L = K(«).

(b) Ist L/K endlich, so existiert fiir jede Untergruppe G C I'(L/K) ein Element o € L mit
G =G({a}) ={p e (L/K) : ¢(a) = a}.

Aufgabe 14: Seien ag, oy, ...,a4 € C die Ecken des regelméfligen Fiinfecks in der komplexen

Ebene mit Mittelpunkt 0 € C und einer Ecke in 1 € C.

(a) Zeigen Sie, dass die Ecken gegeben sind durch aj = e*™*/° fiir k =0, ..., 4.

(b) Geben Sie die Ecken fy, ..., 54 eines regelmissigen Fiinfecks an, das entsteht, wenn das

Fiinfeck in (a) um 30° gegen den Uhrzeigersinn gedreht wird und dann so verschoben wird,
dass es den Mittelpunkt 1 + i hat.
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(c) Existiert ein normiertes Polynom p € Qz] fiunften Grades mit Nullstellenmenge
{ag, ..., as}?7 Wenn ja, geben Sie es an und zerlegen Sie es in irreduzible Faktoren. Wenn
nein, begriinden Sie, warum es nicht existiert.

(d) Ist die Korpererweiterung Q(ap, ..., @) /Q normal?

Aufgabe 15: Wir betrachten ein Quadrat in der komplexen Ebene mit Mittelpunkt 0 und

einer Ecke in ‘/75(1 +1).

(a) Bestimmen Sie die komplexe Zahlen «y, ..., a3, die den Ecken des Quadrats entsprechen.
Geben Sie diese in der Form a + ib mit a,b € R und in der Form re'® = 7 cos ¢ + ir sin ¢
mit 7 € RT und ¢ € [0, 27) an.

(b) Zeigen Sie, dass jede Ecke des Quadrats ein primitives Element von Q(«p, ..., a3)/Q ist.

(c) Geben sie den Grad der Korpererweiterung Q(ay, ..., a3)/Q an, indem Sie das Minimalpo-
lynom eines primitiven Elements bestimmmen.

(d) Das Quadrat wird nun um 45° = 7/4 im Uhrzeigersinn gedreht. Geben Sie die Ecken
Bo, ..., B33 des gedrehten Quadrats in der Form a 4+ ib mit a,b € R und in der Form re'¢ =
rcos ¢+ irsin¢g mit r € RT und ¢ € [0,27) an.

(e) Geben Sie an, welche der Ecken [y, ..., s primitive Elemente der Korpererweiterung

Q(Bo, ---, P3)/Q sind, und bestimmen Sie [Q(Sy, ..., f3) : Q).

Aufgabe 16: Geben Sie das Zwischenkorperdiagramm und das Untergruppendiagramm fiir
die Korpererweiterung Fgi2/P(F512) an, wobei P(Fsi2) den Primkorper von Fsi2 bezeichnet.
Geben Sie dabei an, welche der darin auftretenden Kérpererweiterungen galoissch und welche
der darin auftretenden Untergruppen normal sind.

Aufgabe 17: Sei S = {V/2,V/3,V/4,... 'V/100} und L = Q(S). Zeigen Sie, dass der Fixkérper
der Galoisgruppe I'(L/Q) echt grofier als Q ist.

Aufgabe 18: Sei L/R eine algebraische Korpererweiterung. Beweisen Sie:
(a) Esgilt: L=R oder L =C

(b) L/R ist galoissch.

(c¢) Esgilt I'(L/R) = {id.} oder T'(L/R) = Z/27.

Aufgabe 19: Sei L/K eine quadratische Koérpererweiterung und char(K) = 0. Beweisen Sie,
dass L/K galoissch ist, und bestimmen Sie die Galoisgruppe von L/K.

Aufgabe 20: Sei L/K eine separable algebraische Korpererweiterung und n € N fest mit
degg(a) = deg(ma k) < n fiir alle o € L. Ist die Koérpererweiterung L/K endlich? Beweisen
Sie die Aussage oder geben Sie ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 21: Sei f = 2%+ 2+ 7 € Q[z] und L der Zerfillungskérper von f iiber Q.
(a) Bestimmen Sie die Galoisgruppe I'(L/Q).

(b) Bestimmen Sie alle Untergruppen von I'(L/Q).

(c¢) Bestimmen Sie den Grad der Korpererweiterung L/Q.

Aufgabe 22: Wir betrachten das Polynom p = x'? — 1 in Q[z].

(a) Bestimmen Sie den Zerféillungskérper L von p iiber Q. Geben Sie alle Nullstellen von p in
L in der Polardarstellung und in der Form a + ib mit a,b € R an, und skizzieren Sie diese
in der komplexen Ebene.

(b) Bestimmen Sie das Minimalpolynom m,, g jeder Nullstelle von p in L und untersuchen Sie,
welche der Nullstellen primitiv sind.
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Aufgabe 23: Ist jeder Teilkorper eines Kreisteilungskorpers ein Kreisteilungskorper? Bewei-
sen Sie die Aussage oder geben Sie ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 24: Wir betrachten die Korpererweiterung @, /Q. Bestimmen Sie alle Zwi-
schenkorper von Q,,/Q und alle Untergruppen der Galoisgruppe I'(Q, /Q) fiir:

(a) n=>5.

(b) n=11.

Aufgabe 25: Beweisen Sie, dass die Polynome z* +1 und z* — 22 4 1 irreduzibel iiber Q aber
reduzibel iiber I, fiir alle Primzahlen p € N sind.
Hinweis: Betrachten Sie die Galoisgruppe des nten Kreisteilungskorpers iiber [F,,.

Aufgabe 26: Beweisen Sie:

(a) Ist n > 3, so hat das nte Kreisteilungspolynom ®,, geraden Grad.
(b) Ist n € N ungerade mit n > 3, so gilt ®y,(z) = ,,(—x)
(c) Fur allen € N und p € N prim ist

B, (z) = b, (xP) falls p|n
" ®,,(27) /P, (z) fallspfn.

Aufgabe 27: Berechnen Sie alle Kreisteilungspolynome ®,, mit n < 24. Geben Sie die Poly-
nome in einer Tabelle an.

Aufgabe 28:

(a) Zerlegen Sie das 12te Kreisteilungspolynom ®i55,, iiber Fy; in irreduzible Faktoren.
(b) Geben Sie die Minimalpolynome aller primitiven siebten Einheitswurzeln in (Fz);7 an.

Aufgabe 29: Sei z € C\ Z mit 2? € Z. Bestimmen Sie alle nten Einheitswurzeln im Kérper
L = Q(z) fiir alle n € N.

Aufgabe 30: Wahr oder falsch? Geben Sie eine kurze Begriindung oder ein Gegenbeispiel an.

(a) Jeder Korper ist ein Erweiterungskérper von Q oder einem Kérper F, mit p € N prim.

(b) Ist eine Koérpererweiterung L/K primitiv mit L = K(S5), so ist die Teilmenge S C L

endlich.

c) Eine Kérpererweiterung der Form Q(/p) mit p € N prim und n > 2 ist nie normal.

d) Jede Korpererweiterung vom Grad 2 ist separabel.

e) Jede Korpererweiterung vom Grad 2 ist normal.

(f) Jede echte Korpererweiterung von R ist isomorph zu C.

(g) Ein Polynom der Form 1+ z + 2 + ... + 2" ist irreduzibel iiber Q fiir alle n € N.

(h) Ist L/K eine algebraische Galoiserweiterung mit abelscher Galoisgruppe, so ist E/K ga-
loissch fiir jeden Zwischenkoérper K C F C L.

(i) Jede endliche Galoiserweiterung L/K ist primitiv.

(j) Ist L/Q eine normale Korpererweiterung, so existiert zu jedem o € L\ Q ein Element
¢ € I'(L/K) mit ¢(a) # a.

(k) Ist L/K eine algebraische Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe, so gilt L = Fyr
und K = F. fiir ein p € N prim, r, s € N und s|r.

(1) Jede Korpererweiterung der Form F,- /F,. mit p € N prim, r, s € N und s|r ist galoissch.

(
(
(

Aufgabe 31: Bestimmen Sie die Galoisgruppe von p = x° — 5 iiber Q.

69



Aufgabe 32: Bestimmen Sie den Zerfillungskérper L des Polynoms x°® + 3 iiber Q, den Grad
der Korpererweiterung L/Q und die Galoisgruppe I'(L/Q).

Aufgabe 33: Wahr oder falsch? Begriinden Sie die Aussagen oder widerlegen Sie sie mit
einem Gegenbeispiel.

(a) Die Gruppe ((Z/nZ)*,-) ist zyklisch fiir alle n € N.

(b) Die Eigenschaft “normal” ist transitiv: sind £/K und L/FE normale Koérpererweiterungen,
so ist auch L/K normal.

(c) Die Eigenschaft “galoissch” ist transitiv: sind F/K und L/E Galoiserweiterungen, so ist
auch L/K eine Galoiserweiterung.

(d) Ist L/K eine Galoiserweiterung vom Grad 4, so ist die Galoisgruppe I'(L/K) zyklisch.

(e) Jeder Kreisteilungskorper iiber einem endlichen Korper ist von der Form F,» fiir p,r € N,
p prim.

(f) Ist p € Q[z] ein irreduzibles Polynom vom Grad 3, so ist seine Galoisgruppe entweder
isomorph zu S; oder zu As.

(g) Jede algebraische Korpererweiterung L/Q ist primitiv.
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3 Anwendungen

3.1 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Wir widmen und nun einer wichtigen Anwendung der Kérpertheorie, ndmlich Fragen der Kon-
struierbarkeit mit Hilfe von Zirkel und Lineal. Dazu betrachten wir eine Menge S von Punkten
in der euklidischen Ebene R? und untersuchen, welche Punkte sich aus Punkten in S mit Hilfe
eines Zirkels und eines Lineals (ohne Langenmarkierungen) konstruieren lassen.

Dazu bezeichnen wir im Folgenden mit [p,¢q] die Gerade durch zwei verschiedener Punkte
p,qg € S, mit K(p,r) den Kreis mit Mittelpunkt p € S und Radius r € RT und mit
Ip — q| € RT den Abstand zweier Punkte p,q € S. Wir betrachten die drei grundlegende
Konstruktionsschritte in Abbildung [I} mit denen wir die Menge S erweitern kénnen:

e Schritt a): Schnitt zweier Geraden.
Fiir Punkte p,p’, ¢, ¢ € S mit p # p', ¢ # ¢ und [p,p'] # [q, ¢], ist auch der Schnittpunkt
der Geraden [p, p'] und [q, ¢'] konstruierbar, falls er existiert.

e Schritt b): Schnitt von Gerad und Kreis
Sind p,q, ¢, t,t' € Smit t #t', g # ¢, so sind alle Schnittpunkte der Geraden [g, ¢'| mit
dem Kreis K (p, [t — t'|) konstruierbar.

e Schritt c): Schnitt zweier Kreise
Fiir Punkte p,p/,t,t',s,8 € Smit t #t', s # s und p # p’ sind alle Schnittpunkte der
Kreise K(p,|s — &'|) und K(p/, |t — t'|) konstruierbar.

Durch Kombinieren dieser drei elementaren Konstruktionsschritte erhilt man, wie in Abbil-
dung [2| gezeigt wird, die aus der Schule bekannten Konstruktionen mit Zirkel und Lineal:

e Ganzzahlige Vielfache von Abstinden konstruieren: Abbildung [2[a).

e Das Lot fillen: Abbildung[2]b) und c).

e Parallele zu einer Geraden durch einen Punkt konstruieren: Abbildung 2| d).
e Den Mittelpunkt einer Strecke konstruieren: Abbildung e).
Winkelhalbierende konstruieren: Abbildung 2| f).

Winkel addieren: Abbildung [2] g).

Wir betrachten nun die Menge der Punkte im R?, die sich durch Ausfiihren von endlich vielen
elementaren Konstruktionsschritten konstruieren lassen.

Definition 3.1.1: Sei S C R2 Ein Punkt p € R? heifit aus S mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn es ein n € N und eine Kette S = Sy € S; C ... C S, C R? von Teilmengen
S; C R? gibt, so dass p € S,, und S; aus S;_; durch Hinzufiigen der in einem der drei elemen-
taren Konstruktionsschritt entstehenden Punkte hervorgeht. Wir bezeichnen die Menge der
konstruierbaren Punkte mit Kon(S) C R2.

Die zentrale Idee, die es ermdglicht, Probleme der Konstruierbarkeit zu losen oder zu zeigen,
dass diese unlosbar sind, ist es diese Probleme mit Hilfe von Zahlenkorpern zu beschreiben. Dazu
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Abbildung 1: Die drei elementaren Konstruktionsschritte. Schwarze Punkte bezeichnen gege-
bene Punkte aus S, weisse Punkte die konstruierten Punkte.

identifizieren wir die euklidische Ebene mit dem Koérper C der komplexen Zahlen und zeigen,
dass die aus einer Menge S C C mit 0,1 € S konstruierbaren Zahlen einen Zwischenkorper

Q C Kon(S) C C bilden.

Satz 3.1.2: Sei S C C eine Teilmenge mit 0,1 € S. Dann gilt:

1. Die Menge Kon(S) der aus mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte ist ein Zwi-
schenkt')rpe Q(SuUS) c Kon(S) c C.

2. Ist z € C mit 2% € Kon(S), so ist auch 2 € Kon(S).
3. Fiir alle z € Kon(95) ist auch z € Kon(55).

Beweis:

1. Wir zeigen zunéchst, dass Q C Kon(S). Da 0,1 € S erhélt man durch Zeichnen der Gerade
[0,1] = R C C und wiederholtem Abtragen der Linge 1 = |1 — 0| direkt Z C Kon(S). Indem
man die Mittelsenkrechte der Punkte 1, —1 € C konstruiert und wiederum Absténde abtrigt,
erhdlt man iZ € Kon(S). Zu n € N kann man unter Benutzung des Strahlensatzes dann den
Punkt 1/n konstruieren, indem man die Gerade [n,i] und die dazu parallele Gerade g durch 1
zeichnet. Dann gilt nach dem Strahlensatz g NiR = {i/n}, und der Schnittpunkt von K(0,1/n)
mit R ist 1/n. Also ist Q C Kon(S).

4Achtung: S = {Zz : z € S} bezeichnet hier die Menge der zu Punkten in S komplex konjugierten Punkte
und hat nichts mit einem algebraischen Abschluss zu tun.
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Abbildung 2: Bekannte Konstruktionen als Folge elementarer Konstruktionsschritte. Schwarze
Punkte bezeichnen gegebene Punkte aus S, weisse Punkte die konstruierten Punkte.
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2. Wir zeigen, dass Kon(S) ein Korper ist. Sind z, 2z’ € Kon(S), so ist z + 2’ € Kon(S), denn
z+ 2’ ist der Schnittpunkt der zu [0, z| parallelen Geraden durch z’ mit der zu [0, 2] parallelen
Geraden durch z. Durch Abtragen der Léinge |z| = |z — 0] auf der Geraden [0, z] erhélt man,
dass fiir z € Kon(S) auch —z € Kon(95) gilt.

on
on

\/

onN

Y

3. Sind z = re', 2/ = 1'el®’ € Kon(S) so erhilt man den Punkt ir’ als Schnittpunkt des Kreises
K(0,7") mit der imagindren Achse [0,4] und den Punkt r als Schnittpunkt des Kreises K(0,r)
mit der reellen Achse R = [0, 1]. Zeichnet man die Parallele zu der Geraden [1,ir'] durch r, so
schneidet diese nach dem Strahlensatz die imaginéire Achse in irr’. Konstruiert man nun den
Schnittpunkt K(0,7') N[0, z] und addiert auf K(0,7) in 2’ den Winkel ¢, so erhélt man den
Punkt w = 7/e®+%) und es folgt 22’ = [0,w] N K (0,77"). Also gilt zz' € Kon(S).
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4. Ahnlich ergibt sich, dass fiir z = re!® € Kon(S) auch 1/z = ¢ /r und Z = re~** in Kon(S)
enthalten sind. Dazu zeichnet man den Kreis K(0,7), der iR = [0,i] in ir und R = [0,1] in r
schneidet. Dann schneidet man diesen Kreis mit dem Kreis K (r, |z — r|) und erhélt den Punkt
Z=re? = K(0,7r) N K(r,|]z —7|). Um 1/z zu konstruieren zeichnet man die Gerade [ir, 1]
und die dazu parallele Gerade durch i. Letztere schneidet die reelle Achse in 1/r. Der Punkt
1/z ist der Schnittpunkt des Kreises K (0,1/r) mit der Geraden [0,Z]. Damit ist gezeigt, dass
Kon(S) ein Korper ist und fiir alle z € Kon(S) auch z € Kon(S) gilt. Da Q C Kon(S) und
SUS c Kon(S) folgt Q(SUS) C Kon(S) c C.

5. Wir zeigen noch, dass fiir z € C mit 2? € Kon(9) folgt, dass z € Kon(S). Sei also z = re'¢
mit 2?2 = r?e%? € Kon(S). Dazu zeichnet man den Kreis K(0,7?), der die reelle Achse in r?
schneidet, und konstruiert den Mittelpunkt m = %(7"2 — 1) der Strecke mit Endpunkten —1, 72,
Der Kreis K (m, 3(r? + 1)) um m ist ein Thaleskreis und schneidet die imaginére Achse in is.
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Nach dem Satz des Pythagoras gilt s>+ 1 = |is+1]?, 7 +s? = |is—r|? und |is+ 1]* +|is—r|? =
(1+72)2. Durch Auflésen dieser Gleichungen findet man s = r. Schneidet man den Kreis K (0, r)
mit der Winkelhalbierenden zwischen den Geraden R und [0, 2], so erhiilt man z.

Um die Kérpererweiterungen Kon(S)/Q(S U S) besser zu verstehen, ist es naheliegend, sich
zundchst mit der Frage zu beschéftigen, ob diese algebraisch oder transzendent ist und die
Grade der darin auftretenden algebraischen Elemente zu bestimmen. Dazu betrachtet man
zunéchst die Korpererweiterungen, die enstehen, wenn man zu einem Korper L mit i € L und
L = L einen aus L elementar konstruierbaren Punkt adjungiert.

Lemma 3.1.3: Sei L C C ein Teilkorper mit i € L unf = L. Sind z, 2’ € C aus Punkten
in L durch einen elementaren Konstruktionsschritt konstruierbar, so existiert ein w € R mit

w? € L und z, 2’ € L(w). Insbesondere gilt: L(w) = L(w) und [L(w) : L] < 2.

Beweis:
Wegen L = L und i € L, liegt ein Punkt z € C in L genau dann, wenn Re (2) = (2 +2z) € L
und Im (z) = —1(z — Z) € L. Wir betrachten nun die drei elementaren Konstruktionsschritte.

Schritt (a): Ist z Schnittpunkt zweier Geraden durch Punkte in S, so existierten p,p’,q,¢' € S
und A\, € Rmit z = p+ A(p' — p) = ¢+ u(¢’ — q) Durch Zerlegen in Real- und Imaginérteil
erhélt man zwei inhomogene lineare Gleichungen fiir A\, 4 mit Koeffizienten in L NR. Also sind
A€ LNR damit z € L.

Schritt (b): Sind z, 2 Schnittpunkte einer Geraden durch zwei Punkte ¢ # ¢’ € L mit einem
Kreis K(p,r), wobei p € S und r € LN R, so existiert ein A € R mit z = ¢+ A(¢' — ¢), und es

SAchtung: L = {Z : z € L} bezeichnet hier die Menge der zu Punkten in L komplex konjugierten Punkte
und hat nichts mit einem algebraischen Abschluss zu tun.

76



gilt |z — p|? = r? Dies liefert eine quadratische Gleichung in A mit Koeffizienten «, 3,7 € LNR

(. J

r? = |g+Md'—q)—p]> = N |g — ¢|* +2A (Re (¢ — ¢)Re (¢ — p) + Im (¢ — ¢)Im (¢ — p)) + |p — q|*.
—_—— ——

~
= =3 =y

Wegen g # ¢’ impliziert die Existenz einer Losung 5% — 4ay > 0, und w := /3% — 4ay € R ist
die gesuchte Wurzel.

Schritt (c): Sind z, 2’ Schnittpunkte zweier Kreise K(p,r) und K(p',r") mit p # p’ € L und
r,r’" € LNR, so erfiillt z die Gleichungen |z — p|*> = 72 und |z — p/|> = r?. Subtrahiert man
diese Gleichungen voneinander, so erhélt man ein lineares inhomogenes Gleichungssystem in
den Variablen Re (z), Im (z) mit Koeffizienten in L N R

(Re (p) = Re (p)) Re (2) + (Im (p) — Im (p')) Im (2) = r* — o + [p/|* — [p|*.

Vv Vv Vv
eLNR eLNR €LNR

Also folgt Re (2),Im (2) € LN R und somit z € L. 0

Lemma besagt, dass die Korpererweiterungen, die entsehen, wenn man zu L einen aus
L elementar konstruierbaren Punkt adjungiert, trivial oder quadratisch sind. Der geometrische
Grund dafiir ist, dass sich zwei Geraden oder Kreise in maximal zwei Punkten schneiden, die
Losungen einer linearen oder quadratischen Gleichung sind.

Unter Benutzung dieses Lemmas koénnen wir nun zeigen, dass die Korpererweiterung
Kon({0,1})/Q eine unendliche algebraische Korpererweiterung ist und nur Elemente enthélt,
deren Grad iiber Q eine Zweierpotenz ist. Dies ist die Aussage, mit der wir spéater beweisen
werden, dass bestimmte Konstruktionsprobleme unlésbar sind.

Satz 3.1.4: Sei S C Cmit 0,1 € S. Dann gilt:

1. Die Kérpererweiterung Kon(S)/Q(S U S) ist algebraisch.
2. [Kon({0,1}) : Q] = o0

3. Es gilt z € Kon(S) genau dann, wenn es einen endlichen Kérperturm
QSuS)=LycLic...cL,cC
mit z € L, und [Ly : Ly_1] <2 fiir alle k € {1, ...,r} gibt.

Beweis:

1. Offensichtlich folgt Aussage 1 aus Aussage 3. Zu Aussage 2 iiberlegt man sich, dass man aus
—1 durch nfaches Winkelhalbieren alle Elemente z, = ¢™/2" mit n € N konstruieren kann. Das
Minimalpolynom von e™/2" = ¢2m/2""" iiber Q ist ®oni1 = 22" + 1, denn

T o1=0" 41 @ )= [ ®a=0pn [[ Pa= o (@ 1)

0<d|2n+1 0<d|2n
Also folgt degg(z,) = 2" und [Kon({0,1}) : Q] > degg(z,) = 2" fiir alle n € N.

3.5ei Q(SUS) = Ly C Ly C ... C L, ein Kérperturm mit [Ly : L] < 2 fiir alle k € {1,...,r}.
Wir zeigen per Induktion iiber r, dass L, konstruierbar ist. Fiir » = 0 ist dies offensichtlich. Sei
die Aussage nun bewiesen fir r < k — 1. Gilt [Ly : Ly_1] = 1, so ist Ly = Lx_; und somit sind
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alle Elemente in L konstruierbar. Ansonsten ist [Ly : Ly_1] quadratisch und Ly, = Lj_1(w),
wobei w eine Nullstelle eines iiber L;_; irreduziblen Polynoms p = 2% + Sz +~ mit 3,7 € Lj_;
ist. Dann gilt aber auch Ly = Li_;(w’) fiir w' € C mit w? = 3? — 4y € L. Da nach Satz
w’ konstruierbar ist, sind alle Elemente in L, konstruierbar.

Sei nun z € Kon(S). Nach Voraussetzung existiert dann eine Kette S = Sy € Sy C ... C S,
von Teilmengen S; C C, so dass Sy aus Sp_; durch eine elementare Konstruktion ent-
steht, also Sy = Sk_1 U {2k, 2;,} mit (nicht notwendigerweise verschiedenen) z,2’ € C. Sei

Lo=Q(SUS), Ly = Lo(i). Dann gilt Lo = Ly, L; = L; und [L, : Lo < 2. Nach Lemma[3.1.3]
existiert zu z1, 2] € S1 ein wy € R mit 21, 2] € Li(wy) =: Ly und [Ly : Ly] < 2. Durch Itera-
tion dieses Verfahrens erhéilt man den gesuchten Kérperturm Lo C Ly C ... C L, mit z € L,. O

Korollar 3.1.5: Sei S C Cmit 0,1 € S, z € Kon(S) und L = Q(S U S). Dann ist [L(z) : L]

eine Zweierpotenz.

Wir beweisen nun mit Hilfe dieser Korollars, dass die folgenden klassischen Konstruktionsspro-
bleme unlosbar sind:

1. Quadratur des Kreises: Zu einem gegebenen Kreis soll mit Zirkel und Lineal ein Qua-
drat konstruiert werden, dessen Fécheninhalt gleich dem des Kreises ist.

2. Wiirfelverdoppelung (Delisches Problem): Aus einer Kante eines vorgegebenen
Wiirfels soll mit Zirkel und Lineal die Kante eines Wiirfels doppelten Volumens kon-
struiert werden.

3. Winkeldrittelung: Ein beliebiger Winkel soll mit Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile
zerlegt werden.

Nach Korollar reicht es dafiir aus, zu zeigen, dass die Konstruktionsprobleme die geome-
trische Konstruktion einer Zahl z € C erfordern, die entweder transzendent iiber QQ ist oder
algebraisch iiber Q mit Grad degg(z) # 2" fiir alle n € N,

Satz 3.1.6:

1. Die Quadratur des Kreises ist unmoglich.
2. Die Wiirfelverdoppelung ist unmoglich.

3. Die Drittelung eines Winkels a € [0, 27) ist im Allgemeinen unméglich.

Beweis:

1. Quadratur des Kreises: Der Flacheninhalt eines Kreises vom Radius 1 ist 7. Die Quadra-
tur des Kreises entspriiche also der Konstruktion eines Quadrats mit Seitenldnge /7 aus der
Startmenge S = {0,1}. Da 7 und somit auch /7 transzendent iiber Q ist, kann /7 nicht in
dem algebraischen Erweiterungskorper Kon({0, 1}) enthalten sein.

2. Wiirfelverdoppelung: Die Wiirfelverdoppelung eines vorgegebenen Wiirfels mit Kan-
denliinge 1 entspricht der Konstruktion eines Wiirfels mit Seitenlinge d = v/2 aus S = {0,1}.
Die Zahl d = v/2 ist algebraisch iiber Q vom Grad degg(d) = 3, was keine Zweierpotenz ist.

3. Winkeldrittelung: Ein vorgegebener Winkel o € [0, 27) entspricht einer komplexen Zahl

i

z = €% auf dem Einheitskreis, und die Winkeldrittelung der Konstruktion der komplexen

78



Zahl w = €3 aus § = {0,1,2}. Daz = 27! gilt Q(SUS) = Q(z). Da w® = z teilt das
Minimalpolynom von w iiber Q(z) das Polynom z*® — z. Da das Polynom z ein Primelement im
Quotientenkorper Q(Q]z]) ist, ist das Polynom z® — 2z € Q(Q|z])[z] irreduzibel nach Eisenstein,
und somit gilt [Q(Q[z])(z)]) : Q(Q[z])] = 3 # 2". Also ist eine Winkeldrittelung im allgemeinen
unmoglich. O

Bemerkung 3.1.7: Ahnlich wie im Beweis von Satz zeigt man auch, dass konkrete
Winkel nicht drittelbar sind. Ist o = 27/3, so ist das Minimalpolynom von z = ¢!*/3 = 271/9
iiber Q das Kreisteilungspolynom ®q = 2% + 23 + 1 und das Miimalpolynom von e*/? das
Kreisteilungspolynom ®3 = 1 + x + 2. Also gilt

6= [Q(e*) : Q] = [Q(e*™7) - Q)] [Q(e*) 1 Q] = 2+ [Q(e*™) : Q)]

und somit [Q(e?™/?) : Q(e*"/3)] = 3 # 2". Es gibt aber auch Winkel, die sich dritteln lassen,
beispielsweise a = 270° = 37/2. In diesem Fall ist /3 = €™/2 = i und € = €3/2 = i, also
eioz/S c Q(eia).

Wir betrachten nun das vierte klassische Problem, ndmlich die Konstruktion eines reguléiren
n-Ecks. In einen vorgegebenen Kreis soll mit Zirkel und Lineal ein reguldres n-Eck (n > 3)
einbeschrieben werden. Dies entspricht offensichtlich fiir den Kreis K (0,1) der geometrischen
Konstruktion des nten Kreisteilungskorpers Q,, aus S = {0,1} oder, dazu &dquivalent, der
Konstruktion einer primitiven nten Einheitswurzel.

Das Minimalpolynom einer primitiven nten Einheitswurzel w € Q,, ist das nte Kreisteilungs-
polynom ®,, und hat nach Lemma Grad ¢(n). Also ist eine primitive nte Einheitswurzel
genau dann konstruierbar aus S = {0,1}, wenn degg(w) = ¢(n) eine Zweierpotenz ist. Nun
stellt sich die Frage fiir welche n € N dies zutrifft. Der folgende Satz zeigt, dass dieses Problem
mit Fermatschen Primzahlen zusammenhéngt, also Primzahlen der Form p = 22" 4 1 mit
k € Ny. Bis heute sind nur fiinf Fermatsche Primzahlen bekannt, ndmlich Fy = 3, F; = 5,
Fy, =17, F3 = 257, F, = 65537.

Satz 3.1.8: Ein reguldres n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn ¢(n) eine Zweierpotenz
ist. Dies ist der Fall genau dann, wenn n = 2™ oder n = 2™p; - - - p, mit m,r € N und paarweise
verschiedenen Fermatschen Primzahlen py, ..., p,.

Beweis:
Ist n = pi* -+ - pI die Primfaktorzerlegung von n, so gilt

p(n) =pi* - plr (o= 1) (= 1)

Also ist ¢(n) eine Zweierpotenz genau dann, wenn fiir alle p; # 2 gilt n; =1 und p; = 1 + 2™
fir ein m; € N. Eine Zahl der Form 2™ + 1 kann aber nur dann eine Primzahl sein, wenn
m = 2% fiir ein £ € N. Denn héitte m einen ungeraden Teiler, so wire 2™ = 2% mit d,] € N
ungerade und somit 2™ +1 = 2% + 1 = (28 + 1)(1 — 2! + 2% — ... + 2=V Also miissen alle
Primfaktoren p; # 2 Fermatsche Primzahlen sein. O
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3.2 Auflésbarkeit algebraischer Gleichungen durch Radikale

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere wichtige Anwendung der Galoistheorie betrachten,
namlich die Auflésbarkeit von algebraischen Gleichungen. Eine algebraische Gleichung iiber
einem Korper K ist eine Gleichung der Form p(x) = 0 mit einem Polynom p € KJz|. Unter
Auflosbarkeit versteht man grob gesprochen, die Moglichkeit eine Formel fiir die Nullstellen
zu finden, die diese als verschachtelte Wurzeln von Elementen in K beschreibt, also etwa fiir
K = Q Ausdriicke der Form

V\/§a+b—l—(v3c3+2d+1)2 a,b,c,d € Q.

Um diese Frage mit Hilfe der Galoistheorie zu behandeln, bendtigt man zunéchst ein
mathematisches Konzept, dass diesen intuitiven Begriff der Auflosbarkeit erfaffit und mit
Korpererweiterungen in Verbindung bringt. Hierbei ist es naheliegend, nte Wurzeln als Null-
stellen von Polynomen der Form 2™ — a mit a € K aufzufassen. Da Produkte, Summen und
Linearkombinationen solcher Wurzeln in den Formeln auftauchen konnen, ist es naheliegend,
Korpererweiterungen zu betrachten, die durch Adjunktion solcher Nullstellen enstehen - die
sogenannten einfachen Radikalerweiterungen.

Da auch ineinander verschachtelte Wurzeln auftreten konnen - etwa in den Cardanoschen For-
meln, die die Losungen einer Polynomgleichung dritten Grades angeben - miissen wir dann
auch Korpertirme K C Ky C ... C K, = L betrachten, in denen der Teilkorper K; durch
Adjunktion von Nullstellen eines reinen Polynoms aus K;_; hervorgeht - die sogenannten Ra-
dikalerweiterungen. Dies fiihrt auf die folgende Definition.

Definition 3.2.1: Sei K ein Korper.

1. Ein Polynom der Form z™ — a mit a € K, n € N heifit reines Polynom iiber K und
eine Gleichung der Form x" — a = 0 eine reine Gleichung iiber K.

2. Eine Nullstelle & € K eines reinen Polynoms bezeichnet man als Radikal iiber K und
eine Korpererweiterung der Form K(«)/K als einfache Radikalerweiterung von K.

3. Eine Korpererweiterung L/K heisst Radikalerweiterung, wenn es einen Korperturm
K=KyCK,C...CK, =1L gibt, so dass K;/K;_; fur alle i € {1,...,7} eine einfache
Radikalerweiterung ist.

4. F/K heisst durch Radikale auflésbar, wenn es eine Radikalenerweiterung L/K mit
K C E C L gibt.

5. Ein Polynom p € K|x] heit durch Radikale auflésbar, wenn sein Zerféllungskorper
auflosbar durch Radikale ist.

Wir moéchten nun die Auflosbarkeit von Korpererweiterungen bzw. Polynomen durch deren
Galoisgruppen charakterisieren. Da die Auflosbarkeit in beiden Féllen durch eine Folge von
Zwischenkorpern charakterisiert ist, die einfache Radikalerweiterungen sind, bietet es sich an,
zunéchst die Galoisgruppen von einfachen Radikalerweiterungen zu betrachten.

Solche Korpererweiterungen sind offenbar eng verwandt mit Kreisteilungskérpern. Da fiir jede
Nullstelle o eines reinen Polynoms p = 2 — a € K|[z] und jede nte Einheitswurzel € auch ae®
wieder eine Nullstelle von p ist, bietet es sich an, zunéchst eine primitive nte Einheitswurzel e
zum Grundkorper K zu adjungieren und anschliessend eine Nullstelle des reinen Polynoms p zu
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K (¢€). Die im zweiten Schritt entstehende Korpererweiterung hat dann eine besonders einfache
Form und besitzt eine zyklische Galoisgruppe.

Lemma 3.2.2: Sei K ein Korper. Enthélt K eine primitive nte Einheitswurzel, so gilt fiir
jedes reine Polynom p € K|[x] mit deg(p) = n und beliebige Nullstellen o, 8 € K von p:

1. K(a) = K(B).
2. K(a)/K ist zyklisch mit d := [K(a) : K]|n und o? € K.

Beweis: o
1. Sei p = 2™ — a mit a € K, « eine Nullstelle von p in K und € € K eine primitive nte
Einheitswurzel. Dann gilt (e*a)" = €"*a® = o™ = a fiir alle k € N. Also sind a, ea, a,...,

n—1

€"'a n verschiedene Nullstellen von p in € K(«). Damit zerfallt p iiber K(«), ist separabel
iber K, und fiir jede Nullstelle 8 von p gilt K(8) = K(«).

2. Da p separabel tiber K ist und iiber K(«) zerfallt, ist K(«)/K normal und separabel und
somit galoissch. Jeder K-Automorphismus 7 € I'(K(«)/K) ist durch seinen Wert auf « ein-
deutig bestimmt, und es gilt 7(a) = €*a fiir ein k € N. Wegen n = min{k € N : ¥ = 1} ist die
zugehorige Restklasse k in Z/nZ dadurch eindeutig bestimmt, und man erhilt eine Abbildung

¢:T(K(a)/K)—= Z/nZ, T+ ¢(1)=k.

Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus von I'(K(«)/K) in (Z/nZ,+). Denn fur
7,0 € I'(K(a)/K) mit 7(a) = "o und o(a) = "'« folgt 0 o 7(a) = 70 o(a) = €#¥a und
somit p(coT) =¢(Tro0)=k+ k' = ¢(1) + ¢(0). Ausserdem ist ¢ injektiv, denn aus ¢(7) =0
folgt 7(a) = €"a = o und somit 7 = id.

3. Also gilt I'(K(a)/K) = ¢(I'(K(«a)/K)) C (Z/nZ,+). Insbesondere ist I'( K («)/K) zyklisch
und d = |[I(K(a)/K)| = [K(a):K]|n = |Z/nZ|. Daraus folgt 7%(a) = *a = id(a) = «
und damit 7(a?) = (fFa)? = *a? = o fiir alle 7 € T(K(a)/K). Da K(a)/K galoissch ist,
impliziert das o € K. O

Bemerkung 3.2.3: Auf die Voraussetzung, dass K eine primitive nte Einheitswurzel enthélt,
kann nicht verzichtet werden. Betrachtet man das Polynom p = z* — 4 € Q[z] so sieht man,
dass sein Zerfillungskorper Q(v/2,1) ist, denn seine Nullstellen sind #+/2, +1/2i. Nach Beispiel

ist aber die Galoisgruppe I'(Q(v/2,1)/Q) isomorph zur Diedergruppe Z/27 x 7,/27 und
damit nicht zyklisch.

Lemma besagt, dass die Zyklizitdt der Galoisgruppe I'(L/K) eine notwendige Bedingung
dafiir ist, dass eine Korpererweiterung L/K iiber einem Koérper K, der eine primitive nte
Einheitswurzel enthélt, eine einfache Radikalerweiterung ist. Das folgende Lemma zeigt, dass
diese Bedingung auch hinreichend ist.

Lemma 3.2.4: Sei L/K eine zyklische Korpererweiterung vom Grad n. Enthalt K eine pri-
mitive nte Einheitswurzel, so ist L der Zerfallungskorper eines reinen Polynoms p € K[z] vom
Grad n, i. e. eine einfache Radikalerweiterung, und fiir jede Nullstelle « von p gilt L = K(«).
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Beweis:

1. Wir beweisen zunéchst eine Hilfsaussage, das sogenannte Dedekindsche Lemma: Sind
K, L Korper, ay,...,a, € L und 74, ...,7, : K — L verschiedene Kérpermonomorphismen mit
Y opey axTi(B) = 0 fiir alle 5 € K, so folgt aq = ... = o, = 0.

Dies beweist man durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Aussage klar. Sei die Aussage
nun bewiesen fiir alle n < m — 1. Seien aq,...,,, € L und 7,...,7, : K — L verschiedene
Monomorphismen mit » ", ax7(8) = 0 fiir alle 8 € K. Dann existiert ein v € K mit () #
Tm(77), und es folgt fiir alle § € K

m—1

0= ) S a8 = S um(18) = S cnm()m(8) = 3 (1) — (1)) (8) = 0.

k=1

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt oy (7(v) — 7m(7y)) = 0 fiir alle k£ € {1,...,m — 1} und
aus T, () # 71(7) ergibt sich a; = 0. Also gilt ;" , ay7,(8) = 0 fiir alle 8 € L, und mit der
Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung.

2.Sei I'(L/K) = (¢) und € € K eine primitive nte Einheitswurzel. Dann existiert wegen €* # 0
fiir alle £ € {0,...,n — 1} nach 1. ein v € L mit a := v +ea(y) + ...+ € Lo"(v) # 0. Wegen
€" =1 und " = idy, folgt

ola)=c(y)+e®(y)+...+ € " () = v+ () e’ (V) + ...+ 0" (y) =€ Mo,

und somit o(a”) = o(a)® = e "a™ = a". Also gilt o" € K, und wegen o¥(a) = ¢ *a sind
a,0(a) = e la,...,0" Y (a) = e Va verschiedene Nullstellen des Minimalpolynoms my k.

Es folgt deg(p) > n =[L: K], also L = K(«). 0

Lemma [3.2.2] und [3.2.4] zeigen, dass eine Korpererweiterung vom Grad n iiber einem Koérper
K, der eine nte Einheitswurzel enthélt, genau dann eine einfache Radikalerweiterung ist, wenn
ihre Galoisgruppe zyklisch ist. Endliche Galoiserweiterungen mit zyklischen Galoisgruppen ent-
sprechen also einfachen Radikalerweiterungen.

Wir mochten dieses Ergebnis nun verallgemeinern, und die Galoisgruppen von allgemeinen
Radikalerweiterungen oder durch Radikale auflésbaren Korpererweiterungen charakterisieren.
Dies sind Korpererweiterungen L/K, die sich durch Kérpertirme K = Ko C K; C ... C K, =
L von einfachen Radikalerweiterungen K;/K; 1 beschreiben lassen.

Die Korrespondenz zwischen Untergruppen der Galoisgruppe I'(L/K) und Zwischenkorpern
K C E C L suggeriert, dass die Galoisgruppen solcher Koérpererweiterungen Gruppentiirmen
{e} =Gy C Gy C ... C G, =T(L/K) mit normalen Untergruppen G;_1; C G; und G;/G;_1
zyklisch, also insbesondere abelsch, entsprechen sollten. Solche Gruppen sind aus der Vorlesung
Algebra bereits bekannt - es sind die sogenannten auflosbaren Gruppen. Wir wiederholen die
Definition und die wichtigsten Eigenschaften von auflésbaren Gruppen.

Definition 3.2.5:

1. Die Kommutatorgruppe einer Gruppe G ist die von den Gruppenkommutatoren von
Elementen in G erzeugte Untergruppe [G, G| = {{[g,h] = ghg *h™': g, h € G}).
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2. Interativ definiert man die nte Kommutatorgruppe von G durch G = G und G™ =
(G G=Y)] fiir alle n € N.

3. Eine Gruppe G heifit auflésbar, wenn ein n € N mit G = {e} existiert.

Bemerkung 3.2.6:

1. Die Kommutatorgruppe [G, G] ist ein Normalteiler von G.

2. Fiir einen Normalteiler N C G ist die Faktorgruppe G/N genau dann abelsch, wenn
[G,G] € N gilt. Insbesondere sind fiir jede Gruppe G die Faktorgruppen G~ /G®)
abelsch.

Jede Untergruppe und jede Faktorgruppe einer auflésbaren Gruppe ist auflésbar.
Das direkte Produkt von auflésbaren Gruppen ist auflosbar.
Ist N C G ein Normalteiler und sind N und G/N auflosbar, so ist auch G auflsbar.

Eine Gruppe G ist genau dann auflésbar, wenn sie eine abelsche Normalreihe hat, d. h. eine
Folge normaler Untergruppen {e} = Go C G; C ... C G, = G mit G;/G;_1 abelsch
existiert.

7. Jede endliche auflésbare Gruppe besitzt eine Normalreihe {¢} = Gy C G; C ... C G, =G
mit Gi/Gifl ZYkhSCh.

S Gk W

Beispiel 3.2.7:

1. Jede abelsche und damit insbesondere jede zyklische Gruppe ist auflosbar.
2. Die Gruppe 5, ist auflésbar genau dann, wenn n < 5.

3. Jede Gruppe ungerader Ordnung ist auflosbar (Satz von Feit-Thompson).

Mit Hilfe dieser Definitionen und Aussagen konnen wir nun zeigen, dass die Auflosbarkeit der
Galoisgruppe ein hinreichendes Kriterium fiir die Auflésbarkeit eines separablen Polynoms ist,
falls die Charakteristik des Korpers die Ordnung der Galoisgruppe nicht teilt.

Satz 3.2.8: Sei p € K|z| separabel iiber K. Ist die Galoisgruppe I' von p auflésbar iiber K
und char(K) 1 |T'|, so ist p auflosbar durch Radikale.

Beweis:

1. Gilt char(K) { n, so enthilt der nte Kreisteilungskérper K,, C K iiber K nach Lemma
eine primitive nte Einheitswurzel e, und es gilt K, = K(€). Damit ist K(e)/K eine einfache
Radikalerweiterung, denn e ist eine Nullstelle des reinen Polynoms 2" — 1 € Kz].

Sei L C K der Zerfillungskorper von p iiber K und |T'| = |T'(L/K)| = n. Da p separabel und
L/K normal ist, ist die Kérpererweiterung L/K eine endliche Galoiserweiterung. Dies gilt auch
fir die Korpererweiterung M/K,, mit M = L(e) = K,(L), denn da M der Zerfallungskorper
von p € K[z] C K,[z] ist, ist M/K,, normal und wegen p separabel iiber K ist auch M/K,
separabel, also galoissch.

2. Da L/K normal ist, gilt 7(L) C L fiir jedes 7 € I'(M/K,), und wir erhalten einen Grup-
penhomomorphismus ¢ : I'(M/K,) — ', 7 — 7|1. Dieser ist injektiv, denn aus 7|, = id, folgt

83



wegen T|g, = idg, auch 7|y = idy. Somit ist die Galoisgruppe I'(M/K,,) isomorph zu einer
Untergruppe von I' und damit auflésbar als Untergruppe einer auflésbaren Gruppe.

3. DaT'(M/K) eine endliche auflésbare Gruppe ist, existiert nach Bemerkung [3.2.6]7. eine Folge
von normalen Untergruppen {e} =Gy C G; C ... C Gy =I'(M/K,,) mit G;/G,_, zyklisch fiir
alle i € {1, ..., s}. Nach dem Hauptsatz der endlichen Galoistheorie bilden die Fixkérper dieser
Untergruppen einen Kérperturm K,, = F(G,) C F(Gpq) C ... C F(Gr) C F({e}) = M.
Ausserdem sind nach dem Hauptsatz der endlichen Galoistheorie alle Korpererweiterungen
M/F(G;) galoissch mit Galoisgruppe G;. Da G;_1 C @G, eine normale Untergruppe ist,
sind nach dem Hauptsatz auch alle Korpererweiterungen F(G;_1)/F(G;) galoissch mit
Galoisgruppe G;/G;_;. Somit sind alle Korpererweiterungen F(G;—1)/F(G;) zyklisch und
[(F(G): K,)|[M : K,]|n. Da K,, C F(G};) eine nte Einheitswurzel enthélt ist F(G;_1)/F(G;)
nach Lemma eine einfache Radikalerweiterung. Also ist M/K eine Radikalerweiterung
mit L C M. O

Beispiel 3.2.9:

1. Ist K ein Korper der Charakteristik char(K) = 0, so ist die Bedingung char(K) { |I'| in
Satz immer erfiillt, und jedes Polynom p € K[x] mit auflésbarer Galoisgruppe ist
auflosbar durch Radikale.

2. Insbesondere ist also jedes Polynom p € K|[z] mit zyklischer oder abelscher Galoisgruppe
mit Koeffizienten in einem Koérper der Charakteristik 0 auflésbar durch Radikale, denn
zyklische und abelsche Gruppen sind auflosbar.

3. Jedes Polynom vom Grad < 4 iiber einem Korper der Charakteristik # 2, 3 ist auflosbar.
Denn wegen char(K) 1 4 ist p separabel und char(K) 1 |T'(p)|. Da ein solches Polynom
maximal vier verschiedene Nullstellen in seinem Zerfiallungskorper hat und die Galois-
gruppe die Nullstellen von p permutiert, kommen nur Untergruppen von S, S3, 5, als
Galoisgruppen in Frage. Die Gruppen Ss, S3,5; und somit auch all ihre Untergruppen
sind auflosbar.

Satz liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die Auflésbarkeit einer algebraischen Glei-
chung durch Radikale, namlich die Auflésbarkeit der zugehorigen Galoisgruppe. Wir werden
nun zeigen, dass die Auflosbarkeit der Galoisgruppe unter bestimmten Voraussetzungen auch
ein notwendiges Kriterium fiir die Auflosbarkeit ist. Mit dieser Aussage konenn wir dann be-
weisen, dass bestimmte algebraische Gleichungen nicht auflésbar sind.

Dazu miissen wir einerseits Zerfallungskorper von Polynomen betrachten, also normale
Korpererweiterungen. Andererseits miissen wir durch Adjunktion von primitiven Einheitswur-
zeln dafiir sorgen, dass die relevanten Korper solche Einheitswurzeln enthalten. Dies zwingt
uns dazu, ineinander verschachtelte normale Koérpererweiterungen zu betrachten, die durch
Adjunktion von Nullstellen und Einheitswurzeln entstehen. Dazu benotigen wir zunéchst noch
zwei Lemmata um die Galoisgruppen von normalen Koérpertiirmen zu charakterisieren und zu
untersuchen, wie sich die Eigenschaft, eine Radikalerweiterung zu sein, unter dem Ubergang
zur normalen Hiille einer Korpererweiterung verhélt.

Lemma 3.2.10: Sei K C E C L ein Zwischenkorper und seien die Korpererweiterungen
L/K und E/K normal. Dann ist ¢ : I'(L/K) — I'(E/K), 7 +— 7|g ein Epimorphismus,
I'(L/E) C I'(L/K) eine normale Untergruppe und I'(E/K) = I'(L/K)/T'(L/ E).
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Beweis:

Da FE/K normal ist, gilt 7(F) C E fiir jeden K-Automorphismus 7 € I'(L/K), und somit
7|p € I'(E/K). Da L/K algebraisch ist, kann umgekehrt jedes o € I'(E/K) nach den Fortset-
zungssétzen [1.4.13| bis [1.4.16] zu einem K-Automorphismus o € T'(L/K) fortgesetzt werden.
Also ist ¢ surjektiv, und es gilt 7 € ker(¢) genau dann, wenn 7| = idg also ker(¢) = I'(L/E).
Damit ist I'(L/E) C I'(L/K) eine normale Untergruppe und I'(E/K) = I'(L/K)/T'(L/FE). O

In dem wir dieses Lemma mit Bemerkung kombinieren, werden wir spéter die Auflésbarkeit
der Galoisgruppen I'(L/K), T'(L/E) und T'(E/ K) fiir Kérpertirme K C E C Lmit L/K, E/K
normal in Beziehung setzen kénnen. Das folgende Lemma zeigt, dass sich an der Eigenschaft
eine Radikalerweiterung zu sein, durch Ubergang zur normalen Hiille nichts dndert. Wir kénnen
also im Folgenden mit Zerfallungskorpern arbeiten.

Lemma 3.2.11: Ist L/K eine Radikalerweiterung und N die normale Hiille von L/K, so ist
auch N/K eine Radikalerweiterung.

Beweis:

1. Sei N die normale Hiille von L/K in K und idy = o0y,...,0, die verschiedenen K-
Automorphismen von N. Wir setzen F; = oy(L) und £ = F,...F, = Fi(F...F,) =
(Fy(Fy))(Fs...F.) = Fy(...F—1(F.)...) € N. Dann lidBt sich jeder K-Monomorphismus
o : E — K nach den Fortsetzungssitzen [1.4.13| bis [1.4.16| zu einem K-Automorphismus
: N — N fortsetzen. Es folgt & = o; fiir ein i € {1, ...,r} und somit o(E) = E. Also ist E/K
normal und somit wegen der Eindeutigkeit der normalen Hiille N = E = (Fy(F))(F3... F,) =
Fi(...Fa(F) . ).

2. Es reicht also zu zeigen, dass fiir zwei Radikalerweiterungen F /K und Fy/K mit Fy, Fy C K
auch das Kompositum F/K mit F = F1Fy, = Fi(Fy) = F3(F}) eine Radikalerweiterung ist.
Da F = F,(F)) aus F» durch sukzessive Adjunktion von Radikalen entseht, ist F//Fy eine
Radikalerweiterung und somit auch F/K. O

Mit Hilfe dieser zwei Lemmata konnen wir nun beweisen, dass die Auflosbarkeit ih-
rer Galoisgruppe auch ein notwendiges Kriterium dafiir ist, dass eine gegebene endliche
Korperperweiterung durch Radikale auflésbar ist.

Satz 3.2.12:  Sei L/K eine endliche durch Radikale auflésbare Korpererweiterung mit L C K
und N die normale Hiille von L/K in K. Dann ist I'(N/K) auflosbar.

Beweis:

1. Nach Voraussetzung existiert eine Radikalerweiterung M /K mit L C M. Nach Lemma
ist die normale Hiille N’ C K von M/K in K eine Radikalerweiterung iiber K. Da N C N’
und N/K, N'/K normal sind, ist Lemma [3.2.10]der Gruppenhomomorphismus ¢ : I'(N'/K) —
I'(N/K), 7 +— 7|y ein Epimorphismus und I'(N'/K) = I'(N/K)/ker(¢). Ist also I'(N'/K)
auflosbar, so folgt mit Bemerkung 3. dass auch I'(N/K) auflosbar ist. Es reicht also, die
Aussage fiir I'(N'/K) zu beweisen.

2. Da N'/K eine normale Radikalerweiterung ist, existiert ein Koérperturm K = Ky C Ky C
... C K, =Lmit K; = K;_1(cy;) und o € K;_;. Durch Einfiigen weiterer Zwischenkorper kann
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man wegen (a®)” = a”* o. B. d. A. annehmen, dass p; € N prim fiir alle i € {1,...,7} gilt. Sei n
das Produkt der p; mit p; # char(K). Dann enthilt K eine primitive nte Einheitswurzel e. Da
N’/ K eine normale Radikalerweiterung ist, ist N’(€) Zerfallungskorper einer Familie separabler
Polynome aus K[z] und somit N’(€)/K normal. Man erhélt einen Korperturm K (e) = Ky(e) C
Ki(e) C ... C K,.(e) = N'(€) mit K;(e) = K;_1(€)(a;) und o € K;_1(e).

3. Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion iiber r, dass I'(N'(e) /K (¢)) auflosbar ist. Fir r =1
gilt entweder p; = char(K) oder p; # char(K). Im ersten Fall ist die Kérpererweiterung
Ki(e)/K(€) wegen (xP* — )’ = p1aP*~! = 0 rein inseparabel und |T'(K;(€)/Ko(e)| = [Ki(e) :
Ko(e)]s = 1. Gilt p; # char(K), so ist nach Lemma die Galoisgruppe I'(K(€)/K(€))
zyklisch. In beiden Féllen ist K (¢)/Ko(€) normal und I'( K (¢) /K (¢)) auflésbar. Durch Anwen-
dung der Induktionsvoraussetzung auf die normale Radikalerweiterung N'(¢)/K; (€) folgt, dass
['(N'(e)/K1(¢)) auflosbar ist. Mit Lemma und Bemerkung folgt die Auflésbarkeit
von I'(N'(e)/K (€)), denn I'(N'(e) /K (€)) C I'(N'(¢)/ K (€)) ist eine auflésbare normale Unter-
gruppe und ['(K(e)/K(€)) 2 T'(N'(e)/K(€))/T'(N'(e)/ K1(€)) ist auflosbar.

4. Wir zeigen, dass I'(N'/K') auflosbar ist. Die Gruppe I'(N'(e) /K (¢) ist auflosbar nach 3. Die
Galoisgruppe I'( K (¢€) / K) ist abelsch, da K (¢) = K,, ein Kreisteilungskorper ist, und somit eben-
falls auflosbar. Nach Lemma gilt ausserdem I'(K(e)/K) = I'(N'(e)/K)/T(N'(e)/ K (€))
und somit ist nach Bemerkung auch I'(N'(e)/K) auflésbar. Wiederum nach Lemma

3.2.10| ist I'(N'/K) = T'(N'(¢)/K)/T'(N’(¢)/N) und nach Bemerkung ist damit auch
['(N'/K) auflosbar. O

Da die Galoisgruppe eines Polynoms p € Klz| die Galoisgruppe seines Zerfallungskorpers L
iiber K ist, erhalten wir aus diesem Satz eine notwendige Bedingung fiir die Auflésbarkeit von
algebraischen Gleichungen durch Radikale. Im Fall chark(K) = 0 liefert dies zusammen mit
Satz eine notwendige und hinreichende Bedingung.

Korollar 3.2.13: Sei K ein Korper.
1. Ist ein Polynom p € K|x] durch Radikale auflosbar, so ist seine Galoisgruppe auflésbar.

2. Gilt char(K) = 0, so ist ein Polynom p € K|x] genau dann durch Radikale auflosbar,
wenn seine Galoisgruppe auflosbar ist.

Beispiel 3.2.14: Ist ¢ € Q[z] ein irreduzibles Polynom mit deggp(¢) = p € N prim und
genau zwei Nullstellen in C \ R, so kann man zeigen, dass die Galoisgruppe von ¢ die gesamte
symmetrische Gruppe S, ist. Die symmetrische Gruppe S, ist auflésbar genau dann, wenn
n < 4 gilt. Also kann es fiir p € N prim, p > 5 keine allgemeine Losungsformel geben, die die
Nullstellen eines Polynoms ¢ € Q[z] durch seine Koeffizienten ausdriickt.

3.3 Ubungen zu Kapitel

Aufgabe 1:
Bestimmen Sie die Zahlen n € {1,2,...,100}, fiir die das regulére n-Eck konstruierbar ist.

Aufgabe 2: Zeigen Sie:

(a) Ein Winkel a € [0, 27) kann genau dann mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden, wenn das
Polynom 423 — 3z — cos(a) reduzibel iiber Q(cos a) ist.
(b) Fiir jedes n € N mit 31 n kann o = 27/n mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden.
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A  Ubersichtstabellen

Eigenschaften von Elementen in Korpererweiterungen

Sei L/ K eine Korpererweiterung, f, g € K[z] irrduzibel, o € L, n € N, p € N prim, g € Q.

Eigenschaft

Definition

Beispiele

Bemerkungen

a € L algebraisch
iiber K

e Minimalpolynom
von « iber K

e Grad von «
iber K

Nullstelle von Polynom
mit Koeflizienten in K

dpe Klz]: pla) =0

eindeutiges normiertes
Polynom m, x € K|z]

von minimalem Grad
mit mq k(o) =0

Grad des Minimalpoly-

noms von « iiber K
degy () = deg(ma k)

eiin C/R, C/Q,

e /g in R/Q fiir ¢ € Q,
e 7 in K[2)/(g),
eaeK

e mig = 22+ 1,
e Mmyzo=14+ ..+

® Mz Kz]/(9) = 9
e acK = myx =1

o degg(i) = degg(i) = 2,
o dego(¢/q) =p—1,
e ac K = degy(a) =1

o K(a) = Klz]/(ma k)

e [K(a) : K] = degg (@)

e Zwischenkoérper KCFECL:
a € L algebraisch iiber E,
E/K algebraisch

= « algebraisch iiber K

® m,  ist irreduzibel

o f € K[z] mit f(a) =0
= ma7K|f

e Zwischenkorper KCECL:
= Mg p|Ma, Kk 0 Ex]

o Zwischenkoérper KCFECL:
= degp()| degg(a)

a € L transzendent
iber K

nicht algebraisch
iiber K

ec,min R/Q

o K(a) = Q(K[x])

a € L primitiv

L=K(a)

e primitiv: i in C/R,
7 in Q(7)/Q,

T in Klz]/(g),

e nicht primitiv:

iin C/Q, 7 in R/Q

a primitiv # « algebraisch
« algebraisch % « primitiv
a primitiv # « transz.
« transz. 7 o primitiv

a € L separabel
iiber K

a algebraisch und

mq x hat nur einfache

[ ] K - (C, R, Q, ]Fpn und
a € L algebraisch,

e char(K)=0V |K| < oc:
a € L alg. = « separabel

Nullstellen in seac K
Zerfallungskorper
a € L inseparabel | a algebraisch und o K = Q(F,[z?]), e o insep. = |K| = o0

nicht separabel

L =Q(F,[z]), a=x€L

p = char(K)| degy; (o)
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Eigenschaften von Korpererweiterungen

Sei L/ K eine Korpererweiterung, a € L, f, g € K[x] irreduzibel, n € N, p € N prim.

Eigenschaft Definition Beispiele Bemerkungen
Grad [L : K] Dimension von L o[ K[z]/(f): K]=deg(f), | ® Zwischenkorper KCECL:
als Vektorraum iiber K | o[Q(e*™/?) : Q] =p—1, | [L: K] =[L: E]-[E: K]

o [Fpn:F,|=n

e /K endlich [L:K]eN o K[z|/(f), Fpn/F,, e endlich = algebraisch
o K(a) fiir a alg. e algebraisch % endlich

e /K quadratisch | [L: K] =2 e C/R, Q(+2)/Q e quadratisch = normal

e L/K unendlich | [L: K]=o00 e R/Q, Q(m)/Q,
Q(K[z])/ K, F,

L/K primitiv doel: L=Ka) o Klz|/(f), e primitiv % algebraisch
e Q(K|x])/K, e primitiv % endlich

e K =C,R,Q,F, fiir
L/K endlich,
o L/K alg.,[L:K]|=6

e endlich+sep. = primitiv

L/K algebraisch

alle a € L sind
algebraisch iiber K

o Klz]/(f),
e L./K endlich,

e algebraischer

Abschluss L = K

e endlich = algebraisch,
e normal = algebraisch,
e (in)sep. = algebraisch
e Zwischenkdérper KCFECL:
L/EE/K alg. = L/K alg.

L/K normal

L/K algebraisch und
L Zerfallungskorper
von A C K|z

e L /K quadratisch,
e K/K,

o Q(e2m/P),

e nicht normal:

Q(V2)/Q,

e /K normal < VK-Mono
¢:L—L gilt ¢(L)=L.

e /K normal < jd. irred.
p € Klz] mit Nullstelle in L.
zerfallt iiber L

L/K separabel

alle a € L sind
separabel iiber K

e K =C,R,Q,F, fiir
L/K algebraisch,

e K vollkommen, L/K alg.

= L/K separabel

e Zwischenkoérper KCFECL:

L/EF/K sep. = L/K sep.
e p=char(K){[L: K| <o
= L/K sep.

L/K inseparabel L/K algebraisch und o K = Q(F,[z7]), e /K inseparabel
nicht separabel iiber K | L = Q(F,[z]) = char(K) # 0, |K| = o0
L/K transzendent | Ja € L transzendent e Q(K|x])/K, e transzendent = unendlich

iber K

e R/Q, C/Q, Q(m)/Q

L/K galoissch

K = F((L/K))

[ ] ]Fpn/Fp, C/R
° Q(e%ri/n)’
® FP/FP

e /K algebraisch:
galoissch<normal+-separabel
e galoissch % algebraisch
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Wichtige Galoisgruppen

Sei p € N prim, n,r,s € N.

Korpererweiterung Galoisgruppe Bemerkungen

endliche Korper zyklisch, erzeugt von ¢ : a — «?, | e jede endliche Korpererweiterung

Fy/F, mit ¢ =p" Ordnung [F : F,] =s eines endlichen Kérpers ist von
dieser Form

Kreisteilungskorper e Untergruppe von (Z/nZ)* e char(K) =0 = char(K) tn

o K,/K mit char(K)tn | ¢ (Z/nZ)* < &, k irreduzibel

e Q,/Q e (Z/nZ)* en=pprim=7Z/(p—1)Z

einfache Radikal- zyklisch e zyklisch = abelsch

erweiterung von Grad n,
Grundkorper enthélt
nte Einheitswurzel

Zerfallungskorper von auflosbar e char(K) = 0: p auflosbar <
q € Klz], q auflosbar Galoisgruppe von p auflésbar,

e p € Qfz], deg(p) < 4
= p auflosbar

Q(v2,1) 7./27. x 7./27.

quadratisch+separabel 7)27

Zerfallungskorper von symmetrische Gruppe S, e auflésbar & p < 4
irred. Polynom ¢ € Q[z],
Grad p, genau 2 Nullst.
in C\R
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B Kreisteilungspolynome

Die Kreisteilungspolynome &, fiir n < 30.

Oi(x)=2—1

Oy(x) =2+ 1

dy(x) =2+ +1

Py(z) =2 +1

Ps(z) =o' +2° + 2+ +1

bg(z) =2 —w +1

Or(z) =S+ + 2t + 2P 42?1

Pg(r) = Py(2?) = a* +1

Dy(z) = P3(2®) =25 + 2% + 1

Pp(r) = P5(—a) =2 —2* + 27—+ 1
Ppy(z)=a"+2°+. . +2%+z+1

Pio(z) = Pg(2?) = 2* —2” + 1

Py3(z) =2+l +. . +2P+a+1

Py(z) =Pr(—w) =2 -2 +2* — 2P+ 2 —2 4+ 1

i5(7) = P3(2°)/P3(z) =2 — 2" +2° —2* +2° — 2+ 1

Pi5(1) = Pg(2?) = 2%+ 1

Pir(r) =2+ 2+ .+t +1

Pi3(1) = Pg(—x) = 2% — 2% +1

Pyg(z) =a®+2'"+ .+t +a+1

Bog(z) = Pro(2?) = 2® — 2% + 2t —2? + 1

g (1) = P3(2")/P3(z) =2 — 2"t +2” — 28+ 2b —2t 2P — 1
Pog(z) =P (—2) =2 =2 + 28 — 2" +ab — P4t P a1
Pos(z) =22 + 2 4+ .+ 2P+ +1

Poy(1) = Ppo(2?) =2 —2* + 1

Pos (1) = P5(2°) = 2 + 2 + 210 +2° + 1

Bog(r) = Pi3(—2) =22 — a2 + 20 — 2 4+ 28 — 2T+ — Pt — P2 — 1
Por (1) = Pg(2®) = 2 +2° + 1

Pog(z) = Pry(2?) =2 — 204 2% — 28 2t —2® + 1

Pog(z) =2 + 2"+ .. +2¥+r+1

Pyp(z) = Pr5(—2) =2 + 2" —2° — ' —2® + 2+ 1.
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Index

K-Automorphismus,
K-Isomorphismus,
K-Monomorphismus,
K-Monomorphismus,
m-fache Nullstelle,

abelsche Korpererweiterung,

abgeschlossene Untergruppe der Galoisgruppe,

B
abgeschlossener Zwischenkorper,
Adjunktion,
algebraisch abgeschlossen,
algebraische Ableitung,
algebraische Korpererweiterung,
algebraischer Abschluss,

algebraischer Abschluss ( in einem Erwei-

terungskorper ),

algebraisches Element, Korpererweiterung,
auflosbar durch Radikale, Korpererweiterung,

30
auflosbar durch Radikale, Polynom,
auflosbar, Gruppe,
Auswertung, [7]

Charakteristik,
Dedekinsches Lemma,

echte Zwischenkorper,
Einbettung in Galoiserweiterungen,
einfache Korpererweiterung,
einfache Nullstelle bzw. Wurzel,
einfache Radikalerweiterung,
Einheiten,

Einheitswurzeln,
Eisensteinkriterium,

endliche Korpererweiterung,
Erweiterungskorper,
euklidischer Ring,

faktorieller Ring,
Fermatschen Primzahlen,
Fixkorper, [49)

formale Ableitung,

Fortsetzungssatz fiir K-Monomorphismen in
algebraisch abgeschlossene Korper,
Fortsetzungssatz fiir primitive Korpererwei-

terungen, [27]

Fortsetzungssatz fiir Zerfallungskorper,
Frobeniusabbildung,
Frobeniusmonomorphismus,

Galois-Gruppe,
Galois-Korrespondenz,
Galoiserweiterung, 49
Galoisgruppe, (48] [49]
Galoisgruppe, Polynom, [49]
galoissch,

gebrochen rationalen Funktionen,
Grad, algebraisches Element,
Grad, Korpererweiterung,
Grad, Polynom, [7]

Gradsatz,

Grundkorper,

Hauptidealring,
Hauptsatz der endlichen Galoistheorie,

Ideal, maximales, [0]
Integritéitsbereich, [6]
irreduzibel, Polynom,
Irreduzibilitatskriterien,

Korper,
Kérpererweiterung,
Koérperhomomorphismus,
Koérperisomorphismus,
Koérpermonomorphismus,
Korperverband,
Klassifikation endlicher Korper, [40]
Kommutatorgruppe,
Kompositum, [52]
konstruierbar,
Kreisteilungskorper,

Kreisteilungspolynom, [13]
Leitkoeffizient,

mehrfache Nullstelle bzw. Wurzel,
Menge der konstruierbaren Punkte,
Minimalpolynom,

normal+separabel=galoissch,
normale Hiille,

normale Korpererweiterung,
normiert, [7]

nte Kommutatorgruppe, @
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Nullstelle, [9]

Polynom,

Polynomring, [7]

primitive nte Einheitswurzel,
primitive Koérpererweiterung, [I6]
primitives Element,
primitives Polynom,

Primkorper,

quadratische Korpererweiterung,
Quotientenkorper, [6]

Radikal,
Radikalerweiterung,

Rationale Nullstellen,
Reduktion mod p,
reine Gleichung,
reines Polynom,
Restklassenkorper, [6]

Satz und Lemma von Gauf,
Satz vom primitiven Element,
Satz von Dedekind,

Satz von Kronecker,

Satz von Krull,

Satz von Steinitz, 23]

separabel, Element in Erweiterungskorper,
separabel, Korpererweiterung,
separabel, Polynom,
Separabilitéitsgrad,

separabler Abschluss,

Teilkorper,

Teilkorper endlicher Kérper,

transzendente Korpererweiterung,

transzendentes Element, Korpererweiterung,
119

unendliche Kérpererweiterung,
universelle Eigenschaft des Polynomrings,
Universelle FEigenschaft des Quotientenkor-

pers, [0]

Vielfachheit,
vollkommen,

Wurzel, Polynom, [9]

Zerfallungkorper,
Zwischenkorper,
Zwischenkorperdiagramm,
zyklische Korpererweiterung, [49]
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