Kurze Einfithrung in die formale Logik

Edgar M. E. Wermuth, Technische Hochschule Niirnberg

Mein teurer Freund, ich rat’ Euch drum,
Zuerst Collegium Logicum.

Da wird der Geist euch wohl dressiert,
In spanische Stiefeln eingeschniirt,

Dass er bedéchtiger so fortan
Hinschleiche die Gedankenbahn,

Und nicht etwa, die Kreuz und Quer,
Irrlichteliere hin und her.
Mephistopheles (Goethe: Faust I)

Logic merely sanctions
the conquests of the intuition.
Jacques Salomon Hadamard

1 Vorbemerkungen
Bei Aussagen der Alltagssprache steht nicht immer fest, ob sie ,wahr® oder ,falsch“ sind.

Fritz ist eine Nervensége.

Frieda hat wieder nicht aufgepasst.

Friedrich II. von Preufien war ein groBer Konig.
Lass mich in Ruhe, Friedhelm.

Der semantische Wirklichkeitsbezug (und damit der , Wahrheitsgehalt“) solcher Aussa-
gen ist ungeheuer komplex, nicht selten mehrdeutig, und auflerdem ist gar nicht klar, ob
man (wie Ludwig Wittgenstein (1889-1951) in seinem ,Tractatus logico-philosophicus®)
iiberhaupt sagen kann: ,Der Satz ist das logische Bild der Tatsache.®

Es gibt aber viele Aussagesituationen, bei denen exakt zwischen zutreffenden (=wahren)
und nicht zutreffenden (=falschen) Aussagen unterschieden werden kann, und bei mathe-
matischen Aussagen ist diese Zweiteilung sozusagen als Grundregel ins System eingebaut.
Zumindest, wenn man den Aufbau der Mathematik in der heute zumeist iiblichen Wei-
se begriindet; die intuitionistische bzw. konstruktive Mathematik (Luitzen E. J. Brouwer
(1881-1966), Paul Lorenzen (1915-1994)) beriicksichtigt die mégliche Unentschiedenheit
von Aussagen.

Die klassische formale Logik befasst sich generell nur mit Aussagen, die entweder wahr oder
falsch sind (ein Drittes gibt es nicht, tertium non datur), mit, wie man auch sagt, wahr-
heitsdefiniten Aussagen; wihrend die konstruktive Logik beriicksichtigt, dass die heutige

mathematische Exaktheit eigentlich blo8 beweisdefinite Aussagen garantiert. Insbesondere
geht es in der klassischen formalen Logik um die Analyse der Struktur von solchen Aus-
sagen und Schlussfolgerungen, die aufgrund ithrer Form wahr bzw. korrekt sind, wie z.B.
die Aussage:

Wenn der Hahn kréht auf dem Mist,
adndert sich das Wetter oder
bleibt, wie’s ist.

Diese Parodie einer meteorologischen Bauernregel hat die logische Form:
Wenn A, dann B oder nicht B.
Unabhiingig vom Wahr- oder Falschsein (dem Wahrheitswert) der Teilaussagen A und B

ist die Gesamtaussage immer wahr. (Erfolgreiche Astrologen beherrschen die Kunst, in
ihren Formulierungen méglichst unauffillig diesem Ideal nahezukommen.)

2 Aussagenlogische Junktoren und Wahrheitstafeln

In der Aussagenlogik betrachten wir stets Aussageformen (Formeln), die aus irgendwel-
chen formallogisch nicht weiter zerlegten Aussagebausteinen, durch Variablen A, B, C, ...
reprasentiert, mithilfe logischer Junktoren zusammengesetzt sind:

sprachlicher Ausdruck | Formelzeichen | Name
nicht A -A Negation
A und B AANB Konjunktion
A oder B AVB Disjunktion
wenn A, dann B A=B Subjunktion, Implikation
A genau dann, wenn B A< B Bijunktion, Aquivalenz, Koimplikation

Eine prézise formallogische Bedeutung erhalten die Junktoren, indem festgelegt wird, wie
das Wahr- oder Falschsein (und damit letztlich die inhaltliche Bedeutung, der Wirklich-
keitsbezug) der zusammengesetzten Aussageformen von demjenigen der Bausteine A und
B abhingen. Diese Definitionen kann man iibersichtlich durch ,, Wahrheitstafeln darstel-
len, wobei ,, W* fiir ,,wahr® und ,,F“ fiir ,falsch® steht. (Der Gebrauch von Wahrheitstafeln
geht auf Charles S. Peirce (1839 - 1914) und Wittgensteins schon erwéhnten ,, Tractatus®
zuriick.)

Definition 1 Aussagenlogische Junktoren
| AJ-A] [ A | B [ANB[AVB|[A=>B[A&B]
W F w W W w W W
F W W F F w F F
F W F W W F
F F F F W W
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Von diesen Festlegungen ist hochstens diejenige von A = B nicht selbstverstindlich. Plau-
sibel wird sie aber durch mathematische Beispiele wie:

O<a<b=a<V?

Diese Implikation méchte man als fiir beliebige reelle Zahlen a und b wahre mathematische
Aussage ansehen; und im Falle des Nichtzutreffens von 0 < a < b kann eben a? < b?
entweder wahr oder falsch sein (,fiir diesen Fall wird nichts behauptet®).

Mithilfe der eingefiihrten Junktoren kann man nun kompliziertere Aussageformen zusam-
mensetzen wie

A= (AV(-B)),

(A=B)=((C=A)= (C=B)),
(mA) VB) = ((-B) A A),

Um Klammern zu sparen, vereinbart man dabei, dass ,,—* stérker als die anderen Junktoren
bindet, und ,A“ sowie ,,V* stirker als ,=“ und ,, <. Dadurch vereinfacht sich z.B. die
letzterwihnte Formel zu

-“AVB=-BAA.

Mit der Wahrheitstafelmethode kann man fiir jede so gebildete Aussageform alle moglichen
‘Wahrheitswertbelegungen durchmustern.

Dazu einige Beispiele:

a)[ A | B [-A vV B = B A A
W W [F W F [ F F
W F [F F W[ w W
F W W W F | F F
F F [W W F [ W F
b)[ A [ B [ A = A vV B
W W W W F
W F W W W
F W W F F
F F W W W

Unter jedem Junktor steht der Wahrheitswert, der bei der links gegebenen Variablen-
belegung fiir die mit diesem Junktor gebildete Teilformel resultiert; der am schwéchsten
bindende (,,duBerste) Junktor ergibt dann den jeweiligen Wahrheitswert der ganzen For-
mel, welch letzterer dann durch Einrahmung hervorgehoben ist. o

Bei a) sicht man, dass ~AVB = —=BAA genau dann wahr ist, wenn A wahr und B falsch ist.
Die Formel A = A V =B hingegen ist immer wahr, unabhéngig von den Wahrheitswerten,
mit denen A und B belegt sind. Jede solche durch ihre junktorenlogische Zusammensetzung
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wahre Aussageform nennt man Tautologie oder allgemeingiiltig; ebenso heiflen Aussagen
von tautologischer Form Tautologien (z.B. ,,Wenn der Hahn kréht. .. “).

Einige Beispiele fiir Tautologien:

A= (B=A) (1)
(FA=-B)= (B=A4A) (2)
A= B=0)=(A=B)=A=0QC) (3)
As -—A (4)

Mit der Wahrheitstafelmethode haben wir ein einfaches schematisches Verfahren, bei je-
der aussagenlogischen Formel nach endlich vielen Schritten zu entscheiden, ob sie allge-
meingiiltig ist.

Das Gegenstiick zu den Tautologien sind die Kontradiktionen, die Aussageformen, die
unabhéngig von den Wahrheitswerten der in ihnen auftretenden Aussagevariablen stets
falsch sind, z.B.

AN-A
oder

(A< B)A(AA-B).
Jede Kontradiktion enthélt mindestens eine Negation. (Beweis bei Satz 3 b).)

Eine Bemerkung zur Notation:

Im Rahmen der Aussagenlogik benutzen wir A, B, C, ... oder A1, Ao, ... als Bezeichnungen
fiir atomare Aussagevariablen und F, G, H, F1, Gq,..., G,, usw. als Bezeichnungen fiir
Formeln. In der Quantorenlogik (Priidikatenlogik) werden wir von dieser starren Konven-
tion abweichen.

3 Aquivalenzumformungen

Sind F; und Fs Aussageformen und ist F; < Fy eine Tautologie, so nennt man F;
und Fy dquivalent; bei jeder Verteilung der Wahrheitswerte auf die in F; und Fa vor-
kommenden Variablen sind F; und Fs entweder beide ,wahr® oder beide ,falsch“. Man
schreibt in diesem Fall auch:

F; ~ Fo
Zwei verschiedene zueinander dquivalente Aussageformen formulieren sozusagen mit un-
terschiedlichen Worten dieselbe logische Verkniipfung der in ihnen auftretenden (durch die

Variablen repriisentierten) Aussagebausteine.
Beispiele fiir solche Aquivalenzen:
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AVB ~ =(=AA-B) (5)
AAB ~ =(=AV-B) (6)
AeB ~ (A=B)AB=A) (7)
A=B ~ BV-A ®)
AABVC) ~ (AAB)V(AAQ) (9)
AV(BAC) ~ (AVB)A(AVC) (10)
—|(AVB) ~ —AA-B (11)
~(AAB) ~ -AV-B (12)
AvV(BVC) ~ (AvB)vC (13)
AABAC) ~ (AAB)AC (14)
(AVB)A(AV-B) ~ A ~ (AVB)AA (15)
(AAB)V(AA-B) ~ A ~ (AAB)VvVA (16)

Die Aquivalenzen (9) und (10) heilen Distributivgesetze, (11) und (12) de Morgansche
Regeln, (13) und (14) Assoziativgesetze der Aussagenlogik. Natiirlich gelten fiir V und A
auch Kommutativgesetze: AVB ~ BVA, AA(BAC) ~ (CAA)AB, usw.

Die Assoziativgesetze zeigen (Mehrfachanwendung!), dass man bei mehrgliedrigen Disjunk-
tionen oder Konjunktionen keine Klammern zu setzen braucht, da alle Klammersetzungen
zu untereinander dquivalenten Formeln fiihren.

Die hier aufgefiihrten und #hnliche Aquivalenzen ergeben zusammen mit den folgenden
beiden Sitzen die Moglichkeit, von einer Formel durch Agquivalenzumformung zu einer
Vielzahl logisch gleichwertiger Formeln zu gelangen.

Satz 1

Jede Aussageform wird in eine zu ihr dquivalente verwandelt, wenn eine Teilformel
durch eine dquivalente andere Formel ersetzt wird.

Beispielsweise ist Formel (3) dquivalent zu

(A= (CVv-B))= ((BV-A)=(CV-A)) (17)
(hier wurde dreimal die Aquivalenz (8) benutat),
und A A (B V C) ist dquivalent zu A A ~(=B A —=C).

Zum Beweis von Satz 1 bemerken wir nur, dass bei jeder Belegung der vorkommenden
Variablen mit Wahrheitswerten der resultierende Wahrheitswert der ersetzten Teilformel
nach Voraussetzung derselbe ist wie vor der Ersetzung, also auch der Wahrheitswert der
Gesamtformel unveréindert bleibt. n

Durch #hnliche Uberlegungen gelangt man zu
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Satz 2

Wird in zwei dquivalenten Aussageformen eine Variable an jeder Stelle ihres Auf-
tretens durch eine bestimmte Formel ersetzt, ergeben sich wieder zwei dquivalente
Aussageformen.

Beispiel: Es soll (17) weiter umgeformt werden. Wegen
A=B ~ BVv-A
gilt auch
A= (Cv-B) ~ (CVv-B)V-A,
(BV-A)= (CVv-A) ~ (CVv-A)Vv—(BV-A),
so dass (17) und damit auch (3) dquivalent ist zu
((Cv=-A)Vv~-(BV-A)V-((CV-B)V-A). (18)

Zur Veranschaulichung ersetzen wir die Variablen bei (3) und (18) durch Aussagen, und
Zwar

A Der See ist zugefroren.
B Dem Esel geht’s zu gut.

C Der Esel geht auf’s Eis.

Die aus (3) entstehende Aussage lautet dann:

Falls der Esel, sofern der See zugefroren ist, auf’s Eis geht, wenn es ihm (37
zu gut geht, so geht der Esel bei zugefrorenem See auf’s Eis, wenn es ihm
bei zugefrorenem See zu gut geht.

Aus (18) ergibt sich entsprechend:

Der See ist nicht zugefroren, oder der Esel geht auf’s Eis, (18)
oder es stimmt nicht, dass der See nicht zugefroren ist oder es dem Esel

zu gut geht, oder es stimmt nicht, dass der See nicht zugefroren ist oder

es dem Esel nicht zu gut geht oder der Esel auf’s Eis geht.

Wiihrend man bei (3’) unmittelbar erkennt, dass es sich um eine Tautologie handelt, die
also, wenn man sie behauptet, nichts {iber den Wahrheitsgehalt der in ihr auftretenden
Aussagebausteine beinhaltet und daher keinen Beitrag zur Eselskunde liefert, merkt man
dies bei der logisch véllig dquivalenten Aussage (18’) nicht so ohne weiteres. Deshalb ist es
(auch bei Tautologien) niitzlich, verschiedene dquivalente Varianten zu kennen, um besser
echte von unechten Aussagen der Eselskunde zu unterscheiden. o

©EMEW, TH N Kurze Einfithrung in die formale Logik 6



Bei dem soeben betrachteten Beispiel wurde die nur mit dem Junktor ,,=*“ gebildete
Formel (3) umgewandelt in eine dquivalente Formel, die ausschliefilich die Junktoren ,,—
und ,, V¢ verwendet. Dies fiihrt auf die generelle Frage, inwieweit man beim Aussagenkalkiil
auf gewisse Junktoren verzichten kénnte.

Satz 3

a) Zu jeder aussagenlogischen Formel F gibt es dquivalente Formeln Fy, Fg
und Fg3, die nur die Junktoren ,—“ und A% nur ,—“ und ,NV“ bzw. nur
L, und = “ enthalten.

b) Ohne den Junktor ,—“ kommt man nicht aus.

¢) AAB lisst sich nicht allein mithilfe der Junktoren ,—* und < “ darstellen.

Beweis:

Die Formeln (5) bis (8) in Verbindung mit den Sétzen 1 und 2 zeigen, dass alle Formeln
in dquivalente Formeln umgewandelt werden kénnen, in denen nur die Junktoren ,,—* und
SA€ bzw. = und ,,V* vorkommen. Wegen

AVB ~ -A=B (19)

kann man das Auftreten von ,V¢ durch das von ,—¢

bewiesen.

und ,=“ ersetzen. Damit ist a)

Die definierenden Wahrheitstafeln aus Definition 1 zeigen, dass jede Zusammensetzung
aus den Junktoren ,A“, V¥ =% und , < [ wahr“ ausfillt, wenn alle Variablen mit dem
Wert ,,wahr® belegt sind. Also ist eine Kontradiktion wie A A =A durch diese Junktoren
allein nicht ausdriickbar. Das beweist b).

Zum Nachweis von c¢) (siche Hilbert/Ackermann [3], Seite 14):  Aus A, B lassen sich mit
,¢ und < nur acht logisch verschiedene Verkniipfungen bilden:

A B, -A, B,A&B, A< B, A A Be B

Keine darunter ist dquivalent zu A A B, und mit —--- und - - - & - - - entstehen keine neuen
logischen Verkniipfungen, was man am einfachsten anhand der disjunktiven Normalformen
(siehe den folgenden Abschnitt 4) iiberblickt;

AeB ~ (AAB)V(-AA-B), =A< B ~ (FAAB)V(AA—-B)

A©A ~ AV-A ~ Y, B&-B ~ BA-B ~ A

(Bzgl. Y und A siehe Abschnitt 4.) Hinzunahme weiterer Variablen #ndert daran nichts,
da diese durch A ersetzbar sein miissten. n

Es gibt iiberraschenderweise auch zwei aussagenlogische Junktoren, die jeweils allein aus-
reichen, alle anderen auszudriicken, und zwar die folgenden:
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Definition 2 Sheffer-Strich und Peirce- Verkniipfung

X T B [ KB [ AIB
w w F F
w F W F
F w W F
F F w w

A |B (A ,unvertriiglich“ B) heiit Sheffer-Strich, und A | B heifit Peirce-Verkniipfung.
Es gilt

A|B ~ -AV-B (20)
und

AlB ~ -AA-B, (21)

weshalb die Sheffersche auch NAND-Verkniipfung (,NOT AND“ man vgl. (12)) und die
Peircesche auch NOR-Verkniipfung (,NOT OR¥) genannt wird.

Aus
AlA ~ -A, (A|A)|(B|B) ~ AVB
sowie

ALA ~ —A, (ALA)I(BIB) ~ AAB

folgt nach Satz 3 unmittelbar, dass alle anderen Verkniipfungen allein durch NAND oder
auch allein durch NOR ausgedriickt werden konnen.

Aus Griinden der Lesbarkeit ist es aber dennoch sinnvoll, eine gewisse an die Alltagssprache
angelehnte Redundanz der aussagenlogischen Formelsprache beizubehalten und alle fiinf
urspriinglich eingefithrten Junktoren parallel zu verwenden (siehe auch das Esels-Beispiel).

AAB ~ (A[B)[(A|B), AVB ~ (ALB)L(ALB)

(Alternative Notation: AAB = A|B, AVB :& A|B)

4 Disjunktive und konjunktive Normalformen

Es gibt allerdings recht iibersichtliche Darstellungen der aussagenlogischen Formeln, die
ausschliefllich die Junktoren ,,—“, JA“ und ,,V¢ verwenden. Zu ihnen gelangt man, wenn
man sich fragt, ob eigentlich mit den bisher eingefiihrten Junktoren zu jeder kombina-
torisch moglichen Wahrheitstafel eine dieser entsprechende aussagenlogische Formel kon-
struiert werden kann.

Sei beispielsweise folgende Wahrheitstafel gegeben:

©EMEW, TH N Kurze Einfithrung in die formale Logik 8



== == = 2l = =)
== =] = = = = 2| =
= === === =) a
== =|= === =] =

Die Frage ist, ob es tatséchlich eine Formel F mit den Variablen A, B, C gibt, zu der
diese Tafel passt. Nun, die Formel soll genau dann mit dem Wahrheitswert ,,wahr“ belegt
werden, wenn

A und B und - C wahr

oder

A und - B und - C wahr
oder

= A und B und - C wahr
oder

= A und — B und — C wahr.

Dies ist offenbar der Werteverlauf der Formel
(AABA-C)V(AAN-BA-C)V(-AABA-C)V (-AA-BA-C), (22)

womit eine geeignete Formel F gefunden ist.

Man nennt eine Formel solcher Bauart (eine mehrgliedrige Disjunktion, bei der jedes Dis-
junktionsglied eine Konjunktion von Variablen und negierten Variablen ist) eine disjunktive
Normalform (DNF).

Vom vorgefithrten Beispiel her ist klar, wie man bei jeder beliebigen gegebenen Wertever-
teilung (Wahrheitstafel) — unabhéingig von der Anzahl der Variablen — zu einer passenden
disjunktiven Normalform gelangt.

Allerdings gibt es evtl. auch dquivalente einfachere disjunktive Normalformen, bei denen
nicht in jedem Disjunktionsglied alle Variablen vorkommen; (22) z.B. ist nach (16) dqui-
valent zu (A A =C) V (A A =C) und damit sogar zu —C allein.

Statt als Disjunktion von Konjunktionen kann man jede aussagenlogische Formel F auch
als Konjunktion von Disjunktionen darstellen, d.h. in konjunktiver Normalform (KNF).
Man erhilt eine solche z.B., indem man von einer DNF von —F ausgeht, nach den de
Morganschen Regeln (11) und (12) == F bildet und =~ F ~ F beriicksichtigt.

Man kann auch durch Aquivalenzumformungen eine gegebene Formel in disjuktive oder

konjunktive Normalform bringen.

Beispiel: Es soll (A = B) = (A = C) in konjunktive Normalform gebracht werden.
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Es gilt:

(A=B)=(A=0C)
~ (mAVB)= (-AVC)
~ =(-AVB)V(-AVC)
~ (AA-B)V(-AVCO)
~ (AV(-AVCO)A(-BV(-AVQ)).

Hier hat man schon eine KNF, wenn man die innersten Klammern, also die um —A Vv C,
noch weglésst. Eine DNF stellt die vorletzte Formel dar, wenn man die Klammern um
—A V C weglésst.

Die letzte Formel ist offenbar dquivalent zu =A V =B V C, zugleich DNF und KNF. o
Variablen oder negierte Variablen, sozusagen unterste, nicht weiter in Teilformeln zerleg-

bare Einheiten (,, Atome*) aussagenlogischer Formeln, werden auch als Literale bezeichnet,
und eine endliche Menge von Literalen nennt man eine Klausel.

Benutzt man Ly, Lo, ... als Notation fiir Literale, ferner — in Anlehnung an Summen- und
Produktzeichen —
n
\/ F; als Notation fir FyV FyV---V F, (23)
i=1
sowie
n
/\ F; als Bezeichnung fir F1 A FoA---AF,, (24)
i=1

so kann man konjunktive und disjunktive Normalformen generell als Formeln der Gestalten

moon; moong

/\ \/ L'ij bzw. \/ /\ Li]’ (25)

i=1j=1 i=1j=1

kennzeichnen. (Strenggenommen erweitern wir den bisherigen aussagenlogischen Forma-
lismus, wenn diese Symbolik nicht nur metasprachlich verwendet wird.)

Aufgrund der Kommutativgesetze ist auch die Notation A;c; F; und \/;c; F; sinnvoll.

Eine Konjunktion von Literalen wird, wenn man an Schaltfunktionen denkt und 1 und
0 an die Stelle von ,Wahr“ und ,Falsch“ setzt (siehe Abschnitt 6), auch als Minterm
bezeichnet und eine Disjunktion von Literalen als Maxterm. Eine KNF ist demgem#$ ein
Minmax-Term, eine DNF ein Maxmin-Term.

Als DNF wie KNF einer Tautologie kann man A V —A mit einer belichigen Variablen A
nehmen, unabhéngig davon, ob die Variable A in der Formel vorkommt oder nicht. Und
im Falle einer Kontradiktion hat man die DNF und KNF A A —A. Interessant sind DNF
und KNF also eigentlich nur fiir Formeln, die weder allgemeingiiltig noch kontradiktorisch
sind.

© EMEW, TH N Kurze Einfiihrung in die formale Logik 10



Da eine Disjunktion von Literalen nur allgemeingiiltig ist, wenn sie irgendeine Variable
zugleich unnegiert und negiert enthélt, und eine Konjunktion von Literalen nur im selben
Fall kontradiktorisch, ergibt sich unmittelbar:

Satz 4 KNF und DNF bei Tautologien bzw. Kontradiktionen
Ist
m mn;
/\ \/ L;; KNF einer Tautologie
i=1j=1
oder
m n;
\/ /\ Li; DNF einer Kontradiktion,
i=1j=1
so enthalten samtliche Klauseln {L;1,...,Lin,} jeweils mindestens eine Variable
zugleich negiert und unnegiert.

Wir fithren eine besondere atomare Formel Y (Verum) ein, die immer wahr ist, ferner
A~ Y (Falsum); diese Symbole hat als erster Guiseppe Peano benutzt. Der Vorzug
gegeniiber A V —A und A A —A ist, dass nicht willkiirlich irgendeine Aussage-Variable
vorkommt.

Man kann Verum und Falsum als Grenzfiille bei den Konjunktionen bzw. Disjunktionen
von Literalen einordnen:

Ist (Li), < eine Familie von Literalen und gilt I; C I, I C I, so hat man offensichtlich
ALin AL~ A L, V6wV VL ~ \ L. (26)
ich i€l i€hUlh i€l i€l i€nUl

Soll dies auch fiir [; = () gelten, muss man setzen (analog: leeres Produkt, leere Summe)
AL~ Y, VL ~ A (27)
i€l i€

Verum und Falsum sind in diesem Sinne auch DNF- und KNF-Grenzfille.

Die Argumentation wire vollig analog, stiinden die L; nicht fiir irgendwelche Literale,
sondern fiir beliebige aussagenlogische Formeln, die per Konjunktion bzw. per Disjunktion
zu einer neuen Formel verbunden werden. Man vereinbart also ganz allgemein

ANF ~ Y, VFE ~ A (28)
i€l i€

fiir beliebige aussagenlogische Formeln F;. (Die spitzfindige Frage der Interpretation ,lee-
rer* Disjunktionen oder Konjunktionen stellt sich nur, wenn F,, V Fpiq V --- V Fy,
Nicr Li , usw. als Formeln und nicht als blofie Meta-Formeln eingefithrt werden.)
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5 Semantischer Folgerungsbegriff und Ableitungskalkiil

In den letzten Abschnitten wurden einige Techniken vorgefiihrt, durch Aquivalenzumfor-
mungen eine Aussageform in logisch gleichwertige umzuwandeln. Nun befassen wir uns
mit der allgemeineren Frage, wann eine Aussageform aus einer oder mehreren anderen
logisch folgt.

Die Intention des logischen Schlieflens ist es, von einer oder mehreren vorausgesetzten
Aussagen (Prdmissen) zu einer solchen Folgerung (Konklusion) iiberzugehen, die auf jeden
Fall dann wahr ist, wenn samtliche Pramissen es sind.

Definition 3 Semantischer Folgerungsbegriff

Eine aussagenlogische Formel F folgt aus den Formeln Fi,..., F, (in Zeichen:
Fi,..., F, E F) genau dann, wenn F wahr ist bei jeder Wahrheitswertbelegung
der in F, Fq,..., F, vorkommenden Aussagevariablen, fir welche Fq,..., F,
wahr sind.

Aufgrund der Definition des Junktors “=* ergibt sich sofort

Satz 5

a) Fi,..., F, EF gilt genau dann, wenn F1 A--- N F,, = F eine Tautologie
ist.

b) Falls F; ~ G;(1<i<n)und F ~ G, gilt Fy,..., F, E F genau dann,
wenn Gi,..., G, F G.

Die Uberpriifung eines aussagenlogischen Schlusses auf Korrektheit ist somit einfach darauf
zuriickgefiihrt, die Allgemeingiiltigkeit der korrespondierenden Implikation nachzuweisen,
z.B. mit der Wahrheitstafelmethode.

Kennt man alle Tautologien, kennt man also auch alle korrekten Schliisse. Infolgedessen
kann man sagen:

Die formale Logik ist die Lehre von den der Form nach wahren Aussagen.

(Dies gilt natiirlich zunéichst nur fiir die hier betrachtete klassische dualistische Logik,
die von zweiwertig-wahrheitsdefiniten Aussagebausteinen ausgeht. Unsere Uberlegungen
zeigen nicht, dass bei allen anderen Auffassungen von Logik die logisch korrekten Schliisse
unter die logisch allgemeingiiltigen Aussagen subsumierbar sind.)

Wir haben bisher die Allgemeingiiltigkeit von Formeln mittels Durchmusterung aller Mog-
lichkeiten (Wahrheitstafeln) erschlossen. Dies ist eine semantische Methode. Womit ge-
meint ist, dass dabei auf die inhaltliche Bedeutung von Aussagen Bezug genommen wird,
wenn auch auf abstrakte Weise. Die blofle Zuordnung von ,, Wahrheitswerten® ist sozusa-
gen ein abstraktes Surrogat des inhaltlichen Verstehens und Uberpriifens einer Aussage.
Das Verstehen beruht auf Erfahrungen und Erlebnissen, die mit dem Erlernen der Sprache
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unaufléslich verkniipft sind.

Die (klassische) formale Logik benutzt von diesem inhaltlichen Bedeutungsbezug nur die
Tatsache, dass viele sprachliche Aussagen in diesem Sinne unmittelbar als wahr oder falsch
erkannt werden kénnen, sofern einem die passende unmittelbare Wahrnehmung(!) moglich
ist. Die Variablen der Aussagenlogik stehen fiir prinzipiell beliebige solche Aussagen.

Die Logik selbst befasst sich nicht mit dem Wahr- oder Falschsein der realititsbezogenen
Aussagen, sondern nur mit formalen Eigenschaften der Sprache. Die prizise inhaltliche
Bedeutung des logischen Kitts (= der Junktoren), durch welchen unmittelbar realitétsbe-
zogene — und daher fiir die Logik ,,atomare* — Aussagen zu komplexeren Aussagen zusam-
mengefiigt werden, ergibt sich im formal strengen Sinn allein aus den Wahrheitstafeln der
Junktoren.

Wieso braucht man iiberhaupt diese logischen Junktoren?

Weil ein reales von uns wahrgenommenes Szenario so komplex ist, dass man es gar nicht
in einer unmittelbaren Aussage erfassen und auch gar nicht alles zugleich wahrnehmen
und bewusst ansprechen kann. Man muss es zusammenhéufen: Dies ist der Fall, und das
ist der Fall, und jenes ist der Fall, und, und, und, ...

Weil das, was der Fall ist und als Beobachtetes (oder auch nur Imaginiertes) in einer
Aussage erfasst werden kann, nicht unwandelbar immer dasselbe ist, sondern es mehre-
re benennbare Varianten gibt, braucht man auch ,oder® zur Verkniipfung von Aussage-
Alternativen. Und schon als kleines Kind erlebt man, dass Mama manchmal da, manchmal
nicht da ist, und nein, zu Bett gehen will man auch nicht. . .

Tatséchlich erlernt man das logische Verkniipfen von Aussagen geradezu sprachspielerisch
schon als kleines Kind. Es gibt auch viele ,, Wenn ... dann. .. “-Sprachspiele und sonstige
Sprachsituationen:

Wenn du dein Zimmer aufgerdumt hast, dann gibt’s hinterher eine Uberraschung.

Die Sprache in ihrer Begriffsvielfalt spiegelt unser Welt-Erleben, und das gilt auch fiir
die logische Struktur der Sprache: Die Junktoren entsprechen dem Faktum, dass wir un-
sere bewusste Wahrnehmung in verschiedene Tatsachen zergliedern, die wir als zugleich
bestehend, als mogliche Alternativen im Wandel des Geschehens oder als aufeinanderfol-
gend erleben. Wie beim Kind ist auch bei der Menschheit die Entwicklung einer komple-
xen Wahrnehmung von Anfang an mit derjenigen einer komplexen, logisch strukturierten
Sprache verkniipft.

Exkurs iiber Kausalitét:

Der grofie schottische Philosoph David Hume (1711-1776) betonte, dass Kausalitit, die Beziehung
von ,,Ursache und Wirkung“ bei den von uns beobachteten Naturvorgéngen, eine Sache unseres
subjektiven Empfindens sei: Wir kénnen keine ,,Verursachung® unmittelbar beobachten, sondern
nur zwei Tatsachen, die immer gemeinsam oder unmittelbar nacheinander auftreten. Wenn dies
regelmifBig beobachtet werde, stelle sich ein Gefiihl von Kausalitéit ein, ein Empfinden eines not-
wendigen Zusammenhangs, weshalb man sich wirkende , Kréfte“ als Ursache und Wirkung ver-
kniipfendes Bindeglied vorstelle, in Anlehnung an inneres Anstrengungserleben im Zusammenhang
mit der Bewegung von massiven Gegenstéinden. Eine Einsicht in irgendeine Art innerer Natur des
Kausalzusammenhangs und eine zwangsléufige Begriindung desselben sei damit nicht verbunden.
Schon Isaac Newton (1643-1727) hatte beispielsweise gesagt, dass er die wirkliche Ursache der
Gravitation, die er in seinen Formeln und Rechnungen erfasse, nicht kenne: ,,Ich habe noch nicht
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dahin gelangen kénnen, aus den Erscheinungen den Grund dieser Eigenschaften der Schwere abzu-
leiten, und Hypothesen erdenke ich nicht (hypotheses non fingo).“ Dies steht am Ende des dritten
Buches seiner Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. Andererseits hatte Newton in seinem
berithmten zweiten Aziom Kraft als universellen Begriff eingefiihrt und als Anderung der Grofe
der Bewegung (unter Beriicksichtigung der Richtung) quantitativ festgelegt.

Immanuel Kant (1724-1804) hat zustimmend an Hume angekniipft, aber in seiner Erkenntnis-
theorie herausgearbeitet, dass fir unsere Vorstellung von der Welt, die ja immer eine geistige
Konstruktion des erkennenden Subjektes ist, das Denken in festen kausalen Beziehungen konstitu-
tiv und unerlisslich sei: Wie soll ein Bild der Welt anders als aus (wieder-)erkennbaren Struktur-
und Geschehens-Bausteinen zusammengesetzt iiberhaupt denkbar, d.h. formulier- und begreifbar
sein? Fiithlen und Erleben haben ganzheitlich-existenzielle Dimensionen, aber Denken ist diskret
und finit, zergliedert das Wahrnehmungserleben in Teil-Gestalten. — Noch heute streiten sich die
Fachleute iiber das richtige Verstédndnis von Humes Vorstellungen iiber Kausalitéit (siehe [26]).

Wenn es regnet, dann wird die Strafie nass.

Um solche ,sachlichen® oder ,faktischen“ Implikationen geht es beim semantischen Fol-
gerungsbegriff nicht. Zu klidren, worin bei sachlichen Implikationen der Folgerungs- oder
Kausalzusammenhang besteht, ist Gegenstand der Erkenntnistheorie und Wissenschafts-
philosophie, zuallererst der Wissenschaften; wie in dem kleinen Ausflug in die Philoso-
phiegeschichte angedeutet. Allenfalls kénnte es sein, dass durch eine genauere sprachliche
Beschreibung von Regen und nasser Strafie die faktischen Implikationszusammenhénge
feiner aufgelost werden.

Der logisch-semantische Folgerungsbegriff erfasst — wie schon weiter oben betont — kein
Phénomen der Realitit, sondern der Sprache, genauer: ein Phinomen der Kombinatorik
der Wahrheitswerte von durch Junktoren zusammengesetzten Aussagen.

Man kann die allgemeingiiltigen Aussageformen — und damit auch die formallogisch kor-
rekten Schliisse — nicht nur semantisch charakterisieren: Von allgemeingiiltigen Formeln
ausgehend, gelangt man durch Aquivalenzumformung zu neuen allgemeingiiltigen Formeln.
Es lésst sich beweisen, dass man mit einigen einfachen Tautologien (genauer: Typen von
Tautologien) als Aziomen und einer einzigen Ableitungsregel alle anderen aussagenlogi-
schen Tautologien erschlieffen kann.

Die Ableitungsregel ist der Modus ponens (Bezeichnung aus der traditionellen Syllogistik):

Sind F; und Fs Formeln, und F; sowie F; = Fs Tautologien,
so ist auch Fy eine Tautologie. (,Aus F; und F; = Fs folgere Fa.“) (MP)

Dass diese Regel korrekt ist, ist klar, da offenbar (F A (F = G)) = G fiir beliebige
Formeln F, G eine Tautologie ist.
Als Axiome kann man alle Formeln der folgenden Formen wihlen:

F = (G=F) (A1)
-F=-G) = (G=F) (A2)
(F=(G=H)) = (F=G)=(F= H)) (A3)

(Man vgl. Formeln (1) bis (3).)
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(MP), (A1), (A2), (A3) ergeben zusammen einen Ableitungskalkil, mit dem sich alle Tau-
tologien ableiten lassen. Den Beweis dafiir fithren wir hier nicht, da etwas langwierig.

Man nennt dies eine syntaktische Charakterisierung der Tautologien. Weil jetzt nicht durch
Uberpriifen der Konsequenzen des Wahr- und Falsch-Seins der Aussagebausteine, sondern
iber die Struktur der aufgelisteten Axiome wie der Schlussregel die Allgemeingiiltigkeit
erfasst wird.

Im Bereich der Aussagenlogik ist es allerdings oft einfacher — wenn auch nicht effizient —,
die Allgemeingiiltigkeit einer Formel iiber Wahrheitstafeln zu beweisen, statt zu versuchen,
sie schrittweise herzuleiten durch ,geschicktes“ Einsetzen in die Axiome (A1), (A2), (A3)
sowie ebensolche Anwendungen von (MP). In der Quantorenlogik werden wir allerdings
auf eine grundlegend andere Situation treffen.

AbschlieBend ein Satz, der im Falle der Aussagenlogik ganz einfach zu beweisen ist, aber
viel allgemeiner giiltig ist und in der hoheren formalen Logik eine grofe Rolle spielt. Zu
letzterem siehe etwa Monk [17], chap. 22; der allgemeine Beweis ist weit aufwendiger.

Satz 6 Craigscher Interpolationssatz, 1957

Gelte F = G fir zwei aussagenlogische Formeln F und G.

Dann gibt es eine Formel H, in der nur die in beiden Formeln auftretenden
atomaren Aussagebausteine vorkommen und fir die gilt:

F=H und H= G.

Beweis: Welche Wahrheitswert-Belegungen von H passen — bei den mit F = G vereinbaren
moglichen Belegungen von F und G — zur Behauptung des Satzes? Dazu folgende Tabelle:

| F \ G [ H |
W w w
F W Woder F
F F F
Wund F w W
F Wund F F

» Woder F“ bedeute, dass fir H beide Belegungen erlaubt sind. Die ersten drei Zeilen stehen fiir
alle die (mit F = G vereinbaren) Fiille, bei denen die Wahrheitswerte von F oder G nur von der
Belegung der gemeinsamen Aussagebausteine abhingen. Die beiden Zeilen mit ,, W und F* stehen
fiir alle Fille, bei denen die nur in F bzw. die nur in G vorkommenden Aussagebausteine den
Wahrheitswert mitbestimmen. Nun erstellen wir auf dieser Basis eine Wahrheitstafel fiir H, indem
wir nur die in beiden Formeln F und G vorkommenden atomaren Aussagebausteine Ay, As, ..., A,
und alle ihre Belegungen bei jeder der fiinf aufgefithrten Konstellationen beriicksichtigen. []

Im Allgemeinfall des Interpolationssatzes geht es nicht nur um atomare Aussagebausteine,
sondern um alle nichtlogischen Konstanten, die in den Formeln vorkommen.

6 Schaltfunktionen

Beim Aufstellen der Wahrheitstafel fiir eine aussagenlogische Formel ist es irrelevant, was
die dabei auftretenden Buchstaben W und F inhaltlich bedeuten. Man kann vollig absehen
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vom Bezug zu ,,wahr® und ,falsch“, W und F durch irgendwelche anderen Zeichen, etwa
0 und 1, ersetzen, und eine Formel mit den Variablen Aj,..., A, auffassen als Funktion,
die jedem n-Tupel von Einsen und Nullen wieder 1 oder 0 zuordnet. Die zugehorige Wahr-
heitstafel ist dann nichts als die tabellarische Darstellung der Funktion. Zwei dquivalen-
ten Formeln, in denen dieselben Variablen auftreten, wird auf diese Weise einunddieselbe
Funktion zugeordnet, wihrend verschiedenen Funktionen offenbar stets nicht-dquivalente
Formeln entsprechen.

Bei n Variablen gibt es 2" n-Tupel von Nullen und Einsen (fiir jeden der n Plitze hat
man unabhiingig voneinander jeweils zwei Moglichkeiten), also 22" verschiedene solcher
Funktionen. Diese Anzahl wichst mit n ungeheuer schnell:

n 1] 2] 3 4 5 6 7
22" | 4| 16 | 256 | 65536 | 4294967296 | 1,8446744 x 1019 | 3,4028 * 1038

Es gibt also rund 4,3 Milliarden(!) verschiedene (logisch zueinander nicht fquivalente)
Mboglichkeiten, die fiinf Sitze

A Heute ist es kalt.

B Morgen scheint die Sonne.

C Die Wetterkunde ist Hokuspokus.

D Meteorologie ist ein Teilgebiet der Geophysik.

E Die Geophysik ist eine Wissenschaft.

aussagenlogisch zu verkniipfen, z.B.:

o Wenn es heute kalt ist und morgen die Sonne nicht scheint, ist die Wetterkunde ein
Hokuspokus, woraus folgt, dass die Geophysik, weil sie die Meteorologie als Teilgebiet
umfasst, keine Wissenschaft ist.

o  Da Meteorologie ein Teilgebiet der Geophysik ist, ist die Wetterkunde kein Hokus-
pokus; deshalb ist es heute nicht kalt und scheint morgen die Sonne.

Selbst wenn man Formeln wie
(A=B)V((CA-D)=-E)
und
B=C)V((DA-E)=-A)

als von gleicher Bauart identifiziert, gibt es immer noch weit mehr als 35 Millionen wirklich
verschiedenartiger Verkniipfungen von fiinf Aussagebausteinen A, B, C, D, E. Der nahezu
unermesslichen Fiille von 0-1-Funktionen entsprechen nun nur wenige Grundfunktionen,
durch die alle Funktionen mittels Ineinandereinsetzen darstellbar sind, nédmlich die den
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Junktoren korrespondierenden ein- und zweistelligen Funktionen. Man kann diese auch
rein rechnerisch darstellen:

Wenn z und y jeweils fiir eine der Zahlen 0 und 1 stehen, gilt

Definition 4
NON(x) = l—-z
AND(z,y) := =zy
OR(z,y) = r4y—ay
IMPL(z,y) = l—xz+uzy
EQU(x,y) = 1-(z—y)’
NAND(z,y) = 11—y
NOR(z,y) = (L-2)(1-y)
XOR(z,y) = (z—y)?

Fiir zusammengesetzte Funktionen erhiilt man durch Ineinandersetzen dieser Rechenaus-
driicke ebensolche Funktionsterme, wobei sich mit 22 = z, 4> = y und z(1 —2) = 0
Vereinfachungen ergeben, da x und y — wie alle Funktionen — nur die Werte 1 oder 0 an-
nehmen. (Fiir algebraische Umformungen unhandlich, aber Grund fiir die Bezeichnungen
Mazterm und Minterm: OR(x,y) = max(z,y), AND(z,y) = min(z,y).)

Beispiel:
AANBVC)&= (AAB)V(AAC)

enspricht (mit A=z, By, C£2)

EQU(z - OR(y, ), OR(zy, zz))
= EQU(z-(y+2z—y2),zy + 2z — xyz)
= EQU(zy+ 2z — ayz, 2y + 22 — 2y2)
=1

Die Beispielfunktion ergibt also stets den Wert 1; die zugrundeliegende Formel ist ja eine
Tautologie (entsprechend einem der Distributivgesetze). o

In dieser Weise kann man jede Tautologie mechanisch , ausrechnen“. Das algebraische
Verfahren ist manchmal deutlich weniger aufwendig als die Wahrheitstafelmethode. (Die
Auswertung der Wahrheitsbelegungen von Formeln ist aber ein prinzipiell schwieriges, ein
moglicherweise ,,NP-vollstéindiges“ Problem; siche Wang [21], Abschnitt 6.2.)

Man kann die aussagenlogischen Funktionen durch elektrische Schaltwerke mit mehreren
Eingéngen und einem Ausgang realisieren (Abb. 1).

Der Belegung eines Eingangs mit 1 oder 0 entspricht elektrisch: Es kommt wihrend eines
bestimmten Zeittaktes ein bzw. kein Impuls {iber diesen Eingang an; Analoges gilt fiir den
Ausgang.
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Ey
By
E3

Abbildung 1: Schaltwerk

Aus solchen Schaltungen sind Digitalrechner tatséchlich aufgebaut, weshalb aussagenlo-
gische Aquivalenzumformungen erméglichen, zu einer gegebenen Schaltung eine andere
dquivalente, moglicherweise aber einfachere zu finden.

Man hat daher fiir die Zwecke des Schaltungsdesigns systematische Umformungstechniken
auf der Basis von disjunktiven und konjunktiven Normalformen entwickelt; siehe z.B.
Giloi/Liebig (8] und Schéne [11].

Als Anwendung der Schaltfunktionen iiberlegen wir uns die Konstruktion eines sogenann-

ten Volladdierers.

Wir bestimmen zunéchst die Schaltfunktionen f; und fo, die zwei Dualziffern addieren
und die den Ubertrag berechnen. Aus ihnen kann ein Addierwerk fiir Dualzahlen aufgebaut
werden.

| z \ y | fil@y) | flzy) |
1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

Offenbar gilt fiir die Ubertragsfunktion
fa(z,y) = zy = AND(z,y)

wahrend

filzy) = x+y(mod2)
= (z-y)°
= 1-(1-(z-y)?
= NON(EQU(z,y))
=: XOR(z,y).

(Hat man die Wertetafel fiir eine Schaltfunktion f(z,y,z) vorgegeben, so kann man den
algebraischen Ausdruck fiiv f(z,y, z) folgendermaBen bestimmen:
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Da der algebraische Term aus den Grundfunktionen zusammengesetzt ist, gilt stets
f(z,y,2) = a+bx+cy +dz+ exy + frz + gyz + hayz

Dabei ist a = f(0,0,0), b = f(1,0,0,) —a, ¢ = f(0,1,0) —a, d = f(0,0,1) — a. Die Koeffi-
zienten e, f und g bestimmen sich aus f(1,1,0), f(1,0,1) bzw. f(0,1,1), h aus f(1,1,1).
Analog kann man immer vorgehen, unabhéingig von der Anzahl der zu beriicksichtigen Va-
riablen. Oft einfachere Alternative: Die disjunktive Normalform als Schaltfunktion schrei-
ben und dann vereinfachen!)

Wir entwickeln nun schrittweise den Aufbau eines Addierwerks, das zwei Dualzahlen der
Léange n addiert.

Zunéchst der Fall n=1 (Abb. 2).

xy

XOR ——— =

U

AND ——— =

Abbildung 2: Addierwerk fiir zwei Dualziffern

Durch dieses Schaltwerk werden die beiden einstelligen Dualzahlen z; und y; zu der zwei-
stelligen Dualzahl 292 addiert (wobei die fithrende Ziffer zo natiirlich 0 sein kann).

Angenommen nun, es sei schon ein Addierwerk fiir zwei n-stellige Dualzahlen konstruiert
worden; darauf aufbauend soll eines fiir (n+1)-stellige Zahlen entworfen werden. Ist dieser
konstruktive Erweiterungsschritt allgemein gekldrt, kann man offenbar sukzessiv fiir jedes
natiirliche n ein n-stelliges Addierwerk konstruieren.

(Diese rekursive Konstruktion der Addierwerke entspricht der rekursiven Definition und
dem Beweis durch vollstédndige Induktion, von denen Mathematik wie Theorie der formalen
Logik oft Gebrauch machen. Bemerkungen dazu spéter bei Mathematische Beweise.)

Das schon konstruierte Addierwerk sei folgendermafien bezeichnet (Abb. 3):

Wollen wir nun zwei zusétzliche fithrende Stellen x,,11 und y,+1 in die Addition einbezie-
hen, ergibt sich die endgiiltige Stelle z;,+1 aus @p+1, Ynt1 und der (n+1)-ten Resultatstelle
2z, folgendermafien (Abb. 4).

Der Wert der neuen fithrenden Resultatstelle z,,19 ist genau dann 1, wenn mindestens zwei
der drei Werte 2,1, Zny1, Ynt1 gleich 1 sind. Wir suchen also eine moglichst einfache
Schaltung fiir
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Abbildung 3: Addierwerk fiir zwei n-stellige Dualzahlen

Zna1
XOR

Tp41

XOR Zn+1

Yn+1

Abbildung 4: Schaltwerk fiir n + 1-te Stelle

z e |y | f(z2.y)
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
Es ergibt sich:
flzyzy) = zy+az+yz—2zyz

= yle+z—2z2)+az
= yle+z—2x2)+axz—2y(r+ 2z — 2z2)2
= XOR(AND(y,XOR(z, z)), AND(z, 2)).

Bei dieser Umformung wurde die wegen z,y, z € {0, 1} giiltige Identitét

Y@+ 2z —2xz)2z =0
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benutzt.

Damit kann man das Addierwerk fiir (n+1)-stellige Zahlen folgendermafen gestalten (Abb.
5).

T — 0 2
yl” ____|ADDnN Zn
Yn " T xoR
Tn+1

XOR Zn+1
Yn+1 mt

* Zn+2

Abbildung 5: Addierwerk fiir n + 1 Stellen

(Ein XOR-Schaltelement braucht bei gewissen Typen von AND-Schaltelementen an dem
mit * markierten Knoten nicht installiert zu werden, weil wegen y(z + z — 2zz)xz = 0 die
beiden AND-Ausgiinge niemals gleichzeitig signalfiihrend sind.)

7 Einfiihrung der Quantoren

Die Aussagenlogik reicht schon nicht aus, um die aristotelischen Syllogismen logisch zu er-
fassen (,,Alle Menschen sind sterblich. Sokrates ist ein Mensch. Also ist Sokrates sterblich.“
Siehe dazu auch Abschnitt 12.). Noch weniger ist sie geeignet, die logische Feinstruktur
mathematischer Aussagen wiederzugeben. Man betrachte folgende Beispiele:

1) Es gibt auf der Erde keinen Ort, der mit allen Orten auf dem Landwege verbunden
ist.
2) Zu jedem Ort auf der Erde gibt es einen anderen, der nicht mit ihm auf dem Land-

wege verbunden ist.

3) Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine reelle Zahl y, so dass 22 + 2z + 22 > y fiir alle
reellen Zahlen z.

4) Es gibt keine reelle Zahl z, so dass zu jedem reellen y ein reelles z existiert mit
2rz+a?<y.

Man merkt sofort, dass die Aussagen 1) und 2) gleichwertig sind, und mit etwas mehr
Miihe erkennt man auch die Gleichwertigkeit von 3) und 4). Um die logische Natur dieser
Beziehungen sichtbar zu machen, muss man neben den Junktoren weitere immer wieder-
kehrende Aussagebestandteile als rein logische Sprachelemente herauslésen:
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Es wird in den Aussagebeispielen 1) bis 4) iiber die Existenz oder Nichtexistenz gewisser
Objekte gesprochen, die zu anderen Objekten in irgendwelchen Beziehungen stehen oder
gewisse Eigenschaften haben.

Das ist eine typische mathematische Aussagesituation und veranlasste Gottlob Frege
(1848-1925), der die mathematischen Argumentationsweisen einer genauen logischen Ana-
lyse unterzog, Objektvariablen und die sogenannten Quantoren einzufiihren; ein Beitrag
zur Weiterentwicklung der formalen Logik, dessen ungeheure Bedeutung von den Fachkol-
legen leider nicht sofort erkannt und anerkannt wurde.

Wir wollen die Aussagen 1) bis 4) mithilfe solcher Variablen und Quantoren in eine for-
malisiertere Gestalt bringen.

Zuniichst fithren wir die Bezeichnung ¢(z,y) ein, die besagen soll:
»Der Ort x ist mit dem Ort y auf dem Landwege verbunden.*

Dabei sind o und y Variablen fiir Orte, und ¢ ist eine zweistellige Relation (oder: ein
zweistelliges Prddikat ). Als weitere zweistellige Relation sei x(z,y) definiert mit der Be-
deutung:

,Es gibt eine reelle Zahl z mit 22 + 2z + 2% < y.¢

Die Variablen = und y stehen nun nicht fiir Orte der Erde, sondern fiir reelle Zahlen. Die
Negation —x(z,y) bedeutet offenbar:

JFiir alle reellen Zahlen z gilt 2% + xz + 22 > y.¢

Weiterhin fithren wir den Allquantor Va(...) ein, der besagen soll:
LHFir alle z gilt: ...«

ferner den Ezistenzquantor Jz(...) mit der Bedeutung:
»Es gibt ein x, so dass gilt: ... <.

Dabei steht ,,...“ jeweils fiir eine korrekt gebildete Formel, in der die Variable z vor-
kommen kann, aber nicht muss. Man nennt den durch ,,...“ bezeichneten Formelteil den
Wirkungsbereich des Quantors und jedes Auftreten der Variablen z in diesem Bereich ge-
bunden durch den Quantor Yz bzw. Jz; im Gegensatz dazu heifit eine nicht durch den
Quantor gebundene Variable in einer Formel frei. (Die gleiche Variable kann zugleich in
einer Formel gebunden und frei auftreten, wie wir an Beispielen sehen werden.)

Um Klammern zu sparen, sei noch vereinbart, dass der Wirkungsbereich eines Quantors
nur dann eingeklammert werden muss, wenn auf ihn rechts noch weitere Formelteile folgen.

Mit den getroffenen Vereinbarungen lassen sich die Aussagen 1) bis 4) folgendermafien
formalisieren:

—-3aVy d(z, y) (29)
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und

VzIy —¢(x,y) (30)
entsprechen 1) bzw. 2),

VaIy —x(z,y) (31)
und

-3y x(z, y) (32)

reprisentieren 3) bzw. 4).

Man sieht bei dieser Schreibweise sofort, dass (29) und (32) sowie (30) und (31) jeweils
eine iibereinstimmende logische Struktur haben und die Aquivalenz von 1) und 2) sowie
von 3) und 4) auf denselben logischen Sachverhalt zuriickzufiihren ist, ndmlich auf die
generelle Aquivalenz von

—JazVy ...
und

Vody—...

8 Die Sprachelemente der Priadikatenlogik

In den Beispielen sind alle typischen Sprachelemente aufgetreten, durch welche sich die
pridikatenlogischen Formeln von denjenigen der Aussagenlogik unterscheiden. Eine pradi-
katenlogische Formel ist aufgebaut aus

e Variablenzeichen,

e n-stelligen Funktionszeichen (n=0,1,2...),

o n-stelligen Relationszeichen,

e den logischen Junktoren,

e den Quantoren.

Eine zahlentheoretische Formel, in der all diese Sprachelemente vorkommen:
YmInvk k>n =k >mk*+1

Will man nur die formallogische Struktur ausdriicken, benutzt man nicht konkrete Funk-
tions- und Relationsnamen und zugehorige spezielle Schreibkonventionen, sondern etwa
1, X9, T3, ... fiir Variablen,
f1, f2, f3, ... fiir Funktionen,
Ry, Ry, R3, ... fiir Relationen.
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Die soeben betrachtete Formel erhilt dann z.B. die Gestalt

Vr13zoVey Ri(xs,2) = Ra(fi(xs), f2(f3(21, fa(3)), f5))-

Dabei entspricht R; der zweistelligen ,, Groer“-Relation, f; der einstelligen ,,Hoch drei“-
Funktion, fs der zweistelligen Additionsfunktion, f3 der zweistelligen Multiplikationsfunk-
tion, f4 der einstelligen ,,Hoch zwei“-Funktion und f5 schlieflich der konstanten (,null-
stelligen“) Funktion mit Wert 1.

Fiir theoretische Aussagen iiber die ,,Mechanik“ des Kalkiils ist es einfacher, sich auf eine
solche normierte Schreibung zu beziehen; die Lesbarkeit geht aber, das zeigt schon dies
einfache Beispiel, ohne die iiblichen Sonderschreibweisen und vielerlei Abkiirzungen schnell
verloren. Wir werden deshalb im folgenden mathematikiiblichere Schreibweisen vorziehen.

(Wir haben beim gerade diskutierten zahlentheoretischen Beispiel eine kleine Ungenauigkeit be-
gangen: Wenn x1,xs,... Variablen sind, die in einem , Objekt-Universum® variieren, muss bei
der eingeschrinkten Quantifizierung iiber natiirliche Zahlen dies eigentlich durch eine zusétzliche
Relation ausgedriickt werden. Auch bei den folgenden ebenfalls zahlentheoretischen Beispielen wer-
den wir dies einfachheitshalber unterlassen, aber am Schluss dieses Abschnitts auf eingschrinkte
Quantifizierungen eingehen.)

Bei jeder Formel ist die genaue Festlegung des Wirkungsbereichs jedes Quantors ganz
wichtig. Einige Beispiele:

VYmanVk Il (n=kl) = k=1VEk>m (33)
VYmanvkIln=kl=k=1Vk>m (34)
VYm3n(m=2")VIkm+1l=k+n (35)
Yminm=2"VIkm+1l=k+n (36)
Vm(3In(m = 2n An > 1)) = 3k3l Prim(k) A Prim(l)) Am =k +1 (37)
Ym3n (m =2n An > 1) = k3l Prim(k) A Prim(l) Am =k +1 (38)

Die in (35) und (38) auftretende einstellige Relation Prim(n) ist eine Abkiirzung fiir
ViVin=kl=k=1VIi=1

mit der Bedeutung ,,n ist Primzahl“.

(Solche Abkiirzungen muss man in der Mathematik stindig einfithren, um Aussagen iiber-
schaubar zu halten.)

Die Formeln (33) und (34) unterscheiden sich nur durch den Wirkungsbereich des Quantors
3l. Das hat zur Folge, dass (34) trivialerweise wahr ist (z.B. mit n = 1), wihrend (33) die
Existenz unendlich vieler Primzahlen behauptet. Man beachte, dass keineswegs durch die
Ausdehnung des Wirkungsbereiches von 3! eine vorher freie Variable gebunden wird. Dass
ein solcher Effekt eine Formel erheblich verdndern kann, liegt auf der Hand:

In (35) z.B. tritt n gebunden und frei auf, und da die freie Form fiir irgendeine beliebige
natiirliche Zahl steht, ist die Formel nicht allgemeingiiltig. Bei (36) hingegen ist jedes
Auftreten von n durch 3n gebunden und die Formel wahr (z.B. mit der Wahln = 1,m = k).
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Formel (37) schlieBlich ist trivialerweise wahr, weil die Vorderformel von ,=¢ falsch ist,
withrend (38) die noch unbewiesene Goldbachsche Vermutung formuliert (Jede gerade Zahl
> 2 ist die Summe zweier Primzahlen.).

Die Bezeichnung von Variablen ist im Prinzip belanglos, aber bei Umbenennungen muss
man folgendes beachten:

e Es diirfen nicht zwei vorher verschiedene Variablen nach der Umbenennung gleich
sein;

e wird eine Quantorvariable geédindert, miissen alle durch diesen Quantor gebundenen
Variablen mitgeéndert werden, und der neue Variablenname darf nicht mit einem
der bisher im Wirkungsbereich des Quantors frei vorkommenden iibereinstimmen;

e wird eine freie Variable geéindert, so muss jedes freie Vorkommen entsprechend mit-
geéndert werden, und keines dieser Vorkommen darf nach der Anderung gebunden
sein.

Diese Bedingungen sind insbesondere dann erfiillt, wenn die Umbenennung der Variablen
eine Bijektion ist. Es ist aber z.B. auch

Yman (m=2")V3k m+1=k+I (39)

logisch gleichwertig zu (35).

Es ist zwar nicht zwingend, aber oft zweckméfig, in einer Formel keine gebundenen Varia-
blen zugleich als freie Variablen zu verwenden und fiir jeden Quantor eine andere Quan-
torvariable zu benutzen. Formel (39) ist durchsichtiger als (35) und auch klarer als die
ebenfalls logisch gleichwertige Formel

VYman (m=2")V3In m+1=n-+k. (40)

Zum Zweck der Umformung in die dquivalente Formel
VYman m=2"Vm+1l=n+k

ist allerdings (40) besser geeignet.

In der Mathematik hat man es oft mit mehreren klar abgegrenzten Variabilitdtsbereichen
zu tun, weshalb man meistens folgende Varianten der Quantorenschreibweise benutzt:

Vee M (A) & Va(xz ¢ MV A), (41)
JreM(A) & Jz(xe MAA). (42)

Insbesondere lauten die de Morgan-Regeln dann
VzxeM(A) ~ 3FxeM(-A) (43)
und

~dreM(A) ~ VzeM (-A). (44)
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Hat man mehrere Quantoren hintereinander, muss man jeden Quantor durch den jeweils
anderen ersetzen, z.B. (,, f ist nicht fastperiodisch):

~(Ve>03x >0V eR3te(y,y+a)VzeR|f(z) - fz+1)| <e) (45)
ist dquivalent zu

Je>0Vz >0y eRVEE (y,y+2) 2R |f(2) - flz+1) >¢ (46)

Hierbei wurden noch Schreibweisen wie Ve > 0 anstelle von Ve € R benutzt.

Eine andere Quantoren-Schreibweise, welche an die in der Aussagenlogik eingefiithrte No-
tation fiir mehrfache Konjunktionen und Disjunktionen ankniipft, ist symbolisch kon-
sequenter und auch iibersichtlicher und wird deshalb von manchen deutschen Autoren
vorgezogen. Z.B. sind

AV A V Alfe-fe+ol<e (a7)
e>0 >0 yeR te(y, y+x) 2€R

und

VAV A VIfe-fe+t)=e (48)

e>0 >0 yeR te(y, y+x) 2€R
die Entsprechungen von (45) bzw. (46).

Andererseits ist diese Notation in der angelsichsischen Literatur ungebriauchlich und bei
Inline-Formeln sperriger. Obwohl auch der Autor des vorliegenden Textes eigentlich die
»deutschen“ Quantoren vorzieht, benutzen wir im weiteren Text die international verbrei-
teteren ,,angelséchsischen®.

Eine weitere bequeme mathematikiibliche Allquantor-Schreibweise:
f(x) =g(z) +h(z) (z €R) (49)
anstelle von

Vo € R (f(x) = g(z) + h(x)).

Manchmal benutzt man noch die Bezeichnung 3!z (...) mit der Bedeutung:

»Es gibt genau ein x, so dass ...“. Dies ist nicht etwa ein dritter Quantor, sondern
Iz (A(x)) ist eine Abkiirzung fiir
3z<A(z) AVy(Aly) =y = 1)) . (50)

Freges eigene Formelschreibweise war recht ungewohnlich und hat sich nicht durchgesetzt.
Hier nur eine einfache kleine Kostprobe der Fregeschen , Begriffsschrift“:

I =0
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Dies steht fiir
/\(azzx:>a:w) = z=0.
a

In Worten: Wenn jede Quadratwurzel von x mit « iibereinstimmt, ist x gleich Null.

Da wir in der Pridikatenlogik einen umfangreicheren Formalismus haben, benutzen wir
jetzt eine etwas andere Notationskonvention als in der Aussagenlogik:

A, B,C,... Ay, As,... bezeichne beliebige Formeln oder Teilformeln, und A, B usw. stehe
fiir beliebige Mengen von Formeln. (In der Aussagenlogik benutzten wir A, nicht A, als
Symbol fiir Variablen und F, G, etc. fiir Formeln.)

Wieso eigentlich Prddikatenlogik?

Weil ein Formelausdruck A(z), in dem die Variable z vorkommt, etwas pridiziert, eine
Eigenschaft von z formuliert, z ein Pridikat zuspricht, wie etwa Prim(n) (,n ist eine
Primzahl“). Alle Relationen, auch die mehrstelligen, pridizieren etwas iiber die frei vor-
kommenden Variablen; man nennt sie auch (evtl. mehrstellige) Prddikate.

In der formalen Logik unterscheidet man nun zwischen der Préidikatenlogik erster Stufe,
bei der nur iiber Objekt-Variablen, nicht aber iiber Pridikat-Variablen quantifiziert wird,
und den Pridikatenlogiken hoherer Stufen. Fiir die Zwecke der Mathematik ist die Pradi-
katenlogik erster Stufe in Verbindung mit den Ausdrucksmoglichkeiten der Mengenlehre
vollig ausreichend, weshalb wir uns hier auf sie beschréinken. Die Sdtze von Lindstrom
(1969) weisen der Logik erster Stufe eine bemerkenswerte Sonderstellung zu; siehe dazu
[13] oder [17].

9 Wahre Formeln der Pradikatenlogik

Der Begriff der wahren Formel, der Tautologie, in der Prédikatenlogik ist weit weniger
trivial als der entsprechende Begriff der Aussagenlogik. Denn bei der aussagenlogischen
Formel sind alle Interpretationsmoglichkeiten durch die endliche Kombinatorik der Wahr-
heitstafelmethode zu erfassen, wihrend bei der quantorenlogischen Formel z.B. die Va-
riablen Bezug nehmen auf irgendeinen Objektbereich, also bei der Beurteilung der All-
gemeingiiltigkeit einer Formel das Zutreffen fiir jeden denkbaren Objektbereich iiberpriift
werden muss. Wir formulieren dies in einer Definition:

Definition 5 Semantischer Wahrheitsbegriff

FEine quantorenlogische Formel heifst allgemeingiiltig (oder Tautologie), wenn bei
jeder Interpretation der in ihr auftretenden freien Variablen durch Dinge irgendei-
nes nichtleeren Objektbereichs und bei Interpretation der auftretenden Relations-
und Funktionszeichen durch Relationen und Funktionen dieses Objektbereichs diese
Formel in eine wahre Aussage iiber diesen Objektbereich tibergeht.

Wenn man davon ausgeht, dass die formale Logik als Fundament der Mathematik gedacht
ist, kann eine solche Begriffsbildung nicht ganz zufriedenstellen, da sie offenbar auf eine
naive Mengenlehre zuriickgreift, also einen methodischen circulus vitiosus in die Grundle-
gung der Mathematik einschleppt.

© EMEW, TH N Kurze Einfithrung in die formale Logik 27

So manchen mathematischen Logiker scheint das nicht zu kiimmern, weil er die mathema-
tische Logik eher als Teilgebiet denn als Fundament der modernen Mathematik ansieht.
Es ist aber andererseits doch so, dass die meisten fruchtbaren Impulse und Ideen der
modernen Logik aus Anstrengungen zur exakten methodischen Begriindung der Mathe-
matik herriihren. Und gemessen daran kénnte die heute florierende mengentheoretisch-
semantische mathematische Logik als Karikatur empfunden werden.

Andererseits muss man aber bedenken: Wenn es irgendwie auf andere Weise gelungen ist,
die Korrektheit und Verlésslichkeit des mathematischen Argumentierens zu sichern — oder
wenigstens plausibel zu machen, dann sind auch die mit mengentheoretischen Methoden
gewonnenen Aussagen zur mathematischen Logik zumindest ebenso stichhaltig wie andere
mathematische Aussagen.

Satz 7 FEinige wahre Formeln

a) Folgende Formeln sind allgemeingiiltig:

(i) A= 3Tz(A4)
(i) Vz(A= B) = (Vz(A) = Vz(B))
(iii) (Ix(A) = Fx(B)) = Jx(A= B)
(iv) (A= B) = (Va(A) = B) (vordere Generalisierung)
(v) (A= B) = (A= 3x(B)) (hintere Partikularisierung)
(vi) JaVy(A) = VyIz(A)
(vil) Yz(AV B) = Vz(A)V3z(B)
(viii) Jz(A) AVz(B) = Jz(AAB)

b) Einige Aquivalenzen:

(i) VaVy(A) ~ Vyva(A)

(ii) 3z3y(A) ~ JyIz(A)
(iii) Vz(A) AVz(B) ~ VYz(AAB)
. -Vz(A) ~ Fz(-A)
) _35(4) ~ Va(-4)
(v) Wenn x nicht frei in A vorkommdt, gilt:
AV3z(B) ~ 3Jz(AV B)

} de Morgansche Quantoren-Regeln

} Quantoren-Kommutativgesetze

AAVz(B) ~ Vz(AAB)
AVVz(B) ~ Vz(AVB) o
AN32(B) ~ Fe(AAB) Quantoren-Distributivgesetze

Zur Erinnerung: In den Formeln dieses Satzes und im folgenden stehen A und B fiir
beliebige quantorenlogische (Teil-) Formeln, nicht etwa nur fiir atomare Aussagen.

Die Benennung der Gesetze bei b)(iv),(v) bezieht sich darauf, dass ein Allquantor sozusa-
gen eine Konjunktion iiber alle Variablen ist, und ein Existenzquantor eine Disjunktion:
V(A) = Alpmay A Alpmgy A Algmay Aoy F2(A) R Alg—ay V Alg—ay V Alpegy Voo

Zum Beweis:
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Wir beweisen nur exemplarisch die Formel a) (iii), wobei wir die de Morgan-Regeln b) (iv)
benutzen.

Jdz (A) = 3z (B) ist dquivalent zu -3z (4) vV 3z (B),
also zu vz (—A) Vv 3z (B).

Somit ist die Formel a) (iii) dquivalent zu
—(Vz (mA) vV 3z (B)) V3Iz (A= B),
d.h. zu
(3z (A) AVz (=B)) Vv 3z (-AV B).

Wenn das linke Disjunktionsglied nicht zutrifft bei einer Interpretation, gilt entweder —A
fiir alle z, oder fiir ein « gilt B. Auf jeden Fall gilt dann —=A Vv B fiir ein x, d.h. das rechte
Disjunktionsglied trifft zu. n

Wegen der groBeren Kompliziertheit des semantischen Wahrheitsbegriffs hat man nun in
der Quantorenlogik kein einfaches Entscheidungsverfahren, die Allgemeingiiltigkeit oder
Nichtallgemeingiiltigkeit einer Formel zu iiberpriifen. Man hat nicht nur keines gefunden
bisher, sondern es gilt sogar:

Satz 8 A. Church, 1936

Es gibt kein explizites Entscheidungsverfahren fiir die Formeln der Quantorenlogik.

Dennoch ist es moglich, eine prézise Beschreibung aller wahren Formeln mittels eines
Ableitungskalkiils zu geben.

Der Ableitungskalkiil besteht aus Aziomen und Ableitungsregeln:

Préadikatenlogischer Ableitungskalkiil
Alle Formeln der folgenden Formen sind Aziome:

A = (B=4) (A1

(~A=-B) = (B=A4) (A2
(A= (B=C)) = (A=B)=(4=0)

Ve (A= B) = (A= Vz B) |, falls z nicht frei in A

vz (A) = A\m:y , falls z nirgends frei in Teilformeln Vy(B) (A5

Dabei steht A|,—, fiir die Formel, die aus A entsteht, wenn man jedes frei vorkommende
2 durch y ersetzt.

Die Bedingungen (,falls ...“) bei (A4) und (A5) sind keine echte Einschriinkung, da sie
durch Umbenennung der gebundenen Variablen stets zu erfiillen sind.

Ableitungsregeln sind der schon aus der Aussagenlogik bekannte Modus ponens

Aus A und A = B folgere B (MP)
sowie die Generalisierung:
Aus A folgere Vo A (GE)
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Mit semantischen Argumenten konnte Kurt Godel (1906-1978) nun zeigen (und damit
zumindest eine konsistente Rechtfertigung des Kalkiils liefern):

Satz 9 Godelscher Vollstindigkeitssatz, 1930

Jede allgemeingiiltige Formel der Quantorenlogik ldsst sich mithilfe der Regeln
(MP) und (GE) aus Aziomen der Typen (A1) bis (A5) herleiten.

(Lésst man die Axiomentypen (A4) und (A5) sowie die Schlussregel (GE) weg und be-
schriankt sich auf aussagenlogische Formeln, erhilt man wieder den Ableitungskalkiil fiir
die Aussagenlogik.)

Somit hat man in Gestalt von (A1) bis (A5), (MP) und (GE) eine explizite finite Cha-
rakterisierung der allgemeingiiltigen Formeln der Pradikatenlogik. Der Haken dabei: Der
Kalkiil beschreibt nur, wie eine korrekte Ableitung einer Tautologie auszusehen hat, aber
nicht, wie man - bei vorgelegter (Vielleicht-) Tautologie - eine solche Ableitung finden kann!
Dafiir gibt es (nach Satz 8) kein konkretes Rezept.

Fiir die theoretische Logik ist es niitzlich, dass man sich bei manchen Uberlegungen auf
die Betrachtung gewisser Normalformen von Formeln beschrinken kann.

Eine pridikatenlogische Formel der Gestalt Qa1 Qaxa - - - Qnxy (A), wobei die Q; Quan-
toren sind und A eine quantorenfreie Teilformel ist, heiit eine prineze Normalform.

Jede pridikatenlogische Formel lisst sich umformen in eine logisch dquivalente Formel in
pranezer Normalform.

Beweis: Man kann davon ausgehen, dass in der Formel nur die Junktoren — und A so-
wie die beiden Quantoren vorkommen und dass alle quantifizierten Variablen untereinan-
der und von allen freien Variablen verschieden sind. Nun gelten folgende Aquivalenzen:
—Vz(A) ~ Jz(-A), ~Fz(A) ~ Ve(-A), AAVz(B) ~ Vz(AAB), ANJz(B) ~ Jz(AAB).
Man beachte: Bei den letzten beiden Aquivalenzen kommt 2 in A nicht vor. Man kann so
schrittweise alle links von irgendwelchen Quantoren vorkommenden Junktoren verschie-
ben, bis es keine solchen Junktoren mehr gibt. n

Die Skolemform ist eine prinexe Normalform, bei der zusitzlich keine Ezistenz-Quantoren
vorkommen. Es gibt nicht immer eine logisch dquivalente Skolemform, aber immer eine
Skolemform, die genau dann erfillbar ist, wenn die urspriinglich gegebene Formel erfiillbar
ist. Ein Eliminationsschritt: Die prinexe Normalform Vz; - - - Va,3y(A) ersetzt man durch
Vay -+ Vo (Aly=f(....e,)) Mit einem vorher nicht vorkommenden Funktionssymbol f. Fiir
weitere Einzelheiten sei beispielsweise auf [1] oder [2] verwiesen.

10 Mathematische Beweise

Mathematische Aussagen haben oft die Form: ,Aus A folgt B“. Streng formallogisch be-
trachtet, steckt aber meistens weit mehr dahinter!

Gehen wir aus von einem Beispiel:

»Jeder angeordnete Korper ist unendlich.“
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Hier hat man die beiden Aussagen

A: ,Die Menge K ist ein angeordneter Korper.“
und

B: ,,Die Menge K ist unendlich.*

Um nun ,Aus A folgt B¢ zu beweisen, benutzt man irgendwelche als bekannt vorausge-
setzten (schon bewiesenen) Eigenschaften angeordneter Korper, aber méglicherweise auch
irgendwelche anderen Eigenschaften von Mengen, d.h. Folgerungen aus dem mengentheo-
retischen Axiomensystem der Mathematik. Die zu beweisende mathematische Aussage ist
also eigentlich:

»Ist K ein Objektbereich, fiir den die Axiome der Mengenlehre gelten sowie die durch
die Definition des Begriffs ,Angeordneter Kérper‘ beinhalteten Aussagen, so ist K
eine unendliche Menge.“

Kurz gesagt:
»Aus A und den Axiomen der Mengenlehre folgt B.“

Dies lédsst sich aber nicht als préadikatenlogische Formel aufschreiben, da das Axiomen-
system der Mengenlehre (wie dasjenige der Pridikatenlogik) aus unendlich vielen Axio-
men besteht. Um den intendierten Sinn einer mathematischen Aussage logisch prizise
zu erfassen, muss man den semantischen Folgerungsbegriff (Definition 3) auf unendliche
Prémissenmengen verallgemeinern:

Definition 6 Semantischer Folgerungsbegriff

Eine Formel B folgt aus einer Formelmenge A, in Zeichen A E B, wenn bei jeder
Interpretation der in AU{B} auftretenden Objekt-, Relations- und Funktionssym-
bole, fiir die alle Formeln aus A wahr sind, auch B wahr ist.

Ob jeder mathematischen Folgerung im Sinne dieser Definition (die natiirlich ebenso wie
Definition 5 auf eine schon zur Verfiigung stehende ,naive“ Mengenlehre angewiesen ist!)
auch eine Ableitung im Priadikatenkalkiil entspricht, ist nicht von vornherein klar, da eine
Ableitung ja immer nur auf endlich viele Pramissen zuriickgreifen kann.

Dies wird geklért durch den

Satz 10 Endlichkeitssatz

Folgt B aus einer Formelmenge A, so gibt es eine endliche Teilmenge Ay, ..., A,
von A, aus der auch schon B folgt.

Zusammen mit dem Godelschen Vollsténdigkeitssatz der Priadikatenlogik ergibt sich also
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Satz 11

Zu jeder in einer mathematischen Theorie giiltigen Aussage B gibt es endlich viele
Axiome Ay,..., A, der Theorie, so dass

im Prddikatenkalkiil ableitbar ist.

Kurz gesagt: Jede in einer mathematischen Theorie wahre Formel ist in endlich vielen
Schritten ableitbar.

Die nichttriviale Aufgabe, eine Ableitung fiir eine Formel B zu finden, wird manchmal
erleichtert durch eine Umformulierung der Aussage. Besonders wirkungsvoll ist die Technik
des indirekten Beweises:

Statt Ay A ... A A, = B zu beweisen, beweist man die als Kontraposition logisch gleich-
wertige Formel

ﬁB:>‘|A1\/-¢.v“An.

Und da A1 A...A A, = B logisch gleichwertig ist zu AjA...ANA, = BV-A]V...V-A},,
wenn neben Ay, ..., A, auch A7,..., A}, irgendwelche schon als giiltig vorausgesetzte For-
meln sind, kann man auch

A’f/\.../\A:n/\ﬁB@ﬁA]\/“.\/ﬁAn

als Kontraposition der zu beweisenden Formel wihlen. (Dabei wurde benutzt, dass man
statt Axiomen auch andere schon aus den Axiomen gefolgerte Formeln zum Ausgangspunkt
neuer Ableitungen machen kann; dies ergibt sich ja unmittelbar aus der Ableitungsregel,
dem Modus ponens.)

Resultat ist die

Methode des indirekten Beweises:
Um eine mathematische Aussage (Formel) B herzuleiten, kann man stattdessen
aus —B und irgendwelchen schon bewiesenen Formeln die Negation irgendeiner als
giiltig bekannten Formel herleiten.

Man nennt einen solchen Beweis auch Widerspruchsbeweis, weil die dabei hergeleitete
Negation einer als giiltig angenommenen Formel ja ,,im Widerspruch steht® zu den Vor-
aussetzungen; B heifit in diesem Zusammenhang dann Widerspruchsannahme.

Die indirekte Beweismethode bringt insofern oft eine Beweiserleichterung, als man zusétz-
lich zu den schon bekannten Formeln =B als Voraussetzung zur Verfligung hat und aufler-
dem nicht die spezielle Formel B herleiten muss, sondern nur irgendeine aus einer ganzen
Klasse von Formeln.

Ein typisches einfaches Beispiel fiir den indirekten Beweis ist der Nachweis der Irrationa-
litéit von v/2. Dies ist zugleich ein Beispiel fiir einen Unméglichkeitsbeweis: Die Nichtexi-
stenz eines Objektes mit einer gewissen Eigenschaft wird bewiesen, indem die Annahme
seiner Existenz zum Widerspruch gefithrt wird:
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Angenommen, fiir zwei teilerfremde natiirliche Zahlen p und ¢ gilt (p/q)? = 2. Dann folgt
p? = 2¢® Also ist p? gerade und damit auch p. Folglich p = 2py und somit 4p3 = 2¢?,
Zpg = ¢%. Also ist auch ¢ und damit ¢ gerade; Widerspruch!

Wenn sich dies auch nicht logisch prizise fassen ldsst, so gibt ein sogenannter direkter
Beweis, bei dem man schrittweise von den Pramissen zur zu beweisenden Behauptung B
gelangt, im allgemeinen doch eher als ein indirekter Beweis das Gefiihl, dass man nach
Kenntnis des Beweises weif, ,,warum* B gilt. (Im Falle der Trrationalitit von /2 etwa
liefert ein Beweis unter Bezugnahme auf den Satz von der Eindeutigkeit der Primfak-
torzerlegung eher ein Verstindnis des Sachverhalts — und zugleich eine viel allgemeinere
Aussage.)

Ein gelegentlicher beweistechnischer Anfingerfehler besteht darin, eine Aussage dadurch
begriinden zu wollen, dass man von ihr durch schrittweise Folgerung zu einer als wahr
bekannten Aussage gelangt. Ein solcher Beweisversuch ist jedoch nur dann stichhaltig,
wenn jeder Folgerungsschritt eine A quivalenzumformung ist; denn aus etwas Falschem
ldsst sich formallogisch korrekt Beliebiges (auch Richtiges) folgern (Ez falso quodlibet). So
ist z. B. fiir beliebige Aussagen A und B die Formel A A =A = B eine Tautologie.

Die vollstindige Induktion, eine besonders leistungsfihige mathematische Beweismethode,
gehort nicht zur allgemeinen Logik des Beweisens, sondern ist das Fundament der Lehre
von den natiirlichen Zahlen und damit schon Teil der Mathematik. Threr logischen Struktur
nach lisst sich die vollstindige Induktion als Spezialfall der indirekten Beweismethode
auffassen:

Zu beweisen sei die Giiltigkeit von
Vn e N (A(n)).
Man macht die Widerspruchsannahme
-Vn € N (A(n)), also In € N (=A(n)).

Es ist nun eine fundamentale Eigenschaft der natiirlichen Zahlen (,, Wohlordnung“ von N),
dass es dann ein kleinstes natiirliches ng gibt mit =A(ng). Durch den Nachweis von

A(1) sowie VneN (A(n) = A(n+1))
fithrt dies zu einem Widerspruch, ebenso natiirlich durch den Nachweis von
AL A ... ANA(ng — 1) = A(no).

Auch in der Theorie der formalen Logik wird eine — sozusagen inhaltlich naive — Induktions-
Argumentation oft benutzt: Induktion iber den Formelaufbau. Grundlagenkritischer Ein-
wand: Dann kann man doch erst recht in der Zahlentheorie die Induktion inhaltlich-naiv
verwenden! Man beriihrt da den Dissens zwischen ,,Formalisten“ und ,, Konstruktivisten®.
Letztlich kommt man wohl um ein gewissermafien dialektisches Verstéindnis der Rechtferti-
gung unserer Denk- und Argumentationsmethoden nicht herum: Es gibt keinen ,,archimedi-
schen Punkt“, keinen ein fiir allemal endgiiltigen und voraussetzungslosen Ausgangspunkt
unseres formalen Denkens. (Siehe auch [5, 6].)

Immerhin: Durch die genaue Erfassung der formal-logischen Struktur mathematischer Be-
weise ist eine explizite Kodifizierung des korrekten mathematischen Schlieflens moglich
geworden. Die Kalkiile der formalen Logik (insbesondere die ,Resolution®, siche etwa
Schoning [1]) liefern auch die Grundlage fiir die KI-orientierte Programmiersprache PRO-
LOG und fiir die Verfahren des ,,automatischen Beweisens®.
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11 Das formale System der Mathematik

Wie sieht die nach heutigem Verstdndnis exakte Formulierung der Wissenschaft Mathe-
matik aus?

Es ist die — in Anséitzen im Bourbakischen Werk 77Elémemts de mathematique“ durch-
gefithrte — Kodifizierung als formales System. Bestandteile:

a) Regeln iiber die Bildung syntaktisch korrekter mathematischer Aussagen. Neben den
Symbolen der Quantorenlogik (aussagenlogische Junktoren, Quantoren, abzidhlbar
unendlich viele Objektvariablen) benétigt man nur ein einziges atomares Relati-
onssymbol: ,,€“, die mengentheoretische Elementschaft, welche die mathematischen
Objekte verkniipft, die ,,Mengen“. Alle weiteren Symbole wie ,=* und ,(}* kénnen
explizit definiert werden; ebenso geordnete Paare ((a,b) := {{a},{a,b}}) und damit
Abbildungen, letztere fiir die Mathematik ebenso fundamental wie die Mengen.

b) Axiome und Schlussregeln der Quantorenlogik (erster Stufe); siche Abschnitt 9.

¢) Axiome der Mengenlehre, iiblicherweise das Axiomensystem von Zermelo, Fraenkel
und Skolem. (Brillante erste Einfiihrung: der nur schmale Klassiker [23].)

d) Axiomensysteme fiir die einzelnen mathematischen Theorien, durch welche die Grund-
begriffe der jeweiligen Theorien implizit definiert werden.

Ist ein solches formales System gegeben, ist mathematische Exaktheit syntaktisch vollig
explizit festgelegt. Mathematische Aussagen sind dann simtlich Tautologien. Aber so , in-
haltsleer” wie die Tautologien der Aussagenlogik kommen sie uns dennoch nicht vor. Denn
schon so manche Implikationen der mengentheoretischen Axiome, erst recht aber die Im-
plikationen all der speziellen Axiomensysteme und Begriffsbildungen unterschiedlicher ma-
thematischer Teilgebiete sind logisch weitaus komplexer und vielgestaltiger als die auch in
allerlei alltiglichen Aussagesituationen vorkommenden einfachen aussagenlogischen Ver-
kniipfungen.

Eine selbst mathematisch-mengentheoretisch argumentierende (aber ,naive“, da ja nicht
auf ein konventionelles formales System reduzierbare) Metatheorie des formalen Systems
ergibt:

e Von jeder Symbolzusammenstellung ist schematisch in endlich vielen Schritten fest-
stellbar, ob es eine syntaktisch korrekte (was nicht bedeutet: wahre) Aussage ist.

Jeder vorgelegte Beweis ist schematisch — unter Bezugnahme auf a) bis d) — in endlich
vielen Schritten auf Korrektheit iiberpriifbar.

e Man kann anhand der ,Linge“ einer mathematischen Aussage nicht vorhersehen,
wie ,lang“ Beweise dieser Aussage — so es sie gibt — mindestens sind (K. Goédel: On
the length of proofs; 1936. Siehe [15], S. 257ff.).

Ein formales System, das a) bis ¢) umfasst (und sogar jedes, das zumindest die For-
malisierung der elementaren Zahlentheorie gestattet), ist niemals abgeschlossen, da
es stets syntaktisch korrekt gebildete Aussagen gibt, die im System weder bewiesen
noch widerlegt werden konnen; und die formale Widerspruchsfreiheit des Systems
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lasst sich nicht mit einer auf die formalen Schlussmittel des Systems beschrénkten
Metatheorie beweisen. (Erster und zweiter Gédelscher Unvollstindigkeitssatz, 1931)

o Der Begriff , iiberabzéhlbar® ist relativ: Wenn tiberhaupt eines, gibt es auch ein ins-
gesamt abzihlbares Modell des mathematisch-mengentheoretischen Axiomensystems
a) bis ¢) (Satz von Léwenheim und Skolem, 1923).

Die zuletzt angefiihrte ,,Paradoxie“ von Lowenheim und Skolem hat damit zu tun, dass
ein syntaktisch explizites formales System ja immer eine nur schrittweise sich entfalten-
de und daher insgesamt abz#hlbare Struktur ist. Ein axiomatisch-formales System der
Mathematik ist, syntaktisch betrachtet, nichts als eine kompliziertere Abwandlung des
»Zéhlens* — mit mehreren verschiedenen Z&hl-Startpunkten und mehreren verschiedenen
Z&hl-Schritten.

Auch die Methodik des Beweises der Gddelschen Unvollstandigkeitssétze macht dies deut-
lich: Gédel bildete formale Aussagen und Beweise ab als Primzahlpotenzprodukte, also
als natiirliche Zahlen, und zeigte, dass den Beziehungen zwischen Aussagen und Bewei-
sen dadurch ,,berechenbare“ (heute sagt man: primitiv rekursive) Funktionen entsprechen.
Solch konkrete Funktionen lassen sich auch im formalen System ausdriicken, so dass Godel
mit dem logischen Trick der ,Selbstbeziiglichkeit“, der auch vielen der zu Anfang des
20. Jahrhunderts diskutierten logisch-mengentheoretischen Antinomien (Russell, Burali-
Forti, Richard, etc.) zugrundeliegt, eine auf dem Wege der Meta-Interpretation ihre eigene
Unbeweisbarkeit ausdriickende und daher weder beweisbare noch widerlegbare Aussage
formulieren konnte.

Was letztlich diese Technik der ,,Godelisierung* zeigt: Schon das blofie System der natiirli-
chen Zahlen hat eine ebenso reichhaltige formale Struktur wie jedes noch so komplexe
Axiomensystem. Heute, im Zeitalter der Digital-Computer, die auf der Basis nur zweier
Grundsymbole beinahe jede noch so verwickelte Wirklichkeit simulieren kénnen, verwun-
dert uns diese Einsicht iiberhaupt nicht mehr.

Eine nur syntaktische Betrachtung des formalen Systems der Mathematik als ,verallge-
meinerter Zahlenkalkiil“ ist allerdings nicht statthaft. Die Mathematik ist schlieflich kein
bloles Spiel, sondern eine Sprache, in der wir unser existentielles Erleben, die fiir uns
sichtbare Wirklichkeit, zumindest wichtige Aspekte davon, strukturiert widerspiegeln und
mitteilbar machen.

In diesem Sinne muss man sagen: So wie die formale Logik unseren Umgang mit ,wahr®
und ,falsch“ ganz allgemein in einem etwas starren, aber dafiir moglichst einfachen und
véllig priizisen sprachlichen Schema einféngt, so ist die Mengenlehre (Teile a) bis ¢) des
formalen Systems) der Versuch, die Logik zu einem formal rigorosen System des Spre-
chens iiber beliebige ,,Ding-Gesamtheiten“ zu erweitern. Diesen semantischen Anspruch
der Mengenlehre kann man verniinftigerweise nicht durch Riickzug auf einen radikal-
formalistischen Standpunkt leugnen.

Godels Unvollsténdigkeitssitze zeigen zwar nicht das Scheitern der formalen Kodifizierung
des Redens iiber Dinggesamtheiten, aber sie zeigen, dass diese unvollendet und unvollend-
bar geblieben ist — ohne dass ihre praktische Brauchbarkeit deshalb litte. Nicht nur prak-
tisch brauchbar, sondern sogar bis auf weiteres unvermeidlich ist die formale Kodifizierung,
da ja das vorherige ,,naive“ Reden iiber Dinggesamtheiten zu Antinomien, Widerspriichen
gefiihrt hatte.
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Einige Sprachregelungen der axiomatischen Mengenlehre fithren zwar Aktualunendliches
in den Objektbereich der Mathematik ein (Unendlichkeitsaxiom, Potenzmengen-Axiom,
Auswahlaxiom), zugleich aber bedeutet die Anbindung der Sprache an einen expliziten for-
malen Kalkiil auch eine Beschrinkung aufs potentiell Unendliche (Paradoxie von Lowen-
heim/Skolem). In welchem Sinne ,,gibt* es iiberabzihlbar Unendliches? Eine keineswegs
klar zu beantwortende Frage, iiber die wohl — jenseits aller konventionellen Einigkeit in
der mathematischen Praxis — auch heute noch sehr unterschiedliche Meinungen bei den
Mathematikern anzutreffen sind.

Ganz zufriedenstellen kann angesichts all dessen unsere heutige Auffassung mathemati-
scher Exaktheit nicht. Man muss Yuri I. Manin zustimmen, wenn er schreibt (im Vorwort
von [15]):

Formal mathematics has more than a slight touch of self-caricature. Its struc-
ture parodies the most characteristic, if not the most important, features of
our science.

Ein ganz einfaches Beispiel fiir den Beigeschmack von Selbst-Karikatur ist die — im Rahmen
des mengentheoretisch-formalen Aufbaus durchaus sehr sinnvolle! — von Neumannsche
Defiinition der natirlichen Zahlen:

0, {0}, {0, {0}}, {0, {0}, {0, {0}}}, ...

anstelle von 0,1,2,3,... (jede Zahl die Menge ihrer Vorgénger) oder, noch urspriinglicher,

o Iy [l MMl -

Ob und wie die formallogisch-axiomatische Auffassung in Zukunft durch einen auf andere
Weise den algorithmischen Kernbestand der Mathematik bewahrenden Exaktheitsbegriff
ersetzt werden wird, ist noch nicht abzusehen. Vielleicht werden Computer-Wissenschaft
und Physik wesentliche Anstoéfie zur Weiterentwicklung geben.

Auch der menschlich-psychologische Prozess der mathematischen Erfindung wird durch
die formallogisch prézise Beschreibung von Beweisen und Theorien bestenfalls karikiert.
Denn Mathematiker lassen sich bei ihren Uberlegungen weniger vom Formalismus logischer
und mathematischer Axiome leiten als vielmehr von durch Erfahrung gereiften intuitiven
Vorstellungen. Mathematische Intuition ist nur sehr schwer einem Computer-Programm
beizubringen, weil vieles dabei unbewusst ablduft; und auch die Studierenden kénnen sich
bis auf weiteres nur an ein von Paul R. Halmos formuliertes Rezept halten, bei welchem
auf unbewusstem Lernen das Hauptgewicht liegt:

The only way to learn mathematics is to do mathematics.

[+ -] vielleicht gar eine Maschine, die alles exakt Denkbare mechanisch ausfiihrt?
Dieser Gedanke ist noch unscharf; wir kénnen ihn verschirfen,
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indem wir die Schwierigkeiten ins Auge fassen, die seiner Verwirklichung entgegenstehen.

Die Maschine kann nur solche Informationen verarbeiten, die ihr eindeutig gegeben sind.

Zahlen sind dafiir das beste Beispiel; nur deshalb sind die faktisch gebauten Maschinen

fiir die mechanische Ausfithrung denk-analoger Prozesse meist Rechenmaschinen.

Das Schema, nach dem eine Maschine arbeitet, kann aber, zum mindesten zu Anfang,

nicht selbst durch Hinschreiben einer Zahlenfolge mitgeteilt werden.

Wir miissen dafiir vielmehr in Worten sagen, was mit den Zahlen geschehen soll.

Dieses informationstheoretisch so undurchsichtige Gebilde, die sogenannte ,natiirliche Sprache“,
die Sprache, in der sich normale Menschen versténdigen,

ist zum mindesten als Ausgangspunkt unentbehrlich.

Es wiirde auch nichts niitzen, ihre Buchstaben

durch Morse-Zeichen in Ja-Nein-Entscheidungen zu verwandeln.

Jetzt handelt es sich ja nicht darum, sie jemandem, der sie verstehen wird, telegraphisch mitzuteilen.
Es handelt sich nicht mehr darum, ihren Wortlaut, sondern ihren Sinn

in eine Gestalt zu bringen, in der mit ihm schematisch operiert werden kann.

Ist das, vielleicht nach gewissen Vorarbeiten, moglich?

Diese Frage hat wohl in voller Klarheit zuerst Leibniz gestellt.

Kann man, nicht dem sprachlichen Namen, sondern dem klar verstandenen Sinn

jedes Begriffs, den wir im Denken brauchen, genau ein Zeichen entsprechen lassen

und jeder zuliissigen Denkoperation genau eine Operation mit diesen Zeichen,

derart, daf alles richtige Denken in diesen Operationen gespiegelt und kontrolliert wiirde

wie das Denken iiber Zahlen in den Operationen der Algebra?

Eine bescheidene Ausfithrung eines kleinen Teils seines Programms ist der moderne Logikkalkiil.
Er ist die am weitesten getriebene Reduktion der Sprache

auf ihren eindeutig hantierbaren Informationsgehalt.

Er kehrt von der Lautschrift auf einer neuen Abstraktionsstufe

zur Bedeutungsschrift zuriick.

Carl Friedrich von Weizsicker (Die Einheit der Natur)

Das Paradoxe, das Widerspriichliche, wird durch unser Denken geschaffen;
vielleicht weil ein an sich widerspruchsloses Denken im letzten unméglich ist,
vielleicht weil im notwendig Widerspriichlichen, im Paradoxen,

die Grenze des Erkennbaren erreicht ist,

von wo aus moglicherweise die Wahrheit zu ahnen ist.

Friedrich Diirrenmatt (Zusammenhdinge - Essay iiber Israel)

>Wiirdest du mir vielleicht bitte den Weg weisen?<

»>Das kommt darauf an, wohin du willst<, sagte die Katze.

>Das ist mir eigentlich gleich...<, sagte Alice.

>Dann ist es auch egal, wohin du gehst<, stellte die Katze fest.

>... solange ich irgendwo ankomme<, erginzte Alice erlduternd.

»>O0h, das wirst du ganz bestimmt<, ermutigte die Katze, »wenn du nur lange genug gehst.<
Das konnte Alice nun nicht in Abrede stellen und so versuchte sie es anders.
»>Was fiir Leute wohnen denn hier herum?<

>Da hinten<, sagte die Katze und wies mit der rechten Pfote,

>lebt ein Hutmacher — und da vorn<, sie wies mit der anderen Pfote,

>lebt ein Marzhase. Egal, wen du besuchst: verriickt sind sie alle beide.<

>Aber ich méchte nicht unter Verriickte kommen<, meinte Alice.

>0h, das kannst du wohl kaum verhindern<, sagte die Katze:

>Wir sind hier némlich alle verriickt. Ich bin verriickt. Du bist verriickt.<
>Woher willst du wissen, dass ich verriickt bin?< erkundigte sich Alice.

>Wenn du es nicht wirest<, stellte die Katze fest, >dann wirest du nicht hier.<
Alice schien das iiberhaupt kein schliissiger Beweis; doch sie fragte weiter:

»>Und woher willst du wissen, dass du verriickt bist?«

und wedelt mit dem Schwanz, wenn er gliicklich ist.

Also, ich knurre, wenn ich gliicklich bin, und wedele mit dem Schwanz, wenn ich wiitend bin.
Ergo bin ich verriickt.<

Lewis Carroll (Alice im Wunderland)

Ubers. Dieter H. Stindel

ERSTER BURGER. Unsere Weiber und Kinder schreien nach Brot,
wir wollen sie mit Aristokratenfleisch fiittern. Heh! totgeschlagen
wer kein Loch im Rock hat.

ALLE. Totgeschlagen! totgeschlagen!

ROBESPIERRE. Im Namen des Gesetzes!

ERSTER BURGER. Was ist das Gesetz?

ROBESPIERRE. Der Wille des Volks.

ERSTER BURGER. Wir sind das Volk und wir wollen,

dass kein Gesetz sei; ergo ist dieser Wille das Gesetz,

ergo im Namen des Gesetzes gibts kein Gesetz mehr, ergo totgeschlagen!
Georg Biichner (Dantons Tod)

“On the banks of the Rhine a beautiful castle had been standing for centuries.

In the cellar of the castle an intricate network of webbing had been constructed

by the industrious spiders who lived there.

One day a great wind sprang up and destroyed the webs.

Frantically the spiders worked to repair the damage.

For you see, they thought it was their webbing that was holding up the castle.”

Thirty years ago, this charming tale was regularly told to students specializing in logic,
to leave them in no doubt as to how their field was regarded by their fellow mathematicians.
Even a casual examination of Monk’s book makes it apparent that nowadays

the “spiders” are to be found all over the castle.

Martin Davis in einer Besprechung von [17]

But upon the very ground that human thought, traced to its ultimate elements, reveals itself
in mathematical forms, we have a presumption that the mathematical sciences occupy,

by the constitution of our nature, a fundamental place in human knowledge, and that no system
of mental culture can be complete or fundamental, which altogether neglects them.

But the very same class of considerations shows with equal force the error of those

who regard the study of Mathematics, and of their applications, as a sufficient basis

either of knowledge or of discipline.

If the constitution of the material frame is mathematical, it is not merely so.

If the mind, in its capacity of formal reasoning, obeys, whether consciously or unconsciously,
mathematical laws, it claims through its other capacities of sentiment and action,

through its perceptions of beauty and of moral fitness, through its deep springs

of emotion and affection, to hold relation to a different order of things. [...]

As truly, therefore, as the cultivation of the mathematical or deductive faculty

is a part of intellectual discipline, so truly is it only a part.

George Boole in [25], p. 422f.

. ) . . . Es folgt als letzter Abschnitt der Versuch einer — wenn auch nur kurzen — Wiirdigung
>Also zuerst einmal<, argumentierte die Katze, »gibst du doch zu, I X R R R
dass ein Hund nicht verriickt ist?< der bahnbrechenden Beitréige des grofien Philosophen Aristoteles zu einer Theorie des

>Ich nehme es an<, gestand Alice zu. logischen Denkens.
>Nun denn<, fiihrte die Katze weiter aus, >ein Hund knurrt, wenn er wiitend ist,
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12 Die Logik des Aristoteles

Manche halten den griechischen Philosophen Aristoteles (384-322 v.Chr.) fiir den univer-
sellsten und kliigsten Denker aller Zeiten. Viele Jahrhunderte lang wurde er schlicht als
»der Philosoph® zitiert. Die Hochachtung und Bewunderung fiir die von ihm geschaffene
Gedankenwelt war fast grenzenlos.

Trotz des bekannten Diktums von Alfred North Whitehead, alle abendléindische Philoso-
phie bestehe aus FuBnoten zu Platon,' dessen Schiiler Aristoteles zunichst war, ist wohl
die Nachwirkung des sich in vielen Punkten seines Denkens grundlegend von Platon un-
terscheidenden Aristoteles tiefer und umfassender.

Auch die Logik ist ein Beleg fiir die Einzigartigkeit dieses grofien Denkers. Denn vor
Aristoteles gab es keine Logik, also keine systematische Theorie des folgerichtigen Argu-
mentierens und Schliefens. Aristoteles hat die Logik sozusagen aus dem Nichts erschaffen
und gleich zu einem sehr komplexen Gedankengebdude entwickelt. Er selbst hielt sein Sy-
stem der Logik keineswegs fiir vollkommen und in allen Teilen endgiiltig. Dennoch wurde
dem iiber 2000 Jahre lang nichts wesentliches hinzugefiigt. Noch als Goethe im Faust vom
,Collegium logicum* sprach — bzw. Mephistopheles davon sprechen lief§ —, dachte er an
nichts anderes als die aristotelische Syllogistik.

Erst im 19. Jahrhundert kam es zu wesentlichen Neuerungen und Weiterentwicklungen vor
allem durch George Boole und Gottlob Frege, wenn auch schon Gottfried Wilhelm Leib-
niz viel frither die Idee eines allgemeinen Denkkalkiils (calculus ratiocinator) verfolgte,
aber ohne sehr weit reichende Ergebnisse. Selbst der heutige gewaltige Korpus an mathe-
matischer Logik — im 20. Jahrhundert kam ja noch vieles hinzu, wie die hier genannten
Werke [15]-[20] zeigen — ist nicht eine allumfassende Darstellung der GesetzméBigkeiten
des menschlichen logischen Denkens, wie sie Aristoteles als Ziel vorschwebte; ein Ziel, das
er aber auch nach eigener Einschétzung noch nicht erreicht hatte. Wie denn auch Smith
in [28] (p. 65) schreibt: His logical works give more the impression of research in progress
... than of finished system.

Hier soll nur ein kurzer exemplarischer Uberblick iiber die wichtigsten aristotelischen Syl-
logismen gegeben werden.

Wir benutzen die traditionellen Bezeichnungen:

AaB = A wird von allen B gesagt = alle B sind A

AeB = A wird von keinem B gesagt = kein B ist A

AiB = A wird von einigen B gesagt = einige B sind A

AoB = A wird von einigen B nicht gesagt = einige B sind nicht A

Ein Syllogismus besteht nun aus zwei Prdmissen solcher Bauart sowie einer Konklusion.

Beispiel:
Alle Menschen sind sterblich. Alle Griechen sind Menschen.
Also: Alle Griechen sind sterblich.

Allgemeine Struktur dieses allereinfachsten aller Syllogismen: SaM. M aG. Also: SaG.

1 The safest general characterization of the European philosophical tradition is that it consists of a series
of footnotes to Plato.
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Das Pridikat Mensch-Sein (M) ist hier das sogenannte Mittelglied, die erstaufgefiihrte die
Magor-Prémisse, die zweite die Minor-Préamisse.

Im Rahmen der heutigen formalen Logik kann man die Prdmissen und die Konklusion
ausdriicken durch: Ve(z € M = z € S), Va(x € G = 2 € M) und Vz(z € G = z € 5).
Der Syllogismus Barbara driickt also die Transitivitdt der Mengeninklusion ,,C“ aus.

Wie im Oxford-Handbuch [29] auf Seite 128 wiedergegeben, stellen wir nun in einer Tabelle
die 14 sogenannten kanonischen aristotelischen Syllogismen zusammen. Dabei geben wir
auch die den Syllogismen in spéteren Zeiten zugeordneten Merkwdrter an.

Merkwort Major- Minor- Konklusion
Pramisse Pramisse
1 Barbara AaB BaC AaC
2 Celarent AeB BaC AeC
3 Darii AaB BiC AiC
4 Ferio AeB BiC AoC
5 Cesare AeB AaC BeC
6 Camestres AaB AeC BeC
7 Festino AeB AiC BoC
8 Baroco AaB AoC BoC
9 Darapti AaC BaC AiB
10 Felapton AeC BaC AoB
11 Disamis AiC BaC AiB
12 Datisi AaC BiC AiB
13 Bocardo AoC BaC AoB
14 Ferison AeC BiC AoB

Die ersten vier der Syllogismen stehen in der ersten Figur und gelten als die intuitiv am
einfachsten zu verstehenden. Die nichsten vier stehen in der zweiten Figur, gefolgt von
sechs Syllogismen in der dritten Figur. Man beachte, dass z.B. der Schluss Darapti (9)
zur Voraussetzung hat, dass die Klasse der Dinge, von denen C' gesagt wird, nicht leer ist.
Diese Voraussetzung, dass die Klassen nichtleer seien, macht Aristoteles generell.

Neben den hier dargestellten assertorischen Syllogismen hat Aristoteles auch modallogi-
sche Syllogismen behandelt. Siehe dazu etwa die Darstellung von Robin Smith in [28].

Dies moge als erster Eindruck von der aristotelischen Logik geniigen. Insgesamt umfasst
diese sechs groflere Traktate, die spétere Autoren unter dem Namen Organon zusammen-
gefasst haben. Sie bilden den Inhalt der Bénde 1 und 2 von [27].

Abschlieend eine Bemerkung zu den uns iiberlieferten Werken des Aristoteles.

Die zu Lebzeiten von Aristoteles verdffentlichten literarisch geschliffenen Werke sind — ganz
anders als die beriihmten Dialoge Platons — sidmtlich verloren gegangen. Man weif§ nur
wenig Bruchstiickhaftes iiber sie durch Erwihnungen oder Kommentare spéterer Autoren.
Was erhalten ist, sind die Schriften, die Aristoteles fiir seine Lehrtétigkeit im Lykeion
verfasste und nutzte, seiner erst nach Platons Tod gegriindeten eigenen Philosophenschule
in Athen.
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Werk, [4] ein inhaltsreiches Buch im Westentaschenformat, das auch auf die nichtklassische Logik
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auch die Unvollsténdigkeitssétze. Die Werke [8] bis [11] handeln von Anwendungen der formalen Lo-
gik auf elektronische Schaltungen, chemische Anlagenplanung, usw.; [12] bis [20] sind - in etwa nach
ansteigendem Schwierigkeitsgrad geordnet - anspruchsvollere Monographien zur modernen men-
gentheoretischen mathematischen Logik. Unter diesen Biichern zeichnet sich [15] durch besondere
Originalitit wie die — gemessen am Umfang — enorme Spannweite der behandelten Themen aus;
der Autor, Yuri I. Manin, ist kein Logik-Spezialist, aber einer der bedeutendsten zeitgendssischen
Mathematiker. Das Buch [19], ein Klassiker, behandelt u.a. rekursive und berechenbare Funktio-
nen, Turing-Maschinen, die Gédelschen Sitze, den Gentzenschen Sequenzen-Kalkiil. Sondergebiete
der Logik wie Zeit- und Modallogik (Kripke-Semantik, Tableau-Kalkiile, ...) werden in [12] behan-
delt. Das erstmals 1964 erschienene umfassende Werk [16], mittlerweile ebenfalls ein Klassiker, ist
heute sogar (in der neuesten Auflage!) frei im Internet erhéltlich. Der Klassiker [5], aber auch [21],
[22] sind als vertiefende Lektiire sehr zu empfehlen. Mit [24], [25], [26] wurden exemplarisch drei
Meilensteine der Entwicklung unseres Verstédndnisses des logischen Denkens genannt. Die beiden
Biicher [30] und [31] vermitteln ein faszinierendes Bild der Personlichkeit wie des Lebensschick-
sals Kurt Goédels. (Rebecca Goldstein gibt zugleich eine leichtverstéindliche Einfiihrung in Gédels
Werk, wenn auch die Bedeutung der Erkenntnisse Wittgensteins meines Erachtens in [31] zu hoch
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