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Termine

Vorlesungstermine
Mo 08:15—-10:00 Uhr Raum: HE Schulz-Baldes
Mi 08:15—-10:00 Uhr Raum: HE Schulz-Baldes

Videoaufzeichnung vom SS2016 tiber StudOn

Ubungstermine (Physikum bzw. Cauerstr. 11)
Gruppe 1 Fr12:15-13:45 Raum: HC Refik Mansuroglu
Gruppe 2 Fr14:15-15:45 Raum: U4  Daniele Toniolo (Eng.)
Gruppe 3 Fr12:15-13:45 Raum: H13 Martin Dof3
Gruppe 4 Fr12:15-13:45 Raum: U4  Kevin Haas
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Regeln

Anmeldung
@ Melden Sie sich in Studon zu Veranstaltung und Ubungen an
(ab 10:00 am 9.4.). Beachten Sie Anmeldefristen fir Klausur
Ubungen
@ Die Ubungsblatter werden dienstags auf Studon bereitgestellt.
@ Die Abgabe bis Dienstag 11:00 in Ubungskasten (Cauerstr. 11)
@ Es werden nur leserliche und ordentliche Abgaben akzeptiert

@ Es sind Zweierabgaben gestattet, solange beide die gleiche
Ubungsgruppe besuchen

@ Es sollten 50% der Gesamtpunktzahl erreicht werden
Klausur
@ Die Klausur findet am 17.07.2018 um 8:00 in H12 und H13 statt
@ Einsicht am 18.7.2018 von 8:00 bis 9:30 in U2 (Mathematik)
@ Nachklausur 20.9.2018 um 8:00 in H12 and H13
@ Hilfsmittel: beidseitig handbeschriebenes DIN A4 Blatt
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Uberblick

@ Lineare Algebra:

Determinanten

Eigenwerte

Diagonalisierung
Skalarprodukte

Jordansche Normalformen
Lineare Differentialgleichungen
Singularwertzerlegung
Quadratische Formen

@ Analysis:

Riemann Integral

Grundbegriffe der Topologie
Differentialgleichungen
Differentialrechnung mehrerer Variablen
Satz von Taylor

Satz Uber implizite Funktionen
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Literatur

Qual der Wahl: jedes Buch oder Skript zu obigen Themen!

... auch dieses Skript enthalt alles Wesentliche
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Lineare Algebra: Grundbegriffe und Notationen

(Oder: was Sie alles schon wissen sollten!)

Kérper K ist hier immer R oder C (nichts Allgemeineres hier!)
KN = {N-komponentige Vektoren mit Koeffizienten in K}
Struktur des Vektorraumes: Addition und Skalarmultiplikation

veaxweKY  v,wekN, ek

Anderer Vektorraum: V = {Polynome mit Koeffezienten in K}
Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit....

b1, bo, .... Basis (linear unabhangig und aufspannend)
Dimension eines Vektorraumes dim(K") = M und dim(V) = «
Uc KM Unterraum < v+ we U Yv,we U, \eK

Dann hat U wieder Basis und Dimension

Mathematik fiir Physiker 2 1. Wiederholung 6 /359



Matrizen

Mat(N x M,K) = {N x M Matrizen mit Eintrdgen in K}
Spezialfall Vektoren KV = Mat(N x 1,K)

Matrixprokukt Mat(N x M, K) x Mat(M x K, K) € Mat(N x K, K)
Spezialfall Matrix-Vektor Produkt Mat(N x M,K) x KM ¢ KN

Linearitat von Matrixprodukt in beiden Argumenten:
(A+AB)C = AC + A\BC A(B+ \C) = AB+ \AC

wobei ) € K und richtige Matrixgré3en
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Rangsatz fur A € Mat(N x M, K)

A

er(A) = {ve KM| Av = 0} Kern von A
Ran(A) = {Av|v e KM} = AKM Bild (range) von A
Ker(A) Unterraum von KM

Ran(A) Unterraum von KN

Theorem 1.1 (Rangsatz)
dim(Ker(A)) + dim(Ran(A)) = M
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Gauss Algorithmus
Lésung von linearen Gleichungssystem nach v e KM:

Av=b  AeMat(Nx M,K), be KV

Bringe Gleichungssystem auf Dreiecksgestalt

Lese Losung(en) ab, falls welche existieren

Bestimmung des Inversen A~" von quadratischen A € Mat(N x N, K)
Mit verallgemeinerten Gauss Algorithmus (falls Inverses existiert)

(A1) - (1,A™h

1 0 0
Hier1 =15= |0 °-. 0 | Einheitsmatrix
0 0 1

Dann AA 1 =1=A1A
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Und was Sie auch schon wissen sollten!

Also ist (Mat(N x N,K), +,-) eine Algebra tber K, d.h.
e Mat(N x N, K) Vektorraum tber K (von Dimension NM)
e Matrixprodukt erflllt Distributivgesetz, Assoziativitat

Allgemeine lineare Gruppe unter Matrixmultiplikation

GL(N,K) = {A e Mat(N x N,K) invertierbar}
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2 Determinanten

Vorbereitung: Permutationen

Definition 2.1

Sei N € N. Eine bijektive Abbildung o : {1,...,N} — {1,..., N} heif}t
Permutation tber N Elementen. Die Menge Sy aller Permutationen

Uber N Elementen versehen mit der Hintereinanderausfiihrung heif3t
symmetrische Gruppe. Standardnotation fir eine Permutation ist

wobei untere Zeile die der oberen zugeordneten Werte enthalt

Eine Transposition (von r’, m’) ist eine Permutation, bei der o(n) + n
fir lediglich zwei Werte n = n’, m’, bei denen o(n') = m’

Bei benachbarter Transposition gilt zudem m’ = " + 1 mod N
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Beispiel 2.2
Die Permutation

1 2 3 4
g =
4 2 3 1

ist eine benachbarte Transposition

Satz 2.3

(i) Die Gruppe Sy hat N' = N(N —1)---1 Elemente
(i) Jede Transposition ist Hintereinanderausflihrung einer ungeraden
Anzahl von benachbarten Transpositionen.
(i) Jede Permutation ist Hintereinanderausflihrung von benachbarten
Transpositionen.

v
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Satz 2.4
Jedes o € Sy hat eine darstellende Matrix P(c) € Mat(N x N,R):
P(o)nm = 5n,a(m)

Mit Hilfe der Standardbasisvektoren als Spaltenvektoren, kann diese
Matrix auch geschrieben werden als

Es gilt dann fir o, € Sy
P(or) = P(o)P(7)

wobei auf der rechten Seite die Matrixmultiplikation verwandt wird

Somit: P(Sy) Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GI(N,R)
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Beispiel 2.5
Die Permutation

12 3 4
o =
3 2 4 1

hat die darstellende Matrix:

P(o) =

o = O O
o O = O
- O O O
o O O =
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Definition 2.6

Sei o € Sy. Ein Fehlstand von ¢ ist ein Paar (n,m) mit1 <n<m< N,
so dass o(n) > o(m). Die Anzahl L(o) der Fehlstande von o definiert
das Signum von ¢ durch

sgn(o) = (—=1)H”

1 2 3 4
g =
2 41 3

hat Fehlstande (1, 3), (2,3) und (2,4). Also L(c) = 3 und sgn(o) = —1.

Beispiel 2.7
Die Permutation

V.
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Satz 2.8

(I) FUraeSN,
on)—o(m

sen(0) -

1<n<m<N
wobei Produkt gebildet wird (ber alle Paare (n, m) mit der
angegebenen Eigenschaft1 < n< m < N.
(i) Fdro,T € Sy,
sgn(or) = sgn(o)sgn(T)

(iii) Die Abbildung o € Sy — sgn(o) € Z» ist ein surjektiver
Gruppen-Homomorphismus, wobei hier Z, die multiplikative
Gruppe mit 2 Elementen ist.

(iv) Seio = 7k --- 11 ein Produkt von Transpositionen (was nach
Satz 2.3(iii) immer der Fall ist), so istsgn(co) = (—1)K
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Definition 2.9
Sei A = (Anm)nm=1....~n € Mat(N x N,K). Seine Determinante ist

det(A) = Y sen(o) [[Anoim = D, sen(0) AtoAeo@)  ANo(n)

oeSy n=1 oeSy
v

Beispiel 2.10
Sei N = 2 = zwei Permutationen (Identitat und Transposition)

det(A) = Aq1Az2 — A12Az2

Beispiel 2.11

Sei o € Sy mit darstellender Matrix P(c). Dann nur 1 Summand:

det(P(0)) = sgn(o)
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Definition 2.12
Seien V4, ..., Vi und W Vektorraume GUber K. Eine Abbildung

F:Vix...xVy—o> W
hei3t multilinear <= linear in jedem Argument ist, d.h.
Vhe Von— F(vy,...,vy) e W linear Vn=1,....N

und vy € Vi, m =+ n. Falls N =2 und V; = V>, heil3t F bilinear

Beispiel 2.13

Jede lineare Abbildung ist multilinear mit N = 1. Sei V = K™ und
A e Mat(M x M, K). Eine bilineare Abbildungist F: V x V — K

M
F(v,w) = Z VmAm,nWn

m,n=1
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Definition 2.14

Seien V und W Vektorraume Uber K

Abbildung F : V*N — W heiBt alternierend < fiir jede benachbarte
Transposition 7 € Sy (d.h. jedes Vertauschen von zwei benachbarten
Argumenten) gilt

F(VT(1)7"'7VT(N)) = —F(V1,...,VN) Vhe V

Beispiel 2.15

Sei A e Mat(M x M, K) eine anti-symmetrische Matrix, d.h.

AT = —A
Dann ist F : KM x KM — K wie oben definiert durch
M
F(v,w) = Z VmAm,nWn
m,n=1

alternierend
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Lemma 2.16

Seien V und W Vektorrdume iber K und F : V*N — W alternierend
Dann gilt fiir jede Permutation o € Sy

F(Vo@t)s -+ Vony) = sgn(o) F(vq,..., Vn)

far alle vq,..., vy e V.

Beweis. Jede Permutation Hintereinanderausfiihrung von
benachbarten Transpositionen. Deren Anzahl ist genau das Signum []

Korollar 2.17
F(vi,...,vn) =0, falls vy = vy, flrn £ m
Grund: F(...,Vm,...,Vn,...) = —F(....Vp,...,Vm,...) =0 OJ
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Satz 2.18

Sei F : V*N — W eine multilineare, alternierende Abbildung

(i) Fallsdann vy,...,vy € V linear abhdngig sind, so gilt
F(V1,...,VN) =0

(i) Seidim(V)= NundF + 0,
d.h. esgibtwy,....,wye Vmit F(wy,...,wy)+0
Falls dann v, ..., vy € V linear unabhangig sind, so gilt

F(vi,....ww) £ 0
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Beweis. (i) Seien vy, ..., vy linear abhangig, und vy = Zﬁj AnVn
Dann folgt aus der Linearitat im letzten Argument

N—-1
F(V1,...,VN) = Z)\nF(V1,...,VN_1,Vn) =0
n=1

(i) Da vy, ..., vy Basis, gibt es Zerlegung w,, = Zﬁﬂ An,m Vm. Also

N
Fwe,...owy) = > umy = Anumy) FVmgs -5 Vimy)
my,...,my=1
= Z (Mo(1) AN () F(Vot), -+ Vio(ny)
UESN
= | D Moty Anowy) sen(o) | Flvr,... )
UESN

nach Lemma 2.16. Da F(wy,...,wy) £ 0,auch F(vy,...,vny) £0 [
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Satz 2.19

Ae Mat(N x N,K) = (KN)*N  det(A) e K multilinear, alternierend,
wenn aufgefasst als Abbildung auf den N Spaltenvektoren

Beweis. Sei A = (a1, ..., ay) mit Spaltenvektoren a, € KN 1<n<N
Fir A e Kund b e KN gilt dann

det(ay,...,an+ Ab,...,an)
= > san(0) Aoty (Ano(n) + Mo(n) - Ana(n)

UESN

= det(ay,...,an) + Adet(ay,...,an-1,b,an41,...,8n)
Fir Transposition 7 gilt 7Sy = Sy. Weil sgn Homomorphismus

det(a-(1), - @) = D, s2n(0) At o(r(1)) " ANo(r(N))

O’GSN

= — ) sen(o7) Ajoirty) - Ane(rny) = — det(A)
oTeESN

O]
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Wichtigste Eigenschaften der Determinante
AuBerdem rechnet man Normalisierung det(1) = 1. Leicht zu zeigen:
Satz 2.20 (Charakterisierung der Determinante)

Sei F : Mat(N x N,K) = (KN)*N — K. Dann gilt:

F multilineare, alternierend mit F(1y) = 1 — F = det

Satz 2.21
Sei A e Mat(N x N,K). Dann gilt

A invertierbar — det(A) + 0

Beweis. Verwende Satz 2.18:
“—" Ainvertierbar = Zeilen linear unabhéngig = det(A) + 0
“<=" A nicht invertierbar = Zeilen linear abhangig = det(A) =0 [
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Satz 2.22
Seien A, B € Mat(N x N,K). Dann gilt

det(AB) = det(A) det(B)
Insbesondere gilt fir invertierbares A

det(A™") = m det(A~'BA) = det(B)

Also ist det : (GI(N,K), ) — (R\{0}, -) ein Gruppenhomomorphismus
Ahnliche Matrizen in folgendem Sinne haben gleiche Determinante:
Definition 2.23

B, C € Mat(N x N, K) ahnlich
< JAeMat(N x N,K)mit C=A""BA

Da Gauss-Algorithmus ohne Normieren durch Linksmultiplikation
einer oberen Dreiecksmatrix mit Einserdiagonale gegeben ist, kann

dies als Algorithmus zur Berechnung von det verwandt werden.
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Beweis. Sei A = (ay, ..., ay) mit Spaltenvektoren a, € K. Dann

N N
det(AB) = det | > By 1an,,--., Y. Bnynany
ﬂ1:1 n1:1
N
= Z B, 1 Bnyn det(an,, ..., any)
n1,...,nN=1
Es bleiben nur Summanden mit {ny,...,ny} = {1,..., N}, fir die es

eine Permutation o € Sy gibt mit n,, = o(m). Mit Lemma 2.16

det(AB) = Z o(1),1° (N),N det( (1 ),...,aU(N))
O'ESN
= D} Byt Bogwy sgn(o) det(as, ..., ay)
O'ESN

— det(B7) det(A) = det(B) det(A)

da det(B') = det(B).

Mathematik fiir Physiker 2 2. Determinanten 26 /359



Definition 2.24
Adjunkte A = (Amn)mn-1...n € Mat(N x N,K) von A = (a,...,ay):

Am,n = det(a1 oo o38m—1,€n,my1, - - -, aN)

wobei a,, ersetzt durch n-ten Standardbasisvektor e, € KN.

Lemma 2.25

Sei AmM e Mat((N — 1) x (N — 1), K) die Matrix, die aus A durch
Streichen der n-ten Zeile und der m-ten Spalte gewonnen wird. Dann

Amn = (=1)™™ det(Am)

Beweis. Durch benachbarte Transpositionen von Zeilen und Spalten

/am7n = (—1 )N_m det(a‘] geeey am_1 5 am_;’_‘]7 ey aN, en)
A(n.m) .
= (=DM (=1)N" det < (A b ?) > = (1) det(A™™)

[l
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Satz 2.26 (Cramer’s Regel fur die inverse Matrix)

Sei A e Mat(N x N,K) mitAdjunkterZ\ € Mat(N x N,K). Dann gilt
AA = det(A)1y

Falls det(A) + 0, ist die Adjunkte im Wesentlichen die inverse Matrix:

1

Al = A
det(A)
Beweis. Es werden die Eintrage des Matrixproduktes berechnet:
N
(AA)m,n = 2 Am,k Ak,n (2-1)
k=1
N
= Z det(ai,...,am—1, €k, @m+1,--.,an) Ak
k=1
= det(ay,...,am-1,an, @m+1,...,an) = det(A)dnm
[]
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Ruckfuhrung einer N x N Determinante auf viele (N — 1) x (N —1):

Satz 2.27 (Laplace’scher Entwicklungssatz)
Entwicklung der Determinante nach der m-ten Spalte

M=

det(A) = Y Axm (—=1)TK det(Am)
k=1
und der m-ten Zeile
N
det(A) = Z )™ HE det(AUTH)

Beweis. In Gleichung (2.1) fir n = m ersetze
Amk = (—=1)™k det(Akm) gemaB Lemma 2.25

Wegen det(A) = det(AT) folgt Entwicklung nach m-ter Zeile aus der
Entwicklung von det(AT) nach m-ter Spalte.
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3 Eigenwerte und Eigenvektoren
Definition 3.1

Sei T lineare Abbildung auf Vektorraum V Uber K, d.h. T € L(V)
Ein Skalar z € K heif3t Eigenwert von T
<= es gibt einen sogenannten Eigenvektor v e V, v £ 0, mit

Tv = zv

Diese Gleichung heif3t eine Eigenwertgleichung

Satz 3.2
Sei S € L(V, W) eine invertierbare lineare Abbildung zwischen
Vektorrdumen V und W dber K. Dann gilt fir T € L(V):

z € K Eigenwert von T — z € K Eigenwert von STS™!

v

Beweis. "<="Da Tv = TS™'Sv = zv, auch STS™'(Sv) =zSv [
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Waéhle S als darstellende Matrix fir T € £L(V) zu einer Basis
== in endlicher Dimension nur Eigenwerte von Matrizen bendtigt

Satz 3.3 (Charakteristisches Polynom)
Sei A e Mat(N x N,K). Dann gilt

z € K Eigenwert von A — det(A—z1y) = 0
Eigenwerte sind Nullstellen in K des charakteristischen Polynoms

zeK — pa(z) =det(A—z1y)

Beweis. Av =zv <= (A—z1)v =0
Existenz von v = 0 <= A — z 1 nicht invertierbar
<= det(A—z1y) =0
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Beispiel 3.4
Sei

Also
pa(z) = (5—22—-1 = 22-10z+24 = (z—4)(z—6)

Also sind die Eigenwerte z; = 4 und z, = 6.
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Satz 3.5

Das charakteristisches Polynom P, ist N-ten Grades und erfillt

det(A—z1y) = (—2)V + Tr(A) (—2)V" + q(2) + det(A)

wobei g = Y.N-2 q,2" ein Polynom vom Grade héchstens N — 2 ohne
konstanten Term ist, und Tr(A) die Spur von A ist, welche definiert ist

als die Summe der Diagonaleintrdge von A:

N
Tr(A) = > Ann
n=1

Beweis. Ausschreiben der Definition mit Kronecker Delta:

N
det(A—z1y) = Z sgn(o) H(An,a(n) — Z6no(n))

UESN n=1

Potenzen zN und zN=1 nur ein Summand o = id
Konstanter Term ist bei z = 0 genau det(A)
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Beispiel 3.6 (Allgemeine Formel fir 2 x 2 Matrizen)

Sei A = (i Z) Dann ist das charakteristische Polynom

a—z b
- aa (77,2 ))

= (a—2z)(d—2z)—bc
= 7z —(a+d)z + (ad — bc)
= 722 —Tr(A) z + det(A)

Nullstellen sind

T r(A)2
zy = T;A) + \/T (f) _ det(A)

Maglich: A reell, aber ps nur komplexe Nullstellen.
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Bemerkung 3.7

Reelle Matrizen aufgefasst als lineare Abbildung auf dem RN kénnen

evil. keine (reellen) Eigenwerte haben. Wenn sie hingegen als lineare
Abbildung auf dem komplexen Vektorraum CN aufgefasst werden, so

gibt es N Eigenwerte:

Satz 3.8
Charakteristisches Polynom von A € Mat(N x N,K) hat Faktorisierung

pa(z) = NHz 2,0) (%) (3.1)
mit paarweise verschiedenen zy € <C und mit a(zx) € N, so dass
K
da(z) = N (3.2)

k=1

Falls zy € K, so ist zx Eigenwert von A und o(zx) = aa(2x) heilBt
algebraische Vielfachheit oder Multiplizitédt von zj
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Beispiel 3.9

Sei
1 2 0
A=|[-10 1
1 00

Charakteristisches Polynom berechnet mit Regel von Sarrus

1—-z 2 0
pa(z) = det -1 -z A1
1 0 -z

= 1-202242-(-2)-2-(-1) = 1=2)(#+2)
Also sind die Nullstellen von pa gegeben durch
zi = 1 5 22=l'\/§ 9 Z3=—I'\/§

Als lineare Abbildung auf R® lediglich ein Eigenwert z; = 1!
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Berechnung von Eigenvektor zu Eigenwert z von A
Gauss fiir homogenenes Gleichungssystems (A—z1)v =0

Beispiel 3.10

Sei wieder
1 20
A=1|-1 0 1
1 0 0
Nullstellen z; = 1, z, = iv/2 und z3 = — iv/2. Fiir z; berechne
0o 2 O -1 —1 10 -1 —1 1|0
A-zz1=| 1 1 1| - 0 2 0(0 — 0 2 0/0
1 0o -1 0 -1 0|0 0O 0 0f0

Also Ker(A—z11) = span(vy) mit vy =
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Satz 3.11

Sei Ae Mat(N x N,R) reell aufgefasst als Abbildung auf CN
Wenn z € C Eigenwert, so auch sein komplex konjugiertes Z € C
Eigenvektoren sind auch komplex konjugiert zueinander

Beweis. Sei Av =zv = Av =2V ]

Satz 3.12

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig
Genauer: wenn vy, . . ., Vg Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen
Eigenwerten zy,...,zx von T, so v4, ..., Vg linear unabhangig
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Beweis. Induktion Uber K. Fir K = 1 Aussage richtig, da v; = 0

Induktionsschritt von K — 1 zu K: Seien \1,..., Ak € K, so dass
K
2 )\ka =0
k=1

Multiplikation dieser Gleichung mit zx und Anwenden von A liefert:

K K
Z MZk Vi = 0 R Z MZk Ve = 0
k=1 k=1

Somit ergibt Subtraktion der beiden Gleichungen

K—1

D Mlzk —z) v = 0
k=1

Da zx — zx + 0, gibt Induktionshypothese \y =0 firk=1,... K —1
Wird dies in YK, Acvx = 0 eingesetzt, so folgt auch Ax = 0 O
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Definition 3.13
Sei z Eigenwert von A € Mat(N x N, K). Eigenraum

Ex(z) = Ker(A—2z1)
Geometrische Vielfachheit oder Multiplizitat von z als Eigenwert von A:

B(z) = Ba(z) = dim(Ex(2))

Satz 3.14 (Geometrische Multiplizitat kleiner als algebraische)

1 < B(2x) < a(zk) fir alle Eigenwerte z; € K
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Beweis. Sei vy, ..., V3, Basis des Eigenraumes Ex(zx)

Sie wird vervollstandigt zu geordneter Basis (v4,. .., vy) von KN
Sei M = (vy,...,vy). Dies ist invertierbar und
M1AM = Zk15(zk) B
0 C

wobei B und C Matrizen geeigneter GréBe sind
Somit auch M—1AM — z 1, von Blockstruktur. Also

PA(Z) = Py-1am(2) = det(MTAM — z1y)

det ( ((Zk — 2) 15z, B > )
0 C-z1

— (zx — 2)P@) det(C — z1)

Also folgt in der Tat a(zx) = [(zk).
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Definition 3.15

T € L(V) diagonalisierbar < 3 Basis B aus Eigenvektoren von T

Satz 3.16

Sei T € L(V) auf einem Vektorraum V Uber K der Dimension N < co.
Dann sind aquivalent:
(i) T diagonalisierbar

(i) a(zk) = B(zk) fdr alle Eigenwerte zy € K, und fir K = R zudem
>k a(zx) = N mit Summe (ber alle Eigenwerte z, € K

(i) > B(zk) = N mit Summe (ber alle Eigenwerte z; € K

Falls T diagonalisierbar, so ist darstellende Matrix bez. der geordneten
Basis M = (w4, ..., vy) von Eigenvektoren zu den Eigenwerten
Z,...,zy, aufgelistet mit ihrer Multiplizitét, diagonal:

M'TM = (Z),0nm)nm=1..n = diag(Z},...,2Z})
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Beweis.
(i) == (iii) Klar
(iii)==(ii) Immer (auch fir K = R) gilt >, a(zx) < N und 3(zx) < a(zx)
(if)==(iii) Offensichtlich
Nun zum letzten Punkt. Sei e, der m-te Standardbasisvektor
(MY TM)pm = (M~ TMep)n

= (M7 " Tvp)n

(M2 Vin)n
=z, (M~ "Mep),

= 2;71(1Nem)n

/
= Zm 5n7m
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Beispiel 3.17

Sei A die 3 x 3 Matrix aus Beispiel 3.10, wo auch deren Eigenwerte
und Eigenvekoren (zumindestens einer davon) berechnet wurden.

Dann setze
1 -2 -2
M=(V1,V2,V3)= 0 1—1\/5 1+I\/§
1 /2 —iv?2
Es gilt dann nach Satz 3.16
1 0
M'AM = |0 W2 0
0 0 -—iv2

Dies kann auch explizit verifiziert werden.
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Funktionalkalkil durch Diagonalisierung
Definition 3.18 (Funktionalkalkll, auch Spektralkalkul)

Sei Ae Mat(N x N, C) und f ganze Potenzreihe (konv. auf C) der Form
a0
f(z) = Y k2" , feC (3.3)
k=0
Dann ist die Matrix f(A) definiert durch die konvergente Reihe
a0
f(A) = D> fi A¥
k=0

wobei A = 1y

Man kann also z.B. e” definieren, oder cos(A), oder etA etc.
Wieso? Z.B. Gleichung d;v = Av wird durch v(t) = e”v(0) geldst
Berechnung? Nicht durch Berechnen von Matrixpotenzen AX!

Mathematik fiir Physiker 2 3. Eigenwerte und Eigenvektoren 45/ 359



Satz 3.19

Sei A diagonalisierbar und M~'AM = diag(Z}, ..., z)). Dann

f(A) = Mdiag(f(Z}),...,f(zy) M~

Beweis. Setze D = diag(Z], ..., z)). Beginne mit Monom f(z) = z
Dann ist f(A) = AX. Somit

f(A) = (MDM 1 = MDKM~' = Mdiag((Z})¥, ..., (zj) )M

FUr beliebige Potenzreihe gilt (Konvergenz nach Restabschatzung)

o0 o0
f(A) = > K MDKM™" = M( ) DFYM™" = MF(D)M™
k=0 k=0

Dies ist genau die Aussage, denn f(D) ist die angegebene Matrix.
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Beispiel 3.20
Seien Aund M die 3 x 3 Matrizen aus Beispiel 3.17
Es soll nun e* berechnet werden, d.h. f(z) = & Exponentialfunktion:

el 0 0
f(A) = MFDM™" = M| 0 V2 0o |[Mm
0 0 ei2

Nun M bekannt. Hieraus M~ durch Invertieren berechnen
(mit Gauss Algorithmus, oder mit Adjunkten). Danach Matrixprodukt

Mathematik fiir Physiker 2 3. Eigenwerte und Eigenvektoren 47 /359



Bemerkung 3.21 (Jordan Block)

Nach Satz 3.8 faktorisiert jedes charakteristische Polynom tber C.
Somit fir C-lineare Abbildung >}, a(zx) = N
Aber: Abbildung nicht notwendigerweise diagonalisierbar ist! Beispiel:

4 1 0 0
0 Zq 1 0
A = (Z16nm + Sntt,m)nm=1,..N = ) LT
0 Zq 1
0 0 z
Dann pa(z) = (zy — 2)N mit a(z;) = N. Aber nur 3(z) = 1:
01 0
Ker(A—2z41) = Ker O 1 = span(ey)
0 0
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Was immer geht tber C:
Definition 3.22

A e Mat(N x N, K) trigonalisierbar < 3 invertierbares
M e Mat(N x N, K), so dass M~ AM obere Dreiecksmatrix

Bemerkung 3.23
Trigonalisierung von A nicht die obere Dreiecksmatrix nach Gauss!
Dort ist M, so MA obere Dreiecksmatrix, und nicht M—1AM

Satz 3.24

Es sind aquivalent:

(i) A trigonalisierbar

(il) Charakteristische Polynom faktorisiert in K

(i) 3 Folge von Unterrdumen {0} = Vo c Vic...c Vy_1c W=V
mit dim(Vy,) = n und AV, c V,, d.h. V, ist A-invariant
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Beweis. (i)=(ii) pa(z) = det(A — z1y) = det(M~TAM — z1y)
Produkt der Diagonaleintrage, also faktorisiert

(if)==(iii) Folge heiBt auch Fahne. Existenz durch Induktion tber N
Induktionsanfang N = 1 klar. Induktionsschritt N —1 — N

Sei z; € K Eigenwert mit Eigenvektor v; € KV (nach Voraussetzung)

Vervollstandige zu Basis = M = (vy,...,vy) =
M-1AM = (Z(; g) C e Mat((N—1) x (N—1),K)

Induktion: 3 invertierbares K, so dass K—!'CK obere Dreiecksmatrix

-1
1 0) iyl 0)_ (2 BK
0 K 0 K 0 K-'CK

. 10
Fahne von Aist V, =M ( K) span(eq,...,en) (Check!)

0
(iii)==(i) Wahle v, € V,\V,_1 = vq,..., vy linear unabhangig
= mit M = (v4,...,vy) ist M~1AM obere Dreiecksmatrix
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Korollar 3.25

A e Mat(N x N,C) ist iber C trigonalisierbar,
d.h. 3 invertierbares M, so dass M—'AM eine obere Dreiecksmatrix

weil charakteristisches Polynom faktorisiert Gber C O

Anwendung der Trigonalisierung:
Theorem 3.26 (Satz von Cayley-Hamilton)
Fir jedes A € Mat(N x N, C) gilt

Pa(A) = 0

wobei pa(A) durch Funktionalkalkdl definiert ist.
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Beweis. Sei M € Mat(N x N, C) Basiswechsel so dass B = M~'AM
obere Dreiecksmatrix

Pa(A) = Mpa(B)IM™' = Mpg(B)M™"
Also: es reicht Sachverhalt fir obere Dreiecksmatrizen zu zeigen!
Induktion Gber N. Fir N = 1 trivial. Fir Schritt von N — 1 nach N sei

B:</\ C) , reC
0 D

mit oberer Dreiecksmatrix D € Mat((N — 1) x (N — 1), K)
Induktionsvoraussetzung: pp(D) = 0. Zudem pg(z) = (A — 2)pp(2)
Nun folgt (Details zur Ubung) firr eine geeignete Matrix C':

pB(B) = ()\1/\/ — B)pD(B) = (g )\1_E:D> (pD(;)\) pDC(/D)>

_ (0 -C po(A) C"\ _
0 M-D o o0/
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Weitere Anwendung der Trigonalisierung
Satz 3.27

det(e?) = ™™ | AeMat(N x N,C)

Beweis. Sei B = M~ AM obere Dreiecksmatrix
Dann B = D + S wobei D diagonal, S strikte obere Dreiecksmatrix
Dann B" = D" + S, und €f = eP + S mit strikten 0.D. S, S’

det(e?) = det(eMBM )

(
— det(MePM~)
— det(e)
— det(eP)
_ eTr(D)
_ olt(0+s) _ gTrmd+sm=") _ Tr(A)

O]
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Definition 3.28 (Spektrum einer linearen Abbildung)

Das Spektrum Spec(T) « Kvon T € L(V) ist die Menge aller z € K,
fir welche T — z1y kein Isomorphismus von V ist

Satz 3.29

Sei T € L(V) auf einem Vektorraum V (ber K mit endlicher Dimension
N = dim(V) < «. Dann gilt

Spec(T) = {z e K|z Eigenwert von T }

Falsch falls dim(V) = o« weil es kontinuierliches Spektrum gibt!

Beweis. ">” z Eigenwert = T — z 1y, hat nicht-trivialen Kern
"c” T — z1y kein Isomorphismus = nicht injektiv oder nicht surjektiv
Falls T — z 1y nicht surjektiv nach Rangsatz auch nicht injektiv

Falls nicht injektiv 3 Eigenvektor von T zum Eigenwert z O
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4 Vektorraume mit Skalarprodukt

Definition 4.1

Sei V Vektorraum Uber K. Skalarprodukt ist Abbildung
(Y Vx VoK < V v,v,we Vund A e K gilt:
(i) <w|v + AV =<{w|v) + Xw|V')  (Linearitit im zweiten Argument)
(ily (wlv) ={viw)  (Symmetrie)
(iii) <vjvy =0 (Positivitit)
(iv) vlv)=0 = v=0 (Nicht-Entartung)
Dann Norm (auch Lange) definiert als |v| = /{v|v)
Vektorraum mit Skalarprodukt (V,{:|-)) heiBt
e euklidisch falls K = R
e unitér falls K = C
e Hilbert-Raum falls vollstandig, z.B. wenn endlich dimensional
e Pra-Hilbertraum
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Bemerkung 4.2
Im Fall K = R: Eigenschaften (i) und (ii) <= Skalarprodukt bilinear

Im Fall K = C hingegen: Skalarprodukt anti-linear im ersten Argument
Oviw)y = X v|w)

Mathematikliteratur: oft Antilinearitat im zweiten Argument

Hier wie in Physik und insbesondere der Quantenmechanik
Dirac’sche BraKet Notation auch aus Physik:

Ein Bra ist (v| und ein Ket ist |w). Zusammen bracket=Klammer {v|w)
Ket ist Vektor in V, Bra Vektor aus Dualraum V* = L(V, K)

Andere Notationen in Mathematikliteratur: (v, w), (v|w)...
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Beispiel 4.3
Sei V = KN. Das euklidische Skalarprodukt ist dann definiert als

V4 W1
viwy = WTw = ) %w, ,  v=|1:1], w=

VN Wn

In der Tat gelten alle vier Axiome, z.B. (iii) ist richtig, weil

N

N
vlvy = Z VnVn = Z ’Vn\z
n=1

n=1
als Summe nicht-negativer Zahlen nicht-negativ ist
Auch folgt (iv), da:

Summe positiv < ein Summand positiv < v + 0
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Beispiel 4.4

Sei weiter V = KN und B e Mat(N x N,K). Wir setzen

N
(Viwys = (V)" Bw = Z Vn Bn,m Wi ) v,weKN
n=1
Spezialfall B = 1) wieder euklidisches Skalarprodukt

Axiom (i) klar, aber Symmetrie (ii) bendtigt Zusatzeigenschaft

(BT = B d.h. B selbstadjungiert

In der Tat:
N N
(vlw)g = Z VnBomWm = Z Vn Bm.n Wm
n,m=1 n,m=1
N

= Z WnBnmVvm = (w|v)g

n=1
Eigenschaften (iii),(iv) < Positivitat der Matrix B (Eigenwerte positiv)
Hierzu spater mehr.
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Beispiel 4.5

Sei V = Ry[x] der reelle Vektorraum der Polynome mit reellen
Koeffizienten vom Grade héchstens N. Dann dim(V) = N + 1

Skalarprodukt definiert (Ubung!) mit Integral:

!
{plgy = Lp(x)q(x) d . p.geRux]

Bemerkung 4.6
dim(V) <o = 3 Skalarprodukt
Zu beliebiger Basis (by, ..., by) definiere Skalarprodukt durch

<bn|bm> = 5n,m

und anschlieBend antilineare bzw. lineare Fortsetzung auf V x V, d.h.

N N N
viw) = ZVan , VzZann, W=2Wnbn
n=1

n=1 n=1
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Definition 4.7 (Begriffe in Pra-Hilbertraum (V,{:|-)))

(i) v,w e V orthogonal (Kurzschreibweise v.lw) <= <(v|w)=20
(i) ve Vnormiert < |v| =,/Av|v) =1
(iii) (u;)ies orthogonale Familie <= wu; Lu; Vi,jel i+#j
(iv) (uj)je; orthonormierte Familie

<= (Uj)je orthogonale Familie und |[uj| =1V iel

— <U,'|Uj> = 5,"/' \ i,je /
(v) Orthonormalbasis ist Basis, die auch orthonormierte Familie ist

v

Beispiel 4.8

In KN mit dem euklidischen Skalarproduk, ist die Standardbasis eine
Orthonormalbasis (Ubung)
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Satz 4.9

Seien (ux)k—1,.. k orthonormiert. Dann gilt fiir alle v € V :

K K
Iv[Z = DT Kviul? + v = > Cuvyugl®  (Pythagoras)
k=1 k=1
und somit

K
IvI? > Z |{v]ugd? (Bessel Ungleichung)
k=1

Korollar 4.10 (Cauchy-Schwarz Ungleichung)

Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und seien v, w € V. Dann

[Kviw)| < [v][w]

v

Beweis: Fall w = 0 trivial. Sonst Bessel Ungleichung fur {ﬁ}. O
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Beweis: Setze w = Y'K_, (ux|v)uk. Dann gilt (v — w) L w, da

K

(v—wlw) = Y (U v)(v — wlu)

k=1

K K
=k2_1<uklv> <v|uk>—/_21<u,|v><u,|uk> ~ 0

1,k
Geometrisch: w orthogonale Projektion von v auf span{uy, ..., uk}
Somit:
[v[? = <viv)
=V—w+wv—-w+w)
= {v—w|lv—w) + {w|lw)
und (wiw) = |w|? = S [Kuk|v)[? O
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Bemerkung 4.11 (Winkel zwischen zwei Vektoren)
Zu v,w e Vist Winkel x(v, w) € [0, 7] definiert durch

cos(x(v,w)) = :|<VVI|HV://V>\|

Cauchy-Schwarz: rechte Seite in [0, 1] und cos : [0, 5] — [0, 1] bijektiv

Satz 4.12

(V,{|-)) Vektorraum mit Skalarprodukt. Norm |v| = +/{v|v) erfillt:
(i) [Avl = [Alfv]  (Homogenitit)

(i) |[v+w|<|v|+|w|  (Dreiecksungleichung)

(i) Jv|]=0 = v=0 (Nicht-Entartung)

Definition 4.13

Ein Vektorraum V mit |.| : V — R~ und (i),(ii),(iii) heiBt normiert
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Beweis: |\v| = |\|||v| klar, ebenso Nicht-Entartung
Nun zur Dreiecksungleichung: Mit Cauchy-Schwarz Ungleichung

v+ w|? = (v[v)y + viwy + (wlv) + (wlw)
= |v[®+2 Relv|w) + |w|?
< VP +2|v)|w] +|w]? = (|v] + |w])? ]
Korollar 4.14
FiralleveV
vl = sup [{w|v)|
[w(=1

Beweis: Nach Cauchy-Schwarz [(w|v)| < |w| |v| = ||v|
Somit Supremum auch < ||v||
Andererseits fihrt Wahl w = m zur Gleichheit O
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Nun zu weiteren geometrischen Informationen.
Satz 4.15 (Parallelogrammregel)

Sei (V,{:|-)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt

2 2 2 2
[v+w|™ + fv—w|" = 2(|v|" + [w]%)

Beweis: Rein algebraische Rechnung:

Iv+wl?+ v —w|?

= v+wlv+w) + (v—wlv—w)

= (V|v) + (viw) + (W) + (w|w) + (v|v) = (viw) — (w|v) + (w|w)
2v|v) + 2Zw|w)

OJ
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Satz 4.16 (Polarisationsidentitaten = Skalarprodukt durch ||.||)
Sei (V,{:|-)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. FirK = C

viwy = 2 [(1v + wiP = v = wiP) — i(lv + iwl? ~ v — iw]?)]
und firK = R:

(viw) = [HV+ w(? — v —w|?]

Beweis wieder nur algebraische Rechnung. Schwieriger ist:

Satz 4.17 (Charakterisierung nach John von Neumann)
Norm eines normierten Vektorraumes durch Skalarprodukt induziert
<= Norm erfillt Parallelogrammregel

Das Skalarprodukt ist dann durch Polarisationsidentitat gegeben
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Satz 4.18

(V,<:|-)) endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt

(uy, ..., uy) Orthonormalbasis. Koordinatenabbildung M : V — KN
(w|v) N
M(v) = | —  v="Y V)t
(un|v) "~
AuBerdem
viw)y = (M(v)IM(w)) , v,weV

wobei rechts euklidisches Skalarprodukt im KN steht

Kein Gauss fir Zerlegung nach ONB, nur Skalarprodukte!
Umschreiben:

N N
vi= V) = D lununlvy = 1 =} [unun
n=1 n=1
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Beweis: Bilde Skalarprodukt von v = Z,’;’ﬁ Ak Uy mit up:

N
Wnlvy = D7 Ak nluky = An
=

Zweite Behauptung:

viw)

N N
O uklvyui| Y (un|w) upy
k=1 =1

N
Z (U | vy {un|w) 6k

k,n=1

N

2 {vIuny (un|w)
n=1
M(V)|M(w))
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Standardverfahren zur Erzeugung von Orthonormalbasen in (V, {(:|-)):

Satz 4.19 (Gram-Schmidt Verfahren)

v1,..., VN linear unabhéngiger Vektoren in V
== 1 orthonormierte Familie uy, ..., uy mit
span({Vy,...,Vn}) = span({u1,...,Un}) , n=1,....N

Die orthonormierte Familie kann iterativ konstruiert werden durch

Ve — 2RI V) U
n- —
[V = Sok=1 <tk | Vi) k|

Zusammen mit dem Basiserweiterungssatz erhalt man:
Korollar 4.20

Jede orthonormierte Familie kann zu Orthonormalbasis erweitert
werden
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. . —1
Beweis: Setze w, = >/ {Uk|Vn) Uk
wj, ist Projektion von v, auf von uy, ..., u,_1 aufgespannten Unterraum
weil (vp —wp) Lugfirallek=1,...,n—1:

n—1
(U|Vi = Wy = CUk|Vay — > (| vin)u|up)
=

n—1
= {Uk|vn) — Z<U/|Vn>5k,/ =0
=1

Also bilden uy, ..., u,_1, Vo — W, eine orthogonale Familie
Normieren von v, — w;, ergibt u, und somit orthonormierte Familie [

Bemerkung 4.21
Mit Hilfe des Gram-Schmidt Verfahrens werden samtliche Familien
orthogonaler Polynome erzeugt (Legendre, Hermite, Laguerre, etc.)
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Beispiel 4.22 (in euklidischen V = R®)

1 1 0
vi=|1],w=|0]|, v3= |0 |Basis. Bilde u; = I
0 1 1
1 1
DannW2=v2—<v2|u1>u1= 0 _\/LE\/LQ 1
1 0
1 1
1 21 2 21
undup = 2 =1 [ _1]=21]_1
Analog: w3 = v3 — (V3 | Uj)us — (V3 | Up) Up = ... =
—1
und uz = ”V%” = \/Lg 1 Dann ist (uy, us, u3) ONB

1

vy

w|—

W= =
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Definition 4.23 (Orthogonale Projektionen in (V,{:|-)))

(i) Eine lineare Abbildung P e £(V) heiBt idempotent < P? = P

(i) Einidempotentes P € L£(V) hei3t (orthogonale) Projektion
«— (v|Pw) = (Pv|w)firalle v,we V
(iii) Dimension einer Projektion ist die Dimension des Bildes Ran(P)

(iv) Orthogonales Komplement zu P ist die Projektion 1 — P

Beispiel 4.24
Eine 2 x 2-Matrizen, die idempotent, aber nicht Projektion ist:

L =1 b
p=|(2 V* . bo<
c — bc 4
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Satz 4.25 (Eigenschaften von Projektion P)
(i) Firw e Ran(P) gilt Pw = w

(i) Furw L Ran(P), d.h. w L v fur alle v € Ran(P), gilt Pw = 0
(i) Seiuy,...,uy Orthonormalbasis von Ran(P). Dann

M

P = 21 | Um){Uml|

Beweis: (i) Sei w = Pv. Dann gilt (nur idempotent verwandt!)
Pv—-w = P2v—Pv = Pr—Pv = 0

(i) Da (Pw|v) = (w|Pv) = (w|v) = 0 gilt Pw L Ran(P)
Zudem Pw € Ran(P), also Pw =0
(iii) Rechte Seite erfilllt (i) und (ii) und stimmt somit mit P (berein O
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Umformulierung:

Satz 4.26 (Gram-Schmidt Verfahren)

vi,..., Vy linear unabhéngiger Vektoren in V
= 3 orthonormierte Familie uy, . .., uy mit
span({Vy,...,Vn}) = span({u1,...,Un}) , n=1,....,N

Die orthonormierte Familie kann iterativ konstruiert werden durch

Vn — Pp_1vp

u — F—
5 [Vn — Paqval

wobei P,_ die Projektion auf den von uy, ..., u,_1 augespannten UR:

n—1
Poot = > Uk ul
k=1
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Satz 4.27 (Riesz Lemma fur endlich dimensionales (V,{:|-)))

Zu jedem linearen Funktional T € L(V,K) existiert eindeutiger Vektor
wr € V mit
T(v) = {wr|v) , VveV

Also ist Dualraum V* = L(V,K) isomorph zu V

Beweis: T durch Werte auf ONB uy, ..., uy festgelegt. Wahle

N
wr = > T(uk) U
P

Einsetzen zeigt dann {wr|up) = T(up) firn=1,...,N
Nun sind beide Seiten in T(v) = (wr|v) linear in v
Ubereinstimmung auf Basis — gleich als lineare Abbildungen ]
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Satz 4.28 (Adjungierte lineare Abbildung)

Seien V, W, U endlich dimensionale Vektorrdume mit Skalarprodukt
Zu linearem T € L(V, W) existiert eindeutiges T* € L(W, V) mit

(T*wlv) = {w|Tv) veV, weW

Falls S € £L(W, U), dann (ST)* = T*S*

Satz 4.29 (Adjungierte Matrix ist adjunigierte lineare Abbildung)
Spezialfall: V = KM und W = KN euklidisch

T = Ae Mat(N x M, K) lineare Abbildung durch Matrixmultiplikation
= T* = A* e Mat(M x N,K) wobei adjungierte Matrix gegeben als

(AYmn = Anm — A = AT = (AT

Fiir Matrix B € Mat(M x K, K) gilt (AB)* = B*A*
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Beweis von Satz 4.28: Nur Existenz von T*, Eindeutigkeit Ubung
Fur festes w ist Abbildung v € V — (w|Tv) lineares Funktional
Nach Riesz Lemma existiert v, € V, so dass

W[Tv) = (vwlv)
Setze T*w = v,,. So definiertes T* ist tatsachlich linear:
(T*(w + M) V) = Wy |V) = W+ AW |TV) = (w|Tv) + XW|Tv)
= (Vp|V) + X vy V) = (T*w|v) + X(T*W|v)

Also

(T*(Ww+ W) = T*w = AT*W'|v) = 0 |, VveV
Also Linearitat von T* wegen Lemma. Regel (ST)* = T*S* dann klar
Lemma 4.30
Falls (w|v) =0 firalleve V, sogiltw =0

Beweis: Insbesondere (w|w) = 0 und somit w = 0 O
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Beweis von Satz 4.29:
Regel (ST)* = T*S* folgt nach Ausschreiben

Spezialfall: sei v =YY . v,ene KMund w = 3N, wye, e KN

(W|AV) =

D=
DMz F D=

N
Wn Vi {em|Aen) = Z

M=

Wn Vin Am.n
n=1

3
I

1
(A*w|v) =

:MZ

N M
Also (w|Av) = (A*w|v) flr alle v, w.

3
IR

(A*)nm

3>

=1 m=1

SchlieBe mit Eindeutigkeit der adjungierten Abbildung
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Definition 4.31

V und W endlich dimensionale Pra-Hilbert-Raume Uber K
(i) Ue L(V, W) hei3t unitdar < U*U =1, und UU* =1y
(i) Falls K =R, hei3en unitare Abbildungen auch orthogonal
(i) Te L(V)=L(V,V)heiBtnormal < T*T =TT*
(iv) T € L(V) heiBt selbstadjungiert oder hermitisch < T* =T
Bei Matrizen wird euklidisches Skalarprodukt verwandt, d.h.
(i) UeMat(N x N,K) unitdr < U*U =1 und UU* =1
(i) Falls K = R, heiBen unitare Abbildungen auch orthogonal
(i) AeMat(N x N,K) normal < A*A = AA*
(iv) Ae Mat(N x N,K) selbstadjungiert oder hermitisch < A* = A

v
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Bemerkung 4.32
1. Jede selbstadjungierte Abbildung ist normal
2. Jede unitare Abbildung ist normal
3. Fir jede unitare Abbildung U e £(V, W) gilt U* = U~
Insbesondere: U*U = 1y impliziert UU* = 1y
4. Jede unitare Abbildung U € L(V, W) erhalt das Skalarprodukt:

UviUw)y = (viw) ) Vv,weV

Umgekehrt: U e L£(V, W) erhdlt Skalarprodukte = U unitar
5. (Uq,...,uy) ONBvon KN — U = (u, ..., uy) unitér, da

6. U(N) = {U e Mat(N x N,C) unitér} unitare Gruppe
da: U, U’ unitdar = (UU")*(UU') = (U)*U*UU = (U )*U =1
O(N) = {U € Mat(N x N,R) orthogonal} orthogonale Gruppe
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Zusammenhang zwischen hermitisch und unitar
Satz 4.33
Sei A e Mat(N x N, C) selbstadjungiert, d.h. A* = A. Dann

e A unitir

Beweis: (¢/4)* = e~/4 und da A normal ist

(eA)relA — e iAgiA — g iAHIA _ g0 _ 1

Umgekehrt: A = —i log(U) selbstadjungiert wenn U unitar
Die unitaren bilden U(N), eine sogenannte Lie-Gruppe
Lie-Algebra hierzu sind die hermitischen Matrizen
Beispiel 4.34

pitos _ 093(9) =sin(0)) | obei o5 — 0 ") Generator
sin(d) cos(f) i 0
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Satz 4.35 (Unitare Trigonalisierung nach Schur)

Sei A e Mat(N x N,C). Dann existiert unitdres U € Mat(N x N,C),

S0 dass
U*AU obere Dreiecksmatrix

Beweis ist ganz analog zu (ii)==(iii) in Satz 3.24 (Trigonalisierung)
Nur noch Unitaritat als Zusatzeigenschaft

Wiederholung des Arguments!
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Beweis: Induktion Gber N. Fall N = 1 klar, also Schritt N -1 —- N
Sei z; Eigenwert mit normiertem Eigenvektor uy
Vervollstandige zu ONB uy, ..., uy und setze V = (uq, ..., uy)

VAV = (U1,. . UN)*(AU1,. .. ,AUN)

Zq B
= (Uq,...,un)" (zqu1,Als ..., Auy) =
(U N)* (211, Aug N) (0 C)

Voraussetzung: 3 unitares W, so dass W*CW obere Dreiecksmatrix

10 gy (! O _ (& BW
0 wr 0w 0 WrCcw

ist eine obere Dreiecksmatrix

1

Aber Basiswechsel U = V (O 0> unitar als Produkt von unitaren []
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Satz 4.36 (Spektralsatz fir normale Matrizen)

Sei A e Mat(N x N, C). Dann gilt
A normal — A unitir diagonalisierbar

Genauer bedeutet Letzteres: es gibt Eigenwerte z{, . ..,zy € C
(nicht notwendigerweise paarweise verschieden) und eine Unitare U,
S0 dass

Z
U*AU = D ) D =
Zy
Fiir normales A gelten zudem die Aquivalenzen:
A selbstadjungiert — z,...,ZyeR
A unitér — 1=|zi|=...=|z)\l
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Beweis: <" Weil Diagonalmatrizen vertauschen gilt dann

A*A = UD*U*UDU* = UD*DU* = UDD*U* = UDU*UD*U* = AA*
"—" Sei U unitar mit B = U*AU obere Dreiecksmatrix (Satz 4.35)

B*B = U*A*UU*AU = U*A*AU = U*AA*U = U*AUU*A*U = BB*
d.h. B auch normal

Behauptung: normale obere Dreiecksmatrizen sind diagonal
Induktion Uber N. Anfang klar. Schrittvon N — 1 — N:

N
BiilP = (B*B)11 = (BB*)1,1 = [Bi1® + ). Byl
n=2

sodass By, =0flirn=2,...,N. Somit

g _ (B 0
0o C

wobei C normale obere Dreiecksmatrix der GroBe N — 1,
also nach Induktionsvoraussetzung diagonal!
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Nun zum Zusatz
Sei also A selbstadjungiert und Av = zv mit |v| = 1. Dann
z = z{v|v)
= (vlzv)
= (V|Av)
= (A*v|v)
= (Av|v)
= (av|v)
= Z
Umgekehrt, wenn z{, ..., z), € R, dann gilt
A* = (UDU*)* = UD*U* = UDU* = A

Ahnlich wird bei unitdrem A verfahren
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Beispiel 4.37

Sei A= (Z b mit a, b € C. Rechnung: AA* = A*A, d.h. Anormal
a

pa(z) = (a— z)? — b> — Eigenwerte zy = a+ b, zz=a— b

1 1
Normalisierte Eigenvektoren vy = ﬁ (1> Vo = ﬁ <_1>

. . 1 1 o
Tatsachlich auch orthogonal und somit U = \/lé ( . unitar

Dannist U~TAU = U*AU = D diagonal

Eigenvektoren nur bis auf Phase eindeutig

1 6191 eleg )
= U = = . _ | mit 81, 6> € R andere Wahl
6191 _eleg
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Satz 4.38 (Spektralsatz fur reelle symmetrische Matrizen)

Sei A= AT e Mat(N x N,R) symmetrisch (d.h. reell hermitisch). Dann

z
O'A0O=D , D= , O orthogonal

/
AN

Beweis: Als komplexe Matrix gilt A* = (A)T = AT = A

Nach Spektralsatz 3 unitare (komplexe) Matrix U mit U*AU = D
Spaltenvektoren u, von U = (uy,. .., uy) Eigenvektoren von A

Jeder Eigenraum E,4(zx) invariant unter komplexer Konjugation v — Vv:

Av = zv — Av = zv

Nach unten stehendem Lemma existiert eine reelle ONB von Ex(z)
— zusammen reelle ONB O = (v4,..., vy) von RN O
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Lemma 4.39

Sei Unterraum V < CN invariant unter komplexer Konjugation (V = V)
Dann existiert reelle Orthonormalbasis von V

Beweis: Die Basis wird iterativ konstruiert
Sei V' < V Unterraum, der schon reelle ONB vy, ..., v, besitzt
Wahle Einheitsvektor u € V, orthogonal auf V’. Dann sind
Re(u) = 1(U+U) , Sm(u) = l.(u—U)
2 2i
beide in V und beide orthogonal auf V’, da

(lty = {wluy =0 k=1,...,n

Nun Re(u) oder Sm(u) ungleich Nullvektor
In ersterem Fall setze v, = Re(u)/|Re(u)|, im anderen analog [

Mathematik fiir Physiker 2 4. Vektorrdume mit Skalarprodukt 89 /359



Verallgemeinerung in abstrakien Rahmen

Satz 4.40 (Spektralsatz fir normale Abbildungen)

Sei (V,{.]|.)) endlich dimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt

Zu normalen T € L(V) existiert ONB (uy, ..., uy) So dass
darstellende Matrix diagonal:
U*tu = D , U= (uq,...,un)

Insbesondere: algebraische = geometrische Vielfachheiten

Beweis: Sei W = (v4, ..., vy) beliebige ONB von V
Dannist A= W*TW e Mat(N x N, C) normal, weil

A*A = (W*TW)*W*TW = W*T*TW = W*TT*W = AA*

Spektralsatz: 3 unitares V € Mat(N x N, C) mit V*AV = D diagonal
Somit erflllt U = WV = (uy,. .., uy) die Behauptung ]
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Vorbereitungen flir weitere Formulierung des Spektralsatzes:
Definition 4.41

Seien W, W' < V Unterraume von (V,{.|.))
Dann ist orthogonales Komplement von W definiert durch

Wt = {veVi|viwVY we W}
Zudem:

w 1w — wlw YweW, weW

Satz 4.42

Seidim(V) < oo und W < V Unterraum

(i) Wt ist Unterraum

(i) W Wt = V direkte orthogonale Summe,
d.h. span(W,W+) = V, aber W ~n W+ = {0}

iy (WHL = w
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Beweis: (i) Seien v, v/ € W' und A € K. Dann v + \v' € W' weil
v+ AV |wy = (viw) + XV w) = 0+X1-0 =0

(i) Sei uy, ..., uy eine ONB von W

Vervollstandige zu ONB uy, ..., uy von V

Dann sind Uy 1, . .., uy in W' und spannen W+ auch auf
(iii) folgt aus Argument in (ii)

Satz 4.43

Sei V = W@ W+ Zerlegung in Unterraum W und sein Komplement.
Zu jedem v e V gibt es Zerlegung v = w + u mitw € W und u e W+
Definiere P : V — V durch Pv = w.

Dann ist P eine Projektion mit Ran(P) = W.

Merke Korrespondenz: Unterraum < Projektion auf Unterraum
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Beweis: Zu zeigen: P linear, idempotent, selbstadjungiert

Fir die Linearitat von P, seien v,v' € Vund A e K

Zerlegungen: v =w +uund V' = w + v mitw,w' e W, u, v’ e Wt
Also w + Aw’ € Wund u + MU' € W+ (weil W und W' Unterrdume)
Zudem v + AV = (w+ W) + (U + A\U)

Also P(v + \V') = w + Aw/ = Pv + APV

Idempotent klar nach Definition der Abbildung P
Far P = P*, verwende vervollstandigte ONB von W:

N N
v = Zvnun , Vo= Zv;,un
n=1 n=1
Dann gilt
M M
Pv = Zvnun : PV = Zv,’,un
n=1 n=1

Einsetzen zeigt (V'|Pv) = (PV'|v)
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Das orthogonale Komplement tritt auch in Zusammenhang mit
Abbildungseigenschaften auf

Satz 4.44
Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und T € L(V). Dann gilt

Ker(T*) = Ran(T)*

Beweis. In der Tat:

v e Ker(T") — Ww|T*vy=0 V weV
— (Iwlv)=0 V weV

— v e Ran(T)t

was den Beweis schon beendet ]
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Satz 4.45

Seien Wy, ..., Wy Unterrdume endlich dimensionalen (V,{.|.))
P, ..., Pk zugehérige Projektionen. Dann:
Wi, ..., Wx paarweise orthogonal — PixPn = 0k n Pk

Beweis: "—" Wenn k = n, dann PPy = (Px)? = Px = 6x.n P«
Seinun k + nund uy(k), ..., Uy (k) ONB von Wy. Dann

M(k)

PePn = > ui(k)Xuy(k |Z|U/' )Xup(n)| = 0

=1

<" Seien k + nund wy € Wy und w, € W,
Dann gilt Pxwy = wy und Pow,, = wy. Mit (Py)* = Py folgt

(Wi|Whn) = (Pxwi|Pawn) = (Wk|(Px)*PnaWn) = {Wk|PxPpwp) = 0
Also W, 1L W, ]
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Satz 4.46 (Projektionsoperatorversion des Spektralsatzes)

V endlich dimensionaler komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt
ZuTe L(V) seien zy,. .., zx paarweise verschiedene Eigenwerte
und Py, ..., Pk die Projektionen auf die zugehdrigen Eigenrdume

Dann ist T € L(V) normal genau dann, wenn Folgendes gilt:

K
T = Z Zk Pk
k=1
mit

1y = Z Pk : PkPn = 0k .nPk
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Beweis: Sei U = (uy, ..., uy) die in Satz 4.40 gegebene ONB, d.h.

Z N
T =UDU* , D= = > zplenxen
Z;V n=1
wobei e, . .., ey die Standardbasis von CN ist. Somit gilt

N K
T = Zz;, Ulen)enlU* = sz Z |Un)Un|
n=1 k=1

n, zp=2z

Hier wurde Summe umgeordnet, so dass lediglich paarweise
verschiedene Eigenwerte z, auftreten. Aber:

P« = Z |un)unl|

n, z)=zx

und somit die Darstellung von T sowie andere Eigenschaften
Die Umkehrung sei als Ubung verifiziert
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5 Jordansche Normalform

Erinnerung: Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar, so wie z.B.:
Definition 5.1

Ein Jordan Block der GréBe N mit Eigenwert z; € C ist

zz 1 0 0

0 Zq 1 0

IN(Z1) = (21 0n,m + Ontt,m)nm=1,.N = R
0 Zz 1
0 0 Zz

“Problem” ist: p,(5,)(2) = (21 — z)N aber nur ein Eigenvektor e;

algebraische Mult. «(zy) = N > 1 = [(zy) geometrische Mult.

Jordansche Normalform: in geeigneter Basis Jordan Blocke typisch
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Satz 5.2 (Jordansche Normalform von Matrizen)

Sei A e Mat(N x N,C). Dann existiert sogenannte Jordan Basis
M = (b,...,bn) und Jordan Blécke Jn,(2}), - .., Jn,(Zx), SO dass

JN1 (24)
M1AM =

JIni (Z)

Bemerkung 5.3
1. Satz Gbertragt sich auf T € L(V), wenn dim(V) < w0
2. Struktur des Skalarproduktes wird nicht verwandt

3. In Jordan’scher Normalform kénnen Jordan Blécke gleiche
Eigenwerte haben

4. Fur reelles A gilt Jordan Zerlegung mit reellen M nur, wenn Py
Uber R faktorisiert. Immer gilt es mit komplexem M!
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Beweis des Satzes: Konstruktiv

Wichtige Begriffsbildungen:

Definition 5.4

Der verallgemeinerte Eigenraum von A zu z der Stufe j > 1 ist
Eaj(z) = Ker((A—z1))

Vektoren aus Ey j(z) hei3en auch verallgemeinerte Eigenvektoren

Bemerkung 5.5
1. Exj(2) ist als Kern einer linearen Abbildung ein Unterraum
2. Eigenraum Ex(z) von A zu z ist gleich E4 1(2)
3. Offensichtlich gilt E4(2) = Eaji1(2). Also

Ea1(z) © Epp(2) < Eps(2) < ...

Aber diese Folge ist endlich!
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Beispiel 5.6
Far einen Jordan Block A = Jy(z) wie oben gilt firj =1,... /N

EAJ(Z) = span(e1,...,ej)
In der Tat,
01 0 o\ 0 1 0
0O 0 1 0
(A—z1y = = 0 0 1
0O 0 1 0 O
0 0 O 0 0

wobei die ersten j Spalten gleich Nullvektoren sind
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Definition 5.7

Der Hauptraum von A zu z ist

Ha(2) = | JEaj(2)

=1

Beispiel 5.8
Fir einen Jordan Block A = Jy(2) ist der Hauptraum Hy(z) = KN

AuBerdem ist
INO) = In(Z2) =21y = A—Z1pN

nilpotent.

Definition 5.9
Eine Matrix S € Mat(N x N, C) heiB3t nilpotent <=3 ne Nmit S" =0

v
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Lemma 5.10 (Lemma von Fitting)

Abkirzung E; = Ey j(z) = Ker((A— z1 ) zu Eigenwert z e K
Definiere den Fitting Index zu z

f = min{jeN| Ey = )
und setze R; = Ran((A — z1)/). Dann gilt
(i) f=min{je N|R; = Rj;1}
(i) A—z1: Ry — Ry ist ein Isomorphismus
(ii) Ef.j= Efund Ry, ;= Ry firalle i = 0. Insbesondere Ef = Hy(z)
(iv) (A—z1)(E) = {0}, d.h. A— z1 ist nilpotent auf E;
(v) Ef und Ry sind invariant unter A — z1, d.h.
(A-z1)(Ef)c B,  (A=21)(R) < Ry
(vi) KN = E; @ Ry = Ha(2) ® Ry
(vii) dim(Ef) = dim(Ha(z)) = algebraische Multiplizitdt von z
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Beweis: ersetze A— z1 durchA — 0.B.d.A.z=0

Oben gezeigt: E; = Ker(A) erfillt E; < Ej 4
Zudem R; > Rj,1,da R4 = ATV = AR; wobei V = KN. Also:

E Vv % R

8 I V)
j+1
Ec V 2% Ry
Nach Dimensionssatz angewandt auf A/ : V — Vund A+! . V — V:
dim(V) = dim(E;) + dim(R;) = dim(E;;+) +dim(Rj;+)
Somit
Ri;1 = R < dim(R;;1) =dim(R;) (rechte Spalte des Diagramms)
<= dim(Ej.1) =dim(E;) (Dimensionssatz)
— E1=E (linke Spalte des Diagramms)

Dies impliziert (i)
Mathematik fiir Physiker 2 5. Jordan'sche Normalform 104 / 359



(ii) folgt da R = R¢, 1, so dass A: Rf — R¢,1 = Ry surjektiv
Somit A: R — Ry Isomorphismus

(iii) Hieraus folgt Ry, ; = R fur alle i > 1, mit Aquivalenz auch E;,; = E;

(iv) ist offensichtlich

(v) Lediglich hinzuzuflgen ist AE; < Ef_4 < E;

(vi) Nach Dimensionssatz fiir A" gilt: dim(E;) + dim(Ry) = dim(V)
Noch zu zeigen: E; n Ry = {0}
Seive Efn Ry. Dann Alv =0und v = A'w fireinwe V
Somit A2'w = 0,d.h. we Eyf = E. Alsov = A'w =0

(vii) Sei d = dim(Ey). Setze S = A|g,. Dann S’ = 0 nach (iv)
Also nur 0 Eigenwert und pg(z) = (—2)¢
Sei nun M = (My, M») = (Basis von E¢,Basis von Ry). Nach (v)

M; ' SMy 0 )

M~TAM = »
0 My (Alr,) Me

Also pa(z) = ps(2) pajs, (2) = (~2)7 pas, (2)
(i) = Al|p, Isomorphismus — PA|Rf(O) +0 = d=a0) 0

Mathematik fiir Physiker 2 5. Jordan’sche Normalform 105/ 359



Satz 5.11 (Hauptraumzerlegung)

Gegeben Faktorisierung des charakteristischen Polynomes:
pA(z) = (21 — z)a(z1) R (ZK — z)a(ZK)

Hauptrdume Hy = Ha(z), k =1,..., K, mitdim(Hk) = a(zx). Dann
(i) A(Hx) < Hg, d.h. die Hy sind A-invariante Unterrdume

(i) V=H®...®Hk

(iii) 3 Basis (bq,...,by) so dass

Zi 1a(z) + St
M~TAM =
Zk 14(z) + Sk

wobei Sy : K*(2) — K2 nilpotent ist
(iv) A= D+ S, wobei D diagonalisierbar ist, S nilpotent und DS = SD
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Beweis: (i) und (ii) nach iterativer Anwendung des Lemmas von Fitting
maoglich wegen Faktorisierung des char. Polynoms (vgl. Satz 3.24)

(iii) M ist Hintereinanderreihung von Basen der Hj und wieder Fitting
Die Zerlegung in (iv) ist nach (iii) klar und DS = SD nachrechnen [

Verbleibend: Wahl der Basis in Hauptraumen
Satz 5.12 (Jordansche Normalform fur nilpotente Abbildung)

Sei S € Mat(N x N, K) nilpotent (also nur 0 Eigenwert)
Dann 3 invertierbares M und ny,...,nx e Nmitny + ...+ ng = N und

JI71 (0)
M-1SM =
Jni (0)

Der technische Beweis zeigt, dass folgendes Verfahren funktioniert:

(FUr Details siehe Blcher, oder Skript LA)
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Konstruktion der Basis: Sei E; = Ker(S/). Mit Fitting Index f von S
0 =B cEcE..cE4cE=V=EKN
Alle Inklusionen echt und
S(Ej) < Ej_4 . j=1,.f

Setze
i = dim(E) - dim(Ej )

Dann zeigt man
I < 4 < o < ... €< N

Wabhle r¢ lin. unabh. by, ..., b, € E; mit span{by,...,b,} n Ef_4 = {0}
Firjedes r =1,..., r; gibt es sogenannte Jordan Kette

by, Sby, ..., S b,
Da S'b, = 0, ist M~1SM = J;(0) fiir M = (S"'b,,....by)
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Falls rs = ry ist Konstruktion beendet (da dann fry = fry = N)
Sonst existiert j mit ry = rj,4 < 1

Vervollstandige S"~/by,...,S" /b, € E\Ej_y durch s; = ri_y —r;
weitere linear unabhangige Vektoren by ., ..., b, € E\Ej 1,

so dass der gesamte Spann nur trivialen Schnitt mit £;_4 hat

Nun s; zusétzliche Jordan Ketten der Lange j:
b i+s:Sby s S b e, s=1,...,5

Dies gibt Jordan Blécke der GroBe j
ltereriere die Prozedur. Wenn r; = ry fertig, sonst beginne von Neuem
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Kochrezept fur Konstruktion einer Jordan Basis:

e Berechne die Potenzen S/

« Berechne E; = ker(S') mit Hilfe des Gauss Algorithmus

» Wahle sukzessive zusétzliche linear unabh. Vektoren in E}\E;_1,
nicht im Spann langerer Jordan Ketten
und deren Spann E;_4 nur trivial schneidet

e Bilde zugehdrige Jordan Ketten

e Jordan Basis durch Umkehrung der Reihenfolge

Beachte: viele Freiheiten, nicht eindeutig!
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Graphische Darstellung dieser Prozedur

s s s s s
ENEf—y  —  E4\E—p — Erp\E3 — — Ep\Eq — Eq
by Sby Szb1 S"2b1 Sf_1b1
by Sby $%b, 52, s~
by, Sby, S2by, s'=2p,, s b,
br,+1 Sbr,+1 Sf73b1,+1 Sf72b1,+1
bre_ Sbr_4 Sf_ab’f—1 Sf_zb’/—1
bry 41 Sbry 114
b’z Sbr2
br2+1
br.
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Beispiel 5.13

Sei
o 1 0 1
-1 1 A
S — 0
1 0 -1 1
1 —1 —1 0
Dann ist
o 1 0 1 o 1 0 1 0 00O
82__1110_111():0000
1 0 —1 1 1 0 -1 1 0 00O
1 —1 -1 0 1 —1 —1 0 0 00O

Also S nilpotent mit Fitting Index ist 2
Zunéachst Berechnung von Ker(S) = Ker(S™~") = E;
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Beispiel (Fortsetzung)

Ei = Ker(S) = span

Da dim(E,) = dim(C*) = 4 und dim(E;) = 2, gibt es
r—f=4-—2=2Jordan Blocke der Gro3e f = 2, keine weiteren
Mdgliche Wahl der zwei Vektoren in Ex\Eq = C4\E1 ist

1 0 0 1
0 1 1 1
br=| | b= Sby = , Sby =
1 . bo . - 1 : )
0 0 1 —1

M~1SM = diag(J>(0), J>(0)) mit Basiswechsel M = (Sby, by, Sba, bo)
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Beispiel 5.14

Sei
0 1 1

S=100 a ; aeC
0 0O

Jordan Basis in Abhangigkeit von a. Zun&chst:

82: 83:

o O O
o O O
O O N
o O O
o O O
o O O

Fallunterscheidung:
a + 0 = Fitting Index f = 3 = eine Jordan Kette der Lange 3

a = 0 = Fitting Index f = 2 = Jordan Ketten der Langen 2 und 1

v
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Beispiel 5.14 (Fortsetzung)

Fira+0
1 0
E, — Ker(S?) = span of, |1
0 0
Wabhl
0 1 a
by = |0| e Es\Ex — Sby = |a|, S?b; = |0
1 0 0
Somit
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Beispiel 5.14 (Fortsetzung)
Fall a = 0, also Fitting Index f = 2. Dann E, = C% und

1 0

E; = span 0|, 1

Wahl 0 -
0 1
b1 = 1 € Eg\E1 — Sb1 = 0
0 0

Dann wahle by € E4 linear unabhangig von Sby, z.B.

M~1SM = diag(J(0), J;(0)) mit Basiswechsel M = (Sby, by, bo)
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Beweis vom Hauptsatz (Satz 5.2):

K = C = charakteristisches Polynom faktorisiert

= Hauptraumzerlegung nach Satz 5.11

In jedem Hauptraum Hj wende Satz 5.12 auf nilpotententes Sy an [

Zusammenfassung zur Berechnung einer Jordan Basis:

e Berechne und faktorisiere charakteristisches Polynom

 Zu jedem Eigenwert z; bestimme den Hauptraum Ha(z))

e Innerhalb jedes Hauptraumes bestimme eine Jordan Basis
zur nilpotenten Abbildung (A — zj1) 4, (2,
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Beispiel 5.15

Sei
1 0 O
A=[11 —
00 2

Bestimme Jordan Basis!
Hier pa(z) = (2 — 2)(1 — 2)2 = z; = 2 und 2, = 1 Eigenwerte
Da z; = 2 algebraische Vielfachheit 1 hat, ist Hauptraum = Eigenraum

-1 0 O 0
Ep1(2) = Ker(A—21) = Ker| 1 —1 —1| = span —1
0 0 O 1

Hingegen hat z, algebraische Vielfachheit 2. Also ggf. Jordan Block

v
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Beispiel 5.16

00 O 0
Eap1(1) = Ker(A—11) = Ker[1 0 —1| = span 1
00 1 0

Also 3(1) =1 < a(1) = 2. Hauptraum Ha(1) = Ea2(1):

0 0O 0 1
Ha(1) = Ker((A—11)%) = Ker |0 0 1| = span{ (1], [0
0 0 1 0 0
Wahl
1
bo = | 0| € Ea2(1)\Eax(1)
0
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Beispiel 5.17

Dann
0
(A=1b = 1
0
Somit fuhrt
0 0 1
1 00
also zu
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Erste Anwendung der Jordan Form

Erinnerung (Definition 3.28 und Satz 3.29):
Spektrum von A € Mat(N x N, C)

Spec(A)

{z e C|z Eigenwert von A}
{ze C|z1 — A nicht invertierbar}

Wegen Letzterem gilt Spec(A) = Spec(M~1AM)
Satz 5.18 (Spektraler Abbildungssatz)

f . C — C analytische Funktion (konvergente Potenzreihe). Dann

f(Spec(A)) = Spec(f(A))

Fir diagonalisierbare A ist das sofort klar!
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Beweis. Jordan Zerlegung A = M(D + JYM~" von A
Also 0.B.d.A. A = D + J (nach obiger Bemerkung)
Sei f(z) = X =0 fn2" mit f, € C. Dann

f(D+J) = > fo(D+J)" = f(D)+S

n=0

wobei S wieder nilpotente obere Dreiecksmatrix. Also

f(z}) = * Z
fD+Jd) =1 0 .« ., D= :
0 0 f(zy) zZy

Somit charakteristisches Polynom von f(D + J) berechenbar
Behauptung folgt.
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6 Lineare Differentialgleichungen

Lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung
x(t) = Ax(t) . x(0) =X

wobei A e Mat(N x N, C) konstante Koeffizienten
te R — x(t) e CN differenzierbar mit Ableitung x(t) = dx(t)
und xo € CN eine sogenannte Anfangsbedingung

Wegen d;e¥* = Ae™ ist Losung gegeben durch
x(t) = e®xo

AuBerdem Ldsung eindeutig
(weil y(t) = e~ ¥x(t) erfillt y(t) = 0, so dass y(t) = konst,
und diese Konstante kann bei t = 0 berechnet werden)

Somit: auf Berechnung der Exponentialfunktion e reduziert.

Klar fir A diagonalisierbar, jetzt aber fir alle A!
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Berechnung von e mit Jordanscher Normalform

A=M'"D+JM , [DJ] =DJ—JD =0
wobei D diagonal und J nilpotent, Summe von Jordan Blécken
A _ tk Ak
e = > o
k=0
tk —1q k
= Y S (MT(D+ M)
k!
k=0
M1 tt D+ J)kMm
= ZH( +J)
k=0
_ M—1el‘(D+J)M

AuBerdem kommutieren D und J, also:
eIA _ M—1 eIDeIJM

Nun e® und e beide leicht berechenbar!
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Da J block-diagonal mit nilpotenten Jordan Blécken:

0 1 O 0 0
0 0 1 0 0
Jn(O) = ) ) . oo Jn(O)z =
0 0 1
0 0 0 0
Also
T
11 2!
2
n—1 tk 0 1 1_tI %
etJn(O) _ —Jn(O)k _ U
k!
=0 0 1
0 0

Nur noch Einsetzen in e = M—1ePe M

tn—1

(n—1)!

—
2~

—
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Beispiel 6.1

Es soll die Lésung des Anfangswertproblemes

10
X(t) = Ax(1) 11 1|, x©0) = | -1
0 0

berechnet werden. In Beispiel 5.15 wurde gezeigt, dass

0 0 1\/2 00\/0 0 1
A110011)110
1 0 0/\0 O 1 1 00
o 0 1\[/2 00 000 0 0 1
11o(o1o+oo1 01 1
1 00/[\0 O 1 000 100
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Beispiel 6.1 (Fortsetzung)

Also
0 0 1\ /e 0 0\ /1 0 0\ /0 O 1
e =|[-1 1 0||l0 e of{0 1 t|[0 1 1
1 00 0 0 e/\0 0 1/\1 0O
el 0 0
— |tet of et —e?t
0 0 e’
und die Lésung ist
et
x(t) = e®x(0) = | tet — e
&2t
was durch Einsetzen nochmals Uberprift werden kann.
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Systeme hoherer Ordnung

Homogenes lineares Differentialgleichungssystem
mit konstanten Koeffizienten und k-ter Ordnung:

y O — Ay T - = Ay = Ay =0
wobei A_1,...,Ap € Mat(N x N, C) zeitunabhéngig

te R — y(t) e CNist C* (komponentenweise, Real- & Imaginarteil)
mit Ableitungen y () = o,y k=1 (t)

Anfangsbedingungen:
yD0) = pjech . j=0,... k-1

Reduktion auf System erster Ordnung ist méglich!
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Reduktion von Ordnung

Setze:
b
0 1 0 Y 0
. y by
A= 0 . 0 ;o X = , Xo =
0 1
(k—2) b
y k—2
Ay Ay -+ A
0 1 k—1 y(k_1) bk_1

Dann gilt nach Ausmultiplizieren:
x(t) = Ax(t) . x(0) = xo

Beispiel 6.2
Gedampfte Schwingungsgleichung my” + ry’ + ky = 0 mit m,r,k e R
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7 Positive Matrizen und Singularwertzerlegung
Definition 7.1

A e Mat(N x N, C) positiv semidefinit < A = A* und Spec(A) < Rx>¢
A positiv definit, falls zudem 0 ¢ Spec(A)

Analog definiert sind negativ definite und semidefinite Matrizen
Kurzschreibweisen: A>0und A > 0, bzw. A<Ound A<O0

Beispiel 7.2
A > 0 bedeutet nicht positive Matrix-Eintrage:

1 -1
A = Zi =

B+v5)>0 — A>0

N =

Bemerkung 7.3
Esgit: A<0«<— —-A>0
Weil: p_4(z) = (—1)Npa(—z) = Nullstellen an 0 gespiegelt
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Satz 7.4
Sei A = A*. Dann

A= —  (VAv)=0 VvvecCN

0
Analog: A>0,A<0,A<0

Beweis. "—>" Nach Spektralsatz A = U*DU mit D > 0. Also

Wi

N
w=| : |=Ur = (]Av) = (w|Dw) = Z dp|wp> = 0
Wy n=1
"<="Sei uy, ..., uy ONB zu Eigenwerten z}, ..., z), (Spektralsatz)

Nach Voraussetzung

z;, = {Up|Aupy = 0
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Korollar 7.5

Fur jedes B € Mat(N x M,C) gilt B*B > 0
Falls N = M und B invertierbar ist, gilt B*B > 0

Beweis. (v|B*Bv) = (Bv|Bv) > 0, und > 0 falls B invertierbar
SchlieBe mit Satz 7.4. ]

Korollar 7.6
Fir A= A* e Mat(N x N,C) und M € Mat(N x N, C) invertierbar:

A=>0 — M*AM >0

Falls M nicht invertierbar ist, gilt nur Implikation "—"
Analoge Aussagen fir positive Definitheit, und negative
Semidefinitheit und Definitheit

Beweis. Wieder nach Satz 7.4, da (v|M*AMv) = (Mv|A(Mv)) 0
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Korollar 7.7

Die positiv definiten Matrizen bilden einen Kegel, d.h.

A>0,B>0,\>0 = A+)B>0

Beweis. In der Tat, fir jeden Vektor v gilt

(V|(A+ AB)v) = (v|Av)+ A{v|Bv) > 0

Bemerkung 7.8
Es ist méglich eine partielle Ordnung auf der Menge der
selbstadjungierten Matrizen einzufihren:

A>B < A-B=>0

“Partiell” bedeutet, dass nicht alle selbstadjungierten vergleichbar sind.
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Erstes Kriterium fr positive Definitheit

Satz 7.9 (Descartes’ Vorzeichenregel)

Sei A = A* e Mat(N x N, C) mit charakteristischem Polynom

pa(z) = det(A—z1) Z pnz"

Dann sind p, € R und es gilt

(=1)"pp >0 fir n=0,...,N — A>0

Beweis. p, € R folgt aus pa(z) = pa=(2) = pa(2)
Hauptaussage gilt immer fir Polynome mit reellen Koeffizienten.
Trickreicher Beweis (z.B. Fischer, Lineare Algebra) ]
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Zweites Kriterium fUr positive Definitheit

Satz 7.10 (Hurwitz’ Hauptminorenkriterium)

Sei A= A* e Mat(N x N,C). Fiirn=1,..., N seien Untermatrizen
An = (Ak1)1<ki<n € Mat(n x n,C)

Ihre Determinanten heiBen Hauptminoren. Dann gilt

A>0 — det(A,) >0 Vn=1,...,N

Beweis. "—>" Erganze v € C" zu i/ € CN durch Nullen
Dann {v|Anv) = (V|AV) > 0 nach Voraussetzung

Nach Satz 7.4 folgt A, > 0

Nun det(A,) > 0 als Produkt der positiven Eigenwerte
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"«<" Aussage A, > 0 durch Induktion Gber n. Falln= Ndann A> 0

Ay > 0 klar (weil Determinante Diagonaleintrag). Schritt (n—1) — n

SeiA,_1 >0und uy,...,up_1 € C"~" ONB aus Eigenvektoren zu A,_+
zu Eigenwerten zy, ..., 2z, 1
Ergénzen durch je eine 0 liefert Uy,..., 0,1 € C"
= U4,...,0p_1,ep € C"ONB von C". Ersetze e, durch
n—1 1
V=6 - ) = (U |Anen) Uk
k=1
Dannist M = (i,...,Up_1,Vv) € Mat(n x n,C) invertierbar und
n—1 1
(| Anvy = {Ui|Aneny — > — (x| Anen) (| Anlix)
k=1 %k
n—1
= (U|Anen) — Z (Uk|Anen) {ty|lky = 0
k=1
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Weil M*A,M selbstadjungiert, folgt

M*AM = D 0
0 (v|Apv)

Nach Voraussetzung D > 0 und det(M*A,M) = | det(M)|?>det(A,) > 0
= letzter Diagonaleintrag {v|A,v) > 0
= M*A,M > 0 und nach Korollar 7.6 somit A, > 0 O
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Beispiel 7.11

Sei
2 -1 0
A=|-1 2 -1
0o -1 2
Dann ist

pa(z) = 2-2°%-2-2)—-(2—-2) = -2°+622—10z+ 4

Also liegen alternierende Vorzeichen vor und somit A > 0
Auch das Hurwitz Kriterium kann angewandt werden, denn

2 -1
det(A3) = 4, det(Ax) = det( . 2) = 3, det(A) =2

so dass alle Hauptminoren positiv sind.
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Definition 7.12
Betrag von A € Mat(N x M, C) ist 0 < |A| = (A*A)z € Mat(M x M, C),
wobei Wurzel durch Spektralkalkil von A*A > 0 definiert ist:
(11)? 141
A*A = U* U = |A =U" u
(1m)? pm

Eigenwerte um von |A| heiBen Singulérwerte von A. Ordnung

Bemerkung 7.13

Auch wenn N = M gilt nicht immer |A| = |A*|, es seidenn N = 1
Tatsachlich: |A| = |A*| < A normal

Aber positive Singularwerte von A und A* sind gleich (spater)
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Satz 7.14
Sei A e Mat(N x M, C). Dann gilt

Ker(A) = Ran(A*)*

wobei orthogonales Komplement in CM bez. Standardskalarprodukt
Zudem

Ker(A) = Ker(A*A) ) Ran(A) = Ran(AA¥)
Die Rdnge von A, A*, A*A, AA*, |A| und |A*| sind allesamt gleich, d.h.

dim(Ran(A)) = dim(Ran(A*))
= dim(Ran(A*A))
= dim(Ran(AA"))

Bemerkung: Erste Aussage verallgemeinert Satz 4.44
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Beweis. Mit Lemma 4.30
v € Ker(A) — (WA =0 V wecVN
—  (A*wlv)=0 V¥ weCN
— v € Ran(A*)+

somit erste Behauptung. Klar ist Ker(A) < Ker(A*A),
aber Ker(A*A) < Ker(A) gilt auch, weil fir v € Ker(A*A)

|Av|? = (AV|Av) = (V|[A*Av) = 0 — Av=0
Hiermit
Ran(A*A) = Ker(A*A)* = Ker(A)* = Ran(A*)
also dim(Ran(A*A)) = dim(Ran(A*)), und analog fur AA*. Nun:

dim(Ran(A*)) = M — dim(Ran(A*)1) = M — dim(Ker(A))
= M — (M —dim(Ran(A))) = dim(Ran(A))

wobei im vorletzten Schritt der Rangsatz fir A verwandt wird

O
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Satz 7.15 (Singularwertzerlegung)

Sei A e Mat(N x M, C). Dann gibt es:

o W e Mat(N x N,C) unitdr

e U e Mat(M x M, C) unitar

e D e Mat(N x M, C) Diagonalmatrix (nicht quadratisch)

SO dass
A = WDU

Auf der Diagonale von D stehen die Singuldrwerte von A.
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Beweis.
Zunachst Fall N = M und A invertierbar
Nach Definition |A| = U*DU mit U unitar und D > 0 invertierbar
Also D = U|A|U*
Also setze W = AU*D~1, so dass A = WDU wie gewiinscht
Noch zu zeigen ist, dass W unitar ist:
W*W = (AU*D™")*AU*D™

= DTUA*AU*D™!

= D 'D?*D!

=1

Da W invertierbar, gilt auch W* = W=" und WW* = 1
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Fall M > N (M < N analog) = rk(A) < N = upn.1 = 0. Setze

I3 0O ... 0
D = : : | € Mat(N x M,C)
uy 0 ... 0
Sei r =rk(A). Also p, > 0 und p,,1 = 0. Mit Standardbasis e, e CV

AU*e, = 0 , n=r+1,....M (7.1)
Dann ’
wp, = — AU e, , n=1,...,r (7.2)
Hn
wohldefiniert und
1 1 1 1
Hn PUm Hn KEm
Also wy, ..., w, € CN orthonormal. Ergdnze zu ONB W = (wy, ..., wy)
Zusammen ergeben dann (7.1) und (7.2) nach Auswertung auf e,

WD = AU* 0
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Algorithmus (Kochrezept) zur Bestimmung der Singularwertzerlegung:
e Berechne A*A

e FUhre unitare Diagonalisierung A*A = U*DU durch

e Bilde D (von gleicher GroBe wie A) aus D

« Berechne die Bildvektoren w, = - AU*e, fir n=1,...,r =rk(A)
e Vervollstandige wy, ..., w, zu einer Orthonormalbasis
e Bilde W

Alternativ: erst Singularwertzerlegung von A*
Durch Adjungieren dann die Singularwertzerlegung von A
Dies kann weniger Rechenaufwand bedeuten, wenn M > N
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8 Hermitische Formen und Quadriken
Erinnerung (Definition 2.12): B: V x V — K Bilinearform <«
B(v+iw,V +Xw') = B(v,V)+AB(w,V')+ X B(v,w)+ A\ B(w, w')

Dann: B symmetrisch <= B(v,w) = B(w,v) firalle v,we V
B antisymmetrisch <= B(v,w) = —B(w,v) firalle v,w e V

Beispiel 2.13 betrachtet Bilinearformen B : CN x CN — C der Gestalt

N V1 W1

B(v,w) = > VmAmaWn , v=|:i |, w=][:
1

m,n VN WN

wobei A € Mat(N x N, K). Bez. Basis sieht jede Bilinearform so aus.

Dann: B symmetrisch «— A’ = A symmetrisch
B antisymmetrisch — AT = —A antisymmetrisch

Mathematik fiir Physiker 2 8. Hermitische Formen und Quadriken 146 / 359



Definition 8.1

Eine Abbildung Q : V x V — K heif3t Sesquilinearform auf V,
falls Q antilinear im ersten Argument und linear im zweiten Argument:

Qv+Iw, V+XW) = Q(v, V)+XQ(w, V) + )X Q(v, W)+ A\ Q(w, w')
(i) Qhermitisch < Q(v,w) = Q(w, v) fir v,we V
(i) Q anti-hermitisch <= Q(v,w) = —m flirv,we V
(i) Q positiv definit < Q(v,v) > 0 fur v e V\{0}
(iv) Q positiv semi-definit < Q(v,v) >0flirve V
(v) Analog: negative Definitheit und Semidefinitheit von Q
(vi) Q nicht ausgeartet <= V ve V\{0} 3we V mit Q(v,w) £+ 0
(vii) Wenn B = (by, ..., by) Basis von V, so darstellende Matrix von Q

Qg = (Q(bn, bm))

nm=1,...N
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Bemerkung 8.2

1. Falls K = R gilt: Bilinearform = Sequilinearform

2. Skalarprodukte sind immer auch hermitische Sesquilinearformen
Hinzu kommen noch die Positivitat und Nichtentartung

3. Bezeichnung: sesqui = semis que = anderthalb
4. Menge der Sesquilinearformen auf V ist K-Vektorraum

Beispiel 8.3
Sei V = KN und A e Mat(N x N, K). Definiere Q: V x V — K durch

N V4 W1
Q(v,w) = (v|Aw) = Z VnAnmWm , v=| 1|, w=| :
n,m=1 VN Wy

Q ist Sesquilinearform. Nach folgendem Satz ist dies Standardform

v
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Satz 8.4

Sei B = (by,...,by) Basis von V und sei zugehdrige
Koordinatenabbildung K = (by,...,by)~"' : V — KN . Dann

Q(v,w) = (K(v)|Qs K(w))

wobei rechts Standardskalarprodukt auf KN steht. Es gilt:
(i) Q hermitisch < Qp = (Qg)* selbstadjungiert (auch hermitisch)
(i) Q anti-hermitisch — Qp = —(Qg)* antiselbstadjungiert
(iii) Q positiv definit < Qp > 0
(iv) Q positiv semi-definit < Qg =0
(v) Wenn C weitere Basis, K' = C~' und M = K(K")~", dann

Q = M*QgM
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Beweis. Koordinatenabbildung ist

V1 N
Kv) = | : , o far v="> vaby
Vn n=1
und analog fur K(w). Einsetzen ergibt
N N
KWQsKW) = > V(Qp)nmWm = Y, VaQ(bn, bm) W = Q(v,w)
n,m=1 n,m=1

Zu (i):
Q(v,w) = (QsK(w)|K(v)) = (K(W)[(Qs)*K(v))
was gleich Q(w, v) = (K(w)|QgK(v)) firalle v,w < Qg = (Qp)*
Analog folgt (ii). (iii) und (iv) sind Umformulierungen von Satz 7.4. Nun:
(K()[Qs K(w)) = (K(K)TK' ()| Qs K(K") 7T K'(w))
= (K'(VIM*QGsMK'(w)) = (v)
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Definition 8.5

Quadratische Matrizen A, B € Mat(N x N, K) hermitisch kongruent
< 3Jinvertierbares M € Mat(N x N, K) mit

A = M*BM
A, B e Mat(N x N,K) kongruent < A = M’ BM fiir invertierbares M

Bemerkung 8.6

Kongruenz und hermitische Kongruenz sind Aquivalenzrelationen

Satz 8.7 (Normalform fur hermitische Sesquilinearformen)

Zu hermitischer Sesquilinearform Q existiert Basis B mit

1y, 0 0
Qs = 0 ONO 0 5 Ni+No+N_=N
0 0 —1n
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Beweis. Zunachst K = Cund C = (¢y,. .., cy) beliebige Basis
Nach Satz 8.4 ist Q- = (Q¢)* und mit Spektralsatz

/

44
UsQeU = , U unitar, z,eR
Zy
Ordnung z;, > z,,, ;. Nun N Anzahl positiver/negativer Eigenwerte
Mit No = N — N, — N_ gilt z;\,++1 =...= z;\,++NO = 0. Definiere D > 0
24 ‘INJr 0 0
=D 0 O 0o (D
Z;\I 0 0 -1
Dann B = CM mit Basiswechsel M = UD~" weil
iy, O 0
(UD)*Qe(UD™"y = [ 0 oy O
0 0 —1n
Falls K = R, kann U orthogonal gewahlt werden. O
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Erster Teil obigen Beweises zeigt:
Satz 8.8 (Hauptachsentransformation)
(V,<{.].)) K-Vektorraum mit Skalarprodukt
und Q hermitische Sesquilinearform — 3 ONB B mit
Z
Qs =

/
ZN

Satz 8.9 (Tragheitssatz von Sylvester)

Zahlen N, Ny und N_ aus Satz 8.7 sind

Ni = max{dim(U) | U Unterraum mit Q(u,u) >0 V ue U\{0} }
No = max{dim(U) | U Unterraum mit Q(v,u) =0 Vve Vundue U}
N_ = max{dim(U) | U Unterraum mit Q(u,u) <0 V ue U\{0} }

Insbesondere: N, Ng und N_ von M*QgM unabhéangig von M
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Beweis mit Variationsprinzipien (siehe Literatur) O
Korollar 8.10

Sei Q eine hermitische Sesquilinearform
(i) Q positiv definit<= Ny =N_ =0
(i) Q positiv semi-definit <= N_ =0

(i) Q nicht ausgeartet <= Ny =0

Definition 8.11

Sei Q eine hermitische Sesquilinearform

(i) Tragheit (auf Englisch inertia) von Q ist Tupel (N, No, N_)
(if) Signaturvon Qist Ny — N_
(iii) Witt Index von Q ist Ng + min{N_,, N_}

Bemerkung 8.12

Dies sind sogenannte Invarianten der hermitischen Sesquilinearform

v
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Beispiel 8.13 (Indefinite Metrik)

Sei V = R* Minkovski Raum-Zeit versehen mit Minkovski Produkt

Qv,V) = xx'+yy' +zz -t | V=

~ N < X
<

Dies ist Bilinearform und hier im Reellen auch Sesquilinearform
Wenn B Standardbasis,

Also Tragheit (3, 1)
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Beispiel 8.14 (Anti-hermitische Bilinearform)
Sei V = R2N. Vektoren v e V werden mit v = (/) bezeichnet,

wobei u, w e RN. Wenn v/ = (%) e R?N, dann
Q(v,v') = (wlu") — ulw')
anti-hermitische Bilinearform. Bez. Standardbasis B des R ist
0 -1y
Qr =

Diese Bilinearform heif3t auch symplektische Form
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Definition 8.15 (Quadriken)

Reelles quadratisches Polynom P in N Variablen xy, ..., xn:

N N
P(xq,....,xn) = Z Pn,m XnXm + anxn + p (8.1)
n,m=1 n=1

wobei pp m, pn, p € R. Reelle Quadrik Q im RN ist Nullstellenmenge:

Q = {(xq,....,xn) e RV | P(xq,...,xy) = 0}

Saiz 8.16
JA=A* = (apm)nm=1.. N> 8 € RN und ago € R mit
X4

P(x1,...,xn) = {X|AX) + 2{a|x) + apo , X =
XN
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Beweis. Ausgehend von Darstellung (8.1) setze

1 1
anm = é(pn,m'f‘pm,n) : &n = 5Pn ao = P
Da xpXm = XmXn, gilt dann die Darstellungsformel O
Korollar 8.17
Umzuschreiben mit Hilfe von A" = (anm)nm=o,.. N:
T 1
P(xy,...,xy) = X|AXY | A = <aO,0 (20) > , X = ( )
aop A X
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Definition 8.18 (Affine Abbildung)

Abbildung F : V — V heif3t affin
<= Jlineare Abbildung T € £(V) und b e V mit

F(v) = Tv+b
(i) Falls T =1y, heiBBt F eine Translation

(i) Eine Affinitat ist eine bijektive affine Abbildung

(iii) Falls V Skalarprodukt hat und T orthogonal, hei3t F euklidische
Bewegung

Zugehdrig zu affiner Abbildung wird F' € L(K @ V) definiert via

g_ (10
- \b T

Hierbei K @ V der K-Vektorraum (die direkte Summe), gegeben durch
Menge K x V versehen mit natirlicher Vektorraumstruktur
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Bemerkung 8.19

Inverse der Affinitat F(v) = Tv + bist F~'(v) = T-'v — T 'b
Also: Affinitaten bilden Gruppe mit Translationen als Untergruppe.

Satz 8.20 (affine Abbildungen = lineare auf K@ V)

F,G affinauf V undzuv e V setze v = () e K@ V
Dann gelten folgende Identitéten:
(iy F'v' = F(v)’, wobei F'v' Matrix-Vektormultiplikation in K ® V
(i) (Fo @) =F@
(iiiy (F~YY = (F"~", falls F eine Affinitét ist
Bild der Zuordnung F — F' ist Untergruppe von GI(K & V),
genauer gegeben durch obere Dreiecksmatrizen

o)
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Beweis. In der Tat,

und ahnlich
FIGI _ 1 0 1 0 _ 1 O _ (FO G)/
b T/)\c S b+Tc TS
Hieraus folgt auch (iii). O
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Satz 8.21

Sei © Quadrik im RN und F Affinitit auf dem RN
= Bild F(Q) ist eine Quadrik

Beweis. Nach Satz 8.16 ist Quadrik von Gestalt
Q = {xeRN | (X|AX) =0}
wobei A’ = (A')T quadratische Matrix der GréBe N + 1. Nach Satz 8.20
F(Q) = {F(x) e R | (x'|AX') = 0}
= {yeRN [ (Fly)|A(Fy)") = 0}
= {ye RN [((F)YIA(FTYy) =0}
= {yeRY [ Y|((F)"D)TAF)y') = 0}

Da ((F))"")TA(F")~! wieder symmetrisch, liegt Quadrik vor. ]
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Satz 8.22 (Affine Normalformen von reellen Quadriken)
Sei Q eine Quadrik imRN von der Form
Q = {xe RN | (x|Ax) + 2(a|x) + app = 0}
= {xeRV|(X|AX) =0}

Tragheit von A sei (N+, Ng,N_) = (k, N — k — K, K)
Zudem seien Range r = tk(A) undr' = tk(A'), dh. k+ K =r
— 3 Affinitdt F auf RN mit F(Q) in einer der Normalformen (Typen):

M y2+...+yE—y2q4—-..—y2=0 falls r = r’

(M) ye+...+Ye—Yooq4—...—y2 = %1 fallsr+1=r
(M) y2+...+yf Yy — Y2 +2y1 =0 fallsr+2=r
Beweis. Konstruktiv! Siehe Literatur O
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Liste der Normalformen von Quadriken in Dimension N = 2

’ Typ \ r \ r' \ k \ Gleichung Quadrik
Il |0|0]0 0=0 Ebene R?
N x2=0 Gerade
| |22 |1 | x2—x2=0 | Geradenpaar mit Schnitt
Il |2]2]2| x2+x2=0 Punkt
n (11211 x2 =1 paralleles Geradenpaar
{231 | x2—x2=1 Hyperbel
{232 x2+x5=1 Kreis
L[]8 1] x+26p=0 Parabel |

Beachte: Normalform der Ellipse im Satz 8.22 ist Kreis
(affine Abbildungen erlauben es, die Hauptachsen zu normieren)
Andere Situation wenn nur euklidische Bewegungen

Dimension N = 3: Liste der Normalformen noch tberschaubar:
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Typ|r|r|k|K Gleichung Quadrik
Il |0j0[0|O0 0=0 R3
l |11 ]1]0 x2=0 Ebene
I 2211 X2 —x2=0 Ebenenpaar mit Schnitt
| |2]2]2|0 X2 +x3=0 Gerade
I 33 [2|1] xX+x2—x2=0 Kreiskegel
| [3[3[3|0| xX+x3+x2=0 Punkt
n{1/2(1]0 x2 =1 paralleles Ebenenpaar
n|(2/31]1 X2 — x5 =1 hyperbolischer Zylinder
N |2/3[(2)0 X2+ x5 =1 Kreiszylinder
Il |3|4|1]2] x2—x3—x2=1 | zweischaliges Hyperboloid
Il |34 |21 | x2+x2—x2=1 | einschaliges Hyperboloid
Il |34 30| x2+x5+x2=1 Kugel
m{1{3[(1]0 X2 +2x =0 parabolischer Zylinder
M| 2|4|1]1|x2—x3+2x;3=0 | hyperbolisches Paraboloid
N |24 |2]|0|x2+x2+2x3=0] elliptisches Paraboloid

M
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Geometrische Begriffe zu Sesquilinearformen
Definition 8.23

Q hermitische/anti-hermitische Sesquilinearform auf V
(i) Vektoren u, v e V heiBen Q-orthogonal < Q(u,v) =0

(i) Unterraume U, U’ Q-orthogonal (Kurzschreibweise U 1 q U)
— Qu,U)=0VuelU, velU
(iii) Q-orthogonales Komplement eines Unterraumes U

Ute = {ve V| Q(v,u) =0 firalle ue U}

(iv) Unterraum U ist Q-isotrop <= Q(u,u) = 0 flr alle u € U.
(v) Uist Q-Lagrange < U maximal als Q-isotroper Unterraum
(vi) Unterraum U Q-positiv <= Q(u, u) > 0 fir alle u € U\{0}

Bemerkung 8.24
Wort isotrop Erfindung der Mathematiker des 19ten Jahrhundert
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Satz 8.25

Q hermitisch und U Unterraum von V
() Uc (Ute)ta
(i) U ist Q-isotrop genau dann, wenn U — U'ta,

(i) U Q-Lagrange — dim(U) = Witt-Index = Ny + min{N,., N_}.

Wenn Q zudem nicht entartet, so
(iv) dim(U) + dim(U*e) = dim(V)
(V) U=(U'a)'e

Beweis zum Teil nicht schwer (siehe Literatur)
Bemerkung 8.26

Analoge Aussagen flr anti-hermitische Bilinearformen,
also insbesondere symplektische Form.
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Definition 8.27

Q eine hermitische oder anti-hermitische Sesquilinearform auf V
Lineare Abbildung T € £(V) hei3t Q-unitar <—

Q(Tv, Tw) = Q(v,w) V v,weV

Satz 8.28

Die Q-unitédren bilden Gruppe bez. Hintereinanderausfiihrung

Beweis. Seien S, T € L(V) beide Q-unitéar. Dann fir alle v,w € V:
Q(STv,STw) = Q(Tv,Tw) = Q(v,w) 0
Bemerkung 8.29

Weyl’s 10 sogenannten Klassische Gruppen von dieser Gestalt.
Hier zwei Beispiele.
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Beispiel 8.30
Sei V = CN*M und Lorentzform der Signatur (N, M)

(v O
Qlv,w) = vldw) J = (O _1M>

Lorentzgruppe U(N, M) der Signatur (N, M) zugehérige Gruppe
FOr Matrix A der GréBe N + M

Q(Av, Aw) = (Av|JAw) = (v|(A*JA)wW) , Q(v,w) = (v|dw)
Also
UN,M) = {AeMat(N+ M) x (N+ M),C)|A*JA = J}

Wenn Areell und (N, M) = (3, 1), heiB3t A Lorentztransformation
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Beispiel 8.31

Sei V = R?N und symplektische Form

Qv,w) = vilw),

,_ (0
v 0

Zugehorige Gruppe SP(2N, R) hei3t symplektische Gruppe
Matrix A € Mat(2N x 2N, R) symplektisch <

ATIA = |

analog wie oben (Unterschied ist / und R statt J und C)
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Satz 8.32 (Spektraltheorie in Lorentzgruppe)
Sei Ae U(N, M) und J wie oben. Dann gilt:
(i) Spektrum hat Spiegelsymmetrie am Einheitskreis:
Spec(A) = (Spec(A) )_1

(i) Wenn Av = zv und Aw = (w mitz{ + 1, dannv 1L, w.
(iiiy Die gesamte algebraische Multiplizitat aller Eigenwerte auf
Einheitskreis S' ist mindestens Signatur [N — M|

Beweis. (i) Aus J~' = Jfolgt A~ = JA*J. Also
det(J)det(z1 — A*)det(J) = pa1(2)

pa(z) = det(z1 - A)

Somit

Spec(A) = Spec(A—1) = Spec(A)~!
nach spektralem Abbildungssatz (Satz 5.18)
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(i) Aussage v L, w aquivalent zu (v|Jw) = 0. Nun
1 1 . 1
v|dw) = ?C<AV|JAW> = ?—C<V|A JAw) = ?—C<V\JW>

so dass aus Annahme Z({ < 1 tatsichlich (v|Jw) = 0 folgt.

(iii) Vereinfachende Annahme: keine nicht-trivialen Jordan Blocke

U Unterraum aufgespannt von Eigenvektoren zu Eigenwerten |A| > 1
Nach (i) ist U isotrop

Nach Satz 8.25 ist dim(U) beschréankt durch den Witt-Index min{N, M}
Analog: Unterraum zu Eigenwerten |A| < 1 hat Dimension min{N, M}
Also liegen N + M — 2min{N, M} = [N — M| Eigenwerte auf S' O
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9 Riemann Integral fr Funktionen einer Variablen

Integral = Flache zwischen Funktion f : [a, b] — R und x-Achse
~ > n(Xn — Xn—1)f(&n) mit Zwischenpunkten &, € [Xp—1, Xn]

Alternative: Lebesgue Integral durch Zerlegung der y-Achse

Definition 9.1
(i) Zerlegung Z des endlichen Intervalls [a, b] ist gegeben durch
Punkte a= xg < X3 < ... < xy = b mit endlichem N e N
(i) Zerlegung Z’ feiner als Zerlegung Z (Schreibweise Z < Z’)
<= jeder Punkt in Zist auch in Z’
(iii) Gegeben Zerlegungen Z und Z’, entsteht Verfeinerung Z v Z’
durch deren Uberlagerung

(iv) F(Z) = max,—y . nAxp mit Ax, = Xp — Xp—1 ist Feinheit von Z
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Definition 9.2 (Riemann Integral)
f: [a,b] — R Funktion und Z Zerlegung von [a, b]
(i) Untersumme Uz(f) und Obersumme O(f) sind

N
Uz(f) = Y Axp-mpy,  my = inf{f(x) | x € [Xp_1,Xn]}

n=1

N
Z Axp - My M, = sup{f(x) | x € [Xn_1, Xn|}
n=1

(i) Unteres und oberes Riemann Integral:

U(f) = supUz(f),  O(f) = infOz(f)
z V4

Oz(f)

(i) f Riemann integrierbar < U(f) = O(f) e R.

b b
f dxf(x) = U(f) = O(f) — f fdx = [ dxfx)
. : fab]
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Bemerkung 9.3
f:[a, b] — R unbeschrankt — Oz(f) = o flr alle Z
Riemann integrierbare Funktionen sind also immer beschrankt

Lemma 9.4

Z,Z' Zerlegungen von [a,b] = Uz(f) < Oz (f)
Somit U(f) < O(f)

Beweis: Behauptung klar fir Z = Z’

Sei zunachst Z < Z’'und z.B. xp—1 = X{_; < X; < X{,; = Xp. Dann

Ax,m, = Axfmn + Ax f+1m,,
< Ax m + Ax / (weil inf Gber kleineres Intervall)
Somit Uz(f) < sz(f). Analog. Oz(f) > Oz (f)
Jetzt Z<ZuZ/und 2 < Z v Z', so dass

Uz(f) < Uz z(f) < Oz 72 (f) < Oz (f) 0
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Satz 9.5 (Riemannsches Integrabilitatskriterium) J

f integrierbar < Y ¢ > 03 Zerlegung Z mit Oz(f) — Uz(f) < ¢

Beweis: '—" O(f) = U(f) = Z,Z' mit Oz(f) — Uz (f) <«
= Oz z/(f) — Uz 7z (f) < Oz(f) — Uz (f) < e (Beweis Lemma 9.4)
"—="0 < O(f) — U(f) < Oz(f) — Uz(f) <  flr geeignetes Z 0

Satz 9.6 (Verscharftes Riemannkriterium)

f integrierbar
< Ve>035>0mitOz(f)—Uz(f) <eVZmitF(Z)<é
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Beweis: (Argument f in O, U> unterdriickt) "<=" klar nach Satz 9.5
"=" Sei ¢ > 0. Nach Satz 9.5 3 Zerlegung Z’' mit Oz — Uz < §
Sei Z beliebige Zerlegung.
Behauptung: 3 von Z unabhangige Konstante C = C(f, Z’) mit
Oz -0z, < CF(2), Uzoz— Uz < CF(2)
Begriindung: Seien x,, X,,1 in Z.
Betrachte zugehdrigen Beitrag B, zu Oz — Oz, 7.
Falls kein Punkt von Z’ in [Xp, Xp41], ist B, = 0.
Falls ein Punkt x’ von Z’ in [xn, Xn.1], gilt:

By = (Xpi1—Xn) sup f—(Xpi1 —x') sup f—(x"—xp) sup f

[Xn:Xn+1] [X/7Xn+1] [mel]
= (Xppq — X') ( sup f— sup f) + (X' = xp) ( sup f— sup f)
[Xn,Xn41] (X', Xn41] [Xn:Xn+1] [Xn,x']

N

F(Z) (supff inf f) -2

[a,b] [a,b]
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Falls k Punkte von Z’ in [xp, Xn+1], gilt analog:

B, < F(Z)|supf—inff|(k+1)
[a,b] [a,b]

Summieren Uber Beitrag zeigt erste Behauptung. Zweite analog
Somit

Oz — Uz < |0z~ 0zuz| + |Oz02 — Uzoz| + |Uzuz — Uz|
< CF(2) + % + CF(2)
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Definition 9.7

f:[a, b] — R beschrankt

Z Zerlegung von [a, b] mit Punkten xp < x1 < ... < Xy

Seien &, € [xp_1, Xn] Zwischenpunkte und setze £ = (&1, ...,¢&N)
Die zugehdrige Riemannsche Zwischensumme ist definiert als

N
Sze(f) = ) Axn- f(&n)

n=1

Satz 9.8 (Zwischensummenbeschreibung des Integrals)
f: [a,b] — R beschrédnkt. Dann: S’a’ dx f(x) =1

«— Ve>036>0 mit
|Sze(f) —1l|<e YZmit F(Z) <dundV§
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Beweis "—" Es gilt
Ur-0; < Uzr—1 < Sz’g—/ < 0Oz,-1 < 07— Uz

Somit Sz, — | < Oz — Uz <e V F(Z) < (nach Satz 9.6)

"<="Zue > 0seid >0, sodass
Sz~ <7 furF(Z)<3§ ¥ Zwischenpunkte ¢
Bestimme £ und ¢/, so dass

E
|Sz¢ — Oz| < 2 und |Sze — Uz| <

™

Dann
O;—-U; < |OZ-SZ’§|+|SZ7§—/|+|Sz7€/—/|+|827€/—UZ| < €

Schlie3e mit Satz 9.5 oder 9.6 O
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Korollar 9.9
f: [a,b] — R Riemann integrierbar
— §2axf(x) = limyoo 552 Yy f (a+ Tt (b—a) Ve [0,1]

Beweis: Spezielle Zwischensumme mit &, = a + 25! (b — a) O

Beispiel 9.10 (Berechnung eines Integrals)

b N
dx x2 = lim &2 a+2(b—a 2
L Am % ,,21 (a+ H(b-a)
= lim bzé b— a2
N[»noo N 1(3 + nNg (b a)a-|- ( a) )
= ,Jim b2 <Na2+ (b@aNW+1) | (b a° N(N+1é(2N+1))
—00

- (b—a) (a2+ (b—a)a+ %(b—a)z)

= (b—a)j?+ab+a®) = §(b*-a)
Langlich. Bessere Alternative spater (Hauptsatz)
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Satz 9.11
Jede stetige Funktion ist (Riemann) integrierbar J

Beweis: Da [a, b|] kompakt, f : [a, b] — R gleichmaBig stetig (Ana 1),
dh.Ve>036>0,so0dass [f(x) - f(X)] < 555 VIx—X|<¢
Fir Zerlegung Z mit F(Z) < ¢ gilt also

3

N
Oz(f) — Uz(f) < ;Axn-b_a — ¢

SchlieBe mit Satz 9.6 O

Definition 9.12
f:[a, b] — R (Riemann’sche) Treppenfunktion
<= 3 Zerlegung Z von [a, b] mit f konstant auf (x,_1,X,) V n

Mathematik fir Physiker 2 9. Riemann Integral fir Funktionen einer Variablen 182 /359



Es gibt unstetige, integrierbare Funktionen:

Satz 9.13
Treppenfunktionen sind integrierbar J

Beweis: O(f) — Uz(f) beliebig klein, denn Beitrag der endlich vielen
Sprungstellen wird klein O

Beispiel 9.14 (Eine nicht Riemann integrierbare Funktion)

f(x) = 1 xeQn[O0,1]
| 0 xeR\Qn[0,1]

Dann V Zerlegungen Z gilt Oz(f) =1 > Uz(f) =0

Aber: f Lebesgue integrierbar und S:) dx f(x) = 0, weil Q "nur diinn”

v

Mathematik fir Physiker 2 9. Riemann Integral fir Funktionen einer Variablen 183 /359



Satz 9.15

(i) Monotone Funktionen sind integrierbar
(i) f, g integrierbar, \ e R = f+ \g und f - g integrierbar
(d.h. integrierbare Funktionen bilden eine Algebra)
(iiy f integrierbar —> |f| integrierbar
(iv) fintegrierbar, he C(R,R) = ho f integrierbar

Beweis: (i) Sei f monoton steigend. Dann

Oz(f) — Uz(f) = ZAXn (Xn) —f(xn 1)

Letzteres falls 7(2) < W = 4.
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(ii) Sei A > 0.

Oz(f+\g) = ZAX,, sup (f+ \g)

n=1 [Xn—1,Xn]
< ZAX,,( sup f+ X sup g)
n=1 [Xn—1,Xn] [Xn—1,%n]

= Oz(f) + A0Oz(9)

Analog Uz(f + Ag) = Uz(f) + A\Uz(9)
Somit nach Satz 9.5

Oz(f+Ag)—~Uz(f+Ag) < (Oz(f)~Uz(f))+A(0z(9)-Uz(9)) < 5+ %

Also ist f + A g integrierbar
Fall A\ < 0 ist eine Ubung
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Hilfsmittel lokale Variation vi(f) = sUPy we[x, ,x,] If(X) — f(x)[. Dann:

N N
Oz(f) = Uz(f) = > Axy  sup  [f(x) = F(X)| = D Axqavn(F)
n=1 n=1

X,X"€[Xp_1,Xn]

Da
f(x)g(x) — f(xXNg(x') = (f(x) = f(x")g(x) + f(x")(g(x) — g(x))
gilt
Vn(f9) < [9llwva(f) + [fleovn(g)

wobei

Ifleo = sup [f(x)]
Xxe[a,b]

Somit
Oz(fg) — Uz(f9) < [9]w(Oz(f) — Uz(f)) + [f|(Oz(g) — Uz(9))

und fg integrierbar weil f und g beide integrierbar.
(iii) Variation erfullt v,(|f|) < va(f). Dann wie in (ii)
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(iv) h gleichmaBig stetig auf Kompaktum [—||f|w, || f|«] (Ana 1),
d.h.Ve>036>0mit |h(y) — h(y)| < ﬁ Viy—-y1|<d

Da f integrierbar, wahle Z mit Oz(f) — Uz(f) < 4H5,'7ﬁoo

Seien Z’n und Z: Summen (ber Terme mit v,,(f) < § bzw. v,(f) =6

Dann Oz(f) = Uz(f) > 6, AXp, und somit Y Ax, < grir—. Also

"

AXnVn(h (6] f)

Mz
M =

Oz(hOf)—Uz(hof) = AXnVn(hof) +

3>
I
-
>
I
R

"
AXn2| h| o

N
b=
>
3
~

o

| ™
L

+
=

<

+

I\)Imﬁ‘
N ™
U

Jetzt: Aussagen fur Ober- und Untersummen gelten fur Integral:
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Satz 9.16 (Rechenregeln fiirs Integral)
f,g: [a,b] — R integrierbar, c € (a,b) und X\ € R

(i) Linearitat des Integrals:
b b
J axf(x)| + A f ax g(x)
a a
(il) Intervalladditivitat:

b
f dx f(x) = J dx f(x J dx f(x
a
(iii) Monotonie:

b b
f(x) < g(x) Vxe[ab] — J dx f(x) < J dx g(x)

f ax(f(x) + Ag(x))

(iv) Standardabsché&tzung:

b
f ax f(x
a

Mathematik fiir Physiker 2
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Satz 9.17

(f2)n=1 Folge integrierbarer Funktionen auf [a, b]

Folge konvergiere gleichméBig gegen f = limp_,q, f,,( )

— f integrierbar undhm,,_,oos ax fp(x S dx f(x) (flim =1limf§)
Entsprechendes gilt fiir gleichméaBig konvergente Re/hen. >ai =52 )

Beweis: Wie im Beweis von Satz 9.15(ii):

Oz(f) — Uz(f) = (Oz(f) — Oz(fn)) — (Uz(f) — Uz(fn)) + Oz(fa) — Uz(fn)
Oz(f —fn) — Uz(f — fa) + Oz(fn) — Uz (fn)

2(b— a)[f — fallw + Oz(fn) — Uz(fn)

Wahle n mit |f — fy]o < m, dann Z mit Oz(f,) — Uz(fp) < 5
Nach Riemannkriterium ist f also integrierbar. Mit Rechenregeln

fdxf defn fdx X) = (X))

(b—a)|f — oo = 0 O

<
<
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Definition 9.18

f,F : [a,b] — R Funktionen

F stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a b)

F Stammfunktion von f (Bezeichnung F(x) = { dxf(x)) «<— F =f

v

Bemerkung 9.19
F Stammfunktion von f < G = F + ¢ Stammfunktionvon f Vce R |

Theorem 9.20 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
f: [a,b] — R Riemann integrierbar
(i) Fdr jede Stammfunktion F von f gilt

f ’ dx f(x) = F(b) — F(a)

(i) Unbestimmtes Integral G(x S dt f(t) Lipschitz-stetig auf [a, b]
(ii) f stetig auf (a,b) = G d/fferenZIerbar und G'(x) = f(x)
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Beweis: (i) FUr Zerlegung Z von [a,b], a=xo < Xy < ... < Xy = b:

[z
i
X

F(b) - F(a) = ) — F(Xn-1))

>
I
-

Il
M=

(Xn = Xn—1)f(&n)  (MWS Xp_1 < &n < Xn)

>
I
-

= Sze(f)

Nun wahle Folge (Z);en mit lim;_,,, 7(Z;) = 0. Dann nach Satz 9.8:
. b
Hm_ﬂmzhw&ﬁmszW“”
(i) Lipschitz-Stetigkeit: Seien x, x" € [a, b], x < x" und L = | f||s:

G0x) -0l = | [ " ()

X/
< J dt|f(t)| < |x—x'|sup|f] < L|x—x/|
X [a,b]
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Zuletzt zur Differenzierbarkeit:

G(x) — G(x) _ f .
o f(x)| = |x’—x| at(f(t) — f(x))
J dt|f(t) — f(x)]
[x" = x|
< sup [f(t) —f(x)| < €
te[x,x’]
fir [x — x’| < § nach Stetigkeit von f in x. 0

Bemerkung 9.21
Umschreiben: wenn F e C'([a, b]), dann F’ Riemann integrierbar und

f “GtF(t) = F(x) - F(a)

Aber f(x) = sgn(x) hat unbestimmtes Integral G(x) = § dt f(t) = |x|,
was nicht differenzierbar in 0 ist, dort wohl aber Llpshltz stetlg.
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Beispiel 9.22 (Einige Stammfunktionen)

All die folgenden Formeln erhalt man durch Ableiten:
Ca# 1, fdxxe = £4

. §dxl =In|x|+c¢  furxeR\{0}

fdxe¥=¢€e"+c

faxa = faxen@ = Z 1o fira>0, a#1

+c fir entweder o € N oder x > 0

1
2

3

4

5. {dx cos(x) = sin(x) + ¢
6. {dx sin(x) = —cos(x) + ¢
7. fdxtan(x) = —In|cos(x)| + ¢  furxeR\{(n+ )7 |neZ}
8. {dx cot(x) =In|sin(x)|+c  firx e R\{nr | ne Z}

9. {dxs75z = arctan(x) + ¢

0. §dx

1 fur x e (—1,1)

\/1172 — arcsin(x) + ¢
—X
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Aber:

Stammfunktionen elementarer Funktionen nicht immer elementar!
Definition 9.23

Elementare Funktionen sind rationale Funktionen, trigonometrische
Funktionen, Exponentialfunktionen, all deren Umkehrungen und
samtliche Kombinationen (Summen, Produkte, Kompositionen) davon.

Beispiel 9.24

Folgende Stammfunktionen definieren nicht elementare Funktionen:
Integrallogarithmus { dx mg_x)
Integralsinus § dx Snx)

Gauss'sche Fehlerfunktion | dx e**
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Integrationstechniken
Satz 9.25 (Partielle Integration)
f,g: [a, b] — R differenzierbar mit integrierbaren Ableitungen f', g’

b b
| o g 0) = fibratb) - falata) - [ o Fx)a(x)

und analog fir unbestimmte Integrale.

Beweis: Produkiregel (fg)’ = f'g + fg’, und dann Fundamentalsatz. ]
Beispiel 9.26

1. fdx In(x) = xIn(x) — fax Ix = xIn(x) —x + ¢
2. {dxx"cos(x) = x”sm( ) —n{adxx""sin(x) dann lteration
3. {dxx3arctan(x) = (X4 + c) arctan(x de( + c) T2

= 1(x* — 1) arctan(x) — I § dx(x? —1) nach Wahl ¢/ =
= 1(x* — 1) arctan(x )— 11—2x3 +ix+c

v
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Satz 9.27 (Substitutionsregel)
¢ : o, B] — R differenzierbar mit ¢([«, B]) < [a, b] und ¢’ integrierbar
Fir f € C([a, b],R)

L(a) J ot £(&
( f i f(x)) o — j dt f(6(1))/(1)

Beweis: Stammfunktion F von f stetig differenzierbar (Hauptsatz)
— (Fo¢) =(F' o¢)¢’ = (fop)¢ integrierbar, dann Hauptsatz [

Korollar 9.28 (Variablentransformation)
Zudem ¢ : [«, B] — |[a, b] bijektiv. Dann

¢~ 1(b)
f dx F(x j g OO
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Beispiel 9.29
1. Pdtf(at+8) = 11220 ax f(x

aa+p
( =log|o(x)| + ¢, vorausgesetzt ¢(x) # 0

3. R(x, y) PEX’J;)) rationale Funktion in zwei Variablen

deR( Vax + b JdtR(— t) —t"" + ¢

weil: t = {/ax + b, ax + b = t", x = =0 dx — 20 gt
Rechte Seite jetzt rational in ¢ (Methode unten). BelspieI:

de
X+

4. {dx R(cos x,sinx) = Sdt1+t2Fx’<1‘t2 2t ) + ¢ (rational in t)

_1 — 2P _2ty2-4_2\2

14827 1412

weil: setze t = tan (%), ]+—§2 = cos(x), x = 2arctan(t), dx = 2%
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Methode fir Integration rationaler Funktionen
1. Schritt: Polynomdivision mit Rest

R(x) = gg?) = Polynom(x) + % wobei deg(p) < deg(q), teilerfremd

2. Schritt: Faktorisierung von g (Fundamentalsatz der Algebra)
gx) = (x—z)% - (x —2z2)2 ... (x — zp)tn
z; e Cist ¢;-fache Nullstelle von g, nicht Nullstelle von p

3. Schritt: Partialbruchzerlegung (eindeutig)
X n g A ,
ngi - /21; ey mitAeC
Berechnung der A, ;:
(i) multipliziere mit q
(i) Koeffizientenvergleich
(iii) 16se lineare Gleichungen
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Nachweis der Existenz der Partialbruchzerlegung
Induktion Uber m = deg(q). Anfang OK, also Schritt (m—1) - m
Sei z Nullstelle von q der Ordnung ¢ > 1, d.h.

q(x) = (x—2)r(x)  mit Polynom r mit r(z) # 0
Dann
px) p2) _ px)r(z) —p(2)r(x) _ (x—2)s(x)
rix)  r(z) r(x)r(z) r(x)
mit Polynom s (weil Zahler z als Nullstelle hat). Somit
PX) _ P _p@ 1 sk

qx)  (x=2)r(x)  r2)(x=2)"  (x=2)"Tr(x)

d.h. neuer Summand und Term mit deg((x — z)*""r(x)) = m — 1
Eindeutigkeit: Gegeben zweite Zerlegung mit Koeffizienten B; ,
multipliziere mit (x — z)% und setze x = z; — A, = B,

Dann multipliziere mit (x — z)%~1, etc. O
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4. Schritt: Termweise Integrieren

4

Jd j(( dePonnom +22 f )(—12,)4

j=1¢=1
Integrand ist komplexwertig

Definition 9.30
f:[a, b] — Cintegrierbar < Re(f), Sm(f) integrierbar. Dann

b b b
j dx f(x) = j dx Re(f(x)) + iJ dx Sm(f(x))

Hauptsatz gilt fir Real- und Imaginarteil separat.
Gegeben F : [a,b] — C mit F’ = f (Ableitung von Re(F), Sm(F))

. f “axf(x) = F(b)— F(a)

In Schritt 4 werden nun folgende Integrale bendtigt:
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Lemma 9.31
Seien/eNundzeC

) fax(x—2) = H(x—2)"" + ¢ (falsch fiir t e R\Z !')

(ii) de(x 5 = —ﬁ( 1)“ +c fir ¢ > 1

(i) §axzs = FIn((x — u)® + v3) +iarctan (54) + cmitz =u+iv

v

Beweis: (i) Sei mit z = u + iv,

d i d G+ K(_ini+1—k
—(x —2) = akzzg K (x —u)(=iv)

ax

£+ /

D+ 1)—@+1 — I k(x — u)f(—iv)==D
k=1 o

= (t+1(x-2)°

Dann komplexer Hauptsatz.
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Far (i) Gberpriife %W = (1) 1

x—2z)¢
Zu (iii):

X—u . v
de = de—(x—u)2+v2 + IJdX—(X—u)2+v2
Substitutionen im ersten Integral: y = (x — u)?, dy = 2(x — u)dx
. . . . .o~ _ ~ d
Substitutionen im zweiten Integral: y = ¥4, dy = &
Also

’
fdxx_z = de fdyN
~ I |y—v2\+/arctan(}"/) +c
2 O
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Satz 9.32
Die Stammfunktion einer rationalen Funktion ist elementar.
Sie kann algorithmisch mit Partialbruchzerlegung berechnet werden

v

Beispiel 9.33
de?)’(‘;%fx _ f dx (X 4x j (X4j: 7 (2Sohit)
_ fdx (XA e Xi - (xfi)z) (3. Schritt
_ dx (x 1 ki 12 + Xi 5 ():;132) (Nebenrechnung)
= éln(x2+1)+arctan( ) + (1 +i)X_—_1i
+é| (x2 + 1) — arctan(—x) + (1 —i)X_—:i + ¢ (4.Schritt)

arctan(x) + 172

Mathematik fir Physiker 2 9. Riemann Integral fir Funktionen einer Variablen 2083 / 359



Beispiel 9.33 (Nebenrechnung:)

4x%2 —4x = A + 1)(x + i) + B(x + )2 + C(x® + 1)(x — i) + D(x — i)?
= A(X3 + X% + x + i) + B(x® + 2ix — 1)
+CX3—ix®+x—i)+ D(x®—2ix — 1)
Koeffizientenvergleich und LA:
Ox®): 0=A+C — C=-A
O(x?): 4=iA+B—iC+D=2iA+B+D
O(x"): —4=A+2iB+C—2iD=2iB-D)
O(x%: 0=iA-B+C—-D=2A-(B+0)
Ox®)+0(x%): 4=4A— A= —i— C=i

Ox®)—0(x%): 4=2(B+D)—B+D=2
Ox): B—D=2i—B=1+iundD=1—
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Definition 9.34

a,be Ry {too}undf:(a b) — R (oder C)

f uneigentlich integrierbar < f integrierbar auf allen [c, d]  (a, b)
und limgy § dx f(x) und limgp §2 dx f(x) existieren. Dann

b d
J dx f(x) = lim lim j dx f(x)
a cla dtb J¢

Bemerkung 9.35

Eine uneigentlich integrierbare Funktion auf (a, b) kann bei a und b
Singularitaten haben, d.h. z.B. lim¢ 4 f(¢) = co méglich
Integrierbarkeit besagt, dass die Flache der unendlich langen Spitze
dennoch endlich ist )
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Beispiel 9.36

Fir o < 1 ] 1

f dx1— — Iim_—1
o X clo(a—1)xaT

Far a > 1ist X1—a nicht (uneigentlich) integrierbar bei 0. Analog:

c 1-a

Joodxl—lim . i |d—1—
1 Xo‘_daoo(a—1)xa_1 (04—1)1_05—1

Fir o < 1 ist ;% nicht integrierbar bei oo

falls o > 1

Beispiel 9.37 (Cauchy-Integral)

X —— = lim lim ax ——
Jood 14 x2 a—>—00b—>+ooJa 14 x2

. - i
= ,lim lim (arctan(b) — arctan(a)) = 5 - <__) _
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Beispiel 9.38 (Ein rationales Integral in sin(x))

[ N P
0 y2-—sin“(x) (1 —cos(2x))
B 2y N x
= L dX2y2—1+cos(x) mit t = tan (%)
tan (%)
an(g) T HE 2214375

2y
N ZL dt(1+t2)(2y2—1)+1—t2

= 2Jo ot eeye—2) + 252

Q0
:EJ ot L
Y'Jo t2<1—%>+1
g 1 © 1
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Satz 9.39 (Majorantenkriterium)
f,g:(a,b) — R, mit|f| < g und f stetig

b b
J dx g(x) existiert — J dx f(x) existiert
a a

Beweis:

d d d

f dx f(x)| < f dx |f(x)] < f dx g(x)
C (o] (o]

Dann bilde Limes ¢ | aund d 1 b. O

Beispiel 9.40

1
adx —— < ax ——— = —
L 1+ x2 L 1+ x2 2
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Beispiel 9.41 (Euler'sche I'-Funktion)
Q0
M(x) = J dte 't*"', x>0
0
Integral uneigentlich bei 0 und oo. Spalte auf §° = {3 + {2+ {2
1 1
f dte 't < f dtt~! < o firx—1>-1 < x>0
0 0

00] 0 - 1
f dte 11 = J dt e~ t+x=1n(M) J dte~t+3t < o
a a a

far a ausreichend groB3. Zusammenfassend: I'(x) definiert V x > 0

=

R R
J dte'tX = —e 1|IZF + xj dte {t*~! (partielle Integration)
&3 E)

Im Limes ¢ | 0 und R 1 oo folgt Funktionalgleichung: T'(x + 1) = xI(x)
Dar(1) = {y dtet=1,folgtr(n) = (n—1)!
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Satz 9.42 (Integralkriterium fir Konvergenz von Reihen)
Sei f : [0,00) — R positiv und monoton fallend mit {3’ dx f(x) < o
Sei (an)nen Folge in R mit |an| < f(n)

= > .,=0 an absolut konvergent.

Beweis:
o0 0
> lanl < Z | o lx f ax f(x
n=1 n=1
Beispiel 9.43 (Riemann’sche (-Funktion)
1
C(s)=n=1ﬁ, s>1,s€eR

Tatsachlich ist dies wohldefiniert fir s > 1, wie Vergleich mit der

integrierbaren Funktion f(x) = min {1, -} zeigt
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Satz 9.44 (Parameterabhangige Integrale)

Seiena< b, c<dundf:[a,b] x [c,d] — R stetig.
Dann existiert F(y) = Sg dx f(x, y) und ist stetig auf [c, d]
Zudem: f(x,y) stetig differenzierbar in y — F auch und

d Jb Jb d
— ax f(x, = ax — f(x
= (x,y) &g (X, y)

Beweis: Sei y € [c,d] und (yn)n=1 Folge mitlimy, =y
Fur die Stetigkeit von F zeigen wir lim,_« F(yn) = F(y)
Dann f,(x) := f(x, yn) integrierbar weil stetig. Zudem

lim fo(x) = g(x)  mit g(x) = f(x,y)

Sogar gleichméssige (uniforme) Konvergenz ||f, — g| s — 0 auf [a, b]
Nach Satz 9.17

lim F(y,) = Ilmf ax fa(x dx I|m f(x) = F(y)

n—oo
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Beweis zweiter Aussage verwendet gleichmaBige Stetigigkeit von
(y)ela.b] x [o.d) = = f(x.)
Jetzt:

Fly+e¢)—
€

b g
— | dx—f(x,
L 1)

b
f o (f(x,y + sz —fx.y) d;dyf(xjy))‘ (Linearitat von )

a

b |d d
< ax X MWS mitée[y,y +
[[ o | g 000 - g x| MWSmitce [y +<)
bdx sup  sup d f(x, g)—if(x y)‘ i(e)
a asx'<by<ésy+e dy y

mit lim. o §(¢) = 0 (nach gleichmaBiger Stetigkeit von . )

Somit &F(y) = {2 dx Lf(x.y)
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Beispiel 9.45
Berechnung von
Fy) = JZ dx In(y? —sin®(x)), y>1
0

Direkt schwierig, aber mit Satz 9.44:

™

d 7 2y
— F(y) = dx =
dy ) fo y2 — sin?(x) y2 —1
wobei Letzteres Beispiel 9.38 ist. Jetzt:
i
_ - 2 _
F(y)_fdy\/}ﬁ_wln(y-i-q/y 1) +c¢

entweder nach Ableiten oder mit Substitution y = cosh(t)
Zur Bestimmung der Konstante: Verhalten fir y — oo
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Definition 9.46 (Asymptotik und Landau Symbole O und o)
f: (a, ) — C und Vergleichsfunktion g : (a,0) — R-g
(meist g(x) = x“ oder g(x) = In(x), etc.)

(i) fistvon Ordnung g fir x — o (Schreibweise f = O(g))

<= db> amitsup,-, g((x)) < C<w

(if) fvon Ordnung klein o von g fiir x — oo (Schreibweise f = 0(g))

— limy_,, Wl _ 9o

9(x)
(iii) Analoge Definitionen fir Verhalten bei a und Singularitaten

Beispiel 9.47

1. m = O(X_Z’Y) far x — OOWObei"}/ > %
2. sin(x) —x =o(x) firx -0

3. In(1—x) O(x) fuirx -0

4. In(1 —x) —x = O(x?) flirx —» 0
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Beispiel (Bestimmung der Konstante in Beispiel 9.45)

Fly) = f: dx In(y? — sin?(x)) = Jz dx (m(yz) 0 (1 N Sinz(X))>

0 y?

= gln(yz) + o(}%) (daln(1 —x) = O(x) fiir x Klein)

=xin(y) + O (}%)

Vergleich mit

Fly) = nin(y +4/y2—1)+c

= 7w In(2y) +7r|n<% + %— ) = @

zeigt c = —7 In(2)
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10 Topologische Grundlagen

Schlagwérter: Metrische, normierte, topologische, kompakte Raume
Definition 10.1
d: X x X — Rso = [0,0) heiBt Metrik (oder Abstand) auf Menge X,
faIIs V x,y,z e X gilt, dass
d(x,y) =0 < x =y (Nichtentartung)
(i) d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie)
(i) d(x,y) <d(x,y)+d(z,y) (Dreiecksungleichung)
Dann heiB3t (X, d) metrischer Raum

Beispiel 10.2
X = CN versehen mit euklidischer Metrik

dix,y) = |x—y| = len

2

Dies ist ein Spezialfall von Folgendem:
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Satz 10.3
Jeder normierte Vektorraum (V, | . ) ist ein metrischer Raum mit
induzierter Metrik

d(x,y) = |x—y|

Beweis: Erinnerung an Definition 4.13: |.| : V — R> Norm, wenn
() [Av| = Al |v]  (Homogenitit)
(i) v+ w| < |||+ [w] (Dreiecksungleichung)

(i) [v]=0 = v=0 (Nicht-Entartung)
Dannd(x,y)=|x—y|=0<=x—-y=0<x=y
Symmetrie klar nach Homogenitat und Dreiecksungleichung:

dx,y) =[xyl
= |[x=z+2z-y]
< [x=2zl+lz-vyi

dx,z)+d(z,y)
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Beispiel 10.4
X =C([a,b]) = {f:[a,b] — R stetige Funktion}

reeller Vektorraum der Dimension co mit Norm

[flo = sup [f(x)]

xe(a,b]

Die induzierte Metrik ist also

d(f,g) = [f—9le = sup |f(x)—g(x)|

xe[a,b]
Beispiel 10.5
Beispiel ganz anderer Natur: Fir Menge X setze
1 X#Yy
dix,y) =
(x.¥) { 0 x—y

Dies ist eine Metrik
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Definition 10.6
(X, d) metrischer Raum, x € X, r > 0, A c X Teilmenge
(i) Die (offene) Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x ist

Bi(x) = {yeX|dx,y) <r}

(i) Aoffen < VaeA3Ir>0mitB/(a)c A

Satz 10.7

(X, d) metrischer Raum, r > 0, x € X
(i) (ADies, I Indexmenge, A; — X offen
— Ui/ Ai = {xe X | xeAfireinie I} ist offen
(i) Br(x) offen
(i) Ac X offen < A ist Vereinigung von Kugeln
(iv) A,Bc X offen — A n B offen
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Beweis:

(i) Setze A= J;.,Ai- Seiac A

= JielmitaceA;

= Jr > 0mit B,(a) c A; (weil A offen)

= B(a) c A, somit A offen

(i) Sei ae B,(x). Sei 6 = d(a,x) < r. Dann B,_s(a) < B;(x)
(i) "<==" Kklar nach (i) und (ii)

"—"Zu ae Awahle ry > 0 mit B,,(a) c A.

Dann A = (J,.4 Br.(a) (hier ist A Indexmenge!)

(iv) ae An B. Da sowohl A als auch B offen
— J3ra>0undrg > 0mitB,(a) c Aund B,(a) c B
Setze r = min{ry, rg}. Dann B,(a) = A~ B. Somit A n B offen O
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Beispiel 10.8
1. Offene Mengen in R sind Vereinigungen offener Intervalle (a, b).
2. Offene Mengen in RY sind Vereinigungen offener Kugeln

Verallgemeinerung des metrischen Raumes: topologischer Raum
Notation: P(X) = {A| A < X} Potenzmenge von X

Definition 10.9

X Menge, O < P(X) Mengensystem von Teilmengen von X
Dann heif3t © Topologie auf X, falls
(i) geO, XeO
(i) (ADier, Aie O = J;c;Ai € O (O vereinigungsstabil)
(i) FirNeNund Aq,...,Aye 0 — NNX,Ac0
(O endlich durchschnittsstabil)
Dann heiBt (X, O) topologischer Raum und Elemente von O offen
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Bemerkung 10.10
(X, d) metrischer Raum. Setze

O

{beliebige Vereinigungen von Kugeln in X} v {}

{UBn(Xi)

iel

rr>0, xje X, ie/}u{@}

Nach Satz 10.7 ist dies Topologie, genannt induzierte Topologie

Beispiel 10.11

Aber: nicht jede Topologie wird von einer Metrik induziert!

X habe > 2 Punkte. Betrachte "Klumpentopologie” O = {5, X}
Annahme: 3 Metrik d auf X, welche O induziert

— einzige Kugelist X — Vr>0giltd(x,y)<r Vx,yeX
— d(x,y) =0 Vx,ye X Widerspruch zur Definition von d 4
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Bemerkung 10.12
Metriken d und d’ auf X kénnen gleiche Topologie erzeugen
Dies gilt insbesondere, falls ein C > 0 existiert mit

Zdlxy) < dxy) < Cdlxy)  VxyeX
weil dann (mit der Bezeichnung B} (x) fur Kugeln bezuglich d’)

By (x) < By(x) < Ber(x)
Also Br(X) = Uyeg,(x) By (¥) = Uyes,(x) By, (¥) offen in Topologie zu o’
c

Beispiel 10.13
RY mit euklidischer Metrik d und Maximumsmetrik d’ = d..:

d 3 2
1 R < oyl < S
W(;I& y,I) max_|x; i > 1 —yil

i=1,...d
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Konstruktion neuer topologischer Raume aus bekannten:

Definition 10.14

(X, O) topologischer Raum und A c X

Op = {B n A| B e O} Unterraumtopologie auf A
(A, Op) heift topologischer Unterraum von (X, O)

Satz 10.15
O, Topologie auf A

Beweis: Nachweis der Eigenschaften aus Definition 10.9:
(i) J,A€Onp
(II) C,'EOA - HB,-e(’)mitC,-zAmB,- - UieIBieO

= Ui BinA=U Ci€Oa
(iii) Ubung
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Notation: A° = {x e X | x ¢ A} = X\A Komplementvon Ac Xin X

Definition 10.16
(X, O) topologischer Raum und A < X. Dann:
A abgeschlossen <= A° offen

Satz 10.17
(X, O) topologischer Raum
() &, X abgeschlossen
(i) (Aj)iec Familie abgeschlossener Mengen — ()., Ai abgeschl.
(i) Aq,...,An abgeschlossen — U,’i 1 A abgeschlossen
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Beweis: (i) ()¢ = X undX® = &5 offen
(i) Mengentheoretische ldentitat:

(DIA,-)C {xeX|x¢ﬂA,}

iel

= (X eX|x¢Afireniel}
Utxe x| x¢ Ay = A

i€l iel

Nun ist A? offen Vi e /

— |Jj; A? offen (nach Definition 10.9) — [;;, A; abgeschlossen

.....
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Definition 10.18
(X, O) topologischer Raum, xe X, Uc X

U = U(x) heiBt Umgebungvon x < FAeOmitxe Ac U

Bemerkung 10.19
In (X,d)ist U Umgebung von x < 3 Kugel B/(x) c U

Beispiel 10.20

a,beRunda<b

. [a,b] = {x e R| a< x < b} abgeschlossen in R

[a, b) weder offen noch abgeschlossen

. Q < R weder offen noch abgeschlossen

Begriindung g€ Q, dannist kein B;,(q) c Qwennr >0

[a, b) Umgebung von allen x € (a, b), aber nicht von aund b
N1 (0,1 + :—,) = (0, 1] nicht offen (unendlicher Durchschnitt)

w N =

.
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Satz 10.21

(X, Q) topologischer Raum, A c X
A offen < A Umgebung all seiner Punkte

Beweis:

"—"xeA = xeAc Amit Aoffen — A Umgebung von x
<" AUmgebungvon x V xe A

= VYV xec A Joffenes Bymitxe By c A

= |Jen Bx = A offen, nach Vereinigungsstabilitat

Definition 10.22
(X, O) topologischer Raum, x € X und A < X
(i) x BerGhrungspunkt (BP) von A
<= VY Umgebungen Uvon x gilt U n A# &
(i) x Haufungspunkt (HP) von A
<= VYV Umgebungen U von x gilt An (U\{x}) # &
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Bemerkung 10.23

A c X eines topologischen Raums und x € X

1. xe A = x BP von A, aber nicht immer HP von A
Zum Beispiel ist 1 BP von A = {1} c R, aber 1 nicht HP von A
2. Jeder HP von A ist auch BP von A (nicht umgekehrt!)
3. Ac R von oben beschrdnkt — a = sup(A) BP von A
Sonstgébeesr>0mitB/(a)n A=

und a — 5 wére kleinere obere Schranke. Widerspruch 4

Mathematik fiir Physiker 2 10. Topologische Grundlagen 229 /359



Satz 10.24

(X, O) topologischer Raum und A c X
Aquivalent sind:

(i) A abgeschlossen

(i) Jeder BP von A gehért zu A
(i) Jeder HP von A gehért zu A

Beweis: (i) = (ii): A abgeschlossen, x ¢ A

= x e A®offen = A® Umgebung von x (nach Satz 10.21)

Da aber A° n A = ¢, ist x nicht BP von A

Somit Negation: xBPvon A — xec A

(i) = (iii): klar nach Bemerkung 10.23

(iiy = (i): Jeder HP von Aistin A, also ist x € A° nicht HP von A
— 3 offene Umgebung U(x) mit An (U(x)\{x}) = &, d.h. U(x) < A°
Somit A® = | J,.4c U(x) offen — A abgeschlossen O
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Definition 10.25

Topologischer Raum (X, O) hei3t Hausdorff-Raum

< VYV x # ye X 3Umgebungen U(x), U(y) mit Ux) nU(y) =
Man sagt auch, es gilt die Trennungseigenschaft T, in X

Satz 10.26
Jeder metrische Raum (X, d) ist ein Hausdorff-Raum
(wenn versehen mit der induzierten Topologie)

Beweis: x,y e X, x #y = r =d(x,y) > 0 (Nichtentartung)
Wahle U(x) = B:(x) und U(y) = B:(y). O

r r
2 2
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Satz 10.27
(X, O) Hausdorff und x Haufungspunkt von A ¢ X
= in jeder Umgebung U von x liegen unendlich viele Punkte von A

Beweis:

U Umgebung von x

— 3 x1 € U\{x} n A, insbesondere x; # x

= 3 Umgebungen U;(x) < Uund Vi(x;) mit Uy n Vi = &
— I xp e Ui(X)\{x} n Aund xp # X1 sowie xp # X

Dann iteriere.
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Definition 10.28

Folge (xn)nen in Hausdorff Raum (X, O) konvergiert gegen x € X
<= zu jeder Umgebung Uvon x INe Nmitx,e U Vn=N
Schreibweise: lim,_ o Xp = limp X, = X

Bemerkung 10.29
(X, d) metrischer Raum. Dann
im Xy, = x < (Ve>03NmitxneBe(x) Vn>N)

n—oo

Fir X = R9 oder X = C9 stimmt Konvergenzbegriff mit Ana 1 (iberein!

v

Definition 10.30
x € X Haufungspunkt (HP) von Folge (x»)nen in Hausdorff (X, O)
<= zu jeder Umgebung U von x 3 unendlich viele n mit x, e U

Achtung! HP von Menge {x, | n€ N} = HP von Folge (xp)nen
aber Umkehrung falsch (z.B. konstante Folgen)
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Satz 10.31

(Xn)nen Folge in Hausdorff-Raum (X, O)
x =limp, Xn = x einziger HP von (xp)nen (Grenzwert eindeutig)

Beweis: Sei y zweiter HP von (xp)peny mit y # x

= 3 Umgebungen U(x) und U(y) mit U(x) n U(y) = &

Nach Definition der Konvergenz 3 N mit x, € U(x) Vn> N

= nur endlich viele x, in U(y). Widerspruch 4 O

Satz 10.32

(X, d) metrischer Raum und x € X HP von Folge (Xn)nen in X
= 7 Teilfolge, die gegen x konvergiert.

Beweis: Bestimme iterativ ny > ny_1, so dass d(x, x,,) < %

Dann limg_, o Xn, = X ]
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Metrische Raume sind nattrlicher Kontext fir folgende Begriffe.
Definition 10.33
(X, d) metrischer Raum
() Ac X beschrankt <= 3 CeRmitd(x,y) < C Vx,yeA
(i) (Xn)nen Cauchy-Folge in X
— Ve>03INmMitd(xpxm) <e Ynm=N
(ii) (X, d) vollstandig <= jede Cauchy-Folge in X konvergent

v

Also: X vollstandig = X metrisch = X Hausdorff = X topologisch
Definition 10.34

(V.| |) normierter Vektorraum, also auch metrischer Raum
V vollstandig <= V Banachraum

Definition 10.35

(V,{])) Vektorraum mit Skalarprodukt, also auch metrischer Raum
V vollstandig <= V Hilbertraum
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Satz 10.36

(X, d) metrischer Raum
() (Xn)neny Cauchy-Folge = {xp | n € N} beschrankt
(i) (xn)nen konvergent—> (xn)neny Cauchy-Folge

Beweis: (analog zu R)

(i) (Xn)nen Cauchy-Folge

= IANmMitd(xp,xm) <1 VYnm=N

Setze r = max{d(x1, xn), ..., d(Xn_1,Xn)} + 1
Dann xx € B;(xy) VkeN

(ii) lim, x, = x. Sei e > 0. Bestimme N, so dass

d(x,xp) < % vn=N
DannVnm>=N

d(Xn, Xm) < d(Xn,X) + d(X,Xm) < +§ —

N ™
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Beispiele vollstandiger Raume
Beispiel 10.37
RN und CN sind vollstandig (Ana 1)

Beispiel 10.38
C([a, b]) versehen mit der Norm | . ||, (Beispiel 10.4) ist wegen
folgendem Resultat vollstéandig (Verallgemeinerung Satz 11.25)

Satz 10.39 (Uniforme Limites stetiger Funktionen sind stetig)

faoe C([a,b]) und g : [a,b] — R mitlim,_ ||fs — g|ew =0
— g€ C([a b])

Bemerkung 10.40

Also ist (C([a, b]), || - [-) ein Banachraum

Die von | . ||s induzierte Metrik hei3t auch die Metrik der uniformen
Konvergenz, manchmal auch der gleichmaBigen Konvergenz
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Beweis von Satz 10.39: Sei x € [a,b]und e > 0
= ANmit|fh—g|le<g YN=N
fy stetig bei x = 3 Umgebung § > 0, so dass

iy (x) — fy(X)| < % ¥ x' € Bs(x)
Somit fur x’ € Bs(x) gilt

19(x) = g(x)| < 19(x) = ()] + [fn(x) = In(X)] + [ (x') — g (X))

€
< [g—1tnlo + 3

€ € €
3~|-||fN—g|\OO < gtatgz <€

3 3 3

Beispiel 10.41

L?([a, b]) Menge der quadrat-integrierbaren Funktionen mit
Skalarprodukt

b P
a@=memn

ist vollstandig, also Hilbert-Raum (Riesz-Fischer, Beweis spater)

O]
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Fakt: Es gibt unvollstandige metrische Raume,
aber jeder metrische Raum (X, d) kann vervollstandigt werden:
Setze Y = {(Xp)nen Cauchy-Folge in X} und X = Y/~, wobei

(Xn)nen ~ (¥n)neN — Jinoo d(Xn,yn) =0
Definiere Ef((x,,),,eN, (¥n)nen) = limpo0 d(Xn, ¥n) (Limes existiert!)

Einbettung: /: X > X I(x) = (X)nen konstante Folge

Satz 10.42
(X, d) ist vollstindig und X — X dicht,
d.h. zu jedem % e X und Umgebung U von % existiert x € X mitx € U

Ohne detaillierten Beweis, aber im Prinzip genauso wie bei R

Beispiel 10.43
ZuX=QistX=R
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Satz 10.44 (Fixpunktsatz von Banach)
(X, d) vollstédndiger metrischer Raum
f: X — X Lipshitz-stetig mit Lipshitzkonstante L < 1, d.h.

d(f(x), f(y)) < Ld(x,y)

— f hat genau einen Fixpunkt x € X, d.h. f(x) = x
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Beweis: Sei x, = f(x,_1) Orbit von beliebigem Startpunkt xg € X

d(Xn, Xn+1) = d(f(Xn—1),f(Xn)) < Ld(Xp-1,%n) <...< L"d(x0,X1)
Zudem nach der Dreiecksungleichung fir n < m:

d(Xn, Xm) < d(Xn,Xpt1) + d(Xni1, Xps2) + .- + d(Xm—1, Xm)

(Z Lk) (X0,%1) < L”“ﬁd(xo,xﬂ

Somit ist (x,)y=0 eine Cauchy-Folge in X
Wegen Vollstandigkeit von X existiert Limespunkt x = lim,_,4 X
Nun ist lim,_o d(f(x), f(xn)) < limp_ Ld(X, Xs) = 0 und somit

f(x) = nli_r)noof(x,,) = nli_r)rgoxnﬂ = X
Also ist x Fixpunkt. Sei x” ein zweiter Fixpunkt. Dann
d(x,x') = d(f(x),f(x')) < Ld(x,x)

was wegen L < 1 impliziert, dass d(x, x’) = 0, d.h. x = x’ ist ]

Mathematik fiir Physiker 2 10. Topologische Grundlagen 241 /359



Definition 10.45
(X, O) topologischer Raum
(i) (Aj)ics offene Uberdeckung von X <= A;e O und | J;,; Ai = X
(i) (Aj)ier, Teilliberdeckung von (Aj)je) <= I < lund X = U,-E,O A
(i) X kompakt — X Hausdorff und jede offene Uberdeckung von X
besitzt eine endliche Teiliberdeckung
(iv) K < X kompakt < K kompakt bez. Unterraumtopologie
<= V (B;)je offen in Hausdorff X und
Uberdeckung von K 3 endliche Teiliiberdeckung von K

o

Beispiel 10.46
1. (0, 1) nicht kompakte Teilmenge von R
weil: = Up=1 (%, 1) ohne endliche Teiliiberdeckung

2. Spater. Satz von Heine-Borel zeigt [0, 1] kompakt
3. Endliche Mengen sind immer kompakt
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Satz 10.47

(X,0) Hausdorff und K < X kompakt. Dann
(i) K abgeschlossen
(i) Ac K abgeschlossenin K — A kompakt

Beweis: (i) Sei y € K°. Verwende die Trennungseigenschaft
Zu jedem x € K bestimme offene Umgebungen

U(x) von x und Vx(y) von y mit U(x) n Vx(y) = &

— |J,x U(x) offene Uberdeckung von kompakter Menge K
= 3 endliche Teiliberdeckung (U(xn))n=1....
— ﬂﬁ:1 Vi, (y) offene Umgebung von y mit ﬂﬁ:1 Vi, (y) © K¢
Somit ist K¢ Umgebung all seiner Punkte

= K¢ offen nach Satz 10.21

— K abgeschlossen
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(ii) (A))c/ offene Uberdeckung von A
= VielaBic Koffenin KmitA; =B nK

— ((By)je1, A° = K\A) offene Uberdeckung von K (weil A° offen!)
— 3 endliche Teiliberdeckung (B, ..., Bj,, A°) von K

= (A, ..., A,) endliche Teiliberdeckung von A

Satz 10.48

(X, d) metrischer Raum , K < X kompakt
= K beschrankt, d.h. diam(K) = sup, ,ex d(X,y) <

Beweis: x € K, (Bn(x))nen ist offene Uberdeckung von K
= 3 endliche Teiliberdeckung (Bp,(X))i=1,..n

— Kc B, (x)

= diamK < ny < o
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Definition 10.49
(X, 0) Hausdorff-Raum , Ac X
(i) X folgenkompakt < jede Folge in X besitzt konvergente Teilfolge
(i) A folgenkompakt
<= A versehen mit Unterraumtopologie folgenkompakt

Satz 10.50

(X, d) metrischer Raum. Aquivalent sind
(i) X kompakt
(i) X folgenkompakt
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Lemma 10.51 (Lebesguesches Uberdeckungslemma)

(X, d) folgenkompakt, (A;)c offene Uberdeckung von X
= 3 Lebesgue’sche Zahlé > 0, so dass¥ x € X 3 i e | mit B;(x) c A;

Beweis: Gegenannahme: # solches 6 > 0
= Vn=>1 Hx,,eXmitB%(x,,)ctAi Viel
Sei xp HP von (xp)n=1 (nach Voraussetzung)
Sei i € 1, so dass xo € A, (Uberdeckung)
Sei e > 0, so dass B.(xp) = Aj, (A, offen)
Wahle k > 2 mit x, € Bg(x0) (Xo ist HP)

Dreieck

— B% (Xk) c Bg (Xk) (e Be(Xo) C Aio Widerspruch 4 ]
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Lemma 10.52

(X, d) folgenkompakt
= V¢ > 03 endlich viele x1, ..., x- mit X = | J/_y Bs(X))

Beweis: Gegenannahme:

36>0mit X # Ujf:1 B;(x;) fur jede Wahl von xq,...,x, und re N
Sei yp beliebig — 3 y4y mit d(y4, yo) = J (Aussage fur Fall r = 1)
= Jyomitd(yo,y1) =dund d(ys, yo) =6 (Fall r = 2)

Iteration: V ne N

3 ¥n mit d(yk,yn) =06 Vk<n

Diese Folge (¥n)nen erfllt also d(yn, ym) =0 VYV n,meN
Also kann diese Folge keinen HP oder konvergente Teilfolge haben
Widerspruch zur Folgenkompaktheit 4
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Beweis von Satz 10.50:

(il)==(i), d.h. folgenkompakt = kompakt (schwierigerer Teil)

Sei (A))jc; gegebene offene Uberdeckung

Sei § > 0 zugehdrige Lebesguezahl

Nach Lemma 10.52 wéahle xq,...,x, mit X = Uf:1 Bs(x))

Da Bs(x;) = A; fur geeignetes j; nach Lemma 10.52 gilt X = Uf=1 A
d.h. es gibt endliche Teiliberdeckung

Mathematik fiir Physiker 2 10. Topologische Grundlagen 248 /359



(i)==(ii), d.h. kompakt = folgenkompakt
Sei (xn)nen beliebige Folge in X. Ziel: Konstruktion von HP

Setze
An={xeX|Ye>03k=nmitxxe B(x)}

={xeX|xBPvon{xx|k>=n}} < A1

A, abgeschlossen nach Satz 10.24 (da alle BP enthalten)
Behauptung: (. An # &

Begriindung: Sonst ware -4 A = X offene Uberdeckung

X komp. Uﬁ=1 AC = X endliche Teiliberdeckung

— g =N, A, = Ay, aber Ay # &. Widerspruch ;
Also 3 x € (=1 An,d.h. x BPvon {xx |k > n} Y ne N

= X HP von (Xp)nen (¥ € > 0 3 unendlich viele n mit d(x, x,) < €)
Nach Satz 10.32 existiert zu diesem HP eine konvergente Teilfolge [
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Satz 10.53 (Satz von Heine-Borel)

Sei RY versehen mit der euklidische Metrik und A c RY. Dann:
A kompakt < A beschrankt und abgeschlossen

Beweis:

"—" Satz 10.47 und Satz 10.48

Bolzano-Weierstrass: Jede beschrénkte Folge in RY besitzt einen HP
Also hat Folge (xn)nen in A einen HP x, der auch BP von A ist
(entweder x = x, fir unendlich viele n, oder x HP von {x, | n e N})
Jetzt:

A abgeschlossen = x € A nach Satz 10.24

Somit hat jede Folge in A einen HP in A

= A kompakt nach Satz 10.50
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11 Stetige Funktionen

Definition 11.1 (Grenzwerte von Funktionen)

Seien X, Y Hausdorff-Raume, @ # A< X und a€ X BP von A

Far eine Funktion f : A — Y und b € Y sei definiert:

limy_af(x)=b

<= VY Umgebungen V(b) 3 Umgebung U(a) mit f(U(a) n A) < V(b)

v

Lemma 11.2
Grenzwerte von Funktionen sind eindeutig

Beweis: (wie Satz 10.31) Seien by # bo € Y zwei Grenzwerte
= 3 Umgebungen V(by), V(b2) mit V(by) n V(b)) = &

2L 3 Umgebungen U1( ) Us(a )mit f(U-( )nA)c V(b),j=1,2

— f(Ui(a) n Uz(a < Nj=12f(Ui(@a) n A) = V(b)) n V(b2) = &
= Uj(a) n Us( )mA @ aber U1( ) n U>(a) Umgebung von a
= anicht BP von A. Widerspruch ]
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Satz 11.3
(X, d), (Y,d') metrische Rdume, f : A< X — Y und a BP von A.
Aquivalent sind:

(i) limy_af(x)=b

(i) Ve>036 >0 mitf(Bs(a) n A) < B.(b)

(i) Ve>03d >0, sodass firx e Amitd(x,a) < ¢ giltd'(f(x),b) < e
(iv) V Folgen (Xn)nen in A mitlimp, x, = a giltlim, f(x,) = b

v

Beweis: (i)=(ii) Sei ¢ > 0. Dann B.(b) Umgebung von b
= 3 Umgebung U(a) mit f(U(a) n A) < B.(b)

= 36 > 0 mit Bs(a) c U(a) (da U(a) Umgebung von a)
Somit f(Bs(a) n A) = f(U(a) n A) = B.(b)

(i)<==(ii) Sei V(b) Umgebung von b

= Je>0mit B.(b) c V(b)

VoS 55 > 0 mit £(Bs(a) n A) = B.(b) = V(b)

Zudem ist Bs(a) Umgebung von a, so dass (i) gilt.
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(if)«<==(iii) ist lediglich Umformulierung

(ii)==(iv) Sei (xn)nen Folge in A mitlim, x, = a

Zu beliebigem ¢ > 0 wahle 6 > 0 wie in (iii)

— INmitd(xp,a) <dé Vn=N

D @ (f(xp),b) <€ ¥Yn=N

Somit lim, f(x,) = b

(iv)==(iii) Gelte Negation von (jii)

= Je>0 Vd>03IxeAmitd(x,a) <d, sodass d(f(x),b) >
Insbesondere fiir § = 1 3 x, € Amit d(xp, @) < 1 und d'(f(xn), b) > €
Also limp, x, = a, aber lim, f(x,) # b, d.h. Negation von (iv)
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Beispiel 11.4

X =Y = C mit euklidischer Metrik d(z,2) = |z — Z/|
Wir zeigen:
. e —1
lim
z—0 V4

=1

Beachte 900‘1 = 3 nicht definiert, aber 0 BP des Definitionsbereiches!
In der Tat, fir ze C mit |z| < 1 gilt

ef -1 1 -1
(1) - - | T

< Zl|z| = c¢|z| = cd(z,0)

e? — ‘

wobeic =3, ,
Zu e > 0 wahle § = <. Dann: d(z,0) < 4 gibt d(f(z),1) < ¢

Mathematik fiir Physiker 2 11. Stetige Funktionen 254 /359



Satz 11.5 (Cauchy-Kriterium)

(X,d), (Y,d) metrische Rdume und sei (Y, d’) vollstandig
Ferner seia BPvon Ac X undf: A— Y Abbildung. Dann:
limy_ 5 f(x) existiert < Y e¢> 0346 > 0, so dass fir x,x' € A mit
d(x,a) < ¢, d(x',a) < giltd'(f(x), f(x")) <e

Bemerkung 11.6

Beachte, dass Grenzwert b = limy_,q f(x) hier nicht benétigt wird,
um Konvergenz zu untersuchen (aber auch nicht berechnet wird)

Beweis: "—" (ohne Vollstandigkeit von Y)
limy_af(x) = b
— Ve>036>0mitd(x,a) <6 gilt d'(f(x),b) < §
= Vx,xX e Amitd(x,a) <4, d(x’,a) <4 gilt
d(f(x),f(x)) < d'(f(x),b) + d'(f(X),b) < % + % .
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"«<=" Verwende Kriterium (iv) von Satz 11.3

Sei (Xp)nen Folge in Amitlim x, = a.

Wir zeigen, dass (f(xn))neny Cauchy-Folge in (Y, d’)

In der Tat, sei e > 0. Wahle § > 0 gemaf Voraussetzung

Nach Konvergenz imx, = a3 Nmitd(xp,a) <d Yn=N

also nach Vorausetzung d’(f(xy), f(xm)) < 2¢ ¥V n,m > N, d.h. Cauchy
Weiter: Y vollstandig = lim f(x,) = b existiert

Gegeben andere Folge (x;,)peny mit lim x;, = aund lim f(x},) = b/

Wir zeigen b = b/, was dann den Beweis beendet

In der Tat, betrachte (x;)nen = (X0, Xg, X1, X1, - - .)

Dann limx{ = aund auch lim f(x};) = b” existiert

Aber b’ = b und b’ = b OJ
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Beispiel 11.7 (Funktionen ohne Grenzwerte)
Zu X,Y = Rund A = R\{0} betrachte f(x) = sin (1) fir x ¢ A
limy_osin (1) existiert nicht

1

In der Tat, zu x, = ZentT 0 gilt f(x) =1

L — 0gilt f(x}) = —1
2

aber zu X, = ;—'%

Tatséachlich:
V be[—1,1] 3 Folge (Xp)nen mit lim x, = 0 und lim f(x,) = b

Beispiel 11.8

1
X, Y e Rund f(x) = sgn(x) = X>0 RO}
-1 x<0
limy_o f(x) existiert nicht

Hier ist jedoch Limes von rechts und links sinnvoll
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Definition 11.9
a € R BerUhrungspunktvon Ac Rund f: A — (Y, d’)
(i) limy 4 f(x) = b (rechtsseitiger Limes)
<= V Folgen (xp)npeny iIn Amit x, > a, limx, = agiltlimf(x,) = b
(i) limy—o f(x) = b (uneigentlicher Limes)
<= V Folgen (Xn)nen in A mit lim x, = oo gilt lim f(x,)

=b
(i) Analog linksseitiger Limes limy;4 f(x) und limy_, _ f(x)

Beispiele

—

. limy o sgn(x) =1

. limyosgn(x) = —1

- limyosin (1) =0

. limy_, sin(x) existiert nicht

A W DN
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Satz 11.10 (Regeln fur Limites komplexwertiger Funktionen)
(X, d) metrischer Raum, a BP von Ac X, f,g: A— Cund X € C.
Jeweils wenn rechte Seiten existieren, gilt:

(i) limy—a(f(x) + Ag(x)) = (limx—a f(x)) + Alimx—a g(x))

(i) limy—a(f(x) - g(x)) = (limy—a f(x))(liMx—a g(x))

(i) limxa 26 = Fe=iics, fallslimy . g(x) # 0
Falls X = R, gilt alles auch fiir einseitige und uneigentliche Limites
Die Linearitéat in (i) gilt auch fir vektorwertige Funktionen

Beweis: Mit Satz 11.3(iv) Ubertragen sich die Regeln flr konvergente
Zahlenfolgen (Ana 1) ]

Jetzt: Im Allgemeinen hat der Grenzwert b = limy_, 5 f(x) nichts mit
dem Funktionswert f(a) zu tun (falls a im Definitionsbereich)
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Definition 11.11
X, Y Hausdorff-Raum, f: X — Y Abbildung und xo € X
(i) fstetiginxg < limy_x, f(x) = f(Xo)
(auf der rechten Seite: Limes existiert und gleich f(xp))
(i) f stetig (im GroBen) < f stetig in allen Punkten xp € X

Satz 11.12

Aquivalent sind

(i) f stetig in xo

(i) Y Umgebungen V von f(xy) 3 Umgebung U von xo mit f(U) c V
(iiiy ¥ Umgebungen V von f(xp) ist f~1(V) Umgebung von xq

Beweis:

(i)<=>(ii) nach Definition des Grenzwertes (iii)==(ii) klar

(i)==(iii) f(U) c V = Uc F1(f(U)) = (V)

Da U Umgebung von Xxg ist, ist auch f~'(V) Umgebung von xo. O
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Satz 11.13

(X, 0x), (Y,0y) Hausdorff-Rdume und f : X — Y. Aquivalent sind:
(i) f stetig
(i) Urbilder offener Mengen sind offen, d.h. Y A€ Oy gilt f~1(A) € Ox
(iiiy Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen

Beweis: (i)—(ii) A c Y offen. Sei x e f~1(A)

— f(x) € A, d.h. A offene Umgebung von f(x)

— f~1(A) Umgebung von x nach Satz 11.12. Dies gilt V x € X

— f~'(A) Umgebung all seiner Punkte, also offen (Satz 10.21)
(i)==(i) V Umgebung von f(x)

— 3 offene Umgebung V' < V von f(x)

O #1(v") offene Umgebung von x e £~ (V') mit (" (V")) < V
(il)«<==(iii) A c Y abgeschlossen <= Komplement A° in Y offen

— f71(A°) = f~1(A)° offen — f~'(A) abgeschlossen O
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Satz 11.14 (Hintereinanderausfiihrung stetiger Abbildungen)
f:(X,0x) = (Y,Oy)undg: (Y,Oy) — (Z,07) stetig
= gof:(X,0x) — (Z,07) stetig

Beweis: (gof)™"(A) =f""(g71(A) e Oxdag ' (A) e Oy fir Ae Oz
[

Satz 11.15 (Holder-Kriterium far Stetigkeit)
(X,d), (Y,d) metrische Rdume, f : (X,d) — (Y, d") Hblder-stetig,
d.h. es existiere Hélder-Exponent o > 0 und L € R mit

d(f(x),f(x")) < Ld(x,x)* vVx,xeX
= f stetig

Beweis: Sei xo € X und ¢ > 0. Setze § = (§)=
Dann flr alle x € X mit d(x, xp) < ¢

d(f(x), f(x0)) < Ld(x,x)* < L{ = ¢

Somit limy_x, f(X) = f(Xo) ¥ Xo € X O
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Nun zu strukturerhaltenden Abbildungen der Topologie

Definition 11.16

Abbildung f : (X, 0x) — (Y, Oy) heit Homéomorphismus
< f bijektiv und f sowie f~! stetig

Falls so eine Abbildung existiert sind X und Y homoomorph

Beispiel 11.17

Seien | = (0,1), J = (0, 00) versehen mit Unterraumtopologoie von R
Dann sind / und J hombomorph

Ein HomGomorphismus ist f(x) = tan(5x)

Bemerkung 11.18

Homdomorphe Raume sind mit Mitteln der Topologie ununterscheidbar
Natdrlich haben / und J unterschiedliche Lange,

aber dies ist eine metrische Eigenschaft
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Satz 11.19 (Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt)

f:(X,0x) — (Y,Oy) stetig zwischen Hausdorff Rdumen
K c X kompakt = f(K) kompakt

Beweis: (B;),c offene Uberdeckung von f(K) < U, Bi- Also
K< U(f(K) < | r7(8) offene Uberdeckung
—

iel offen, da f stetig

— Jendliches lp = I mit K < Uy, f~1(B))

— 1K) = f (Ui T (B)) = Uiy, B
also f(K) kompakt
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Satz 11.20 (Extrema stetiger Funktion auf Kompaktum)

K kompakt und f : K — R stetig
— I x0 € K mit f(Xo) = SUPyek F(X) = Maxyek f(X)

Beweis: f(K) — R kompakt nach Satz 11.19

= f(K) beschrankt und abgeschlossen (nach Heine-Borel)
Sei M = sup f(K), dann M Beriihrungspunkt von f(K)

Da f(K) abgeschlossen, ist M € f(K)

= 3Jxpe Kmitf(xg) =M

Achtung: xp im Allgemeinen nicht eindeutig!
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Eine Anwendung von Satz 11.20 ist Beweis von

Theorem 11.21 (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei P(z) = Zﬁzo anz" mita,eC, ay #0
Dann existieren zy,. . ., zy € C (eventuell gleich), so dass

P(z) = an(z—z1)(z— 22)--- (2 — 2n)

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass eine Nullstelle z existiert
P(z)

(danach betrachte das Polynom -=Z-)
Setze u = inf,ec |P(2)|
Fir |z] = Re R gilt
1 1
|P(z)| = RN (|aN| - |3N71|§ - = |ao|HN)

Somit existiert ein R, so dass
|P(2)| > VzeC, |z| = R
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Auf dem Kompaktum Bg,(0) = {z € C | |z] < Rc} nimmt stetige

Funktion |P| ihr Infimum an (Satz 11.20), d.h. 3 zy € Bg,(0) mit

|P(zn)] = n
Behauptung: ;=0
Gegenannahme x > 0. Definiere Polynom Q(z) = P,(,zé;;")
Q ist nicht konstant und erfullt Q(0) = 1 und |Q(z)| > 1
Somit existiert k € {1,..., N}, so dass
Q(z) = 1+bZ"+...+byz" mit be#0, bpeC
Sei 6 € [0, 27) definiert durch e/ = — !

Fir r > 0 und rk|bx| < 1 folgt |1 + bx(re’®)%| = 1 — rk|bx| und somit
|Q(re)| < 1 —rK|bx| + r* Vb q| + ...+ rV|by|

= 1 — (b — rlbgst| — ... — V" Hby))
< 1—rflby- 5 < 1
Letzteres fir r ausreichend klein. Widerspruch 4 O
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Satz 11.22 (Stetige Funktion auf Kompaktum)
X kompakt und f : (X,d) — (Y, d’) stetig
= f gleichméaBig stetig auf X, d.h. Ve > 03§ > 0 mit

dix,x)<d = d(f(x),f(x)) <e

Beweis: Gegenannahme: 3¢ > 0:V n> 13 xp, X, mit
1
dimxp) < = (). fxp) > e

X kompakt = (Xp, )ken konvergente Teilfolge und x = lim xp,
Dann

1 ks
d(x,xp,) < d(x.Xn) + A, Xp,) < d(x,Xn) + — =% 0
k

Somit: limx;, = x = lim X,
f stetig = y = f(x) = limy_,o f(Xn,) = limk_o f(x7,)
Aber e < d'(f(xp, ), f(x7,)) < d'(f(xn,),y) +d'(y,f(xn,)) — 0

Widerspruch 4
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Definition 11.23

(X, Ox) topologischer Raum und (Y, d") metrischer Raum
F(X,Y) = {f: X — Y beschrankte Abbildung}

Cp(X,Y) = {f : X — Y beschrankte stetige Abbildung} = F(X,Y)
Auf F(X,Y) definiere

D(f,g) = S d'(f(x),g(x))

Konvergenz einer Folge (fy)nen in F(X, Y) bez. Metrik D heif3t
uniforme oder gleichmaBige Konvergenz auf X
Bezeichnung: g = u-lim f,.

Bemerkung 11.24

Spezialfall X = [a,b], Y =R

ergibt (C([a, b]), |- [«), wobei D(f, g) = [[f — gl

Satz 10.39 Uber Vollstandigkeit wird nun verallgemeinert:
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Satz 11.25 (Uniforme Limites stetiger Funktionen sind stetig)
X Hausdorff-Raum und (Y, d") metrischer Raum

fre Cp(X,Y)undge F(X,Y) mit lim,_, D(f,,g) =0

= g€ Cb(X, Y)

Beweis: (Genau wie Satz 10.39) Sei x € X und e > 0
= INmitD(g,f,) <5 Yn=N
fn stetig bei x = 3 Umgebung U von x, so dass

d (fn(x), fn(X)) < vx eU

Wl

Somit fiir x’ e U gilt

d'(9(x),9(x)) < d'(g(x), n(x)) + d'(fu(x), In(x)) + d'(fn(x), g(x'))

<
< D(g.fw) + 5 + D(fv,g) < ¢
0J
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Satz 11.26 (Cauchy-Kriterium fir uniforme Konvergenz)

(Y, d") vollstandig und f, : X — Y stetig und beschrénkt. Dann:
(fn)nen uniform konvergent auf X <= (f,)neny Cauchy-Folge bez. D
Also (Cp(X,Y), D) vollstdandig

Beweis: Rechte Seite: Ve > 03 N mit D(fy,fn) <e Ynm=N
"==" klar nach Satz 10.36

"="V x € X gilt d'(fa(x), fm(X)) < D(fn, fm)

= (fp(x))neny Cauchy-Folge in Y

= g(x) = limy_ fr(x) existiert fir alle x € X (da Y vollstandig)
Noch zu zeigen: Konvergenz uniform (dann g stetig nach Satz 11.25)
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Sei e > 0. Wahle N = N(e), so dass

d (f2(X), fm(X)) < % vnm=N VYxeX

AuBerdem wahle m = m(x) > N, so dass

d'(90), T (X)) < 5
Dann fur n > N:
D(fn,g) = supd'(fa(x),g(x))

xeX

< sup d'(fa(X), i) (X)) + sup ' (fm(x) (X), 9(x))
xeX xeX

< £4€ _

S5ty =€
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12 Stetige lineare Operatoren

Ziel: Untersuchung der Stetigkeit von linearen Abbildungen
Wieso? Intrinsisch interessant und

wird benétigt z.B. flir Analysis mehrdimensionaler Ableitungen

Erinnerung: Taylor-Formel fir C?>-Funktion f: Dc R — R

fxo+Vv) = f(xo) +F(x)v + 2f"(xo)vv + O(V3)
fir xg € D und kleines v e R
Fir Funktion f: D < R" — R wird gleiche Formel gelten, wobei:
@ Xoe DundveR"
@ f'(xg) : R” — R™ lineare Abbildung
o f’(xp) : R" x R" — R™ bilineare symmetrische Abbildung
@ Analog f¥)(xq) k-lineare symmetrisch von R” x ... x R” nach R
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Seien (V,|.|lv) und (W, |.|w) normierte Vektorraume tber K
Index an der Norm wird unterdriickt (aus Zusammenhang meist klar)

Definition 12.1 (Erinnerung)

Abbildung T : V — W heiB3t K-linear oder K-linearer Operator
— VYv,weV, AeKyqilt: T(v+Aw)=T(v)+ AT(w)
Notation: £L(V, W) = Menge linearer Abbildungen von V nach W
Zudem L(V) = L(V,V)

Theorem 12.1

Fir eine lineare Abbildung T : (V,|.|) — (W, |.|) sind &quivalent
(i) T stetiginQ

(i) T stetig

(i) T gleichméBig stetig

(iv) T beschrédnkt, d.h. 3 M >0 mit|Tv|| < M|v|VveV
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Beweis:
(i) = (iv) Gegenannahme: V ne N3 vy e V mit | Tvy| > n|va|

Setze w, = Dann |w,| = 1 und limp_o wp =0 € V

Vn
nfval "

Aber | Tw,| = M“;"“ > 1, d.h. Tw, konvergiert nicht gegen 0 ¢ W
Also ware T unstetig bei 0 4
(iv) = (iii) Nach Linearitat gilt
|Tv—Tw| = [T(v-w)| < M]v—w]|
Somit T global Lipshitz-stetig mit Lipshitz-Konstante M
Insbesondere also ist T gleichmaBig stetig.
(iii) = (ii) = (i) klar [
Definition 12.2
Far stetiges T € L(V, W) ist Operatornorm definiert als

Il _ sup |Tv]

1Tl = SUP
vl =
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Satz 12.3

Sei K" versehen mit Maximumsnorm |.|. und (V,||.||) normierter VR
Jede lineare Abbildung T : (K", |.|«) — (V,|.|) ist stetig

Beweis: Sei ¢4, ..., e, die Standardbasis von K"
— n .Q: n
Dannv =3, ve e K"und

n
[TVl = 1) viTel
j=1
n
< max{]| Tey,.... | Ten[} X, vl
j=1
< Cnlv]e
Also | T| < oo und T ist stetig (Anderer Beweis mit Satz 11.20) ]

Beachte: Schranke explodiert im Limes unendlicher Dimensionen
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Satz 12.4

Seien (V,|.|) und (W, |.|) normierte Vektorrdume
Definiere Menge der linearen und beschrédnkten Operatoren:

B(V,W) = {TeL(V,W) | |T| <o}

(B(V,W),|.|) ist ein normierter Vektorraum, wobei
[.| - B(V, W) — Rsq Opertornormund (T + AS)(v) = Tv + ASv

Beweis: Wenn T und S linear sind, dann auch T + \S. Zudem
[T+ ASVI < [TVl + [AISv] < (IT] + [AISDIV]
sodass T + AS € B(V, W). Insbesondere also
IT+SI < [TI+I[Sl AT = AT
AuBerdem |[T| =0 <= T =0. Also ||. | Norm auf B(V, W) O
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Definition 12.5 (Vergleiche Definition 10.34)

Ein vollstandiger normierter Vektorraum hei3t Banachraum

Satz 12.6

(V.| .|) normierter Raum und (W, | .|) Banachraum
= (B(V,W),|.|) Banachraum

Beweis: Nach Satz 12.4 bleibt noch die Vollstandigkeit zu zeigen
Sei also (T,)nen Cauchy-Folge in B(V, W)
Fir jedes v € Vist dann

[Tov = TVl = [I(Th = Tm)V[ < [Ta = Tmll|v|
d.h. (Thv)neny Cauchy-Folge in W
Nach Vollstandigkeit von W wird T : V — W definiert durch

Tv = nll_r)noo Thv
Zu zeigen: T € B(v, w) und (Tn)nen konvergiert gegen T
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Seie>0.DannINmit [T, —Tp| <5 YNn,m=N
Zudem:YveVIm=Nmit|Tv - vaH < slv|
Weiter

(T =Tl < (T =Tm)V| + [(Tn =TVl < G+ 5)V] = v

= |[T-Th<eV¥n=N
= (Th)neny gegen T. Weiter, weil T, linear,

[T(v+Aw)—Tv—ATw|
= (T=Ty)(v+AIw) — (T =Th)v—=XT - Th)w|

n—aoo o

< T = Tall(lv + Aw| + v + [A[|w]) + 0

d.h. T linear. Zuletzt fir n ausreichend grof3,
[T <|T—Ta|+|Tal| <e+|Th| < o0, also T beschrankt ]
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Satz 12.7

Seien U, V, W normierte Vektorrdume und T € B(U, V), Se B(V, W)
Dann ist ST = So T € B(U, W) und |ST| < |S|| T

Beweis: Linearitat von ST klar, und V u € U gilt
ISTul < S| Tull < [SI[T{ul

Somit
ISTu|

ul

IST| = sup < [ ST
u#0

Definition 12.8

V normierter Vektorraum und sei B(V) = B(V, V)
(B(V),+,-,0,]|.]) ist eine normierte Algebra

Falls V vollstédndig, so auch B(V) vollstédndig (nach Satz 12.7)
und dann ist B(V) eine so genannte Banachalgebra
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Definition 12.9

Linearer Operator T : V — W invertierbar < T : V — W bijektiv
Dann existiert Inverses T~ : W — V

Bemerkung 12.10 (Tiefliegender Satz der inversen Abbildung)

Inverses eines beschrankten invertierbaren Operators ist beschrankt

v

Satz 12.11

V ein Banachraum und T € B(V) Kontraktion, d.h. || T| < 1
= 1 — T invertierbar mit Inversen gegeben durch konvergente
Neumann Reihe (bez. Operatornorm):

A-n'=>T
n=0
Zudem 1
1-T) ' <
10 =D~ < =77
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Beweis: Nach Satz 12.7 gilt | T"| < || T|". Somit

N
n=0

und (Zﬁzo T”) . Cauchy-Folge bez. Operatornorm

Nach Satz 12.7 konvergiert Reihe also gegen einen Operator S € B(V)
Es gilt:

[1s
\'
3

o0
-Ns = > T"-
n=0

undanalog S1—-T)=1.AlsoS=(1-T)"". N
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Satz 12.12

Seien V, W Banachrdume und T € B(V, W) invertierbar

Dann sind alle Elemente der offenen Kugel um T mit Radius r = I T1_1 I

B/(T) = {SeB(V,W)||T-S8|<r}

invertierbar. Zudem gilt fir S € B, (T)

, I
I ST
ey ITTRIT— 8]
T =571 < 77T =9

Bemerkung 12.13
Sprachgebrauch: Invertierbarkeit ist eine offene Bedingung
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Beweis: DaS=T—(T-8)=T(1-T'(T-S))und
IT"T-98)| < |IT"T-S| <1 fir SeB_: (T)

=T

folgt konvergente Neumann-Reihe (Satz 12.11)

-7 YT Z )1e B(V)

n=0

und
1

1T T-"IT -S|
— S '=(1-T(T~-8))""T~ existiert und Schranke an | S~ |
Weiter

8—1 _ T—1

=TT -8)7" <

((1 T-(T - 8))! ) 71

A-(A-THT-98)A-T (T-9))"
= T T-89A-T(T-98) '

sodass S — T 1| < T[T - SHWH T
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13 Differentialrechnung mehrerer Veranderlicher
Definition 13.1

V, W normierte Vektorraume tber R, z.B. V = R" und W = R"™
Sei D c V offene Teilmenge und xo € D

Abbildung f : D — W heiB3t (Fréchet) differenzierbar in Punkt xq
<~ 3 TeB(V,W),sodass

[f(x) = f(x0) = T(x = %) |

lim =0
X=X X — o
<= 3TeB(V,W),sodassVe>03§>0mit
If(x) — f(x0) — T(x — Xxo)| < ellx —Xll V¥ x#xo mit ||x— Xl <¢

Dann heiB3t T Ableitung von f in xy und wird mit f'(xg) bezeichnet
Alternative Notationen: df(xp), Df(xo), df(x0), VFf(Xp) ...
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Bemerkung 13.2

1. ImFal V=R"und W=R"ist f(x9) : R” — R linear,
also gegeben durch Matrix aus Mat(n x m,R)

2. Im Fall V = W = R stimmt die Definition mit Ana 1 Gberein
In der Tat: lineares T : R — R ist Multiplikation mit reeller Zahl,
d.h. B(R,R) =~ R.

3. Definition 13.1 Ubertragt sich auch auf komplexe Vektorraume,
wenn B(V, W) = {komplex lineare Abbildungen}
Differenzierbare Funktionen hei3en dann holomorph
Fur V = W = C (vgl. Funktionentheorie) ist f'(zy) € B(C,C) =~ C

v
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Lemma 13.3
Wenn Ableitung existiert, dann ist sie eindeutig J

Beweis:

Seien T, T' zwei Ableitungen

Farallee > 0346 > 0 (fur T, T’ gleichzeitig gewahlt), so dass
YV X # Xo, |X — Xo| < 0 gilt

[(T-T)(x=x)| _ [f(x)=fx) - Tx-x)|

Ix — Xo h |x — xo
N [f(x) — f(x0) — T'(x — Xo)|
Ix — Xo

< e+e = 2¢
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Beispiel 13.4
(i) f=wkonstant= f'(x9) =0 VxpeD
(i) f: V— Wilinear,d.h. fe B(V,W). Dann f'(xo) = f V¥ xp € V, well
[£(x) = f(x0) = f(x = Xo)| 0

pr— prm— 0
Ix — Xo [x = xo

Lemma 13.5

f differenzierbar in x, = f stetig in x

Beweis: Fir ¢ > 0 existiert 6 > 0, so dass fir | x — xp| < J gilt:

[£0) = f(x0) | < (%) = f(x0) = F'(X0) (X = X0)[| + [ (x0) (X — X0
elx = xoll + [ (xo)ll|x = Xol

<
<

Also ist f stetig in xg U]
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Satz 13.6 (Linearitat, Produktregel, Kettenregel)

V, W, U normierte Vektorrdume und D c V offen
f,g: D — W differenzierbar in xo € D und \ € R
(i) f+ \g: D— W differenzierbar in xo und

(f+29)'(x0) = f'(x0) + A (xo0)

(i) Seizudem W normierte Algebra (z.B. W = R, C,Mat(n x n,R))
Dannistf-g: D — W in xq differenzierbar und

(f-9)(x0) = f'(x0)9(x) + f(x0)9'(Xo)
(i) h:f(D) =« W — U differenzierbar in f(xp)

Dann ist h o f differenzierbar in xo und

(hof)(x0) = H(f(x0))f'(xo)
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Beweis:

(i) Nach der Dreiecksungleichung

[(f+Ag)(x) = (f + Ag) (%) — (F'(X0) + Ag'(Xx0)) (X — X0) |

x = ol
_ )+ Ag00) = F(x0) = Agx0) — F(x0)(x = X0) = Ag'(X0) (x = Xo) |
Ix = ol
1 /!
< Iy 1F00 = 0x0) = F o) (x — o)
+ Alg(x) = gx0) — g'(x0)(x — o)l
X—Xp 0
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(ii)

[f(x)9(x) = f(x0)g(X0) = F'(%0) (X = X0)g(X0) = f(X0)9'(X0) (X — X0) |
[x = X0

1

< ol [Ilf(X)g(X) — f(Xx0)9(x) — f'(X0) (X — X0)g(x)]
+[f(x0)g(x) — f(x0)g(X0) — f(X0)g'(X0) (X — Xo)
+ (%) (x — x0)(g(x) — g(Xo))H]

< =l [Hf( ) — f(Xo) — 1'(x0) (X — x0) 9 (x)]
+ (%) [19(x) — 9(x0) — g'(x0)(x — Xo)
+ |17/ (x0) [l x — Xol lg(x) — g(Xo)H]

20,0

weil g stetig in xp, siehe Lemma 13.5
Hierbei wurde Operatorungleichung || TS| < | T|||| S| verwandt
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(iii) Es gilt
1

Ty e 1) = ho f30) = W (F(30))F (x0) (x = o)1

- [h(f(x)) = h(f(x0) = I (f(x0)) (F(x) = Fxo)) () = f(x0)]
b Ix = xo I1f(x) = f(xo)|

L P (Fx0)) (F(x) — f(x0) — F'(%0) (X = X)) |

Ix — ol

_ Ih(f(x)) = h(f(x0)) = h'(f(x0)) (f(x) — F(x0))] |
b I1f(x) — f(xo)|

, (Ilf(X) — fx0) = F(Xo)(x = X0)| , [IF'(x0)(x — Xo)||)

Ix — xo Ix = xo
L P EC) - £0x) = F(X0) = F(%0) (X = Xo)|
Ix — Xol
2%,0.+C-0 =0
O
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Satz 13.7 (Mittelwertsatz fur reellwertige Funktionen)

V' normierter Vektorraum und D — V offen

f: D — R differenzierbar auf ganz D

Ferner x,y € D, so dass Intervall [x,y] = {(1—t) x+ty|te[0,1]} in D
= 3te(0,1) mit

fly) = fO) + (1 =) x+ty)(y — x)

Beweis: Definiere v : [0,1] — V durch v(t) = (1 — t)x + ty
Dannist fo~ : [0,1] — R stetig und differenzierbar auf (0, 1)
Nach eindimensionalem Mittelwertsatz f o v(1) = f o v(0) + (fo)'(?)

Nach Kettenregel gilt (f o)/ (t) = f'((£))y'(t) = ' (v()(y — x) O

Mathematik fir Physiker 2 13. Differentialrechnung mehrerer Veranderlicher 293 / 359



Bemerkung 13.8

f'(x0) : V — Riist lineare und stetige Abbildung

Falls V = R" ist sie durch Skalarprodukt mit Vektor gegeben,
der mit Vf(xp) € R" bezeichnet wird, d.h.

F(x0)(x —y) = (Vi(X0) | X = ¥)pn

Bemerkung 13.9
Far Funktionen, die nicht reellwertig sind, gilt der MWS nicht!
Dies zeigt schon folgendes zweidimensionale Beispiel:

f:[0,2nr] = C  f(x) = &*

fO)=f2r)=1 f(x)=ie*#0 Vxel0,2r]
Aber f(2r) # f(0) + f'(t) - (2nr —0) V te [0, 2]

In vielen Situationen ist folgender Satz ein guter Ersatz:

Mathematik fir Physiker 2 13. Differentialrechnung mehrerer Verénderlicher 294 / 359



Satz 13.10 (Schrankensatz)

f . D — W differenzierbar auf offenem D < V in normiertem Vektorr.
Ferner x,y € D, so dass [x,y]| c D. Setze

M = sup [f'(1-8x+1ty)| = sup [f(xX)]
te[0,1] x'e[x,y]

Dann
If(x) —fW)l < M|x—y]|

Beweis: Gegenannahme: 3¢ > 0 mit [f(x) — f(y)| = (M +¢)||x — y|
Unterteile [x, y] = [x, Xo] U [0, ¥] mit Mittelpunkt xo = *3¥. Nun:
If(x) = f(xo)| = (M + €)[x — Xo|| oder [f(x0) — f(y)| = (M +¢)[x0 — VI
weil sonst Widerspruch zur Gegenannahme

If(x) = fW)Il < [f(x) — (%) + [f(X0) — F(¥)]
(M +¢)(lIx — xo| + [[xo — ¥1)
(M+e)|x—y| (weil x, xo, y auf Gerade liegen)

AN/
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Sei [x1, y1] Intervall mit > (entweder [x, xp] oder [xo, ¥])
Iteration dieser Konstruktion gibt Folge [xp, yn| < [Xn—1, Yn—1] mit

[x =yl

o [f(xn) = f(yn)| = (M + €)|Xn — yal

IXn — ¥l =

Nun existiert x’ = limp_ o Xn = liMmp_o0 Vn
Wiederum Ungleichung > auf einem Teil von [xn, yn] = [Xn, X'] U [X', Y]
Ohne Einschrankung fur unendlich viele x,. Dann

[(X") (xn = X

(x| =
IOl > e
o IfGxn) = FON)] [F(Xn) = F(x') = F(X) (X0 = X))
[xa — X' [ X0 — X
_ I\ _ fl(y/ Y
> (M+e¢)— |f(xn) — f(X') f(/X)(X” X now (M +¢)
[Xn = X'
Widerspruch zur Voraussetzung 4 0
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Erinnerung:

Vi x Vs kartesisches Produkt zweier normierter Vektorraume Vi, Vo

Vektorraumstruktur: (x1, x2) + A(y1, y2) = (X1 + Ay1, X2 + A\y2)
(Eine) Norm: [ (x1,2) | = |x1] + ||

Definition 13.11 (Partielle Ableitungen)

Dc V; x V,offenundf: D— W

f heiBt partiell differenzierbar in (x1, x2) € D

< x € V4 — f(x, x2) differenzierbar in x; und
x € Vo — f(xq, x) differenzierbar in x,

Zugehorige lineare Abbildungen oy, f(x1, X2) € B(V4, W) und

Ox, f(X1, X2) € B(V2, W) heiBBen partielle Ableitungen

Gilt dies allen Punkten von D, heif3t f partiell differenzierbar auf D
Analog oy ffarf: Dc Vi x...x Vo> Wundk =1,...,n
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Wichtigster Spezialfall:
V=R"=Rx...xRundW=R"=Rx...xR

f
f=1|:]:DcR"— R™mit Komponentenfunktion f, : D c R” - R
fm
X4
Firk=1,...,nund x = | : [istdyf(x): R — R™ lineare Abbildung
Xn

Diese partiellen Ableitungen existieren
<= alle f, : D < R" — R nach x, eindimensional differenzierbar

Ox fe(x) Ableitungvon y e R — f,(..., Xk—1,¥, Xk+1,-..) € Rbei y = xi
Lineare Abbildung dy, f(x) € B(R,R™) ~ R™ ist ein Vektor
IxcF1 (X)
anf(X) =
Ox fm(X)
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Definition 13.12 (Jacobi Matrix)
f: D c R" — R™ partiell differenzierbar
Jacobi Matrix of : D — Mat(m x n,R) ist definiert als

ax1f1 axnf1
af = (ax1f,...,axnf): .

ax1 fm tt axnfm

Im Fall m = 1 ist 0f(x) Zeilenvektor = Vektor des Dualraums
Dieser Vektor Vf(x) = (0f(x))" € R" wird der Gradient genannt. Dann

f(x)v = (VF(X)|V)gn
Vf(x) ist dann ein Vektorfeld im Sinne folgender Definition:
Definition 13.13 (Vektorfeld)

Ein Vektorfeld auf D — R" ist eine Funktion g : D — R”
g heiB3t Gradientenfeld <= 3 f: D < R” — R mit g = Vf(x)
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Weitere Begriffsbildungen aus partiellen Ableitungen:
Zu partiell differenzierbarem Vektorfeld g : D < R” — R" ist Divergenz

divig) = V-g:D—>R div(g) = 0x 091+ 0,92 + ... + 0x,On
Falls n = 3 ist Rotation des Vektorfeldes ein neues Vektorfeld

0x, 93 — Ox; 92
rot(g) = Oxs 91 — Ox; 93
Ox 92 — Oxp O
Zuletzt sei f : D < R" — R zweimal partiell differenzierbar,
d.h. Vf: D — R" sei auch partiell differenzierbar
Dann ist Laplaceoperator A angewandt auf f definiert durch

Af = divVf = V-Vf = &&f+...+%f: D>R
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Satz 13.14 (Darstellung der Ableitung durch partielle Ableitung)

f:Dc Vy x Vb —» W differenzierbar in x = (x1,x2) € D
= f partiell differenzierbar in x und fir vy € Vy, vo € Vo

f'(x)(v,v2) = Ox f(X)V1 + Ox,f(X)Vo = (0, F(X), Oxf(X)) (2)

v

Lemma 13.15
Abbildung ¢ : B(Vy, W) x B(Vo, W) — B(V; x Vo, W) gegeben durch
(Ty, T2) (X1, %2) = Tixi + Toxz

ist linear, stetig und bijektiv mit stetigem Inversen o~

Hierbei ist B(Vy, W) x B(V., W) wieder ein kartesisches Produkt
versehen mit Norm |(Ty, To)|| = || T1| + | T2|
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Beweis: Umkehrabbildung o' = (¢~ 1)1, (¢ 1)) ist

(e D1(Mx) = T(x1,0) (¢ 2T)(x) = T(0,x)

wobei T € B(V1 X Vg, W)
Linearitat von ¢ offensichtlich, Stetigkeit folgt aus

lo(T1, T2)| = sup [o(Ty, T2)(x1, X2) |

[(x1,%2)[=1

= sup H T1 X1+ TngH
(41| + (%2 =1

1T ] + [ T2

N

und Stetigkeit von ¢~ aus

le™ (DI = 1™ D1 (D + (e Ha(T)]
sup |[T(x1,0)| + sup |[T(0,x)]

I =1 Ixe|=1

T+ 1T = 2]T]

/A
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Beweis von Satz 13.14:

Sei T = f(x)e B(Vy x Vo, W)

Setze Ty = (¢~ 1)1(T) € B(Vy, W) und T = (¢~ ")2(T) € B(Va, W)
Nach Lemma 13.15 sind 77 und T> linear und stetig. AuBerdem

(v, x2) — f(x1,x2) — T1(y — x1)]
ly — x|
[f(y,x2) — f(x1,X2) — T(y — x1,0)|
ly — x4
_ Iy xe) = fxa, x2) — T((y, X2) — (x4, %)) |
I(ys X2) — (X1, X%2) |

Y—X4
—

0

Letzteres nach Differenzierbarkeit von f in (x1, X2)
Somit gilt dx, f(x) = T4
Analog erhalt man oy, f(x) = Tz
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Beispiel 13.16 (Umkehrung von Satz 13.14 gilt nicht)
2xy

f:R2—>R f(X,y) _ xX2yy2 (Xay)7éo

0 ) (va) =0

f besitzt partielle Ableitungen (nachrechnen!)

2 4x2
oxf(x,y) = EoE ~ weyrE o (XY #0
o ’ (X7 y) = 0

2 4y2
dyf(x,y) = XQnyz N (x2f/ry)§)2 , (x,¥)#0
0 ) (X7 ,V) =0

Aber
2r2 cos ¢ sin ¢

= sin(2
r2(cos? ¢ + sin® ) (29)

f(rcoso, rsiny) =

so dass limy )0 f(x, y) nicht existiert
f also nicht stetig ist bei 0 und somit auch nicht differenzierbar
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Definition 13.17

V., W normierte Vektorraume und D c V offen
f: D — W stetig differenzierbar auf D
<= V xg € Dist f differenzierbar in xg
und Abbildung x € D — f'(x) € B(V, W) ist stetig

Far stetig differenzierbare Funktionen gilt Umkehrung von Satz 13.14:
Satz 13.18
f:Dc Vy x Vo — W partiell differenzierbar. Aquivalent sind:

(i) Ox,f: D — B(Vy, W) und ox,f: D — B(Vo, W) stetig
(i) f auf D stetig differenzierbar

Dann gilt f' = ¢(0x,f, 0x,f), wobei ¢ die Abbildung aus Lemma 13.15 ist

Analoges qilt fir Abbildungen f: Dc Vi x ... x V, - W
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Beweis: (i) = () Da f': Dc Vi x Vo — B(V4 x Vo, W) stetig und

oyf = (¢ )jof :D—B(V,W) j=12

)

folgt nach Lemma 13.15 die Stetigkeit der partiellen Ableitungen
(i) = (ii) Wir zeigen, dass fur (x1, x2) € D gilt

f'(x1, %) (Y1 — X1, Y2 — X2) = Ox, F(X1,X2) (Y1 — X1) + Oxf (X1, X2) (V2 — X2)

Die Stetigkeit folgt dann wieder aus Lemma 13.15. Tatsachlich V ¢ > 0:

[f(y1,y2) — f(Xx1, X2) — Ox F(X1, X2) (Y1 — X1) — Ox [ (X1, X2) (Y2 — X2 |
< [f(y1,y2) — (X1, ¥2) — Ox F(X1, Y2) (V1 — Xx1) |
+ [[[0x F(X1, Y2) — Ox F(X1, X2) [ (Y1 — X1)|
+ [f(x1,y2) — (X1, X2) — O f (X1, X2) (Y2 — X2) |
<elyr = xil +elys = xi] +€lyz — x|

far |(y1,y2) — (X1, X2)| < 0, nach Def. & Stetigkeit partieller Ableitungen
Da ¢ beliebig klein, ist die Ableitung berechnet O
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Bemerkung 13.19

Wenn f: D ¢ R" — R differenzierbar, so ist f'(x) € B(R",R™)
durch Jacobi Matrix 0f = (0x)j—1,..m, i-1,..n 9€geben (Satz 13.14),
d.h. fir xe Dund v e R"

.....

27=1 axif1 Vi <Vf1 | V>Rn
f(x)v = ofv = : = :

st OxfmVi (Vim [ V)gn
Insbesondere giltim Fall m=1,d.h. f: D =R" — R, dass
f(x)v = (VF(X)|V)gn veR”

Umgekehrt (Satz 13.18), wenn Jacobi Matrix existiert und stetige
Eintrage hat, so stellt sie die Ableitung dar.
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Beispiel 13.20 (Differenzierbare Abbildung, die nicht stetig
partiell differenzierbar ist)

f:R2 SR f(x,y)z{

Dann
2xysin (1) —ycos (i) x=#0

aXf(xa.y)z{ 0 X=0

Letzteres, weil V y € R

ey)=10.y)=0:=0 _, gy (1) =8 g
€

€

AuBerdem
x%sin(l)  x#0

0yf(XaY):{ 0 Xx=0

Jetzt ist 0, f stetig auf R?, aber oxf ist unstetig auf S = {(0,y) | y # 0}
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Beispiel (Fortsetzung)

Dennoch ist f differenzierbar!

f' nach Satz 13.14 dann durch partiellen Ableitungen gegeben
In der Tat gilt fr y # 0 und (ex,ey) # (0,0)

|f(ex, ¥ +ey) — f(0,y) — 0xf(0, y)ex — dyf(0, y)ey|
I(exs ey)|

_ ey te)l 1 E(y+epsin (L) =0
lex| + [eyl lex| + leyl 0 ex =0

- { lex|ly + &y ‘Sin (;—X>‘ ex #0  (ex,ey)>0 .

0 5)(:0
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Es gibt noch ein weiteres Konzept von Ableitung:
Definition 13.21 (Richtungsableitungen)

V, W normierte Vektorraume, D c V offen, xe Dund v e V

f: D — W hat Richtungsableitung (0, f)(x) € W in Richtung v bei x
< (0yf)(x) =lim__, %(f(x +ev) — f(x)) existiert in (W, |.|)
Alternativ (0,f)(x) = Sf(x + tv) |i=0

Falls f in x Richtungsableitungen in alle Richtungen v € V besitzt,
heif3t f in x Gateaux-differenzierbar

Bemerkung 13.22
1. Partielle Ableitungen sind Spezialfalle von Richtungsableitungen,
z.B.fur f: D < R" — R7 gilt 0. = 0g;f
2. f differenzierbar = f Gateaux-differenzierbar, weil (Kettenregel):

@HK) = PRS0+ Wlimo = 1OV
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Beispiel 13.23

Xy O
f(x,y) = { 2z 0 X)) # o nicht differenzierbar in 0 (oben)

0 , (xy)=
Aber f ist Gateaux-differenzierbar, weil fiir v = (i)
d wyy

o,f)(0,0 —— 5 lto=10

(0,)(0,0) = dl‘vx+v}?|t0
Beispiel 13.24

X2y
fxy) = | FRVEDSE D20, (Vx)
0 , (x,y)=0 i

f Gateaux-differenzierbar in 0 da

1 v2v
of(0) = lim—- —2X2 . /v24+v2 =0
vf(0) 6—>06€4V4+62V2 X 4

Aber f nicht differenzierbar in 0, weil lim, ,y_,o x4X2Tyy2 nicht existiert,

denn z.B. mit x = t, y = at® folgt lim;_,o % =2
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Zusammenfassung zu Ableitungsbegriffen:
Folgende echte Inklusionen gelten
(erste davon wird in Ubung diskutiert):

2 {Gateaux-differenzierbar}
2 {(Fréchet) differenzierbar}
2 {stetig differenzierbar}

{stetig partiell differenzierbar}

{partiell differenzierbar}
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Definition 13.25 (Zweite Ableitung)

V, W normierte Vektorraume und D c V
f: D — W zweimal in x € D differenzierbar
< f differenzierbar auf D und
f': D — B(V, W) differenzierbar in x
(wobei Vektorraum B(V, W) mit der Operatornorm versehen ist)
Zweite Ableitung ist dann f’(x) e B(V,B(V, W))

Satz 13.26 (Satz von Schwarz)

f zweimal in x € D differenzierbar
= f"(x) e B(V,B(V, W)) ist symmetrisch, d.h. ¥ u,ve V

(F"(xX)uyv = (F'(x)v)u
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Beweis: Fir u, v € V ausreichend klein, definiere g : [0, 1] — W durch
g(t) =f(x+tu+v)—Ff(x+tu)
Nach der Kettenregel ist g differenzierbar und

git) = f(x+tu+viu—f(x+tuu

= (f(x+tu+v)—Ff(x)u— (f(x+tu)—Ff(x)u

Weil f' differenzierbar ist, existiert V e > 0 ein § > 0 mit
[f'(x +tu+v)—Ff(x)—F(x)(tu+ V)| < e|tu+ V|
und
[ (x + tu) = £/(x) = OO (tw)]| < ety
far |tu + v| < 0 und |tu]| < 0. Somit
19'(t) = (F"(x)v)ull < [[(F(x + tu+v) = F(x) = "(x)(tu + v))ul
+ [ (F(x + tu) — £/(x) — (%) (tw))ul
< eftu+v]lul +eltulful < elul@]ul +[v])
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Nun wenden wir Schrankensatz auf t € [0, 1] — g(t) — t(f"(x)v)u an:

lg(1)—=(F"(x)v)u—g(0)| < Sub, lg' (=" v)ull < e ul@[ul+]v])

Da
g(1)—9(0) = f(x+u+v)—Ff(x+u)—f(lx+v)+f(x)
symmetrisch in u und v ist, gilt ebenso
l9(1) = g(0) — (F"(x)u)v| < e|v[2|v] + ul)
Somit folgt mit der Dreiecksungleichung:
[(F"Cv)u = (F"oupv] < e2(|ul? + |v]? + ufv])

Da ¢ beliebig klein, folgt (f’(x)v)u = (f"(x)u)v zunéchst fir kleine u, v
Wegen der Linearitat folgt es dann aber fir alle u, v O
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Bemerkung 13.27

Zweite Ableitung T = f"(x) € B(V,B(V, W)) kann als bilineare

Abbildung T:VxV-o>W aufgefasst werden, indem man definiert

~

T(v,w) = T(v)w
In der Tat, gilt dann

T(v+ AV, w)

7’(v, w) +>\7'(v’,w)

T(v,w) + AT (v, w)
Satz von Schwarz besagt, dass T symmetrisch ist, d.h.

T(v,w+ W) =

~

T(v,w) = 7’(W, V)
Bezeichnung B(V, V; W) = B(V,B(V, W)) mit Norm

ITI = sup sup |T(v,w)|
Ivii=1[w|=1
Meist: T und T identifiziert, d.h. auch ’(x) = f"(x) € B(V, V; W)
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Multilineare Abbildungen: (vergleiche Definition 2.12)

Analog wird
TeB(V,B(V,B(V,...,B(V,W))...)

mit kK Argumenten aus V mit k-multilinearer Abbildung identifiziert
TeB(V,...,V;W) = B(V*K; W)

Diese erflllt dann fir £ = 1,. .. k:

~ ~ ~

T(Vi, oo s Ve AW, oo V) = TV, V) + AT (Voo Wey ooy V)
Die Norm auf den k-linearen Abbildungen ist wie oben definiert:

IT| = sup - sup [T(vy,..., v
lvll=1 fvl=1
Dies ist wieder gleich der Norm | T |
Zuletzt: auch Symmetrie von T analog definiert
(@hnlich wie alternierend in Definition 2.14, nur ohne Vorzeichen)
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Definition 13.28 (Hohere Ableitungen)

V, W Vektorraume und D c V offen
Hoéhere Ableitungen von f : D — W sind iterativ definiert durch:

f ist k-mal auf D differenzierbar mit k-ten Ableitungen gegeben durch
k-lineare Abbildungen %) : D — B(V,..., V; W) = B(V*k; W)
<« f (k — 1)-mal differenzierbar und f*=" : D — B(V*k=1. W)

ist differenzierbar mit Ableitung (f(k~1)" = f()

Falls ) : D — B(V*K; W) stetig, heiBt f k-mal stetig differenzierbar

Die Menge dieser Funktionen wird mit CX(D, W) bezeichnet
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Korollar 13.29
(i) fe CK(D, W) < alle k-ten partiellen Ableitungen sind stetig
(i) Die k-multilineare Abbildung f*)(x) ist symmetrisch,
d.h. fir jede Permutation o € S und vy, ..., v € V gilt

fOX) Vo), - Vo) = FO0) (v, .., Vi)

Beweis: (i) und (ii) folgen aus der iterativen Anwendung von
Satz 13.18 und Satz 13.26 respektive. O

Mathematik fir Physiker 2 13. Differentialrechnung mehrerer Verénderlicher 319 /359



Satz 13.30 (Satz von Taylor)

V., W normierte Vektorrdume und D — V offen
Zudem x € D und f n-mal differenzierbar auf D
Dann gilt fir v € V mit x + v € D die Taylor Formel

n
= 3 L0k 1 o(v|my  fir v -0
= k!

Erlauterung: Hierbei ist %) (x)vk = &) (x)(v,...,v)

Erinnerung: g(v) = o(|v|") fir |v| O heiBt im, o 901 =
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Beweis: Durch Induktion Gber n
FOr n = 1 ist die Aussage genau die Definition der Ableitung
Fir den Schritt von n — 1 nach n betrachte den Rest

n
1
= _ _ (k)
g(v) = flx+v) = 3, f
k=0
Um die Ableitung zu berechnen, verwende

Behauptung: Zu T e B(V*k; W) k-multilinear und symmetrisch, sei

h:V—-W  hv)=Tv
— H(v)=KkTvk—1 e B(V, W)
Begriindung: Fir ¢ € V gilt nach Multilinearitat und Symmetrie

’l’|h(v + E) - h(V) - h’(V)EH = ‘l’ T(V + 6)k - TVk B kT(Vk_1’€)”

Ty 2 ( Jlett ==

A

Dies zeigt die Behauptung
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Also:

n
gv) = f(x+v) Z f(k x) vk
k=1
Jetzt gilt nach dem Schrankensatz
lg)l = lg(v) —g(0)]
< |lvl sup [g'(tv)]
o<t<1
< |v| o(Jv|™)

Letzteres nach Induktionsannahme angewandt auf die (n — 1)-mal
differenzierbare Funktion t € [0,1] — g'(tv) e W
Da |v]o(|v|™") = o(|v|™), folgt der Satz ]
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Definition 13.31

V normierter Vektorraum und D offen
f: D c V — R differenzierbare Abbildung

(i) x € D kritischer Punkt von f < f’(x) = 0 = 0-Abbildung
(i) w e R kritischer Wert von f <= w = f(x) fUr kritischen Punkt x

v

Beispiel 13.32
Fur f(x, y) = cos(x) + cos(y) ist f(x,y) = (—sin(x), —sin(y))
(nm, mm) mit n, m € Z kritische Punkte und —2, 0, 2 kritische Werte

Satz 13.33

Seif: D c V — R differenzierbar und x € D lokales Extremum von f,
d.h. z.B fiir ein lokales Minimum 3 e > 0 mitf(y) = f(x) V ||y — x|| < e
= X kritischer Punkt von f
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Beweis: Fir jedes v € V hat eindimensionale Abbildung t — f(x + tv)
lokales Extremum bei t = 0. Somit 0,f(x) =0 Yve V

Da f differenzierbar, gilt nach Kettenregel d,f(x) = f(x)v =0V ve V

Also ist f'(x) die 0-Abbildung ]

Seinun f: D c R" — R zweimal stetig differenzierbar
Zudem x e D kritischer Punkt von f
Nach Satz von Taylor gilt dann

1
fx+v) = f(x)+ 502 + o(|v[?)
Um zu Gberpriifen, ob x lokales Extremum ist, berechne (x)v?
Zunachst

4

f(X)v = (VF(X) | Vgn = Zaxl v =
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Weiter W

(f"x)v)w = (F(x)v)w w =

- (v (2 ax,-f<x>v,-> w)
=1

(0x 0 ) (X) ;Wi
:

Il
.M:

i7/

I
™=

(Ox0xf)(x)viw; (Satz von Schwarz)
,

.
Definition 13.34

f: D c R" — R zweimal partiell differenzierbar in x € D
Dann ist 9?f(x) = (Ox0xf(X))ij=1,..n Hess’sche Matrix von fin x

.....

Alternative Schreibweisen: 02f(x) = Hess (f)(x) = H(x) = V2f(x)
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Fir f e C?(D,R) gilt nach Satz von Schwarz:
(@*f(x)T = *f(x)

Also ist Hess’sche reell symmetrisch = orthogonal diagonalisierbar
Nach obiger Rechnung:

(F")w = V[Pfx)w) = (w|e*f(x)v)

Erinnerung (Kapitel 7): fiir A= AT € Mat(n x n,R) gilt
(i) A>0positiv<= (v|Av)>0 VveR" v#0
(i) A> 0 < alle Eigenwerte von A positiv
(i) A> 0 <= detk((Tj;)ij=1,. k) >0firk =1,..., n(Sylvester)
(iv) A > 0 nicht-negativ <— <v|Av> 0 YveR" v#0
(v) Analog sind A < 0 und A < 0 definiert
(vi) Aindefinit < es gibt positive und negative Eigenwerte
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Satz 13.35

f: D c R" — R zweimal stetig differenzierbar auf D offen
(i) x € D lokales Maximum (Minimum) — 0%f(x) <0 (0?f(x) = 0)
(i) x e D kritischer Punkt von f und 0?f(x) < 0 (bzw. 0?f(x) > 0)
== X strenges lokales Maximum (bzw. Minimum) von f, d.h.
36> 0mitf(x)> f(y) (bzw. f(x) < f(y)) V|y—x| <9, y#x
(iiiy x € D kritischer Punkt von f und 6°f(x) indefinit
= X kein lokales Extremum (Sattelpunkt)

Beweis: Alle Aussagen folgen direkt aus Satz von Taylor

fly) = f(x) + {x =B (x = y)) + o(|x = y|?)
In (iii) gibt es positive und negative Eigenwerte von 9%f(x) ]
Bemerkung 13.36

Wenn 62f(x) semi-definit, keine Aussage méglich
Hoéhere Ordnungen notwendig
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Beispiel 13.37

f:R? - R gegeben durch f(x,y) = X2 + xy + y> + x + y + 1. Dann

Vix.y) = <2x+y+1>

2y + x + 1
Einziger kritischer Punkt:

ViX,y) =0 < 2x+y=-1,x+2y=-1 x:y:_;l_3

Hess’'sche nach Sylvester positiv:

2 1
2f(x,y) = (1 2) > 0

— (-}, —3) lokales Minumum
Da x? +xy +y2 = J(x® + y2 + (x + y)2) = 5(x® + y?), wachst
far |x|, |y| — oo = globales Minimum
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Beispiel 13.38
f: R? — R gegeben durch f(x, y) = cos(x) + cos(y)

Vi(x,y) = (:2::2;;) =0 < xenZ, yenlZ
Hess’sche:
2f(x,y) = < - C%S(X) _C:S(y) )

Also: lokale Maxima bei x € 27Z, y € 277
lokale Minima bei x € 7 + 27Z, y € 7 + 2nZ
Sattelpunkte bei x e # + 27Z , y e 2rZ und x € 217 , y € © + 277
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Bemerkung 13.39 (Gradienten-Fluss und Morse Theorie)
Fir f: D < R" — R ist Morse Vektorfeld X : D — R” definiert als

VF(x)
X0 = TP

Fur jedes Vektorfeld X existiert der Fluss ©;: D — D, te (—T,T)c R
definiert als Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

001(x) = X(©y(x)) xeD

Satz von Picard-Lindeldf: f e C?>(D,R) — ©; existiert und eindeutig
Dann

orf(©1(x)) = (VH(O(X))[0:Ot(x)) = (V] ”fo2>( t(x)) =1
Also ©4(Xg) = X, fr Niveau-Flachen X = {xe D | f(x) = E}

Verhalten an kritischen Werten untersucht die Morse-Theorie
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14 Nichtlineare Analysis
Erstes Hauptziel:

Satz 14.1 (Lokale inverse Funktion bzw. lokale Umkehrbarkeit)

V, W Banachrdume und D c V offen

f: D — W stetig differenzierbar

Bei xo € D sei f'(xg) € B(V, W) invertierbar mit f'(xo) ™' € B(W, V)
— 3 offene Kugel Bs(xp) = {y € D | ||y — xo| < d}, so dass

f: Bs(x) — f(Bs(x0))

invertierbar ist mit inverser Abbildung =" : f(Bx,(X0)) — Bs(Xo),
deren Ableitung stetig ist und gegeben durch

(YY) = (e

Falls f e CX(D, W), so ist auch f~1 k-mal stetig differenzierbar
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Bemerkung 14.2

1. Voraussetzung an nur einen Punkt, Aussage lokal

2. Seien V =R"und W = R™
f'(xo) invertierbar = n=m

3. dim(V) = oo und f'(Xp) invertierbar — dim(W) = «

4. dim(W) = oo und f'(xo) invertierbar = dim(V) = «©

5. Im Fall V = W = R ist sogar globale Aussage moglich (Ana I):
f'(x) >0V x e | c R = finvertierbar auf /
Dies ist im Hdherdimensionalen nicht méglich

6. Wesentliches Beweiselement: Banachscher Fixpunktsatz
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Beispiel 14.3 (Notwendigkeit der C'-Voraussetzung)
Voraussetzung stetiger Differenzierbarkeit kann nicht abgeschwacht
werden zur Differenzierbarkeit: Die Funktion

2 ain (1
F(x) = X + x“sin () x#0
0 x=0

ist differenzierbar und

f(0) = lim f)-10) _ lim (1 +xsin1) =1>0
x—0 X x—0 X
Aber f'(x) = 1+ 2xsin (1) — cos (1), so dass f' nicht stetig

In der Tat hat f’ positive und negative Werte in jeder Umgebung von 0
da f"(x) = 2sin (1) — 2cos (}) + Lsin (1) = -2 firx = ;1¢, ke N
und f'(x) = 0 fur diese x, so dass Vorzeichen von f" hier wechselt
Also f nicht lokal monoton und somit nicht lokal umkehrbar bei 0
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Beweis von Satz 14.1: Es reicht zu zeigen, dass Funktion
g:B0)cV-V gk = flx)(fxo+x) - f(x))

fur 6 ausreichend klein invertierbar (dann auch f invertierbar). Nun:

Somit nur Fall:
W=V, x=0, f0)=0, f(0)=1y
Da f stetig differenzierbar, 3 £ > 0 mit
IFoO—1vl < 5 VxeB(0) = {yeV]ly|<e}
FUr y € V betrachte die Funktion
Fy(x) = x+y—f(x) xeB(0)

Idee hierbei: eindeutiger Fixpunkt x von Fy(x) = x 16st f(x) = y
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Schrankensatz fir Fy(x) = x + y — f(x) und x, x" € B.(0):

1Fy () = By (XD = x = f(x) = (X" = f(x)]
[x = x| sup |1y —f(tx" + (1 — )x)|

te[0,1]

1
zlx =Xl

N

N

Also F, Lipshitz-stetig mit Konstante L < § < 1. Spezialfall x' = 0:

IFy(x) =y = |Fy(x) = F,0)] < 3Ix| < 3¢

d.h. Fy: B:(0) — B:(y)

Zudem B: (y) < B.(0) fir y € B:(0)

— F, : B.(0) — B.(0) Lipshitz-stetig

B.(0) vollstandig, weil abgeschlossen in vollstandigem Raum V
= Banachscher Fixpunktsatz kann auf F, angewandt werden

Mathematik fiir Physiker 2 14. Nichtlineare Analysis 335/359



— V yeB:(0) 3 eindeutiger Fixpunkt x € B.(0) von Fy:
= F(x) = x+y—fx) = y=f(x)
Firy e Ba( ) hat Gleichung y = f(x) also genau eine Lésung und
f: {xeB.(0)]f(x)eBs(0)} = f'(B5(0)) — B(0)

ist also invertierbar
Da f stetig, ist £~ (B%(O)) offen,
enthélt somit eine offene Kugel B;(0), wie im Satz 14.1 behauptet

Verbleibt: =1 auf f(B5(0)) < Bz (0) stetig differenzierbar
HierfUr folgender Zusatz zu Satz 12.12:
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Satz 14.4 (vergleiche Satz 12.12)

Seien V., W Banachrdume und T € B(V, W) invertierbar

Dann sind alle Elemente der offenen Kugel um T mit Radius r = —

1T
B/(T) = {SeB(V,W)||T-S5|<r}

invertierbar

Definiere ¢ : B.(T) < B(V, W) — B(W, V) durch ¢(S) = S~

— ¢ differenzierbar und ¢'(S)R = —S~'RS~" fiir Re B(V, W)

Beweis: Erster Teil schon in Satz 12.12. Fir letzte Aussage:

le(S+ R) — o(S) = ¥'(S)A
1

— (S+R'"-5"+5 RS
< [(S+R)7IS—(S+R) +(S+RS RIS
< 1S+ R)ISTEIRIZ = o(|R]) ]
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Weiter im Beweis von Satz 14.1:
Zu zeigen: = auf f(B;(0)) < Bz (0) stetig differenzierbar
Zunéchst: ||f'(x) — 1| < 3 fur x € Bz (0)
Also f'(x) invertierbar (Neumann Reihe)
Da x — f'(x) stetig, ist x € B: (0) — '(x)~" e B(V) stetig (Satz 14.4)
AuBerdem: f~' Lipshitz-stetig mit Lipshitz-Konstanten 2 auf B: (0),
da fiir x, x’ € B.(0) gilt, wegen Lipschitz- Konstante von Fy,

[x = x| = [f(x) = f(x') = Fo(x) + Fo(x)]

< [[f(x) = FO) + Slx = x|
HX X' < 2[f(x) = f(x)]
= [Ty - W < 2|y -V

Somit auch Abbildung y € Bz (0) — (f'(f~'(y)))~" stetig

Mathematik fiir Physiker 2 14. Nichtlineare Analysis 338/359



Nun zeigen wir, dass (f~1)'(y) = (f'(f~'(y)))~" Ableitung ist:

1) = 10 = (YD =)l

Ix" = x = (F ()7 (F(x') = £(x))]

IO~ () (x = x) = F(x') — £(x)]

I ()" n|x — x| (V' n > 0 nach Def. von f'(x))
IF()""n2]y' —y|  (nach Lipshitz-Stetigkeit)

IN

NN

Zuletzt verbleibt Aussage Uber k-fache Differenzierbarkeit. Hierzu

(FY'W) = Fe)T x =)

iterativ unter Verwendung von Satz 14.4 ableiten, z.B.

(D" () = = (FCO) O (n)(F(x)

etc.
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Beispiel 14.5
f:R? — R? gegeben durch f(x,y) = (X2 +xy +y° +x+y+1,x+y)7

2x +y+1 2y+x+1>

of(x,y) = ( ; .

Dies ist stetig und
det(of(x,y)) = Cx+y+1)—2y+x+1) = x—y

Also f lokal invertierbar in (x, y) falls x + y

Satz 14.1 ist eine lokale Aussage. Folgende Definition ist global:
Definition 14.6

V., W Banachraume, D c V offenund f: D — W
f ist Ck-Diffeomorphismus < f : D — f(D) bijektiv
und f sowie f~1 : f(D) — D sind k-mal stetig differenzierbar
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Satz 14.7 (Satz Uber die implizite Funktion)

Seien V, W Banachrdume und D c V x W offen
F : D — W k-mal stetig differenzierbar fir k > 1
Sei (X0, ¥o) € D, so dass dyF(xo, yo) € B(W) invertierbar
= Je > 0 und eindeutiges G : B.(xp) x B-(F(xo0,¥0)) < Vx W > W
mit
F(x,G(x,y)) =y
Insbesondere gilt fiir g(x) = G(x, F(xo,¥0)), 9 : B:(x0) = W,

F(x,9(x)) = F(x0,¥0) ¥V xe B.(x)

Dann heiBt g implizite Funktion zu F durch (xo, ¥o) = (X0, 9(X0))
(Oft wird F so normiert, dass F(xg, o) = 0)
Zudem sind G und g k-mal stetig differenzierbar und

g0 = — (0 F(x,9(x) " 0xF(x,g(x))
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Beweis Betrachte f: Dc V x W — V x W definiert durch
f(x,y) = (x, F(x,y))T

Dann

of(x,y) = (axF(X,Y) 5yF(X’y))

Nun ist 0, F(xo, o) invertierbar. Also (wie fir 2 x 2-Matrizen)

(0rCx0.10))™" = (—c%(F(Xo,YO)(ayF(Xo,YO))_1 (0yF (%0, ¥0)) ™" )

Nach Satz 14.1 existiert somit § > 0, so dass f ein lokales Inverses hat
=1 f(Bs(x0.¥0)) — Bs(X0,¥0) = V x W

welches zudem k-mal stetig differenzierbar ist
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Dieses Inverse muss von folgender Gestalt sein (ohne Transponieren):
f_1(Xay) = (XvG(Xay)) (X7y)6f(B5(X07y0))
Somit
(x,y) = f(F(x, ) = (x,F(x,G(x,)))

d.h.
y = F(x,G(x,y)) YV (xy) e f(Bs(xo0, ¥0))

NUn £(Bs(x0, ¥o)) = (f~1)~" (Bs(xo, ¥o)) offen (da £~ stetig)
Zudem (xo, F (X0, Y0)) € f(Bs(X0, ¥o))

Somit existiert ¢ > 0 mit B-(xo) x B-(F (X0, ¥0)) < f(Bs(Xo0, ¥0))
und 7! sowie G sind dann auf B.(x) x B.(F(xo, yo)) definiert

Die erste Aussage folgt. Zur letzten:

0 = 0xF(x,9(x)) = oxF(x,9(x)) + oyF(x,g(x))g'(x) O
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Beispiel 14.8

Sei F : R? — R gegeben durch F(x,y) = y? — 2y — x?

Fix,y) =0 «— (y—1°2=1+4x2 — y=gx)=1+v1+x2
Zwei glatte Lésungen. Inder Tat 0, F(x,y) =2(y —1) #0V y # 1

Beispiel 14.9

Sei F : R? — R gegeben durch F(x, y) = y? — 2xy — x*
Fix,y)=0 «—= (y—x2=x*+x® = y=xxxv1+x2
wieder zwei Losungen, aber nicht mehr getrennt

Bei (0,0) gilt 0,F(0,0) = 0, also keine Eindeutigkeit nach Satz 14.7

v

Beispiel 14.10
Nun F(x,y) =y? +x2=0 < x=y=0

Keine Losungsfunktion, sondern Punkt. In der Tat wieder 0,F(0,0) = 0
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Definition 14.11 (Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum)

Seien ke Nund & # M < R"™™M

M Ck-Untermannigfaltigkeit des R+ der Dimension m

<= V Punkte p € M 3 offene Umgebung U = B.(p) < R™™ und
k-mal stetig differenzierbare Funktion F : U — R”,

so dass F’ auf U Maximalrang n hat und

MAU = {xeU | F(x) =0}

Bemerkung 14.12

Wenn F’(p) Maximalrang, so hei3t p ein regularer Punkt von F,
andernfalls ein singularer oder kritischer Punkt

Dies verallgemeinert Definition 13.31 zu vektorwertigen Funktionen
In Definition 14.11 tauchen nur regulare Punkte auf
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Beispiel 14.13
Sei M =S" = {x e R™'||x| = 1} n-Sphéare (bez. euklidische Norm)
Sie ist Untermannigfaltigkeit des R"*' die Dimension n

Hier globale Funktion F : R — R gegeben durch F(x) = | x| — 1
DannS" = {x e R™'| F(x) = 0}

Bemerkung 14.14
Lokal ist Untermannigfaltigkeit also simultane Niveauflache
der Komponentenfunktion F; von £, d.h.
n
MnU = [){xe U] F(x) =0}

j=1
Jede Niveau-Flache {x € U | Fj(x) = 0} von Kodimension 1 im R"*"
Rangbedingung besagt: Hyperflachen schneiden sich alle transvers
Deswegen ist M von Kodimension nim Rt also von Dimension m

v
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Satz 14.15
Eine m-dimensionale CX-Untermannigfaltigkeit M besitzt einen Atlas

A = {¢]¢:U, - R™ Homéomorphismus, U, < M}
bestehend aus Karten o, die Folgendes erfiillen:
(i) U, = M offen in M (M versehen mit Unterraumtopologie)
(i) Ugpea Uy = M
(i) Far alle ¢, € A mit U, n Uy # & sind die Kartenwechsel
Yo ip(UynUp) cR™ — (U, n Uy) cR™
Ck-Diffeomorphismen

Bemerkung 14.16

(i), (ii), (iii) sind Definition (abstrakter) CX-Mannigfaltigkeit

Jede CX-Untermannigfaltigkeit ist also eine CX-Mannigfaltigkeit
Umkehrung gilt: Satz von Whitney

Mathematik fiir Physiker 2 14. Nichtlineare Analysis 347 /359



Beweis:
Sei U < R™" offene Umgebung von p = (xg, o) € M im R™ x R”
und F : U — R"” von Maximalrang, so dass

MnAU = {(x,y) e UcR" xR"| F(x,y) = 0}

Sei dyF(xo0, Yo) € B(R") invertierbar (sonst permutiere Argumente)
Nach Satz Gber implizite Funktionen 3 Umgebung V < R™ von xg
und g : V — R", so dass

F(x,9(x))) =0 VxeV

Nun setze
el VoM (X)) = (x,9(x))

und
o (V)= RT  p(x,9(x) = x
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Nun wird ¢ zu Diffeomorphismus ¢ erweitert:
o 'x,t) = (x,gx)+t) xeV,teB.(0)cR"
Tatsachlich ist ¢ invertierbar, da

~—1y/ _ 1m g/(X)
(@)1 = (0 1) )

Also ¢~ lokal bei (xg,0) invertierbar (Satz 14.1)

Gegeben zweite Karte 1, ist also 1) o 3~ lokaler C¥-Diffeomorphismus
(auf adaquatem Definitionsbereich)

Zudem: o o~ '(x) = ¥ o 3 (x,0)

Somit Kartenwechsel lokale C*-Diffeomorphismen

Atlas durch die Karte zu jedem Punkt p € M gegeben O
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Nachste Problemstellung:

Gegeben (Energie) Funktion f : D c R™™ — R

Bestimme ihre Extrema unter vorgegebenen Nebenbedingungen
Letztere z.B. durch Untermannigfaltigkeit M < R™™ gegeben

Somit gesucht: Extrema der Funktion f: M — R

Alternativ: n Nebenbedingungen durch Funktion F : D — R" gegeben
Menge {x € D | F(x) = 0} muss keine Untermannigfaltigkeit sein,

sondern kann neben regularen Teilstlicken auch Singularitaten haben

Suche dann lokale Extrema auf jedem regularen Teil separat
und analysiere Funktionswerte von f bei Singularitat separat
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Beispiel 14.17

Sei f : R?2 — R gegeben durch f(x,y) = ax + by? mita,be R
Nebenbedingung: F(x,y) = x*> + y — r? = 0 (Kreis)
Parametrisierung t € [0, 27) — h(t) = (rcos(t), rsin(t)) e R?
Dann mussen lediglich Extrema gesucht werden von

f(t) = foh(t) = arcos(t) + br’(1 — cos?(t))

Da f'(t) = —arsin(t) + 2br? sin(t) cos(t), liegen sie bei

i a
sin(f) =0 <= =07 und cos(t) =5

Also sind die Extremwerte zwei der folgenden Zahlen:

2 e
+ar , -—ar %+br (1_Fb2>
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Beispiel 14.18 (mit singularer Nebenbedingung)
Sei (x,y) e R? — f(x,y) = x2 — gxy
Nebenbedingung: F(x,y) = y? —x3 =0

Also: y2 = x3,d.h. x > 0und y = +x3
Parametrisierung also mdglich (mit zwei Zweigen):

(X) = f(x, +x3) =

X2 F
(x) = 2x T 2x2 = 2x

x(1

-|-| g1

I\)\—‘
~—

e
A

Also liegen folgende kritische Werte vor:

1. An der Singularitdt x = y = 0: f(0,0) =0
2. Fir Zweig + beix =1, y =1: f(1,1) =}

lokales Maximum weil ¥ (x) = 2 — 3xz, also /(1) = —1 < 0

FUr globale Extrema noch Asymptotiken: ?i(x) — Foo fir x —»

Mathematik fir Physiker 2 14. Nichtlineare Analysis 352 /359



Obige Lésungen basieren auf Methode der Parametrisierung
Gut, wenn Nebenbedingungen geometrisch oder analytisch “einfach”
Fur kompliziertere Falle gibt es folgende Methode:

Satz 14.19 (Lagrange Multiplikatoren)

& # D < R™" offen und f : D — R differenzierbar

M m-dimensionale Untermannigfaltigkeit

p € M n D lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung M
= 3 Lagrange Multiplikatoren \ = (A1, ..., An) € R", so dass

Vip) = YA VFi(p) (14.1)
j=1

wobei F : D — R" die Nebenbedingung lokal parametrisiert,
dh. MnD={xeD|F(x)=0} (vergleiche Definition 14.11)
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Bemerkung 14.20

(14.1) sind n + m Gleichungen, da Vf(p) € R™™

Zusammen mit n Gleichungen F(p) = 0 gibt es 2n + m Gleichungen
Anzahl der Unbekannten py, ..., Ppim, A1,-.-, Apauch 2n+ m
Typischerweise ist also Losungsmenge diskret

Schwierigere Situation bei entarteten lokalen Extrema (Beispiel)

Bemerkung 14.21

Geometrisch besagt (14.1): Gradient von f in p orthogonal auf M
Vektoren VF;(p), j=1,...,n, spannen orthogonales Komplement
des Tangentialraumes an M bei p auf
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Beweis von Satz 14.19:
Sei p = (Xo, o) € R™ x R" und, ohne Einschrénkung,

detn(0yF(xo0,¥0)) # O
Nach Satz 14.7 3 differenzierbares g : B.(xp) < R™ — R" mit
Fix,9x)) = 0 «— (x,9(x))eM
Nun betrachte f eingeschrankt auf M:
f:B(x) - R f(x)=f(x,g(x))
Bei lokalen Extremum auf M bei p = (xg, yo) gilt

f(xo) = Vi(x)" = 0
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Also nach Kettenregel

0 = Plxo) ==<axf<p>,ayf<p>>( ! )

g (xo)
= 0xf(p) + dyf(p)9' (x0)
= 0xf(p) — dyf(p)(3yF(p))'oxF(p)  (nach Satz 14.7)

Nun: (8,F(p))~" : R" — R" und d,f(p) : R" — R,
also \ = d,f(p)(dyF(p))~" eine lineare Abbildung von R" nach R,
die durch den Vektor A € R” gegeben ist. Es gilt:

oxf(p) = AoxF(p)  dyf(p) = AoyF(p)

Zusammen ist dies gerade (14.1)
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Beispiel 14.22

Sei f : R™" — R gegeben durch f(x) = [/} x2

Nebenbedingung m-Sphare: M = {x e R | 3 XF = 1}
f hat als stetige Funktion auf einem Kompaktum globale Extrema
M Niveauflache zu F : R™' - R, F(x) =" x2 -1 =0
Es gibt einen Lagrange Multiplikator A € R. Glelchungen sind

Vi(x) = A\VF(x) und F(x)=0

d.h.

m+-1

ox;i [ [%F = r2xi  i=1,...,m+1 DX =

j#i =i

oder
m+1
2 - 2
[[xF=x i=1,...,m+1 DxE =

J#i j=1
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Beispiel (Fortsetzung)

Lésungen: Falls ein x; = 0, z.B. x4 = 0,dannist A =0

es gibt nur eine Gleichung fir m Unbekannte x, ..., x,», n@mlich
X =1

Jj=1
Bei allen Lésungen dieser Gleichungen gilt f(x) = 0

Somit ist das Minimum 0 stark entartet

Wert 0 auf (m — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten,
gegeben durch die (m — 1)-Spharen,

die man durch Schnitt mit den Ebenen x; = 0 erhalt
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Beispiel (Fortsetzung)

Falls alle x; # 0, so folgt aus den beiden ersten Gleichungen

2
1_>\_H/¢1X/'_X22 o2 o P
SYTT a2 2 o X

[l %
Analog folgt aus den anderen Gleichungen

2 _ 2 _
Xt = Xo =...= Xpy1 =

Letzteres wegen > 77" x2 = (m + 1)x2 = 1

m+1
Also ist Maximalwert von f gegeben durch <m+1>

Er wird an 2™t1 Punkten angenommen, mit Komponenten

X = oje{—1,1}, j=1,...,m+1

1
7w
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