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Termine
Vorlesungstermine

Mo 08:15 – 10:00 Uhr Raum: HE Schulz-Baldes

Mi 08:15 – 10:00 Uhr Raum: HE Schulz-Baldes

Videoaufzeichnung vom SS2016 über StudOn

Übungstermine (Physikum bzw. Cauerstr. 11)

Gruppe 1 Fr 12:15 – 13:45 Raum: HC Refik Mansuroglu

Gruppe 2 Fr 14:15 – 15:45 Raum: U4 Daniele Toniolo (Eng.)

Gruppe 3 Fr 12:15 – 13:45 Raum: H13 Martin Doß

Gruppe 4 Fr 12:15 – 13:45 Raum: U4 Kevin Haas
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Regeln
Anmeldung

Melden Sie sich in Studon zu Veranstaltung und Übungen an
(ab 10:00 am 9.4.). Beachten Sie Anmeldefristen für Klausur

Übungen
Die Übungsblätter werden dienstags auf Studon bereitgestellt.
Die Abgabe bis Dienstag 11:00 in Übungskasten (Cauerstr. 11)
Es werden nur leserliche und ordentliche Abgaben akzeptiert
Es sind Zweierabgaben gestattet, solange beide die gleiche
Übungsgruppe besuchen
Es sollten 50% der Gesamtpunktzahl erreicht werden

Klausur
Die Klausur findet am 17.07.2018 um 8:00 in H12 und H13 statt
Einsicht am 18.7.2018 von 8:00 bis 9:30 in U2 (Mathematik)
Nachklausur 20.9.2018 um 8:00 in H12 and H13
Hilfsmittel: beidseitig handbeschriebenes DIN A4 Blatt
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Überblick
Lineare Algebra:
Determinanten
Eigenwerte
Diagonalisierung
Skalarprodukte
Jordansche Normalformen
Lineare Differentialgleichungen
Singulärwertzerlegung
Quadratische Formen

Analysis:
Riemann Integral
Grundbegriffe der Topologie
Differentialgleichungen
Differentialrechnung mehrerer Variablen
Satz von Taylor
Satz über implizite Funktionen
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Literatur

Qual der Wahl: jedes Buch oder Skript zu obigen Themen!

... auch dieses Skript enthält alles Wesentliche
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Lineare Algebra: Grundbegriffe und Notationen
(Oder: was Sie alles schon wissen sollten!)

Körper K ist hier immer R oder C (nichts Allgemeineres hier!)

KN “ tN-komponentige Vektoren mit Koeffizienten in Ku

Struktur des Vektorraumes: Addition und Skalarmultiplikation

v ` λw P KN v ,w P KN , λ P K

Anderer Vektorraum: V “ tPolynome mit Koeffezienten in Ku

Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit....

b1,b2, .... Basis (linear unabhängig und aufspannend)

Dimension eines Vektorraumes dimpKMq “ M und dimpV q “ 8

U Ă KM Unterraum ðñ v ` λw P U @ v ,w P U, λ P K

Dann hat U wieder Basis und Dimension
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Matrizen

MatpN ˆM,Kq “ tN ˆM Matrizen mit Einträgen in Ku

Spezialfall Vektoren KN “ MatpN ˆ 1,Kq

Matrixprokukt MatpN ˆM,Kq ˆMatpM ˆ K ,Kq P MatpN ˆ K ,Kq

Spezialfall Matrix-Vektor Produkt MatpN ˆM,Kq ˆKM P KN

Linearität von Matrixprodukt in beiden Argumenten:

pA` λBqC “ AC ` λBC ApB ` λCq “ AB ` λAC

wobei λ P K und richtige Matrixgrößen
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Rangsatz für A P MatpN ˆM,Kq

KerpAq “ tv P KM |Av “ 0u Kern von A

RanpAq “ tAv | v P KMu “ AKM Bild (range) von A

KerpAq Unterraum von KM

RanpAq Unterraum von KN

Theorem 1.1 (Rangsatz)
dimpKerpAqq ` dimpRanpAqq “ M
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Gauss Algorithmus
Lösung von linearen Gleichungssystem nach v P KM :

Av “ b A P MatpN ˆM,Kq, b P KN

Bringe Gleichungssystem auf Dreiecksgestalt

Lese Lösung(en) ab, falls welche existieren

Bestimmung des Inversen A´1 von quadratischen A P MatpN ˆ N,Kq

Mit verallgemeinerten Gauss Algorithmus (falls Inverses existiert)

pA,1q Ñ p1,A´1q

Hier 1 “ 1N “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

0
. . . 0

0 0 1

˛

‹

‹

‚

Einheitsmatrix

Dann AA´1 “ 1 “ A´1A
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Und was Sie auch schon wissen sollten!

Also ist
`

MatpN ˆ N,Kq,`, ¨
˘

eine Algebra über K, d.h.
‚ MatpN ˆ N,Kq Vektorraum über K (von Dimension NM)
‚ Matrixprodukt erfüllt Distributivgesetz, Assoziativität

Allgemeine lineare Gruppe unter Matrixmultiplikation

GLpN,Kq “ tA P MatpN ˆ N,Kq invertierbaru
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2 Determinanten
Vorbereitung: Permutationen

Definition 2.1
Sei N P N. Eine bijektive Abbildung σ : t1, . . . ,Nu Ñ t1, . . . ,Nu heißt
Permutation über N Elementen. Die Menge SN aller Permutationen
über N Elementen versehen mit der Hintereinanderausführung heißt
symmetrische Gruppe. Standardnotation für eine Permutation ist

σ “

˜

1 2 ¨ ¨ ¨ N
σp1q σp2q ¨ ¨ ¨ σpNq

¸

wobei untere Zeile die der oberen zugeordneten Werte enthält

Eine Transposition (von n1,m1) ist eine Permutation, bei der σpnq “ n
für lediglich zwei Werte n “ n1,m1, bei denen σpn1q “ m1

Bei benachbarter Transposition gilt zudem m1 “ n1 ` 1 mod N
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Beispiel 2.2
Die Permutation

σ “

˜

1 2 3 4
4 2 3 1

¸

ist eine benachbarte Transposition

Satz 2.3

(i) Die Gruppe SN hat N! “ NpN ´ 1q ¨ ¨ ¨1 Elemente
(ii) Jede Transposition ist Hintereinanderausführung einer ungeraden

Anzahl von benachbarten Transpositionen.
(iii) Jede Permutation ist Hintereinanderausführung von benachbarten

Transpositionen.
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Satz 2.4

Jedes σ P SN hat eine darstellende Matrix Ppσq P MatpN ˆ N,Rq:

Ppσqn,m “ δn,σpmq

Mit Hilfe der Standardbasisvektoren als Spaltenvektoren, kann diese
Matrix auch geschrieben werden als

Ppσq “
`

eσp1q, . . . ,eσpNq
˘

Es gilt dann für σ, τ P SN

Ppστq “ PpσqPpτq

wobei auf der rechten Seite die Matrixmultiplikation verwandt wird

Somit: PpSNq Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GlpN,Rq
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Beispiel 2.5
Die Permutation

σ “

˜

1 2 3 4
3 2 4 1

¸

hat die darstellende Matrix:

Ppσq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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Definition 2.6
Sei σ P SN . Ein Fehlstand von σ ist ein Paar pn,mq mit 1 ď n ă m ď N,
so dass σpnq ą σpmq. Die Anzahl Lpσq der Fehlstände von σ definiert
das Signum von σ durch

sgnpσq “ p´1qLpσq

Beispiel 2.7
Die Permutation

σ “

˜

1 2 3 4
2 4 1 3

¸

hat Fehlstände p1,3q, p2,3q und p2,4q. Also Lpσq “ 3 und sgnpσq “ ´1.
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Satz 2.8

(i) Für σ P SN ,

sgnpσq “
ź

1ďnămďN

σpnq ´ σpmq
n ´m

wobei Produkt gebildet wird über alle Paare pn,mq mit der
angegebenen Eigenschaft 1 ď n ă m ď N.

(ii) Für σ, τ P SN ,
sgnpστq “ sgnpσqsgnpτq

(iii) Die Abbildung σ P SN ÞÑ sgnpσq P Z2 ist ein surjektiver
Gruppen-Homomorphismus, wobei hier Z2 die multiplikative
Gruppe mit 2 Elementen ist.

(iv) Sei σ “ τK ¨ ¨ ¨ τ1 ein Produkt von Transpositionen (was nach
Satz 2.3(iii) immer der Fall ist), so ist sgnpσq “ p´1qK
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Definition 2.9
Sei A “ pAn,mqn,m“1,...,N P MatpN ˆ N,Kq. Seine Determinante ist

detpAq “
ÿ

σPSN

sgnpσq
N
ź

n“1

An,σpnq “
ÿ

σPSN

sgnpσq A1,σp1qA2,σp2q ¨ ¨ ¨AN,σpNq

Beispiel 2.10
Sei N “ 2 ñ zwei Permutationen (Identität und Transposition)

detpAq “ A1,1A2,2 ´ A1,2A2,1

Beispiel 2.11

Sei σ P SN mit darstellender Matrix Ppσq. Dann nur 1 Summand:

detpPpσqq “ sgnpσq
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Definition 2.12

Seien V1, . . . ,VN und W Vektorräume über K. Eine Abbildung

F : V1 ˆ . . .ˆ VN Ñ W

heißt multilinear ðñ linear in jedem Argument ist, d.h.

vn P Vn ÞÑ F pv1, . . . , vNq P W linear @ n “ 1, . . . ,N

und vm P Vm, m “ n. Falls N “ 2 und V1 “ V2, heißt F bilinear

Beispiel 2.13

Jede lineare Abbildung ist multilinear mit N “ 1. Sei V “ KM und
A P MatpM ˆM,Kq. Eine bilineare Abbildung ist F : V ˆ V Ñ K

F pv ,wq “
M
ÿ

m,n“1

vmAm,nwn
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Definition 2.14

Seien V und W Vektorräume über K
Abbildung F : VˆN Ñ W heißt alternierend ðñ für jede benachbarte
Transposition τ P SN (d.h. jedes Vertauschen von zwei benachbarten
Argumenten) gilt

F pvτp1q, . . . , vτpNqq “ ´F pv1, . . . , vNq vn P V

Beispiel 2.15
Sei A P MatpM ˆM,Kq eine anti-symmetrische Matrix, d.h.

AT “ ´A
Dann ist F : KM ˆKM Ñ K wie oben definiert durch

F pv ,wq “
M
ÿ

m,n“1

vmAm,nwn

alternierend
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Lemma 2.16

Seien V und W Vektorräume über K und F : VˆN Ñ W alternierend
Dann gilt für jede Permutation σ P SN

F pvσp1q, . . . , vσpNqq “ sgnpσqF pv1, . . . , vNq

für alle v1, . . . , vN P V.

Beweis. Jede Permutation Hintereinanderausführung von
benachbarten Transpositionen. Deren Anzahl ist genau das Signum l

Korollar 2.17
F pv1, . . . , vNq “ 0, falls vn “ vm für n “ m

Grund: F p. . . , vm, . . . , vn, . . .q “ ´F p. . . , vn, . . . , vm, . . .q “ 0 l
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Satz 2.18

Sei F : VˆN Ñ W eine multilineare, alternierende Abbildung

(i) Falls dann v1, . . . , vN P V linear abhängig sind, so gilt

F pv1, . . . , vNq “ 0

(ii) Sei dimpV q “ N und F “ 0,
d.h. es gibt w1, . . . ,wN P V mit F pw1, . . . ,wNq “ 0
Falls dann v1, . . . , vN P V linear unabhängig sind, so gilt

F pv1, . . . , vNq “ 0
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Beweis. (i) Seien v1, . . . , vN linear abhängig, und vN “
řN´1

n“1 λnvn

Dann folgt aus der Linearität im letzten Argument

F pv1, . . . , vNq “

N´1
ÿ

n“1

λn F pv1, . . . , vN´1, vnq “ 0

(ii) Da v1, . . . , vN Basis, gibt es Zerlegung wn “
řN

m“1 λn,m vm. Also

F pw1, . . . ,wNq “

N
ÿ

m1,...,mN“1

pλ1,m1 ¨ ¨ ¨λN,mN qF pvm1 , . . . , vmN q

“
ÿ

σPSN

pλ1,σp1q ¨ ¨ ¨λN,σpNqqF pvσp1q, . . . , vσpNqq

“

¨

˝

ÿ

σPSN

pλ1,σp1q ¨ ¨ ¨λN,σpNqq sgnpσq

˛

‚ F pv1, . . . , vNq

nach Lemma 2.16. Da F pw1, . . . ,wNq “ 0, auch F pv1, . . . , vNq “ 0 l
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Satz 2.19

A P MatpN ˆ N,Kq – pKNqˆN ÞÑ detpAq P K multilinear, alternierend,
wenn aufgefasst als Abbildung auf den N Spaltenvektoren

Beweis. Sei A “ pa1, . . . ,aNq mit Spaltenvektoren an P KN , 1 ď n ď N
Für λ P K und b P KN gilt dann

detpa1, . . . ,an ` λb, . . . ,aNq

“
ÿ

σPSN

sgnpσq A1,σp1q ¨ ¨ ¨ pAn,σpnq ` λbσpnqq ¨ ¨ ¨AN,σpNq

“ detpa1, . . . ,aNq ` λ detpa1, . . . ,an´1,b,an`1, . . . ,aNq

Für Transposition τ gilt τSN “ SN . Weil sgn Homomorphismus

detpaτp1q, . . . ,aτpNqq “
ÿ

σPSN

sgnpσq A1,σpτp1qq ¨ ¨ ¨AN,σpτpNqq

“ ´
ÿ

στPSN

sgnpστq A1,σpτp1qq ¨ ¨ ¨AN,σpτpNqq “ ´ detpAq

l
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Wichtigste Eigenschaften der Determinante
Außerdem rechnet man Normalisierung detp1q “ 1. Leicht zu zeigen:

Satz 2.20 (Charakterisierung der Determinante)

Sei F : MatpN ˆ N,Kq – pKNqˆN Ñ K. Dann gilt:

F multilineare, alternierend mit F p1Nq “ 1 ðñ F “ det

Satz 2.21

Sei A P MatpN ˆ N,Kq. Dann gilt

A invertierbar ðñ detpAq “ 0

Beweis. Verwende Satz 2.18:
“ùñ“ A invertierbar ñ Zeilen linear unabhängig ñ detpAq “ 0
“ðù“ A nicht invertierbar ñ Zeilen linear abhängig ñ detpAq “ 0 l
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Satz 2.22
Seien A,B P MatpN ˆ N,Kq. Dann gilt

detpABq “ detpAq detpBq

Insbesondere gilt für invertierbares A

detpA´1q “
1

detpAq
detpA´1BAq “ detpBq

Also ist det : pGlpN,Kq, ¨q Ñ pRzt0u, ¨q ein Gruppenhomomorphismus

Ähnliche Matrizen in folgendem Sinne haben gleiche Determinante:

Definition 2.23
B,C P MatpN ˆ N,Kq ähnlich
ðñ D A P MatpN ˆ N,Kq mit C “ A´1BA

Da Gauss-Algorithmus ohne Normieren durch Linksmultiplikation
einer oberen Dreiecksmatrix mit Einserdiagonale gegeben ist, kann
dies als Algorithmus zur Berechnung von det verwandt werden.
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Beweis. Sei A “ pa1, . . . ,aNq mit Spaltenvektoren an P K. Dann

detpABq “ det

¨

˝

N
ÿ

n1“1

Bn1,1an1 , . . . ,
N
ÿ

n1“1

BnN ,NanN

˛

‚

“

N
ÿ

n1,...,nN“1

Bn1,1 ¨ ¨ ¨BnN ,N detpan1 , . . . ,anN q

Es bleiben nur Summanden mit tn1, . . . ,nNu “ t1, . . . ,Nu, für die es
eine Permutation σ P SN gibt mit nm “ σpmq. Mit Lemma 2.16

detpABq “
ÿ

σPSN

Bσp1q,1 ¨ ¨ ¨BσpNq,N detpaσp1q, . . . ,aσpNqq

“
ÿ

σPSN

Bσp1q,1 ¨ ¨ ¨BσpNq,N sgnpσq detpa1, . . . ,aNq

“ detpBT q detpAq “ detpBq detpAq

da detpBT q “ detpBq. l
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Definition 2.24

Adjunkte pA “ ppAm,nqm,n“1,...,N P MatpN ˆ N,Kq von A “ pa1, . . . ,aNq:

pAm,n “ detpa1, . . . ,am´1,en,am`1, . . . ,aNq

wobei am ersetzt durch n-ten Standardbasisvektor en P KN .

Lemma 2.25

Sei qApn,mq P MatppN ´ 1q ˆ pN ´ 1q,Kq die Matrix, die aus A durch
Streichen der n-ten Zeile und der m-ten Spalte gewonnen wird. Dann

pAm,n “ p´1qn`m detpqApn,mqq

Beweis. Durch benachbarte Transpositionen von Zeilen und Spalten
pAm,n “ p´1qN´m detpa1, . . . ,am´1,am`1, . . . ,aN ,enq

“ p´1qN´mp´1qN´n det

˜˜

qApn,mq 0
b 1

¸¸

“ p´1qn`m detpqApn,mqq

l
Mathematik für Physiker 2 2. Determinanten 27 / 359



Satz 2.26 (Cramer’s Regel für die inverse Matrix)

Sei A P MatpN ˆ N,Kq mit Adjunkter pA P MatpN ˆ N,Kq. Dann gilt

pA A “ detpAq1N

Falls detpAq “ 0, ist die Adjunkte im Wesentlichen die inverse Matrix:

A´1 “
1

detpAq
pA

Beweis. Es werden die Einträge des Matrixproduktes berechnet:

p pA A qm,n “
N
ÿ

k“1

pAm,k Ak ,n (2.1)

“

N
ÿ

k“1

detpa1, . . . ,am´1,ek ,am`1, . . . ,aNqAk ,n

“ detpa1, . . . ,am´1,an,am`1, . . . ,aNq “ detpAq δn,m
l
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Rückführung einer N ˆ N Determinante auf viele pN ´ 1q ˆ pN ´ 1q:

Satz 2.27 (Laplace’scher Entwicklungssatz)
Entwicklung der Determinante nach der m-ten Spalte

detpAq “
N
ÿ

k“1

Ak ,m p´1qm`k detpqApk ,mqq

und der m-ten Zeile

detpAq “
N
ÿ

k“1

Am,k p´1qm`k detpqApm,kqq

Beweis. In Gleichung (2.1) für n “ m ersetze
pAm,k “ p´1qm`k detpqApk ,mqq gemäß Lemma 2.25

Wegen detpAq “ detpAT q folgt Entwicklung nach m-ter Zeile aus der
Entwicklung von detpAT q nach m-ter Spalte. l
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3 Eigenwerte und Eigenvektoren
Definition 3.1

Sei T lineare Abbildung auf Vektorraum V über K, d.h. T P LpV q
Ein Skalar z P K heißt Eigenwert von T
ðñ es gibt einen sogenannten Eigenvektor v P V , v “ 0, mit

T v “ z v

Diese Gleichung heißt eine Eigenwertgleichung

Satz 3.2
Sei S P LpV ,W q eine invertierbare lineare Abbildung zwischen
Vektorräumen V und W über K. Dann gilt für T P LpV q:

z P K Eigenwert von T ðñ z P K Eigenwert von STS´1

Beweis. ”ðñ” Da Tv “ TS´1Sv “ zv , auch STS´1pSvq “ z Sv l
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Wähle S als darstellende Matrix für T P LpV q zu einer Basis
ùñ in endlicher Dimension nur Eigenwerte von Matrizen benötigt

Satz 3.3 (Charakteristisches Polynom)

Sei A P MatpN ˆ N,Kq. Dann gilt

z P K Eigenwert von A ðñ detpA´ z 1Nq “ 0

Eigenwerte sind Nullstellen in K des charakteristischen Polynoms

z P K ÞÑ pApzq “ detpA´ z 1Nq

Beweis. Av “ zv ðñ pA´ z 1qv “ 0
Existenz von v “ 0 ðñ A´ z 1 nicht invertierbar

ðñ detpA´ z 1Nq “ 0 l
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Beispiel 3.4
Sei

A “

˜

5 ´1
´1 5

¸

Also

pApzq “ p5´ zq2 ´ 1 “ z2 ´ 10z ` 24 “ pz ´ 4qpz ´ 6q

Also sind die Eigenwerte z1 “ 4 und z2 “ 6.
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Satz 3.5
Das charakteristisches Polynom PA ist N-ten Grades und erfüllt

detpA´ z 1Nq “ p´zqN ` TrpAq p´zqN´1 ` qpzq ` detpAq

wobei q “
řN´2

n“1 qnzn ein Polynom vom Grade höchstens N ´ 2 ohne
konstanten Term ist, und TrpAq die Spur von A ist, welche definiert ist
als die Summe der Diagonaleinträge von A:

TrpAq “
N
ÿ

n“1

An,n

Beweis. Ausschreiben der Definition mit Kronecker Delta:

detpA´ z 1Nq “
ÿ

σPSN

sgnpσq
N
ź

n“1

pAn,σpnq ´ z δn,σpnqq

Potenzen zN und zN´1 nur ein Summand σ “ id
Konstanter Term ist bei z “ 0 genau detpAq l
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Beispiel 3.6 (Allgemeine Formel für 2ˆ 2 Matrizen)

Sei A “

˜

a b
c d

¸

. Dann ist das charakteristische Polynom

pApzq “ det

˜˜

a´ z b
c d ´ z

¸¸

“ pa´ zqpd ´ zq ´ bc

“ z2 ´ pa` dqz ` pad ´ bcq

“ z2 ´ TrpAq z ` detpAq

Nullstellen sind

z˘ “
TrpAq

2
˘

c

TrpAq2

4
´ detpAq

Möglich: A reell, aber pA nur komplexe Nullstellen.
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Bemerkung 3.7

Reelle Matrizen aufgefasst als lineare Abbildung auf dem RN können
evtl. keine (reellen) Eigenwerte haben. Wenn sie hingegen als lineare
Abbildung auf dem komplexen Vektorraum CN aufgefasst werden, so
gibt es N Eigenwerte:

Satz 3.8

Charakteristisches Polynom von A P MatpN ˆ N,Kq hat Faktorisierung

pApzq “ p´1qN
K
ź

k“1

pz ´ zk q
αpzk q (3.1)

mit paarweise verschiedenen zk P C und mit αpzk q P N, so dass
K
ÿ

k“1

αpzk q “ N (3.2)

Falls zk P K, so ist zk Eigenwert von A und αpzk q “ αApzk q heißt
algebraische Vielfachheit oder Multiplizität von zk
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Beispiel 3.9

Sei

A “

¨

˚

˝

1 2 0
´1 0 1
1 0 0

˛

‹

‚

Charakteristisches Polynom berechnet mit Regel von Sarrus

pApzq “ det

¨

˚

˝

¨

˚

˝

1´ z 2 0
´1 ´z 1
1 0 ´z

˛

‹

‚

˛

‹

‚

“ p1´ zqz2 ` 2´ p´zq ¨ 2 ¨ p´1q “ p1´ zqpz2 ` 2q

Also sind die Nullstellen von pA gegeben durch

z1 “ 1 , z2 “ i
?

2 , z3 “ ´ i
?

2

Als lineare Abbildung auf R3 lediglich ein Eigenwert z1 “ 1!
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Berechnung von Eigenvektor zu Eigenwert z von A
Gauss für homogenenes Gleichungssystems pA´ z 1qv “ 0

Beispiel 3.10

Sei wieder

A “

¨

˚

˝

1 2 0
´1 0 1
1 0 0

˛

‹

‚

Nullstellen z1 “ 1, z2 “ i
?

2 und z3 “ ´ i
?

2. Für z1 berechne

A´z1 1 “

¨

˚

˝

0 2 0
´1 ´1 1
1 0 ´1

˛

‹

‚

Ñ

´1 ´1 1 0
0 2 0 0
0 ´1 0 0

Ñ

´1 ´1 1 0
0 2 0 0
0 0 0 0

Also KerpA´ z1 1q “ spanpv1q mit v1 “

¨

˚

˝

1
0
1

˛

‹

‚

ein Eigenvektor
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Satz 3.11

Sei A P MatpN ˆ N,Rq reell aufgefasst als Abbildung auf CN

Wenn z P C Eigenwert, so auch sein komplex konjugiertes z P C
Eigenvektoren sind auch komplex konjugiert zueinander

Beweis. Sei Av “ zv ñ Av “ z v l

Satz 3.12

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhängig
Genauer: wenn v1, . . . , vK Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen
Eigenwerten z1, . . . , zK von T , so v1, . . . , vK linear unabhängig
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Beweis. Induktion über K . Für K “ 1 Aussage richtig, da v1 “ 0

Induktionsschritt von K ´ 1 zu K : Seien λ1, . . . , λK P K, so dass

K
ÿ

k“1

λkvk “ 0

Multiplikation dieser Gleichung mit zK und Anwenden von A liefert:

K
ÿ

k“1

λkzK vk “ 0 ,
K
ÿ

k“1

λkzk vk “ 0

Somit ergibt Subtraktion der beiden Gleichungen

K´1
ÿ

k“1

λk pzK ´ zk q vk “ 0

Da zK ´ zk “ 0, gibt Induktionshypothese λk “ 0 für k “ 1, . . . ,K ´ 1

Wird dies in
řK

k“1 λkvk “ 0 eingesetzt, so folgt auch λK “ 0 l
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Definition 3.13

Sei z Eigenwert von A P MatpN ˆ N,Kq. Eigenraum

EApzq “ KerpA´ z 1q

Geometrische Vielfachheit oder Multiplizität von z als Eigenwert von A:

βpzq “ βApzq “ dimpEApzqq

Satz 3.14 (Geometrische Multiplizität kleiner als algebraische)

1 ď βpzk q ď αpzk q für alle Eigenwerte zk P K
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Beweis. Sei v1, . . . , vβpzk q
Basis des Eigenraumes EApzk q

Sie wird vervollständigt zu geordneter Basis pv1, . . . , vNq von KN

Sei M “ pv1, . . . , vNq. Dies ist invertierbar und

M´1AM “

˜

zk 1βpzk q
B

0 C

¸

wobei B und C Matrizen geeigneter Größe sind
Somit auch M´1AM ´ z 1N von Blockstruktur. Also

pApzq “ pM´1AMpzq “ detpM´1AM ´ z 1Nq

“ det

˜˜

pzk ´ zq1βpzk q
B

0 C ´ z 1

¸¸

“ pzk ´ zqβpzk q detpC ´ z 1q

Also folgt in der Tat αpzk q ě βpzk q. l
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Definition 3.15

T P LpV q diagonalisierbar ðñ D Basis B aus Eigenvektoren von T

Satz 3.16

Sei T P LpV q auf einem Vektorraum V über K der Dimension N ă 8.
Dann sind äquivalent:

(i) T diagonalisierbar
(ii) αpzk q “ βpzk q für alle Eigenwerte zk P K, und für K “ R zudem

ř

k αpzk q “ N mit Summe über alle Eigenwerte zk P K
(iii)

ř

k βpzk q “ N mit Summe über alle Eigenwerte zk P K

Falls T diagonalisierbar, so ist darstellende Matrix bez. der geordneten
Basis M “ pv1, . . . , vNq von Eigenvektoren zu den Eigenwerten
z 11, . . . , z

1
N , aufgelistet mit ihrer Multiplizität, diagonal:

M´1TM “ pz 1m δn,mqn,m“1,...,N “ diagpz 11, . . . , z
1
Nq
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Beweis.
(i)ðñ(iii) Klar
(iii)ùñ(ii) Immer (auch für K “ R) gilt

ř

k αpzk q ď N und βpzk q ď αpzk q

(ii)ùñ(iii) Offensichtlich
Nun zum letzten Punkt. Sei em der m-te Standardbasisvektor

pM´1TMqn,m “ pM´1TMemqn

“ pM´1Tvmqn

“ pM´1z 1mvmqn

“ z 1mpM
´1Memqn

“ z 1mp1Nemqn

“ z 1m δn,m

l
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Beispiel 3.17

Sei A die 3ˆ 3 Matrix aus Beispiel 3.10, wo auch deren Eigenwerte
und Eigenvekoren (zumindestens einer davon) berechnet wurden.
Dann setze

M “ pv1, v2, v3q “

¨

˚

˝

1 ´2 ´2
0 1´ i

?
2 1` i

?
2

1 i
?

2 ´i
?

2

˛

‹

‚

Es gilt dann nach Satz 3.16

M´1AM “

¨

˚

˝

1 0
0 i

?
2 0

0 0 ´i
?

2

˛

‹

‚

Dies kann auch explizit verifiziert werden.
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Funktionalkalkül durch Diagonalisierung
Definition 3.18 (Funktionalkalkül, auch Spektralkalkül)

Sei A P MatpN ˆN,Cq und f ganze Potenzreihe (konv. auf C) der Form

f pzq “
8
ÿ

k“0

fk zk , fn P C (3.3)

Dann ist die Matrix f pAq definiert durch die konvergente Reihe

f pAq “
8
ÿ

k“0

fk Ak

wobei A0 “ 1N

Man kann also z.B. eA definieren, oder cospAq, oder etA, etc.

Wieso? Z.B. Gleichung Btv “ Av wird durch vptq “ etAvp0q gelöst

Berechnung? Nicht durch Berechnen von Matrixpotenzen Ak !
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Satz 3.19

Sei A diagonalisierbar und M´1AM “ diagpz 11, . . . , z
1
Nq. Dann

f pAq “ M diagpf pz 11q, . . . , f pz
1
NqqM´1

Beweis. Setze D “ diagpz 11, . . . , z
1
Nq. Beginne mit Monom f pzq “ zk

Dann ist f pAq “ Ak . Somit

f pAq “
`

MDM´1˘k
“ MDkM´1 “ Mdiagppz 11q

k , . . . , pz 1Nq
k qM´1

Für beliebige Potenzreihe gilt (Konvergenz nach Restabschätzung)

f pAq “
8
ÿ

k“0

fk MDkM´1 “ M
`

8
ÿ

k“0

fk Dk˘M´1 “ Mf pDqM´1

Dies ist genau die Aussage, denn f pDq ist die angegebene Matrix. l
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Beispiel 3.20
Seien A und M die 3ˆ 3 Matrizen aus Beispiel 3.17
Es soll nun eA berechnet werden, d.h. f pzq “ ez Exponentialfunktion:

f pAq “ Mf pDqM´1 “ M

¨

˚

˝

e1 0 0
0 ei

?
2 0

0 0 e´i
?

2

˛

‹

‚

M

Nun M bekannt. Hieraus M´1 durch Invertieren berechnen
(mit Gauss Algorithmus, oder mit Adjunkten). Danach Matrixprodukt
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Bemerkung 3.21 (Jordan Block)

Nach Satz 3.8 faktorisiert jedes charakteristische Polynom über C.
Somit für C-lineare Abbildung

ř

k αpzk q “ N
Aber: Abbildung nicht notwendigerweise diagonalisierbar ist! Beispiel:

A “ pz1 δn,m ` δn`1,mqn,m“1,...,N “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

z1 1 0 0
0 z1 1 0

. . . . . . . . .

0 z1 1
0 0 z1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Dann pApzq “ pz1 ´ zqN mit αpz1q “ N. Aber nur βpz1q “ 1:

KerpA´ z1 1q “ Ker

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0
. . . . . .

0 1
0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“ spanpe1q
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Was immer geht über C:
Definition 3.22

A P MatpN ˆ N,Kq trigonalisierbar ðñ D invertierbares
M P MatpN ˆ N,Kq, so dass M´1AM obere Dreiecksmatrix

Bemerkung 3.23
Trigonalisierung von A nicht die obere Dreiecksmatrix nach Gauss!
Dort ist M, so MA obere Dreiecksmatrix, und nicht M´1AM

Satz 3.24

Es sind äquivalent:

(i) A trigonalisierbar
(ii) Charakteristische Polynom faktorisiert in K
(iii) D Folge von Unterräumen t0u “ V0 Ă V1 Ă . . . Ă VN´1 Ă VN “ V

mit dimpVnq “ n und AVn Ă Vn , d.h. Vn ist A-invariant
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Beweis. (i)ùñ(ii) pApzq “ detpA´ z1Nq “ detpM´1AM ´ z1Nq

Produkt der Diagonaleinträge, also faktorisiert
(ii)ùñ(iii) Folge heißt auch Fahne. Existenz durch Induktion über N
Induktionsanfang N “ 1 klar. Induktionsschritt N ´ 1 Ñ N
Sei z1 P K Eigenwert mit Eigenvektor v1 P KN (nach Voraussetzung)
Vervollständige zu Basis ùñ M “ pv1, . . . , vNq ùñ

M´1AM “

˜

z1 B
0 C

¸

C P MatppN ´ 1q ˆ pN ´ 1q,Kq

Induktion: D invertierbares K , so dass K´1CK obere Dreiecksmatrix
˜

1 0
0 K

¸´1

M´1AM

˜

1 0
0 K

¸

“

˜

z1 BK
0 K´1CK

¸

Fahne von A ist Vn “ M

˜

1 0
0 K

¸

spanpe1, . . . ,enq (Check!)

(iii)ùñ(i) Wähle vn P VnzVn´1 ùñ v1, . . . , vN linear unabhängig
ùñ mit M “ pv1, . . . , vNq ist M´1AM obere Dreiecksmatrix l
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Korollar 3.25

A P MatpN ˆ N,Cq ist über C trigonalisierbar,
d.h. D invertierbares M, so dass M´1AM eine obere Dreiecksmatrix

weil charakteristisches Polynom faktorisiert über C l

Anwendung der Trigonalisierung:

Theorem 3.26 (Satz von Cayley-Hamilton)

Für jedes A P MatpN ˆ N,Cq gilt

pApAq “ 0

wobei pApAq durch Funktionalkalkül definiert ist.
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Beweis. Sei M P MatpN ˆ N,Cq Basiswechsel so dass B “ M´1AM
obere Dreiecksmatrix

pApAq “ MpApBqM´1 “ MpBpBqM´1

Also: es reicht Sachverhalt für obere Dreiecksmatrizen zu zeigen!
Induktion über N. Für N “ 1 trivial. Für Schritt von N ´ 1 nach N sei

B “

˜

λ C
0 D

¸

, λ P C

mit oberer Dreiecksmatrix D P MatppN ´ 1q ˆ pN ´ 1q,Kq
Induktionsvoraussetzung: pDpDq “ 0. Zudem pBpzq “ pλ´ zqpDpzq
Nun folgt (Details zur Übung) für eine geeignete Matrix C1:

pBpBq “ pλ1N ´ BqpDpBq “

˜

0 ´C
0 λ1´ D

¸˜

pDpλq C1

0 pDpDq

¸

“

˜

0 ´C
0 λ1´ D

¸˜

pDpλq C1

0 0

¸

“ 0

l
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Weitere Anwendung der Trigonalisierung
Satz 3.27

detpeAq “ eTrpAq , A P MatpN ˆ N,Cq

Beweis. Sei B “ M´1AM obere Dreiecksmatrix
Dann B “ D ` S wobei D diagonal, S strikte obere Dreiecksmatrix
Dann Bn “ Dn ` Sn und eB “ eD ` S1 mit strikten o.D. Sn,S1

detpeAq “ detpeMBM´1
q

“ detpMeBM´1q

“ detpeBq

“ detpeDq

“ eTrpDq

“ eTrpD`Sq “ eTrpMpD`SqM´1q “ eTrpAq
l
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Definition 3.28 (Spektrum einer linearen Abbildung)

Das Spektrum SpecpT q Ă K von T P LpV q ist die Menge aller z P K,
für welche T ´ z 1V kein Isomorphismus von V ist

Satz 3.29

Sei T P LpV q auf einem Vektorraum V über K mit endlicher Dimension
N “ dimpV q ă 8. Dann gilt

SpecpT q “ tz P K | z Eigenwert von T u

Falsch falls dimpV q “ 8 weil es kontinuierliches Spektrum gibt!

Beweis. ”Ą” z Eigenwert ùñ T ´ z 1V hat nicht-trivialen Kern
”Ă” T ´ z 1V kein Isomorphismus ùñ nicht injektiv oder nicht surjektiv
Falls T ´ z 1V nicht surjektiv nach Rangsatz auch nicht injektiv
Falls nicht injektiv D Eigenvektor von T zum Eigenwert z l
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4 Vektorräume mit Skalarprodukt

Definition 4.1

Sei V Vektorraum über K. Skalarprodukt ist Abbildung
x¨|¨y : V ˆ V Ñ K ðñ @ v , v 1,w P V und λ P K gilt:

(i) xw |v ` λv 1y “ xw |vy ` λxw |v 1y (Linearität im zweiten Argument)

(ii) xw |vy “ xv |wy (Symmetrie)

(iii) xv |vy ě 0 (Positivität)

(iv) xv |vy “ 0 ùñ v “ 0 (Nicht-Entartung)

Dann Norm (auch Länge) definiert als }v} “
a

xv |vy
Vektorraum mit Skalarprodukt pV , x¨|¨yq heißt
‚ euklidisch falls K “ R
‚ unitär falls K “ C
‚ Hilbert-Raum falls vollständig, z.B. wenn endlich dimensional
‚ Prä-Hilbertraum
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Bemerkung 4.2
Im Fall K “ R: Eigenschaften (i) und (ii) ðñ Skalarprodukt bilinear

Im Fall K “ C hingegen: Skalarprodukt anti-linear im ersten Argument

xλv |wy “ λ xv |wy

Mathematikliteratur: oft Antilinearität im zweiten Argument

Hier wie in Physik und insbesondere der Quantenmechanik

Dirac’sche BraKet Notation auch aus Physik:

Ein Bra ist xv | und ein Ket ist |wy. Zusammen bracket=Klammer xv |wy

Ket ist Vektor in V , Bra Vektor aus Dualraum V ˚ “ LpV ,Kq

Andere Notationen in Mathematikliteratur: xv ,wy, pv |wq...
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Beispiel 4.3

Sei V “ KN . Das euklidische Skalarprodukt ist dann definiert als

xv |wy “ pvqT w “

N
ÿ

n“1

vn wn , v “

¨

˚

˚

˝

v1
...

vN

˛

‹

‹

‚

, w “

¨

˚

˚

˝

w1
...

wN

˛

‹

‹

‚

In der Tat gelten alle vier Axiome, z.B. (iii) ist richtig, weil

xv |vy “
N
ÿ

n“1

vn vn “

N
ÿ

n“1

|vn|
2

als Summe nicht-negativer Zahlen nicht-negativ ist

Auch folgt (iv), da:

Summe positiv ðñ ein Summand positiv ðñ v “ 0
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Beispiel 4.4

Sei weiter V “ KN und B P MatpN ˆ N,Kq. Wir setzen

xv |wyB “ pvqT Bw “

N
ÿ

n“1

vn Bn,m wm , v ,w P KN

Spezialfall B “ 1N wieder euklidisches Skalarprodukt
Axiom (i) klar, aber Symmetrie (ii) benötigt Zusatzeigenschaft

pBqT “ B d.h. B selbstadjungiert
In der Tat:

xv |wyB “

N
ÿ

n,m“1

vn Bn,m wm “

N
ÿ

n,m“1

vn Bm,n wm

“

N
ÿ

n“1

wn Bn,m vm “ xw |vyB

Eigenschaften (iii),(iv) ðñ Positivität der Matrix B (Eigenwerte positiv)
Hierzu später mehr.
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Beispiel 4.5
Sei V “ RNrxs der reelle Vektorraum der Polynome mit reellen
Koeffizienten vom Grade höchstens N. Dann dimpV q “ N ` 1
Skalarprodukt definiert (Übung!) mit Integral:

xp|qy “
ż 1

0
ppxqqpxq dx , p,q P RNrxs

Bemerkung 4.6
dimpV q ă 8 ùñ D Skalarprodukt
Zu beliebiger Basis pb1, . . . ,bNq definiere Skalarprodukt durch

xbn|bmy “ δn,m

und anschließend antilineare bzw. lineare Fortsetzung auf V ˆ V , d.h.

xv |wy “
N
ÿ

n“1

vn wn , v “
N
ÿ

n“1

vnbn , w “

N
ÿ

n“1

wnbn
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Definition 4.7 (Begriffe in Prä-Hilbertraum pV , x¨|¨yq )

(i) v ,w P V orthogonal (Kurzschreibweise vKw) ðñ xv |wy “ 0
(ii) v P V normiert ðñ }v} “

a

xv |vy “ 1
(iii) puiqiPI orthogonale Familie ðñ ui K uj @ i , j P I, i ‰ j
(iv) puiqiPI orthonormierte Familie

ðñ puiqiPI orthogonale Familie und }ui} “ 1 @ i P I
ðñ xui |ujy “ δi,j @ i , j P I

(v) Orthonormalbasis ist Basis, die auch orthonormierte Familie ist

Beispiel 4.8

In KN mit dem euklidischen Skalarproduk, ist die Standardbasis eine
Orthonormalbasis (Übung)
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Satz 4.9

Seien puk qk“1,...,K orthonormiert. Dann gilt für alle v P V:

}v}2 “
K
ÿ

k“1

|xv |uky|
2 ` }v ´

K
ÿ

k“1

xuk |vyuk}
2 (Pythagoras)

und somit

}v}2 ě
K
ÿ

k“1

|xv |uky|
2 (Bessel Ungleichung)

Korollar 4.10 (Cauchy-Schwarz Ungleichung)

Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und seien v ,w P V. Dann

|xv |wy| ď }v}}w}

Beweis: Fall w “ 0 trivial. Sonst Bessel Ungleichung für t w
}w}u. l
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Beweis: Setze w “
řK

k“1xuk |vyuk . Dann gilt pv ´ wq K w , da

xv ´ w |wy “
K
ÿ

k“1

xuk |vyxv ´ w |uky

“

K
ÿ

k“1

xuk |vy

¨

˚

˝

xv |uky ´

K
ÿ

l“1

xul |vy xul |uky
loomoon

δl,k

˛

‹

‚

“ 0

Geometrisch: w orthogonale Projektion von v auf spantu1, . . . ,uK u

Somit:

}v}2 “ xv |vy
“ xv ´ w ` w |v ´ w ` wy
“ xv ´ w |v ´ wy ` xw |wy

und xw |wy “ }w}2 “
řK

k“1 |xuk |vy|2 l
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Bemerkung 4.11 (Winkel zwischen zwei Vektoren)
Zu v ,w P V ist Winkel ?pv ,wq P r0, π2 s definiert durch

cosp?pv ,wqq “
|xv |wy|
}v}}w}

Cauchy-Schwarz: rechte Seite in r0,1s und cos : r0, π2 s Ñ r0,1s bijektiv

Satz 4.12

pV , x¨|¨yq Vektorraum mit Skalarprodukt. Norm }v} “
a

xv |vy erfüllt:
(i) }λv} “ |λ| }v} (Homogenität)

(ii) }v ` w} ď }v} ` }w} (Dreiecksungleichung)

(iii) }v} “ 0 ùñ v “ 0 (Nicht-Entartung)

Definition 4.13

Ein Vektorraum V mit }.} : V Ñ Rě0 und (i),(ii),(iii) heißt normiert
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Beweis: }λv} “ |λ|}v} klar, ebenso Nicht-Entartung
Nun zur Dreiecksungleichung: Mit Cauchy-Schwarz Ungleichung

}v ` w}2 “ xv |vy ` xv |wy ` xw |vy ` xw |wy

“ }v}2 ` 2 <e xv |wy ` }w}2

ď }v}2 ` 2 }v}}w} ` }w}2 “ p}v} ` }w}q2
l

Korollar 4.14

Für alle v P V
}v} “ sup

}w}“1
|xw |vy|

Beweis: Nach Cauchy-Schwarz |xw |vy| ď }w} }v} “ }v}
Somit Supremum auch ď }v}
Andererseits führt Wahl w “ v

}v} zur Gleichheit l
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Nun zu weiteren geometrischen Informationen.

Satz 4.15 (Parallelogrammregel)

Sei pV , x¨|¨yq ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt

}v ` w}2 ` }v ´ w}2 “ 2p}v}2 ` }w}2q

Beweis: Rein algebraische Rechnung:

}v ` w}2 ` }v ´ w}2

“ xv ` w |v ` wy ` xv ´ w |v ´ wy
“ xv |vy ` xv |wy ` xw |vy ` xw |wy ` xv |vy ´ xv |wy ´ xw |vy ` xw |wy
“ 2xv |vy ` 2xw |wy

l
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Satz 4.16 (Polarisationsidentitäten = Skalarprodukt durch }.})
Sei pV , x¨|¨yq ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Für K “ C

xv |wy “
1
4

”

p}v ` w}2 ´ }v ´ w}2q ´ ip}v ` iw}2 ´ }v ´ iw}2q
ı

und für K “ R:

xv |wy “
1
4
r}v ` w}2 ´ }v ´ w}2s

Beweis wieder nur algebraische Rechnung. Schwieriger ist:

Satz 4.17 (Charakterisierung nach John von Neumann)
Norm eines normierten Vektorraumes durch Skalarprodukt induziert
ðñ Norm erfüllt Parallelogrammregel

Das Skalarprodukt ist dann durch Polarisationsidentität gegeben
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Satz 4.18

pV , x¨|¨yq endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt
pu1, . . . ,uNq Orthonormalbasis. Koordinatenabbildung M : V Ñ KN

Mpvq “

¨

˚

˚

˝

xu1|vy
...

xuN |vy

˛

‹

‹

‚

ðñ v “
N
ÿ

n“1

xun|vyun

Außerdem
xv |wy “ xMpvq|Mpwqy , v ,w P V

wobei rechts euklidisches Skalarprodukt im KN steht

Kein Gauss für Zerlegung nach ONB, nur Skalarprodukte!
Umschreiben:

v “ |vy “
N
ÿ

n“1

|unyxun|vy ðñ 1 “

N
ÿ

n“1

|unyxun|
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Beweis: Bilde Skalarprodukt von v “
řN

k“1 λk uk mit un:

xun|vy “
N
ÿ

k“1

λk xun|uky “ λn

Zweite Behauptung:

xv |wy “ x

N
ÿ

k“1

xuk |vyuk |

N
ÿ

n“1

xun|wyuny

“

N
ÿ

k ,n“1

xuk |vy xun|wy δn,k

“

N
ÿ

n“1

xv |uny xun|wy

“ xMpvq|Mpwqy

l
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Standardverfahren zur Erzeugung von Orthonormalbasen in pV , x¨|¨yq:

Satz 4.19 (Gram-Schmidt Verfahren)

v1, . . . , vN linear unabhängiger Vektoren in V
ùñ D orthonormierte Familie u1, . . . ,uN mit

spanptv1, . . . , vnuq “ spanptu1, . . . ,unuq , n “ 1, . . . ,N

Die orthonormierte Familie kann iterativ konstruiert werden durch

un “
vn ´

řn´1
k“1xuk |vnyuk

}vn ´
řn´1

k“1xuk |vnyuk}

Zusammen mit dem Basiserweiterungssatz erhält man:

Korollar 4.20

Jede orthonormierte Familie kann zu Orthonormalbasis erweitert
werden
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Beweis: Setze wn “
řn´1

k“1xuk |vnyuk

wn ist Projektion von vn auf von u1, . . . ,un´1 aufgespannten Unterraum
weil pvn ´ wnq K uk für alle k “ 1, . . . ,n ´ 1:

xuk |vn ´ wny “ xuk |vny ´

n´1
ÿ

l“1

xul |vnyxuk |uly

“ xuk |vny ´

n´1
ÿ

l“1

xul |vny δk ,l “ 0

Also bilden u1, . . . ,un´1, vn ´ wn eine orthogonale Familie
Normieren von vn ´ wn ergibt un und somit orthonormierte Familie l

Bemerkung 4.21
Mit Hilfe des Gram-Schmidt Verfahrens werden sämtliche Familien
orthogonaler Polynome erzeugt (Legendre, Hermite, Laguerre, etc.)
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Beispiel 4.22 (in euklidischen V “ R3)

v1 “

¨

˚

˝

1
1
0

˛

‹

‚

, v2 “

¨

˚

˝

1
0
1

˛

‹

‚

, v3 “

¨

˚

˝

0
0
1

˛

‹

‚

Basis. Bilde u1 “
v1
}v1}

“ 1?
2

¨

˚

˝

1
1
0

˛

‹

‚

Dann w2 “ v2 ´ xv2 | u1y u1 “

¨

˚

˝

1
0
1

˛

‹

‚

´ 1?
2
¨ 1?

2

¨

˚

˝

1
1
0

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1
2

´1
2

1

˛

‹

‚

und u2 “
w2
}w2}

“ 1
b

1
4`

1
4`1

¨

˚

˝

1
2

´1
2

1

˛

‹

‚

“ 2?
6

¨

˚

˝

1
2

´1
2

1

˛

‹

‚

Analog: w3 “ v3 ´ xv3 | u1yu1 ´ xv3 | u2y u2 “ ... “

¨

˚

˝

´1
3

1
3
1
3

˛

‹

‚

und u3 “
w3
}w3}

“ 1?
3

¨

˚

˝

´1
1
1

˛

‹

‚

Dann ist pu1,u2,u3q ONB
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Definition 4.23 (Orthogonale Projektionen in pV , x¨|¨yq)

(i) Eine lineare Abbildung P P LpV q heißt idempotent ðñ P2 “ P

(ii) Ein idempotentes P P LpV q heißt (orthogonale) Projektion
ðñ xv |Pwy “ xPv |wy für alle v ,w P V

(iii) Dimension einer Projektion ist die Dimension des Bildes RanpPq

(iv) Orthogonales Komplement zu P ist die Projektion 1´ P

Beispiel 4.24

Eine 2ˆ 2-Matrizen, die idempotent, aber nicht Projektion ist:

P “

¨

˝

1
2 ´

b

1
4 ´ bc b

c 1
2 `

b

1
4 ´ bc

˛

‚ , |bc| ď
1
4
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Satz 4.25 (Eigenschaften von Projektion P)

(i) Für w P RanpPq gilt Pw “ w

(ii) Für w K RanpPq, d.h. w K v für alle v P RanpPq, gilt Pw “ 0
(iii) Sei u1, . . . ,uM Orthonormalbasis von RanpPq. Dann

P “

M
ÿ

m“1

|umyxum|

Beweis: (i) Sei w “ Pv . Dann gilt (nur idempotent verwandt!)

Pw ´ w “ P2v ´ Pv “ Pv ´ Pv “ 0

(ii) Da xPw |vy “ xw |Pvy “ xw |vy “ 0 gilt Pw K RanpPq
Zudem Pw P RanpPq, also Pw “ 0
(iii) Rechte Seite erfüllt (i) und (ii) und stimmt somit mit P überein l

Mathematik für Physiker 2 4. Vektorräume mit Skalarprodukt 73 / 359



Umformulierung:

Satz 4.26 (Gram-Schmidt Verfahren)

v1, . . . , vN linear unabhängiger Vektoren in V
ùñ D orthonormierte Familie u1, . . . ,uN mit

spanptv1, . . . , vnuq “ spanptu1, . . . ,unuq , n “ 1, . . . ,N

Die orthonormierte Familie kann iterativ konstruiert werden durch

un “
vn ´ Pn´1vn

}vn ´ Pn´1vn}

wobei Pn´1 die Projektion auf den von u1, . . . ,un´1 augespannten UR:

Pn´1 “

n´1
ÿ

k“1

|ukyxuk |
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Satz 4.27 (Riesz Lemma für endlich dimensionales pV , x¨|¨yq)

Zu jedem linearen Funktional T P LpV ,Kq existiert eindeutiger Vektor
wT P V mit

T pvq “ xwT |vy , @ v P V

Also ist Dualraum V ˚ “ LpV ,Kq isomorph zu V

Beweis: T durch Werte auf ONB u1, . . . ,uN festgelegt. Wähle

wT “

N
ÿ

k“1

T puk quk

Einsetzen zeigt dann xwT |uny “ T punq für n “ 1, . . . ,N
Nun sind beide Seiten in T pvq “ xwT |vy linear in v
Übereinstimmung auf Basis ùñ gleich als lineare Abbildungen l
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Satz 4.28 (Adjungierte lineare Abbildung)

Seien V ,W ,U endlich dimensionale Vektorräume mit Skalarprodukt
Zu linearem T P LpV ,W q existiert eindeutiges T ˚ P LpW ,V q mit

xT ˚w |vy “ xw |Tvy , v P V , w P W

Falls S P LpW ,Uq, dann pST q˚ “ T ˚S˚

Satz 4.29 (Adjungierte Matrix ist adjunigierte lineare Abbildung)

Spezialfall: V “ KM und W “ KN euklidisch

T “ A P MatpN ˆM,Kq lineare Abbildung durch Matrixmultiplikation

ùñ T ˚ “ A˚ P MatpM ˆ N,Kq wobei adjungierte Matrix gegeben als

pA˚qm,n “ An,m ðñ A˚ “ AT “ pAqT

Für Matrix B P MatpM ˆ K ,Kq gilt pABq˚ “ B˚A˚
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Beweis von Satz 4.28: Nur Existenz von T ˚, Eindeutigkeit Übung
Für festes w ist Abbildung v P V ÞÑ xw |Tvy lineares Funktional
Nach Riesz Lemma existiert vw P V , so dass

xw |Tvy “ xvw |vy

Setze T ˚w “ vw . So definiertes T ˚ ist tatsächlich linear:

xT ˚pw ` λw 1q|vy “ xvw`λw 1 |vy “ xw ` λw 1|Tvy “ xw |Tvy ` λxw 1|Tvy

“ xvw |vy ` λ xvw 1 |vy “ xT ˚w |vy ` λ xT ˚w 1|vy

Also

xT ˚pw ` λw 1q ´ T ˚w ´ λT ˚w 1|vy “ 0 , @ v P V

Also Linearität von T ˚ wegen Lemma. Regel pST q˚ “ T ˚S˚ dann klar

Lemma 4.30

Falls xw |vy “ 0 für alle v P V, so gilt w “ 0

Beweis: Insbesondere xw |wy “ 0 und somit w “ 0 l
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Beweis von Satz 4.29:

Regel pST q˚ “ T ˚S˚ folgt nach Ausschreiben

Spezialfall: sei v “
řM

m“1 vmem P KM und w “
řN

n“1 wnen P KN

xw |Avy “
N
ÿ

n“1

M
ÿ

m“1

wn vm xem|Aeny “

N
ÿ

n“1

M
ÿ

m“1

wn vm Am,n

xA˚w |vy “
N
ÿ

n“1

M
ÿ

m“1

wn vm xA˚em|eny “

N
ÿ

n“1

M
ÿ

m“1

wn vm pA˚qn,m

Also xw |Avy “ xA˚w |vy für alle v ,w .

Schließe mit Eindeutigkeit der adjungierten Abbildung l
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Definition 4.31

V und W endlich dimensionale Prä-Hilbert-Räume über K

(i) U P LpV ,W q heißt unitär ðñ U˚U “ 1V und UU˚ “ 1W

(ii) Falls K “ R, heißen unitäre Abbildungen auch orthogonal
(iii) T P LpV q “ LpV ,V q heißt normal ðñ T ˚T “ TT ˚

(iv) T P LpV q heißt selbstadjungiert oder hermitisch ðñ T ˚ “ T

Bei Matrizen wird euklidisches Skalarprodukt verwandt, d.h.

(i) U P MatpN ˆ N,Kq unitär ðñ U˚U “ 1 und UU˚ “ 1
(ii) Falls K “ R, heißen unitäre Abbildungen auch orthogonal
(iii) A P MatpN ˆ N,Kq normal ðñ A˚A “ AA˚

(iv) A P MatpN ˆ N,Kq selbstadjungiert oder hermitisch ðñ A˚ “ A
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Bemerkung 4.32
1. Jede selbstadjungierte Abbildung ist normal
2. Jede unitäre Abbildung ist normal
3. Für jede unitäre Abbildung U P LpV ,W q gilt U˚ “ U´1

Insbesondere: U˚U “ 1V impliziert UU˚ “ 1W

4. Jede unitäre Abbildung U P LpV ,W q erhält das Skalarprodukt:

xUv |Uwy “ xv |wy , @ v ,w P V

Umgekehrt: U P LpV ,W q erhält Skalarprodukte ùñ U unitär
5. pu1, . . . ,uNq ONB von KN ùñ U “ pu1, . . . ,uNq unitär, da

xen|U˚Uemy “ xUen|Uemy “ xun|umy “ δn,m

6. UpNq “ tU P MatpN ˆ N,Cq unitäru unitäre Gruppe
da: U,U 1 unitär ùñ pUU 1q˚pUU 1q “ pU 1q˚U˚UU 1 “ pU 1q˚U 1 “ 1
OpNq “ tU P MatpN ˆ N,Rq orthogonalu orthogonale Gruppe
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Zusammenhang zwischen hermitisch und unitär
Satz 4.33
Sei A P MatpN ˆ N,Cq selbstadjungiert, d.h. A˚ “ A. Dann

ei A unitär

Beweis: pei Aq˚ “ e´i A und da A normal ist

pei Aq˚ei A “ e´i Aei A “ e´i A`i A “ e0 “ 1
l

Umgekehrt: A “ ´i logpUq selbstadjungiert wenn U unitär

Die unitären bilden UpNq, eine sogenannte Lie-Gruppe

Lie-Algebra hierzu sind die hermitischen Matrizen

Beispiel 4.34

eiθσ2 “

˜

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

¸

wobei σ2 “

˜

0 ´i
i 0

¸

Generator
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Satz 4.35 (Unitäre Trigonalisierung nach Schur)

Sei A P MatpN ˆ N,Cq. Dann existiert unitäres U P MatpN ˆ N,Cq,
so dass

U˚AU obere Dreiecksmatrix

Beweis ist ganz analog zu (ii)ùñ(iii) in Satz 3.24 (Trigonalisierung)

Nur noch Unitarität als Zusatzeigenschaft

Wiederholung des Arguments!
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Beweis: Induktion über N. Fall N “ 1 klar, also Schritt N ´ 1 Ñ N
Sei z1 Eigenwert mit normiertem Eigenvektor u1

Vervollständige zu ONB u1, . . . ,uN und setze V “ pu1, . . . ,uNq

V ˚AV “ pu1, . . . ,uNq
˚pAu1, . . . ,AuNq

“ pu1, . . . ,uNq
˚pz1u1,Au2 . . . ,AuNq “

˜

z1 B
0 C

¸

Voraussetzung: D unitäres W , so dass W ˚CW obere Dreiecksmatrix
˜

1 0
0 W ˚

¸

V ˚AV

˜

1 0
0 W

¸

“

˜

z1 BW
0 W ˚CW

¸

ist eine obere Dreiecksmatrix

Aber Basiswechsel U “ V

˜

1 0
0 W

¸

unitär als Produkt von unitären l
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Satz 4.36 (Spektralsatz für normale Matrizen)

Sei A P MatpN ˆ N,Cq. Dann gilt

A normal ðñ A unitär diagonalisierbar

Genauer bedeutet Letzteres: es gibt Eigenwerte z 11, . . . , z
1
N P C

(nicht notwendigerweise paarweise verschieden) und eine Unitäre U,
so dass

U˚AU “ D , D “

¨

˚

˚

˝

z 11
. . .

z 1N

˛

‹

‹

‚

Für normales A gelten zudem die Äquivalenzen:

A selbstadjungiert ðñ z 11, . . . , z
1
N P R

A unitär ðñ 1 “ |z 11| “ . . . “ |z 1N |
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Beweis: ”ðù” Weil Diagonalmatrizen vertauschen gilt dann

A˚A “ UD˚U˚UDU˚ “ UD˚DU˚ “ UDD˚U˚ “ UDU˚UD˚U˚ “ AA˚

”ùñ” Sei U unitär mit B “ U˚AU obere Dreiecksmatrix (Satz 4.35)

B˚B “ U˚A˚UU˚AU “ U˚A˚AU “ U˚AA˚U “ U˚AUU˚A˚U “ BB˚

d.h. B auch normal
Behauptung: normale obere Dreiecksmatrizen sind diagonal
Induktion über N. Anfang klar. Schritt von N ´ 1 Ñ N:

|B1,1|
2 “ pB˚Bq1,1 “ pBB˚q1,1 “ |B1,1|

2 `

N
ÿ

n“2

|B1,n|
2

so dass B1,n “ 0 für n “ 2, . . . ,N. Somit

B “

˜

B1,1 0
0 C

¸

wobei C normale obere Dreiecksmatrix der Größe N ´ 1,
also nach Induktionsvoraussetzung diagonal!
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Nun zum Zusatz

Sei also A selbstadjungiert und Av “ zv mit }v} “ 1. Dann

z “ z xv |vy
“ xv |zvy
“ xv |Avy
“ xA˚v |vy
“ xAv |vy
“ xzv |vy
“ z

Umgekehrt, wenn z 11, . . . , z
1
N P R, dann gilt

A˚ “ pUDU˚q˚ “ UD˚U˚ “ UDU˚ “ A

Ähnlich wird bei unitärem A verfahren l
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Beispiel 4.37

Sei A “

˜

a b
b a

¸

mit a,b P C. Rechnung: AA˚ “ A˚A, d.h. A normal

pApzq “ pa´ zq2 ´ b2 ùñ Eigenwerte z1 “ a` b, z2 “ a´ b

Normalisierte Eigenvektoren v1 “
1?
2

˜

1
1

¸

, v2 “
1?
2

˜

1
´1

¸

Tatsächlich auch orthogonal und somit U “ 1?
2

˜

1 1
1 ´1

¸

unitär

Dann ist U´1AU “ U˚AU “ D diagonal

Eigenvektoren nur bis auf Phase eindeutig

ùñ U 1 “ 1?
2

˜

eiθ1 eiθ2

eiθ1 ´eiθ2

¸

mit θ1, θ2 P R andere Wahl
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Satz 4.38 (Spektralsatz für reelle symmetrische Matrizen)

Sei A “ AT P MatpN ˆ N,Rq symmetrisch (d.h. reell hermitisch). Dann

OT AO “ D , D “

¨

˚

˚

˝

z 11
. . .

z 1N

˛

‹

‹

‚

, O orthogonal

Beweis: Als komplexe Matrix gilt A˚ “ pAqT “ AT “ A
Nach Spektralsatz D unitäre (komplexe) Matrix U mit U˚AU “ D
Spaltenvektoren un von U “ pu1, . . . ,uNq Eigenvektoren von A
Jeder Eigenraum EApzk q invariant unter komplexer Konjugation v ÞÑ v :

Av “ zkv ðñ Av “ zkv

Nach unten stehendem Lemma existiert eine reelle ONB von EApzk q

ùñ zusammen reelle ONB O “ pv1, . . . , vNq von RN l
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Lemma 4.39

Sei Unterraum V Ă CN invariant unter komplexer Konjugation (V “ V)
Dann existiert reelle Orthonormalbasis von V

Beweis: Die Basis wird iterativ konstruiert
Sei V 1 Ă V Unterraum, der schon reelle ONB v1, . . . , vn besitzt
Wähle Einheitsvektor u P V , orthogonal auf V 1. Dann sind

<epuq “
1
2
pu ` uq , =mpuq “

1
2i
pu ´ uq

beide in V und beide orthogonal auf V 1, da

xvk |uy “ xvk |uy “ 0 , k “ 1, . . . ,n

Nun <epuq oder =mpuq ungleich Nullvektor
In ersterem Fall setze vn`1 “ <epuq{}<epuq}, im anderen analog l
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Verallgemeinerung in abstrakten Rahmen

Satz 4.40 (Spektralsatz für normale Abbildungen)

Sei pV , x . | . yq endlich dimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt
Zu normalen T P LpV q existiert ONB pu1, . . . ,uNq so dass
darstellende Matrix diagonal:

U˚TU “ D , U “ pu1, . . . ,uNq

Insbesondere: algebraische = geometrische Vielfachheiten

Beweis: Sei W “ pv1, . . . , vNq beliebige ONB von V
Dann ist A “ W ˚TW P MatpN ˆ N,Cq normal, weil

A˚A “ pW ˚TW q˚W ˚TW “ W ˚T ˚TW “ W ˚TT ˚W “ AA˚

Spektralsatz: D unitäres V P MatpN ˆ N,Cq mit V ˚AV “ D diagonal
Somit erfüllt U “ WV “ pu1, . . . ,uNq die Behauptung l
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Vorbereitungen für weitere Formulierung des Spektralsatzes:

Definition 4.41

Seien W ,W 1 Ă V Unterräume von pV , x . | . yq
Dann ist orthogonales Komplement von W definiert durch

WK “ tv P V | v K w @ w P W u

Zudem:

W 1 K W ðñ w K w 1 @ w P W , w 1 P W 1

Satz 4.42

Sei dimpV q ă 8 und W Ă V Unterraum

(i) WK ist Unterraum
(ii) W ‘WK “ V direkte orthogonale Summe,

d.h. spanpW ,WKq “ V, aber W XWK “ t0u
(iii) pWKqK “ W
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Beweis: (i) Seien v , v 1 P WK und λ P K. Dann v ` λv 1 P WK weil

xv ` λv 1|wy “ xv |wy ` λ xv 1|wy “ 0` λ ¨ 0 “ 0

(ii) Sei u1, . . . ,uM eine ONB von W
Vervollständige zu ONB u1, . . . ,uN von V
Dann sind uM`1, . . . ,uN in WK und spannen WK auch auf
(iii) folgt aus Argument in (ii) l

Satz 4.43

Sei V “ W ‘WK Zerlegung in Unterraum W und sein Komplement.
Zu jedem v P V gibt es Zerlegung v “ w ` u mit w P W und u P WK

Definiere P : V Ñ V durch Pv “ w.
Dann ist P eine Projektion mit RanpPq “ W.

Merke Korrespondenz: Unterraum Ø Projektion auf Unterraum
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Beweis: Zu zeigen: P linear, idempotent, selbstadjungiert
Für die Linearität von P, seien v , v 1 P V und λ P K
Zerlegungen: v “ w ` u und v 1 “ w 1 ` u1 mit w ,w 1 P W , u,u1 P WK

Also w ` λw 1 P W und u ` λu1 P WK (weil W und WK Unterräume)
Zudem v ` λv 1 “ pw ` λw 1q ` pu ` λu1q
Also Ppv ` λv 1q “ w ` λw 1 “ Pv ` λPv 1

Idempotent klar nach Definition der Abbildung P

Für P “ P˚, verwende vervollständigte ONB von W :

v “

N
ÿ

n“1

vn un , v 1 “
N
ÿ

n“1

v 1n un

Dann gilt

Pv “

M
ÿ

n“1

vn un , Pv 1 “
M
ÿ

n“1

v 1n un

Einsetzen zeigt xv 1|Pvy “ xPv 1|vy l
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Das orthogonale Komplement tritt auch in Zusammenhang mit
Abbildungseigenschaften auf

Satz 4.44

Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und T P LpV q. Dann gilt

KerpT ˚q “ RanpT qK

Beweis. In der Tat:

v P KerpT ˚q ðñ xw |T ˚vy “ 0 @ w P V
ðñ xTw |vy “ 0 @ w P V

ðñ v P RanpT qK

was den Beweis schon beendet l
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Satz 4.45

Seien W1, . . . ,WK Unterräume endlich dimensionalen pV , x . | . yq
P1, . . . ,PK zugehörige Projektionen. Dann:

W1, . . . ,WK paarweise orthogonal ðñ PkPn “ δk ,n Pk

Beweis: ”ùñ” Wenn k “ n, dann PnPk “ pPk q
2 “ Pk “ δk ,n Pk

Sei nun k “ n und u1pkq, . . . ,uMpkqpkq ONB von Wk . Dann

PkPn “

Mpkq
ÿ

l“1

|ulpkqyxulpkq|
Mpnq
ÿ

l 1“1

|ul 1pnqyxul 1pnq| “ 0

”ðù” Seien k “ n und wk P Wk und wn P Wn

Dann gilt Pkwk “ wk und Pnwn “ wn. Mit pPk q
˚ “ Pk folgt

xwk |wny “ xPkwk |Pnwny “ xwk |pPk q
˚Pnwny “ xwk |PkPnwny “ 0

Also Wk K Wn l
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Satz 4.46 (Projektionsoperatorversion des Spektralsatzes)

V endlich dimensionaler komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt
Zu T P LpV q seien z1, . . . , zK paarweise verschiedene Eigenwerte
und P1, . . . ,PK die Projektionen auf die zugehörigen Eigenräume
Dann ist T P LpV q normal genau dann, wenn Folgendes gilt:

T “

K
ÿ

k“1

zk Pk

mit

1V “

K
ÿ

k“1

Pk , PkPn “ δk ,nPk
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Beweis: Sei U “ pu1, . . . ,uNq die in Satz 4.40 gegebene ONB, d.h.

T “ UDU˚ , D “

¨

˚

˚

˝

z 11
. . .

z 1N

˛

‹

‹

‚

“

N
ÿ

n“1

z 1n |enyxen|

wobei e1, . . . ,eN die Standardbasis von CN ist. Somit gilt

T “

N
ÿ

n“1

z 1n U|enyxen|U˚ “
K
ÿ

k“1

zk

ÿ

n, z1n“zk

|unyxun|

Hier wurde Summe umgeordnet, so dass lediglich paarweise
verschiedene Eigenwerte zk auftreten. Aber:

Pk “
ÿ

n, z1n“zk

|unyxun|

und somit die Darstellung von T sowie andere Eigenschaften
Die Umkehrung sei als Übung verifiziert l
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5 Jordansche Normalform
Erinnerung: Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar, so wie z.B.:

Definition 5.1

Ein Jordan Block der Größe N mit Eigenwert z1 P C ist

JNpz1q “ pz1 δn,m ` δn`1,mqn,m“1,...,N “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

z1 1 0 0
0 z1 1 0

. . . . . . . . .

0 z1 1
0 0 z1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

”Problem” ist: pJNpz1qpzq “ pz1 ´ zqN aber nur ein Eigenvektor e1

algebraische Mult. αpz1q “ N ą 1 “ βpz1q geometrische Mult.

Jordansche Normalform: in geeigneter Basis Jordan Blöcke typisch
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Satz 5.2 (Jordansche Normalform von Matrizen)

Sei A P MatpN ˆ N,Cq. Dann existiert sogenannte Jordan Basis

M “ pb1, . . . ,bNq und Jordan Blöcke JN1pz
1
1q, . . . , JNK pz

1
K q, so dass

M´1AM “

¨

˚

˚

˝

JN1pz
1
1q

. . .

JNK pz
1
K q

˛

‹

‹

‚

Bemerkung 5.3
1. Satz überträgt sich auf T P LpV q, wenn dimpV q ă 8
2. Struktur des Skalarproduktes wird nicht verwandt
3. In Jordan’scher Normalform können Jordan Blöcke gleiche

Eigenwerte haben
4. Für reelles A gilt Jordan Zerlegung mit reellen M nur, wenn PA

über R faktorisiert. Immer gilt es mit komplexem M!
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Beweis des Satzes: Konstruktiv

Wichtige Begriffsbildungen:

Definition 5.4

Der verallgemeinerte Eigenraum von A zu z der Stufe j ě 1 ist

EA,jpzq “ Ker
`

pA´ z1qj
˘

Vektoren aus EA,jpzq heißen auch verallgemeinerte Eigenvektoren

Bemerkung 5.5
1. EA,jpzq ist als Kern einer linearen Abbildung ein Unterraum
2. Eigenraum EApzq von A zu z ist gleich EA,1pzq
3. Offensichtlich gilt EA,jpzq Ă EA,j`1pzq. Also

EA,1pzq Ă EA,2pzq Ă EA,3pzq Ă . . .

Aber diese Folge ist endlich!
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Beispiel 5.6
Für einen Jordan Block A “ JNpzq wie oben gilt für j “ 1, . . . ,N

EA,jpzq “ spanpe1, . . . ,ejq

In der Tat,

pA´ z1qj “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0
0 0 1 0

. . . . . . . . .

0 0 1
0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

j

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

. . . 0 1 0 . . .
. . . . . . . . .

0 0 1
0 0

0 0
...

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

wobei die ersten j Spalten gleich Nullvektoren sind
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Definition 5.7

Der Hauptraum von A zu z ist

HApzq “
ď

jě1

EA,jpzq

Beispiel 5.8

Für einen Jordan Block A “ JNpzq ist der Hauptraum HApzq “ KN

Außerdem ist
JNp0q “ JNpzq ´ z1N “ A´ z1N

nilpotent.

Definition 5.9

Eine Matrix S P MatpN ˆ N,Cq heißt nilpotent ðñ D n P N mit Sn “ 0
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Lemma 5.10 (Lemma von Fitting)

Abkürzung Ej “ EA,jpzq “ KerppA´ z1qjq zu Eigenwert z P K
Definiere den Fitting Index zu z

f “ mintj P N | Ej`1 “ Eju

und setze Rj “ RanppA´ z1qjq. Dann gilt

(i) f “ mintj P N |Rj “ Rj`1u

(ii) A´ z1 : Rf Ñ Rf ist ein Isomorphismus
(iii) Ef`i “ Ef und Rf`i “ Rf für alle i ě 0. Insbesondere Ef “ HApzq
(iv) pA´ z1qf pEf q “ t0u, d.h. A´ z1 ist nilpotent auf Ef

(v) Ef und Rf sind invariant unter A´ z1, d.h.

pA´ z1qpEf q Ă Ef , pA´ z1qpRf q Ă Rf

(vi) KN “ Ef ‘ Rf “ HApzq ‘ Rf

(vii) dimpEf q “ dimpHApzqq “ algebraische Multiplizität von z
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Beweis: ersetze A´ z1 durch A ùñ o.B.d.A. z “ 0
Oben gezeigt: Ej “ KerpAjq erfüllt Ej Ă Ej`1

Zudem Rj Ą Rj`1, da Rj`1 “ Aj`1V “ AjR1 wobei V “ KN . Also:

Ej Ă V Aj
ÝÑ Rj

X ‖ Y

Ej`1 Ă V Aj`1
ÝÑ Rj`1

Nach Dimensionssatz angewandt auf Aj : V Ñ V und Aj`1 : V Ñ V :

dimpV q “ dimpEjq ` dimpRjq “ dimpEj`1q ` dimpRj`1q

Somit

Rj`1 “ Rj ðñ dimpRj`1q “ dimpRjq (rechte Spalte des Diagramms)
ðñ dimpEj`1q “ dimpEjq (Dimensionssatz)
ðñ Ej`1 “ Ej (linke Spalte des Diagramms)

Dies impliziert (i)
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(ii) folgt da Rf “ Rf`1, so dass A : Rf Ñ Rf`1 “ Rf surjektiv
Somit A : Rf Ñ Rf Isomorphismus

(iii) Hieraus folgt Rf`i “ Rf für alle i ě 1, mit Äquivalenz auch Ef`i “ Ef

(iv) ist offensichtlich
(v) Lediglich hinzuzufügen ist AEf Ă Ef´1 Ă Ef

(vi) Nach Dimensionssatz für Af gilt: dimpEf q ` dimpRf q “ dimpV q
Noch zu zeigen: Ef X Rf “ t0u
Sei v P Ef X Rf . Dann Af v “ 0 und v “ Af w für ein w P V
Somit A2f w “ 0, d.h. w P E2f “ Ef . Also v “ Af w “ 0

(vii) Sei d “ dimpEf q. Setze S “ A|Ef . Dann Sf “ 0 nach (iv)
Also nur 0 Eigenwert und pSpzq “ p´zqd

Sei nun M “ pM1,M2q “ pBasis von Ef ,Basis von Rf q. Nach (v)

M´1AM “

˜

M´1
1 SM1 0

0 M´1
2 pA|Rf qM2

¸

Also pApzq “ pSpzqpA|Rf
pzq “ p´zqd pA|Rf

pzq
(ii) ùñ A|Rf Isomorphismus ùñ pA|Rf

p0q “ 0 ùñ d “ αp0q l
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Satz 5.11 (Hauptraumzerlegung)

Gegeben Faktorisierung des charakteristischen Polynomes:

pApzq “ pz1 ´ zqαpz1q ¨ ¨ ¨ pzK ´ zqαpzK q

Haupträume Hk “ HApzk q, k “ 1, . . . ,K , mit dimpHk q “ αpzk q. Dann
(i) ApHk q Ă Hk , d.h. die Hk sind A-invariante Unterräume
(ii) V “ H1 ‘ . . .‘ HK

(iii) D Basis pb1, . . . ,bNq so dass

M´1AM “

¨

˚

˚

˝

z1 1αpz1q ` S1
. . .

zK 1αpzK q
` SK

˛

‹

‹

‚

wobei Sk : Kαpzk q Ñ Kαpzk q nilpotent ist
(iv) A “ D ` S, wobei D diagonalisierbar ist, S nilpotent und DS “ SD
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Beweis: (i) und (ii) nach iterativer Anwendung des Lemmas von Fitting
möglich wegen Faktorisierung des char. Polynoms (vgl. Satz 3.24)
(iii) M ist Hintereinanderreihung von Basen der Hk und wieder Fitting
Die Zerlegung in (iv) ist nach (iii) klar und DS “ SD nachrechnen l

Verbleibend: Wahl der Basis in Haupträumen

Satz 5.12 (Jordansche Normalform für nilpotente Abbildung)

Sei S P MatpN ˆ N,Kq nilpotent (also nur 0 Eigenwert)
Dann D invertierbares M und n1, . . . ,nK P N mit n1 ` . . .` nK “ N und

M´1SM “

¨

˚

˚

˝

Jn1p0q
. . .

JnK p0q

˛

‹

‹

‚

Der technische Beweis zeigt, dass folgendes Verfahren funktioniert:

(Für Details siehe Bücher, oder Skript LA)
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Konstruktion der Basis: Sei Ej “ KerpSjq. Mit Fitting Index f von S

t0u “ E0 Ă E1 Ă E2 . . . Ă Ef´1 Ă Ef “ V “ KN

Alle Inklusionen echt und

SpEjq Ă Ej´1 , j “ 1, . . . , f

Setze
rj “ dimpEjq ´ dimpEj´1q

Dann zeigt man

rf ď rf´1 ď rf´2 ď . . . ď r1

Wähle rf lin. unabh. b1, . . . ,brf P Ef mit spantb1, . . . ,brf u X Ef´1 “ t0u
Für jedes r “ 1, . . . , rf gibt es sogenannte Jordan Kette

br , Sbr , . . . , Sf´1br

Da Sf br “ 0, ist M´1SM “ Jf p0q für M “ pSf´1br , . . . ,br q
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Falls rf “ r1 ist Konstruktion beendet (da dann frf “ fr1 “ N)

Sonst existiert j mit rf “ rj`1 ă rj

Vervollständige Srf´jb1, . . . ,Srf´jbrf P EjzEj´1 durch sj “ rj´1 ´ rj

weitere linear unabhängige Vektoren brj`1 , . . . ,brj P EjzEj´1,
so dass der gesamte Spann nur trivialen Schnitt mit Ej´1 hat

Nun sj zusätzliche Jordan Ketten der Länge j :

brj`1`s,Sbrj`1`s, . . . ,Sj´1brj`1`s , s “ 1, . . . , sj

Dies gibt Jordan Blöcke der Größe j

Itereriere die Prozedur. Wenn rj “ r1 fertig, sonst beginne von Neuem
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Kochrezept für Konstruktion einer Jordan Basis:

‚ Berechne die Potenzen Sj

‚ Berechne Ej “ kerpSjq mit Hilfe des Gauss Algorithmus

‚ Wähle sukzessive zusätzliche linear unabh. Vektoren in EjzEj´1,
nicht im Spann längerer Jordan Ketten
und deren Spann Ej´1 nur trivial schneidet

‚ Bilde zugehörige Jordan Ketten

‚ Jordan Basis durch Umkehrung der Reihenfolge

Beachte: viele Freiheiten, nicht eindeutig!

Mathematik für Physiker 2 5. Jordan’sche Normalform 110 / 359



Graphische Darstellung dieser Prozedur

Ef zEf ´1
S
ÝÑ Ef ´1zEf ´2

S
ÝÑ Ef ´2zEf ´3

S
ÝÑ . . .

S
ÝÑ E2zE1

S
ÝÑ E1

b1 Sb1 S2b1 Sf ´2b1 Sf ´1b1
b2 Sb2 S2b2 Sf ´2b2 Sf ´1b2
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

brf Sbrf S2brf Sf ´2brf Sf ´1brf
brf `1 Sbrf `1 Sf ´3brf `1 Sf ´2brf `1

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

brf ´1 Sbrf ´1 Sf ´3brf ´1 Sf ´2brf ´1

. . .

. . .

br3`1 Sbr3`1

.

.

.
.
.
.

br2 Sbr2
br2`1

.

.

.
br1
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Beispiel 5.13
Sei

S “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 1
´1 1 1 0
1 0 ´1 1
1 ´1 ´1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Dann ist

S2 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 1
´1 1 1 0
1 0 ´1 1
1 ´1 ´1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 1
´1 1 1 0
1 0 ´1 1
1 ´1 ´1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Also S nilpotent mit Fitting Index ist 2

Zunächst Berechnung von KerpSq “ KerpSf´1q “ E1
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Beispiel (Fortsetzung)

E1 “ KerpSq “ span

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
0
1
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
1
0
´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

Da dimpE2q “ dimpC4q “ 4 und dimpE1q “ 2, gibt es
r ´ f “ 4´ 2 “ 2 Jordan Blöcke der Größe f “ 2, keine weiteren
Mögliche Wahl der zwei Vektoren in E2zE1 “ C4zE1 ist

b1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, b2 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
1
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

ùñ Sb1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
´1
1
1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, Sb2 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
1
0
´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

M´1SM “ diagpJ2p0q, J2p0qq mit Basiswechsel M “ pSb1,b1,Sb2,b2q
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Beispiel 5.14
Sei

S “

¨

˚

˝

0 1 1
0 0 a
0 0 0

˛

‹

‚

, a P C

Jordan Basis in Abhängigkeit von a. Zunächst:

S2 “

¨

˚

˝

0 0 a
0 0 0
0 0 0

˛

‹

‚

, S3 “

¨

˚

˝

0 0 0
0 0 0
0 0 0

˛

‹

‚

Fallunterscheidung:

a “ 0 ùñ Fitting Index f “ 3 ùñ eine Jordan Kette der Länge 3

a “ 0 ùñ Fitting Index f “ 2 ùñ Jordan Ketten der Längen 2 und 1
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Beispiel 5.14 (Fortsetzung)
Für a “ 0

E2 “ KerpS2q “ span

$

’

&

’

%

¨

˚

˝

1
0
0

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

0
1
0

˛

‹

‚

,

/

.

/

-

Wahl

b1 “

¨

˚

˝

0
0
1

˛

‹

‚

P E3zE2 ùñ Sb1 “

¨

˚

˝

1
a
0

˛

‹

‚

, S2b1 “

¨

˚

˝

a
0
0

˛

‹

‚

Somit

M “

¨

˚

˝

a 1 0
0 a 0
0 0 1

˛

‹

‚

ùñ M´1SM “

¨

˚

˝

0 1 0
0 0 1
0 0 0

˛

‹

‚
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Beispiel 5.14 (Fortsetzung)

Fall a “ 0, also Fitting Index f “ 2. Dann E2 “ C3 und

E1 “ span

$

’

&

’

%

¨

˚

˝

1
0
0

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

0
1
´1

˛

‹

‚

,

/

.

/

-

Wahl

b1 “

¨

˚

˝

0
1
0

˛

‹

‚

P E2zE1 ùñ Sb1 “

¨

˚

˝

1
0
0

˛

‹

‚

Dann wähle b2 P E1 linear unabhängig von Sb1, z.B.

b2 “

¨

˚

˝

0
1
´1

˛

‹

‚

M´1SM “ diagpJ2p0q, J1p0qq mit Basiswechsel M “ pSb1,b1,b2q

Mathematik für Physiker 2 5. Jordan’sche Normalform 116 / 359



Beweis vom Hauptsatz (Satz 5.2):
K “ C ùñ charakteristisches Polynom faktorisiert
ùñ Hauptraumzerlegung nach Satz 5.11
In jedem Hauptraum Hk wende Satz 5.12 auf nilpotententes Sk an l

Zusammenfassung zur Berechnung einer Jordan Basis:
‚ Berechne und faktorisiere charakteristisches Polynom
‚ Zu jedem Eigenwert zj bestimme den Hauptraum HApzjq

‚ Innerhalb jedes Hauptraumes bestimme eine Jordan Basis
zur nilpotenten Abbildung pA´ zj1q|HApzj q
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Beispiel 5.15

Sei

A “

¨

˚

˝

1 0 0
1 1 ´1
0 0 2

˛

‹

‚

Bestimme Jordan Basis!
Hier pApzq “ p2´ zqp1´ zq2 ùñ z1 “ 2 und z2 “ 1 Eigenwerte
Da z1 “ 2 algebraische Vielfachheit 1 hat, ist Hauptraum = Eigenraum

EA,1p2q “ KerpA´ 2 1q “ Ker

¨

˚

˝

´1 0 0
1 ´1 ´1
0 0 0

˛

‹

‚

“ span

$

’

&

’

%

¨

˚

˝

0
´1
1

˛

‹

‚

,

/

.

/

-

Hingegen hat z2 algebraische Vielfachheit 2. Also ggf. Jordan Block
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Beispiel 5.16

EA,1p1q “ KerpA´ 1 1q “ Ker

¨

˚

˝

0 0 0
1 0 ´1
0 0 1

˛

‹

‚

“ span

$

’

&

’

%

¨

˚

˝

0
1
0

˛

‹

‚

,

/

.

/

-

Also βp1q “ 1 ă αp1q “ 2. Hauptraum HAp1q “ EA,2p1q:

HAp1q “ Ker
`

pA´ 1 1q2
˘

“ Ker

¨

˚

˝

0 0 0
0 0 1
0 0 1

˛

‹

‚

“ span

$

’

&

’

%

¨

˚

˝

0
1
0

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

1
0
0

˛

‹

‚

,

/

.

/

-

Wahl

b2 “

¨

˚

˝

1
0
0

˛

‹

‚

P EA,2p1qzEA,1p1q
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Beispiel 5.17
Dann

pA´ 1qb2 “

¨

˚

˝

0
1
0

˛

‹

‚

Somit führt

M “ pb1, pA´ 1qb2,b2q “

¨

˚

˝

0 0 1
´1 1 0
1 0 0

˛

‹

‚

also zu

M´1AM “

¨

˚

˝

2 0 0
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚
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Erste Anwendung der Jordan Form

Erinnerung (Definition 3.28 und Satz 3.29):
Spektrum von A P MatpN ˆ N,Cq

SpecpAq “ tz P C | z Eigenwert von Au
“ tz P C | z 1´ A nicht invertierbaru

Wegen Letzterem gilt SpecpAq “ SpecpM´1AMq

Satz 5.18 (Spektraler Abbildungssatz)

f : CÑ C analytische Funktion (konvergente Potenzreihe). Dann

f pSpecpAqq “ Specpf pAqq

Für diagonalisierbare A ist das sofort klar!
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Beweis. Jordan Zerlegung A “ MpD ` JqM´1 von A
Also o.B.d.A. A “ D ` J (nach obiger Bemerkung)
Sei f pzq “

ř

ně0 fnzn mit fn P C. Dann

f pD ` Jq “
ÿ

ně0

fnpD ` Jqn “ f pDq ` S

wobei S wieder nilpotente obere Dreiecksmatrix. Also

f pD ` Jq “

¨

˚

˚

˝

f pz 11q ˚ ˚

0
. . . ˚

0 0 f pz 1Nq

˛

‹

‹

‚

, D “

¨

˚

˚

˝

z 11
. . .

z 1N

˛

‹

‹

‚

Somit charakteristisches Polynom von f pD ` Jq berechenbar
Behauptung folgt. l
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6 Lineare Differentialgleichungen
Lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung

9xptq “ A xptq , xp0q “ x0

wobei A P MatpN ˆ N,Cq konstante Koeffizienten
t P R ÞÑ xptq P CN differenzierbar mit Ableitung 9xptq “ Btxptq
und x0 P CN eine sogenannte Anfangsbedingung

Wegen BtetA “ AetA ist Lösung gegeben durch

xptq “ etA x0

Außerdem Lösung eindeutig
(weil yptq “ e´tAxptq erfüllt 9yptq “ 0, so dass yptq “ konst,
und diese Konstante kann bei t “ 0 berechnet werden)
Somit: auf Berechnung der Exponentialfunktion etA reduziert.
Klar für A diagonalisierbar, jetzt aber für alle A!
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Berechnung von etA mit Jordanscher Normalform

A “ M´1pD ` JqM , rD, Js “ DJ ´ JD “ 0

wobei D diagonal und J nilpotent, Summe von Jordan Blöcken

etA “
ÿ

kě0

tk

k !
Ak

“
ÿ

kě0

tk

k !

`

M´1pD ` JqM
˘k

“ M´1
ÿ

kě0

tk

k !
pD ` Jqk M

“ M´1etpD`JqM

Außerdem kommutieren D und J, also:

etA “ M´1etDetJM

Nun etD und etJ beide leicht berechenbar!
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Da J block-diagonal mit nilpotenten Jordan Blöcken:

Jnp0q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0
0 0 1 0

. . . . . . . . .

0 0 1
0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ùñ Jnp0q2 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 1 0
0 0 0 1

. . . . . . . . . . . .

0 0 0
0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Also

etJnp0q “

n´1
ÿ

k“0

tk

k !
Jnp0qk “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 t
1!

t2

2!
tn´1

pn´1q!

0 1 t
1!

t2

2!
. . . . . . . . .

0 1 t
1!

0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Nur noch Einsetzen in etA “ M´1etDetJM
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Beispiel 6.1

Es soll die Lösung des Anfangswertproblemes

9xptq “ A xptq , A “

¨

˚

˝

1 0 0
1 1 ´1
0 0 2

˛

‹

‚

, xp0q “

¨

˚

˝

1
´1
1

˛

‹

‚

berechnet werden. In Beispiel 5.15 wurde gezeigt, dass

A “

¨

˚

˝

0 0 1
´1 1 0
1 0 0

˛

‹

‚

¨

˚

˝

2 0 0
0 1 1
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

0 0 1
´1 1 0
1 0 0

˛

‹

‚

´1

“

¨

˚

˝

0 0 1
´1 1 0
1 0 0

˛

‹

‚

»

—

–

¨

˚

˝

2 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‹

‚

`

¨

˚

˝

0 0 0
0 0 1
0 0 0

˛

‹

‚

fi

ffi

fl

¨

˚

˝

0 0 1
0 1 1
1 0 0

˛

‹

‚
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Beispiel 6.1 (Fortsetzung)
Also

etA “

¨

˚

˝

0 0 1
´1 1 0
1 0 0

˛

‹

‚

¨

˚

˝

e2t 0 0
0 et 0
0 0 et

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0
0 1 t
0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

0 0 1
0 1 1
1 0 0

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

et 0 0
tet et et ´ e2t

0 0 e2t

˛

‹

‚

und die Lösung ist

xptq “ etA xp0q “

¨

˚

˝

et

tet ´ e2t

e2t

˛

‹

‚

was durch Einsetzen nochmals überprüft werden kann.
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Systeme höherer Ordnung

Homogenes lineares Differentialgleichungssystem
mit konstanten Koeffizienten und k -ter Ordnung:

y pkq ´ Ak´1y pk´1q ´ . . .´ A1y 1 ´ A0y “ 0

wobei Ak´1, . . . ,A0 P MatpN ˆ N,Cq zeitunabhängig
t P R ÞÑ yptq P CN ist Ck (komponentenweise, Real- & Imaginärteil)
mit Ableitungen y pkqptq “ Bty pk´1qptq

Anfangsbedingungen:

y pjqp0q “ bj P CN , j “ 0, . . . , k ´ 1

Reduktion auf System erster Ordnung ist möglich!
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Reduktion von Ordnung
Setze:

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0

0
. . . 0
0 1

A0 A1 ¨ ¨ ¨ Ak´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, x “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

y
y 1
...

y pk´2q

y pk´1q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, x0 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

b0

b1
...

bk´2

bk´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Dann gilt nach Ausmultiplizieren:

9xptq “ A xptq , xp0q “ x0

Beispiel 6.2
Gedämpfte Schwingungsgleichung my2 ` ry 1 ` ky “ 0 mit m, r , k P R

Bt

˜

y
y 1

¸

“

˜

0 1
´ k

m ´ r
m

¸˜

y
y 1

¸
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7 Positive Matrizen und Singulärwertzerlegung
Definition 7.1

A P MatpN ˆ N,Cq positiv semidefinit ðñ A “ A˚ und SpecpAq Ă Rě0

A positiv definit, falls zudem 0 R SpecpAq
Analog definiert sind negativ definite und semidefinite Matrizen
Kurzschreibweisen: A ě 0 und A ą 0, bzw. A ď 0 und A ă 0

Beispiel 7.2
A ą 0 bedeutet nicht positive Matrix-Einträge:

A “

˜

1 ´1
´1 2

¸

ùñ z˘ “
1
2
p3˘

?
5q ą 0 ùñ A ą 0

Bemerkung 7.3
Es gilt: A ă 0 ðñ ´A ą 0
Weil: p´Apzq “ p´1qNpAp´zq ùñ Nullstellen an 0 gespiegelt
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Satz 7.4

Sei A “ A˚. Dann

A ě 0 ðñ xv |Avy ě 0 @ v P CN

Analog: A ą 0, A ď 0, A ă 0

Beweis. ”ùñ” Nach Spektralsatz A “ U˚DU mit D ě 0. Also

w “

¨

˚

˚

˝

w1
...

wN

˛

‹

‹

‚

“ Uv ùñ xv |Avy “ xw |Dwy “
N
ÿ

n“1

dn |wn|
2 ě 0

”ðù” Sei u1, . . . ,uN ONB zu Eigenwerten z 11, . . . , z
1
N (Spektralsatz)

Nach Voraussetzung

z 1n “ xun|Auny ě 0
l
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Korollar 7.5

Für jedes B P MatpN ˆM,Cq gilt B˚B ě 0
Falls N “ M und B invertierbar ist, gilt B˚B ą 0

Beweis. xv |B˚Bvy “ xBv |Bvy ě 0, und ą 0 falls B invertierbar
Schließe mit Satz 7.4. l

Korollar 7.6

Für A “ A˚ P MatpN ˆ N,Cq und M P MatpN ˆ N,Cq invertierbar:

A ě 0 ðñ M˚AM ě 0

Falls M nicht invertierbar ist, gilt nur Implikation ”ùñ”
Analoge Aussagen für positive Definitheit, und negative
Semidefinitheit und Definitheit

Beweis. Wieder nach Satz 7.4, da xv |M˚AMvy “ xMv |ApMvqy l

Mathematik für Physiker 2 7. Positive Matrizen und Singulärwertzerlegung 132 / 359



Korollar 7.7

Die positiv definiten Matrizen bilden einen Kegel, d.h.

A ą 0 ,B ą 0 , λ ą 0 ùñ A` λB ą 0

Beweis. In der Tat, für jeden Vektor v gilt

xv |pA` λBqvy “ xv |Avy ` λ xv |Bvy ą 0

l

Bemerkung 7.8
Es ist möglich eine partielle Ordnung auf der Menge der
selbstadjungierten Matrizen einzuführen:

A ą B ðñ A´ B ą 0

“Partiell” bedeutet, dass nicht alle selbstadjungierten vergleichbar sind.
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Erstes Kriterium für positive Definitheit

Satz 7.9 (Descartes’ Vorzeichenregel)

Sei A “ A˚ P MatpN ˆ N,Cq mit charakteristischem Polynom

pApzq “ detpA´ z 1q “
N
ÿ

n“0

pnzn

Dann sind pn P R und es gilt

p´1qnpn ą 0 für n “ 0, . . . ,N ðñ A ą 0

Beweis. pn P R folgt aus pApzq “ pA˚pzq “ pApzq
Hauptaussage gilt immer für Polynome mit reellen Koeffizienten.
Trickreicher Beweis (z.B. Fischer, Lineare Algebra) l
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Zweites Kriterium für positive Definitheit

Satz 7.10 (Hurwitz’ Hauptminorenkriterium)

Sei A “ A˚ P MatpN ˆ N,Cq. Für n “ 1, . . . ,N seien Untermatrizen

An “ pAk ,lq1ďk ,lďn P Matpn ˆ n,Cq

Ihre Determinanten heißen Hauptminoren. Dann gilt

A ą 0 ðñ detpAnq ą 0 @ n “ 1, . . . ,N

Beweis. ”ùñ” Ergänze v P Cn zu v̂ P CN durch Nullen
Dann xv |Anvy “ xv̂ |Av̂y ą 0 nach Voraussetzung
Nach Satz 7.4 folgt An ą 0
Nun detpAnq ą 0 als Produkt der positiven Eigenwerte
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”ðù” Aussage An ą 0 durch Induktion über n. Fall n “ N dann A ą 0

A1 ą 0 klar (weil Determinante Diagonaleintrag). Schritt pn ´ 1q Ñ n
Sei An´1 ą 0 und u1, . . . ,un´1 P Cn´1 ONB aus Eigenvektoren zu An´1

zu Eigenwerten z1, . . . , zn´1

Ergänzen durch je eine 0 liefert û1, . . . , ûn´1 P Cn

ùñ û1, . . . , ûn´1,en P Cn ONB von Cn. Ersetze en durch

v “ en ´

n´1
ÿ

k“1

1
zk
xûk |Aneny ûk

Dann ist M “ pû1, . . . , ûn´1, vq P Matpn ˆ n,Cq invertierbar und

xûl |Anvy “ xûl |Aneny ´

n´1
ÿ

k“1

1
zk
xûk |Aneny xûl |Anûky

“ xûl |Aneny ´

n´1
ÿ

k“1

xûk |Aneny xûl |ûky “ 0
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Weil M˚AnM selbstadjungiert, folgt

M˚AnM “

˜

D 0
0 xv |Anvy

¸

Nach Voraussetzung D ą 0 und detpM˚AnMq “ |detpMq|2 detpAnq ą 0

ùñ letzter Diagonaleintrag xv |Anvy ą 0

ùñ M˚AnM ą 0 und nach Korollar 7.6 somit An ą 0 l
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Beispiel 7.11
Sei

A “

¨

˚

˝

2 ´1 0
´1 2 ´1
0 ´1 2

˛

‹

‚

Dann ist

pApzq “ p2´ zq3 ´ p2´ zq ´ p2´ zq “ ´z3 ` 6z2 ´ 10z ` 4

Also liegen alternierende Vorzeichen vor und somit A ą 0
Auch das Hurwitz Kriterium kann angewandt werden, denn

detpA3q “ 4 , detpA2q “ det

˜

2 ´1
´1 2

¸

“ 3 , detpA1q “ 2

so dass alle Hauptminoren positiv sind.
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Definition 7.12

Betrag von A P MatpN ˆM,Cq ist 0 ă |A| “ pA˚Aq
1
2 P MatpM ˆM,Cq,

wobei Wurzel durch Spektralkalkül von A˚A ą 0 definiert ist:

A˚A “ U˚

¨

˚

˚

˝

pµ1q
2

. . .

pµMq
2

˛

‹

‹

‚

U ùñ |A| “ U˚

¨

˚

˚

˝

µ1
. . .

µM

˛

‹

‹

‚

U

Eigenwerte µm von |A| heißen Singulärwerte von A. Ordnung

0 ď µM ď µM´1 ď . . . ď µ1

Bemerkung 7.13
Auch wenn N “ M gilt nicht immer |A| “ |A˚|, es sei denn N “ 1
Tatsächlich: |A| “ |A˚| ðñ A normal
Aber positive Singulärwerte von A und A˚ sind gleich (später)
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Satz 7.14

Sei A P MatpN ˆM,Cq. Dann gilt

KerpAq “ RanpA˚qK

wobei orthogonales Komplement in CM bez. Standardskalarprodukt
Zudem

KerpAq “ KerpA˚Aq , RanpAq “ RanpAA˚q

Die Ränge von A, A˚, A˚A, AA˚, |A| und |A˚| sind allesamt gleich, d.h.

dimpRanpAqq “ dimpRanpA˚qq
“ dimpRanpA˚Aqq
“ dimpRanpAA˚qq

Bemerkung: Erste Aussage verallgemeinert Satz 4.44
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Beweis. Mit Lemma 4.30

v P KerpAq ðñ xw |Avy “ 0 @ w P CN

ðñ xA˚w |vy “ 0 @ w P CN

ðñ v P RanpA˚qK

somit erste Behauptung. Klar ist KerpAq Ă KerpA˚Aq,
aber KerpA˚Aq Ă KerpAq gilt auch, weil für v P KerpA˚Aq

}Av}2 “ xAv |Avy “ xv |A˚Avy “ 0 ùñ Av “ 0

Hiermit

RanpA˚Aq “ KerpA˚AqK “ KerpAqK “ RanpA˚q

also dimpRanpA˚Aqq “ dimpRanpA˚qq, und analog für AA˚. Nun:

dimpRanpA˚qq “ M ´ dimpRanpA˚qKq “ M ´ dimpKerpAqq
“ M ´

`

M ´ dimpRanpAqq
˘

“ dimpRanpAqq

wobei im vorletzten Schritt der Rangsatz für A verwandt wird l
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Satz 7.15 (Singulärwertzerlegung)

Sei A P MatpN ˆM,Cq. Dann gibt es:

‚ W P MatpN ˆ N,Cq unitär

‚ U P MatpM ˆM,Cq unitär

‚ D P MatpN ˆM,Cq Diagonalmatrix (nicht quadratisch)

so dass
A “ WDU

Auf der Diagonale von D stehen die Singulärwerte von A.
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Beweis.

Zunächst Fall N “ M und A invertierbar

Nach Definition |A| “ U˚DU mit U unitär und D ą 0 invertierbar

Also D “ U|A|U˚

Also setze W “ AU˚D´1, so dass A “ WDU wie gewünscht

Noch zu zeigen ist, dass W unitär ist:

W ˚W “ pAU˚D´1q˚AU˚D´1

“ D´1UA˚AU˚D´1

“ D´1D2D´1

“ 1

Da W invertierbar, gilt auch W ˚ “ W´1 und WW ˚ “ 1
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Fall M ą N (M ă N analog) ùñ rkpAq ď N ùñ µN`1 “ 0. Setze

D “

¨

˚

˚

˝

µ1 0 . . . 0
. . .

...
...

µN 0 . . . 0

˛

‹

‹

‚

P MatpN ˆM,Cq

Sei r “rkpAq. Also µr ą 0 und µr`1 “ 0. Mit Standardbasis en P CM

A U˚ en “ 0 , n “ r ` 1, . . . ,M (7.1)

Dann
wn “

1
µn

A U˚ en , n “ 1, . . . , r (7.2)

wohldefiniert und

xwn|wmy “
1
µn

1
µm
xAU˚en|AU˚emy “

1
µn

1
µm
xen|UA˚AU˚emy “ δn,m

Also w1, . . . ,wr P CN orthonormal. Ergänze zu ONB W “ pw1, . . . ,wNq

Zusammen ergeben dann (7.1) und (7.2) nach Auswertung auf en

WD “ AU˚ l
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Algorithmus (Kochrezept) zur Bestimmung der Singulärwertzerlegung:

‚ Berechne A˚A
‚ Führe unitäre Diagonalisierung A˚A “ U˚pDU durch
‚ Bilde D (von gleicher Größe wie A) aus pD
‚ Berechne die Bildvektoren wn “

1
µn

AU˚en für n “ 1, . . . , r “ rkpAq
‚ Vervollständige w1, . . . ,wr zu einer Orthonormalbasis
‚ Bilde W

Alternativ: erst Singulärwertzerlegung von A˚

Durch Adjungieren dann die Singulärwertzerlegung von A
Dies kann weniger Rechenaufwand bedeuten, wenn M ą N
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8 Hermitische Formen und Quadriken
Erinnerung (Definition 2.12): B : V ˆ V Ñ K Bilinearform ðñ

Bpv`λw , v 1`λ1w 1q “ Bpv , v 1q`λBpw , v 1q`λ1 Bpv ,w 1q`λλ1 Bpw ,w 1q

Dann: B symmetrisch ðñ Bpv ,wq “ Bpw , vq für alle v ,w P V
B antisymmetrisch ðñ Bpv ,wq “ ´Bpw , vq für alle v ,w P V

Beispiel 2.13 betrachtet Bilinearformen B : CN ˆ CN Ñ C der Gestalt

Bpv ,wq “
N
ÿ

m,n“1

vmAm,nwn , v “

¨

˚

˚

˝

v1
...

vN

˛

‹

‹

‚

, w “

¨

˚

˚

˝

w1
...

wN

˛

‹

‹

‚

wobei A P MatpN ˆ N,Kq. Bez. Basis sieht jede Bilinearform so aus.

Dann: B symmetrisch ðñ AT “ A symmetrisch
B antisymmetrisch ðñ AT “ ´A antisymmetrisch
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Definition 8.1

Eine Abbildung Q : V ˆ V Ñ K heißt Sesquilinearform auf V ,
falls Q antilinear im ersten Argument und linear im zweiten Argument:

Qpv`λw , v 1`λ1w 1q “ Qpv , v 1q`λQpw , v 1q`λ1Qpv ,w 1q`λλ1Qpw ,w 1q

(i) Q hermitisch ðñ Qpv ,wq “ Qpw , vq für v ,w P V
(ii) Q anti-hermitisch ðñ Qpv ,wq “ ´Qpw , vq für v ,w P V
(iii) Q positiv definit ðñ Qpv , vq ą 0 für v P V zt0u
(iv) Q positiv semi-definit ðñ Qpv , vq ě 0 für v P V
(v) Analog: negative Definitheit und Semidefinitheit von Q
(vi) Q nicht ausgeartet ðñ @ v P V zt0u D w P V mit Qpv ,wq “ 0
(vii) Wenn B “ pb1, . . . ,bNq Basis von V , so darstellende Matrix von Q

QB “
`

Qpbn,bmq
˘

n,m“1,...,N
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Bemerkung 8.2

1. Falls K “ R gilt: Bilinearform “ Sequilinearform
2. Skalarprodukte sind immer auch hermitische Sesquilinearformen

Hinzu kommen noch die Positivität und Nichtentartung
3. Bezeichnung: sesqui = semis que = anderthalb
4. Menge der Sesquilinearformen auf V ist K-Vektorraum

Beispiel 8.3

Sei V “ KN und A P MatpN ˆ N,Kq. Definiere Q : V ˆ V Ñ K durch

Qpv ,wq “ xv |Awy “
N
ÿ

n,m“1

vnAn,mwm , v “

¨

˚

˚

˝

v1
...

vN

˛

‹

‹

‚

, w “

¨

˚

˚

˝

w1
...

wN

˛

‹

‹

‚

Q ist Sesquilinearform. Nach folgendem Satz ist dies Standardform

Mathematik für Physiker 2 8. Hermitische Formen und Quadriken 148 / 359



Satz 8.4

Sei B “ pb1, . . . ,bNq Basis von V und sei zugehörige
Koordinatenabbildung K “ pb1, . . . ,bNq

´1 : V Ñ KN . Dann

Qpv ,wq “ xK pvq|QB K pwqy

wobei rechts Standardskalarprodukt auf KN steht. Es gilt:
(i) Q hermitisch ðñ QB “ pQBq

˚ selbstadjungiert (auch hermitisch)
(ii) Q anti-hermitisch ðñ QB “ ´pQBq

˚ antiselbstadjungiert
(iii) Q positiv definit ðñ QB ą 0
(iv) Q positiv semi-definit ðñ QB ě 0
(v) Wenn C weitere Basis, K 1 “ C´1 und M “ K pK 1q´1, dann

QC “ M˚QBM
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Beweis. Koordinatenabbildung ist

K pvq “

¨

˚

˚

˝

v1
...

vN

˛

‹

‹

‚

, für v “
N
ÿ

n“1

vnbn

und analog für K pwq. Einsetzen ergibt

xK pvq|QB K pwqy “
N
ÿ

n,m“1

vnpQBqn,mwm “

N
ÿ

n,m“1

vnQpbn,bmqwm “ Qpv ,wq

Zu (i):
Qpv ,wq “ xQB K pwq|K pvqy “ xK pwq|pQBq

˚K pvqy

was gleich Qpw , vq “ xK pwq|QBK pvqy für alle v ,w ðñ QB “ pQBq
˚

Analog folgt (ii). (iii) und (iv) sind Umformulierungen von Satz 7.4. Nun:

xK pvq|QB K pwqy “ xK pK 1q´1K 1pvq|QB K pK 1q´1K 1pwqy
“ xK 1pvq|M˚QBM K 1pwqy ùñ (v)

l
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Definition 8.5

Quadratische Matrizen A,B P MatpN ˆ N,Kq hermitisch kongruent
ðñ D invertierbares M P MatpN ˆ N,Kq mit

A “ M˚BM

A,B P MatpN ˆ N,Kq kongruent ðñ A “ MT BM für invertierbares M

Bemerkung 8.6

Kongruenz und hermitische Kongruenz sind Äquivalenzrelationen

Satz 8.7 (Normalform für hermitische Sesquilinearformen)

Zu hermitischer Sesquilinearform Q existiert Basis B mit

QB “

¨

˚

˝

1N` 0 0
0 0N0 0
0 0 ´1N´

˛

‹

‚

, N` ` N0 ` N´ “ N
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Beweis. Zunächst K “ C und C “ pc1, . . . , cNq beliebige Basis
Nach Satz 8.4 ist QC “ pQCq

˚ und mit Spektralsatz

U˚QCU “

¨

˚

˚

˝

z 11
. . .

z 1N

˛

‹

‹

‚

, U unitär , z 1n P R

Ordnung z 1n ě z 1n`1. Nun N˘ Anzahl positiver/negativer Eigenwerte
Mit N0 “ N ´ N` ´ N´ gilt z 1N``1 “ . . . “ z 1N``N0

“ 0. Definiere D ą 0
¨

˚

˚

˝

z 11
. . .

z 1N

˛

‹

‹

‚

“ D

¨

˚

˝

1N` 0 0
0 0N0 0
0 0 ´1N´

˛

‹

‚

D

Dann B “ CM mit Basiswechsel M “ UD´1 weil

pUD´1q˚QCpUD´1q “

¨

˚

˝

1N` 0 0
0 0N0 0
0 0 ´1N´

˛

‹

‚

Falls K “ R, kann U orthogonal gewählt werden. l
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Erster Teil obigen Beweises zeigt:

Satz 8.8 (Hauptachsentransformation)

pV , x . | . yq K-Vektorraum mit Skalarprodukt
und Q hermitische Sesquilinearform ùñ D ONB B mit

QB “

¨

˚

˚

˝

z 11
. . .

z 1N

˛

‹

‹

‚

Satz 8.9 (Trägheitssatz von Sylvester)

Zahlen N`, N0 und N´ aus Satz 8.7 sind

N` “ maxtdimpUq | U Unterraum mit Qpu,uq ą 0 @ u P Uzt0u u
N0 “ maxtdimpUq | U Unterraum mit Qpv ,uq “ 0 @ v P V und u P U u

N´ “ maxtdimpUq | U Unterraum mit Qpu,uq ă 0 @ u P Uzt0u u

Insbesondere: N`, N0 und N´ von M˚QBM unabhängig von M
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Beweis mit Variationsprinzipien (siehe Literatur) l

Korollar 8.10

Sei Q eine hermitische Sesquilinearform
(i) Q positiv definit ðñ N0 “ N´ “ 0
(ii) Q positiv semi-definit ðñ N´ “ 0
(iii) Q nicht ausgeartet ðñ N0 “ 0

Definition 8.11

Sei Q eine hermitische Sesquilinearform
(i) Trägheit (auf Englisch inertia) von Q ist Tupel pN`,N0,N´q
(ii) Signatur von Q ist N` ´ N´
(iii) Witt Index von Q ist N0 `mintN`,N´u

Bemerkung 8.12

Dies sind sogenannte Invarianten der hermitischen Sesquilinearform
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Beispiel 8.13 (Indefinite Metrik)

Sei V “ R4 Minkovski Raum-Zeit versehen mit Minkovski Produkt

Qpv , v 1q “ xx 1 ` yy 1 ` zz 1 ´ tt 1 , v “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

x
y
z
t

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, v 1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

x 1

y 1

z 1

t 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Dies ist Bilinearform und hier im Reellen auch Sesquilinearform
Wenn B Standardbasis,

QB “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
1

1
´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Also Trägheit p3,1q
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Beispiel 8.14 (Anti-hermitische Bilinearform)

Sei V “ R2N . Vektoren v P V werden mit v “
`u

w

˘

bezeichnet,

wobei u,w P RN . Wenn v 1 “
`u1

w 1
˘

P R2N , dann

Qpv , v 1q “ xw |u1y ´ xu|w 1y

anti-hermitische Bilinearform. Bez. Standardbasis B des R ist

QB “

˜

0 ´1N

1N 0

¸

Diese Bilinearform heißt auch symplektische Form
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Definition 8.15 (Quadriken)

Reelles quadratisches Polynom P in N Variablen x1, . . . , xN :

Ppx1, . . . , xNq “

N
ÿ

n,m“1

pn,m xnxm `

N
ÿ

n“1

pn xn ` p (8.1)

wobei pn,m,pn,p P R. Reelle Quadrik Q im RN ist Nullstellenmenge:

Q “ tpx1, . . . , xNq P RN | Ppx1, . . . , xNq “ 0u

Satz 8.16

D A “ A˚ “ pan,mqn,m“1,...,N , a0 P RN und a0,0 P R mit

Ppx1, . . . , xNq “ xx |Axy ` 2 xa0|xy ` a0,0 , x “

¨

˚

˚

˝

x1
...

xN

˛

‹

‹

‚
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Beweis. Ausgehend von Darstellung (8.1) setze

an,m “
1
2
ppn,m ` pm,nq , a0,n “

1
2

pn , a0,0 “ p

Da xnxm “ xmxn, gilt dann die Darstellungsformel l

Korollar 8.17
Umzuschreiben mit Hilfe von A1 “ pan,mqn,m“0,...,N :

Ppx1, . . . , xNq “ xx 1|A1x 1y , A1 “

˜

a0,0 pa0q
T

a0 A

¸

, x 1 “

˜

1
x

¸
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Definition 8.18 (Affine Abbildung)

Abbildung F : V Ñ V heißt affin
ðñ D lineare Abbildung T P LpV q und b P V mit

F pvq “ Tv ` b

(i) Falls T “ 1V , heißt F eine Translation
(ii) Eine Affinität ist eine bijektive affine Abbildung
(iii) Falls V Skalarprodukt hat und T orthogonal, heißt F euklidische

Bewegung

Zugehörig zu affiner Abbildung wird F 1 P LpK‘ V q definiert via

F 1 “

˜

1 0
b T

¸

Hierbei K‘ V der K-Vektorraum (die direkte Summe), gegeben durch
Menge Kˆ V versehen mit natürlicher Vektorraumstruktur
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Bemerkung 8.19

Inverse der Affinität F pvq “ Tv ` b ist F´1pvq “ T´1v ´ T´1b
Also: Affinitäten bilden Gruppe mit Translationen als Untergruppe.

Satz 8.20 (affine Abbildungen – lineare auf K‘ V )

F ,G affin auf V und zu v P V setze v 1 “
`1

v

˘

P K‘ V
Dann gelten folgende Identitäten:

(i) F 1v 1 “ F pvq1, wobei F 1v 1 Matrix-Vektormultiplikation in K‘ V
(ii) pF ˝Gq1 “ F 1G1

(iii) pF´1q1 “ pF 1q´1, falls F eine Affinität ist
Bild der Zuordnung F ÞÑ F 1 ist Untergruppe von GlpK‘ V q,
genauer gegeben durch obere Dreiecksmatrizen

˜

1 0
b T

¸
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Beweis. In der Tat,

F 1v 1 “

˜

1 0
b T

¸˜

1
v

¸

“

˜

1
b ` Tv

¸

“ F pvq1

und ähnlich

F 1G1 “

˜

1 0
b T

¸˜

1 0
c S

¸

“

˜

1 0
b ` Tc TS

¸

“ pF ˝Gq1

Hieraus folgt auch (iii). l
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Satz 8.21

Sei Q Quadrik im RN und F Affinität auf dem RN

ùñ Bild F pQq ist eine Quadrik

Beweis. Nach Satz 8.16 ist Quadrik von Gestalt

Q “ tx P RN | xx 1|A1x 1y “ 0u

wobei A1 “ pA1qT quadratische Matrix der Größe N`1. Nach Satz 8.20

F pQq “ tF pxq P RN | xx 1|A1x 1y “ 0u

“ ty P RN | xpF´1yq1|A1pF´1yq1y “ 0u

“ ty P RN | xpF´1q1y 1|A1pF´1q1y 1y “ 0u

“ ty P RN | xy 1|ppF 1q´1qT A1pF 1q´1y 1y “ 0u

Da ppF 1q´1qT A1pF 1q´1 wieder symmetrisch, liegt Quadrik vor. l
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Satz 8.22 (Affine Normalformen von reellen Quadriken)

Sei Q eine Quadrik im RN von der Form

Q “
 

x P RN ˇ

ˇ xx |Axy ` 2xa0|xy ` a0,0 “ 0
(

“
 

x P RN ˇ

ˇ xx 1|A1x 1y “ 0
(

Trägheit von A sei pN`,N0,N´q “ pk ,N ´ k ´ K ,K q
Zudem seien Ränge r “ rkpAq und r 1 “ rkpA1q, d.h. k ` K “ r
ùñ D Affinität F auf RN mit F pQq in einer der Normalformen (Typen):

pIq y2
1 ` . . .` y2

k ´ y2
k`1 ´ . . .´ y2

r “ 0 falls r “ r 1

pIIq y2
1 ` . . .` y2

k ´ y2
k`1 ´ . . .´ y2

r “ ˘1 falls r ` 1 “ r 1

pIIIq y2
1 ` . . .` y2

k ´ y2
k`1 ´ . . .´ y2

r ` 2 yr`1 “ 0 falls r ` 2 “ r 1

Beweis. Konstruktiv! Siehe Literatur l
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Liste der Normalformen von Quadriken in Dimension N “ 2

Typ r r 1 k Gleichung Quadrik

I 0 0 0 0 “ 0 Ebene R2

I 1 1 1 x2
1 “ 0 Gerade

I 2 2 1 x2
1 ´ x2

2 “ 0 Geradenpaar mit Schnitt
I 2 2 2 x2

1 ` x2
2 “ 0 Punkt

II 1 2 1 x2
1 “ 1 paralleles Geradenpaar

II 2 3 1 x2
1 ´ x2

2 “ 1 Hyperbel
II 2 3 2 x2

1 ` x2
2 “ 1 Kreis

III 1 3 1 x2
1 ` 2x2 “ 0 Parabel

Beachte: Normalform der Ellipse im Satz 8.22 ist Kreis
(affine Abbildungen erlauben es, die Hauptachsen zu normieren)
Andere Situation wenn nur euklidische Bewegungen

Dimension N “ 3: Liste der Normalformen noch überschaubar:
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Typ r r 1 k K Gleichung Quadrik
I 0 0 0 0 0 “ 0 R3

I 1 1 1 0 x2
1 “ 0 Ebene

I 2 2 1 1 x2
1 ´ x2

2 “ 0 Ebenenpaar mit Schnitt
I 2 2 2 0 x2

1 ` x2
2 “ 0 Gerade

I 3 3 2 1 x2
1 ` x2

2 ´ x2
3 “ 0 Kreiskegel

I 3 3 3 0 x2
1 ` x2

2 ` x2
3 “ 0 Punkt

II 1 2 1 0 x2
1 “ 1 paralleles Ebenenpaar

II 2 3 1 1 x2
1 ´ x2

2 “ 1 hyperbolischer Zylinder
II 2 3 2 0 x2

1 ` x2
2 “ 1 Kreiszylinder

II 3 4 1 2 x2
1 ´ x2

2 ´ x2
3 “ 1 zweischaliges Hyperboloid

II 3 4 2 1 x2
1 ` x2

2 ´ x2
3 “ 1 einschaliges Hyperboloid

II 3 4 3 0 x2
1 ` x2

2 ` x2
3 “ 1 Kugel

III 1 3 1 0 x2
1 ` 2x2 “ 0 parabolischer Zylinder

III 2 4 1 1 x2
1 ´ x2

2 ` 2x3 “ 0 hyperbolisches Paraboloid
III 2 4 2 0 x2

1 ` x2
2 ` 2x3 “ 0 elliptisches Paraboloid
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Geometrische Begriffe zu Sesquilinearformen
Definition 8.23

Q hermitische/anti-hermitische Sesquilinearform auf V
(i) Vektoren u, v P V heißen Q-orthogonal ðñ Qpu, vq “ 0
(ii) Unterräume U,U 1 Q-orthogonal (Kurzschreibweise U KQ U 1)

ðñ Qpu,u1q “ 0 @ u P U, u1 P U 1

(iii) Q-orthogonales Komplement eines Unterraumes U

UKQ “ tv P V | Qpv ,uq “ 0 für alle u P Uu

(iv) Unterraum U ist Q-isotrop ðñ Qpu,uq “ 0 für alle u P U.
(v) U ist Q-Lagrange ðñ U maximal als Q-isotroper Unterraum
(vi) Unterraum U Q-positiv ðñ Qpu,uq ą 0 für alle u P Uzt0u

Bemerkung 8.24

Wort isotrop Erfindung der Mathematiker des 19ten Jahrhundert
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Satz 8.25

Q hermitisch und U Unterraum von V

(i) U Ă pUKQ qKQ

(ii) U ist Q-isotrop genau dann, wenn U Ă UKQ .
(iii) U Q-Lagrange ùñ dimpUq “ Witt-Index “ N0 `mintN`,N´u.

Wenn Q zudem nicht entartet, so
(iv) dimpUq ` dimpUKQ q “ dimpV q
(v) U “ pUKQ qKQ

Beweis zum Teil nicht schwer (siehe Literatur) l

Bemerkung 8.26

Analoge Aussagen für anti-hermitische Bilinearformen,
also insbesondere symplektische Form.
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Definition 8.27

Q eine hermitische oder anti-hermitische Sesquilinearform auf V
Lineare Abbildung T P LpV q heißt Q-unitär ðñ

QpTv ,Twq “ Qpv ,wq @ v ,w P V

Satz 8.28

Die Q-unitären bilden Gruppe bez. Hintereinanderausführung

Beweis. Seien S,T P LpV q beide Q-unitär. Dann für alle v ,w P V :

QpSTv ,STwq “ QpTv ,Twq “ Qpv ,wq
l

Bemerkung 8.29

Weyl’s 10 sogenannten Klassische Gruppen von dieser Gestalt.
Hier zwei Beispiele.
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Beispiel 8.30

Sei V “ CN`M und Lorentzform der Signatur pN,Mq

Qpv ,wq “ xv |J wy J “

˜

1N 0
0 ´1M

¸

Lorentzgruppe UpN,Mq der Signatur pN,Mq zugehörige Gruppe
Für Matrix A der Größe N `M

QpAv ,Awq “ xAv |JAwy “ xv |pA˚JAqwy , Qpv ,wq “ xv |Jwy

Also

UpN,Mq “ tA P MatppN `Mq ˆ pN `Mq,Cq |A˚JA “ Ju

Wenn A reell und pN,Mq “ p3,1q, heißt A Lorentztransformation
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Beispiel 8.31

Sei V “ R2N und symplektische Form

Qpv ,wq “ xv |I wy , I “

˜

0 ´1N

1N 0

¸

Zugehörige Gruppe SPp2N,Rq heißt symplektische Gruppe
Matrix A P Matp2N ˆ 2N,Rq symplektisch ô

AT IA “ I

analog wie oben (Unterschied ist I und R statt J und C)
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Satz 8.32 (Spektraltheorie in Lorentzgruppe)

Sei A P UpN,Mq und J wie oben. Dann gilt:

(i) Spektrum hat Spiegelsymmetrie am Einheitskreis:

SpecpAq “
`

SpecpAq
˘´1

(ii) Wenn Av “ zv und Aw “ ζw mit zζ “ 1, dann v KJ w.
(iii) Die gesamte algebraische Multiplizität aller Eigenwerte auf

Einheitskreis S1 ist mindestens Signatur |N ´M|

Beweis. (i) Aus J´1 “ J folgt A´1 “ JA˚J. Also

pApzq “ detpz 1´ Aq “ detpJqdetpz 1´ A˚qdetpJq “ pA´1pzq

Somit
SpecpAq “ SpecpA´1q “ SpecpAq´1

nach spektralem Abbildungssatz (Satz 5.18)
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(ii) Aussage v KJ w äquivalent zu xv |Jwy “ 0. Nun

xv |Jwy “
1
zζ
xAv |JAwy “

1
zζ
xv |A˚JAwy “

1
zζ
xv |Jwy

so dass aus Annahme zζ “ 1 tatsächlich xv |Jwy “ 0 folgt.

(iii) Vereinfachende Annahme: keine nicht-trivialen Jordan Blöcke

U Unterraum aufgespannt von Eigenvektoren zu Eigenwerten |λ| ą 1

Nach (ii) ist U isotrop

Nach Satz 8.25 ist dimpUq beschränkt durch den Witt-Index mintN,Mu

Analog: Unterraum zu Eigenwerten |λ| ă 1 hat Dimension mintN,Mu

Also liegen N `M ´ 2 mintN,Mu “ |N ´M| Eigenwerte auf S1 l
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9 Riemann Integral für Funktionen einer Variablen

Integral = Fläche zwischen Funktion f : ra,bs Ñ R und x-Achse
«

ř

npxn ´ xn´1qf pξnq mit Zwischenpunkten ξn P rxn´1, xns

Alternative: Lebesgue Integral durch Zerlegung der y -Achse

Definition 9.1
(i) Zerlegung Z des endlichen Intervalls ra,bs ist gegeben durch

Punkte a “ x0 ă x1 ă . . . ă xN “ b mit endlichem N P N
(ii) Zerlegung Z 1 feiner als Zerlegung Z (Schreibweise Z ď Z 1)

ðñ jeder Punkt in Z ist auch in Z 1

(iii) Gegeben Zerlegungen Z und Z 1, entsteht Verfeinerung Z Y Z 1

durch deren Überlagerung
(iv) FpZ q “ maxn“1,...,N ∆xn mit ∆xn “ xn ´ xn´1 ist Feinheit von Z
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Definition 9.2 (Riemann Integral)
f : ra,bs Ñ R Funktion und Z Zerlegung von ra,bs

(i) Untersumme UZ pf q und Obersumme OZ pf q sind

UZ pf q “
N
ÿ

n“1

∆xn ¨mn , mn “ inftf pxq | x P rxn´1, xnsu

OZ pf q “
N
ÿ

n“1

∆xn ¨Mn Mn “ suptf pxq | x P rxn´1, xnsu

(ii) Unteres und oberes Riemann Integral:

Upf q “ sup
Z

UZ pf q , Opf q “ inf
Z

OZ pf q

(iii) f Riemann integrierbar ðñ Upf q “ Opf q P R. Dann

ż b

a
dx f pxq “ Upf q “ Opf q “

ż b

a
f pxqdx “

ż

ra,bs
dx f pxq
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Bemerkung 9.3
f : ra,bs Ñ R unbeschränkt ùñ OZ pf q “ 8 für alle Z
Riemann integrierbare Funktionen sind also immer beschränkt

Lemma 9.4

Z ,Z 1 Zerlegungen von ra,bs ùñ UZ pf q ď OZ 1pf q
Somit Upf q ď Opf q

Beweis: Behauptung klar für Z “ Z 1

Sei zunächst Z ď Z 1 und z.B. xn´1 “ x 1j´1 ă x 1j ă x 1j`1 “ xn. Dann

∆xnmn “ ∆x 1j mn `∆x 1j`1mn

ď ∆x 1j m
1
j `∆x 1j`1m1

j`1 (weil inf über kleineres Intervall)

Somit UZ pf q ď UZ 1pf q. Analog: OZ pf q ě OZ 1pf q
Jetzt Z ď Z Y Z 1 und Z 1 ď Z Y Z 1, so dass

UZ pf q ď UZYZ 1pf q ď OZYZ 1pf q ď OZ 1pf q l
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Satz 9.5 (Riemannsches Integrabilitätskriterium)

f integrierbar ðñ @ ε ą 0 D Zerlegung Z mit OZ pf q ´ UZ pf q ă ε

Beweis: ”ùñ” Opf q “ Upf q ùñ Z ,Z 1 mit OZ pf q ´ UZ 1pf q ă ε

ùñ OZYZ 1pf q ´ UZYZ 1pf q ď OZ pf q ´ UZ 1pf q ă ε (Beweis Lemma 9.4)

”ðù” 0 ď Opf q ´ Upf q ď OZ pf q ´ UZ pf q ă ε für geeignetes Z l

Satz 9.6 (Verschärftes Riemannkriterium)

f integrierbar
ðñ @ ε ą 0 D δ ą 0 mit OZ pf q ´ UZ pf q ă ε @ Z mit FpZ q ă δ
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Beweis: (Argument f in OZ ,UZ unterdrückt) ”ðù” klar nach Satz 9.5
”ùñ” Sei ε ą 0. Nach Satz 9.5 D Zerlegung Z 1 mit OZ 1 ´ UZ 1 ă

ε
3

Sei Z beliebige Zerlegung.
Behauptung: D von Z unabhängige Konstante C “ Cpf ,Z 1q mit

OZ ´OZYZ 1 ď C FpZ q , UZYZ 1 ´ UZ ď C FpZ q
Begründung: Seien xn, xn`1 in Z .
Betrachte zugehörigen Beitrag Bn zu OZ ´OZYZ 1 .
Falls kein Punkt von Z 1 in rxn, xn`1s, ist Bn “ 0.
Falls ein Punkt x 1 von Z 1 in rxn, xn`1s, gilt:

Bn “ pxn`1 ´ xnq sup
rxn,xn`1s

f ´ pxn`1 ´ x 1q sup
rx 1,xn`1s

f ´ px 1 ´ xnq sup
rxn,x 1s

f

“ pxn`1 ´ x 1q

˜

sup
rxn,xn`1s

f ´ sup
rx 1,xn`1s

f

¸

` px 1 ´ xnq

˜

sup
rxn,xn`1s

f ´ sup
rxn,x 1s

f

¸

ď FpZ q

˜

sup
ra,bs

f ´ inf
ra,bs

f

¸

¨ 2
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Falls k Punkte von Z 1 in rxn, xn`1s, gilt analog:

Bn ď FpZ q

˜

sup
ra,bs

f ´ inf
ra,bs

f

¸

pk ` 1q

Summieren über Beitrag zeigt erste Behauptung. Zweite analog
Somit

OZ ´ UZ ď |OZ ´OZYZ 1 | ` |OZYZ 1 ´ UZYZ 1 | ` |UZYZ 1 ´ UZ |

ď C FpZ q ` ε

3
` C FpZ q

ă ε

für FpZ q ă δ “ ε
3C . l
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Definition 9.7
f : ra,bs Ñ R beschränkt
Z Zerlegung von ra,bs mit Punkten x0 ă x1 ă . . . ă xN

Seien ξn P rxn´1, xns Zwischenpunkte und setze ξ “ pξ1, . . . , ξNq

Die zugehörige Riemannsche Zwischensumme ist definiert als

SZ ,ξpf q “
N
ÿ

n“1

∆xn ¨ f pξnq

Satz 9.8 (Zwischensummenbeschreibung des Integrals)

f : ra,bs Ñ R beschränkt. Dann:
şb
a dx f pxq “ I

ðñ @ ε ą 0 D δ ą 0 mit
|SZ ,ξpf q ´ I| ă ε @ Z mit FpZ q ă δ und @ ξ
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Beweis ”ùñ” Es gilt

UZ ´OZ ď UZ ´ I ď SZ ,ξ ´ I ď OZ ´ I ď OZ ´ UZ

Somit |SZ ,ξ ´ I| ă OZ ´ UZ ă ε @ FpZ q ă δ (nach Satz 9.6)

”ðù” Zu ε ą 0 sei δ ą 0, so dass

|SZ ,ξ ´ I| ă
ε

4
für FpZ q ă δ @ Zwischenpunkte ξ

Bestimme ξ und ξ1, so dass

|SZ ,ξ ´OZ | ă
ε

4
und |SZ ,ξ1 ´ UZ | ď

ε

4

Dann

OZ ´ UZ ď |OZ ´ SZ ,ξ| ` |SZ ,ξ ´ I| ` |SZ ,ξ1 ´ I| ` |SZ ,ξ1 ´ UZ | ă ε

Schließe mit Satz 9.5 oder 9.6 l
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Korollar 9.9
f : ra,bs Ñ R Riemann integrierbar

ùñ
şb
a dx f pxq “ limNÑ8

b´a
N

řN
n“1 f

`

a` n´t
N pb ´ aq

˘

@ t P r0,1s

Beweis: Spezielle Zwischensumme mit ξn “ a` n´t
N pb ´ aq l

Beispiel 9.10 (Berechnung eines Integrals)
ż b

a
dx x2 “ lim

NÑ8
b´a

N

N
ÿ

n“1

`

a` n
N pb ´ aq

˘2

“ lim
NÑ8

b´a
N

N
ÿ

n“1

´

a2 ` n 2
N pb ´ aqa` 1

N2 pb ´ aq2n2
¯

“ lim
NÑ8

b´a
N

´

Na2 `
2pb´aqa

N
NpN`1q

2 `
pb´aq2

N2
NpN`1qp2N`1q

6

¯

“ pb ´ aq
´

a2 ` pb ´ aqa` 1
3pb ´ aq2

¯

“ pb ´ aq1
3pb

2 ` ab ` a2q “ 1
3pb

3 ´ a3q

Länglich. Bessere Alternative später (Hauptsatz)
Mathematik für Physiker 2 9. Riemann Integral für Funktionen einer Variablen 181 / 359



Satz 9.11
Jede stetige Funktion ist (Riemann) integrierbar

Beweis: Da ra,bs kompakt, f : ra,bs Ñ R gleichmäßig stetig (Ana 1),
d.h. @ ε ą 0 D δ ą 0, so dass |f pxq ´ f px 1q| ă ε

b´a @ |x ´ x 1| ă δ

Für Zerlegung Z mit FpZ q ă δ gilt also

OZ pf q ´ UZ pf q ă
N
ÿ

n“1

∆xn ¨
ε

b ´ a
“ ε

Schließe mit Satz 9.6 l

Definition 9.12
f : ra,bs Ñ R (Riemann’sche) Treppenfunktion
ðñ D Zerlegung Z von ra,bs mit f konstant auf pxn´1, xnq @ n
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Es gibt unstetige, integrierbare Funktionen:

Satz 9.13
Treppenfunktionen sind integrierbar

Beweis: OZ pf q ´ UZ pf q beliebig klein, denn Beitrag der endlich vielen
Sprungstellen wird klein l

Beispiel 9.14 (Eine nicht Riemann integrierbare Funktion)

f pxq “

#

1 x P QX r0,1s
0 x P RzQX r0,1s

Dann @ Zerlegungen Z gilt OZ pf q “ 1 ą UZ pf q “ 0

Aber: f Lebesgue integrierbar und
ş1
0 dx f pxq “ 0, weil Q ”nur dünn”
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Satz 9.15

(i) Monotone Funktionen sind integrierbar
(ii) f ,g integrierbar, λ P R ùñ f ` λg und f ¨ g integrierbar

(d.h. integrierbare Funktionen bilden eine Algebra)
(iii) f integrierbar ùñ |f | integrierbar
(iv) f integrierbar, h P CpR,Rq ùñ h ˝ f integrierbar

Beweis: (i) Sei f monoton steigend. Dann

OZ pf q ´ UZ pf q “
N
ÿ

n“1

∆xn pf pxnq ´ f pxn´1qq
looooooooomooooooooon

ě0

ď FpZ q
N
ÿ

n“1

pf pxnq ´ f pxn´1qq

“ FpZ qpf pbq ´ f paqq ă ε

Letzteres falls FpZ q ă ε
f pbq´f paq “ δ.
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(ii) Sei λ ą 0.

OZ pf ` λgq “
N
ÿ

n“1

∆xn sup
rxn´1,xns

pf ` λgq

ď

N
ÿ

n“1

∆xn

˜

sup
rxn´1,xns

f ` λ sup
rxn´1,xns

g

¸

“ OZ pf q ` λOZ pgq

Analog UZ pf ` λgq ě UZ pf q ` λUZ pgq
Somit nach Satz 9.5

OZ pf`λgq´UZ pf`λgq ď pOZ pf q´UZ pf qq`λpOZ pgq´UZ pgqq ă
ε

2
`
λε

2

Also ist f ` λg integrierbar
Fall λ ă 0 ist eine Übung
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Hilfsmittel lokale Variation vnpf q “ supx ,x 1Prxn´1,xns
|f pxq ´ f px 1q|. Dann:

OZ pf q ´ UZ pf q “
N
ÿ

n“1

∆xn sup
x ,x 1Prxn´1,xns

|f pxq ´ f px 1q| “
N
ÿ

n“1

∆xnvnpf q

Da

f pxqgpxq ´ f px 1qgpx 1q “ pf pxq ´ f px 1qqgpxq ` f px 1qpgpxq ´ gpx 1qq

gilt
vnpfgq ď }g}8vnpf q ` }f }8vnpgq

wobei
}f }8 “ sup

xPra,bs
|f pxq|

Somit

OZ pfgq ´ UZ pfgq ď }g}8pOZ pf q ´ UZ pf qq ` }f }8pOZ pgq ´ UZ pgqq

und fg integrierbar weil f und g beide integrierbar.
(iii) Variation erfüllt vnp|f |q ď vnpf q. Dann wie in (ii)
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(iv) h gleichmäßig stetig auf Kompaktum r´}f }8, }f }8s (Ana 1),

d.h. @ ε ą 0 D δ ą 0 mit |hpyq ´ hpy 1q| ă ε
2pb´aq @ |y ´ y 1| ă δ

Da f integrierbar, wähle Z mit OZ pf q ´ UZ pf q ă ε¨δ
4}h}8

Seien
ÿ1

n
und

ÿ2

n
Summen über Terme mit vnpf q ă δ bzw. vnpf q ě δ

Dann OZ pf q ´ UZ pf q ě δ
ÿ2

n
∆xn, und somit

ÿ2

n
∆xn ă

ε
4}h}8 . Also

OZ ph ˝ f q ´ UZ ph ˝ f q “
N
ÿ1

n“1

∆xnvnph ˝ f q `
N
ÿ2

n“1

∆xnvnph ˝ f q

ď

N
ÿ1

n“1

∆xn
ε

2pb ´ aq
`

N
ÿ2

n“1

∆xn2}h}8

ă
ε

2
`

ε

2
“ ε

l

Jetzt: Aussagen für Ober- und Untersummen gelten für Integral:
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Satz 9.16 (Rechenregeln fürs Integral)
f ,g : ra,bs Ñ R integrierbar, c P pa,bq und λ P R

(i) Linearität des Integrals:
ż b

a
dxpf pxq ` λgpxqq “

˜

ż b

a
dx f pxq

¸

` λ

˜

ż b

a
dx gpxq

¸

(ii) Intervalladditivität:
ż b

a
dx f pxq “

ż c

a
dx f pxq `

ż b

c
dx f pxq

(iii) Monotonie:

f pxq ď gpxq @ x P ra,bs ùñ

ż b

a
dx f pxq ď

ż b

a
dx gpxq

(iv) Standardabschätzung:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
dx f pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a
dx |f pxq| ď pb ´ aq}f }8
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Satz 9.17

pfnqně1 Folge integrierbarer Funktionen auf ra,bs
Folge konvergiere gleichmäßig gegen f “ limnÑ8 fnpxq

ùñ f integrierbar und limnÑ8
şb
a dx fnpxq “

şb
a dx f pxq (

ş

lim “ lim
ş

)
Entsprechendes gilt für gleichmäßig konvergente Reihen:

ř

n
ş

“
ş
ř

n

Beweis: Wie im Beweis von Satz 9.15(ii):

OZ pf q ´ UZ pf q “ pOZ pf q ´OZ pfnqq ´ pUZ pf q ´ UZ pfnqq `OZ pfnq ´ UZ pfnq
ď OZ pf ´ fnq ´ UZ pf ´ fnq `OZ pfnq ´ UZ pfnq
ď 2pb ´ aq}f ´ fn}8 `OZ pfnq ´ UZ pfnq

Wähle n mit }f ´ fn}8 ă ε
4pb´aq , dann Z mit OZ pfnq ´ UZ pfnq ă ε

2
Nach Riemannkriterium ist f also integrierbar. Mit Rechenregeln

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
dx f pxq ´

ż b

a
dx fnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
dxpf pxq ´ fnpxqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď pb ´ aq}f ´ fn}8
nÑ8
ÝÝÝÑ 0 l
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Definition 9.18
f ,F : ra,bs Ñ R Funktionen
F stetig auf ra,bs und differenzierbar auf pa,bq
F Stammfunktion von f (Bezeichnung F pxq “

ş

dx f pxq) ðñ F 1 “ f

Bemerkung 9.19
F Stammfunktion von f ðñ G “ F ` c Stammfunktion von f @ c P R

Theorem 9.20 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
f : ra,bs Ñ R Riemann integrierbar

(i) Für jede Stammfunktion F von f gilt

ż b

a
dx f pxq “ F pbq ´ F paq

(ii) Unbestimmtes Integral Gpxq “
şx
a dt f ptq Lipschitz-stetig auf ra,bs

(iii) f stetig auf pa,bq ùñ G differenzierbar und G1pxq “ f pxq
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Beweis: (i) Für Zerlegung Z von ra,bs, a “ x0 ă x1 ă . . . ă xN “ b:

F pbq ´ F paq “
N
ÿ

n“1

pF pxnq ´ F pxn´1qq

“

N
ÿ

n“1

pxn ´ xn´1qf pξnq (MWS xn´1 ă ξn ă xn)

“ SZ ,ξpf q

Nun wähle Folge pZjqjPN mit limjÑ8FpZjq “ 0. Dann nach Satz 9.8:

F pbq ´ F paq “ lim
j

SZj ,ξj pf q “
ż b

a
dx f pxq

(ii) Lipschitz-Stetigkeit: Seien x , x 1 P ra,bs, x ă x 1 und L “ }f }8:

|Gpx 1q´Gpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x 1

x
dt f ptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż x 1

x
dt |f ptq| ď |x´x 1| sup

ra,bs
|f | ď L|x´x 1|
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Zuletzt zur Differenzierbarkeit:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gpx 1q ´Gpxq
x 1 ´ x

´ f pxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

|x 1 ´ x |

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x 1

x
dtpf ptq ´ f pxqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

|x 1 ´ x |

ż x 1

x
dt |f ptq ´ f pxq|

ď sup
tPrx ,x 1s

|f ptq ´ f pxq| ă ε

für |x ´ x 1| ă δ nach Stetigkeit von f in x . l

Bemerkung 9.21

Umschreiben: wenn F P C1pra,bsq, dann F 1 Riemann integrierbar und
ż x

a
dt F 1ptq “ F pxq ´ F paq

Aber f pxq “ sgnpxq hat unbestimmtes Integral Gpxq “
şx
0 dt f ptq “ |x |,

was nicht differenzierbar in 0 ist, dort wohl aber Lipshitz-stetig.
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Beispiel 9.22 (Einige Stammfunktionen)
All die folgenden Formeln erhält man durch Ableiten:

1. α ‰ 1,
ş

dx xα “ xα`1

α`1 ` c für entweder α P N oder x ą 0

2.
ş

dx 1
x “ ln |x | ` c für x P Rzt0u

3.
ş

dx ex “ ex ` c

4.
ş

dx ax “
ş

dx elnpaqx “ ax

lnpaq ` c für a ą 0, a ‰ 1

5.
ş

dx cospxq “ sinpxq ` c
6.

ş

dx sinpxq “ ´ cospxq ` c
7.

ş

dx tanpxq “ ´ ln | cospxq| ` c für x P Rz
 `

n ` 1
2

˘

π | n P Z
(

8.
ş

dx cotpxq “ ln | sinpxq| ` c für x P Rztnπ | n P Zu
9.

ş

dx 1
1`x2 “ arctanpxq ` c

10.
ş

dx 1?
1´x2

“ arcsinpxq ` c für x P p´1,1q
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Aber:
Stammfunktionen elementarer Funktionen nicht immer elementar!

Definition 9.23
Elementare Funktionen sind rationale Funktionen, trigonometrische
Funktionen, Exponentialfunktionen, all deren Umkehrungen und
sämtliche Kombinationen (Summen, Produkte, Kompositionen) davon.

Beispiel 9.24
Folgende Stammfunktionen definieren nicht elementare Funktionen:

Integrallogarithmus
ş

dx 1
lnpxq

Integralsinus
ş

dx sinpxq
x

Gauss’sche Fehlerfunktion
ş

dx e´x2
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Integrationstechniken
Satz 9.25 (Partielle Integration)
f ,g : ra,bs Ñ R differenzierbar mit integrierbaren Ableitungen f 1,g1

ż b

a
dx f pxqg1pxq “ f pbqgpbq ´ f paqgpaq ´

ż b

a
dx f 1pxqgpxq

und analog für unbestimmte Integrale.

Beweis: Produktregel pfgq1 “ f 1g ` fg1, und dann Fundamentalsatz. l

Beispiel 9.26

1.
ş

dx lnpxq “ x lnpxq ´
ş

dx 1
x x “ x lnpxq ´ x ` c

2.
ş

dx xn cospxq “ xn sinpxq ´ n
ş

dx xn´1 sinpxq dann Iteration

3.
ş

dx x3 arctanpxq “
´

x4

4 ` c1
¯

arctanpxq ´
ş

dx
´

x4

4 ` c1
¯

1
1`x2

“ 1
4px

4 ´ 1qarctanpxq ´ 1
4

ş

dxpx2 ´ 1q nach Wahl c1 “ 1
4

“ 1
4px

4 ´ 1qarctanpxq ´ 1
12x3 ` 1

4x ` c
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Satz 9.27 (Substitutionsregel)
φ : rα, βs Ñ R differenzierbar mit φprα, βsq Ă ra,bs und φ1 integrierbar
Für f P Cpra,bs,Rq

ż φpβq

φpαq
dx f pxq “

ż β

α
dt f pφptqqφ1ptq

ˆ
ż

dx f pxq
˙

˝ φ “

ż

dt f pφptqqφ1ptq

Beweis: Stammfunktion F von f stetig differenzierbar (Hauptsatz)
ùñ pF ˝ φq1 “ pF 1 ˝ φqφ1 “ pf ˝ φqφ1 integrierbar, dann Hauptsatz l

Korollar 9.28 (Variablentransformation)
Zudem φ : rα, βs Ñ ra,bs bijektiv. Dann

ż b

a
dx f pxq “

ż φ´1pbq

φ´1paq
dt f pφptqqφ1ptq
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Beispiel 9.29

1.
şb
a dt f pαt ` βq “ 1

α

şαb`β
αa`β dx f pxq

2.
ş

dx φ
1pxq
φpxq “ log |φpxq| ` c, vorausgesetzt φpxq ‰ 0

3. Rpx , yq “ Ppx ,yq
Qpx ,yq rationale Funktion in zwei Variablen

ż

dx Rpx , n
?

ax ` bq “
ż

dt R
ˆ

tn ´ b
a

, t
˙

n
a

tn´1 ` c

weil: t “ n
?

ax ` b, ax ` b “ tn, x “ tn´b
a , dx “ ntn´1

a dt
Rechte Seite jetzt rational in t (Methode unten). Beispiel:

ż 1

0
dx

x
?

x ` 1
“

ż

?
2

1
dt

t2 ´ 1
t

2t “ 2
3 t3 ´ 2t |

?
2

1 “ 4
3 ´

2
3

?
2

4.
ş

dx Rpcos x , sin xq “
ş

dt 2
1`t2 R

´

1´t2

1`t2 ,
2t

1`t2

¯

` c (rational in t)

weil: setze t “ tan
`x

2

˘

, 1´t2

1`t2 “ cospxq, x “ 2 arctanptq, dx “ 2 dt
1`t2

Mathematik für Physiker 2 9. Riemann Integral für Funktionen einer Variablen 197 / 359



Methode für Integration rationaler Funktionen
1. Schritt: Polynomdivision mit Rest

Rpxq “ Ppxq
Qpxq “ Polynompxq ` ppxq

qpxq wobei degppq ă degpqq, teilerfremd

2. Schritt: Faktorisierung von q (Fundamentalsatz der Algebra)
qpxq “ px ´ z1q

`1 ¨ px ´ z2q
`2 ¨ . . . ¨ px ´ znq

`n

zj P C ist `j -fache Nullstelle von q, nicht Nullstelle von p

3. Schritt: Partialbruchzerlegung (eindeutig)

ppxq
qpxq

“

n
ÿ

j“1

`j
ÿ

`“1

Aj,`

px ´ zjq
`

mit Aj,` P C

Berechnung der Aj,`:
(i) multipliziere mit q
(ii) Koeffizientenvergleich
(iii) löse lineare Gleichungen
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Nachweis der Existenz der Partialbruchzerlegung
Induktion über m “ degpqq. Anfang OK, also Schritt pm ´ 1q Ñ m
Sei z Nullstelle von q der Ordnung ` ě 1, d.h.

qpxq “ px ´ zq`rpxq mit Polynom r mit rpzq ‰ 0

Dann
ppxq
rpxq

´
ppzq
rpzq

“
ppxqrpzq ´ ppzqrpxq

rpxqrpzq
“
px ´ zqspxq

rpxq

mit Polynom s (weil Zähler z als Nullstelle hat). Somit

ppxq
qpxq

“
ppxq

px ´ zq`rpxq
“

ppzq
rpzq

1
px ´ zq`

`
spxq

px ´ zq`´1rpxq

d.h. neuer Summand und Term mit degppx ´ zq`´1rpxqq “ m ´ 1
Eindeutigkeit: Gegeben zweite Zerlegung mit Koeffizienten Bj,`

multipliziere mit px ´ zjq
`j und setze x “ zj ùñ Aj,`j “ Bj,`j

Dann multipliziere mit px ´ zjq
`j´1, etc. l
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4. Schritt: Termweise Integrieren

ż

dx
Ppxq
Qpxq

“

ż

dx Polynompxq `
n
ÿ

j“1

`j
ÿ

`“1

Aj,`

ż

dx
1

px ´ zjq
`

Integrand ist komplexwertig

Definition 9.30
f : ra,bs Ñ C integrierbar ðñ <epf q,=mpf q integrierbar. Dann

ż b

a
dx f pxq “

ż b

a
dx <e

`

f pxq
˘

` i
ż b

a
dx =m

`

f pxq
˘

Hauptsatz gilt für Real- und Imaginärteil separat.
Gegeben F : ra,bs ÝÑ C mit F 1 “ f (Ableitung von <epF q,=mpF q)

ùñ

ż b

a
dx f pxq “ F pbq ´ F paq

In Schritt 4 werden nun folgende Integrale benötigt:
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Lemma 9.31
Seien ` P N und z P C

(i)
ş

dx px ´ zq` “ 1
``1px ´ zq``1 ` c ( falsch für ` P RzZ ! )

(ii)
ş

dx 1
px´zq` “ ´ 1

`´1
1

px´zq`´1 ` c für ` ą 1

(iii)
ş

dx 1
x´z “

1
2 lnppx ´ uq2 ` v2q ` i arctan

`x´u
v

˘

` c mit z “ u ` iv

Beweis: (i) Sei mit z “ u ` iv ,

d
dx
px ´ zq``1 “

d
dx

``1
ÿ

k“0

ˆ

`` 1
k

˙

px ´ uqk p´ivq``1´k

“

``1
ÿ

k“1

p`` 1q
`!

p`` 1´ kq!k !
¨ kpx ´ uqk p´ivq`´pk´1q

“ p`` 1qpx ´ zq`

Dann komplexer Hauptsatz.
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Für (ii) überprüfe d
dx

1
px´zq`´1 “ ´p`´ 1q 1

px´zq`

Zu (iii):
ż

dx
1

x ´ z
“

ż

dx
x ´ u

px ´ uq2 ` v2 ` i
ż

dx
v

px ´ uq2 ` v2

Substitutionen im ersten Integral: y “ px ´ uq2, dy “ 2px ´ uqdx
Substitutionen im zweiten Integral: ỹ “ x´u

v , dỹ “ dx
v

Also

ż

dx
1

x ´ z
“

1
2

ż

dy
1

y ´ v2 ` i
ż

dỹ
1

ỹ2 ` 1

“
1
2

ln |y ´ v2| ` i arctanpỹq ` c
l
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Satz 9.32
Die Stammfunktion einer rationalen Funktion ist elementar.
Sie kann algorithmisch mit Partialbruchzerlegung berechnet werden

Beispiel 9.33
ż

dx
4x2 ´ 4x
px2 ` 1q2

“

ż

dx
4x2 ´ 4x

px ´ iq2px ` iq2
p2.Schrittq

“

ż

dx
ˆ

A
x ´ i

`
B

px ´ iq2
`

C
x ` i

`
D

px ` iq2

˙

p3.Schrittq

“

ż

dx
ˆ

´i
x ´ i

`
1` i
px ´ iq2

`
i

x ` i
`

1´ i
px ` iq2

˙

pNebenrechnungq

“ ´
i
2

lnpx2 ` 1q ` arctanpxq ` p1` iq
´1

x ´ i

`
i
2

lnpx2 ` 1q ´ arctanp´xq ` p1´ iq
´1

x ` i
` c p4.Schrittq

“ 2 arctanpxq ` 2
1´ x
1` x2 ` c
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Beispiel 9.33 (Nebenrechnung:)

4x2 ´ 4x “ Apx2 ` 1qpx ` iq ` Bpx ` iq2 ` Cpx2 ` 1qpx ´ iq ` Dpx ´ iq2

“ Apx3 ` ix2 ` x ` iq ` Bpx2 ` 2ix ´ 1q

` Cpx3 ´ ix2 ` x ´ iq ` Dpx2 ´ 2ix ´ 1q
Koeffizientenvergleich und LA:

Opx3q : 0 “ A` C ùñ C “ ´A

Opx2q : 4 “ iA` B ´ iC ` D “ 2iA` B ` D

Opx1q : ´ 4 “ A` 2iB ` C ´ 2iD “ 2ipB ´ Dq

Opx0q : 0 “ iA´ B ` C ´ D “ 2iA´ pB ` 0q

Opx2q `Opx0q : 4 “ 4iA ùñ A “ ´i ùñ C “ i

Opx2q ´Opx0q : 4 “ 2pB ` Dq ùñ B ` D “ 2
Opxq : B ´ D “ 2i ùñ B “ 1` i und D “ 1´ i

Mathematik für Physiker 2 9. Riemann Integral für Funktionen einer Variablen 204 / 359



Definition 9.34
a,b P RY t˘8u und f : pa,bq Ñ R (oder C)
f uneigentlich integrierbar ðñ f integrierbar auf allen rc,ds Ă pa,bq

und limcÓa
şd
c dx f pxq und limdÒb

şd
c dx f pxq existieren. Dann

ż b

a
dx f pxq “ lim

cÓa
lim
dÒb

ż d

c
dx f pxq

Bemerkung 9.35
Eine uneigentlich integrierbare Funktion auf pa,bq kann bei a und b
Singularitäten haben, d.h. z.B. limcÓa f pcq “ 8 möglich
Integrierbarkeit besagt, dass die Fläche der unendlich langen Spitze
dennoch endlich ist
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Beispiel 9.36
Für α ă 1 ż 1

0
dx

1
xα

“ lim
cÓ0

´1
pα´ 1qxα´1

ˇ

ˇ

ˇ

1

c
“

1
1´ α

Für α ą 1 ist 1
xα nicht (uneigentlich) integrierbar bei 0. Analog:

ż 8

1
dx

1
xα
“ lim

dÑ8

´1
pα´ 1qxα´1 ´

´1
pα´ 1q

ˇ

ˇ

ˇ

d

1
“

1
α´ 1

falls α ą 1

Für α ă 1 ist 1
xα nicht integrierbar bei 8

Beispiel 9.37 (Cauchy-Integral)

ż 8

´8

dx
1

1` x2 “ lim
aÑ´8

lim
bÑ`8

ż b

a
dx

1
1` x2

“ lim
aÑ´8

lim
bÑ8

parctanpbq ´ arctanpaqq “
π

2
´

´

´
π

2

¯

“ π
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Beispiel 9.38 (Ein rationales Integral in sinpxq)
ż π

2

0
dx

2y
y2 ´ sin2

pxq
“

ż π
2

0
dx

2y
y2 ´ 1

2p1´ cosp2xqq

“

ż π

0
dx

2y
2y2 ´ 1` cospxq

mit t “ tan
`x

2

˘

“

ż tanpπ2 q

tanp 0
2q

dt
2

1` t2
2y

2y2 ´ 1` 1´t2

1`t2

“ 2
ż 8

0
dt

2y
p1` t2qp2y2 ´ 1q ` 1´ t2

“ 2
ż 8

0
dt

2y
t2p2y2 ´ 2q ` 2y2

“
2
y

ż 8

0
dt

1

t2
´

1´ 1
y2

¯

` 1

“
2
y

1
b

1´ 1
y2

ż 8

0
dt

1
t2 ` 1

“
2

a

y2 ´ 1
π

2
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Satz 9.39 (Majorantenkriterium)
f ,g : pa,bq Ñ R, mit |f | ď g und f stetig

ż b

a
dx gpxq existiert ùñ

ż b

a
dx f pxq existiert

Beweis:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż d

c
dx f pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż d

c
dx |f pxq| ď

ż d

c
dx gpxq

Dann bilde Limes c Ó a und d Ò b. l

Beispiel 9.40
ż 8

0
dx

e´
1

1`x

1` x2 ď

ż 8

0
dx

1
1` x2 “

π

2
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Beispiel 9.41 (Euler’sche Γ-Funktion)

Γpxq “
ż 8

0
dt e´t tx´1, x ą 0

Integral uneigentlich bei 0 und 8. Spalte auf
ş8

0 “
ş1
0 `

şa
1 `

ş8

a

ż 1

0
dt e´1tx´1 ď

ż 1

0
dt tx´1 ă 8 für x ´ 1 ą ´1 ðñ x ą 0

ż 8

a
dt e´t tx´1 “

ż 8

a
dt e´t`px´1q lnptq ď

ż 8

a
dt e´t` 1

2 t ă 8

für a ausreichend groß. Zusammenfassend: Γpxq definiert @ x ą 0

ż R

ε
dt e´t tx “ ´e´t tx |t“R

t“ε ` x
ż R

ε
dt e´t tx´1 (partielle Integration)

Im Limes ε Ó 0 und R Ò 8 folgt Funktionalgleichung: Γpx ` 1q “ xΓpxq

Da Γp1q “
ş8

0 dt e´t “ 1, folgt Γpnq “ pn ´ 1q!
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Satz 9.42 (Integralkriterium für Konvergenz von Reihen)

Sei f : r0,8q Ñ R positiv und monoton fallend mit
ş8

0 dx f pxq ă 8
Sei panqnPN Folge in R mit |an| ď f pnq
ùñ

ř

ně0 an absolut konvergent.

Beweis:
8
ÿ

n“1

|an| ď

8
ÿ

n“1

ż n

n´1
dx f pxq “

ż 8

0
dx f pxq ă 8

l

Beispiel 9.43 (Riemann’sche ζ-Funktion)

ζpsq “
8
ÿ

n“1

1
ns , s ą 1, s P R

Tatsächlich ist dies wohldefiniert für s ą 1, wie Vergleich mit der
integrierbaren Funktion f pxq “ min

 

1, 1
xs

(

zeigt
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Satz 9.44 (Parameterabhängige Integrale)

Seien a ă b, c ă d und f : ra,bs ˆ rc,ds Ñ R stetig.

Dann existiert F pyq “
şb
a dx f px , yq und ist stetig auf rc,ds

Zudem: f px , yq stetig differenzierbar in y ùñ F auch und

d
dy

ż b

a
dx f px , yq “

ż b

a
dx

d
dy

f px , yq

Beweis: Sei y P rc,ds und pynqně1 Folge mit lim yn “ y
Für die Stetigkeit von F zeigen wir limnÑ8 F pynq “ F pyq
Dann fnpxq :“ f px , ynq integrierbar weil stetig. Zudem

lim
nÑ8

fnpxq “ gpxq mit gpxq “ f px , yq

Sogar gleichmässige (uniforme) Konvergenz }fn ´ g}8 Ñ 0 auf ra,bs
Nach Satz 9.17

lim
nÑ8

F pynq “ lim
nÑ8

ż b

a
dx fnpxq “

ż b

a
dx lim

nÑ8
fnpxq “ F pyq
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Beweis zweiter Aussage verwendet gleichmäßige Stetigigkeit von

px , yq P ra,bs ˆ rc,ds ÞÑ
d
dy

f px , yq

Jetzt:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F py ` εq ´ F pyq
ε

´

ż b

a
dx

d
dy

f px , yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
dx

ˆ

f px , y ` εq ´ f px , yq
ε

´
d
dy

f px , yq
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(Linearität von
ş

)

ď

ż b

a
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d
dy

f px , ξq ´
d
dy

f px , yq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(MWS mit ξ P ry , y ` εs)

ď

ż b

a
dx sup

aďx 1ďb
sup

yďξďy`ε

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d
dy

f px 1, ξq ´
d
dy

f px 1, yq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď δpεq

mit limεÑ0 δpεq “ 0 (nach gleichmäßiger Stetigkeit von d
dy f )

Somit d
dy F pyq “

şb
a dx d

dy f px , yq l
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Beispiel 9.45

Berechnung von

F pyq “
ż π

2

0
dx lnpy2 ´ sin2

pxqq , y ą 1

Direkt schwierig, aber mit Satz 9.44:

d
dy

F pyq “
ż π

2

0
dx

2y
y2 ´ sin2

pxq
“

π
a

y2 ´ 1

wobei Letzteres Beispiel 9.38 ist. Jetzt:

F pyq “
ż

dy
π

a

y2 ´ 1
“ π lnpy `

b

y2 ´ 1q ` c

entweder nach Ableiten oder mit Substitution y “ coshptq
Zur Bestimmung der Konstante: Verhalten für y Ñ8
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Definition 9.46 (Asymptotik und Landau Symbole O und o)
f : pa,8q Ñ C und Vergleichsfunktion g : pa,8q Ñ Rą0

(meist gpxq “ xα oder gpxq “ lnpxq, etc.)

(i) f ist von Ordnung g für x Ñ8 (Schreibweise f “ Opgq)
ðñ D b ą a mit supxěb

|f pxq|
gpxq ď C ă 8

(ii) f von Ordnung klein o von g für x Ñ8 (Schreibweise f “ opgq)
ðñ limxÑ8

|f pxq|
gpxq “ 0

(iii) Analoge Definitionen für Verhalten bei a und Singularitäten

Beispiel 9.47

1. 1
x2γ`2`cospxq “ Opx´2γq für x Ñ8 wobei γ ą 1

2

2. sinpxq ´ x “ opxq für x Ñ 0
3. lnp1´ xq “ Opxq für x Ñ 0
4. lnp1´ xq ´ x “ Opx2q für x Ñ 0
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Beispiel (Bestimmung der Konstante in Beispiel 9.45)

F pyq “
ż π

2

0
dx lnpy2 ´ sin2

pxqq “
ż π

2

0
dx

˜

lnpy2q ` ln

˜

1´
sin2

pxq
y2

¸¸

“
π

2
lnpy2q ` O

ˆ

1
y2

˙

(da lnp1´ xq “ Opxq für x klein)

“ π lnpyq ` O
ˆ

1
y2

˙

Vergleich mit

F pyq “ π lnpy `
b

y2 ´ 1q ` c

“ π lnp2yq ` π ln

˜

1
2
`

d

1
4
´

1
y2

¸

` c

“ π lnp2q ` π lnpyq ` c ` O
ˆ

1
y2

˙

zeigt c “ ´π lnp2q
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10 Topologische Grundlagen
Schlagwörter: Metrische, normierte, topologische, kompakte Räume

Definition 10.1
d : X ˆ X Ñ Rě0 “ r0,8q heißt Metrik (oder Abstand) auf Menge X ,
falls @ x , y , z P X gilt, dass

(i) dpx , yq “ 0 ðñ x “ y (Nichtentartung)
(ii) dpx , yq “ dpy , xq (Symmetrie)
(iii) dpx , yq ď dpx , yq ` dpz, yq (Dreiecksungleichung)
Dann heißt pX ,dq metrischer Raum

Beispiel 10.2

X “ CN versehen mit euklidischer Metrik

dpx , yq “ }x ´ y} “ p

N
ÿ

n“1

|xn ´ yn|
2q

1
2

Dies ist ein Spezialfall von Folgendem:
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Satz 10.3
Jeder normierte Vektorraum pV , } . }q ist ein metrischer Raum mit
induzierter Metrik

dpx , yq “ }x ´ y}

Beweis: Erinnerung an Definition 4.13: }.} : V Ñ Rě0 Norm, wenn
(i) }λv} “ |λ| }v} (Homogenität)

(ii) }v ` w} ď }v} ` }w} (Dreiecksungleichung)

(iii) }v} “ 0 ùñ v “ 0 (Nicht-Entartung)

Dann dpx , yq “ }x ´ y} “ 0 ðñ x ´ y “ 0 ðñ x “ y
Symmetrie klar nach Homogenität und Dreiecksungleichung:

dpx , yq “ }x ´ y}
“ }x ´ z ` z ´ y}
ď }x ´ z} ` }z ´ y}
“ dpx , zq ` dpz, yq

l
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Beispiel 10.4

X “ Cpra,bsq “ tf : ra,bs Ñ R stetige Funktionu
reeller Vektorraum der Dimension 8 mit Norm

}f }8 “ sup
xPra,bs

|f pxq|

Die induzierte Metrik ist also

dpf ,gq “ }f ´ g}8 “ sup
xPra,bs

|f pxq ´ gpxq|

Beispiel 10.5
Beispiel ganz anderer Natur: Für Menge X setze

dpx , yq “

#

1 x ‰ y
0 x “ y

Dies ist eine Metrik
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Definition 10.6
pX ,dq metrischer Raum, x P X , r ą 0, A Ă X Teilmenge

(i) Die (offene) Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x ist

Br pxq “ ty P X | dpx , yq ă ru

(ii) A offen ðñ @ a P A D r ą 0 mit Br paq Ă A

Satz 10.7

pX ,dq metrischer Raum, r ą 0, x P X
(i) pAiqiPI , I Indexmenge, Ai Ă X offen
ùñ

Ť

iPI Ai “ tx P X | x P Ai für ein i P Iu ist offen
(ii) Br pxq offen
(iii) A Ă X offen ðñ A ist Vereinigung von Kugeln
(iv) A,B Ă X offen ùñ AX B offen
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Beweis:
(i) Setze A “

Ť

iPI Ai . Sei a P A
ùñ D i P I mit a P Ai

ùñ D r ą 0 mit Br paq Ă Ai (weil Ai offen)
ùñ Br paq Ă A, somit A offen

(ii) Sei a P Br pxq. Sei δ “ dpa, xq ă r . Dann Br´δpaq Ă Br pxq

(iii) ”ðù” klar nach (i) und (ii)
”ùñ” Zu a P A wähle ra ą 0 mit Brapaq Ă A.
Dann A “

Ť

aPA Brapaq (hier ist A Indexmenge!)

(iv) a P AX B. Da sowohl A als auch B offen
ùñ D rA ą 0 und rB ą 0 mit BrApaq Ă A und BrBpaq Ă B
Setze r “ mintrA, rBu. Dann Br paq Ă AX B. Somit AX B offen l
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Beispiel 10.8
1. Offene Mengen in R sind Vereinigungen offener Intervalle pa,bq.
2. Offene Mengen in Rd sind Vereinigungen offener Kugeln

Verallgemeinerung des metrischen Raumes: topologischer Raum
Notation: PpX q “ tA | A Ă Xu Potenzmenge von X

Definition 10.9

X Menge, O Ă PpX q Mengensystem von Teilmengen von X
Dann heißt O Topologie auf X , falls

(i) H P O, X P O
(ii) pAiqiPI , Ai P O ùñ

Ť

iPI Ai P O (O vereinigungsstabil)

(iii) Für N P N und A1, . . . ,AN P O ùñ
ŞN

i“1 A P O
(O endlich durchschnittsstabil)

Dann heißt pX ,Oq topologischer Raum und Elemente von O offen
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Bemerkung 10.10
pX ,dq metrischer Raum. Setze

O “ tbeliebige Vereinigungen von Kugeln in Xu Y tHu

“

#

ď

iPI

Bri pxiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ri ą 0, xi P X , i P I

+

Y tHu

Nach Satz 10.7 ist dies Topologie, genannt induzierte Topologie

Beispiel 10.11
Aber: nicht jede Topologie wird von einer Metrik induziert!
X habe ě 2 Punkte. Betrachte ”Klumpentopologie” O “ tH,Xu
Annahme: D Metrik d auf X , welche O induziert
ùñ einzige Kugel ist X ùñ @ r ą 0 gilt dpx , yq ă r @ x , y P X
ùñ dpx , yq “ 0 @ x , y P X Widerspruch zur Definition von d  
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Bemerkung 10.12
Metriken d und d 1 auf X können gleiche Topologie erzeugen
Dies gilt insbesondere, falls ein C ą 0 existiert mit

1
C

dpx , yq ď d 1px , yq ď C dpx , yq @ x , y P X

weil dann (mit der Bezeichnung B1r pxq für Kugeln bezüglich d 1)

B r
C
pxq Ă B1r pxq Ă BCr pxq

Also Br pxq “
Ť

yPBr pxq Bry pyq “
Ť

yPBr pxq B1ry
C
pyq offen in Topologie zu d 1

Beispiel 10.13

Rd mit euklidischer Metrik d und Maximumsmetrik d 1 “ d8:

1
?

d

˜

d
ÿ

i“1

|xi ´ yi |
2

¸

1
2

ď max
i“1,...,d

|xi ´ yi | ď

¨

˝

ÿ

i“1,...,d

|xi ´ yi |
2

˛

‚

1
2
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Konstruktion neuer topologischer Räume aus bekannten:

Definition 10.14
pX ,Oq topologischer Raum und A Ă X
OA “ tB X A | B P Ou Unterraumtopologie auf A
pA,OAq heißt topologischer Unterraum von pX ,Oq

Satz 10.15
OA Topologie auf A

Beweis: Nachweis der Eigenschaften aus Definition 10.9:
(i) H,A P OA

(ii) Ci P OA ùñ D Bi P O mit Ci “ AX Bi ùñ
Ť

iPI Bi P O

ùñ
Ť

iPI Bi X A “
Ť

iPI Ci P OA

(iii) Übung
l

Mathematik für Physiker 2 10. Topologische Grundlagen 224 / 359



Notation: Ac “ tx P X | x R Au “ XzA Komplement von A Ă X in X

Definition 10.16
pX ,Oq topologischer Raum und A Ă X . Dann:
A abgeschlossen ðñ Ac offen

Satz 10.17
pX ,Oq topologischer Raum

(i) H,X abgeschlossen
(ii) pAiqiPI Familie abgeschlossener Mengen ùñ

Ş

iPI Ai abgeschl.

(iii) A1, . . . ,AN abgeschlossen ùñ
ŤN

i“1 Ai abgeschlossen
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Beweis: (i) pHqc “ X undX c “ H offen

(ii) Mengentheoretische Identität:
˜

č

iPI

Ai

¸c

“

#

x P X | x R
č

iPI

Ai

+

“ tx 1 P X | x R Ai für ein i P Iu

“
ď

iPI

tx P X | x R Aiu “
ď

iPI

Ac
i

Nun ist Ac
i offen @ i P I

ùñ
Ť

iPI Ac
i offen (nach Definition 10.9) ùñ

Ş

iPI Ai abgeschlossen

(iii)
´

Ť

i“1,...,N Ai

¯c
“

ŞN
i“1 Ac

i offen weil Ac
i offen und Definition 10.9 l
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Definition 10.18
pX ,Oq topologischer Raum, x P X , U Ă X

U “ Upxq heißt Umgebung von x ðñ D A P O mit x P A Ă U

Bemerkung 10.19
In pX ,dq ist U Umgebung von x ðñ D Kugel Br pxq Ă U

Beispiel 10.20
a,b P R und a ă b

1. ra,bs “ tx P R | a ď x ď bu abgeschlossen in R
2. ra,bq weder offen noch abgeschlossen
3. Q Ă R weder offen noch abgeschlossen

Begründung q P Q, dann ist kein Br pqq Ă Q wenn r ą 0
4. ra,bq Umgebung von allen x P pa,bq, aber nicht von a und b
5.

Ş

ně1
`

0,1` 1
n

˘

“ p0,1s nicht offen (unendlicher Durchschnitt)
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Satz 10.21

pX ,Oq topologischer Raum, A Ă X
A offen ðñ A Umgebung all seiner Punkte

Beweis:
”ùñ” x P A ùñ x P A Ă A mit A offen ùñ A Umgebung von x
”ðù” A Umgebung von x @ x P A
ùñ @ x P A D offenes Bx mit x P Bx Ă A
ùñ

Ť

xPA Bx “ A offen, nach Vereinigungsstabilität l

Definition 10.22
pX ,Oq topologischer Raum, x P X und A Ă X

(i) x Berührungspunkt (BP) von A
ðñ @ Umgebungen U von x gilt U X A ‰ H

(ii) x Häufungspunkt (HP) von A
ðñ @ Umgebungen U von x gilt AX pUztxuq ‰ H
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Bemerkung 10.23

A Ă X eines topologischen Raums und x P X

1. x P A ùñ x BP von A, aber nicht immer HP von A
Zum Beispiel ist 1 BP von A “ t1u Ă R, aber 1 nicht HP von A

2. Jeder HP von A ist auch BP von A (nicht umgekehrt!)
3. A Ă R von oben beschränkt ùñ a “ suppAq BP von A

Sonst gäbe es r ą 0 mit Br paq X A “ H

und a´ r
2 wäre kleinere obere Schranke. Widerspruch  
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Satz 10.24

pX ,Oq topologischer Raum und A Ă X
Äquivalent sind:

(i) A abgeschlossen
(ii) Jeder BP von A gehört zu A
(iii) Jeder HP von A gehört zu A

Beweis: (i) ùñ (ii): A abgeschlossen, x R A
ùñ x P Ac offen ùñ Ac Umgebung von x (nach Satz 10.21)
Da aber Ac X A “ H, ist x nicht BP von A
Somit Negation: x BP von A ùñ x P A
(ii) ùñ (iii): klar nach Bemerkung 10.23
(iii) ùñ (i): Jeder HP von A ist in A, also ist x P Ac nicht HP von A
ùñ D offene Umgebung Upxq mit AX pUpxqztxuq “ H, d.h. Upxq Ă Ac

Somit Ac “
Ť

xPAc Upxq offen ùñ A abgeschlossen l
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Definition 10.25
Topologischer Raum pX ,Oq heißt Hausdorff-Raum
ðñ @ x ‰ y P X D Umgebungen Upxq, Upyq mit Upxq X Upyq “ H
Man sagt auch, es gilt die Trennungseigenschaft T2 in X

Satz 10.26
Jeder metrische Raum pX ,dq ist ein Hausdorff-Raum
(wenn versehen mit der induzierten Topologie)

Beweis: x , y P X , x ‰ y ùñ r “ dpx , yq ą 0 (Nichtentartung)
Wähle Upxq “ B r

2
pxq und Upyq “ B r

2
pyq. l

Mathematik für Physiker 2 10. Topologische Grundlagen 231 / 359



Satz 10.27
pX ,Oq Hausdorff und x Häufungspunkt von A Ă X
ùñ in jeder Umgebung U von x liegen unendlich viele Punkte von A

Beweis:
U Umgebung von x
ùñ D x1 P Uztxu X A , insbesondere x1 ‰ x
ùñ D Umgebungen U1pxq Ă U und V1px1q mit U1 X V1 “ H

ùñ D x2 P U1pxqztxu X A und x2 ‰ x1 sowie x2 ‰ x
Dann iteriere. l
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Definition 10.28
Folge pxnqnPN in Hausdorff Raum pX ,Oq konvergiert gegen x P X
ðñ zu jeder Umgebung U von x D N P N mit xn P U @ n ě N
Schreibweise: limnÑ8 xn “ limn xn “ x

Bemerkung 10.29
pX ,dq metrischer Raum. Dann

lim
nÑ8

xn “ x ðñ

´

@ ε ą 0 D N mit xn P Bεpxq @ n ě N
¯

Für X “ Rd oder X “ Cd stimmt Konvergenzbegriff mit Ana 1 überein!

Definition 10.30
x P X Häufungspunkt (HP) von Folge pxnqnPN in Hausdorff pX ,Oq
ðñ zu jeder Umgebung U von x D unendlich viele n mit xn P U

Achtung! HP von Menge txn | n P Nu ùñ HP von Folge pxnqnPN

aber Umkehrung falsch (z.B. konstante Folgen)
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Satz 10.31

pxnqnPN Folge in Hausdorff-Raum pX ,Oq
x “ limnÑ8 xn ùñ x einziger HP von pxnqnPN (Grenzwert eindeutig)

Beweis: Sei y zweiter HP von pxnqnPN mit y ‰ x
ùñ D Umgebungen Upxq und Upyq mit Upxq X Upyq “ H
Nach Definition der Konvergenz D N mit xn P Upxq @ n ě N
ùñ nur endlich viele xn in Upyq. Widerspruch  l

Satz 10.32

pX ,dq metrischer Raum und x P X HP von Folge pxnqnPN in X
ùñ D Teilfolge, die gegen x konvergiert.

Beweis: Bestimme iterativ nk ą nk´1, so dass dpx , xnk q ă
1
k

Dann limkÑ8 xnk “ x l
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Metrische Räume sind natürlicher Kontext für folgende Begriffe.

Definition 10.33
pX ,dq metrischer Raum

(i) A Ă X beschränkt ðñ D C P R mit dpx , yq ď C @ x , y P A
(ii) pxnqnPN Cauchy-Folge in X

ðñ @ ε ą 0 D N mit dpxn, xmq ď ε @ n,m ě N
(iii) pX ,dq vollständig ðñ jede Cauchy-Folge in X konvergent

Also: X vollständig ùñ X metrisch ùñ X Hausdorff ùñ X topologisch

Definition 10.34

pV , } . }q normierter Vektorraum, also auch metrischer Raum
V vollständig ðñ V Banachraum

Definition 10.35
pV , x | yq Vektorraum mit Skalarprodukt, also auch metrischer Raum
V vollständig ðñ V Hilbertraum
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Satz 10.36

pX ,dq metrischer Raum
(i) pxnqnPN Cauchy-Folge ùñ txn | n P Nu beschränkt
(ii) pxnqnPN konvergent ùñ pxnqnPN Cauchy-Folge

Beweis: (analog zu R)
(i) pxnqnPN Cauchy-Folge
ùñ D N mit dpxn, xmq ď 1 @ n,m ě N
Setze r “ maxtdpx1, xNq, . . . ,dpxN´1, xNqu ` 1
Dann xk P Br pxNq @ k P N
(ii) limn xn “ x . Sei ε ą 0. Bestimme N, so dass

dpx , xnq ă
ε

2
@ n ě N

Dann @ n,m ě N

dpxn, xmq ď dpxn, xq ` dpx , xmq ď
ε

2
`

ε

2
“ ε l
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Beispiele vollständiger Räume
Beispiel 10.37

RN und CN sind vollständig (Ana 1)

Beispiel 10.38
Cpra,bsq versehen mit der Norm } . }8 (Beispiel 10.4) ist wegen
folgendem Resultat vollständig (Verallgemeinerung Satz 11.25)

Satz 10.39 (Uniforme Limites stetiger Funktionen sind stetig)

fn P Cpra,bsq und g : ra,bs Ñ R mit limnÑ8 }fn ´ g}8 “ 0
ùñ g P Cpra,bsq

Bemerkung 10.40
Also ist pCpra,bsq, } . }8q ein Banachraum
Die von } . }8 induzierte Metrik heißt auch die Metrik der uniformen
Konvergenz, manchmal auch der gleichmäßigen Konvergenz
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Beweis von Satz 10.39: Sei x P ra,bs und ε ą 0
ùñ D N mit }fn ´ g}8 ă ε

3 @ n ě N
fN stetig bei x ùñ D Umgebung δ ą 0, so dass

|fNpxq ´ fNpx 1q| ă
ε

3
@ x 1 P Bδpxq

Somit für x 1 P Bδpxq gilt

|gpxq ´ gpx 1q| ď |gpxq ´ fNpxq| ` |fNpxq ´ fNpx 1q| ` |fNpx 1q ´ gpx 1q|

ă }g ´ fN}8 `
ε

3
` }fN ´ g}8 ă

ε

3
`
ε

3
`
ε

3
ă ε

l

Beispiel 10.41

L2pra,bsq Menge der quadrat-integrierbaren Funktionen mit
Skalarprodukt

xf |gy “
ż b

a
dx f pxqgpxq

ist vollständig, also Hilbert-Raum (Riesz-Fischer, Beweis später)

Mathematik für Physiker 2 10. Topologische Grundlagen 238 / 359



Fakt: Es gibt unvollständige metrische Räume,
aber jeder metrische Raum pX ,dq kann vervollständigt werden:
Setze Y “ tpxnqnPN Cauchy-Folge in Xu und X̃ “ Y {„, wobei

pxnqnPN „ pynqnPN ðñ lim
nÑ8

dpxn, ynq “ 0

Definiere d̃ppxnqnPN, pynqnPNq “ limnÑ8 dpxn, ynq (Limes existiert!)
Einbettung: I : X Ñ X̃ Ipxq “ pxqnPN konstante Folge

Satz 10.42
pX̃ , d̃q ist vollständig und X Ă X̃ dicht,
d.h. zu jedem x̃ P X̃ und Umgebung Ũ von x̃ existiert x P X mit x P Ũ

Ohne detaillierten Beweis, aber im Prinzip genauso wie bei R

Beispiel 10.43

Zu X “ Q ist X̃ “ R
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Satz 10.44 (Fixpunktsatz von Banach)
pX ,dq vollständiger metrischer Raum
f : X Ñ X Lipshitz-stetig mit Lipshitzkonstante L ă 1, d.h.

dpf pxq, f pyqq ď L dpx , yq

ùñ f hat genau einen Fixpunkt x P X, d.h. f pxq “ x
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Beweis: Sei xn “ f pxn´1q Orbit von beliebigem Startpunkt x0 P X

dpxn, xn`1q “ dpf pxn´1q, f pxnqq ď L dpxn´1, xnq ď . . . ď Ln dpx0, x1q

Zudem nach der Dreiecksungleichung für n ď m:

dpxn, xmq ď dpxn, xn`1q ` dpxn`1, xn`2q ` . . .` dpxm´1, xmq

ď Ln

˜

m´n
ÿ

k“0

Lk

¸

dpx0, x1q ď Ln 1
1´ L

dpx0, x1q

Somit ist pxnqně0 eine Cauchy-Folge in X
Wegen Vollständigkeit von X existiert Limespunkt x “ limnÑ8 xn

Nun ist limnÑ8 dpf pxq, f pxnqq ď limnÑ8 L dpx , xnq “ 0 und somit

f pxq “ lim
nÑ8

f pxnq “ lim
nÑ8

xn`1 “ x

Also ist x Fixpunkt. Sei x 1 ein zweiter Fixpunkt. Dann

dpx , x 1q “ dpf pxq, f px 1qq ď L dpx , x 1q

was wegen L ă 1 impliziert, dass dpx , x 1q “ 0, d.h. x “ x 1 ist l
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Definition 10.45
pX ,Oq topologischer Raum

(i) pAiqiPI offene Überdeckung von X ðñ Ai P O und
Ť

iPI Ai “ X
(ii) pAiqiPI0 Teilüberdeckung von pAiqiPI ðñ I0 Ă I und X “

Ť

iPI0 Ai

(iii) X kompakt ðñ X Hausdorff und jede offene Überdeckung von X
besitzt eine endliche Teilüberdeckung

(iv) K Ă X kompakt ðñ K kompakt bez. Unterraumtopologie
ðñ @ pBiqiPI offen in Hausdorff X und

Überdeckung von K D endliche Teilüberdeckung von K

Beispiel 10.46
1. p0,1q nicht kompakte Teilmenge von R

weil: p0,1q “
Ť

ně1
`1

n ,1
˘

ohne endliche Teilüberdeckung
2. Später: Satz von Heine-Borel zeigt r0,1s kompakt
3. Endliche Mengen sind immer kompakt
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Satz 10.47

pX ,Oq Hausdorff und K Ă X kompakt. Dann
(i) K abgeschlossen
(ii) A Ă K abgeschlossen in K ùñ A kompakt

Beweis: (i) Sei y P K c . Verwende die Trennungseigenschaft
Zu jedem x P K bestimme offene Umgebungen
Upxq von x und Vxpyq von y mit Upxq X Vxpyq “ H
ùñ

Ť

xPK Upxq offene Überdeckung von kompakter Menge K
ùñ D endliche Teilüberdeckung pUpxnqqn“1,...,N von K

ùñ
ŞN

n“1 Vxnpyq offene Umgebung von y mit
ŞN

n“1 Vxnpyq Ă K c

Somit ist K c Umgebung all seiner Punkte
ùñ K c offen nach Satz 10.21
ùñ K abgeschlossen
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(ii) pAiqiPI offene Überdeckung von A
ùñ @ i P I D Bi Ă K offen in K mit Ai “ Bi X K
ùñ ppBiqiPI ,Ac “ K zAq offene Überdeckung von K (weil Ac offen!)
ùñ D endliche Teilüberdeckung pBi1 , . . . ,BiN ,A

cq von K
ùñ pAi1 , . . . ,AiN q endliche Teilüberdeckung von A l

Satz 10.48

pX ,dq metrischer Raum , K Ă X kompakt
ùñ K beschränkt, d.h. diampK q “ supx ,yPK dpx , yq ă 8

Beweis: x P K , pBnpxqqnPN ist offene Überdeckung von K
ùñ D endliche Teilüberdeckung pBni pxqqi“1,...,N

ùñ K Ă BnN pxq
ùñ diam K ă nN ă 8 l
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Definition 10.49
pX ,Oq Hausdorff-Raum , A Ă X

(i) X folgenkompaktðñ jede Folge in X besitzt konvergente Teilfolge
(ii) A folgenkompakt

ðñ A versehen mit Unterraumtopologie folgenkompakt

Satz 10.50

pX ,dq metrischer Raum. Äquivalent sind
(i) X kompakt
(ii) X folgenkompakt
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Lemma 10.51 (Lebesguesches Überdeckungslemma)

pX ,dq folgenkompakt, pAiqiPI offene Überdeckung von X
ùñ D Lebesgue’sche Zahl δ ą 0, so dass @ x P X D i P I mit Bδpxq Ă Ai

Beweis: Gegenannahme: E solches δ ą 0
ùñ @ n ě 1 D xn P X mit B 1

n
pxnq Ć Ai @ i P I

Sei x0 HP von pxnqně1 (nach Voraussetzung)
Sei i0 P I, so dass x0 P Ai0 (Überdeckung)
Sei ε ą 0, so dass Bεpx0q Ă Ai0 (Ai0 offen)
Wähle k ě 2

ε mit xk P B ε
2
px0q (x0 ist HP)

ùñ B 1
k
pxk q Ă B ε

2
pxk q

Dreieck
Ă Bεpx0q Ă Ai0 Widerspruch  l
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Lemma 10.52

pX ,dq folgenkompakt
ùñ @ δ ą 0 D endlich viele x1, . . . , xr mit X “

Ťr
j“1 Bδpxjq

Beweis: Gegenannahme:
D δ ą 0 mit X ‰

Ťr
j“1 Bδpxjq für jede Wahl von x1, . . . , xr und r P N

Sei y0 beliebig ùñ D y1 mit dpy1, y0q ě δ (Aussage für Fall r “ 1)
ùñ D y2 mit dpy2, y1q ě δ und dpy2, y0q ě δ (Fall r “ 2)
Iteration: @ n P N

D yn mit dpyk , ynq ě δ @ k ă n

Diese Folge pynqnPN erfüllt also dpyn, ymq ě δ @ n,m P N
Also kann diese Folge keinen HP oder konvergente Teilfolge haben
Widerspruch zur Folgenkompaktheit  l
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Beweis von Satz 10.50:

(ii)ùñ(i), d.h. folgenkompakt ùñ kompakt (schwierigerer Teil)
Sei pAiqiPI gegebene offene Überdeckung
Sei δ ą 0 zugehörige Lebesguezahl
Nach Lemma 10.52 wähle x1, . . . , xr mit X “

Ťr
j“1 Bδpxjq

Da Bδpxjq Ă Aij für geeignetes ij nach Lemma 10.52 gilt X “
Ťr

j“1 Aij

d.h. es gibt endliche Teilüberdeckung
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(i)ùñ(ii), d.h. kompakt ùñ folgenkompakt
Sei pxnqnPN beliebige Folge in X . Ziel: Konstruktion von HP
Setze

An “ tx P X | @ ε ą 0 D k ě n mit xk P Bεpxqu
“ tx P X | x BP von txk | k ě nu u Ă An´1

An abgeschlossen nach Satz 10.24 (da alle BP enthalten)
Behauptung:

Ş

ně1 An ‰ H

Begründung: Sonst wäre
Ť

ně1 Ac
n “ X offene Überdeckung

X komp.
ùñ

ŤN
n“1 Ac

n “ X endliche Teilüberdeckung

ùñ H “
ŞN

n“1 An “ AN , aber AN ‰ H. Widerspruch  

Also D x P
Ş

ně1 An, d.h. x BP von txk | k ě nu @ n P N
ùñ x HP von pxnqnPN (@ ε ą 0 D unendlich viele n mit dpx , xnq ă ε)
Nach Satz 10.32 existiert zu diesem HP eine konvergente Teilfolge l
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Satz 10.53 (Satz von Heine-Borel)

Sei Rd versehen mit der euklidische Metrik und A Ă Rd . Dann:
A kompakt ðñ A beschränkt und abgeschlossen

Beweis:
”ùñ” Satz 10.47 und Satz 10.48
”ðù”
Bolzano-Weierstrass: Jede beschränkte Folge in Rd besitzt einen HP
Also hat Folge pxnqnPN in A einen HP x , der auch BP von A ist
(entweder x “ xn für unendlich viele n, oder x HP von txn | n P Nu)
Jetzt:
A abgeschlossen ùñ x P A nach Satz 10.24
Somit hat jede Folge in A einen HP in A
ùñ A kompakt nach Satz 10.50

l
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11 Stetige Funktionen
Definition 11.1 (Grenzwerte von Funktionen)
Seien X ,Y Hausdorff-Räume, H ‰ A Ă X und a P X BP von A
Für eine Funktion f : A Ñ Y und b P Y sei definiert:
limxÑa f pxq “ b
ðñ @ Umgebungen V pbq D Umgebung Upaq mit f pUpaq X Aq Ă V pbq

Lemma 11.2
Grenzwerte von Funktionen sind eindeutig

Beweis: (wie Satz 10.31) Seien b1 ‰ b2 P Y zwei Grenzwerte
ùñ D Umgebungen V pb1q, V pb2q mit V pb1q X V pb2q “ H

Def.
ùñ D Umgebungen U1paq, U2paq mit f pUjpaq X Aq Ă V pbjq, j “ 1,2
ùñ f pU1paq XU2paq XAq Ă

Ş

j“1,2 f pUjpaq XAq Ă V pb1q XV pb2q “ H

ùñ U1paq X U2paq X A “ H, aber U1paq X U2paq Umgebung von a
ùñ a nicht BP von A. Widerspruch  l
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Satz 11.3

pX ,dq, pY ,d 1q metrische Räume, f : A Ă X Ñ Y und a BP von A.
Äquivalent sind:

(i) limxÑa f pxq “ b
(ii) @ ε ą 0 D δ ą 0 mit f pBδpaq X Aq Ă B1εpbq
(iii) @ ε ą 0 D δ ą 0, so dass für x P A mit dpx ,aq ă δ gilt d 1pf pxq,bq ă ε

(iv) @ Folgen pxnqnPN in A mit limn xn “ a gilt limn f pxnq “ b

Beweis: (i)ùñ(ii) Sei ε ą 0. Dann B1εpbq Umgebung von b
ùñ D Umgebung Upaq mit f pUpaq X Aq Ă B1εpbq
ùñ D δ ą 0 mit Bδpaq Ă Upaq (da Upaq Umgebung von a)
Somit f pBδpaq X Aq Ă f pUpaq X Aq Ă B1εpbq
(i)ðù(ii) Sei V pbq Umgebung von b
ùñ D ε ą 0 mit B1εpbq Ă V pbq
Voraus.
ùñ D δ ą 0 mit f pBδpaq X Aq Ă B1εpbq Ă V pbq

Zudem ist Bδpaq Umgebung von a, so dass (i) gilt.
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(ii)ðñ(iii) ist lediglich Umformulierung

(iii)ùñ(iv) Sei pxnqnPN Folge in A mit limn xn “ a
Zu beliebigem ε ą 0 wähle δ ą 0 wie in (iii)
ùñ D N mit dpxn,aq ă δ @ n ě N
(iii)
ùñ d 1pf pxnq,bq ă ε @ n ě N
Somit limn f pxnq “ b

(iv)ùñ(iii) Gelte Negation von (iii)
ùñ D ε ą 0 @ δ ą 0 D x P A mit dpx ,aq ă δ, so dass d 1pf pxq,bq ě ε

Insbesondere für δ “ 1
n D xn P A mit dpxn,aq ă 1

n und d 1pf pxnq,bq ě ε

Also limn xn “ a, aber limn f pxnq ‰ b, d.h. Negation von (iv) l
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Beispiel 11.4
X “ Y “ C mit euklidischer Metrik dpz, z 1q “ |z ´ z 1|
Wir zeigen:

lim
zÑ0

ez ´ 1
z

“ 1

Beachte e0´1
0 “ 0

0 nicht definiert, aber 0 BP des Definitionsbereiches!
In der Tat, für z P C mit |z| ă 1 gilt

d
ˆ

ez ´ 1
z

,1
˙

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ez ´ 1
z

´ 1
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

ně2

1
n!

zn´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

ně2

1
n!
|z| “ c |z| “ c dpz,0q

wobei c “
ř

ně2
1
n!

Zu ε ą 0 wähle δ “ ε
c . Dann: dpz,0q ă δ gibt dpf pzq,1q ă ε
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Satz 11.5 (Cauchy-Kriterium)
pX ,dq, pY ,d 1q metrische Räume und sei pY ,d 1q vollständig
Ferner sei a BP von A Ă X und f : A Ñ Y Abbildung. Dann:
limxÑa f pxq existiert ðñ @ ε ą 0 D δ ą 0, so dass für x , x 1 P A mit
dpx ,aq ă δ, dpx 1,aq ă δ gilt d 1pf pxq, f px 1qq ă ε

Bemerkung 11.6
Beachte, dass Grenzwert b “ limxÑ0 f pxq hier nicht benötigt wird,
um Konvergenz zu untersuchen (aber auch nicht berechnet wird)

Beweis: ”ùñ” (ohne Vollständigkeit von Y )
limxÑa f pxq “ b
ùñ @ ε ą 0 D δ ą 0 mit dpx ,aq ă δ gilt d 1pf pxq,bq ă ε

2

ùñ @ x , x 1 P A mit dpx ,aq ă δ, dpx 1,aq ă δ gilt

d 1pf pxq, f px 1qq ď d 1pf pxq,bq ` d 1pf px 1q,bq ă
ε

2
`
ε

2
“ ε
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”ðù” Verwende Kriterium (iv) von Satz 11.3
Sei pxnqnPN Folge in A mit lim xn “ a.
Wir zeigen, dass pf pxnqqnPN Cauchy-Folge in pY ,d 1q
In der Tat, sei ε ą 0. Wähle δ ą 0 gemäß Voraussetzung
Nach Konvergenz lim xn “ a D N mit dpxn,aq ă δ @ n ě N
also nach Vorausetzung d 1pf pxnq, f pxmqq ă 2ε @ n,m ě N, d.h. Cauchy

Weiter: Y vollständig ùñ lim f pxnq “ b existiert
Gegeben andere Folge px 1nqnPN mit lim x 1n “ a und lim f px 1nq “ b1

Wir zeigen b “ b1, was dann den Beweis beendet

In der Tat, betrachte px2n qnPN “ px0, x 10, x1, x 11, . . .q
Dann lim x21 “ a und auch lim f px2n q “ b2 existiert
Aber b2 “ b1 und b2 “ b l
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Beispiel 11.7 (Funktionen ohne Grenzwerte)

Zu X ,Y “ R und A “ Rzt0u betrachte f pxq “ sin
` 1

x

˘

für x P A

limxÑ0 sin
` 1

x

˘

existiert nicht

In der Tat, zu xn “
1

2πn`π
2
Ñ 0 gilt f pxnq “ 1

aber zu x 1n “
1

2πn` 3π
2
Ñ 0 gilt f px 1nq “ ´1

Tatsächlich:
@ b P r´1,1s D Folge pxnqnPN mit lim xn “ 0 und lim f pxnq “ b

Beispiel 11.8

X ,Y P R und f pxq “ sgnpxq “

#

1 x ą 0
´1 x ă 0

, x P Rzt0u

limxÑ0 f pxq existiert nicht
Hier ist jedoch Limes von rechts und links sinnvoll
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Definition 11.9
a P R Berührungspunkt von A Ă R und f : A Ñ pY ,d 1q

(i) limxÓa f pxq “ b (rechtsseitiger Limes)
ðñ @ Folgen pxnqnPN in A mit xn ą a, lim xn “ a gilt lim f pxnq “ b

(ii) limxÑ8 f pxq “ b (uneigentlicher Limes)
ðñ @ Folgen pxnqnPN in A mit lim xn “ 8 gilt lim f pxnq “ b

(iii) Analog linksseitiger Limes limxÒa f pxq und limxÑ´8 f pxq

Beispiele
1. limxÓ0 sgnpxq “ 1
2. limxÒ0 sgnpxq “ ´1
3. limxÑ8 sin

` 1
x

˘

“ 0
4. limxÑ8 sinpxq existiert nicht
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Satz 11.10 (Regeln für Limites komplexwertiger Funktionen)
pX ,dq metrischer Raum, a BP von A Ă X, f ,g : A Ñ C und λ P C.
Jeweils wenn rechte Seiten existieren, gilt:

(i) limxÑapf pxq ` λgpxqq “ plimxÑa f pxqq ` λplimxÑa gpxqq
(ii) limxÑapf pxq ¨ gpxqq “ plimxÑa f pxqqplimxÑa gpxqq

(iii) limxÑa
f pxq
gpxq “

limxÑa f pxq
limxÑa gpxq , falls limxÑa gpxq ‰ 0

Falls X “ R, gilt alles auch für einseitige und uneigentliche Limites
Die Linearität in (i) gilt auch für vektorwertige Funktionen

Beweis: Mit Satz 11.3(iv) übertragen sich die Regeln für konvergente
Zahlenfolgen (Ana 1) l

Jetzt: Im Allgemeinen hat der Grenzwert b “ limxÑa f pxq nichts mit
dem Funktionswert f paq zu tun (falls a im Definitionsbereich)
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Definition 11.11
X ,Y Hausdorff-Raum, f : X Ñ Y Abbildung und x0 P X

(i) f stetig in x0 ðñ limxÑx0 f pxq “ f px0q

(auf der rechten Seite: Limes existiert und gleich f px0q)
(ii) f stetig (im Großen) ðñ f stetig in allen Punkten x0 P X

Satz 11.12

Äquivalent sind
(i) f stetig in x0

(ii) @ Umgebungen V von f px0q D Umgebung U von x0 mit f pUq Ă V
(iii) @ Umgebungen V von f px0q ist f´1pV q Umgebung von x0

Beweis:
(i)ðñ(ii) nach Definition des Grenzwertes (iii)ùñ(ii) klar
(ii)ùñ(iii) f pUq Ă V ùñ U Ă f´1pf pUqq “ f´1pV q
Da U Umgebung von x0 ist, ist auch f´1pV q Umgebung von x0. l
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Satz 11.13

pX ,OX q, pY ,OY q Hausdorff-Räume und f : X Ñ Y. Äquivalent sind:
(i) f stetig
(ii) Urbilder offener Mengen sind offen, d.h. @ A P OY gilt f´1pAq P OX

(iii) Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen

Beweis: (i)ùñ(ii) A Ă Y offen. Sei x P f´1pAq
ùñ f pxq P A, d.h. A offene Umgebung von f pxq
ùñ f´1pAq Umgebung von x nach Satz 11.12. Dies gilt @ x P X
ùñ f´1pAq Umgebung all seiner Punkte, also offen (Satz 10.21)
(ii)ùñ(i) V Umgebung von f pxq
ùñ D offene Umgebung V 1 Ă V von f pxq
(ii)
ùñ f´1pV 1q offene Umgebung von x P f´1pV 1q mit f pf´1pV 1qq Ă V
(ii)ðñ(iii) A Ă Y abgeschlossen ðñ Komplement Ac in Y offen
ðñ f´1pAcq “ f´1pAqc offen ðñ f´1pAq abgeschlossen l
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Satz 11.14 (Hintereinanderausführung stetiger Abbildungen)
f : pX ,OX q Ñ pY ,OY q und g : pY ,OY q Ñ pZ ,OZ q stetig
ùñ g ˝ f : pX ,OX q Ñ pZ ,OZ q stetig

Beweis: pg ˝ f q´1pAq “ f´1pg´1pAqq P OX da g´1pAq P OY für A P OZ
l

Satz 11.15 (Hölder-Kriterium für Stetigkeit)
pX ,dq, pY ,d 1q metrische Räume, f : pX ,dq Ñ pY ,d 1q Hölder-stetig,
d.h. es existiere Hölder-Exponent α ą 0 und L P R mit

d 1pf pxq, f px 1qq ď L dpx , x 1qα @ x , x 1 P X
ùñ f stetig

Beweis: Sei x0 P X und ε ą 0. Setze δ “ p εLq
1
α

Dann für alle x P X mit dpx , x0q ă δ

dpf pxq, f px0qq ď L dpx , x0q
α ă L

ε

L
“ ε

Somit limxÑx0 f pxq “ f px0q @ x0 P X l
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Nun zu strukturerhaltenden Abbildungen der Topologie

Definition 11.16
Abbildung f : pX ,OX q Ñ pY ,OY q heißt Homöomorphismus
ðñ f bijektiv und f sowie f´1 stetig
Falls so eine Abbildung existiert sind X und Y homöomorph

Beispiel 11.17
Seien I “ p0,1q, J “ p0,8q versehen mit Unterraumtopologoie von R
Dann sind I und J homöomorph
Ein Homöomorphismus ist f pxq “ tanpπ2 xq

Bemerkung 11.18
Homöomorphe Räume sind mit Mitteln der Topologie ununterscheidbar
Natürlich haben I und J unterschiedliche Länge,
aber dies ist eine metrische Eigenschaft
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Satz 11.19 (Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt)

f : pX ,OX q Ñ pY ,OY q stetig zwischen Hausdorff Räumen
K Ă X kompakt ùñ f pK q kompakt

Beweis: pBiqiPI offene Überdeckung von f pK q Ă
Ť

iPI Bi . Also

K Ă f´1pf pK qq Ă
ď

iPI

f´1pBiq
loomoon

offen, da f stetig

offene Überdeckung

ùñ D endliches I0 Ă I mit K Ă
Ť

iPI0 f´1pBiq

ùñ f pK q Ă f
´

Ť

iPI0 f´1pBiq
¯

“
Ť

iPI0 Bi

also f pK q kompakt l
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Satz 11.20 (Extrema stetiger Funktion auf Kompaktum)

K kompakt und f : K Ñ R stetig
ùñ D x0 P K mit f px0q “ supxPK f pxq “ maxxPK f pxq

Beweis: f pK q Ă R kompakt nach Satz 11.19
ùñ f pK q beschränkt und abgeschlossen (nach Heine-Borel)
Sei M “ sup f pK q, dann M Berührungspunkt von f pK q
Da f pK q abgeschlossen, ist M P f pK q
ùñ D x0 P K mit f px0q “ M l

Achtung: x0 im Allgemeinen nicht eindeutig!
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Eine Anwendung von Satz 11.20 ist Beweis von

Theorem 11.21 (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei Ppzq “
řN

n“0 anzn mit an P C, aN ‰ 0
Dann existieren z1, . . . , zN P C (eventuell gleich), so dass

Ppzq “ aNpz ´ z1qpz ´ z2q ¨ ¨ ¨ pz ´ zNq

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass eine Nullstelle zN existiert

(danach betrachte das Polynom Ppzq
z´zN

)
Setze µ “ infzPC |Ppzq|
Für |z| “ R P R gilt

|Ppzq| ě RN
ˆ

|aN | ´ |aN´1|
1
R
´ . . . ´ |a0|

1
RN

˙

Somit existiert ein Rc , so dass

|Ppzq| ą µ @ z P C, |z| ě Rc
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Auf dem Kompaktum BRc p0q “ tz P C | |z| ď Rcu nimmt stetige
Funktion |P| ihr Infimum an (Satz 11.20), d.h. D zN P BRc p0q mit

|PpzNq| “ µ

Behauptung: µ “ 0

Gegenannahme µ ą 0. Definiere Polynom Qpzq “ Ppz`zNq

PpzNq

Q ist nicht konstant und erfüllt Qp0q “ 1 und |Qpzq| ě 1
Somit existiert k P t1, . . . ,Nu, so dass

Qpzq “ 1` bkzk ` . . .` bNzN mit bk ‰ 0 , bn P C

Sei θ P
“

0, 2π
k

˘

definiert durch eikθ “ ´
|bk |
bk

Für r ą 0 und r k |bk | ă 1 folgt |1` bk preiθqk | “ 1´ r k |bk | und somit

|Qpreiθq| ď 1´ r k |bk | ` r k`1|bk`1| ` . . .` rN |bN |

“ 1´ r k p|bk | ´ r |bk`1| ´ . . .´ rN´k |bN |q

ď 1´ r k |bk | ¨
1
2 ă 1

Letzteres für r ausreichend klein. Widerspruch  l

Mathematik für Physiker 2 11. Stetige Funktionen 267 / 359



Satz 11.22 (Stetige Funktion auf Kompaktum)
X kompakt und f : pX ,dq Ñ pY ,d 1q stetig
ùñ f gleichmäßig stetig auf X , d.h. @ ε ą 0 D δ ą 0 mit

dpx , x 1q ă δ ùñ d 1pf pxq, f px 1qq ă ε

Beweis: Gegenannahme: D ε ą 0 : @ n ě 1 D xn, x 1n mit

dpxn, x 1nq ă
1
n

d 1pf pxnq, f px 1nqq ě ε

X kompakt ùñ pxnk qkPN konvergente Teilfolge und x “ lim xnk

Dann

dpx , x 1nk
q ď dpx , xnk q ` dpxnk , x

1
nk
q ď dpx , xnk q `

1
nk

kÑ8
ÝÝÝÑ 0

Somit: lim x 1nk
“ x “ lim xnk

f stetig ùñ y “ f pxq “ limkÑ8 f pxnk q “ limkÑ8 f px 1nk
q

Aber ε ď d 1pf pxnk q, f px
1
nk
qq ď d 1pf pxnk q, yq ` d 1py , f pxnk qq Ñ 0

Widerspruch  l
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Definition 11.23
pX ,OX q topologischer Raum und pY ,d 1q metrischer Raum
FpX ,Y q “ tf : X Ñ Y beschränkte Abbildungu
CbpX ,Y q “ tf : X Ñ Y beschränkte stetige Abbildungu Ă FpX ,Y q
Auf FpX ,Y q definiere

Dpf ,gq “ sup
xPX

d 1pf pxq,gpxqq

Konvergenz einer Folge pfnqnPN in FpX ,Y q bez. Metrik D heißt
uniforme oder gleichmäßige Konvergenz auf X
Bezeichnung: g “ u-lim fn.

Bemerkung 11.24
Spezialfall X “ ra,bs, Y “ R
ergibt pCpra,bsq, } . }8q, wobei Dpf ,gq “ }f ´ g}8
Satz 10.39 über Vollständigkeit wird nun verallgemeinert:
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Satz 11.25 (Uniforme Limites stetiger Funktionen sind stetig)

X Hausdorff-Raum und pY ,d 1q metrischer Raum
fn P CbpX ,Y q und g P FpX ,Y q mit limnÑ8Dpfn,gq “ 0
ùñ g P CbpX ,Y q

Beweis: (Genau wie Satz 10.39) Sei x P X und ε ą 0
ùñ D N mit Dpg, fnq ă ε

3 @ n ě N
fN stetig bei x ùñ D Umgebung U von x , so dass

d 1pfNpxq, fNpx 1qq ă
ε

3
@ x 1 P U

Somit für x 1 P U gilt

d 1pgpxq,gpx 1qq ď d 1pgpxq, fNpxqq ` d 1pfNpxq, fNpx 1qq ` d 1pfNpx 1q,gpx 1qq

ď Dpg, fNq `
ε

3
` DpfN ,gq ă ε

l
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Satz 11.26 (Cauchy-Kriterium für uniforme Konvergenz)
pY ,d 1q vollständig und fn : X Ñ Y stetig und beschränkt. Dann:
pfnqnPN uniform konvergent auf X ðñ pfnqnPN Cauchy-Folge bez. D
Also pCbpX ,Y q,Dq vollständig

Beweis: Rechte Seite: @ ε ą 0 D N mit Dpfn, fmq ă ε @ n,m ě N
”ùñ” klar nach Satz 10.36
”ðù” @ x P X gilt d 1pfnpxq, fmpxqq ď Dpfn, fmq
ùñ pfnpxqqnPN Cauchy-Folge in Y
ùñ gpxq “ limnÑ8 fnpxq existiert für alle x P X (da Y vollständig)

Noch zu zeigen: Konvergenz uniform (dann g stetig nach Satz 11.25)
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Sei ε ą 0. Wähle N “ Npεq, so dass

d 1pfnpxq, fmpxqq ă
ε

2
@ n,m ě N @ x P X

Außerdem wähle m “ mpxq ě N, so dass

d 1pgpxq, fmpxqpxqq ă
ε

2

Dann für n ą N:

Dpfn,gq “ sup
xPX

d 1pfnpxq,gpxqq

ď sup
xPX

d 1pfnpxq, fmpxqpxqq ` sup
xPX

d 1pfmpxqpxq,gpxqq

ď
ε

2
`
ε

2
“ ε

l
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12 Stetige lineare Operatoren

Ziel: Untersuchung der Stetigkeit von linearen Abbildungen
Wieso? Intrinsisch interessant und
wird benötigt z.B. für Analysis mehrdimensionaler Ableitungen

Erinnerung: Taylor-Formel für C2-Funktion f : D Ă RÑ R

f px0 ` vq “ f px0q ` f 1px0qv ` 1
2 f 2px0qv v ` Opv3q

für x0 P D und kleines v P R
Für Funktion f : D Ă Rn Ñ Rm wird gleiche Formel gelten, wobei:

x0 P D und v P Rn

f 1px0q : Rn Ñ Rm lineare Abbildung
f 2px0q : Rn ˆ Rn Ñ Rm bilineare symmetrische Abbildung
Analog f pkqpx0q k -lineare symmetrisch von Rn ˆ . . .ˆ Rn nach Rm
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Seien pV , }.}V q und pW , }.}W q normierte Vektorräume über K
Index an der Norm wird unterdrückt (aus Zusammenhang meist klar)

Definition 12.1 (Erinnerung)

Abbildung T : V Ñ W heißt K-linear oder K-linearer Operator
ðñ @ v ,w P V , λ P K gilt: T pv ` λwq “ T pvq ` λT pwq
Notation: LpV ,W q “ Menge linearer Abbildungen von V nach W
Zudem LpV q “ LpV ,V q

Theorem 12.1

Für eine lineare Abbildung T : pV , }.}q Ñ pW , }.}q sind äquivalent
(i) T stetig in 0
(ii) T stetig
(iii) T gleichmäßig stetig
(iv) T beschränkt, d.h. D M ą 0 mit }Tv} ď M}v} @ v P V
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Beweis:
(i) ùñ (iv) Gegenannahme: @ n P N D vn P V mit }Tvn} ą n}vn}

Setze wn “
vn

n}vn}
. Dann }wn} “

1
n und limnÑ8wn “ 0 P V

Aber }Twn} “
}Tvn}

n}vn}
ą 1, d.h. Twn konvergiert nicht gegen 0 P W

Also wäre T unstetig bei 0  
(iv) ùñ (iii) Nach Linearität gilt

}Tv ´ Tw} “ }T pv ´ wq} ď M }v ´ w}

Somit T global Lipshitz-stetig mit Lipshitz-Konstante M
Insbesondere also ist T gleichmäßig stetig.
(iii) ùñ (ii) ùñ (i) klar l

Definition 12.2
Für stetiges T P LpV ,W q ist Operatornorm definiert als

}T } “ sup
v‰0

}Tv}
}v}

“ sup
}v}“1

}Tv}
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Satz 12.3

Sei Kn versehen mit Maximumsnorm }.}8 und pV , }.}q normierter VR
Jede lineare Abbildung T : pKn, }.}8q Ñ pV , }.}q ist stetig

Beweis: Sei e1, . . . ,en die Standardbasis von Kn

Dann v “
řn

j“1 vjej P Kn und

}Tv} “ }

n
ÿ

j“1

vjTej}

ď maxt}Te1}, . . . , }Ten}u

n
ÿ

j“1

|vj |

ď C n }v}8

Also }T } ă 8 und T ist stetig (Anderer Beweis mit Satz 11.20) l

Beachte: Schranke explodiert im Limes unendlicher Dimensionen
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Satz 12.4

Seien pV , }.}q und pW , }.}q normierte Vektorräume
Definiere Menge der linearen und beschränkten Operatoren:

BpV ,W q “ tT P LpV ,W q | }T } ă 8u

pBpV ,W q, }.}q ist ein normierter Vektorraum, wobei
}.} : BpV ,W q Ñ Rě0 Opertornorm und pT ` λSqpvq “ Tv ` λSv

Beweis: Wenn T und S linear sind, dann auch T ` λS. Zudem

}pT ` λSqv} ď }Tv} ` |λ|}Sv} ď p}T } ` |λ|}S}q}v}

so dass T ` λS P BpV ,W q. Insbesondere also

}T ` S} ď }T } ` }S} }λT } “ |λ|}T }

Außerdem }T } “ 0 ðñ T “ 0. Also } . } Norm auf BpV ,W q l
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Definition 12.5 (Vergleiche Definition 10.34)

Ein vollständiger normierter Vektorraum heißt Banachraum

Satz 12.6

pV , } . }q normierter Raum und pW , } . }q Banachraum
ùñ pBpV ,W q, } . }q Banachraum

Beweis: Nach Satz 12.4 bleibt noch die Vollständigkeit zu zeigen
Sei also pTnqnPN Cauchy-Folge in BpV ,W q

Für jedes v P V ist dann

}Tnv ´ Tmv} “ }pTn ´ Tmqv} ď }Tn ´ Tm}}v}

d.h. pTnvqnPN Cauchy-Folge in W
Nach Vollständigkeit von W wird T : V Ñ W definiert durch

Tv “ lim
nÑ8

Tnv

Zu zeigen: T P Bpv ,wq und pTnqnPN konvergiert gegen T
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Sei ε ą 0. Dann D N mit }Tn ´ Tm} ă
ε
2 @ n,m ě N

Zudem: @ v P V D m ě N mit }Tv ´ Tmv} ă ε
2}v}

Weiter

}pT ´ Tnqv} ď }pT ´ Tmqv} ` }pTm ´ Tnqv} ď p ε2 `
ε
2q}v} “ ε }v}

ùñ }T ´ Tn} ď ε @ n ě N
ùñ pTnqnPN gegen T . Weiter, weil Tn linear,

}T pv ` λwq ´ Tv ´ λTw}
“ }pT ´ Tnqpv ` λwq ´ pT ´ Tnqv ´ λpT ´ Tnqw}

ď }T ´ Tn}p}v ` λw} ` }v} ` |λ|}w}q ` 0 nÑ8
ÝÝÝÑ 0

d.h. T linear. Zuletzt für n ausreichend groß,
}T } ď }T ´ Tn} ` }Tn} ď ε` }Tn} ă 8, also T beschränkt l
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Satz 12.7

Seien U,V ,W normierte Vektorräume und T P BpU,V q, S P BpV ,W q

Dann ist ST “ S ˝ T P BpU,W q und }ST } ď }S}}T }

Beweis: Linearität von ST klar, und @ u P U gilt

}STu} ď }S}}Tu} ď }S}}T }}u}

Somit
}ST } “ sup

u‰0

}STu}
}u}

ď }S}}T }

l

Definition 12.8

V normierter Vektorraum und sei BpV q “ BpV ,V q
pBpV q,`, ¨, ˝, } . }q ist eine normierte Algebra
Falls V vollständig, so auch BpV q vollständig (nach Satz 12.7)
und dann ist BpV q eine so genannte Banachalgebra
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Definition 12.9

Linearer Operator T : V Ñ W invertierbar ðñ T : V Ñ W bijektiv
Dann existiert Inverses T´1 : W Ñ V

Bemerkung 12.10 (Tiefliegender Satz der inversen Abbildung)

Inverses eines beschränkten invertierbaren Operators ist beschränkt

Satz 12.11

V ein Banachraum und T P BpV q Kontraktion, d.h. }T } ă 1
ùñ 1´ T invertierbar mit Inversen gegeben durch konvergente
Neumann Reihe (bez. Operatornorm):

p1´ T q´1 “
ÿ

ně0

T n

Zudem
}p1´ T q´1} ď

1
1´ }T }
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Beweis: Nach Satz 12.7 gilt }T n} ď }T }n. Somit

}

N
ÿ

n“0

T n} ď

N
ÿ

n“0

}T n} ď
1

1´ }T }

und
´

řN
n“0 T n

¯

NPN
Cauchy-Folge bez. Operatornorm

Nach Satz 12.7 konvergiert Reihe also gegen einen Operator S P BpV q
Es gilt:

p1´ T qS “

8
ÿ

n“0

T n ´

8
ÿ

n“1

T n “ 1

und analog Sp1´ T q “ 1. Also S “ p1´ T q´1. l
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Satz 12.12

Seien V ,W Banachräume und T P BpV ,W q invertierbar
Dann sind alle Elemente der offenen Kugel um T mit Radius r “ 1

}T´1}

Br pT q “ tS P BpV ,W q | }T ´ S} ă ru

invertierbar. Zudem gilt für S P Br pT q

}S´1} ď
}T´1}

1´ }T´1}}T ´ S}

}T´1 ´ S´1} ď
}T´1}2}T ´ S}

1´ }T´1}}T ´ S}

Bemerkung 12.13
Sprachgebrauch: Invertierbarkeit ist eine offene Bedingung
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Beweis: Da S “ T ´ pT ´ Sq “ T p1´ T´1pT ´ Sqq und

}T´1pT ´ Sq} ď }T´1}}T ´ S} ă 1 für S P B 1
}T´1}

pT q

folgt konvergente Neumann-Reihe (Satz 12.11)

p1´ T´1pT ´ Sqq´1 “

8
ÿ

n“0

pT´1pT ´ Sqqn P BpV q

und
}p1´ T´1pT ´ Sqq´1} ď

1
1´ }T´1}}T ´ S}

ùñ S´1 “ p1´ T´1pT ´ Sqq´1T´1 existiert und Schranke an }S´1}

Weiter

S´1 ´ T´1 “
´

p1´ T´1pT ´ Sqq´1 ´ 1
¯

T´1

“ p1´ p1´ T´1pT ´ Sqqqp1´ T´1pT ´ Sqq´1T´1

“ T´1pT ´ Sqp1´ T´1pT ´ Sqq´1T´1

so dass }S´1 ´ T´1} ď }T´1}}T ´ S} 1
1´}T´1}}T´S}}T

´1} l
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13 Differentialrechnung mehrerer Veränderlicher

Definition 13.1

V ,W normierte Vektorräume über R, z.B. V “ Rn und W “ Rm

Sei D Ă V offene Teilmenge und x0 P D
Abbildung f : D Ñ W heißt (Fréchet) differenzierbar in Punkt x0

ðñ D T P BpV ,W q, so dass

lim
xÑx0

}f pxq ´ f px0q ´ T px ´ x0q}

}x ´ x0}
“ 0

ðñ D T P BpV ,W q, so dass @ ε ą 0 D δ ą 0 mit

}f pxq ´ f px0q ´ T px ´ x0q} ă ε}x ´ x0} @ x ‰ x0 mit }x ´ x0} ă δ

Dann heißt T Ableitung von f in x0 und wird mit f 1px0q bezeichnet
Alternative Notationen: Bf px0q, Df px0q, df px0q, ∇f px0q ...
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Bemerkung 13.2
1. Im Fall V “ Rn und W “ Rm ist f 1px0q : Rn Ñ Rm linear,

also gegeben durch Matrix aus Matpn ˆm,Rq
2. Im Fall V “ W “ R stimmt die Definition mit Ana 1 überein

In der Tat: lineares T : RÑ R ist Multiplikation mit reeller Zahl,
d.h. BpR,Rq – R.

3. Definition 13.1 überträgt sich auch auf komplexe Vektorräume,
wenn BpV ,W q “ tkomplex lineare Abbildungenu
Differenzierbare Funktionen heißen dann holomorph
Für V “ W “ C (vgl. Funktionentheorie) ist f 1pz0q P BpC,Cq – C

Mathematik für Physiker 2 13. Differentialrechnung mehrerer Veränderlicher 286 / 359



Lemma 13.3
Wenn Ableitung existiert, dann ist sie eindeutig

Beweis:
Seien T ,T 1 zwei Ableitungen
Für alle ε ą 0 D δ ą 0 (für T ,T 1 gleichzeitig gewählt), so dass
@ x ‰ x0, }x ´ x0} ă δ gilt

}pT ´ T 1qpx ´ x0q}

}x ´ x0}
ď
}f pxq ´ f px0q ´ T px ´ x0q}

}x ´ x0}

`
}f pxq ´ f px0q ´ T 1px ´ x0q}

}x ´ x0}

ď ε` ε “ 2 ε

l
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Beispiel 13.4
(i) f “ w konstant ùñ f 1px0q “ 0 @ x0 P D
(ii) f : V Ñ V , f “ idv ùñ f 1px0q “ idv

(iii) f : V Ñ W linear, d.h. f P BpV ,W q. Dann f 1px0q “ f @ x0 P V , weil

}f pxq ´ f px0q ´ f px ´ x0q}

}x ´ x0}
“

0
}x ´ x0}

“ 0

Lemma 13.5

f differenzierbar in x0 ùñ f stetig in x0

Beweis: Für ε ą 0 existiert δ ą 0, so dass für }x ´ x0} ă δ gilt:

}f pxq ´ f px0q} ď }f pxq ´ f px0q ´ f 1px0qpx ´ x0q} ` }f 1px0qpx ´ x0q}

ď ε}x ´ x0} ` }f 1px0q}}x ´ x0}

Also ist f stetig in x0 l
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Satz 13.6 (Linearität, Produktregel, Kettenregel)

V ,W ,U normierte Vektorräume und D Ă V offen
f ,g : D Ñ W differenzierbar in x0 P D und λ P R

(i) f ` λg : D Ñ W differenzierbar in x0 und

pf ` λgq1px0q “ f 1px0q ` λg1px0q

(ii) Sei zudem W normierte Algebra (z.B. W “ R,C,Matpn ˆ n,Rqq
Dann ist f ¨ g : D Ñ W in x0 differenzierbar und

pf ¨ gq1px0q “ f 1px0qgpx0q ` f px0qg1px0q

(iii) h : f pDq Ă W Ñ U differenzierbar in f px0q

Dann ist h ˝ f differenzierbar in x0 und

ph ˝ f q1px0q “ h1pf px0qqf 1px0q
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Beweis:

(i) Nach der Dreiecksungleichung

}pf ` λgqpxq ´ pf ` λgqpx0q ´ pf 1px0q ` λg1px0qqpx ´ x0q}

}x ´ x0}

“
}f pxq ` λgpxq ´ f px0q ´ λgpx0q ´ f 1px0qpx ´ x0q ´ λg1px0qpx ´ x0q}

}x ´ x0}

ď
1

}x ´ x0}

”

}f pxq ´ f px0q ´ f 1px0qpx ´ x0q}

` |λ| }gpxq ´ gpx0q ´ g1px0qpx ´ x0q}
ı

xÑx0
ÝÝÝÑ 0
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(ii)

}f pxqgpxq ´ f px0qgpx0q ´ f 1px0qpx ´ x0qgpx0q ´ f px0qg1px0qpx ´ x0q}

}x ´ x0}

ď
1

}x ´ x0}

”

}f pxqgpxq ´ f px0qgpxq ´ f 1px0qpx ´ x0qgpxq}

` }f px0qgpxq ´ f px0qgpx0q ´ f px0qg1px0qpx ´ x0q}

` }f 1px0qpx ´ x0qpgpxq ´ gpx0qq}
ı

ď
1

}x ´ x0}

”

}f pxq ´ f px0q ´ f 1px0qpx ´ x0q}}gpxq}

` }f px0q}}gpxq ´ gpx0q ´ g1px0qpx ´ x0q}

` }f 1px0q}}x ´ x0}}gpxq ´ gpx0q}
ı

xÑx0
ÝÝÝÑ 0

weil g stetig in x0, siehe Lemma 13.5
Hierbei wurde Operatorungleichung }TS} ď }T }}S} verwandt
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(iii) Es gilt

1
}x ´ x0}

}h ˝ f pxq ´ h ˝ f px0q ´ h1pf px0qqf 1px0qpx ´ x0q}

ď
}hpf pxqq ´ hpf px0qq ´ h1pf px0qqpf pxq ´ f px0qq}

}x ´ x0}

}f pxq ´ f px0q}

}f pxq ´ f px0q}

`
}h1pf px0qqpf pxq ´ f px0q ´ f 1px0qpx ´ x0qq}

}x ´ x0}

ď
}hpf pxqq ´ hpf px0qq ´ h1pf px0qqpf pxq ´ f px0qq}

}f pxq ´ f px0q}
¨

¨

ˆ

}f pxq ´ f px0q ´ f 1px0qpx ´ x0q}

}x ´ x0}
`
}f 1px0qpx ´ x0q}

}x ´ x0}

˙

`
}h1pf px0qq} ¨ }f pxq ´ f px0q ´ f 1px0qpx ´ x0q}

}x ´ x0}
xÑx0
ÝÝÝÑ 0 ¨ C ` C ¨ 0 “ 0

l
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Satz 13.7 (Mittelwertsatz für reellwertige Funktionen)

V normierter Vektorraum und D Ă V offen
f : D Ñ R differenzierbar auf ganz D
Ferner x , y P D, so dass Intervall rx , ys “ tp1´ tq x ` ty | t P r0,1su in D
ùñ D t P p0,1q mit

f pyq “ f pxq ` f 1pp1´ tq x ` tyqpy ´ xq

Beweis: Definiere γ : r0,1s Ñ V durch γptq “ p1´ tqx ` ty

Dann ist f ˝ γ : r0,1s Ñ R stetig und differenzierbar auf p0,1q

Nach eindimensionalem Mittelwertsatz f ˝ γp1q “ f ˝ γp0q ` pf ˝ γq1ptq

Nach Kettenregel gilt pf ˝ γq1ptq “ f 1pγptqqγ1ptq “ f 1pγptqqpy ´ xq l
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Bemerkung 13.8
f 1px0q : V Ñ R ist lineare und stetige Abbildung
Falls V “ Rn ist sie durch Skalarprodukt mit Vektor gegeben,
der mit ∇f px0q P Rn bezeichnet wird, d.h.

f 1px0qpx ´ yq “ x∇f px0q | x ´ yyRn

Bemerkung 13.9
Für Funktionen, die nicht reellwertig sind, gilt der MWS nicht!
Dies zeigt schon folgendes zweidimensionale Beispiel:

f : r0,2πs Ñ C f pxq “ eix

f p0q “ f p2πq “ 1 f 1pxq “ ieix ‰ 0 @ x P r0,2πs

Aber f p2πq ‰ f p0q ` f 1ptq ¨ p2π ´ 0q @ t P r0,2πs

In vielen Situationen ist folgender Satz ein guter Ersatz:
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Satz 13.10 (Schrankensatz)

f : D Ñ W differenzierbar auf offenem D Ă V in normiertem Vektorr.
Ferner x , y P D, so dass rx , ys Ă D. Setze

M “ sup
tPr0,1s

}f 1pp1´ tqx ` tyq} “ sup
x 1Prx ,ys

}f 1px 1q}

Dann
}f pxq ´ f pyq} ď M }x ´ y}

Beweis: Gegenannahme: D ε ą 0 mit }f pxq ´ f pyq} ě pM ` εq}x ´ y}
Unterteile rx , ys “ rx , x0s Y rx0, ys mit Mittelpunkt x0 “

x`y
2 . Nun:

}f pxq ´ f px0q} ě pM ` εq}x ´ x0} oder }f px0q ´ f pyq} ě pM ` εq}x0 ´ y}
weil sonst Widerspruch zur Gegenannahme

}f pxq ´ f pyq} ď }f pxq ´ f px0q} ` }f px0q ´ f pyq}
ă pM ` εqp}x ´ x0} ` }x0 ´ y}q
“ pM ` εq}x ´ y} (weil x , x0, y auf Gerade liegen)
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Sei rx1, y1s Intervall mit ě (entweder rx , x0s oder rx0, ys)
Iteration dieser Konstruktion gibt Folge rxn, yns Ă rxn´1, yn´1s mit

}xn ´ yn} “
}x ´ y}

2n }f pxnq ´ f pynq} ě pM ` εq}xn ´ yn}

Nun existiert x 1 “ limnÑ8 xn “ limnÑ8 yn

Wiederum Ungleichung ě auf einem Teil von rxn, yns “ rxn, x 1sY rx 1, yns

Ohne Einschränkung für unendlich viele xn. Dann

}f 1px 1q} ě
}f 1px 1qpxn ´ x 1q}
}xn ´ x 1}

ě
}f pxnq ´ f px 1q}
}xn ´ x 1}

´
}f pxnq ´ f px 1q ´ f 1px 1qpxn ´ x 1q}

}xn ´ x 1}

ě pM ` εq ´
}f pxnq ´ f px 1q ´ f 1px 1qpxn ´ x 1q}

}xn ´ x 1}
nÑ8
ÝÝÝÑ pM ` εq

Widerspruch zur Voraussetzung  l
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Erinnerung:
V1 ˆ V2 kartesisches Produkt zweier normierter Vektorräume V1,V2

Vektorraumstruktur: px1, x2q ` λpy1, y2q “ px1 ` λy1, x2 ` λy2q

(Eine) Norm: }px1, x2q} “ }x1} ` }x2}

Definition 13.11 (Partielle Ableitungen)

D Ă V1 ˆ V2 offen und f : D Ñ W
f heißt partiell differenzierbar in px1, x2q P D
ðñ x P V1 ÞÑ f px , x2q differenzierbar in x1 und

x P V2 ÞÑ f px1, xq differenzierbar in x2

Zugehörige lineare Abbildungen Bx1 f px1, x2q P BpV1,W q und

Bx2 f px1, x2q P BpV2,W q heißen partielle Ableitungen

Gilt dies allen Punkten von D, heißt f partiell differenzierbar auf D

Analog Bxk f für f : D Ă V1 ˆ . . .ˆ Vn Ñ W und k “ 1, . . . ,n
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Wichtigster Spezialfall:
V “ Rn “ Rˆ . . .ˆ R und W “ Rm “ Rˆ . . .ˆ R

f “

¨

˚

˚

˝

f1
...

fm

˛

‹

‹

‚

: D Ă Rn Ñ Rm mit Komponentenfunktion f` : D Ă Rn Ñ R

Für k “ 1, . . . ,n und x “

¨

˚

˚

˝

x1
...

xn

˛

‹

‹

‚

ist Bxk f pxq : RÑ Rm lineare Abbildung

Diese partiellen Ableitungen existieren
ðñ alle f` : D Ă Rn Ñ R nach xk eindimensional differenzierbar

Bxk f`pxq Ableitung von y P R ÞÑ f`p. . . , xk´1, y , xk`1, . . .q P R bei y “ xk

Lineare Abbildung Bxk f pxq P BpR,Rmq – Rm ist ein Vektor

Bxk f pxq “

¨

˚

˚

˝

Bxk f1pxq
...

Bxk fmpxq

˛

‹

‹

‚

Mathematik für Physiker 2 13. Differentialrechnung mehrerer Veränderlicher 298 / 359



Definition 13.12 (Jacobi Matrix)
f : D Ă Rn Ñ Rm partiell differenzierbar
Jacobi Matrix Bf : D Ñ Matpm ˆ n,Rq ist definiert als

Bf “ pBx1 f , . . . , Bxn f q “

¨

˚

˚

˝

Bx1 f1 ¨ ¨ ¨ Bxn f1
...

...
Bx1 fm ¨ ¨ ¨ Bxn fm

˛

‹

‹

‚

Im Fall m “ 1 ist Bf pxq Zeilenvektor “ Vektor des Dualraums
Dieser Vektor ∇f pxq “ pBf pxqqT P Rn wird der Gradient genannt. Dann

f 1pxqv “ x∇f pxq|vyRn

∇f pxq ist dann ein Vektorfeld im Sinne folgender Definition:

Definition 13.13 (Vektorfeld)
Ein Vektorfeld auf D Ă Rn ist eine Funktion g : D Ñ Rn

g heißt Gradientenfeld ðñ D f : D Ă Rn Ñ R mit g “ ∇f pxq
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Weitere Begriffsbildungen aus partiellen Ableitungen:
Zu partiell differenzierbarem Vektorfeld g : D Ă Rn Ñ Rn ist Divergenz

divpgq “ ∇ ¨ g : D Ñ R divpgq “ Bx1g1 ` Bx2g2 ` . . .` Bxngn

Falls n “ 3 ist Rotation des Vektorfeldes ein neues Vektorfeld

rotpgq “

¨

˚

˝

Bx2g3 ´ Bx3g2

Bx3g1 ´ Bx1g3

Bx1g2 ´ Bx2g1

˛

‹

‚

Zuletzt sei f : D Ă Rn Ñ R zweimal partiell differenzierbar,
d.h. ∇f : D Ñ Rn sei auch partiell differenzierbar
Dann ist Laplaceoperator ∆ angewandt auf f definiert durch

∆f “ div∇f “ ∇ ¨∇f “ B2
x1

f ` . . .` B2
xn f : D Ñ R
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Satz 13.14 (Darstellung der Ableitung durch partielle Ableitung)

f : D Ă V1 ˆ V2 Ñ W differenzierbar in x “ px1, x2q P D
ùñ f partiell differenzierbar in x und für v1 P V1, v2 P V2

f 1pxqpv1, v2q “ Bx1 f pxqv1 ` Bx2 f pxqv2 “ pBx1 f pxq, Bx2 f pxqq

˜

v1

v2

¸

Lemma 13.15

Abbildung ϕ : BpV1,W q ˆ BpV2,W q Ñ BpV1 ˆ V2,W q gegeben durch

ϕpT1,T2qpx1, x2q “ T1x1 ` T2x2

ist linear, stetig und bijektiv mit stetigem Inversen ϕ´1

Hierbei ist BpV1,W q ˆ BpV2,W q wieder ein kartesisches Produkt
versehen mit Norm }pT1,T2q} “ }T1} ` }T2}
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Beweis: Umkehrabbildung ϕ´1 “ ppϕ´1q1, pϕ
´1q2q ist

pϕ´1q1pT qpx1q “ T px1,0q pϕ´1q2pT qpx2q “ T p0, x2q

wobei T P BpV1 ˆ V2,W q

Linearität von ϕ offensichtlich, Stetigkeit folgt aus

}ϕpT1,T2q} “ sup
}px1,x2q}“1

}ϕpT1,T2qpx1, x2q}

“ sup
}x1}`}x2}“1

}T1x1 ` T2x2}

ď }T1} ` }T2}

und Stetigkeit von ϕ´1 aus

}ϕ´1pT q} “ }pϕ´1q1pT q} ` }pϕ´1q2pT q}
“ sup

}x1}“1
}T px1,0q} ` sup

}x2}“1
}T p0, x2q}

ď }T } ` }T } “ 2 }T }
l
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Beweis von Satz 13.14:
Sei T “ f 1pxq P BpV1 ˆ V2,W q

Setze T1 “ pϕ
´1q1pT q P BpV1,W q und T2 “ pϕ

´1q2pT q P BpV2,W q

Nach Lemma 13.15 sind T1 und T2 linear und stetig. Außerdem

}f py , x2q ´ f px1, x2q ´ T1py ´ x1q}

}y ´ x1}

“
}f py , x2q ´ f px1, x2q ´ T py ´ x1,0q}

}y ´ x1}

“
}f py , x2q ´ f px1, x2q ´ T ppy , x2q ´ px1, x2qq}

}py , x2q ´ px1, x2q}
yÑx1
ÝÝÝÑ 0

Letzteres nach Differenzierbarkeit von f in px1, x2q

Somit gilt Bx1 f pxq “ T1

Analog erhält man Bx2 f pxq “ T2 l
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Beispiel 13.16 (Umkehrung von Satz 13.14 gilt nicht)

f : R2 Ñ R f px , yq “

#

2xy
x2`y2 , px , yq ‰ 0

0 , px , yq “ 0

f besitzt partielle Ableitungen (nachrechnen!)

Bx f px , yq “

#

2y
x2`y2 ´

4x2y
px2`y2q2

, px , yq ‰ 0

0 , px , yq “ 0

By f px , yq “

#

2x
x2`y2 ´

4y2x
px2`y2q2

, px , yq ‰ 0

0 , px , yq “ 0

Aber

f pr cosϕ, r sinϕq “
2r2 cosϕ sinϕ

r2pcos2 ϕ` sin2 ϕq
“ sinp2ϕq

so dass limpx ,yqÑ0 f px , yq nicht existiert
f also nicht stetig ist bei 0 und somit auch nicht differenzierbar
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Definition 13.17

V ,W normierte Vektorräume und D Ă V offen
f : D Ñ W stetig differenzierbar auf D
ðñ @ x0 P D ist f differenzierbar in x0

und Abbildung x P D ÞÑ f 1pxq P BpV ,W q ist stetig

Für stetig differenzierbare Funktionen gilt Umkehrung von Satz 13.14:

Satz 13.18

f : D Ă V1 ˆ V2 Ñ W partiell differenzierbar. Äquivalent sind:

(i) Bx1 f : D Ñ BpV1,W q und Bx2 f : D Ñ BpV2,W q stetig
(ii) f auf D stetig differenzierbar

Dann gilt f 1 “ ϕpBx1 f , Bx2 f q, wobei ϕ die Abbildung aus Lemma 13.15 ist

Analoges gilt für Abbildungen f : D Ă V1 ˆ . . .ˆ Vn Ñ W
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Beweis: (ii) ùñ (i) Da f 1 : D Ă V1 ˆ V2 Ñ BpV1 ˆ V2,W q stetig und

Bxj f “ pϕ´1qj ˝ f 1 : D Ñ BpVj ,W q j “ 1,2

folgt nach Lemma 13.15 die Stetigkeit der partiellen Ableitungen
(i) ùñ (ii) Wir zeigen, dass für px1, x2q P D gilt

f 1px1, x2qpy1 ´ x1, y2 ´ x2q “ Bx1 f px1, x2qpy1 ´ x1q ` Bx2 f px1, x2qpy2 ´ x2q

Die Stetigkeit folgt dann wieder aus Lemma 13.15. Tatsächlich @ ε ą 0:

}f py1, y2q ´ f px1, x2q ´ Bx1 f px1, x2qpy1 ´ x1q ´ Bx2 f px1, x2qpy2 ´ x2q}

ď }f py1, y2q ´ f px1, y2q ´ Bx1 f px1, y2qpy1 ´ x1q}

` }rBx1 f px1, y2q ´ Bx1 f px1, x2qspy1 ´ x1q}

` }f px1, y2q ´ f px1, x2q ´ Bx2 f px1, x2qpy2 ´ x2q}

ď ε}y1 ´ x1} ` ε}y1 ´ x1} ` ε}y2 ´ x2}

für }py1, y2q´ px1, x2q} ă δ, nach Def. & Stetigkeit partieller Ableitungen
Da ε beliebig klein, ist die Ableitung berechnet l
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Bemerkung 13.19
Wenn f : D Ă Rn Ñ Rm differenzierbar, so ist f 1pxq P BpRn,Rmq

durch Jacobi Matrix Bf “ pBxi fjqj“1,...,m, i“1,...,n gegeben (Satz 13.14),
d.h. für x P D und v P Rn

f 1pxqv “ Bf v “

¨

˚

˚

˝

řn
i“1 Bxi f1vi

...
řn

i“1 Bxi fmvi

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

x∇f1 | vyRn

...
x∇fm | vyRn

˛

‹

‹

‚

Insbesondere gilt im Fall m “ 1, d.h. f : D “ Rn Ñ R, dass

f 1pxqv “ x∇f pxq|vyRn v P Rn

Umgekehrt (Satz 13.18), wenn Jacobi Matrix existiert und stetige
Einträge hat, so stellt sie die Ableitung dar.
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Beispiel 13.20 (Differenzierbare Abbildung, die nicht stetig
partiell differenzierbar ist)

f : R2 Ñ R f px , yq “

#

x2y sin
` 1

x

˘

x ‰ 0
0 x “ 0

Dann

Bx f px , yq “

#

2xy sin
` 1

x

˘

´ y cos
` 1

x

˘

x ‰ 0
0 x “ 0

Letzteres, weil @ y P R

f pε, yq ´ f p0, yq ´ 0 ¨ pε´ 0q
ε

“ εy sin
ˆ

1
ε

˙

εÑ0
ÝÝÝÑ 0

Außerdem

By f px , yq “

#

x2 sin
` 1

x

˘

x ‰ 0
0 x “ 0

Jetzt ist By f stetig auf R2, aber Bx f ist unstetig auf S “ tp0, yq | y ‰ 0u
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Beispiel (Fortsetzung)
Dennoch ist f differenzierbar!
f 1 nach Satz 13.14 dann durch partiellen Ableitungen gegeben
In der Tat gilt für y ‰ 0 und pεx , εy q ‰ p0,0q

|f pεx , y ` εy q ´ f p0, yq ´ Bx f p0, yqεx ´ By f p0, yqεy |

}pεx , εy q}

“
|f pεx , y ` εy q|

|εx | ` |εy |
“

1
|εx | ` |εy |

#

ˇ

ˇ

ˇ
ε2

xpy ` εy q sin
´

1
εx

¯ˇ

ˇ

ˇ
εx ‰ 0

0 εx “ 0

ď

#

|εx ||y ` εy |

ˇ

ˇ

ˇ
sin

´

1
εx

¯
ˇ

ˇ

ˇ
εx ‰ 0

0 εx “ 0

pεx ,εy qÑ0
ÝÝÝÝÝÝÑ 0
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Es gibt noch ein weiteres Konzept von Ableitung:

Definition 13.21 (Richtungsableitungen)

V ,W normierte Vektorräume, D Ă V offen, x P D und v P V
f : D Ñ W hat Richtungsableitung pBv f qpxq P W in Richtung v bei x
ðñ pBv f qpxq “ limεÑ0

1
ε pf px ` εvq ´ f pxqq existiert in pW , }.}q

Alternativ pBv f qpxq “ d
dt f px ` tvq |t“0

Falls f in x Richtungsableitungen in alle Richtungen v P V besitzt,
heißt f in x Gâteaux-differenzierbar

Bemerkung 13.22
1. Partielle Ableitungen sind Spezialfälle von Richtungsableitungen,

z.B. für f : D Ă Rn Ñ Rm gilt Bxj f “ Bej f
2. f differenzierbar ùñ f Gâteaux-differenzierbar, weil (Kettenregel):

pBv f qpxq “ f 1pxq
d
dt
px ` tvq|t“0 “ f 1pxqv
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Beispiel 13.23

f px , yq “

#

xy
x2`y2 , px , yq ‰ 0

0 , px , yq “ 0
nicht differenzierbar in 0 (oben)

Aber f ist Gâteaux-differenzierbar, weil für v “
`vx

vy

˘

pBv f qp0,0q “
d
dt

vxvy

v2
x ` v2

y
|t“0 “ 0

Beispiel 13.24

f px , yq “

#

x2y
x4`y2

a

x2 ` y2 , px , yq ‰ 0

0 , px , yq “ 0
v “

ˆ

vx

vy

˙

f Gâteaux-differenzierbar in 0 da

Bv f p0q “ lim
εÑ0

1
ε

ε3v2
x vy

ε4v4
x ` ε2v2

y
ε
b

v2
x ` v2

y “ 0

Aber f nicht differenzierbar in 0, weil limpx ,yqÑ0
x2y

x4`y2 nicht existiert,

denn z.B. mit x “ t , y “ at2 folgt limtÑ0
t2at2

t4`a2t4 “
a

1´a2
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Zusammenfassung zu Ableitungsbegriffen:

Folgende echte Inklusionen gelten

(erste davon wird in Übung diskutiert):

tpartiell differenzierbaru Ś tGâteaux-differenzierbaru
Ś t(Fréchet) differenzierbaru
Ś tstetig differenzierbaru
“ tstetig partiell differenzierbaru
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Definition 13.25 (Zweite Ableitung)

V ,W normierte Vektorräume und D Ă V
f : D Ñ W zweimal in x P D differenzierbar
ðñ f differenzierbar auf D und

f 1 : D Ñ BpV ,W q differenzierbar in x
(wobei Vektorraum BpV ,W q mit der Operatornorm versehen ist)
Zweite Ableitung ist dann f 2pxq P BpV ,BpV ,W qq

Satz 13.26 (Satz von Schwarz)

f zweimal in x P D differenzierbar
ùñ f 2pxq P BpV ,BpV ,W qq ist symmetrisch, d.h. @ u, v P V

pf 2pxquqv “ pf 2pxqvqu
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Beweis: Für u, v P V ausreichend klein, definiere g : r0,1s Ñ W durch

gptq “ f px ` tu ` vq ´ f px ` tuq

Nach der Kettenregel ist g differenzierbar und

g1ptq “ f 1px ` tu ` vqu ´ f 1px ` tuqu
“ pf 1px ` tu ` vq ´ f 1pxqqu ´ pf 1px ` tuq ´ f 1pxqqu

Weil f 1 differenzierbar ist, existiert @ ε ą 0 ein δ ą 0 mit

}f 1px ` tu ` vq ´ f 1pxq ´ f 2pxqptu ` vq} ď ε}tu ` v}

und

}f 1px ` tuq ´ f 1pxq ´ f 2pxqptuq} ď ε }tu}

für }tu ` v} ă δ und }tu} ă δ. Somit

}g1ptq ´ pf 2pxqvqu} ď }pf 1px ` tu ` vq ´ f 1pxq ´ f 2pxqptu ` vqqu}
` }pf 1px ` tuq ´ f 1pxq ´ f 2pxqptuqqu}

ď ε}tu ` v}}u} ` ε}tu}}u} ď ε}u}p2}u} ` }v}q
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Nun wenden wir Schrankensatz auf t P r0,1s ÞÑ gptq ´ tpf 2pxqvqu an:

}gp1q´pf 2pxqvqu´gp0q} ď sup
tPr0,1s

}g1ptq´pf 2pxqvqu} ď ε }u}p2}u}`}v}q

Da

gp1q ´ gp0q “ f px ` u ` vq ´ f px ` uq ´ f px ` vq ` f pxq

symmetrisch in u und v ist, gilt ebenso

}gp1q ´ gp0q ´ pf 2pxquqv} ď ε}v}p2}v} ` }u}q

Somit folgt mit der Dreiecksungleichung:

}pf 2pxqvqu ´ pf 2pxquqv} ď ε2p}u}2 ` }v}2 ` }u}}v}q

Da ε beliebig klein, folgt pf 2pxqvqu “ pf 2pxquqv zunächst für kleine u, v
Wegen der Linearität folgt es dann aber für alle u, v l
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Bemerkung 13.27
Zweite Ableitung T “ f 2pxq P BpV ,BpV ,W qq kann als bilineare

Abbildung rT : V ˆ V Ñ W aufgefasst werden, indem man definiert:

rT pv ,wq “ T pvqw

In der Tat, gilt dann

rT pv ` λv 1,wq “ rT pv ,wq ` λrT pv 1,wq
rT pv ,w ` λw 1q “ rT pv ,wq ` λrT pv ,w 1q

Satz von Schwarz besagt, dass rT symmetrisch ist, d.h.

rT pv ,wq “ rT pw , vq

Bezeichnung BpV ,V ; W q – BpV ,BpV ,W qq mit Norm

}rT } “ sup
}v}“1

sup
}w}“1

}rT pv ,wq}

Meist: T und rT identifiziert, d.h. auch f 2pxq “ Ćf 2pxq P BpV ,V ; W q
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Multilineare Abbildungen: (vergleiche Definition 2.12)
Analog wird

T P BpV ,BpV ,BpV , . . . ,BpV ,W qq . . .q

mit k Argumenten aus V mit k -multilinearer Abbildung identifiziert

rT P BpV , . . . ,V ; W q “ BpVˆk ; W q

Diese erfüllt dann für ` “ 1, . . . , k :

rT pv1, . . . , v` ` λw`, . . . , vk q “
rT pv1, . . . , vk q ` λrT pv1, . . . ,w`, . . . , vk q

Die Norm auf den k -linearen Abbildungen ist wie oben definiert:

}rT } “ sup
}v1}“1

¨ ¨ ¨ sup
}vk }“1

}rT pv1, . . . , vk q}

Dies ist wieder gleich der Norm }T }

Zuletzt: auch Symmetrie von rT analog definiert
(ähnlich wie alternierend in Definition 2.14, nur ohne Vorzeichen)
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Definition 13.28 (Höhere Ableitungen)

V ,W Vektorräume und D Ă V offen
Höhere Ableitungen von f : D Ñ W sind iterativ definiert durch:

f ist k -mal auf D differenzierbar mit k -ten Ableitungen gegeben durch
k -lineare Abbildungen f pkq : D Ñ BpV , . . . ,V ; W q “ BpVˆk ; W q

ðñ f pk ´ 1q-mal differenzierbar und f pk´1q : D Ñ BpVˆk´1; W q

ist differenzierbar mit Ableitung
`

f pk´1q
˘1
“ f pkq

Falls f pkq : D Ñ BpVˆk ; W q stetig, heißt f k -mal stetig differenzierbar

Die Menge dieser Funktionen wird mit Ck pD,W q bezeichnet
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Korollar 13.29

(i) f P Ck pD,W q ðñ alle k-ten partiellen Ableitungen sind stetig
(ii) Die k-multilineare Abbildung f pkqpxq ist symmetrisch,

d.h. für jede Permutation σ P Sk und v1, . . . , vk P V gilt

f pkqpxqpvσp1q, . . . , vσpkqq “ f pkqpxqpv1, . . . , vk q

Beweis: (i) und (ii) folgen aus der iterativen Anwendung von

Satz 13.18 und Satz 13.26 respektive. l

Mathematik für Physiker 2 13. Differentialrechnung mehrerer Veränderlicher 319 / 359



Satz 13.30 (Satz von Taylor)

V ,W normierte Vektorräume und D Ă V offen

Zudem x P D und f n-mal differenzierbar auf D

Dann gilt für v P V mit x ` v P D die Taylor Formel

f px ` vq “
n
ÿ

k“0

1
k !

f pkqpxqvk ` op}v}nq für }v} Ñ 0

Erläuterung: Hierbei ist f pkqpxqvk “ f pkqpxqpv , . . . , vq

Erinnerung: gpvq “ op}v}nq für }v} Ñ 0 heißt limvÑ0
}gpvq}
}v}n “ 0
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Beweis: Durch Induktion über n
Für n “ 1 ist die Aussage genau die Definition der Ableitung
Für den Schritt von n ´ 1 nach n betrachte den Rest

gpvq “ f px ` vq ´
n
ÿ

k“0

1
k !

f pkqpxqvk

Um die Ableitung zu berechnen, verwende

Behauptung: Zu T P BpVˆk ; W q k -multilinear und symmetrisch, sei

h : V Ñ W hpvq “ Tvk

ùñ h1pvq “ kTvk´1 P BpV ,W q

Begründung: Für ε P V gilt nach Multilinearität und Symmetrie

1
}ε}
}hpv ` εq ´ hpvq ´ h1pvqε} “

1
}ε}
}T pv ` εqk ´ Tvk ´ kT pvk´1, εq}

ď
1
}ε}
}T }

k
ÿ

`“2

ˆ

k
`

˙

}ε}`
εÑ0
ÝÝÝÑ 0

Dies zeigt die Behauptung
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Also:

g1pvq “ f 1px ` vq ´
n
ÿ

k“1

1
pk ´ 1q!

f pkqpxqvk´1

Jetzt gilt nach dem Schrankensatz

}gpvq} “ }gpvq ´ gp0q}
ď }v} sup

0ďtď1
}g1ptvq}

ď }v} op}v}n´1q

Letzteres nach Induktionsannahme angewandt auf die pn ´ 1q-mal

differenzierbare Funktion t P r0,1s ÞÑ g1ptvq P W

Da }v}op}v}n´1q “ op}v}nq, folgt der Satz l
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Definition 13.31

V normierter Vektorraum und D offen
f : D Ă V Ñ R differenzierbare Abbildung

(i) x P D kritischer Punkt von f ðñ f 1pxq “ 0 “ 0-Abbildung
(ii) w P R kritischer Wert von f ðñ w “ f pxq für kritischen Punkt x

Beispiel 13.32
Für f px , yq “ cospxq ` cospyq ist f 1px , yq “ p´ sinpxq,´ sinpyqq
pnπ,mπq mit n,m P Z kritische Punkte und ´2,0,2 kritische Werte

Satz 13.33

Sei f : D Ă V Ñ R differenzierbar und x P D lokales Extremum von f ,
d.h. z.B für ein lokales Minimum D ε ą 0 mit f pyq ě f pxq @ }y ´ x} ă ε

ùñ x kritischer Punkt von f
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Beweis: Für jedes v P V hat eindimensionale Abbildung t ÞÑ f px ` tvq
lokales Extremum bei t “ 0. Somit Bv f pxq “ 0 @ v P V
Da f differenzierbar, gilt nach Kettenregel Bv f pxq “ f 1pxqv “ 0 @ v P V
Also ist f 1pxq die 0-Abbildung l

Sei nun f : D Ă Rn Ñ R zweimal stetig differenzierbar
Zudem x P D kritischer Punkt von f
Nach Satz von Taylor gilt dann

f px ` vq “ f pxq `
1
2

f 2pxqv2 ` op}v}2q

Um zu überprüfen, ob x lokales Extremum ist, berechne f 2pxqv2

Zunächst

f 1pxqv “ x∇f pxq | vyRn “

n
ÿ

j“1

Bxj f pxqvj v “

¨

˚

˚

˝

v1
...

vn

˛

‹

‹

‚
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Weiter

pf 2pxqvqw “ pf 1pxqvq1w w “

¨

˚

˚

˝

w1
...

wn

˛

‹

‹

‚

“ x∇

¨

˝

n
ÿ

j“1

Bxj f pxqvj

˛

‚|wy

“

n
ÿ

i,j“1

pBxiBxj f qpxqvjwi

“

n
ÿ

i,j“1

pBxiBxj f qpxqviwj (Satz von Schwarz)

Definition 13.34

f : D Ă Rn Ñ R zweimal partiell differenzierbar in x P D
Dann ist B2f pxq “ pBxiBxj f pxqqi,j“1,...,n Hess’sche Matrix von f in x

Alternative Schreibweisen: B2f pxq “ Hess pf qpxq “ Hf pxq “ ∇2f pxq
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Für f P C2pD,Rq gilt nach Satz von Schwarz:

pB2f pxqqT “ B2f pxq

Also ist Hess’sche reell symmetrisch ùñ orthogonal diagonalisierbar
Nach obiger Rechnung:

pf 2pxqvqw “ xv |B2f pxqwy “ xw |B2f pxqvy

Erinnerung (Kapitel 7): für A “ AT P Matpn ˆ n,Rq gilt
(i) A ą 0 positiv ðñ xv |Avy ą 0 @ v P Rn, v ‰ 0
(ii) A ą 0 ðñ alle Eigenwerte von A positiv
(iii) A ą 0 ðñ detk ppTi,jqi,j“1,...,k q ą 0 für k “ 1, . . . ,n (Sylvester)
(iv) A ě 0 nicht-negativ ðñ xv |Avy ě 0 @ v P Rn, v ‰ 0
(v) Analog sind A ă 0 und A ď 0 definiert
(vi) A indefinit ðñ es gibt positive und negative Eigenwerte
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Satz 13.35

f : D Ă Rn Ñ R zweimal stetig differenzierbar auf D offen
(i) x P D lokales Maximum (Minimum) ùñ B2f pxq ď 0 pB2f pxq ě 0q
(ii) x P D kritischer Punkt von f und B2f pxq ă 0 (bzw. B2f pxq ą 0)

ùñ x strenges lokales Maximum (bzw. Minimum) von f , d.h.
D δ ą 0 mit f pxq ą f pyq (bzw. f pxq ă f pyq) @ }y ´ x} ă δ, y ‰ x

(iii) x P D kritischer Punkt von f und B2f pxq indefinit
ùñ x kein lokales Extremum (Sattelpunkt)

Beweis: Alle Aussagen folgen direkt aus Satz von Taylor

f pyq “ f pxq ` xpx ´ yq|B2f pxqpx ´ yqy ` op}x ´ y}2q

In (iii) gibt es positive und negative Eigenwerte von B2f pxq l

Bemerkung 13.36

Wenn B2f pxq semi-definit, keine Aussage möglich
Höhere Ordnungen notwendig
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Beispiel 13.37

f : R2 Ñ R gegeben durch f px , yq “ x2 ` xy ` y2 ` x ` y ` 1. Dann

∇f px , yq “

˜

2x ` y ` 1
2y ` x ` 1

¸

Einziger kritischer Punkt:

∇f px , yq “ 0 ðñ 2x ` y “ ´1 , x ` 2y “ ´1 ðñ x “ y “ ´
1
3

Hess’sche nach Sylvester positiv:

B2f px , yq “

˜

2 1
1 2

¸

ą 0

ùñ
`

´1
3 ,´

1
3

˘

lokales Minumum

Da x2 ` xy ` y2 “ 1
2px

2 ` y2 ` px ` yq2q ě 1
2px

2 ` y2q, wächst f
für |x |, |y | Ñ 8 ùñ globales Minimum
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Beispiel 13.38

f : R2 Ñ R gegeben durch f px , yq “ cospxq ` cospyq

∇f px , yq “

˜

´ sinpxq
´ sinpyq

¸

“ 0 ðñ x P πZ , y P πZ

Hess’sche:

B2f px , yq “

˜

´ cospxq 0
0 ´ cospyq

¸

Also: lokale Maxima bei x P 2πZ, y P 2πZ

lokale Minima bei x P π ` 2πZ, y P π ` 2πZ

Sattelpunkte bei x P π ` 2πZ , y P 2πZ und x P 2πZ , y P π ` 2πZ
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Bemerkung 13.39 (Gradienten-Fluss und Morse Theorie)
Für f : D Ă Rn Ñ R ist Morse Vektorfeld X : D Ñ Rn definiert als

X pxq “
∇f pxq
}∇f pxq}2

Für jedes Vektorfeld X existiert der Fluss Θt : D Ñ D, t P p´T ,T q Ă R,
definiert als Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung

Bt Θtpxq “ X pΘtpxqq x P D

Satz von Picard-Lindelöf: f P C2pD,Rq ùñ Θt existiert und eindeutig
Dann

Bt f pΘtpxqq “ x∇f pΘtpxqq|Bt Θtpxqy “ x∇f |
∇f
}∇f }2

ypΘtpxqq “ 1

Also ΘtpΣEq “ ΣE`t für Niveau-Flächen ΣE “ tx P D | f pxq “ Eu

Verhalten an kritischen Werten untersucht die Morse-Theorie
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14 Nichtlineare Analysis
Erstes Hauptziel:

Satz 14.1 (Lokale inverse Funktion bzw. lokale Umkehrbarkeit)

V ,W Banachräume und D Ă V offen
f : D Ñ W stetig differenzierbar
Bei x0 P D sei f 1px0q P BpV ,W q invertierbar mit f 1px0q

´1 P BpW ,V q
ùñ D offene Kugel Bδpx0q “ ty P D | }y ´ x0} ă δu, so dass

f : Bδpx0q Ñ f pBδpx0qq

invertierbar ist mit inverser Abbildung f´1 : f pBx0px0qq Ñ Bδpx0q,
deren Ableitung stetig ist und gegeben durch

pf´1q1pyq “ rf 1pf´1pyqqs´1

Falls f P Ck pD,W q, so ist auch f´1 k-mal stetig differenzierbar
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Bemerkung 14.2
1. Voraussetzung an nur einen Punkt, Aussage lokal
2. Seien V “ Rn und W “ Rm

f 1px0q invertierbar ùñ n “ m

3. dimpV q “ 8 und f 1px0q invertierbar ùñ dimpW q “ 8

4. dimpW q “ 8 und f 1px0q invertierbar ùñ dimpV q “ 8

5. Im Fall V “ W “ R ist sogar globale Aussage möglich (Ana I):
f 1pxq ą 0 @ x P I Ă R ùñ f invertierbar auf I
Dies ist im Höherdimensionalen nicht möglich

6. Wesentliches Beweiselement: Banachscher Fixpunktsatz
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Beispiel 14.3 (Notwendigkeit der C1-Voraussetzung)
Voraussetzung stetiger Differenzierbarkeit kann nicht abgeschwächt
werden zur Differenzierbarkeit: Die Funktion

f pxq “

#

x ` x2 sin
` 1

x

˘

x ‰ 0
0 x “ 0

ist differenzierbar und

f 1p0q “ lim
xÑ0

f pxq ´ f p0q
x

“ lim
xÑ0

ˆ

1` x sin
1
x

˙

“ 1 ą 0

Aber f 1pxq “ 1` 2x sin
` 1

x

˘

´ cos
` 1

x

˘

, so dass f 1 nicht stetig
In der Tat hat f 1 positive und negative Werte in jeder Umgebung von 0
da f 2pxq “ 2 sin

` 1
x

˘

´ 2
x cos

` 1
x

˘

` 1
x2 sin

` 1
x

˘

“ ´ 2
x für x “ 1

2πk , k P N
und f 1pxq “ 0 für diese x , so dass Vorzeichen von f 1 hier wechselt
Also f nicht lokal monoton und somit nicht lokal umkehrbar bei 0
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Beweis von Satz 14.1: Es reicht zu zeigen, dass Funktion

g : Bδp0q Ă V Ñ V gpxq “ f 1px0q
´1pf px0 ` xq ´ f px0qq

für δ ausreichend klein invertierbar (dann auch f invertierbar). Nun:

gp0q “ 0 g1p0q “ 1V

Somit nur Fall:

W “ V , x0 “ 0 , f p0q “ 0 , f 1p0q “ 1V

Da f stetig differenzierbar, D ε ą 0 mit

}f 1pxq ´ 1V } ď
1
2 @ x P Bεp0q “ ty P V | }y} ď εu

Für y P V betrachte die Funktion

Fy pxq “ x ` y ´ f pxq x P Bεp0q

Idee hierbei: eindeutiger Fixpunkt x von Fy pxq “ x löst f pxq “ y
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Schrankensatz für Fy pxq “ x ` y ´ f pxq und x , x 1 P Bεp0q:

}Fy pxq ´ Fy px 1q} “ }x ´ f pxq ´ px 1 ´ f px 1qq}
ď }x ´ x 1} sup

tPr0,1s
}1V ´ f 1ptx 1 ` p1´ tqxq}

ď 1
2}x ´ x 1}

Also Fy Lipshitz-stetig mit Konstante L ď 1
2 ă 1. Spezialfall x 1 “ 0:

}Fy pxq ´ y} “ }Fy pxq ´ Fy p0q} ď 1
2}x} ď

1
2ε

d.h. Fy : Bεp0q Ñ B ε
2
pyq

Zudem B ε
2
pyq Ă Bεp0q für y P B ε

2
p0q

ùñ Fy : Bεp0q Ñ Bεp0q Lipshitz-stetig

Bεp0q vollständig, weil abgeschlossen in vollständigem Raum V
ùñ Banachscher Fixpunktsatz kann auf Fy angewandt werden
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ùñ @ y P B ε
2
p0q D eindeutiger Fixpunkt x P Bεp0q von Fy :

x “ Fy pxq “ x ` y ´ f pxq ðñ y “ f pxq

Für y P B ε
2
p0q hat Gleichung y “ f pxq also genau eine Lösung und

f : tx P Bεp0q | f pxq P B ε
2
p0qu “ f´1pB ε

2
p0qq ÝÑ B ε

2
p0q

ist also invertierbar

Da f stetig, ist f´1
´

B ε
2
p0q

¯

offen,

enthält somit eine offene Kugel Bδp0q, wie im Satz 14.1 behauptet

Verbleibt: f´1 auf f pBδp0qq Ă B ε
2
p0q stetig differenzierbar

Hierfür folgender Zusatz zu Satz 12.12:
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Satz 14.4 (vergleiche Satz 12.12)

Seien V ,W Banachräume und T P BpV ,W q invertierbar
Dann sind alle Elemente der offenen Kugel um T mit Radius r “ 1

}T´1}

Br pT q “ tS P BpV ,W q | }T ´ S} ă ru

invertierbar
Definiere ϕ : Br pT q Ă BpV ,W q Ñ BpW ,V q durch ϕpSq “ S´1

ùñ ϕ differenzierbar und ϕ1pSqR “ ´S´1RS´1 für R P BpV ,W q

Beweis: Erster Teil schon in Satz 12.12. Für letzte Aussage:

}ϕpS ` Rq ´ ϕpSq ´ ϕ1pSqR}

“ }pS ` Rq´1 ´ S´1 ` S´1RS´1}

ď }pS ` Rq´1}}S ´ pS ` Rq ` pS ` RqS´1R}}S´1}

ď }pS ` Rq´1}}S´1}2}R}2 “ op}R}q l
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Weiter im Beweis von Satz 14.1:
Zu zeigen: f´1 auf f pBδp0qq Ă B ε

2
p0q stetig differenzierbar

Zunächst: }f 1pxq ´ 1} ă 1
2 für x P B ε

2
p0q

Also f 1pxq invertierbar (Neumann Reihe)
Da x ÞÑ f 1pxq stetig, ist x P B ε

2
p0q ÞÑ f 1pxq´1 P BpV q stetig (Satz 14.4)

Außerdem: f´1 Lipshitz-stetig mit Lipshitz-Konstanten 2 auf B ε
2
p0q,

da für x , x 1 P Bεp0q gilt, wegen Lipschitz-Konstante 1
2 von F0,

}x ´ x 1} “ }f pxq ´ f px 1q ´ F0pxq ` F0px 1q}

ď }f pxq ´ f px 1q} ` 1
2}x ´ x 1}

ðñ }x ´ x 1} ď 2 }f pxq ´ f px 1q}

ðñ }f´1pyq ´ f´1py 1q} ď 2 }y ´ y 1}

Somit auch Abbildung y P B ε
2
p0q ÞÑ pf 1pf´1pyqqq´1 stetig
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Nun zeigen wir, dass pf´1q1pyq “ pf 1pf´1pyqqq´1 Ableitung ist:

}f´1py 1q ´ f´1pyq ´ pf´1q1pyqpy 1 ´ yq}

“ }x 1 ´ x ´ pf 1pxqq´1pf px 1q ´ f pxqq}

ď }f 1pxq´1}}f 1pxqpx ´ xq ´ f px 1q ´ f pxq}

ď }f 1pxq´1} η }x 1 ´ x} (@ η ą 0 nach Def. von f 1pxq)

ď }f 1pxq´1} η 2 }y 1 ´ y} (nach Lipshitz-Stetigkeit)

Zuletzt verbleibt Aussage über k -fache Differenzierbarkeit. Hierzu

pf´1q1pyq “ pf 1pxqq´1 x “ f´1pyq

iterativ unter Verwendung von Satz 14.4 ableiten, z.B.

pf´1q2pyq “ ´ pf 1pxqq´1f 2pxqpf´1q1pyqpf 1pxqq´1

etc. l
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Beispiel 14.5

f : R2 Ñ R2 gegeben durch f px , yq “ px2` xy ` y2` x ` y ` 1, x ` yqT

Bf px , yq “

˜

2x ` y ` 1 2y ` x ` 1
1 1

¸

Dies ist stetig und

detpBf px , yqq “ p2x ` y ` 1q ´ p2y ` x ` 1q “ x ´ y

Also f lokal invertierbar in px , yq falls x “ y

Satz 14.1 ist eine lokale Aussage. Folgende Definition ist global:

Definition 14.6

V ,W Banachräume, D Ă V offen und f : D Ñ W
f ist Ck -Diffeomorphismus ðñ f : D Ñ f pDq bijektiv
und f sowie f´1 : f pDq Ñ D sind k -mal stetig differenzierbar
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Satz 14.7 (Satz über die implizite Funktion)

Seien V ,W Banachräume und D Ă V ˆW offen
F : D Ñ W k-mal stetig differenzierbar für k ě 1
Sei px0, y0q P D, so dass ByF px0, y0q P BpW q invertierbar
ùñ D ε ą 0 und eindeutiges G : Bεpx0q ˆ BεpF px0, y0qq Ă V ˆW Ñ W
mit

F px ,Gpx , yqq “ y

Insbesondere gilt für gpxq “ Gpx ,F px0, y0qq , g : Bεpx0q Ñ W,

F px ,gpxqq “ F px0, y0q @ x P Bεpx0q

Dann heißt g implizite Funktion zu F durch px0, y0q “ px0,gpx0qq

(Oft wird F so normiert, dass F px0, y0q “ 0)
Zudem sind G und g k-mal stetig differenzierbar und

g1pxq “ ´ pByF px ,gpxqq´1BxF px ,gpxqq
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Beweis Betrachte f : D Ă V ˆW Ñ V ˆW definiert durch

f px , yq “ px ,F px , yqqT

Dann

Bf px , yq “

˜

1V 0
BxF px , yq ByF px , yq

¸

Nun ist ByF px0, y0q invertierbar. Also (wie für 2ˆ 2-Matrizen)

pBf px0, y0qq
´1 “

˜

1V 0
´BxF px0, y0qpByF px0, y0qq

´1 pByF px0, y0qq
´1

¸

Nach Satz 14.1 existiert somit δ ą 0, so dass f ein lokales Inverses hat

f´1 : f pBδpx0, y0qq Ñ Bδpx0, y0q Ă V ˆW

welches zudem k -mal stetig differenzierbar ist
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Dieses Inverse muss von folgender Gestalt sein (ohne Transponieren):

f´1px , yq “ px ,Gpx , yqq px , yq P f pBδpx0, y0qq

Somit
px , yq “ f pf´1px , yqq “ px ,F px ,Gpx , yqqq

d.h.
y “ F px ,Gpx , yqq @ px , yq P f pBδpx0, y0qq

Nun f pBδpx0, y0qq “ pf´1q´1pBδpx0, y0qq offen (da f´1 stetig)

Zudem px0,F px0, y0qq P f pBδpx0, y0qq

Somit existiert ε ą 0 mit Bεpx0q ˆ BεpF px0, y0qq Ă f pBδpx0, y0qq

und f´1 sowie G sind dann auf Bεpx0q ˆ BεpF px0, y0qq definiert

Die erste Aussage folgt. Zur letzten:

0 “ BxF px ,gpxqq “ BxF px ,gpxqq ` ByF px ,gpxqqg1pxq l
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Beispiel 14.8

Sei F : R2 Ñ R gegeben durch F px , yq “ y2 ´ 2y ´ x2

F px , yq “ 0 ðñ py ´ 1q2 “ 1` x2 ðñ y “ gpxq “ 1˘
?

1` x2

Zwei glatte Lösungen. In der Tat ByF px , yq “ 2py ´ 1q ‰ 0 @ y ‰ 1

Beispiel 14.9

Sei F : R2 Ñ R gegeben durch F px , yq “ y2 ´ 2xy ´ x4

F px , yq “ 0 ðñ py ´ xq2 “ x4 ` x2 ðñ y “ x ˘ x
?

1` x2

wieder zwei Lösungen, aber nicht mehr getrennt
Bei p0,0q gilt ByF p0,0q “ 0, also keine Eindeutigkeit nach Satz 14.7

Beispiel 14.10

Nun F px , yq “ y2 ` x2 “ 0 ðñ x “ y “ 0

Keine Lösungsfunktion, sondern Punkt. In der Tat wieder ByF p0,0q “ 0
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Definition 14.11 (Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum)

Seien k P N und H ‰M Ă Rn`m

M Ck -Untermannigfaltigkeit des Rn`m der Dimension m
ðñ @ Punkte p PM D offene Umgebung U “ Bεppq Ă Rn`m und
k -mal stetig differenzierbare Funktion F : U Ñ Rn,
so dass F 1 auf U Maximalrang n hat und

MX U “ tx P U | F pxq “ 0u

Bemerkung 14.12
Wenn F 1ppq Maximalrang, so heißt p ein regulärer Punkt von F ,
andernfalls ein singulärer oder kritischer Punkt
Dies verallgemeinert Definition 13.31 zu vektorwertigen Funktionen
In Definition 14.11 tauchen nur reguläre Punkte auf
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Beispiel 14.13

Sei M “ Sn “ tx P Rn`1 | }x} “ 1u n-Sphäre (bez. euklidische Norm)
Sie ist Untermannigfaltigkeit des Rn`1 die Dimension n
Hier globale Funktion F : Rn`1 Ñ R gegeben durch F pxq “ }x} ´ 1
Dann Sn “ tx P Rn`1 |F pxq “ 0u

Bemerkung 14.14
Lokal ist Untermannigfaltigkeit also simultane Niveaufläche
der Komponentenfunktion Fj von F , d.h.

MX U “

n
č

j“1

tx P U | Fjpxq “ 0u

Jede Niveau-Fläche tx P U | Fjpxq “ 0u von Kodimension 1 im Rn`m

Rangbedingung besagt: Hyperflächen schneiden sich alle transvers
Deswegen ist M von Kodimension n im Rn`m, also von Dimension m
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Satz 14.15

Eine m-dimensionale Ck -Untermannigfaltigkeit M besitzt einen Atlas

A “ tϕ | ϕ : Uϕ Ñ Rm Homöomorphismus, Uϕ ĂMu

bestehend aus Karten ϕ, die Folgendes erfüllen:
(i) Uϕ ĂM offen in M (M versehen mit Unterraumtopologie)
(ii)

Ť

ϕPA Uϕ “M
(iii) Für alle ϕ,ψ P A mit Uϕ X Uψ ‰ H sind die Kartenwechsel

ψ ˝ ϕ´1 : ϕpUϕ X Uψq Ă Rm Ñ ψpUϕ X Uψq Ă Rm

Ck -Diffeomorphismen

Bemerkung 14.16

(i), (ii), (iii) sind Definition (abstrakter) Ck -Mannigfaltigkeit
Jede Ck -Untermannigfaltigkeit ist also eine Ck -Mannigfaltigkeit
Umkehrung gilt: Satz von Whitney
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Beweis:
Sei U Ă Rm`n offene Umgebung von p “ px0, y0q PM im Rm ˆ Rn

und F : U Ñ Rn von Maximalrang, so dass

MX U “ tpx , yq P U Ă Rm ˆ Rn | F px , yq “ 0u

Sei ByF px0, y0q P BpRnq invertierbar (sonst permutiere Argumente)
Nach Satz über implizite Funktionen D Umgebung V Ă Rm von x0

und g : V Ñ Rn, so dass

F px ,gpxqqq “ 0 @ x P V

Nun setze
ϕ´1 : V ÑM ϕ´1pxq “ px ,gpxqq

und
ϕ : ϕ´1pV q Ñ Rm ϕpx ,gpxqq “ x
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Nun wird ϕ zu Diffeomorphismus ϕ̃ erweitert:

ϕ̃´1px , tq “ px ,gpxq ` tq x P V , t P Bεp0q Ă Rn

Tatsächlich ist ϕ̃ invertierbar, da

pϕ̃´1q1px , tq “

˜

1m g1pxq
0 1n

¸

Also ϕ̃´1 lokal bei px0,0q invertierbar (Satz 14.1)

Gegeben zweite Karte ψ, ist also ψ̃ ˝ ϕ̃´1 lokaler Ck -Diffeomorphismus
(auf adäquatem Definitionsbereich)

Zudem: ψ ˝ ϕ´1pxq “ ψ̃ ˝ ϕ̃´1px ,0q

Somit Kartenwechsel lokale Ck -Diffeomorphismen

Atlas durch die Karte zu jedem Punkt p PM gegeben l
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Nächste Problemstellung:

Gegeben (Energie) Funktion f : D Ă Rn`m Ñ R

Bestimme ihre Extrema unter vorgegebenen Nebenbedingungen

Letztere z.B. durch Untermannigfaltigkeit M Ă Rn`m gegeben

Somit gesucht: Extrema der Funktion f : MÑ R

Alternativ: n Nebenbedingungen durch Funktion F : D Ñ Rn gegeben

Menge tx P D | F pxq “ 0u muss keine Untermannigfaltigkeit sein,

sondern kann neben regulären Teilstücken auch Singularitäten haben

Suche dann lokale Extrema auf jedem regulären Teil separat
und analysiere Funktionswerte von f bei Singularität separat
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Beispiel 14.17

Sei f : R2 Ñ R gegeben durch f px , yq “ ax ` by2 mit a,b P R
Nebenbedingung: F px , yq “ x2 ` y2 ´ r2 “ 0 (Kreis)
Parametrisierung t P r0,2πq ÞÑ hptq “ pr cosptq, r sinptqq P R2

Dann müssen lediglich Extrema gesucht werden von

f̃ ptq “ f ˝ hptq “ ar cosptq ` br2p1´ cos2ptqq

Da f̃ 1ptq “ ´ar sinptq ` 2br2 sinptq cosptq, liegen sie bei

sinptq “ 0 ðñ t “ 0, π und cosptq “
a

2rb

Also sind die Extremwerte zwei der folgenden Zahlen:

`ar , ´ar ,
a2

2b
` br2

ˆ

1´
a2

4r2b2

˙
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Beispiel 14.18 (mit singulärer Nebenbedingung)

Sei px , yq P R2 ÞÑ f px , yq “ x2 ´ 4
5xy

Nebenbedingung: F px , yq “ y2 ´ x3 “ 0

Also: y2 “ x3, d.h. x ě 0 und y “ ˘x
3
2

Parametrisierung also möglich (mit zwei Zweigen):

f̃˘pxq “ f px ,˘x
3
2 q “ x2 ¯ 4

5x
5
2

f̃ 1˘pxq “ 2x ¯ 2x
3
2 “ 2xp1¯ x

1
2 q

Also liegen folgende kritische Werte vor:

1. An der Singularität x “ y “ 0: f p0,0q “ 0
2. Für Zweig ` bei x “ 1, y “ 1: f p1,1q “ 1

5

lokales Maximum weil f̃ 2`pxq “ 2´ 3x
1
2 , also f̃ 2`p1q “ ´1 ă 0

Für globale Extrema noch Asymptotiken: f̃˘pxq Ñ ¯8 für x Ñ8
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Obige Lösungen basieren auf Methode der Parametrisierung
Gut, wenn Nebenbedingungen geometrisch oder analytisch ”einfach”
Für kompliziertere Fälle gibt es folgende Methode:

Satz 14.19 (Lagrange Multiplikatoren)

H ‰ D Ă Rm`n offen und f : D Ñ R differenzierbar
M m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
p PMX D lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung M
ùñ D Lagrange Multiplikatoren λ “ pλ1, . . . , λnq P Rn, so dass

∇f ppq “
n
ÿ

j“1

λj ∇Fjppq (14.1)

wobei F : D Ñ Rn die Nebenbedingung lokal parametrisiert,
d.h. MX D “ tx P D | F pxq “ 0u (vergleiche Definition 14.11)
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Bemerkung 14.20
(14.1) sind n `m Gleichungen, da ∇f ppq P Rn`m

Zusammen mit n Gleichungen F ppq “ 0 gibt es 2n `m Gleichungen
Anzahl der Unbekannten p1, . . . ,pn`m, λ1, . . . , λn auch 2n `m
Typischerweise ist also Lösungsmenge diskret
Schwierigere Situation bei entarteten lokalen Extrema (Beispiel)

Bemerkung 14.21
Geometrisch besagt (14.1): Gradient von f in p orthogonal auf M
Vektoren ∇Fjppq, j “ 1, . . . ,n, spannen orthogonales Komplement
des Tangentialraumes an M bei p auf
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Beweis von Satz 14.19:
Sei p “ px0, y0q P Rm ˆ Rn und, ohne Einschränkung,

detnpByF px0, y0qq ‰ 0

Nach Satz 14.7 D differenzierbares g : Bεpx0q Ă Rm Ñ Rn mit

F px ,gpxqq “ 0 ðñ px ,gpxqq PM

Nun betrachte f eingeschränkt auf M:

f̃ : Bεpx0q Ñ R f̃ pxq “ f px ,gpxqq

Bei lokalen Extremum auf M bei p “ px0, y0q gilt

f̃ 1px0q “ ∇f̃ px0q
T “ 0
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Also nach Kettenregel

0 “ f̃ 1px0q “ “ pBx f ppq, By f ppqq
ˆ

1
g1px0q

˙

“ Bx f ppq ` By f ppqg1px0q

“ Bx f ppq ´ By f ppqpByF ppqq´1BxF ppq (nach Satz 14.7)

Nun: pByF ppqq´1 : Rn Ñ Rn und By f ppq : Rn Ñ R,
also λ “ By f ppqpByF ppqq´1 eine lineare Abbildung von Rn nach R,
die durch den Vektor λ P Rn gegeben ist. Es gilt:

Bx f ppq “ λ BxF ppq By f ppq “ λ ByF ppq

Zusammen ist dies gerade (14.1) l
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Beispiel 14.22

Sei f : Rm`1 Ñ R gegeben durch f pxq “
śm`1

j“1 x2
j

Nebenbedingung m-Sphäre: M “

!

x P Rm`1 |
řm`1

j“1 x2
j “ 1

)

f hat als stetige Funktion auf einem Kompaktum globale Extrema
M Niveaufläche zu F : Rm`1 Ñ R, F pxq “

řm`1
j“1 x2

j ´ 1 “ 0
Es gibt einen Lagrange Multiplikator λ P R. Gleichungen sind

∇f pxq “ λ∇F pxq und F pxq “ 0

d.h.

2xi

ź

j‰i

x2
j “ λ2 xi i “ 1, . . . ,m ` 1

m`1
ÿ

j“i

x2
j “ 1

oder
ź

j‰i

x2
j “ λ i “ 1, . . . ,m ` 1

m`1
ÿ

j“1

x2
j “ 1
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Beispiel (Fortsetzung)
Lösungen: Falls ein xi “ 0, z.B. xm`1 “ 0, dann ist λ “ 0
es gibt nur eine Gleichung für m Unbekannte x1, . . . , xm, nämlich

m
ÿ

j“1

x2
j “ 1

Bei allen Lösungen dieser Gleichungen gilt f pxq “ 0

Somit ist das Minimum 0 stark entartet
Wert 0 auf pm ´ 1q-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten,
gegeben durch die pm ´ 1q-Sphären,
die man durch Schnitt mit den Ebenen xi “ 0 erhält
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Beispiel (Fortsetzung)

Falls alle xj ‰ 0, so folgt aus den beiden ersten Gleichungen

1 “
λ

λ
“

ś

j‰1 x2
j

ś

j‰2 x2
j
“

x2
2

x2
1

ùñ x2
1 “ x2

2

Analog folgt aus den anderen Gleichungen

x2
1 “ x2

2 “ . . . “ x2
m`1 “

1
m ` 1

Letzteres wegen
řm`1

j“i x2
j “ pm ` 1qx2

1 “ 1

Also ist Maximalwert von f gegeben durch
´

1
m`1

¯m`1

Er wird an 2m`1 Punkten angenommen, mit Komponenten

xj “ σj
1

?
m ` 1

σj P t´1,1u, j “ 1, . . . ,m ` 1
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