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4.4 Struktur der Lösungen linearer Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5 Lineare Abbildungen und ihre darstellenden Matrizen 52
5.1 Definition und elementare Eigenschaften von lineare Abbildungen . . . . . . . . . . . 52
5.2 Kern und Bild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.3 Rangsatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
5.4 Die Algebra der linearen Abbildungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

1



5.5 Die Umkehrabbildung einer invertierbaren linearen Abbildung . . . . . . . . . . . . . 58
5.6 Dreiecksmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
5.7 Koordinatenabbildungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
5.8 Darstellende Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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1 Die Sprache der Mathematik

Dieses einführende Kapitel ist zum Teil Stoff der Orientierungswoche. Vieles könnte aus der Schule
bekannt sein, auch wenn es vielleicht nicht mehr in den letzten Schuljahren besprochen wurde. Als
begleitende Literatur für dieses Kapitel seien die Bücher [SS, CR, Gri] empfohlen.

1.1 Logik

Mathematik ist logisch, das haben Sie sicher schon gehört und das ist wohl auch Ihre Erwartung an
das Mathematikstudium. In der Tat ist die Logik ein Teil und sogar ein Teilgebiet der Mathematik
(sowie der Philosophie), aber die Mathematik ist bei Weitem nicht nur Logik. Die Logik ist Teil der
Sprache der Mathematik. Ihre zentralen Elemente sollen hier kurz vorgestellt werden. In der Logik
gibt es Aussagen und Verknüpfungen von Aussagen. Eine Aussage, nennen wir sie p, kann sein:

p :
”
Das Fenster steht auf “

Sie kann entweder falsch oder wahr sein, was wir der Kürze wegen auch schreiben als 0 = falsch oder
1 = wahr. Somit ist

p ∈ {0, 1} ,
sprich p ist Element von der Menge {0, 1} bestehend aus den beiden Elementen 0 und 1. Also bedeutet
das Zeichen ∈ wortwörtlich ist Element von, und die Mengenklammern { und } sind Ihnen wohl auch
bekannt. Eine weitere Aussage q ∈ {0, 1}, nun etwas mathematischerer Natur, könnte sein:

q :
”
1 + 2 = 3“ .

Für letztere gilt offensichtlich q = 1.

Nun kommen wir zu Verknüpfungen von Aussagen, auch (logische) Operationen oder Junktoren
genannt. Diese können 1, 2, 3 oder mehr Argumente (inputs) haben und heißen dann unäre Operation,
binäre Operation, ternäre Operation etc. Eine wichtige unäre Operation ist die Negation ¬ , die aus
einer Aussage ihr Gegenteil macht. Die Negation wird durch eine Wertetabelle gegeben:

p ¬ p
0 1
1 0

Es gibt auch andere unäre Operationen (genauer gesagt 4), aber die sind nicht wirklich interessant,
wie z.B. ”1 = setze auf wahr”, gegeben durch

p 1
0 1
1 1

Am meisten werden die binären Operationen verwandt, insbesondere das logische Und (bzw. AND)
bezeichnet mit ∧, das logische Oder (bzw. OR) bezeichnet mit ∨, das logische Entweder-Oder (bzw.
XOR) bezeichnet mit ∨, und das logische Nicht-Und (bzw. NAND) bezeichnet mit ∧. Diese sind
durch folgende Wertetabelle definiert:

p q p ∧ q p ∨ q p∨ q p∧ q
0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 1
1 0 0 1 1 1
1 1 1 1 0 0
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Insgesamt gibt es 2(22) = 16 verschiedene binäre Operationen, von denen weiter unten noch andere
besprochen werden. Es gibt nun eine Reihe von Rechenregeln, z.B.

p ∧ q = q ∧ p Kommutativgesetz für ∧
p ∨ q = q ∨ p Kommutativgesetz für ∨
(p ∧ q) ∧ r = p ∧ (q ∧ r) Assoziativgesetz für ∧
(p ∨ q) ∨ r = p ∨ (q ∨ r) Assoziativgesetz für ∨
(p ∧ q) ∨ r = (p ∨ r) ∧ (q ∨ r) Distributivgesetz für ∨
(p ∨ q) ∧ r = (p ∧ r) ∨ (q ∧ r) Distributivgesetz für ∧
p ∧ ¬ p = 0 Komplementaritätsgesetz für ∧
p ∨ ¬ p = 1 Komplementaritätsgesetz für ∨
p ∧ 1 = p Neutralitätsgesetz für ∧
p ∨ 0 = p Neutralitätsgesetz für ∨
¬ (p ∨ q) = ¬ p ∧ ¬ q 1. Morgan’sches Gesetz

¬ (p ∧ q) = ¬ p ∨ ¬ q 2. Morgan’sches Gesetz

wobei hier auch r ∈ {0, 1} eine Aussage ist und die Operationen innerhalb von Klammern (. . .) immer
vor denen außerhalb der Klammern ausgeführt werden müssen. All diese Regeln werden durch die
Wertetabellen überprüft. So sind z.B. die Kommutativgesetze offensichtlich, da die Werte von p ∧ q
und p ∨ q sich nicht ändern, wenn die Argumente p und q in den Wertetabellen vertauscht werden
(beachte: kommutieren bedeutet vertauschen). Um z.B. das 2. Morgan’sche Gesetz zu überprüfen,
können beide Seiten der Gleichheit durch eine Wertetabelle berechnet werden:

p q p ∧ q ¬ (p ∧ q)
0 0 0 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

p q ¬ p ¬ q ¬ p ∨ ¬ q
0 0 1 1 1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 1
1 1 0 0 0

Tatsächlich stimmen also die rechten Spalten immer überein. Alle obigen Regeln und noch viele
weitere können ähnlich überprüft werden (versuchen Sie es). Eine Aussagenlogik mit diesen Regeln
heißt auch eine Boole’sche Algebra. Es sei auch bemerkt, dass die obigen Regeln nicht unabhängig
voneinander sind. Es ist z.B. ausreichend, Kommutativ- und Distributivgesetz sowie die Existenz von
neutralen und komplementären Aussagen zu fordern.

Tatsächlich ist es möglich, alle Operationen (und nicht nur die binären) durch ¬ , ∧ und ∨
auszudrücken, es gibt sogar jeweils eine Vielzahl von möglichen Darstellungen. Es seien nun aber zwei
spezielle Darstellungen hervorgehoben, die sogenannten Normalformen. Hierbei heißt Normalform
soviel wie Standardform, und diese Formen können durch einfache Regeln algorithmisch aufgestellt
werden. Für die Operation XOR liefert dies:

p∨ q = (¬ p ∧ q) ∨ (p ∧ ¬ q) disjunktive Normalform

= (p ∨ q) ∧ (¬ p ∨ ¬ q) konjunktive Normalform

Dies kann recht mühsam wieder mit Wertetabellen überprüft werden, aber einfacher sind folgende
Regeln, die die beiden Normalformen definieren:
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• Disjunktive Normalform: Für jede Zeile mit Ergebnis 1 = wahr bilde einen Ausdruck mit ¬
und ∧, der nur in dieser Zeile wahr ist, und verbinde dann diese Ausdrücke (aller Zeilen mit
Ergebnis 1) durch ein ∨.

• Konjunktive Normalform: Für jede Zeile mit Ergebnis 0 = falsch bilde einen Ausdruck mit ¬
und ∨, der nur in dieser Zeile falsch ist, und verbinde dann diese Ausdrücke (aller Zeilen mit
Ergebnis 0) durch ein ∧.

Für p∨ q sind jeweils zwei Zeilen mit 0 und zwei mit 1 vorhanden, also haben sowohl disjunktive
als auch konjunktive Normalform zwei Ausdrücke. Als weiteres Beispiel betrachte p ∧ q, was gerade
seine eigene disjunktive Normalform (mit einem Ausdruck) ist. Seine konjunktive Normalform kann
nun abgelesen werden an

p q p ∧ q
0 0 0 p ∨ q
0 1 0 p ∨ ¬ q
1 0 0 ¬ p ∨ q
1 1 1

ist also gegeben durch
p ∧ q = (p ∨ q) ∧ (p ∨ ¬ q) ∧ (¬ p ∨ q) .

Zwei weitere binäre Operationen sind die Implikationen (=⇒ und⇐=) und die Äquivalenz (⇐⇒)
gegeben durch

p q p =⇒ q p⇐= q p⇐⇒ q
0 0 1 1 1
0 1 1 0 0
1 0 0 1 0
1 1 1 1 1

Natürlich kann p⇐= q auch geschrieben werden als q =⇒ p, und es gilt

p⇐⇒ q = (p =⇒ q) ∧ (q =⇒ p) .

Die konjunktive Normalform von p =⇒ q kann dann einfach angegeben werden als

p =⇒ q = ¬ p ∨ q .

Falls Ihnen das zu unübersichtlich erscheint, können Sie zusätzliche Klammern hinzufügen:

(p =⇒ q) = (¬ p ∨ q) .

Mathematiker sind leider manchmal etwas schreibfaul - aber sie sollten eine Aussage auf Nachfra-
gen hin immer detalliert erklären, präzisieren und begründen können, wie hier durch das Setzen
zusätzlicher Klammern.

Zu guter Letzt seien noch zwei weitere Begriffe eingeführt:

• Eine Tautologie ist eine immer wahre Aussage.

• Eine Kontradiktion ist eine immer falsche Aussage.
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Als Beispiel für eine Tautologie sei p ∧ q =⇒ q genannt. In der Tat,

p q p ∧ q q p ∧ q =⇒ q
0 0 0 0 1
0 1 0 1 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Ein Beispiel für eine Kontradiktion ist q ∧ p∧¬ q, weil nämlich unter Verwendung der Kommutativ-
und Distributivgesetze:

q ∧ p ∧ ¬ q = q ∧ ¬ q ∧ p = (q ∧ ¬ q) ∧ p = 0 ∧ p = 0 .

1.2 Mathematische Aussagen und Beweise

Mathematische Aussagen (Theoreme, Propositionen, Sätze, Lemmata, Korollare, Definitionen) wer-
den meist als Implikation oder Äquivalenz formuliert. Strukturell sieht das so aus:

Satz 1 Aus der Voraussetzung p folgt das Resultat q.

Alternativ: p impliziert q. Oder: p ist hinreichend für q. Oder q ist notwendig für p. Oder: Wenn
p gilt, so gilt q. Kurz: p =⇒ q. Nun sei ein Beispiel gegeben:

Satz 2 Es wird ein Stein durch ein geschlossenes Fenster geworfen (p) und daher (=⇒) zerbricht die
Scheibe (q).

Als Wertetabelle beinhaltet dies

p q p =⇒ q
0 kein Stein 0 kein Bruch 1 wahr
0 kein Stein 1 Bruch 1 wahr

1 Stein 0 kein Bruch 0 falsch
1 Stein 1 Bruch 1 wahr

Insbesondere, wenn kein Stein fliegt, wird keine Aussage gemacht und ein Bruch ist möglich, weil
z.B. etwas anderes durch das geschlossene Fenster fliegt. Es ist möglich, die Implikation p =⇒ q wie
folgt umzuschreiben:

p =⇒ q = ¬ q =⇒ ¬ p .
Dies wird auch die Verneinung der Aussage genannt. Dass dies richtig ist, kann wieder mit einer
Wertetabelle verifiziert werden:

p q p =⇒ q ¬ q ¬ p ¬ q =⇒ ¬ p
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1

So ist z.B. obiger Satz 2 vollkommen äquivalent zu folgendem:

Satz 3 Die Scheibe ist nicht zerbrochen, also ist auch kein Stein durch das Fenster geflogen.

Wenn nun Satz 2 bewiesen werden soll, so kann er entweder direkt bewiesen werden oder aber es
kann Satz 3 bewiesen werden, in welchem Fall dann von einem indirekten Beweis oder Widerspruchs-
beweis gesprochen wird:
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• Direkter Beweis von p =⇒ q: Nimm an, dass p wahr ist, und zeige, dass q wahr ist.

• Indirekter Beweis von p =⇒ q: Nimm an, dass q falsch ist, und zeige, dass p falsch ist.

• Widerspruchsbeweis von p =⇒ q: Nimm an, dass q falsch ist und p wahr, und führe dies zu
einem Widerspruch (was dann zeigt, dass p falsch ist).

Ein klassisches Beispiel (Pythagoreaner, Hippasus) für einen Widerspruchsbeweis ist die folgende
Aussage (Es wird hier angenommen, dass Sie aus der Schule wissen, was

√
2 und eine rationale bzw.

irrationale Zahl ist. All das wird aber auch in der Analysis nochmal detailliert besprochen):

Satz 4
√

2 ist irrational.

Beweis: Ausgeschrieben ist die Aussage

x =
√

2 =⇒ x 6∈ Q

wobei 6∈ nicht Element von bedeutet und Q = { n
m

: n ∈ Z,m ∈ N} die rationalen Zahlen bezeichnet

und zudem x =
√

2 > 0. Äquivalent zu Obigem ist

x ∈ Q =⇒ x 6=
√

2 .

Sei x = n
m

mit n,m ∈ N teilerfremd und nimm an, dass x =
√

2, d.h. n
m

=
√

2. Quadrieren zeigt
dann

2 =
n2

m2
,

bzw.
n2 = 2m2 .

Insbesondere ist also n2 gerade. Nun sind aber Quadrate ungerader Zahlen ungerade (weil (2k+1)2 =
4k2 + 4k+ 1 für alle k ∈ N), so dass auch n gerade sein muss. Sei also n = 2k. Dann ergibt Einsetzen
aber 4k2 = 2m2, also m2 = 2k2. Somit wäre auch m gerade, was im Widerspruch zur Teilerfremdheit
steht. 2

Hier ist 2 das hier (und auch sonst oft in der Literatur) verwandte Zeichen, um das Ende eines
Beweises anzuzeigen. Als Alternative finden Sie auch q.e.d.= quod erat demonstrandum.

Mathemaische Sätze können auch als Äquivalenz formuliert werden:

Satz 5 p⇐⇒ q

Nun sagt man (und frau; ich hoffe, Sie verzeihen es mir, wenn ich im Folgenden nicht überall
gendergerecht bin),

”
p genau dann, wenn q“ oder

”
p ist notwendig und hinreichend für q“. Nun sind

beide Aussagen p und q gleichbedeutend, aber in einem interessanten Satz ist dies nicht offensichtlich,
d.h. er bringt eine neue oder sogar überraschende Aussage zum Ausdruck. Das Zeichen ⇐⇒ wird
auch in Definitionen verwandt, wenn also eine neue mathematische Vokabel p einführt werden soll,
und dies durch q beschrieben wird. Sie werden sich schnell an all dies gewöhnen.

Wie oben schon ausgeschrieben, ist p ⇐⇒ q gleichbedeutend zu p =⇒ q und (logisch) q =⇒ p.
Diese beiden Implikationen müssen in einem Beweis separat nachgewiesen werden, was jeweils durch
direkten, indirekten oder Widerspruchsbeweis geschehen kann. Hier ist ein Beispiel:

Satz 6 Eine natürliche Zahl ist gerade genau dann, wenn ihr Quadrat gerade ist.
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Beweis: Ausgeschrieben ist die Aussage, dass für alle n ∈ N gilt:

n gerade ⇐⇒ n2 gerade .

”=⇒”(die Hinrichtung): Sei n = 2k gerade. Dann ist n2 = 4k2 auch gerade.

”⇐=”(die Rückrichtung): Wir zeigen die Verneinung, d.h. das für ungerade n auch n2 ungerade ist.
Sei n = 2k + 1 ungerade. Dann ist in der Tat n2 = 4k2 + 4k + 1 auch ungerade. 2

Oft gibt es auch Sätze, die mehrere Äquivalenzen beinhalten.

Satz 7 p⇐⇒ q ⇐⇒ r

In einem Beweis reicht es dann einen Zirkelschluss zu machen, d.h. zu zeigen, dass

p =⇒ q =⇒ r =⇒ p .

Dies sind nur 3 Implikationen anstelle von 2 · 3 = 6, so dass nur ein kürzeres Argument (mit weniger
Schreibarbeit) notwendig ist. Mathematiker mögen kurze, präzise Argumente.

1.3 Prädikate und Quantoren

Ein Prädikat ist eine Aussage, die von einer oder mehr Variablen abhängt. Die variableabhängige
Aussage kann ein Satz sein wie

n gerade ⇐⇒ n2 gerade ,

oder eine Definition
n ist eine natürliche Zahl ⇐⇒ n ∈ N .

In beiden Fällen ist hier n die (eine einzige) Variable. Das Prädikat wird zu einer Aussage in {0, 1} =
{wahr, falsch}, wenn die Variablen durch die folgenden sogenannten Quantoren spezifiziert werden:

• ∀ heißt wortwörtlich für alle oder für jedes

• ∃ heißt wortwörtlich es existiert oder es gibt (mindestens) ein

• ∃ ! (manchmal auch ∃=1) heißt wortwörtlich es gibt genau ein

Oft, aber nicht immer, steht ∀ nach dem Prädikat, und ∃ und ∃ ! vor dem Prädikat und ist von
dem durch einen Doppelpunkt : abgetrennt, der gelesen wird als so dass oder mit oder für welches.
Dies sei alles an einfachen Beispielen illustriert:

(i) Aus dem Quantor ∃n ∈ N und dem Prädikat n2 = n wird die Aussage (∃ n ∈ N : n2 = n)
gebildet, welche hier wahr ist. Dies ist ein Beispiel einer Existenzaussage.

(ii) Eine andere Aussage ist (∀ n ∈ N : n2 = n) = (n2 = n ∀n ∈ N), was ein Beispiel für eine
Allaussage ist, die hier aber falsch ist.

(iii) Falsch ist auch (∃ ! n ∈ N0 : n2 = n), weil nämlich N0 = {0, 1, 2, . . .} ist und es somit die zwei
Lösungen 0 und 1 aus N0 gibt. Eine richtige Aussage ist hingegen (∃ ! n ∈ N : n2 = n).

9



(iv) Quantoren können auch kombiniert werden, z.B. in der wahren Aussage

∀ n ∈ N : (∃ m ∈ N : n2 = m)

oder in der falschen Aussage

∃ m ∈ N : (∀ n ∈ N : n2 = m) .

Beachte, dass hier lediglich die Quantoren vertauscht wurden und dass dies trotzdem offensicht-
lich eine ganz andere Aussage ist.

(v) Außerdem können Ausagen mit Quantoren negiert werden, z.B.

¬ (∃ n ∈ N : n2 = n) = (∀ n ∈ N : n2 6= n) = 0 ,

oder
¬ (∀ n ∈ N : n2 = n) = (∃ n ∈ N : n2 6= n) = 1 .

In dem letzten Beispiel haben wir schon die erste der folgenden allgemeinen Regeln für Quantoren
verwandt:

• Die Negation einer Existenzaussage ist eine Allaussage, und die Negation einer Allaussage ist
eine Existenzaussage. Formal ausgeschrieben betrachte eine Familie p(x) von Aussagen, die von
einer Variable x aus einer Menge M stammt. Dann gilt:

¬
(
∃ x ∈M : p(x)

)
=
(
∀ x ∈M : ¬ p(x)

)
und

¬
(
∀ x ∈M : p(x)

)
=
(
∃ x ∈M : ¬ p(x)

)
.

• Die Quantoren ∃ and ∀ dürfen nicht vertauscht werden (sonst ändert sich die Aussage). Hin-
gegen dürfen zwei Quantoren ∀ vertauscht werden, ebenso zwei ∃.

• Um ein Allaussage zu widerlegen, reicht es ein Gegenbeispiel anzugeben. Um eine Existenzaus-
sage zu verifizieren, reicht es ein Beispiel anzugeben (meist konstruktiv, d.h. es wird aufgezeigt,
wie man das Beispiel konstruiert).

• Um eine ∃ !-Aussage zu beweisen, muss die Existenz und die Eindeutigkeit gezeigt werden.

Nun seien weitere Beispiele von Rechenregeln für Quantoren präsentiert, für Variablen x, Prädikate
p(x) und q(x) und eine Aussage r:

(i)
(
∃ x : p(x) ∨ q(x)

)
=
(
∃ x : p(x)) ∨ (∃ x : q(x)

)
(ii)

(
∀ x : p(x) ∧ q(x)

)
=
(
∀ x : p(x)) ∧ (∀ x : q(x)

)
(iii)

(
(∀ x : p(x)) =⇒ r

)
=
(
∃ x : (p(x) =⇒ r)

)
(iv)

(
(∃ x : p(x)) =⇒ r

)
=
(
∀ x : (p(x) =⇒ r)

)
(v)

(
r =⇒ (∀ x : p(x))

)
=
(
∀ x : (r =⇒ p(x))

)
.

Alle diese Regeln müssen bewiesen werden. Jede besteht aus einer Gleichheit zweier Aussagen P und
Q, dies bedeutet, dass P ⇐⇒ Q, so dass also P =⇒ Q und Q =⇒ P bewiesen werden muss. Für
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(i) sei also die linke Aussage wahr, d.h. es existiert ein y mit p(y) ∨ q(y) wahr. Falls p(y) wahr, so
ist (∃x : p(x)) wahr, falls q(y) wahr, so ist (∃x : q(x)) wahr. Zusammen ist deswegen die rechte
Aussage wahr. Umgekehrt, sei die rechte Seite wahr, dann existiert ein y mit p(y) wahr oder ein z
mit q(z) wahr. Im ersteren Fall ist p(y)∨q(y) wahr, im zweiten p(z)∨q(z). Zusammen ist also wieder
die linke Seite wahr. Somit ist (i) nachgewiesen. Weiter soll noch (iv) betrachtet werden (die anderen
sind dann Übungen). Wenn r wahr ist, so sind sowohl die rechte als auch die linke Seite wahr, wie
an der zweiten und vierten Zeile der folgenden Wertetabelle abgelesen werden kann:

p r p =⇒ r
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Sei also von nun an r falsch. Weiter sei die linke Seite wahr. Gemäß der ersten Zeile der Wertetabelle
ist dann (∃ x : p(x)) falsch und somit (∀ x : ¬ p(x)) wahr, d.h. p(x) = 0 falsch für alle x. Nach der
ersten Zeile der Wertetabelle ist dann (p(x) =⇒ r) wahr für alle x, d.h. die rechte Seite ist wahr.
Umgekehrt, sei die rechte Seite wahr. Da r falsch besagt die erste Zeile der Wertetabelle, dass p(x)
falsch ist für alle x, also 1 = (∀ x : ¬ p(x)) = ¬(∃ x : p(x)), so dass wieder die erste Zeile der
Wertetabelle zeigt, dass (∃ x : p(x)) =⇒ r wahr ist.

1.4 Mengenlehre

Als einer der Begründer der Mengenlehre gilt Georg Cantor (1845-1918) und er schrieb:
”
Eine Menge

ist eine Zusammenfassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Objekten zu einem Gan-
zen.“ Objekte heißen auch Elemente. Hier seien Mengen mit Großbuchstaben bezeichnet (aber das
wird nicht immer machbar und auch nicht ausreichend sein). Ein Beispiel ist die dreielementige Men-
ge X = {x, y, z} bestehend aus den Elementen x, y, z. Wie schon oben schreiben wir x ∈ X für x ist
Element von X, und ähnlich u 6∈ X für u ist nicht Element von X. Die leere Menge wird immer
bezeichnet mit ∅ = { }. Sicher haben Sie eine naive Vorstellung davon, was eine Teilmenge A von
X ist, was mit A ⊂ X bezeichnet ist, aber hier ist eine formale Definition:

A ⊂ X ⇐⇒ (x ∈ A =⇒ x ∈ X) .

Die Menge aller Teilmengen von X wird die Potenzmenge von X genannt und mit P(X) bezeichnet.
Wieder formal:

P(X) = {A : A ⊂ X} ,

wobei der Doppelpunkt : wieder mit der Eigenschaft heißt, also hier wortwörtlich: P(X) ist die Menge
aller Objekte A, die Teilmengen von X sind. Wenn X = {x, y, z} wie oben, dann ist das schon recht
groß:

P(X) =
{
∅, {x}, {y}, {z}, {x, y}, {x, z}, {y, z}, {x, y, z}

}
.

Nun sollen Operationen auf Mengen definiert werden. Seien also A und B Mengen, die wir ohne
Einschränkung als Teilmengen einer Menge X ansehen dürfen:

• Die Vereinigung von A und B ist A ∪B = {x : x ∈ A oder x ∈ B}.

• Der Durchschnitt von A und B ist A ∩B = {x : x ∈ A und x ∈ B}.
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• Die Differenz von A und B ist A \B = {x : x ∈ A und x 6∈ B} = {x ∈ A : x 6∈ B}.

• Das Komplement von A in X ist Ac = X \ A = {x ∈ X : x 6∈ A}.

Das Komplement wird oft auch mit CA oder CXA bezeichnet. In der Tat muss bei der Schreibweise
Ac (und auch CA) aus dem Zusammenhang klar sein oder eben dazugesagt werden, in welcher Menge
X das Komplement gebildet werden soll. Beachten Sie, dass Komplementärbildung eine unäre Ope-
ration auf der Potenzmenge P(X) ist, wohingegen Vereinigung, Durchschnitt und Differenz binäre
Operationen auf P(X) sind (dies wird weiter unten noch ein wenig formalisiert). Nun gibt es wieder
eine Reihe elementarer Regeln für ∩, ∪ und c, die hier so aufgelistet sind, dass sie den logischen
Operationen ∧, ∨ und ¬ entsprechen (hier ist auch C ⊂ X):

A ∩B = B ∩ A Kommutativgesetz für ∩
A ∪B = B ∪ A Kommutativgesetz für ∪
(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) Assoziativgesetz für ∩
(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) Assoziativgesetz für ∪
(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) Distributivgesetz für ∪
(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) Distributivgesetz für ∩
A ∩ Ac = ∅ Komplementaritätsgesetz für ∩
A ∪ Ac = X Komplementaritätsgesetz für ∪
A ∩X = A Neutralitätsgesetz für ∩
A ∪ ∅ = A Neutralitätsgesetz für ∪
(A ∪B)c = Ac ∩Bc 1. Morgan’sches Gesetz

(A ∩B)c = Ac ∪Bc 2. Morgan’sches Gesetz

Man kann diese Regeln durch mengentheoretische Bilder recht gut verstehen, aber formale Argumente
sind besser. Z.B. für das 1. Morgan’sche Gesetz kann wie folgt argumentiert werden:

x ∈ (A ∪B)c ⇐⇒ x 6∈ A ∪B
⇐⇒ x 6∈ A und x 6∈ B
⇐⇒ x ∈ Ac und x ∈ Bc

⇐⇒ x ∈ Ac ∩Bc .

Wiederum sei es eine Übung andere der obigen Gesetze zu verifizieren, und weitere herzuleiten.

Nun wird der Zusammenhang zur Logik präzisiert. Tatsächlich, wenn X = {x} einelementig
gewählt wird, so dass P(X) = {∅, X}, und wie oben angedeutet ∩, ∪ und c durch ∧, ∨ und ¬ ersetzt
wird sowie ∅ und X durch 0 und 1, so erthält man aus obigen Regeln genau die Regeln der Logik.
Insofern sind die mengentheoretischen Regeln allgemeiner. Trotzdem wird P(X) versehen mit den
Operationen ∩, ∪ und c und obigen Regeln wieder eine Bool’sche Algebra genannt, in der konkreten
Situation manchmal auch Mengenalgebra.

Es ist oft notwendig viele Mengen zu vereinigen oder zu schneiden, und hierfür ist eine kompakte
Notation nützlich. Sei (Ai)i∈I eine durch die Menge I indizierte Familie von Teilmengen Ai ∈ P(X).
Die Menge I heißt dann die Indexmenge. Z.B. kann I = {1, . . . , N} sein, aber im Allgemeinen kann
I auch etwas Beliebiges sein und muss insbesondere nicht endlich sein. Dann ist die Vereinigung der
(Ai)i∈I definiert als ⋃

i∈I

Ai =
{
x ∈ X : ∃ i ∈ I mit x ∈ Ai

}
,
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und analog der Durchschnitt ⋂
i∈I

Ai =
{
x ∈ X : x ∈ Ai ∀ i ∈ I

}
.

Wenn zudem alle Ai paarweise disjunkt sind (d.h. Ai∩Aj = ∅ für alle i, j ∈ I), so schreibt man auch

◦⋃
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

Ai .

Eine mengentheoretische Konstruktion, die im Folgenden immer wieder benötigt wird, ist das
mengentheoretische Produkt X × Y von zwei Mengen X und Y (oft auch als kartesisches Produkt
oder Mengenprodukt oder Produktmenge bezeichnet). Es ist definiert als eine neue Menge

X × Y =
{

(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y
}
,

wobei (x, y) Tupel oder (geordnetes) Paar von zwei Elementen x und y sind. Oft wird dann auch x
als erste Komponente und y als zweite Komponente bezeichnet. Wenn #X die Anzahl der Elemente
von X bezeichnet, dann gilt

#(X × Y ) = (#X) · (#Y ) .

Es ist auch möglich Y = X zu wählen, und dann schreibt man auch X×X = X2. Des Weiteren ist es
möglich, die Konstruktion zu iterieren und dann gibt es wieder eine gewisse Kommutativität. Wenn
nämlich Z noch eine Menge ist, dann kann X × Y × Z aufgefasst werden sowohl als X × (Y × Z)
oder (X × Y )× Z als auch

X × Y × Z =
{

(x, y, z) : x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z
}
.

Strikt gesprochen sind Punkte aus X×(Y ×Z) von der Form (x, (y, z)), aber dies wird stillschweigend
mit (x, y, z) identifiziert. Zu guter Letzt können auch noch mengentheoretische Produkte von N
Mengen X1, . . . , XN betrachtet werden, und dies wird dann auch bezeichnet mit

N∏
n=1

Xn = X1 × . . .×XN .

Elemente dieses Produktes haben N Komponenten, d.h. (x1, . . . , xN) ∈
∏N

n=1Xn mit xn ∈ Xn für
n = 1, . . . , N .

1.5 Abbildungen

Nun werden Abbildungen zwischen zwei Mengen X und Y eingeführt. Wir werden dies nun schon in
formalerer Mathematikersprache machen:

1.5.1 Definition Eine Abbildung f : X → Y zwischen zwei Mengen X und Y ordnet jedem Punkt
x ∈ X genau einen Wert f(x) ∈ Y zu. Dann heißt X der Definitionsbereich von f und Y der
Wertebereich von f . Zudem ist das Bild f(X) ⊂ Y von f

f(X) =
{
y ∈ Y : ∃ x ∈ X mit f(x) = y

}
.

Oft wird das Bild auch mit Bild(f) oder Ran(f) bezeichnet, wobei Ran vom Englischen range her-
stammt. Des Weiteren wird das x in f(x) auch als das Argument bezeichnet.
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1.5.2 Beispiele (i) Sei X = {0, 1, 2} = Y . Eine Funktion f : X → Y ist dann durch drei Werte
gegeben, nämlich f(0), f(1), f(2) ∈ {0, 1, 2}.

(ii) Auf jeder Menge X ist die Identität idX : X → X definiert durch idX(x) = x.

(iii) Sei X = Y = R gegeben durch die reellen Zahlen. Es reicht hier und in der gesamten linearen
Algebra aus, sich R wie in der Schule als kontinuierlicher Zahlenstrahl vorstellen. In der Analysis
hingegen werden die reellen Zahlen konstruiert. Nun sei eine Funktion f : R→ R gegeben durch
eine Formel, z.B.

f(x) = ax2 + bx+ c ,

wobei a, b, c ∈ R. Dies ist ein Polynom zweiten Grades (es sei denn a = 0) mit Koeffizienten
a, b, c. Solche Funktionen haben Sie in der Schule untersucht.

(iv) Sei X = Y = {0, 1} = {falsch,wahr}. Dann ist die Negation ¬ : X → X eine Funktion.
Außerdem sind die Und und Oder-Operationen auch Funktionen ∧ : X × X → X und ∨ :
X ×X → X. Diese haben zwei Argumente, da der Definitionsbereich ein mengentheoretisches
Produkt ist. Als Funktion würde man schreiben ∧(p, q) = p ∧ q und ∨(p, q) = p ∨ q.

(v) Sei X eine beliebige Menge. Auch die mengentheoretischen Operationen können als Funktionen
aufgefasst werden:

c : P(X)→ P(X) , ∩ : P(X)× P(X)→ P(X) , ∪ : P(X)× P(X)→ P(X) .

Wiederum wird ∩(A,B) = A ∩B und ∪(A,B) = A ∪B geschrieben. �

Nun werden wichtige elementare Eigenschaften von Funktionen eingeführt:

1.5.3 Definition Seien X und Y Mengen und f : X → Y eine Funktion.

(i) f injektiv ⇐⇒
(
∀ x, x′ ∈ X mit x 6= x′ : f(x) 6= f(x′)

)
(ii) f surjektiv ⇐⇒

(
∀ y ∈ Y ∃ x ∈ X : f(x) = y

)
(iii) f bijektiv (eins-zu-eins, umkehrbar) ⇐⇒ f injektiv und surjektiv

(iv) Wenn f bijektiv ist, dann ist die Umkehrfunktion f−1 : Y → X definiert durch f−1(y) = x
wobei f(x) = y.

Beachte, dass die Injektivität gleichbedeutend ist mit der Aussage: (f(x) = f(x′) =⇒ x = x′).
Zudem sei ausdrücklich darauf verwiesen, dass die Umkehrabbildung f−1 nichts mit 1

f
zu tun hat

(falls das denn definiert ist, z.B. wenn der Wertebereich R ist und f keine Nullstellen hat).

1.5.4 Beispiele (i) Sei X = Y = {0, 1} = {falsch,wahr}. Dann ist die Negation ¬ : X → X
bijektiv, aber ∧ : X × X → X und ∨ : X × X → X sind lediglich surjektiv, denn die
Injektivität ist offensichtlich verletzt (und muss es, weil 4 Punkte auf nur 2 abgebildet werden).

(ii) Sei wieder f : R→ R gegeben durch f(x) = ax2 + bx+ c. Für a 6= 0 ist f weder injektiv noch
surjektiv. Wenn a = 0 und b 6= 0, ist f hingegen bijektiv. Die Umkehrfunktion ist dann gegeben
durch Auflösen von y = bx+ c nach x, d.h. f−1(y) = 1

b
(y− c). Für a = b = 0 ist f wieder weder

injektiv noch surjektiv. �

Nun seien noch weitere Begriffe im Zusammenhang mit Abbildungen eingeführt:
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1.5.5 Definition Seien X und Y Mengen und f : X → Y eine Funktion. Dann ist die Abbildung

”
nehme das Bild unter f“ definiert durch

f : P(X)→ P(Y ) , f(A) = {f(x) : x ∈ A} .

Analog ist die Abbildung
”
nehme das Urbild unter f“ definiert durch

f−1 : P(Y )→ P(X) , f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B} .

Beachten Sie, dass die Zeichen f und f−1 also für die Abbildung und die Umkehrabbildung
(falls sie existiert) verwandt werden sowie für die induzierten Abbildungen zwischen den Potenz-
mengen (wobei f−1 : P(Y ) → P(X) immer definiert ist, d.h. keine Bijektivität voraussetzt). Solche
Doppeltbelegungen sind leider gängig und wären meist auch nur durch sehr unhandliche Notationen
vermeidbar. Insbesondere wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welches der beiden Objekte gemeint
ist, stören sich Mathematiker und Mathematikerinnen (wie schon gesagt, ich werde die geschlechter-
konforme Schreibweise nicht durchhalten) daran nicht.

1.5.6 Bemerkung Falls f : X → Y bijektiv ist, so ist f−1({y}) für alle y ∈ Y einelementig und
dann ist die Umkehrabbildung f−1 : Y → X gegeben durch

f−1(y) = f−1({y}) ,

wobei strikt genommen auf der rechten Seite die einelementigen Mengen {x} mit dem Punkt x
identifiziert werden (d.h. die Mengenklammern werden weggestrichen). �

1.5.7 Beispiel Sei f : R → R gegeben durch f(x) = x2. Dann ist f(R) = [0,∞) die positive
Halbachse von 0 inklusive bis Unendlich. Zudem ist f−1(R) = R und f−1([0,∞)) = R. Des Weiteren
f−1([0, a2]) = [−a, a] = f−1((−∞, a2]) für alle a ≥ 0.

1.5.8 Satz Sei f : X → Y eine Abbildung und A,B ⊂ X sowie C,D ⊂ Y Teilmengen. Dann:

(i) f−1(C ∩D) = f−1(C) ∩ f−1(D)

(ii) f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B)

(iii) A ⊂ f−1(f(A))

(iv) Falls f injektiv, A = f−1(f(A))

(v) f(f−1(C)) ⊂ C

(vi) Falls f surjektiv, f(f−1(C)) = C

Es ist eine Übung, diese Aussagen zu verifizieren.

1.5.9 Definition Seien f : X → Y und g : Y → Z Abbildungen zwischen Mengen X, Y und Z.
Dann ist die Komposition von f und g definiert durch

g ◦ f : X → Z , g ◦ f(x) = g(f(x)) .

Oft wird für g◦f auch
”
g nach f“gesagt und die Komposition als Hintereinanderausführung bezeich-

net.
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1.5.10 Satz Seien f : X → Y und g : Y → Z und h : Z → V Abbildungen zwischen Mengen.

(i) Es gilt das Assoziativgesetz der Komposition h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

(ii) Falls f bijektiv ist, gilt f ◦ f−1 = idY und f−1 ◦ f = idX .

(iii) Es gilt f ◦ idX = f und idY ◦ f = f .

Beweis. Für (i) sei x ∈ X. Dann(
h ◦ (g ◦ f)

)
(x) = h(g ◦ f(x)) = h(g(f(x))) = h ◦ g(f(x)) =

(
(h ◦ g) ◦ f)

)
(x) .

Da x beliebig ist, folgt (i). Die anderen beiden Punkte sind offensichtlich. 2

1.6 Äquivalenzrelationen

1.6.1 Definition Sei X eine Menge und X×X = {(x, y) : x, y ∈ X} die Produktmenge von Paaren
von Elementen von X. Eine Teilmenge R ⊂ X ×X heißt eine Relation auf X. Eine Relation kann
folgende Eigenschaften haben:

(i) R reflexiv ⇐⇒
(
(x, x) ∈ R ∀ x ∈ X

)
(ii) R symmetrisch ⇐⇒

(
(x, y) ∈ R ⇐⇒ (y, x) ∈ R

)
(iii) R transitiv ⇐⇒

(
(x, y) ∈ R und (y, z) ∈ R =⇒ (x, z) ∈ R

)
1.6.2 Definition Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation R heißt Äquivalenzrelation.
Anstelle von (x, y) ∈ R schreibt man dann oft auch x ∼ y oder x ≈ y.

1.6.3 Beispiele (i) Sei X eine Menge und f : X → X eine Abbildung. Eine zugehörige Relation,
auch genannt der Graph von f , ist

R = {(x, f(x)) : x ∈ X} ⊂ X ×X .

Diese Relation R ist reflexiv ⇐⇒ f = idX ⇐⇒ R = {(x, x) : x ∈ X} Diagonale.

(ii) Umgekehrt, sei gegeben eine Relation R auf X. Dann gilt:

R ist Graph einer Funktion ⇐⇒ ∀ x ∈ X ∃ ! y ∈ X mit (x, y) ∈ R

(iii) Es gibt eine weitere wichtige Relation, die einer Abbildung f : X → Y zugeordnet werden kann,
und zwar eine Relation auf X ×X gegeben durch

R = {(x, x′) : f(x) = f(x′)} ⊂ X ×X .

Es ist eine Übung zu verifizieren, dass dies sogar eine Äquivalenzrelation ist.

(iv) Sei p ∈ N. Eine Äquivalenzrelation auf den ganzen Zahlen Z ist definiert durch

n ∼ m
def.⇐⇒ n−m Vielfaches von p

⇐⇒ n−m durch p teilbar

⇐⇒ n = m mod p

wobei Letzteres wieder als Definition der Gleichheit modulo p zu verstehen ist. �
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Idee ist nun: Fasse alle äquivalenten Elemente zu sogenannten Äquivalenzklassen zusammen.

1.6.4 Definition Sei ∼ eine Äquivalenzrelation auf X. Dann heißt [x] = {y ∈ X : x ∼ y} die
Äquivalenzklasse von x. Elemente aus [x] ⊂ X heißen Repräsentanten von [x].

Oft wird auch [x]∼ anstelle von [x] geschrieben, um die Abhängigkeit der Klassen von der
Äquivalenzrelation zu betonen.

1.6.5 Satz Zwei Äquivalenzklassen [x], [x′] ⊂ X sind entweder gleich oder disjunkt.

Beweis Sei der Durchschnitt [x] ∩ [x′] nicht leer und sei y ∈ [x] ∩ [x′]. Dann

y ∈ [x] ∩ [x′] ⇐⇒ y ∼ x und y ∼ x′

⇐⇒ x ∼ y und y ∼ x′ (wegen der Symmetrie)

⇐⇒ x ∼ x′ (wegen der Transitivität) ,

d.h. [x] = [x′]. Dies impliziert die Behauptung. 2

Eine recht direkte (d.h. leicht einzusehende) Folgerung wird als Korollar bezeichnet. Hier haben
wir:

1.6.6 Korollar Sei ∼ eine Äquivalenzrelation auf X. Dann kann X disjunkt zerlegt werden in seine
Äquivalenzklassen:

X =
◦⋃

x∈X

[x] .

1.6.7 Definition Sei ∼ eine Äquivalenzrelation auf X. Dann heißt die Menge der Äquivalenzklassen

X/∼ = {[x] : x ∈ X}

der Quotient von ∼.

1.6.8 Beispiel Wir betrachten die Äquivalenzrelation mod p auf Z wie in Beispiel 1.6.3(iii) und
fixieren der Einfachheit halber p = 5. Dann ist die Klasse von 1 ∈ Z gegeben durch

[1] = {1, 6, 11,−4, . . .} = {1 + 5n : n ∈ Z} = [−4] .

Der Quotient ist dann

Z/ ∼ = {[0], [1], [2], [3], [4]} = {[1], [2], [3], [4], [5]} .

Eine weitere oft verwandte Notationen für Z/ ∼ ist Z5. �

Der folgende Satz zeigt, wie durch das Quotientenbilden aus einer beliebigen Abbildung eine
zugehörige injektive Abbildung konstruiert werden kann.

1.6.9 Satz Sei f : X → Y eine Abbildung und ∼ die Äquivalenzrelation aus Beispiel 1.6.3. Dann
ist die Abbildung f̃ : X/ ∼→ Y definiert durch

f̃([x]) = f(x)

wohldefiniert und injektiv.

Der Beweis dieser Aussage ist eine Übung.
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1.7 Induktionsbeweise

Viele Aussagen in der Mathematik kommen als Familien (A(n))n∈N von Aussagen A(n) indiziert
durch die natürlichen Zahlen N = {1, 2, 3, . . .}, oder oft auch durch N0 = {0, 1, 2, 3 . . .}. Ein typisches
Beispiel ist

A(n) : 1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
,

was mithilfe des Summenzeichens (Σ =Sigma für Summe) auch kompakter geschrieben werden kann:

A(n) :
n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
. (1.1)

Die nte Aussage A(n) ist also, dass die Summe
∑n

k=1 k gleich dem Ausdruck n(n+1)
2

ist. Um dies zu
verifizieren, kann man nun beginnen das nachzurechnen:

A(1) : 1 =
1(1 + 1)

2

A(2) : 1 + 2 =
2(2 + 1)

2

A(3) : 1 + 2 + 3 =
3(3 + 1)

2
und so weiter. Wenn man die Formel dann für n = 100 überprüfen möchte, hat man viel zu tun. Das
Induktionsprinzip ist eine Technik, die es erlaubt A(n) für alle n zu beweisen. Es funktioniert wie
folgt:

• Induktionsanfang: Beweise die Aussage A(1)

• Induktionsschritt: Beweise die Aussage A(n+ 1) unter der Annahme, dass A(n) gilt.

Zusammen kann dann gefolgert werden, dass A(n) für alle n ∈ N gilt. Es gibt noch weitere einfach
nachvollziehbare Modifikationen des Induktionsprinzips. Falls es eine Aussage A(0) gibt, kann auch
die als Induktionsanfang verwandt werden. Oder allgemeiner: es reicht A(n0) für irgend eine n0 ∈ N0

nachzuweisen. Eine weitere Modifikation ist, dass im Induktionsschritt nicht nur A(n) verwandt wird,
um A(n+1) nachzuweisen, sondern alle vorherigen Aussagen A(k), k ≤ n. Selbstverständlich ist dies
erlaubt, denn sie sind ja in den vorherigen Schritten schon bewiesen. Um einen Induktionsbeweis zu
führen, ist man meist mit zwei Schwierigkeiten konfrontiert: eine klare Formulierung, was denn die
Aussagen A(n) sind, und dann benötigt der Induktionsschritt oft eine nicht-triviale Rechnung. Dies
sei nun an zwei Beispielen vorgeführt.

Als erstes beweisen wir die schon klar formulierte Familie von Aussagen (1.1). Der Induktionsan-
fang ist auch schon verifiziert. Es fehlt also lediglich der Induktionsschritt, d.h. es muss die Aussage
A(n+1) unter Verwendung der vorherigen nachgewiesen werden. Hierzu kann man wie folgt vorgehen:

n+1∑
k=1

k = n+ 1 +
n∑
k=1

k

= n+ 1 +
n(n+ 1)

2
(wegen A(n))

=
2(n+ 1) + n(n+ 1)

2

=
(n+ 2)(n+ 1)

2
=

(n+ 1)
(
(n+ 1) + 1

)
2

.
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Dies ist aber genau die Aussage A(n + 1). Somit ist (1.1) bewiesen. Es kann also verwandt werden,
um Zahlen von 1 bis 100 zu addieren: das Ergebnis ist 100·101

2
= 5050. So ist Carl-Friedrich Gauss

(1777-1855) als Grundschüler vorgegangen und hat damit seinem Volksschullehrer die fest eingeplante
ruhige Schulstunde vermasselt.

Das zweite Beispiel sind die sogenannten binomische Formeln. Für zwei beliebige Zahlen a, b ∈ R
(wenn Sie schon wissen, was komplexe Zahlen sind, dürfen die auch gewählt werden) gelten die
Formeln:

(a+ b)2 = (a+ b)(a+ b) = a2 + 2ab+ b2

(a+ b)3 = (a+ b)2(a+ b) = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

Diese Formeln können verallgemeinert werden: Für beliebiges n ∈ N gilt der binomische Lehrsatz:

B(n) : (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk , (1.2)

wobei der Binomialkoeffizient
(
n
k

)
definiert ist als(

n

k

)
=

n!

k! · (n− k)!
.

und die Fakultät durch 0! = 1 und n! = 1 · 2 · 3 · · ·n = n · (n − 1)!. Die Binomialkoeffizienten
(
n
k

)
können entweder mit ihrer Definition berechnet werden, oder aber mithilfe des Pascal’schen Dreiecks:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
...

...
...

...
...

Es gilt: Der Wert des Binomialkoeffizienten
(
n
k

)
ist der (k+ 1)-te Eintrag in der (n+ 1)-ten Zeile des

Dreiecks. Auch diese Aussage kann man wiederum durch Induktion beweisen:

Induktionsanfang n = 0: Erste Zeile (“Spitze” der Pyramide):
(
0
0

)
= 1

Induktionsschritt von n nach (n+ 1):(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

n!

k!(n− k)!
+

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!

=
n!((n− k + 1) + k)

k! · (n− k + 1)!

=
n!(n+ 1)

k!((n+ 1)− k))!

=
(n+ 1)!

k!((n+ 1)− k)!
=

(
n+ 1

k

)
Somit ist die Rechenregel für die Binomialkoeffizienten mit dem Pascal’schen Dreiecks bewiesen. Nun
wird der der binomische Lehrsatz bewiesen. Der Induktionsanfang B(1) ist klar, da

1∑
k=0

(
1

k

)
a1−k · bk =

(
1

0

)
a1 · b0 +

(
1

1

)
a0 · b1 =

1!

0! · 1!
a · 1 +

1!

1! · 0!
· 1 · b = a+ b .
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Für den Beweis von B(n) fehlt noch die Rechnung für den Induktionsschritt von n nach (n+ 1):

(a+ b)n+1 = (a+ b)(a+ b)n = (a+ b) ·
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

=
n∑
k=0

(
n

k

)
an−k+1bk +

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1

= an+1 +
n∑
k=1

(
n

k

)
an−k+1bk +

n−1∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1 + bn+1

= an+1 +
n∑
k=1

(
n

k

)
an−k+1bk +

n∑
k=1

(
n

k − 1

)
an−(k−1)b(k−1)+1 + bn+1

= an+1 +
n∑
k=1

[(n
k

)
+

(
n

k − 1

)]
an−k+1bk + bn+1

= an+1 +
n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
a(n+1)−kbk + bn+1

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk .

2 Gruppen, Ringe, Körper

2.1 Gruppen und Untergruppen

2.1.1 Definition Sei G eine Menge versehen mit Abbildung (binärer Operation) ◦ : G×G→ G.
Dann ist (G, ◦, e) eine Gruppe ⇐⇒ (i), (ii), (iii) gelten, wobei

(i) ∀ a, b, c ∈ G gilt a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c (Assoziativität)

(ii) ∃ neutrales Element e ∈ G mit e ◦ a = a

(iii) ∀ a ∈ G ∃ b ∈ G mit b ◦ a = e (Existenz von Inversen)
Schreibweise: b = a−1

Falls zudem a ◦ b = b ◦ a ∀ a, b ∈ G, heißt (G, ◦, e) kommutativ oder abelsch.
Eine Teilmenge H ⊂ G heißt Untergruppe ⇐⇒ (H, ◦, e) Gruppe

2.1.2 Definition Falls lediglich (i) gilt, heißt (G, ◦) Halbgruppe.
Falls lediglich (i) und (ii) gelten, heißt (G, ◦, e) Halbgruppe mit Eins.

2.1.3 Beispiele (i) Eine einfache nicht-triviale Gruppe (Z2,+) besteht aus zwei Elementen Z2 =
{0, 1}. Das neutrale Element ist e = 0 und die Verknüpfungstafel ist (gegeben durch die Addition
modulo 2)

+ 0 1
0 0 1
1 1 0
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(ii) Sei N = {1, 2, 3 . . .} die Menge der natürlichen Zahlen. Hierauf gibt es die Operation Addition
zweier Zahlen, bezeichnet mit +. Dennoch ist N keine Gruppe, aber eine Halbgruppe.

(iii) Sei N0 = {0, 1, 2, 3 . . .} wieder versehen mit der Addition. Dann ist (N0,+, 0) eine Halbgruppe
mit neutralem Element e = 0. Es ist aber keine Gruppe, da keine Inverse existieren.

(iv) Sei Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} die Menge der ganzen Zahlen, auf der wieder die Addition +
definiert ist. Dann ist (Z,+, 0) eine kommutative Gruppe, wobei e = 0 und Inverses (a)−1 = −a.

(v) Auch die rationalen Zahlen Q = {p
q

: p ∈ Z, q ∈ N} und die reellen Zahlen R (die Zahlengerade,

Konstruktion siehe Analysis) versehen mit der Addition bilden kommutative Gruppen (Q,+, 0)
und (R,+, 0). Zudem ist (Z,+, 0) Untergruppe von sowohl (Q,+, 0) wie auch (R,+, 0), und
(Q,+, 0) Untergruppe von (R,+, 0).

(vi) Sei p ∈ N. Die Menge pZ = {pm : m ∈ Z} ist eine Untergruppe von (Z,+, 0), und somit auch
von (R,+, 0), und (Q,+, 0)

(vii) Die Menge R \ {0} versehen mit der Multiplikation ist eine Gruppe. Eine Untergruppe davon
ist Q \ {0}.

(viii) Sei X eine Menge und A = {f : X → X Abbildung}.
Auf A gibt es eine binäre Operation ◦ : A×A→ A gegeben durch die Hintereinanderausführung.

Dann ist (A, ◦, idX) eine Halbgruppe mit e = idX . Andererseits existiert im Allgemeinen kein
Inverses. Um dies sicherzustellen, müssen wir die Untermenge G ⊂ A von invertierbaren Funk-
tionen betrachten. Eine Funktion heißt invertierbar (oder bijektiv oder eineindeutig), wenn
Bilder unterschiedlicher Elemente unterschiedlich sind (Injektivität) und jedes Element Bild-
punkt ist (Surjektivität).

Weiter ist G = {f ∈ A : f bijektiv} eine Gruppe (Inverses existiert!), die im Allgemeinen
nicht-kommutativ ist.

Falls X = {1, 2, . . . , n}, so heißt Sn = {f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} bijektive Abbildung} die
symmetrische Gruppe, über die wir noch viel mehr erfahren werden.

(ix) Gruppen treten oft als Symmetriegruppen auf. Als Beispiel betrachten wir ein regelmäßiges
n-Eck. Dem zugeordnet sind:

Diedergruppe D2n = {Rotationen um k 2π
n
, k = 0, . . . , n− 1 um den Ursprung, Spiegelungen}

Untergruppe Zn = {Rotationen um k 2π
n
, k = 0, . . . , n− 1 um den Ursprung} ⊂ D2n �

2.1.4 Bemerkung Wie aus den Beispielen hervorgeht, ist die Verknüpfung mit ◦, + oder · bezeich-
net. Der Kürze wegen wird oft auch einfach nichts geschrieben, d.h. ab für a ◦ b, insbesondere wenn
keine Verwechslung möglich ist. �

2.1.5 Satz Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e und seien a, b, c ∈ G. Dann gilt:

(i) a−1a = e =⇒ aa−1 = e (Linksinverses = Rechtsinverses)

(ii) ea = a ⇐⇒ ae = a

(iii) Es gibt nur ein neutrales Element e.
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(iv) Auch das Inverse ist eindeutig.

(v) ∃ ! x ∈ G mit ax = b

(vi) ∃ ! x ∈ G mit xa = b

(vii) Kürzungsregel: ab = ac =⇒ b = c

(viii) (a−1)−1 = a

(ix) (ab)−1 = b−1a−1

Begründung

(i) Sei a−1a = e, dann ∃ b ∈ G mit ba−1 = e. Unter Verwendung der Assoziativität,

aa−1 = e(aa−1) = (ba−1)(aa−1) = b(a−1a)a−1

= b(ea−1) = ba−1 = e .

(ii) Gegeben ea = a und a−1a = e

ae = aa−1a
(i)
= ea = a .

(iii) Gegeben zwei Einsen e, e′, so gilt

e = e′e
(ii)
= e′ .

(iv) Seien a−1, b zwei Inverse von a. Dann

b = be = baa−1 = ea−1 = a−1 .

(v) Setze x = a−1b. Dann gilt ax = aa−1b = b. Sei x′ eine zweite Lösung ax′ = b. Dann

x′ = a−1ax′ = a−1b = a−1ax = x .

(vi) und (vii) Analog bzw. Übung

(viii)
(a−1)−1 = (a−1)−1e = (a−1)−1a−1a = ea = a .

(ix)
(ab)−1 = (ab)−1aa−1 = (ab)−1abb−1a−1 = b−1a−1 .

2
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2.2 Abbildungen zwischen Gruppen

2.2.1 Definition Seien (G1, e1) und (G2, e2) Gruppen. Eine Abbildung h : G1 → G2 heißt ein
Homomorphismus genau dann, wenn

h(ab) = h(a)h(b) ∀a, b ∈ G1

Wenn h zudem bijektiv (eineindeutig) ist, heißt h ein Isomorphismus. Die beiden Gruppen heißen
dann isomorph.

2.2.2 Bemerkungen (i) Beachten Sie, dass in der Gleichung h(ab) = h(a)h(b) links die Ver-
knüpfung in G1, und rechts in G2 verwandt wird.

(ii) Es gilt h(e1) = h(e1e1) = h(e1)h(e1), also e2 = h(e1) nach der Eindeutigkeit des Einselementes.

(iii) Anstelle von Homomorphismus spricht man auch von einer strukturerhaltenden Abbildung, und
die Struktur ist hier die Gruppenstruktur gegeben durch die Verknüpfung. Es gibt auch andere
Strukturen, die erhalten werden können, und deswegen ist es manchmal hilfreich zu spezifizieren
und im jetzigen Fall von einem Gruppenhomomorphismus zu sprechen. Analoges gilt für den
Isomorphismus.

(iv) Isomorphe Gruppen können von einem gruppentheoretischen Standpunkt aus nicht unterschie-
den werden und deswegen einfach als ein und dieselbe Gruppe aufgefasst werden. �

2.2.3 Beispiel (i) Sei n ∈ N. Die Abbildung h : Z → Z gegeben durch h(m) = nm ist ein
Homomorphismus, denn h(m+ k) = n(m+ k) = nm+ nk = h(m) + h(k). Das Bild h(Z) = nZ
ist eine Untergruppe von Z. Fasst man h auf als ĥ : Z → nZ, so ist ĥ ein Isomorphismus
(Führen Sie den expliziten Beweis durch).

(ii) Die Abbildung h : Z → Z2 gegeben durch h(m) = m mod 2 =

{
0, m gerade
1, m ungerade

ist ein

Gruppenhomomorphismus. �

2.2.4 Satz Sei h : G1 → G2 ein Homomorphismus zwischen zwei Gruppen (G1, e1) und (G2, e2).
Dann gilt:

(i) Der Kern von h definiert als Ker(h) = {a ∈ G1 : h(a) = e2} ist eine Untergruppe von G1.

(ii) Das Bild von h definiert als Ran(h) = {b ∈ G2 : ∃ a ∈ G1 : h(a) = b} ist eine Untergruppe
von G2.

Beweis. (i) Wenn a, b ∈ Ker(h), dann h(ab) = h(a)h(b) = e2e2 = e2, so dass ab ∈ Ker(h). Somit
führt die Verknüpfung nicht aus Ker(h) heraus. Außerdem ist das neutrale Element e1 ∈ Ker(h)
und, für a ∈ Ker(h) gilt e2 = h(aa−1) = h(a)h(a−1) = e2h(a−1) = h(a−1), so dass auch das Inverse
a−1 ∈ Ker(h). Teil (ii) ist eine Übung. 2
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2.3 Quotientengruppen

Nun führen wir ein weiteres gruppentheoretisches Konzept ein.

2.3.1 Definition Sei G eine Gruppe mit Untergruppe H und a ∈ G. Dann sind die Rechtsneben-
klassen Ha und Linksnebenklassen aH definiert durch

Ha = {xa : x ∈ H} , aH = {ax : x ∈ H} .

Die Untergruppe H heißt Normalteiler von G, falls Ha = aH für alle a ∈ G. Die Menge aller
Linksnebenklassen wird mit G/H bezeichnet.

2.3.2 Bemerkungen (i) Weil e ∈ H, gilt a ∈ aH und a ∈ Ha.

(ii) aH = bH ist äquivalent zu b−1a ∈ H. In der Tat, aH = bH impliziert a = ae ∈ bH, d.h. a = bh
für ein h ∈ H. Umgekehrt, b−1a ∈ H impliziert b−1a = h für ein h ∈ H, so dass a = bh ∈ bH,
was zu aH ⊂ bH führt. Die umgekehrte Inklusion folgt aus a−1b = (b−1a)−1 ∈ H.

(iii) Es gilt entweder aH = bH oder aH ∩ bH = ∅. Die Begründung ist aḧnlich wie in Satz 1.6.5.

(iv) Der Kern eines Gruppenhomomorphismus h : G1 → G2 ist ein Normalteiler von G1. Des
Weiteren ist G1/Ker(h) isomorph zu Ran(h). All dies zu verifizieren ist eine Übung.

(v) Die Rechtsnebenklassen sind genau die Äquivalenzklassen der Äquivalenzrelation x ∼ y ⇐⇒
∃ b ∈ G : xb ∈ H und yb ∈ H. Überzeugen Sie sich davon im Detail. Dies impliziert auch,
dass die Zugehörigkeit zu Links- bzw. Rechtsnebenklassen eine Aq̈uivalenzrelation ist (was auch
direkt verifiziert werden kann). Deswegen wird oft auch [a] anstelle von Ha geschrieben. �

2.3.3 Beispiel Sei p ∈ N und betrachte die Untergruppe pZ ⊂ Z. Die Nebenklassen werden mit
[n] = n+ (pZ) bezeichnet und heißen auch Restklassen. Konkret sind sie gegeben durch

[n] = {n+ kp : k ∈ Z} = n+ pZ .

Es gibt also p unterschiedliche Nebenklassen [0], . . . , [p − 1]. Offensichtlich sind die Rechts- und
Linksnebenklassen gleich. Somit ist pZ ein Normalteiler von Z. Die Menge der Nebenklassen wird
bezeichnet mit

Zp = {[n] : n ∈ Z} = {[0], [1], . . . , [p− 1]} .
Auf Zp wird nun eine Addition + : Zp × Zp → Zp definiert durch [n] + [m] = [n + m]. In der
Tat ist die rechte Seite unabhängig von der Wahl der Repräsentanten und zudem ist die Addition
kommutativ. Außerdem ist [0] ein neutrales Element und ein Inverses ist gegeben durch [n]−1 =
[−n]. Zusammenfassend ist also (Zp,+, [0]) kommutative Gruppe, genannt die zyklische Gruppe von
Ordnung p. (Die Ordnung einer endlichen Gruppe ist immer die Anzahl ihrer Elemente, und die ist
hier p.) Dieses Beispiel wird nun verallgemeinert. �

2.3.4 Satz Sei H ein Normalteiler einer Gruppe G. Durch aH ◦ bH = abH wird G/H eine Gruppe
mit neutralem Element eH, die Faktorgruppe oder Quotientengruppe heißt.

Beweis Zunächst muss überprüft werden, dass die Verknüpfung aH ◦ bH tatsächlich wohldefiniert,
d.h. unabhängig von der Wahl der Repräsentanten aH und bH der Nebenklassen ist. Sei also aH =
a′H und bH = b′H. Dann ist a−1a′ ∈ H und b−1b′ ∈ H. Somit ist

(ab)−1a′b′ = b−1(a−1a′)b′ ∈ b−1Hb′ = b−1b′H = H ,
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wobei im vorletzten Schritt die Voraussetzung verwandt wurde. Also ist (ab)H = (a′b′)H, d.h. aH ◦
bH = a′H ◦ b′H. Nun kann die Assoziativität überprüft werden:

(aH ◦ bH) ◦ cH = abH ◦ cH = abcH = a(bc)H = aH ◦ (bc)H = aH ◦ (bH ◦ cH) .

Das neutrale Element von G/H ist eH, weil eH ◦ aH = eaH = aH. Zu guter Letzt ist das inverse
Element gegeben durch (aH)−1 = a−1H. 2

2.4 Ringe

Nun werden Mengen betrachtet, die neben der Gruppenstruktur noch eine weitere binäre Operation
besitzen.

2.4.1 Definition Sei R eine Menge mit zwei Operatoren +, · : R×R→ R
Dann ist (R,+, ·, 0) ein Ring ⇐⇒

(i) (R,+, 0) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0

(ii) Das Assoziativgesetz für · gilt: (a · b) · c = a · (b · c)

(iii) Die Distributivgesetze gelten: (a+ b) · c = a · c+ b · c und a · (b+ c) = a · b+ a · c

Zudem:

(a) (R,+, ·, 0) heißt kommutativ ⇐⇒ a · b = b · a

(b) (R,+, ·, 0) ist ein Ring mit Eins 1 ⇐⇒ ∃ 1 ∈ R mit 1 · a = a · 1 = a ∀ a ∈ R.

2.4.2 Bemerkung Das (additive) Inverse in (R,+, 0) wird meist mit − bezeichnet, d.h. a− a = 0.
Der Punkt · wird oft weggelassen. �

2.4.3 Beispiele (i) (Z,+, ·, 0) und (Q,+, ·, 0) sind kommutative Ringe mit Eins.

(ii) (Zp,+, ·, [0]) ist kommutativer Ring mit Eins [1], wobei die Multiplikation definiert ist durch
[n] · [m] = [nm], was unabhängig von der Wahl der Repräsentanten ist (Übung). Oft wird Zp
auch als Restklassenring bezeichnet.

(iii) Die Menge der Polynome in der Variablen x und mit Koeffizienten in den reellen Zahlen R ist
definiert als

R[x] =

{
p(x) =

n∑
k=0

pkx
k : n ∈ N0, pk ∈ R, pn 6= 0

}
∪ {0} .

Hierbei ist das Summenzeichen definiert durch
n∑
k=0

pkx
k = p0x

0 + p1x
1 + p2x

2 + . . .+ pnx
n .

Dann heißt k der Summationsindex. Beachten Sie, dass die rechte Seite und somit auch die
linke unabhängig von k ist und somit k durch jedes andere Zeichen ersetzt werden kann. Auf
der Menge der Polynome ist die Gradabbildung Grad : R[x]→ N0 ∪ {−∞} definiert als

Grad(p) =

{
n , falls p(x) =

∑n
k=0 pkx

k mit pn 6= 0
−∞ , falls p = 0

.
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Für p, q ∈ R[x], sind dann p+ q ∈ R[x] und p · q ∈ R[x] definiert durch

(p+ q)(x) = p(x) + q(x) =
n∑
k=0

(pk + qk)x
k , n = max{Grad(p),Grad(q)}

(p · q)(x) = p(x)q(x) =
n∑
k=0

(
k∑
`=0

p` · qk−`

)
xk , n = Grad(p) + Grad(q) .

Hierbei werden alle fehlenden Koeffizienten durch 0 ergänzt. Mit diesen Operationen wird dann
(R[x],+, ·, 0) zu einem kommutativen Ring mit Eins e(x) = 1.

(iv) Eines der zentralen Objekte der linearen Algebra ist der Ring der quadratischen Matrizen
versehen mit der Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation (später). �

2.4.4 Satz Sei (R,+, ·, 0) ein Ring. Dann gilt für alle a, b ∈ R:

(i) a · 0 = 0 · a = 0

(ii) −(ab) = (−a)b = a(−b)

(iii) ab = (−a)(−b)

(iv) Falls R eine Eins 1 hat, gilt zudem (−1) · a = −a = a(−1)

Beweis.

(i) a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0 =⇒ a · 0 = 0 (nach der Kürzungsregel in der Gruppe (R,+, 0))

(ii) ab+ (−a)b = (a+ (−a))b = 0b = 0. Somit (−a)b = −(ab). Analog wird a(−b) = −(ab) gezeigt.

(iii) + (iv) Übung 2

2.5 Körper

2.5.1 Definition (K,+, ·, 0, 1) heißt Körper ⇐⇒ (K,+, ·, 0) ist ein Ring mit Null 0 und Eins 1, so
dass 0 6= 1 und (K\{0}, ·, 1) ist eine abelsche Gruppe.

2.5.2 Bemerkungen (i) Anstelle von a−1b in (K\{0}, ·, 1) wird auch die Schreibweise 1
a
b = b

a

verwandt.

(ii) Es gilt folgende Umformulierung: (K,+, ·, 0, 1) Körper ⇐⇒

(i) (K,+, 0) abelsche Gruppe

(ii) (K\{0}, ·, 1) abelsche Gruppe

(iii) Distributivgesetz (a+ b)c = ac+ bc

Beachte, dass (ii) auch 0 6= 1 enthält. �

2.5.3 Beispiele (i) Q und R sind Körper, aber Z nicht.

(ii) Sei Z2 = {[0], [1]} = {0, 1}. Auf Z2 werden zwei Operationen durch folgende Verknüpfungstafeln
definiert:
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+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Dann ist (Z2,+, ·, 0, 1) ein Körper, der oft auch mit F2 bezeichnet wird. Weiter unten wird
dieses Beispiel zu Zp verallgemeinert. �

2.5.4 Satz Sei (K,+, ·, 0, 1) ein Körper und seien a, b ∈ K. Dann gilt:

(i) ab = 0 =⇒ a = 0 oder b = 0 (Nullteilerfreiheit)

(ii) Die Gleichung ax = b mit a 6= 0 hat eindeutige Lösung x ∈ K
Beweis.

(i) Sei a 6= 0 und b 6= 0, d.h. a, b ∈ K\{0}. Da (K\{0}, ·) eine Gruppe ist, folgt a · b ∈ K\{0}, d.h.
ab 6= 0. Somit ist die Verneinung der Aussage gezeigt, und somit auch die Aussage.

(ii) Falls b 6= 0, ist die Lösung x = a−1b = b
a

berechnet in der Gruppe (K\{0}, ·). Falls b = 0, muss
nach der Voraussetzung a 6= 0 und nach (i) x = 0 gelten. 2

2.5.5 Theorem (Zp,+, ·, [0], [1]) Körper ⇐⇒ p ∈ N\{0, 1} Primzahl

Beweis. (Dieser Beweis ist Zusatzmaterial, kann also bei erster Lektüre übersprungen werden).

Der Fall Z2 wurde schon oben behandelt. Sei also p ≥ 3.

Der Nachweis, dass (Zp,+, ·) ein Ring ist, wurde schon geführt. Außerdem ist die Verknüpfung ·
in (Zp\{[0]}, ·, [1]) abelsch (d.h. kommutativ) und hat die Eins [1]. In der Tat gilt [n][m] = [nm] =
[mn] = [m][n] und [1][n] = [n]. Des Weiteren gilt das Distributivgesetz ([n] + [m])[k] = [n][k] +
[m][k], was schon in der Ringeigenschaft von Zp gezeigt wurde. All dies ist richtig unabhängig von
Eigenschaften von p. Diese sind lediglich für die Existenz des Inversen in (Zp\{[0]}, ·, [1]) relevant.

”=⇒” wird durch einen Widerspruchsbeweis gezeigt. Sei p keine Primzahl. Dann gibt es 1 < n,m < p
so dass p = nm. Dies impliziert [n][m] = [p] = [0], d.h. Zp hat Nullteiler und ist somit nach
Satz 2.5.4(i) kein Körper.

”⇐=” Sei p eine Primzahl. Es ist zu zeigen, dass für 1 < q < p ein Inverses [q]−1 existiert. Setze
M = {nq + mp : n,m ∈ Z, nq + mp > 0} ⊂ N. Sei d = min{M} das kleinste Element der Menge
M bzgl. der natürlichen Ordnung auf Z (die Existenz dieses Minimums folgt, strikt genommen, aus
dem Wohlordnungsprinzip, siehe Analysis). Es gilt offensichtlich immer d ≥ 1 und d ≤ q < p, aber
wir zeigen nun, dass tatsächlich d = 1 gilt.
Begründung, dass d = 1: Wir beginnen mit der Gegenannahme d ≥ 2. Zerlege p = sd + r mit Rest
0 ≤ r < d. Dann gilt r = p− sd = p− s(nq +mp) = (−sn)q + (1− sm)p ∈M ∪ {0}. Dies impliziert
r = 0 nach der Minimalität von d. Aber r = 0 ist im Widerspruch dazu, dass p eine Primzahl ist (es
wäre p = sd mit s > 1). Somit ist d = 1 nachgewiesen.

Zusammenfassend existieren also n,m mit nq+mp = 1, d.h. [n][q]+[mp] = [1]. Da aber [mp] = [0]
folgt [q]−1 = [n]. Somit ist die Existenz von Inversen nachgewiesen. 2

2.5.6 Bemerkungen Die Klassifikation endlicher Körper zeigt, dass die Ordnung eines beliebigen
endlichen Körpers (d.h. die Anzahl seiner Elemente) immer gleich pn ist, wobei p eine Primzahl ist
und n ∈ N. Zudem gilt in Zp, dass p [1] = [0]. Dies besagt, dass Zp ein Körper von Charakteristik p ist.
Hierbei ist die Charakteristik eines Körpers die kleinste Zahl n ∈ N, so dass n×1 = 1+1+ . . .+1 = 0
(hierbei liegen n Summanden vor). Falls es kein solches n gibt, spricht man von einem Körper mit
Charakteristik 0. �
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2.6 Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen sind das nächste Beispiel eines Körpers.

2.6.1 Definition Als Menge sind die komplexen Zahlen C = R×R gegeben durch Paare z = (x, y)
von reellen Zahlen. Auf C werden zwei binäre Operationen definiert +, · : C× C→ C durch

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′) , (x, y) · (x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + yx′) .

Dann heißen x = <e(z) ∈ R und y = =m(z) ∈ R der Realteil und Imaginärteil von z = (x, y) ∈ C.
Anstelle von (x, y) ∈ C wird meist z = x+ iy geschrieben, wobei i die sogenannte imaginäre Einheit
ist und zunächst lediglich ein Symbol ist, was den Imaginärteil spezifiziert. Für diese Korrespondenz
schreiben wir x+ iy ∼= (x, y).

2.6.2 Bemerkungen Seien z = x+ iy und z′ = x′ + iy′. Dann werden obige Verknüpfungen zu

z + z′ = (x+ x′) + i(y + y′) , z · z′ = (x+ iy)(x′ + iy′) = (xx′ − yy′) + i(xy′ + yx′) .

Insbesondere gilt also für die imaginäre Einheit i ∼= (0, 1)

i2 = i · i = (0− 1) + i(0 + 0) = −1 ,

Anders ausgedrückt, i löst die Gleichung z2 = −1, die keine reelle Lösung hat. Dass es in der Menge
der komplexen Zahlen eine solche Lösung gibt, ist ein großer Vorteil, der ihre Einführung rechtfertigt.
Etwas mehr dazu weiter unten (Funamentalsatz der Algebra). Die komplexe Null und die komplexe
Eins sind 0C ∼= (0, 0) und 1C ∼= (1, 0). Sie erfüllen nach obigen Regeln

0C + z = z , 1C · z = z ,

für alle z ∈ C. Dies sind schon Vorbereitungen für den folgenden Satz. �

2.6.3 Satz (C,+, ·, 0C, 1C) ist ein Körper. Die reellen Zahlen bilden einen Unterkörper von C.

Beweis. Zunächst ist (C,+, 0C) eine abelsche Gruppe mit Inversem z−1 = −z. Als Nächstes wird
überprüft, dass (C\{0}, ·, 1C) auch eine abelsche Gruppe ist. Die Kommutativität muss nachgerechnet
werden:

(x+ iy) · (x′ + iy′) = xx′ − yy′ + i(xy′ + x′y)

= x′x − y′y + i(x′y + xy′) = (x′ + iy′) · (x+ iy) .

Außerdem ist das Inverse gegeben durch

(x+ iy)−1 =
x

x2 + y2
− i y

x2 + y2
,

wie man wieder nachrechnen kann. Zu guter Letzt muss auch das Distributivgesetz verifiziert werden
(Übung). Die Unterkörpereigenschaft von R ist offensichtlich. 2

2.6.4 Bemerkung Von nun an werden wie allgemein üblich die Indizes von 0C = 0 und 1C = 1
weggelassen, ebenso wie der Punkt · für die Multiplikation. �
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2.6.5 Definition Zu jeder komplexen Zahl z = x + iy ∈ C sind ihr komplex Konjugiertes z ∈ C
und Betrag |z| ∈ R≥ definiert durch

z = x− iy , |z| =
√
x2 + y2 .

Für z 6= 0 ist zudem Argument arg(z) ∈ (−π, π]

arg(z) =



arctan( y
x
) , x > 0

− arctan( y
x
) + π

2
, x < 0, y > 0

π, x < 0, y = 0

− arctan( y
x
)− π

2
, x < 0, y < 0

π
2
, x = 0, y > 0

−π
2
, x = 0, y < 0

(2.1)

Außerdem setzen wird für einen Winkel ϕ ∈ (−π, π], bzw. sogar für ϕ ∈ R,

eiϕ = cos(ϕ) + i sin(ϕ) , ez = e<e(z) ei=m(z) . (2.2)

Hierbei sind die trigonometrischen Funktionen cos, sin und arctan als bekannt vorausgesetzt, ebenso
wie die reelle Exponentialfunktion als die eindeutige bestimmte Funktion e : R → R> mit den
Eigenschaften ex+x

′
= exex

′
und e0 = 1 (Schule bzw. Analysis).

2.6.6 Bemerkungen (i) In der Analysisvorlesung wird die komplexe Exponentialfunktion z ∈
C 7→ ez durch eine konvergente Reihe definiert und aus dieser werden dann die hier als Definition
verwandten Gleichungen (2.2) hergeleitet. Der hier verwandte ad hoc Zugang ist aber auch in
sich schlüssig und erlaubt uns schon jetzt mit den komplexen Zahlen zu arbeiten.

(ii) Es seien einige Eigenschaften von der komplexen Exponentialfunktion aufgelistet. Zunächst
besagt der Satz von Pythagoras

|eiϕ| =
√

cos2(ϕ) + sin2(ϕ) = 1 .

Außerdem gilt für das komplexe Konjugat:

eiϕ = e−iϕ .

Durch Einsetzen spezieller Werte in die trigonometrischen Funktionen erhält man folgende
Identitäten:

ei0 = 1 = ei2π, eiπ = − 1 , ei
π
2 = i , ei

3π
2 = − i .

Des Weiteren folgt mit den Additionstheoremen der Trigonometrie, dass für ϕ, ψ ∈ R

eiϕ eiψ =
(
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

)(
cos(ψ) + i sin(ψ)

)
=
(
cos(ϕ) cos(ψ)− sin(ϕ) sin(ψ)

)
+ i

(
cos(ψ) sin(ϕ) + cos(ϕ) sin(ψ)

)
= cos(ϕ+ ψ) + i sin(ϕ+ ψ)

= ei(ϕ+ψ) .
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Umgekehrt können aus der Identität eiϕ eiψ = ei(ϕ+ψ) die Additionstheoreme hergeleitet werden
(mnemotechnisch ist für einige wohl einfacher, sich diese Identität zu merken). Des Weiteren
kann nun, soweit ex+x

′
= exex

′
für die reelle Exponentialfunktion bekannt ist, verifiziert werden,

dass
ez+z

′
= ez ez

′
, z, z′ ∈ C .

Wie oben schon angedeutet, folgt diese Gleichung auch aus der Reihendarstellung der komplexen
Expontialfunktion (siehe Analysis).

(iii) Die Polardarstellung einer komplexen Zahl z ∈ C ist

z = r eiϕ = r cos(ϕ) + i r sin(ϕ) , r = |z| , ϕ = arg(z) .

Dies folgt direkt aus den trigonometrischen Identitäten

cos(arctan( y
x
)) =

x√
x2 + y2

, sin(arctan( y
x
)) =

y√
x2 + y2

.

In der Polardarstellung von z = r eiϕ und z′ = r′ eiϕ
′

ist die Multiplikation komplexer Zahlen

z z′ = r r′ ei(ϕ+ϕ
′) .

Insbesondere gilt also |zz′| = |z| |z′| und arg(zz′) = arg(z) + arg(z′).

(iv) Die komplexe Konjugation erfüllt, für z, w ∈ C,

z + w = z + w , zw = z w , z = z , zz = |z|2 ,

sowie
1

2
(z + z) = <e(z) ,

1

2i
(z − z) = =m(z) .

�

2.6.7 Satz (Eigenschaften des Betrages) Seien z, w ∈ C.

(i) |z| ≥ 0 und (|z| = 0 ⇐⇒ z = 0)

(ii) |z + w| ≤ |z|+ |w| (Dreiecksungleichung)

(iii) |zw| = |z||w|

(iv) |z| = |z|

(v) max{|<e(z)|, |=m(z)|} ≤ |z| ≤ |<e(z)|+ |=m(z)|

Beweis. (i) und (iv) sind offensichtlich, (iii) schon oben verifiziert. Zu (ii):

|z + w| =
∣∣ |z|eiarg(z) + |w|eiarg(w)

∣∣
=
∣∣ |z|eiϕ + |w|e−iϕ

∣∣ mit ϕ =
1

2
(arg(z)− arg(w))

=
√

(|z|+ |w|)2 cos2(ϕ) + (|z| − |w|)2 sin2(ϕ)

≤ (|z|+ |w|)
√

cos2(ϕ) + sin2(ϕ) = |z|+ |w| .
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Später wird für diese Ungleichung ein wesentlich besserer, d.h. strukturbetonender, Beweis angegeben.
Zu (v) für z = x+ iy:

max{|x|, |y|} ≤
√
x2 + y2 ≤ |x|+ |y| ,

Letzteres, da x2 + y2 ≤ x2 + y2 + 2|x||y|. 2

Wichtigster Grund für die Einführung der komplexen Zahlen ist folgender Sachverhalt, der in der
Analysisvorlesung oder einer Vorlesung über Funktionentheorie bewiesen wird.

2.6.8 Satz (Fundamentalsatz der Algebra) Sei p ein Polynom N -ten Grades, N ∈ N, mit komplexen
Koeffizienten:

p(z) =
N∑
n=0

pnz
n , pn ∈ C , pN 6= 0 .

Dann hat p genau N Nullstellen z1, . . . , zN ∈ C, d.h.

p(z) = pN(z − z1)(z − z2) · . . . · (z − zN) .

2.6.9 Bemerkung Der Satz ist lediglich eine sogenannte Existenzaussage für die N Nullstellen des
Polynomes p (auch Nullstellen genannt). Der Beweis konstruiert die Nullstellen nicht und liefert keine
explizite Lösungsformel. So eine Lösungsformel für Polynome zweiten Grades

p(z) = z2 + az + b ,

ist aus der Schule bekannt, kann aber auch direkt verifiziert werden:

z1 = −a
2

+

√
a2

4
− b , z2 = −a

2
−
√
a2

4
− b .

Für Polynome dritten und vierten Grades gibt es auch Lösungsformeln, die aber schon wesentlich
schwieriger aussehen. Für Polynome höheren Grades kann bewiesen werden, dass es im Allgemeinen
keine Lösungsformel gibt. �

3 Die Struktur des Vektorraums

Von nun an bezeichnet K einen Körper. In allen Beispielen wird entweder K = R oder K = C sein.

3.1 Definition des Vektorraums

3.1.1 Definition Eine abelsche Gruppe (V,+, 0) heißt Vekorraum über K oder auch K-Vektorraum,
falls sie mit einer sogenannten Skalarmultiplikation · : K×V → V versehen ist, welche für alle Skalare
λ, µ ∈ K und Vektoren v, w ∈ V folgende Axiome erfüllt:

(i) Pseudoassoziativität: λ · (µ · v) = (λµ) · v

(ii) Skalare Distributivität: (λ+ µ) · v = λ · v + µ · v

(iii) Vektordistributivität: λ · (v + w) = λ · v + λ · w

(iv) Normierung: 1K · v = v
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Dann heißt 0 ∈ V auch der Nullvektor.

Falls K = R, heißt V ein reeller Vektorraum, und falls K = C ein komplexer Vektorraum.

Notation: Der Punkt · wird meist weggelassen, denn λv für eine Zahl λ ∈ K und einen Vektor v ∈ V
kann nichts anderes als die Skalarmultiplikation bezeichnen.

3.1.2 Beispiele (i) Sei V = {0} die triviale Gruppe. Durch λ 0 = 0 wird dies zu einem Vektorraum
über K, den man null-dimensional nennt.

(ii) Sei V = K. Darauf wird die Multiplikation in K als Skalarmultiplikation mit Elementen aus K
aufgefasst. Damit wird V = K zu einem Vektorraum über K, den man als den eindimensionalen
Vektorraum über K bezeichnet.

(iii) Nun sei N ∈ N und betrachte KN = K×K× . . .×K, wobei in letzterem mengentheoretischen
Produkt N Faktoren vorliegen. Ein Vektor v = (v1, . . . , vN) ∈ KN besitzt also N sogenannte
Komponenten vn ∈ K für n = 1, . . . , N . Meist werden Vektoren im KN nicht wie eben als Zeile
geschrieben, sondern eher als Spalte:

v =

v1
...
vN

 ,

aber dies ist lediglich eine Wahl, die allerdings später für die Matrix-Vektor-Verknüpfung sehr
vorteilhaft ist. Die Vektoraddition und Skalarmultiplikation mit λ ∈ K sind nun wie folgt
gegeben: v1

...
vN

+

w1
...
wN

 =

 v1 + w1
...

vN + wN

 , λ

v1
...
vN

 =

λv1
...

λvN

 .

Oft werden diese beiden Definitionen auch zu einer zusammengefasst:v1
...
vN

+ λ

w1
...
wN

 =

 v1 + λw1
...

vN + λwN

 .

Die erste Gleichung entspricht dann dem Fall λ = 1, die zweite v = 0 (Nullvektor, d.h. v1 = . . . =
vN = 0K). Tatsächlich sind mit diesen Definitionen alle Axiome eines Vektorraumes erfüllt. Man
bezeichnet KN auch als den N -dimensionalen Vektorraum über K. Eine abstraktere Version des
Dimensionsbegriffes folgt.

Aus der Schule bekannt sein könnten die Spezialfälle K = R und N = 2 oder N = 3. Der zwei-
dimensionale reelle Vektorraum R2 besteht aus allen Vektoren v =

(
x
y

)
mit reellen Koeffizienten

x, y ∈ R (beachte, dass R2 auch mit der Menge der komplexen Zahlen identifiziert werden kann).
Seine Elemente (Vektoren) können als Pfeile dargestellt werden, die vom Ursprung zum Punkt
(x, y) hinzeigen. Die Addition von Vektoren ist dann das Aneinanderkleben von Vektoren, die
Skalarmultiplikation mit Skalaren aus R die Streckung oder Stauchung eines Vektors. Analoges
gilt im R3, nur dass die Vektoren nun 3 Komponenten haben.

(iv) Im vorigen Beispiel tauchte CN als Vektorraum über C auf, was man auch kurz als komplexen
Vektorraum bezeichnet. Es ist jedoch möglich, die Menge CN auch als reellen Vektorraum auf-
zufassen, indem in der Skalarmultiplikation lediglich die Teilmenge R ⊂ C als Skalare verwandt
wird. Es wird dann von dem reellen Vektorraum CN gesprochen.
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(v) Sei K[x] die Menge der Polynome in x mit Koeffizienten in K, auf der genau wie in Bespiel 2.4.3
eine Addition definiert ist (durch komponentenweises Addieren). Nun wird zudem eine Skalar-
multiplikation definiert durch

(λ p)(x) =
N∑
n=0

(λpn)xn , λ ∈ K , p(x) =
N∑
n=0

pnx
n .

Hierbei sind pn ∈ K, n = 0, . . . , N , die Koeffizienten von p. Wiederum überprüft man direkt,
dass K[x] zu einem Vektorraum wird. Seine Dimension ist unendlich. Wenn man hingegen die
Menge KN [x] der Polynome vom Grad kleiner oder gleich N betrachtet, so bildet KN [x] versehen
mit den gleichen Operationen auch einen Vektorraum, dessen Dimension N + 1 ist (denn es
liegen N + 1 freie Parameter p0, p1, . . . , pN vor).

(vi) Sei X eine beliebige Menge und F (X,K) die Menge der Abbildungen von X nach K. Für
f, g ∈ F (X,K) und λ ∈ K setzen wir

(f + λg)(x) = f(x) + λg(x) , x ∈ X .

Beachte hierbei, dass auf der rechten Seite die Operationen in K verwandt werden, um auf
der linken Seite neue Strukturen auf F (X,K) zu definieren. Wiederum wird F (X,K) somit zu
einem Vektorraum über K. �

3.2 Unterräume

3.2.1 Definition Eine Teilmenge U ⊂ V eines Vektorraumes V über K heißt Unterraum, genau
dann, wenn U Untergruppe von (V,+, 0) ist und λu ∈ U für alle λ ∈ K und u ∈ U , d.h. genau dann,
wenn U mit den von V vererbten Operationen wieder ein Vektorraum ist.

3.2.2 Bemerkung Um zu verifizieren, dass U ein Unterraum von V ist, reicht es zu zeigen, dass
u + λw ∈ U für alle u,w ∈ U und λ ∈ K und U nicht-leer ist (also insbesondere den Nullvektor
enthält, denn mit u ∈ U ist auch u+ (−1)u = 0 ∈ U). �

3.2.3 Beispiele (i) Im Vektorraum R2 sind die Linien durch den Ursprung von Steigung α ∈ R

U =

{
v =

(
x

y

)
∈ R2 : y = αx

}
,

Unterräume. Analog sind Linien und Ebenen im R3, die den Ursprung enthalten, auch Un-
terräume des R3. Allgemeiner bilden sogenannte Hyperebenen im RN , die den Ursprung ent-
halten, genau die Unterräume des RN . Mehr dazu später.

(ii) Die Polynome KN [x] vom Grad kleiner oder gleich N ∈ N bilden einen Unterraum von K[x].

(iii) Die Polynome K[x] in x ∈ R bilden einen Unterraum des Vektorraumes F (R,K) der Funktionen
von R nach K. �

3.2.4 Satz Der Durchschnitt von beliebig vielen Unterräumen ist wieder ein Unterraum.

Beweis. Sei U = (U)U∈U eine Familie von Unterräumen eines Vektorraumes V . Dann enthält der
Durchschnitt D =

⋂
U∈U U den Nullvektor, weil er ja in jedem Unterraum enthalten ist. Außerdem

seien v, w ∈ D und λ ∈ K. Dann sind v, w ∈ U für alle U ∈ U . Da jedes U ein Unterraum ist, folgt,
dass v + λw ∈ U für jedes U ∈ U . Somit ist v + λw ∈ D, d.h. D ist ein Vektorraum. 2
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3.2.5 Bemerkung Die Vereinigung von Unterräumen ist nur dann ein Unterraum, wenn einer der
Unterräume alle anderen enthält. Z.B. betrachten wir C als reellen Vektorraum. Dann sind die reelle
Achse R ⊂ C und imaginäre Achse iR = {iy : y ∈ R} ⊂ C zwei Unterräume. Aber die Vereinigung
R∪ iR ist das Achsenkreuz und somit kein Vektorraum, denn z.B. 1, i ∈ R∪ iR, aber 1+ i 6∈ R∪ iR.
Es ist jedoch möglich, aus der Vereinigung von Unterräumen auf natürliche Art und Weise einen
Unterraum zu konstruieren. Dies wird in der nächsten Definition getan. �

3.3 Linearkombinationen

3.3.1 Definition Gegeben seien N Vektoren v1, . . . , vN in einem Vektorraum V über K. Eine Line-
arkombination dieser Vektoren ist dann

λ1v1 + . . .+ λNvN =
N∑
n=1

λnvn ,

wobei λ1, . . . , λN ∈ K. Der Spann der N Vektoren ist definiert als die Menge aller Linearkombina-
tionen:

spanK({v1, . . . , vN}) =

{
N∑
n=1

λnvn : λ1, . . . , λN ∈ K

}
.

Für N = 0, also den Spann der leeren Menge ∅, setzen wir

spanK(∅) = {0} .

Etwas allgemeiner wird auch für eine beliebige, nicht notwendigerweise endliche Menge M ⊂ V der
Spann definiert:

spanK(M) = {Linearkombinationen von endlich vielen Vektoren aus M} .

Falls spanK(M) = V heißt M ein Erzeugendensystem von V .

Falls U,U ′ Unterräume von V sind, wird spanK(U ∪ U ′) auch mit U + U ′ bezeichnet.

3.3.2 Satz Für jede Teilmenge M ⊂ V eines Vektorraumes ist spanK(M) ein Unterraum. Er ist
auch gegeben durch

spanK(M) =
⋂

U, M⊂U

U , (3.1)

wobei der Durchschnitt gebildet wird über alle Unterräume U von V , die die Menge M enthalten.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass wenn v, w ∈ spanK(M) und λ ∈ K, dann ist auch v+λw ∈ spanK(M).
Seien also

v =
N∑
n=1

ηnvn , w =
K∑
k=1

µkwk ,

wobei N,K ∈ N und ηn, µk ∈ K und vn, wk ∈M . Dann ist

v + λw =
N∑
n=1

ηnvn +
K∑
k=1

(λµk)wk ,

was also wieder eine endliche Linearkombination von Vektoren aus M ist, d.h. v + λw ∈ spanK(M).
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Es verbleibt noch die Gleichheit (3.1) zu zeigen. Sei D =
⋂
U, M⊂U U der Durchschnitt auf der

rechten Seite. Dann ist offensichtlich M ⊂ D und, da D nach Satz 3.2.4 ein Unterraum ist, folgt auch,
dass spanK(M) ⊂ D. Andererseits ist nach dem eben Bewiesenen auch spanK(M) ein Unterraum,
der offensichtlich M enthält. Also ist er einer der Unterräume die im Durchschnitt D auftreten und
es folgt auch die umgekehrte Inklusion D ⊂ spanK(M). 2

3.3.3 Beispiele (i) Im reellen Vektorraum R3 seien zwei Vektoren v, w ∈ R3 gegeben. Dann ist

spanR({v, w}) = {λv + µw : λ, µ ∈ R} ,

der Unterraum, der durch die Ebene gegeben wird, die die Vektoren v und w enthält (und den
Ursprung). Falls v = ηw für ein η ∈ R, so liegt nicht eine Ebene, sondern eine Gerade durch
den Ursprung vor.

(ii) Im reellen Vektorraum R[x] der Polynome in x ist der Spann der Vektoren p(x) = 3x und
q(x) = 2x4 + 1 gegeben durch

spanR({p, q}) =
{

2λx4 + 3µx+ λ : λ, µ ∈ R
}
.

(iii) Nun greifen wir noch einmal das Beispiel des reellen Vektorraumes C aus Bemerkung 3.2.5
auf, in dem zwei Unterräume R und iR gegeben sind. Dann ist der Spann von M = R ∪ iR
gleich ganz C. Dies besagt, dass M ein Erzeugendensystem ist. Es gibt jedoch auch viel kleinere
Erzeugendensysteme, z.B. M ′ = {1, i} enthält nur 2 Punkte, aber tatsächlich gilt spanR(M ′) =
C. Kleinstmögliche (minimale) Erzeugendensysteme heißen auch Basen. Dieser Begriff wird
weiter unten definiert. �

3.3.4 Definition Sei V ein Vektorraum über K.

(i) Vektoren v1, . . . , vN ∈ V heißen linear unabhängig über K, genau dann, wenn

N∑
n=1

λnvn = 0 mit λ1, . . . , λN ∈ K =⇒ λ1 = . . . = λN = 0 ,

d.h. genau dann, wenn der Nullvektor sich nur durch eine triviale Linearkombination der Vek-
toren v1, . . . , vN darstellen lässt.

(ii) Vektoren v1, . . . , vN ∈ V heißen linear abhängig, genau dann, wenn sie nicht linear unabhängig
sind.

(iii) Eine Teilmenge M ⊂ V heißt linear unabhängig, genau dann, wenn alle endlich viele Vektoren
v1, . . . , vN ∈M linear unabhängig sind.

3.3.5 Beispiele (i) Beginnen wir mit einem ganz konkreten Beispiel dreier Vektoren im reellen
Vektorraum R3:

v1 =

1
2
3

 , v2 =

2
3
4

 , v3 =

1
1
1

 .

Dann sind v1, v2, v3 linear abhängig weil v1 − v2 + v3 = 0. Andererseits sind v1, v2 linear un-
abhängig, denn

λ1v1 + λ2v2 =

 λ1 + 2λ2
2λ1 + 3λ2
3λ1 + 4λ2

 =

0
0
0

 ,
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impliziert, unter Verwendung der drei Gleichungen für die drei Komponenten, λ1 = λ2 = 0. Ein
systematscher Zugang zur Überprüfung der linearen Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit ist der
Gauß-Algorithmus, der bald vorgestellt wird. Analog sind auch v1, v3 linear unabhängig und
v2, v3 linear unabhängig. Geometrisch bedeutet dies, dass die drei Vektoren v1, v2, v3 in einer
zweidimensionalen Ebene liegen, die von je zwei der beteiligten Vektoren aufgespannt wird.
Diese Ebene bildet einen Unterraum.

(ii) Im komplexen Vektorraum C2 sind

v1 =

(
1

1 + i

)
, v2 =

(
2i

−2 + 2i

)
,

linear abhängig. Tatsächlich gilt 2iv1 = v2, d.h. 2iv1 − v2 = 0. Wenn hingegen C2 als reeller
Vektorraum aufgefasst wird, so sind v1, v2 linear unabhängig, denn es gibt keine reellen Zahlen
λ1, λ2 ∈ R mit λ1v1 + λ2v2 = 0 bis auf λ1 = λ2 = 0.

(iii) Mengen M ⊂ V , die den Nullvektor enthalten, sind immer linear abhängig. Leere Mengen
hingegen sind linear unabhängig.

(iv) Einelementige Mengen sind immer linear unabhängig, es sei denn sie bestehen aus dem Null-
vektor.

(v) Teilmengen linear unabhängiger Mengen sind linear unabhängig.

(vi) Obermengen linear abhängiger Mengen sind linear abhängig. �

3.4 Basis und Dimension eines Vektorraums

3.4.1 Definition Sei V ein Vektorraum über K. Ein linear unahängiges Erzeugendensystem B ⊂ V
heißt eine Basis. Die Dimension dimK(V ) ∈ N0 ∪ {∞} des Vektorraumes ist definiert als die Anzahl
der Elemente von B.

3.4.2 Bemerkungen (i) Die Dimension ist gleich der Anzahl der freien Parameter (in K), die
benötigt werden, um einem Vektor darzustellen.

(ii) Damit die Definition der Dimension wirklich einen Sinn macht, muss nachgewiesen werden,
dass jeder Vektorraum eine Basis hat und dass jede Basis gleich viele Elemente hat. Dies wird
letztendlich gezeigt (Korollar 3.4.8), aber vielleicht fangen wir erst einmal mit Beispielen an.

(iii) Jeder C-Vektorraum V ist auch ein R-Vektorraum (denn die Skalarmultiplikation kann einfach
von Skalaren aus C auf Skalare aus R eingeschränkt werden). Die Dimension hängt jedoch von
dem Körper ab und tatsächlich gilt dimR(V ) = 2 dimC(V ), wie weiter unten klar wird. �

3.4.3 Beispiele (i) Wir betrachten im reellen Vektorraum RN die Vektoren

b1 =


1
0
0
...
0

 , b2 =


0
1
0
...
0

 , . . . bN =


0
0
...
0
1

 .
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Sie sind offensichtlich linear unabhängig und jeder Vektor v kann als Linearkombination von
b1, . . . , bN geschrieben werden:

v =

v1
...
vN

 =⇒ v =
N∑
n=1

vn bn . (3.2)

Dies bedeutet in der Tat, dass spanR({b1, . . . , bN}) = RN , so dass b1, . . . , bN eine Basis des RN

bilden. Die reelle Dimension von RN ist also N .

(ii) Es sei schon hier betont, dass es zwar eine Standardbasis des RN gibt, aber noch viele andere.
Z.B. bilden die Vektoren

b′n =
n∑
k=1

bk

auch eine Basis des RN . Dies zu überprüfen ist eine Übung, die mit adhoc Methoden durch-
geführt werden kann. Ein allgemeines Vorgehen zum Nachweis der Basiseigenschaften wird im
Zusammenhang mit dem Gauß-Verfahren vorgestellt.

(iii) Die gleichen Vektoren b1, . . . , bN bilden auch eine Basis des komplexen Vektorraumes CN . In
der Tat, die Zerlegung (3.2) ist immer noch richtig, nur dass die Koeffizienten vn nun komplexe
Zahlen sind. Somit ist die komplexe Dimension von CN gleich N , d.h. dimC(CN) = N .

(iv) Andererseits bilden b1, . . . , bN keine Basis des reellen Vektorraumes CN , denn (3.2) ist zwar
richtig, aber die rechte Seite stellt keine reelle Linearkombination dar, in der ja nur reelle
Koeffizienten verwandt werden dürfen. Es ist jedoch möglich die Menge b1, . . . , bN zu einer
Basis zu ergänzen durch bN+n = ibn für n = 1, . . . , N . Dann gilt

v =

v1
...
vN

 =
N∑
n=1

(
<e(vn) bn + =m(vn) bn+N

)
.

Somit hat CN reelle Dimension 2N , d.h. dimR(CN) = 2N .

(v) Nun betrachten wir den K-Vektorraum K[x] der Polynome in x mit Koeffizienten in K. Dann
bilden die sogenannten Monome

bn(x) = xn ,

ein Basis B = {bn : n ≥ 0}, die auch mit B = (bn)n≥0 bezeichnet wird. Da diese Basis unendlich
viele Elemente hat, ist die K-Dimension von K[x] gleich unendlich ∞. Für den Vektorraum
KN [x] der Polynome vom Grad kleiner oder gleich N ist die K-Dimension N + 1 (geben Sie
eine entsprechende Basis an). �

Nach diesen erläuternden Beispielen werden nun allgemeine Sachverhalte nachgewiesen.

3.4.4 Satz Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass jeder Vektorraum ein Erzeugendensystem hat (insbesondere, ein-
fach der Vektorraum selber), aber nun soll ja ein Erzeugendensystem aus linear unabhängigen Vek-
toren konstruiert werden. Hierzu kann mit einem ersten Vektor b1 6= 0 begonnen werden, es sei denn
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der Vektorraum V besteht nur aus dem Nullvektor. Falls spanK({b1}) = V gilt, so ist schon eine Basis
gefunden. Falls nicht, d.h. span({b1}) 6= V , gibt es ja einen Vektor b2 ∈ V \spanK({b1}), der also nicht
als Linearkombination von b1 dargestellt werden kann und somit sind b1, b2 linear unabhängig. Nun
iteriert man das Verfahren. Im Nten Schritt liegen b1, . . . , bN vor. Entweder spanK({b1, . . . , bN}) = V
und die Konstruktion ist beendet, oder es gibt ein bN+1 6∈ spanK({b1, . . . , N}). In einem endlich-
dimensionalen Vektorraum bricht die Konstruktion ab, aber in einem unendlich dimensionalen Vek-
torraum muß unendlich oft iteriert werden. Mathematisch sauber wird an dieser Stelle mit dem
sogenannten Zorn’schen Lemma argumentiert. Alle daran Interessierten sind eingeladen, dies in den
Büchern der Literaturliste nachzulesen. 2

3.4.5 Satz (Basisergänzungssatz) Jede linear unabhängige Teilmenge M ⊂ V eines Vektorraumes
kann zu einer Basis ergänzt werden.

Beweis. Dies folgt aus dem Beweis des letzten Satzes, wenn gleich mit M begonnen wird. 2

3.4.6 Satz Sei V ein Vektorraum über K, der nicht nur den Nullvektor enthält. Für eine Teilmenge
B ⊂ V sind dann folgende Aussagen äquivalent:

(i) B ist eine Basis.

(ii) Jeder Vektor in V lässt sich auf eindeutige Art und Weise als Linearkombination von Vektoren
aus B schreiben.

(iii) B ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. für jede echte Teilmenge C ⊂ B, C 6= B, gilt, dass
spanK(C) 6= V .

(iv) B ist eine maximal linear unabhängige Teilmenge von V , d.h. jede echte Obermenge C ⊃ B,
C 6= B, ist linear abhängig.

Beweis. Der Beweis wird durch die Teilschritte (i)⇒(ii)⇒(iii)⇒(iv)⇒(i) geführt.

(i)⇒(ii): Dies wird durch Negation gezeigt, d.h. wir nehmen an, dass (ii) nicht gilt und folgern,
dass auch (i) dann nicht gilt. Wir nehmen also an, dass nicht jeder Vektor in v ∈ V auf eindeutige Art
und Weise als Linearkombination von Vektoren aus B geschrieben werden kann. Dies kann auf zwei
sich nicht ausschließende Arten verletzt werden: es gibt einen Vektor v, der nicht in spanK(B) liegt,
oder es gibt einen Vektor w, der auf verschiedene Art und Weise als Linearkombination von Vektoren
aus B geschrieben werden kann. In ersterem Fall ist die Erzeugendeneigenschaft von B verletzt, d.h.
B ist keine Basis. In zweiterem Fall seien also zwei verschiedene Linearkombinationen gegeben:

w =
J∑
j=1

λj bj =
J∑
j=1

µj bj ,

wobei J ∈ N, bj ∈ B und λj, µj ∈ K (beachte, dass wenn die in den beiden Darstellungen auftre-
tenden bj’s zunächst nicht gleich sind, so kann die Vereinigung von beiden betrachtet werden, indem
die entsprechenden Koeffizienten λj und/oder µj gleich 0 gesetzt werden). Nun folgt aber durch
Umschreiben

J∑
j=1

(λj − µj) bj = 0 ,

was eine nicht-triviale Linearkombination des Nullvektors ist, da ja nicht λj = µj für alle j = 1, . . . , J .
Somit ist B nicht linear unabhängig und B somit wiederum keine Basis.
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(ii)⇒(iii): Aus (ii) folgt offensichtlich, dass B ein Erzeugendensystem ist. Es verbleibt noch zu
zeigen, dass es minimal ist. Sei also C ⊂ B eine echte Teilmenge. Wir nehmen an, dass spanK(C) = V .
Dann gibt es ein b ∈ B\C und dieser Vektor b lässt sich sich als Linearkombination von Vektoren aus
C darstellen. Andererseits gibt es die Linearkombination b = 1 ·b, im Widerspruch zu der eindeutigen
Darstellbarkeit. Somit kann spanK(C) = V nicht gelten.

(iii)⇒(iv): Zunächst wird gezeigt, dass B, mit den Eigenschaften aus (iii), linear unabhängig ist,
wiederum mit einem Widerspruchsbeweis. Sei also B linear abhängig. Dann gibt es einen Vektor
w ∈ B, der Linearkombination der anderen Vektoren aus B ist. Sei C = B \ {w}, was eine echte
Teilmenge von B ist. Aber spanK(C) = spanK(B) = V , im Widerspruch zur Vorraussetzung (iii).
Somit ist B linear unabhängig. Es verbleibt noch zu zeigen, dass B maximal als linear unabhängige
Menge ist. Sei C ′ eine echte Obermenge von B, die linear unabhängig ist. Dann gibt es einen Vektor
w ∈ C ′ \ B. Da aber B ein Erzeugendensystem ist, ist w Linearkombination von Vektoren aus B und
somit wäre C ′ linear abhängig.

(iv)⇒(i): Da B linear unabhängig ist, bleibt nur noch die Erzeugendeneigenschaft spanK(B) = V
nachzuweisen. Nach dem Basiserweiterungssatz 3.4.5 gibt es eine Basis B′ mit B ⊂ B′. Insbesondere
ist B′ linear unabhängig. Wäre B echte Teilmenge von B′, so wäre die in (iv) gegebene Maximalität
verletzt. Also ist B = B′ eine Basis. 2

3.4.7 Satz (Austauschsatz von Steinitz) Sei B = {b1, . . . , bN} eine Basis des Vektorraumes V . Seien
a1, . . . , ak linear unabhänige Vektoren in V . Dann gibt es unterschiedliche Indizes i1, . . . , iN−k ∈
{1, . . . , N} so dass

B′ = {a1, . . . , ak, bi1 , . . . , biN−k}

eine Basis ist.

Beweis. Dies wird durch eine Induktion über k bewiesen.

Induktionsanfang k = 1: Es gibt eine eindeutige Zerlegung a1 =
∑N

n=1 λnbn. Sei bi so dass λi 6= 0
(mindestens ein solches i muss es geben). Nach Umnummerierung der Indizes darf i = 1 angenommen
werden. Es wird nun nachgewiesen, dass B′ = {a1, b2, . . . , bN} eine Basis ist. Zunächst gilt

b1 =
1

λ1

(
a1 −

N∑
n=2

λn bn

)
. (3.3)

Sei nun ein beliebiger Vektor v gegeben. Da B eine Basis ist, gibt es eine eindeutige Linearkombination

v =
N∑
n=1

µn bn .

Ersetzen von b1 durch (3.3) ergibt

v =
N∑
n=2

µn bn +
µ1

λ1

(
a1 −

N∑
n=2

λn bn

)
=

N∑
n=2

(
µn −

µ1λn
λ1

)
bn +

µ1

λ1
a1 .

Also ist v im Spann von B′, d.h. B′ ist ein Erzeugendensystem. Es verbleibt noch zu zeigen, dass B′
linear unabhängig ist. Sei

0 = η1a1 +
N∑
n=2

ηnbn .
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Einsetzen zeigt

0 = η1λ1b1 +
N∑
n=2

(ηn + η1λn)bn .

Da B eine Basis ist, folgt η1λ1 = 0 und ηn + η1λn = 0 für n = 2, . . . , N . Da λ1 6= 0 folgt η1 = 0 und
somit auch ηn = 0 für n = 2, . . . , N . Also ist B′ linear unabhängig.

Induktionsschritt k−1→ k: Nun sind linear unabhängige a1, . . . , ak gegeben. Nach Induktionsvoraus-
setzung, gibt es eine geeignete Durchnummerierung der bn’s, so dass B′ = {a1, . . . , ak−1, bk, . . . , bN}
eine Basis ist. Nun ist k− 1 < N , denn sonst läge ein Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit von
a1, . . . , ak vor. Des Weiteren ist ak eine Linearkombination

ak =
k−1∑
n=1

λn an +
N∑
n=k

λn bn .

Da a1, . . . , ak linear unabhängig sind und somit ak nicht im Spann von a1, . . . , ak−1 liegt, muss
mindestens ein λn, n = k, . . . , N nicht verschwinden. Nach Umnummerierung kann angenommen
werden, dass λk 6= 0. Analog zu (3.3) erhält man nun

bk =
1

λk

(
ak −

k−1∑
n=1

λn an −
N∑

n=k+1

λn bn

)
.

Nun kann obiges Argument wiederholt werden um nachzuweisen, dass B′′ = {a1, . . . , ak, bk+1, . . . , bN}
eine Basis ist, die aus B′ durch Ersetzen des Elements bk durch ak entsteht. 2

3.4.8 Korollar Die Dimension dimK(V ) eines Vektorraumes V über K ist wohl-definiert, d.h. un-
abhängig von der Wahl der Basis.

Beweis. Seien B = {b1, . . . , bN} und B′ = {a1, . . . , aK} zwei Basen. Nach dem Austauschsatz folgt,
dass K ≤ N , und aus Symmetriegründen, auch N ≤ K. Somit ist die Dimension N = K. Besitzt
ein Vektorraum eine unendliche Basis, so muss jede Basis unendlich viele Elemente haben. 2

3.4.9 Satz (Dimensionssatz) Seien E und F zwei endlich-dimensionale Unterräume eines Vektor-
raumes V über K. Dann gilt

dimK(E) + dimK(F ) = dimK(E ∩ F ) + dimK(E + F ) ,

wobei E + F = spanK(E ∪ F ).

3.4.10 Beispiel Sei V = R3 und seien E und F zwei-dimensionale Unterräume, d.h. zwei Ebenen
durch den Ursprung. Also gilt dimR(E) + dimR(F ) = 2 + 2 = 4. Typischerweise schneiden diese
Ebenen sich in einer Gerade, die auch den Ursprung enthält, so dass E ∩ F eindimensional ist und
E+F = R3. In dieser typischen Situation ist also dimR(E∩F )+dimR(E+F ) = 1+3 = 4, wie im Satz
behauptet. Es gibt allerdings auch die untypische Situation (oder oft auch nicht generische Situation
gennant), in der die beiden Ebenen gleich sind und somit dimR(E ∩ F ) + dimR(E + F ) = 2 + 2 = 4,
wiederum im Einklang mit dem Satz. �

Beweis von Satz 3.4.9. Zunächst ist E ∩ F ein Unterraum sowohl von E als auch F , also ist seine
Dimension endlich. Sei b1, . . . , bN eine Basis von E∩F , d.h. N = dimK(E∩F ). Nach dem Basiserwei-
terungssatz gibt es dann Vektoren e1, . . . , eK , so dass b1, . . . , bN , e1, . . . , eK eine Basis von E ist, und
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es gibt Vektoren f1, . . . , fL, so dass b1, . . . , bN , f1, . . . , fL eine Basis von F ist. Also N+K = dimK(E)
und N + L = dimK(F ). Nun spannen b1, . . . , bN , e1, . . . , eK , f1, . . . , fL auch E + F auf. Es verbleibt
noch zu zeigen, dass diese N +K + L Vektoren auch linear unabhängig sind. Sei

0 =
N∑
n=1

λnbn +
K∑
k=1

µkek +
L∑
l=1

ηlfl .

Dann ist
N∑
n=1

λnbn +
K∑
k=1

µkek = −
L∑
l=1

ηlfl ∈ E ∩ F ,

weil die linke Seite in E ist und die rechte in F . Hieraus folgt zunächst ηl = 0, da fl 6∈ E ∩ F .
Analog folgt µk = 0. Zuletzt liegt dann die Gleichung

∑N
n=1 λnbn = 0 vor, woraus λn = 0 folgt, da

bn eine Basis von E ∩ F bilden. Also bilden die Vektoren b1, . . . , bN , e1, . . . , eK , f1, . . . , fL eine Basis
von E + F und dimK(E + F ) = N +K + L. Hieraus folgt nun die Behauptung. 2

4 Lineare Gleichungssysteme und der Gauß-Algorithmus

Weiterhin bezeichnet K entweder die reellen Zahlen R oder die komplexen Zahlen C.

4.1 Elementare Eigenschaften linearer Gleichungssysteme

4.1.1 Definition Eine lineare Gleichung in M sogenannten Unbekannten x1, . . . , xM ∈ K ist von
der Form

a1x1 + a2x2 + . . .+ aMxM = b ,

wobei a1, . . . , aM die Koeffizienten der Gleichung und b ∈ K die sogenannte rechte Seite oder Inho-
mogenität ist. Ein lineares Gleichungssystem in M Unbekannten x1, . . . , xM ∈ K ist eine Menge von
endlich vielen linearen Gleichungen, sagen wir N ∈ N solcher Gleichungen. Um diese Gleichungen
auszuschreiben, werden sogenannte Doppelindizes verwandt:

a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,MxM = b1 ,

a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,MxM = b2 , (4.1)

...

aN,1x1 + aN,2x2 + . . .+ aN,MxM = bN .

Hierbei sind an,m ∈ K und bn ∈ K für alle m = 1, . . . ,M und n = 1, . . . , N . Des Weiteren heißt n
der Zeilenindex von an,m und m der Spaltenindex von an,m. Gesucht sind dann x1, . . . , xM ∈ K, die
simultan alle N Gleichungen erfüllen.

Das lineare Gleichungssystem heißt homogen, falls b1 = . . . = bN = 0, ansonsten heißt es inho-
mogen.

4.1.2 Bemerkungen Linearität einer Gleichung in x1, . . . , xM bedeutet, dass keine höheren Poten-
zen wie z.B. (x1)

2 oder (x2)
5 auftauchen, aber auch keine anderen nicht-linearen Funktionen von

x1, . . . , xM wie die trigonometrischen Funktionen oder die Exponentialfunktion. Ein Beispiel für eine
nicht-lineare Gleichung ist also (x1)

3 + sin(x2) = 1. Wir werden sehen, dass es recht einfache Metho-
den zum Lösen linearer Gleichungen gibt (nämlich den Gauß-Algorithmus). Hingegen ist das Lösen
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nicht-linearer Gleichungen im Allgemeinen sehr schwierig. Des Weiteren sei schon hier bemerkt, dass
es möglich ist, dass ein Gleichungssystem wie (4.1) gar keine oder unendlich viele Lösungen haben
kann. �

4.1.3 Beispiele Lineare Gleichungssysteme treten in vielen Anwendungen auf natürliche Art und
Weise auf, z.B. weil viele Grundgesetze in den Naturwissenschaften durch lineare Gleichungen gegeben
sind. In der jetzt folgenden Liste von Beispielen wird aufgezeigt, dass auch schon die wenigen Begriffe,
die im Kapitel 3 eingeführt wurden, zu linearen Gleichungssystemen führen.

(i) Sei V = KN . Untersucht werden soll, ob M Vektoren v1, . . . , vM ∈ V linear abhängig oder
unabhäng sind. Also sind gesucht Skalare λ1, . . . , λM ∈ K mit

M∑
m=1

λmvm = 0 , (4.2)

und es soll untersucht werden, ob es mehr als die triviale Lösung λ1 = . . . = λN = 0 gibt.
Diese Gleichung ist in der Tat ein homogenes lineares Gleichungssystem in den Unbekannten
λ1, . . . , λM , denn wenn

vm =

v1,m
...

vN,m

 , (4.3)

so ist (4.2) explizit ausgeschrieben

v1,1λ1 + v1,2λ2 + . . .+ v1,MλM = 0 ,

v2,1λ1 + v2,2λ2 + . . .+ v2,MλM = 0 ,

...

vN,1λ1 + vN,2λ2 + . . .+ vN,MλM = 0 .

Also, wenn wir lernen, methodisch die Lösungen linearer Gleichungssysteme zu bestimmen, so
können wir auch die Frage nach der linearen Unabhängigkeit in konkreten Situationen beant-
worten.

(ii) Wieder sei V = KN und v1, . . . , vM ∈ V dargestellt wie in (4.3). Des Weiteren sei w ∈ V und
die Frage ist, ob w ∈ span({v1, . . . , vM}). Hierzu sind gesucht λ1, . . . , λM ∈ K, so dass

M∑
m=1

λmvm = w =

w1
...
wN

 .

Explizit ausgeschrieben ist dies wieder ein lineares Gleichungssystem in λ1, . . . , λM , diesmal
inhomogen:

v1,1λ1 + v1,2λ2 + . . .+ v1,MλM = w1 ,

v2,1λ1 + v2,2λ2 + . . .+ v2,MλM = w2 ,

...

vN,1λ1 + vN,2λ2 + . . .+ vN,MλM = wN .
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(iii) Wenn b1, . . . , bN eine Basis des KN ist, so besagt Satz 3.4.6, dass jeder Vektor w ∈ KN auf
eindeutige Art und Weise als Linearkombination von b1, . . . , bN geschrieben werden kann. Um
diese Linearkombination explizit anzugeben, kann wieder genau wie im vorherigen Beispiel vor-
gegangen werden, nur dass jetzt a priori bekannt ist, dass es genau eine Lösung des zugehörigen
linearen Gleichungsystemes gibt. �

Der Gauß-Algorithmus ist eine Methode, um lineare Gleichungssysteme zu lösen, die auch effi-
zient auf einem Computer implementiert werden kann. Der Algorithmus besteht aus sogenannten
elementaren Umformungen:

4.1.4 Definition Elementare Umformungen eines linearen Gleichungssystemes sind:

(i) Multiplikation einer Zeile mit einem nicht verschwindenden Skalar aus K.

(ii) Ersetzen einer Zeile durch ihre Summe mit einer anderen Zeile.

(iii) Vertauschen von zwei Zeilen des Gleichungssystemes.

4.1.5 Satz Elementare Umformungen ändern die Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystemes
nicht.

Beweis. Dies ist offensichtlich für Umformungen (i) und (iii). Bez. (ii) ist es so, dass das Addieren von
wahren Gleichungen wieder wahre Gleichungen produziert, also wird die Lösungsmenge höchstens
größer. Aber die Umformung (ii) ist auch umkehrbar (Addieren der mit −1 multiplizierten Zeile, die
vorher addiert wurde), was die Lösungsmenge wieder höchstens größer macht. Zusammen ergibt sich,
dass die Lösungsmenge unverändert bleibt. 2

Ziel des Gauß-Algorithmus ist nun die sogenannte Zeilenstufenform zu erreichen, an der die
Lösungsmenge dann direkt abgelesen werden kann, wie wir weiter unten sehen werden.

4.1.6 Definition Ein lineares Gleichungssystem (4.1) ist in der Zeilenstufenform, wenn Folgendes
gilt: wenn für die m-te Gleichung am,1 = . . . = am,k = 0, dann gilt für die (m + 1)ste Gleichung
am+1,1 = . . . = am+1,k+1 = 0. Die Zeilenstufenform heißt normiert, wenn zudem der erste nicht
verschwindende Koeffizient in jeder Zeile gleich 1 ist, wobei die Ordnung in jeder Zeile von dem
Spaltenindex herstammt.

Der Gauß-Algorithmus besteht nun aus elementaren Umformungen in einer wohl bestimmten
Reihenfolge, so dass am Ende des Algorithmus eine normierte Zeilenstufenform vorliegt. Zunächst
sei dies an einem Beispiel illustriert.

4.1.7 Beispiel Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem in drei Variablen x1, x2, x3 bestehend aus
drei Gleichungen:

2x1 + x2 + 3x3 = 0

4x1 − x2 + x3 = 10

3x1 + 2x2 + x3 = 7

Im ersten Schritt wird die erste Zeile normiert, hier durch Multiplikation mit 1
2
:

x1 +
1

2
x2 +

3

2
x3 = 0

4x1 − x2 + x3 = 10

3x1 + 2x2 + x3 = 7
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Sollte dies nicht möglich sein (wenn der Eintrag vor x1 in der ersten Zeile verschwindet), wird zuerst
mit der zweiten oder notfalls dritten Zeile vertauscht. Die erste Zeile wird nun im Weiteren nicht
mehr verändert. Im zweiten Schritt wird die erste Spalte bearbeitet, indem zur zweiten und dritten
Spalte adäquate Vielfache der ersten Gleichung dazu addiert werden:

x1 +
1

2
x2 +

3

2
x3 = 0

4x1 − x2 + x3 = 10 addierte (−4) mal die erste Gleichung

3x1 + 2x2 + x3 = 7 addierte (−3) mal die erste Gleichung

was ergibt

x1 +
1

2
x2 +

3

2
x3 = 0

−3x2 − 5x3 = 10

1

2
x2 −

7

2
x3 = 7

Nun wird die zweite Zeile normiert, wiederum falls dies möglich ist, ansonsten wird mit den unteren
Zeilen vertauscht (hier wäre nur noch eine Zeile möglich). Dann wird die zweite Spalte bearbeitet,
durch Addieren adäquater Vielfacher der zweiten Zeile:

x1 +
1

2
x2 +

3

2
x3 = 0

x2 +
5

3
x3 = − 10

3
1

2
x2 −

7

2
x3 = 7 addierte

(
− 1

2

)
mal die zweite Gleichung

Dies ergibt schon eine Zeilenstufenform:

x1 +
1

2
x2 +

3

2
x3 = 0

x2 +
5

3
x3 = − 10

3

−26

6
x3 =

26

3

die lediglich noch normiert werden muss:

x1 +
1

2
x2 +

3

2
x3 = 0

x2 −
5

3
x3 =

10

3
x3 = −2

Jetzt ist die Lösung sehr einfach abzulesen: x3 = −2 ist klar, aus der zweiten Gleichung folgt nach
Einsetzen x2 = 10

3
− 25

3
= 0 und schließlich aus der ersten Gleichung x1 = 23

2
= 3. �
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4.2 Gauss-Algorithmus

Nach diesem Beispiel, können wir nun den Gauß-Algorithmus allgemein beschreiben, und zwar in
einer Form, die problemlos auf dem Computer implementiert werden kann.

Schritte des Gauß-Algorithmus für die normierte Zeilenstufenform:

(i) Wenn a1,1 6= 0, gehe zum nächsten Schritt. Falls a1,1 = 0, bestimme das kleinste n, so dass
an,1 6= 0 und vertausche Zeilen 1 und n. Wenn an,1 = 0 für alle n = 1, . . . , N , so eliminiere die
erste Spalte und somit die erste Variable x1, gehe zur zweiten Spalte und gehe analog vor (dies
bedeutet, dass die erste Variable x1 nicht spezifiziert ist und somit jeden Wert in K annehmen
kann und dies keinen Einfluss auf die anderen Variablen hat). Falls auch die zweite Spalte nur
Nuller enthält, eliminiere sie und Variable x2 auch etc. Danach liegt ein Gleichungssystem vor
(evtl. mit weniger Variablen), welches in der ersten Zeile einen ersten nicht-verschwindenden
Eintrag hat, der nach Umnummerierung der Indizes wieder mit a1,1 6= 0 bezeichnet wird.

(ii) Normiere die erste Zeile, indem sie durch a1,1 geteilt wird.

(iii) Für alle verbleibenden Zeilen wird Folgendes durchgeführt: zur n-ten Zeile wird das (−an,1)-
fache der ersten (normierten) Zeile hinzuaddiert. Dann enthält die erste Spalte nur eine 1 und
sonst Nullen.

(iv) Betrachte nun das kleinere Gleichungssystem, was durch Vernachlässigen der ersten Zeile und
ersten Spalte entsteht. Beginne wieder mit Schritt (i) für dieses kleinere Gleichungssystem, es
sei denn es ist nur noch eine Zeile vorhanden, die dann lediglich normiert wird.

Ablesen der Lösungsmenge von der normierten Zeilenstufenform:

(i) Wenn es eine Zeile (Gleichung) gibt, in der keine Unbekannten mehr auftreten, aber die Inho-
mogenität nicht verschwindet, so hat das Gleichungssystem keine Lösung.

(ii) Anderenfalls enthält die unterste nicht-verschwindende Zeile die Unbekannten xM−r, . . . , xM ,
wobei r ≥ 0. Somit, wenn es die n-te Zeile ist,

xM−r + an,M−r+1xM−r+1 + . . . + an,MxM = bn . (4.4)

Falls r = 0, so ist xM = bn eindeutig bestimmt. Falls r ≥ 1, so gibt es r freie Parameter
xM = t1 ∈ K, . . . , xM−r+1 = tr ∈ K. Dann ist xM−r festgelegt.

(iii) Nun gehe iterativ zur jeweils vorherigen Zeile n−1 vor und ersetze alle vorher schon berechneten
und durch freie Parameter ersetzten Variablen. Wiederum verbleibt eine Gleichung der Art
(4.4), die dann genauso zu Lösungen und evtl. freien Parametern führt wie im Schritt (ii).

Das Bestimmen der Lösungsmenge sei nun an einem Beispiel erläutert:

4.2.1 Beispiel Gegeben sei das reelle lineare Gleichungssystem

x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 0

x3 + x4 = 2
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Dieses System ist schon auf normierter Zeilenstufenform, so dass die Lösung direkt abgelesen werden
kann. Sei x4 = t1 ∈ R. Dann ist x3 = 2− t1. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt:

x1 + 2x2 = −3(2− t1) + t1 = −6 + 4t1 .

Also wird x2 = t2 ∈ R als zweiter freier Parameter gewählt und dann ist x1 = −6 + 4t1 − 2t2. Also
ist die Lösungsmenge

L =



−6 + 4t1 − 2t2

t2
2− t1
t1

 : t1, t2 ∈ R

 =



−6
0
2
0

+ t1


4
0
−1
1

+ t2


−2
1
0
0

 : t1, t2 ∈ R

 .

In der zweiten Darstellung sind die beiden Vektoren, die mit t1 und t2 skalarmultipliziert werden, die
sogenannten Richtungsvektoren und der verbleibende konstante Vektor der sogenannte Ortsvektor
(Aufpunktvektor).

Keiner dieser Vektoren ist eindeutig bestimmt, d.h. alle können abgeändert werden ohne die
Lösungsmenge zu ändern, es sei denn die Lösung ist durch einen Punkt gegeben. Um dies zu illu-
strieren, wählen wir x3 = s1 ∈ R und x2 = s2 ∈ R als freie Parameter. Dann ergibt sich x4 = 2− s1
und x1 = 2− 4s1 − 2s2 und somit

L =




2− 4s1 − 2s2
s2
s1

2− s1

 : s1, s2 ∈ R

 =




2
0
0
2

+ s1


−4
0
1
−1

+ s2


−2
1
0
0

 : s1, s2 ∈ R

 .

Obwohl dies anders aussieht, liegt die gleiche Menge vor. Offensichtlich geht die zweite in die erste
Darstellung über, wenn man t1 = 2− s1 und t2 = s2 setzt. �

4.3 Addition und Multiplikation von Matrizen

Bevor die Struktur der Lösungsmenge weiter erläutert wird, sollen nun zunächst Matrizen und die
Matrix-Vektor-Multiplikation eingeführt werden.

4.3.1 Definition Gegeben seien Skalare An,m ∈ K für Indizes n = 1, . . . , N und m = 1, . . . ,M
(genau wie in dem linearen Gleichungssystem (4.1)). Die zugehörige N ×M Matrix A ist folgende
Anordnung dieser Zahlen:

A =


A1,1 A1,2 · · · A1,M

A2,1 A2,2 · · · A2,M
...

...
AN,1 AN,2 · · · AN,M

 . (4.5)

Es wird auch folgende Kurzschreibweise verwandt:

A = (An,m)n=1,...,N, m=1,...,M .

Eine M × 1 Matrix ist dann ein Vektor im KM und anstelle x = (xm,k)m=1,...,M, k=1 ∈ KM wird auch
geschrieben

x = (xm)m=1,...,M =

 x1
...
xM

 . (4.6)
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Für eine N × M Matrix A und eine M × K Matrix B = (Bm,k)m=1,...,M, k=1,...,K wird nun das
Matrixprodukt AB als folgende N ×K Matrix definiert:

AB =

(
M∑
m=1

An,mBm,k

)
n=1,...,N, k=1,...,K

= (An,1B1,k + An,2B2,k + . . .+ An,MBM,k)n=1,...,N, k=1,...,K .

(4.7)
Wenn A eine N ×M Matrix und x ∈ KM ist, so ist Ax ∈ KN wohldefiniert als Matrixprodukt, heißt
aber auch Matrix-Vektor-Produkt.

Die Menge der N ×M Matrizen mit Einträgen in K wird mit Mat(N ×M,K) bezeichnet.

Achtung: Das Matrixprodukt AB ist nur wohldefiniert, wenn die Anzahl der Spalten von A gleich
der Anzahl der Zeilen von B ist. In der Definition des Matrixproduktes wird dann über diese Anzahl
summiert. Man sagt auch: es wird über den zugehörigen Index kontrahiert.

4.3.2 Beispiele (i) Das Produkt einer 3× 2 und einer 2× 4 Matrix ist eine 3× 4 Matrix: 1 2
i 3i
−i 0

(0 2 3 0
i 0 −i 1

)
=

 2i 2 3− 2i 2
−3 2i 3 + 3i 3i
0 −2i −3i 0

 .

(ii) Das Matrixprodukt ist im Allgemeinen nicht kommutativ. Dies sei an einem einfachen Beispiel
von 2× 2 Matrizen gezeigt:

A =

(
1 2
0 1

)
, B =

(
1 0
−1 2

)
.

Dann sind

AB =

(
−1 4
−1 2

)
, BA =

(
1 2
−1 0

)
,

offensichtlich unterschiedlich. �

4.3.3 Satz Das lineare Gleichungssystem (4.1) kann mit Hilfe des Matrix-Vektor-Produktes kom-
pakt geschrieben werden als

Ax = b ,

wobei A = (an,m)n=1,...,N,m=1,...,M ∈ Mat(N × M,K), x ∈ KM durch (4.6) gegeben ist und b =
(bn)n=1,...,N ∈ KN die Inhomogenität ist.

Beweis. Dies ist nur ein Umschreiben von (4.1) mit der Definition des Matrix-Vektor-Produktes. 2

Die Matrixschreibweise führt auch auf eine kompaktere Schreibweise für den Gauß-Algorithmus.
Dies sei wieder an einem Beispiel illustriert.

4.3.4 Beispiel Wir betrachten das gleiche Beispiel aus 4.1.7:

2x1 + x2 + 3x3 = 0

4x1 − x2 + x3 = 10

3x1 + 2x2 + x3 = 7
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Dies wird nun als 3× 4 Matrix geschrieben, wobei jedoch die 4te Spalte notationell abgetrennt wird
und die Matrix-Klammern meist weggelassen werden:

2 1 3
4 −1 1
3 2 1

∣∣∣∣∣∣
0
10
7

Nun sehen die im Gauß-Algorithmus durchgeführten Operationen wie folgt aus. Zunächst wird die
erste Zeile normiert:

1 1
2

3
2

4 −1 1
3 2 1

∣∣∣∣∣∣
0
10 addiere (−4) mal die 1. Zeile
7 addiere (−3) mal die 1. Zeile

Nun werden die Nullen in der ersten Spalte produziert:

1 1
2

3
2

0 −3 −5
0 1

2
−7

2

∣∣∣∣∣∣
0
10
7

anschließend die zweite Zeile normiert:

1 1
2

3
2

0 1 5
3

0 1
2
−7

2

∣∣∣∣∣∣
0
−10

3

7 addiere (−1
2
) mal die 2. Zeile

und zuletzt die letzte Null produziert

1 1
2

3
2

0 1 5
3

0 0 −26
6

∣∣∣∣∣∣
0
−10

3
26
3

und normiert:
1 1

2
3
2

0 1 5
3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
0
−10

3

−2

Beim Ablesen der Lösung können nun x1, x2, x3 wieder eingefügt werden, falls nötig. �

4.3.5 Definition Seien A = (An,m)n=1,...,N, m=1,...,M und B = (Bn,m)n=1,...,N, m=1,...,M zwei N ×M
Matrizen und λ ∈ K. Dann werden zwei neue N ×M Matrizen definiert durch

λA = (λAn,m)n=1,...,N, m=1,...,M , A+B = (An,m +Bn,m)n=1,...,N, m=1,...,M . (4.8)

4.3.6 Beispiel Eine Linearkombination zweier 3× 2 Matrizen ist wieder eine 3× 2 Matrix: 1 2
i 3i
−i 0

 + 2 i

 0 2
i 0
−i 1

 =

 1 2 + 4i
−2 + i 3i
2− i 2i

 .

�
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4.3.7 Bemerkung Wenn alle Spalten einer Matrix A ∈ Mat(N × M,K) übereinander zu einem

Vektor im Ã ∈ KNM geschrieben werden, und analog für B ∈ Mat(N ×M,K) ein Vektor B̃ ∈ KNM

eingeführt wird, dann entsprechen die in Definition 4.3.5 eingeführten Linearkombinationen genau
denen für Vektoren im KNM , d.h.

Ã+ λB = Ã+ λB̃ .

Dies folgt, weil die Addition und Skalarmultiplikation jeweils komponentenweise definiert sind. Somit
ist der erste Teil (i) folgenden Satzes nicht verwunderlich. �

4.3.8 Satz Es gelten folgende strukturelle Eigenschaften für die Menge der Matrizen und für die
Matrix-Vektor-Mulitiplikation.

(i) Mat(N ×M,K) ist ein Vektorraum über K, wobei der Nullvektor durch die sogenannte Null-
matrix 0 = (0)n=1,...,N, m=1,...,M gegeben ist, die nur Nuller enthält.

(ii) Mat(N ×N,K) ist ein Ring mit Eins 1 gegeben durch die sogenannte Einheitsmatrix, nämlich
die Diagonalmatrix mit nur Einsen auf der Diagonale:

1 =


1 0
0 1 0

. . .

0 1 0
0 1

 = (δn,m)n,m=1,...,N ,

wobei das Kronecker Delta definiert ist durch

δn,m =

{
1 , n = m ,
0 , n 6= m .

(iii) (Linearität der Matrix-Vektor-Multiplikation) Für A ∈ Mat(N ×M,K), λ ∈ K und x, y ∈ KM ,

A(x+ λy) = Ax+ λAy .

(iv) Für A ∈ Mat(N ×M,K), λ ∈ K und B,C ∈ Mat(M ×K,K),

A(B + λC) = AB + λAC .

(v) Für A,B ∈ Mat(N ×M,K), λ ∈ K und C ∈ Mat(M ×K,K),

(A+ λB)C = AC + λBC .

(vi) Für A ∈ Mat(N ×M,K), B ∈ Mat(M ×K,K) und C ∈ Mat(K × L,K),

(AB)C = A(BC) .

Beweis. (i) ist nach der Definition offensichtlich, und wurde ja auch schon in Bemerkung 4.3.7
erläutert. Für (ii) müssen gemäß Definition 2.4.1 noch die Assoziativität der Matrixmultiplikation
sowie die Distributivgesetze nachgewiesen werden. Ersteres ist (vi) und zweitere (iv) und (v), jeweils
im Fall N = M = K = L. All diese Punkte werden gleich etwas allgemeiner nachgewiesen. Außerdem
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ist zu zeigen, dass 1A = A gilt, was aber nach (4.7) offensichtlich ist, da jeweils nur ein Summand
auftritt. Des Weiteren ist (iii) ein Spezialfall von (iv). Somit sind (iv), (v) und (vi) nachzurechnen.
Beginnen wir mit (iv). Seien

A = (An,m)n=1,...,N,m=1,...,M , B = (Bm,k)m=1,...,M, k=1,...,K , C = (Cm,k)m=1,...,M, k=1,...,K ,

und λ ∈ K. Nun wird der Eintrag in der n-ten Zeile und k-ten Spalte von A(B + λC) gemäß (4.7)
und (4.8) berechnet:

(
A(B + λC)

)
n,k

=
M∑
m=1

An,m(B + λC)m,k

=
M∑
m=1

An,m(Bm,k + λCm,k)

=

(
M∑
m=1

An,mBm,k

)
+ λ

(
M∑
m=1

An,mCm,k

)
= (AB)n,k + λ(AC)n,k .

Da dies für alle n und k gilt, folgt Punkt (iv). Punkt (v) geht analog und für (vi) seien A und B wie
oben, aber C = (Ck,l)k=1,...,K, l=1,...,L. Dann gilt für alle n = 1, . . . , N und l = 1, . . . , L,

(
(AB)C)

)
n,l

=
K∑
k=1

(AB)n,kCk,l

=
K∑
k=1

(
M∑
m=1

An,mBm,k

)
Ck,l (Klammern können weggelassen werden)

=
M∑
m=1

K∑
k=1

An,mBm,kCk,l (Summationsindizes können vertauscht werden)

=
M∑
m=1

An,m

K∑
k=1

Bm,kCk,l (k-unabhängiger Faktor An,m aus Summe vorziehen)

=
M∑
m=1

An,m(BC)m,l

=
(
A(BC)

)
n,l
.

Der Beweis ist beendet. 2

4.4 Struktur der Lösungen linearer Gleichungssysteme

Nun liegen alle Hilfsmittel vor, um den Struktursatz für die Lösungsmenge eines linearen Gleichungs-
systemes auch strukturell zu beweisen. Das Gleichungssystem sei

Ax = b ,

wobei A ∈ Mat(N ×M,K) und b ∈ KN . Gesucht sind also alle x ∈ KM , die die Gleichung erfüllen,
und all diese Lösungen bilden die Lösungsmenge:

Lb =
{
x ∈ KM : Ax = b

}
.
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4.4.1 Satz (Struktursatz für Lösungen linearer Gleichungssysteme)

(i) Die Lösungsmenge L0 eines homogenen linearen Gleichungssystems ist ein Unterraum des KM .

(ii) dimK(L0) ist die Anzahl der freien Parameter, die beim Ablesen der Lösung von der Zeilen-
stufenform verwandt werden. Wenn K die Anzahl der nicht-verschwindenden Zeilen in der
Zeilenstufenform ist, dann ist auch dimK(L0) = M −K.

(iii) Die Lösungsmenge Lb eines inhomogenen linearen Gleichungssystems ist gegeben durch

Lb = x0 + L0 ,

wobei x0 eine Lösung des inhomogenen linearen Gleichungssystems ist, auch genannt eine spe-
zielle Lösung.

Beweis. (i) Wenn x, y ∈ L0 und λ ∈ K, dann gilt nach Satz 4.3.8(iii)

A(x+ λy) = Ax+ λAy = 0 + λ0 = 0 .

Da offensichtlich auch 0 ∈ L0, folgt schon die Behauptung. (ii) Nach Umordnen der Spalten (und
somit der Variablen) ist die Zeilenstufenform so, dass a1,1 = a2,2 = . . . = aK,K = 1. Die letzte Zeile
ist dann von der Gestalt (4.4), d.h. explizit für das homogene System

xK + aK,K+1xK+1 + . . .+ aK,MxM = 0 .

Nun sind die M −K freien Parameter xK+1, . . . , xM ∈ K, und alle anderen Variablen x1, . . . , xK sind
durch die freien Parameter ausgedrückt. Somit sind Vektoren des Kernes von der Form

M∑
k=K+1

xk ek ,

mit ek ∈ KM den k-ten Standardbasisvektor. Diese Vektoren {eK+1, . . . , eM} sind linear unabhängig
und, da sie den Kern auch aufspannen (also eine Basis bilden), ist die Dimension des Kernes also
M −K. (iii) Sei x0 ∈ Lb, d.h. Ax0 = b und u ∈ L0, dann gilt für λ ∈ K

A(x0 + λu) = Ax0 + λAu = b+ λ0 = b .

Somit gilt x0 + L0 ⊂ Lb. Umgekehrt, wenn x ∈ Lb, dann gilt A(x−x0) = b− b = 0, d.h. x−x0 ∈ L0

oder x ∈ x0 + L0. 2

Mit folgendem neuen Begriff kann Punkt (ii) von Satz 4.4.1 auch anders formuliert werden.

4.4.2 Definition Sei V ein Vektorraum über K. Ein affiner Unterraum von V ist dann eine Teil-
menge L ⊂ V der Gestalt

L = x0 + U ,

wobei x0 ∈ V und U ein Unterraum von V ist. Der Vektor x0 heißt auch ein Ortsvektor des Unter-
raumes. Die Dimension des affinen Unterraumes ist gegeben durch die Dimension von U .

51



4.4.3 Bemerkungen Im R3 sind die zwei-dimensionalen affinen Unterräume genau die Ebenen
(nicht notwendigerweise durch den Ursprung). Dies ist auch ein gutes geometrisches Bild in höheren
Dimensionen und bei anderen Körpern. Der Ortsvektor von L ist nicht eindeutig bestimmt, denn
wenn x0 ein Ortsvektor ist, dann auch x0 + u für jedes u ∈ U . Des Weiteren ist zu beachten, dass
ein affiner Unterraum im Allgemeinen kein Unterraum (mit zusätzlichen Eigenschaften) ist, denn er
muss ja nicht den Nullvektor enthalten. Andererseits ist jeder Unterraum auch ein affiner Unterraum.
In den Begriffsbildungen der Mathematik ist es leider so, dass ein rosaroter Panther weder rosarot
sein muss, noch eine Panther. �

4.4.4 Korollar Die Lösungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems ist ein affiner
Unterraum.

5 Lineare Abbildungen und ihre darstellenden Matrizen

5.1 Definition und elementare Eigenschaften von lineare Abbildungen

5.1.1 Definition Seien V und W Vektorräume über K. Eine Abbildung T : V → W heißt linear
genau dann, wenn

T (v + λv′) = Tv + λTv′ , für alle v, v′ ∈ V , λ ∈ K .

Eine lineare Abbildung wird oft auch als linearer Operator bezeichnet.

5.1.2 Beispiele (i) Sei V = KM und W = KN . Dann kann eine Matrix A ∈ Mat(N ×M,K) als
lineare Abbildung TA : V → W aufgefasst werden:

TAv = Av , v ∈ V ,

wobei auf der rechten Seite das Matrix-Vektor-Produkt steht. Dann besagt Satz 4.3.8(iii) genau,
dass TA eine lineare Abbildung ist. Meist wird einfach TA = A geschrieben, d.h. die Matrix A
wird direkt als lineare Abbildung angesehen. Dieses Beispiel ist in dem Sinne das Standard-
beispiel für eine lineare Abbildung, das wir später sehen werden, dass jede lineare Abbildung
durch eine Matrix dargestellt werden kann, wenn nur Basen von V und W gewählt werden.

(ii) Sei V = Mat(M ×K,K) und W = Mat(N ×K,K). Dies sind in der Tat beides Vektorräume
gemäß Satz 4.3.8(i). Wieder definiert A ∈ Mat(N ×M,K) eine lineare Abbildung TA : V → W
durch

TAB = AB , B ∈ V .

Die Linearität von TA ist genau Satz 4.3.8(iv). Wenn K = 1, ist dieses Beispiel genau das
vorherige. Die Abbildung TA ist die Linksmultiplikation mit A. Es ist auch möglich, die Rechts-
multiplikation zu verwenden.

(iii) Sei V = Mat(K × N,K) und W = Mat(K ×M,K). Jetzt definiert A ∈ Mat(N ×M,K) eine
lineare Abbildung TA : V → W durch

TAB = BA , B ∈ V .

Die Linearität von TA ist nun Satz 4.3.8(v).
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(iv) Nun betrachten wir den unendlich dimensionalen Vektorraum V = K[x] der Polynome in der
reellen Variable x. Sei a ∈ K eine Zahl. Zugehörig dazu sei eine Abbildung Ta : V → K definiert
durch

Ta(p) = p(a) =
N∑
n=0

pna
n ,

wobei p(x) =
∑N

n=0 pnx
n. Diese Abbildung Ta heißt Auswerten bei a oder Einsetzen von a,

und es ist tatsächlich eine lineare Abbildung. Dafür muss überprüft werden, dass für je zwei
Polynome p, q ∈ K[x] und jedes Skalar λ ∈ K gilt

Ta(p+ λq) = (p+ λq)(a) = p(a) + λq(a) = Ta(p) + λTa(q) .

Hierbei folgt das mittlere Gleichungszeichen durch Umordnen der Summe.

(v) Wiederum sei V = K[x]. Dann definiert das Ableiten (aus der Schule bekannt) eine lineare
Abbildung T : V → V durch

(Tp)(x) = (∂xp)(x) .

Die Linearität ist die Regel

∂x(p+ λq) = ∂xp+ λ∂xq , p, q ∈ K[x] , λ ∈ K ,

die entweder wieder aus der Schule bekannt ist, oder aber in der Analysis bewiesen wird. Es gibt
auch andere Funktionen f : R→ K, die differenzierbar sind (sagen wir, stetig differenzierbar),
ohne ein Polynom zu sein. Die Menge dieser Funktionen wird mit C1(R,K) bezeichnet und ∂x
ist dann eine lineare Abbildung von C1(R,K) in die Menge C(R,K) der stetigen Funktionen. In
all diesen unendlich dimensionalen Beispielen ist das Ableiten eine sogenannte unbeschränkte
lineare Abbildung und das Studium solcher linearen Abbildungen ist Bestandteil der Funktio-
nalanalysis.

(vi) Auch das Integrieren oder Stammfunktionbilden (mit verschwindender Integrationskonstante)
ist eine lineare Abbildung. Wiederum sei vorausgesetzt, dass aus der Schule bekannt ist, wie
Polynome integriert werden, so dass die Abbildung TI : K[x]→ K[x] gegeben durch

TI(p) =
N∑
n=0

pn
n+ 1

xn+1 , p(x) =
N∑
n=0

pnx
n ,

tatsächlich als solche erkannt wird (hierbei wurde die Integrationskonstante zu Null gesetzt,
was für die Linearität von TI notwendig ist).

(vii) Zuletzt sei V = CN zunächst betrachtet als komplexer Vektorraum. Dann definieren wir die
Abbildung Komplex Konjugieren K : CN → CN durch

K(x) =

x1
...
xN

 , x =

x1
...
xN

 ∈ CN .

Es gilt zwar K(x+ y) = K(x) +K(y), aber die Abbildung K ist dennoch nicht komplex linear,
weil

K(i x) = −i K(x) .

Andererseits ist die Abbildung reell linear, d.h. linear, wenn CN als reeller Vektorraum aufgefasst
wird. Dann darf nämlich i nicht als Skalar in der Skalarmultiplikation verwandt werden, und
K(λx) = λK(x) ist richtig für alle λ ∈ R. �
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5.2 Kern und Bild

5.2.1 Definition Sei T : V → W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorräumen V und W
über K. Dann ist der Kern von T

Ker(T ) = {x ∈ V : Tx = 0} ,

und das Bild von T (auf Englisch ’range’) ist

Ran(T ) = {Tx ∈ W : x ∈ V } .

5.2.2 Beispiele (i) Sei A ∈ Mat(N × M,K) aufgefasst als lineare Abbildung A : CM → CN .
Dann ist der Kern

Ker(A) = {x ∈ KM : Ax = 0} ,

genau die Menge der Lösungen des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0. Weiter
oben wurde diese Menge mit L0 bezeichnet, also Ker(A) = L0. Mit dem Gauß-Algorithmus
haben wir also schon ein Verfahren kennengelernt, den Kern von A zu berechnen.

(ii) Oben wurde die Auswertung Ta bei a ∈ K als lineare Abbildung von K[x] nach K betrachtet.
Dann ist der Kern genau als die Menge der Polynome gegeben, die bei a eine Nullstelle haben:

Ker(Ta) = {p ∈ K[x] : p(a) = 0} .

Andererseits wird jeder Wert in K (auf viele verschiedene Arten und Weisen) realisiert als Wert
eines Polynomes bei a. Somit

Ran(Ta) = K .

(iii) Sei nun T = ∂x die Ableitung auf K[x]. Dann sind die konstanten Polynome p(x) = p0 im Kern
von T . Tatsächlich kann gezeigt werden, dass sie genau den Kern bilden. Außerdem ist das Bild
Ran(∂x) = K[x], weil nämlich jedes Polynom eine Stammfunktion hat. �

5.2.3 Satz Sei T : V → W eine lineare Abbildung zwischen Vektorräumen V,W über K. Dann:

(i) Ker(T ) ist ein Unterraum von V .

(ii) Ran(T ) ist ein Unterraum von W .

(iii) T ist injektiv ⇐⇒ Ker(T ) = {0}

(iv) T ist surjektiv ⇐⇒ Ran(T ) = W

Beweis. (i) Zunächst ist 0 ∈ Ker(T ), da T0 = 0. Seien x, y ∈ Ker(T ) und λ ∈ K. Dann ist
T (x+ λy) = Tx+ λTy = 0 + λ0 = 0, so dass auch x+ λy ∈ Ker(T ) und Ker(T ) ein Unterraum ist.
(ii) Nun seien x′, y′ ∈ Ran(T ). Dann existieren x, y ∈ V mit Tx = x′ und Ty = y′. Somit T (x+λy) =
x′ + λy′ ∈ Ran(T ) und auch Ran(T ) ist ein Unterraum, da auch 0 ∈ Ran(T ) wegen T0 = 0. (iii) Die
Hinrichtung ’⇒’ ist klar, denn bei größerem Kern wäre der Nullvektor mehrfach Bildpunkt. Für die
Umkehrung ’⇐’ sei angenommen, dass Tv = Tw für zwei unterschiedliche Vektoren v, w ∈ V . Dann
ist T (v − w) = Tv − Tw = 0, so dass nicht Ker(T ) = {0} gilt. (iv) ist lediglich die Definition. 2

Es ist auch möglich die Injektivität und Surjektivität einer linearen Abbildung lediglich durch ihr
Verhalten auf einer Basis zu untersuchen.
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5.2.4 Satz Sei T : V → W eine lineare Abbildung zwischen Vektorräumen V,W über K und B eine
Basis von V . Dann:

(i) T ist injektiv ⇐⇒ Einschränkung T |B ist injektiv und T (B) ist linear unabhängig

(ii) T ist surjektiv ⇐⇒ span(T (B)) = W

(iii) T ist bijektiv ⇐⇒ Einschränkung T |B ist injektiv und T (B) ist Basis von W

Falls zudem dim(V ) = dim(W ) <∞, so gilt

T ist bijektiv ⇐⇒ T (B) ist Basis von W .

Beweis. Die Basis wird bezeichnet mit B = {b1, b2, . . .}. (i) Für die Hinrichtung ’⇒’ sei
∑N

n=1 λnTbn =

0. Dann ist T (
∑N

n=1 λnbn) = 0. Da aber der Kern nach Satz 5.2.3 trivial ist, folgt
∑N

n=1 λnbn = 0
und somit λn = 0 für alle n = 1, . . . , N . Für ’⇐’ sei angenommen, dass Tv = Tw für v 6= w.
Sei v − w =

∑N
n=1 λnbn, wobei nicht alle λn = 0 sind. Dann gilt 0 = T (v − w) =

∑N
n=1 λnTbn.

Da alle Bilder Tbn unterschiedlich sind, folgt, dass T (B) linear abhängig ist. (ii) Es gilt wegen der
Linearität span(T (B)) = T (span(B)) = T (V ), so dass Ran(T ) = T (V ) = W genau dann, wenn
span(T (B)) = W . (iii) kombiniert (i) und (ii). Für den Zusatz sei B = {b1, . . . , bN} und somit
T (B) = {Tb1, . . . , T bN}. Da beides Basen sind und die Dimensionen übereinstimmen, folgt die In-
jektivität von T |B. 2

5.2.5 Bemerkung Es ist nicht möglich, die Bedingung an die Injektivität der Einschränkung T |B
in (i) und (iii) wegzulassen. Wenn z.B. V = R3 und W = R2 ist und

T =

(
1 0 0
0 1 1

)
, B = {e1, e2, e3} ,

mit den Standardbasisvektoren, dann ist T (B) = {e1, e2} Basis von W , aber T ist nicht injektiv, da
nämlich T (e2 − e3) = 0, so dass der Kern nicht-trivial ist. �

5.3 Rangsatz

Nun ist es natürlich sich die Dimensionen der beiden Vektorräume Ker(T ) und Ran(T ) anzusehen.
Es gibt einen zentralen Zusammenhang zwischen diesen Dimensionen.

5.3.1 Satz (Dimensionssatz oder Rangsatz) Für jede lineare Abbildung T : V → W gilt

dim(V ) = dim(Ker(T )) + dim(Ran(T )) .

Die Zahlen def(T ) = dim(Ker(T )) und rk(T ) = dim(Ran(T )) werden auch als der Defekt (auf
Englisch “defect” oder manchmal auch “nullity”) und Rang von T (auf Englisch “rank”) bezeichnet.

Beweis. Wenn dim(Ker(T )) = ∞, dann ist auch dim(V ) = ∞ und die Gleichung ist richtig. Sei
B = {b1, . . . , bN} eine Basis von dem Vektorraum Ker(T ), der ja auch Unterraum von V ist. Dies
wird durch {a1, . . . , aM} zu einer Basis B′ = {b1, . . . , bN , a1, . . . , aM} von V ergänzt. Dann ist auch
{Ta1, . . . , TaM} eine Basis von Ran(T ), wobei M ∈ N ∪ {∞}. In der Tat, für endliches M folgt aus

0 =
M∑
m=1

λm Tam = T

(
M∑
m=1

λm am

)
,
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dass
∑M

m=1 λm am ∈ Ker(T ). Da aber span({a1, . . . , aM}) ∩ Ker(T ) = {0}, folgt λ1 = . . . = λM = 0.
Somit sind {Ta1, . . . , TaM} linear unabhängig (als Teilmenge von W ). Außerdem kann jeder Vektor
v ∈ V zerlegt werden bzgl. der Basis B′:

v =
N∑
n=1

µn bn +
M∑
m=1

ηmam ,

und dann impliziert Tbn = 0 und die Linearität von T

Tv =
M∑
m=1

ηm T am .

Dies bedeutet aber
Ran(T ) = span ({Ta1, . . . , TaM}) .

Somit ist also nachgewiesen, dass {Ta1, . . . , TaM} eine Basis von Ran(T ) ist und deswegen gilt auch
dim(Ran(T )) = M . Gleiches gilt für M = ∞. Da dim(Ker(T )) = N und dim(V ) = N + M ist die
Gleichung bewiesen. 2

5.3.2 Bemerkung In dem Beweis tauchte die Einschränkung T ′ der Abbildung T auf den Unter-
raum V ′ = span({a1, . . . , aM}) ⊂ V auf. Die Abbildung T ′ : V ′ → W hat dann einen trivialen Kern
und ist somit injektiv. Der Vektorraum V ′ ist eine konkrete Darstellung des sogenannten Faktorrau-
mes V/Ker(T ), gegeben durch die Faktorgruppe V/Ker(T ) im Sinne von Satz 2.3.4. Diese Menge
V/Ker(T ) hat in der hier betrachteten Situation auch eine Vektorraumstruktur. Es ist möglich V ′ als
ein Komplement zu Ker(T ) anzusehen in dem Sinne, dass V ′+ Ker(T ) = V sowie V ′∩Ker(T ) = {0}
gelten. �

Für den Fall einer linearen Abbildung A ∈ Mat(N ×M,K) kann nun mit dem Gauß-Algorithmus
der Kern von A und somit der Defekt dim(Ker(A)) berechnet werden. Daraus kann dann auch der
Rang berechnet werden. Allerdings ist es auch möglich, den Rang direkter zu berechnen.

5.3.3 Definition Sei A ∈ Mat(N ×M,K). Dann ist der Zeilenrang von A gegeben durch die maxi-
male Anzahl von linear unabhängigen Zeilen von A, und der Spaltenrang von A durch die maximale
Anzahl von linear unabhängigen Spalten von A.

5.3.4 Satz Sei A ∈ Mat(N ×M,K). Dann ist der Rang dim(Ran(A)) gleich dem Spaltenrang und
gleich dem Zeilenrang. Zudem ist der Rang gleich der Anzahl der nicht verschwindenden Zeilen in
der Zeilenstufenform, die aus A durch elementare Umformungen des Gauß-Algorithmus entsteht.

Beweis. Die Spaltenvektoren von A sind genau die Bilder Aem der Standardbasis {e1, . . . , eM}
von KM . Zusammen spannen diese Vektoren also Ran(A) auf. Die maximale Anzahl von linear
unabhängigen Vektoren ist aber gerade die Dimension (siehe Satz 3.4.6). Somit ist der Spaltenrang
von A gleich dem Rang von A.

Nun wird noch die Gleichheit von Rang und Zeilenrang bewiesen, sowie der Zusatz. Hierzu sei
zunächst bemerkt, dass die elementaren Umformungen den Zeilenrang nicht verändern (dies ist offen-
sichtlich für das Vertauschen von Zeilen und das Multiplizieren einer Zeile mit einem Skalar, und auch
das Ersetzen einer Zeile durch ihre Summe mit einer anderen ändert den Spann der Zeilen und somit
den Zeilenrang nicht). Also kann angenommen werden, dass die Matrix schon in Zeilenstufenform ist.
Sei K die Anzahl der nicht-verschwindenden Zeilen in der Zeilenstufenform, d.h. der Zeilenrang. An
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der Zeilenstufenform werden nun die Lösungen des homogenen linearen Gleichungssystems abgelesen
und diese Lösungen bilden genau den Kern von A. Es gibt dann genau M −K freie Parameter und
somit ist die Dimension des Kernes M −K, siehe Satz 4.4.1. Der Rangsatz für die lineare Abbildung
A : KM → KN besagt nun, dass

K = M − (M −K) = dim(KM)− dim(Ker(A)) = dim(Ran(A)) ,

was den Beweis beendet. 2

5.3.5 Beispiel Sei µ ∈ R und

A =

−1 µ −1 −1
4 1 2 1
2 3 0 −1

 .

Was ist der Rang von A in Abhängigkeit von µ? Hierzu wird der Gauß-Algorithmus angewandt, um
die Matrix auf Zeilenstufenform zu bringen. Zunächst wird die erste Zeile normiert:1 −µ 1 1

4 1 2 1
2 3 0 −1


Dann die erste Spalte bearbeitet: 1 −µ 1 1

0 1 + 4µ −2 −3
0 3 + 2µ −2 −3


Nun ist es vorteilhaft (denn es wird vermieden durch µ-abhängige Faktoren zu normieren), die zweite
und dritte Spalte zu vertauschen, was ja nicht den Spaltenrang verändert.1 1 −µ 1

0 −2 1 + 4µ −3
0 −2 3 + 2µ −3


Normieren der zweiten Zeile und Bearbeitung der dritten ergibt nun:1 1 −µ 1

0 1 −1
2
− 2µ 3

2

0 0 2− 2µ 0


Somit ist der Rang für 2− 2µ 6= 0, d.h. µ 6= 1, gleich 3, aber für µ = 1 ist der Rang lediglich 2. �

5.4 Die Algebra der linearen Abbildungen

Nun folgen einige strukturelle Aussagen über die Menge der linearen Abbildungen.

5.4.1 Satz Seien V,W,U Vektorräume und T, T ′ : V → W und S : W → U lineare Abbildungen
und λ ∈ K. Dann gilt:

(i) Die Hintereinanderausbildung S ◦ T : V → U ist eine lineare Abbildung.
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(ii) Die Linearkombination T + λT ′ : V → W definiert durch

(T + λT ′)(v) = T (v) + λT ′(v) , v ∈ V , (5.1)

ist eine lineare Abbildung.

(iii) Die Menge L(V,W ) der linearen Abbildungen von V nach W , wenn versehen mit der in (5.1)
definierten Operation, ist ein Vektorraum. Der Nullvektor ist die Nullabbildung, d.h. die kon-
stante Abbildung mit konstantem Wert 0(v) = 0.

(iv) Die Menge L(V ) = L(V, V ) der linearen Abbildungen auf V , d.h. von V nach V , bilden mit den
in (i) und (ii) definierten Operationen einen Ring (L(V ),+, ◦, 0,1V ) mit Eins 1V definiert durch
1V (v) = v, d.h. 1V ist die Identität auf V . Da in (5.1) zudem noch die Skalarmultiplikation
definiert ist, spricht man auch von einer Algebra.

Beweis. (i) Seien v, v′ ∈ V und λ ∈ K. Dann

S ◦T (v+λv′) = S(T (v+λv′)) = S(T (v)+λT (v′)) = S(T (v))+λS(T (v′)) = S ◦T (v)+λS ◦T (v′) .

(ii) ist eine ähnliche Rechnung, die als Übung durchgeführt werden soll. (iii) und (iv) sind offensicht-
lich. 2

5.4.2 Bemerkung Alle Aussagen sind Verallgemeinerungen der Aussagen von Satz 4.3.8. Ein wich-
tiges Beispiel von Satz 5.4.1(iv) ist z.B. der Fall V = KN , für den dann L(V ) = Mat(N × N,K)
ist. Somit bilden die N × N Matrizen Mat(N × N,K) einen Ring und eine Algebra über K. Dieser
Sachverhalt ist schon in Satz 4.3.8(ii) bewiesen, so dass Satz 5.4.1(iv) als Verallgemeinerung davon
angesehen werden kann. �

5.4.3 Definition (i) Eine lineare Abbildung T ∈ L(V,W ) heißt auch ein Homomorphismus oder
Vektorraumhomomorphismus (eine die lineare Struktur erhaltende lineare Abbildung).

(ii) Ein bijektiver Homomorphismus T ∈ L(V,W ) heißt auch ein Isomorphismus und in dem Fall,
dass ein solcher Isomorphismus existiert, werden die Vektorräume V und W auch als isomorph
bezeichnet, wofür dann die Notation V ∼= W verwandt wird.

(iii) Eine Abbildung T ∈ L(V ) = L(V, V ) heißt auch ein Endomorphismus von V .

(iv) Eine bijektive Abbildung T ∈ L(V ) heißt auch ein Automorphismus von V .

5.4.4 Bemerkung Nach Satz 5.2.4(iii) kann ein Isomorphismus wie folgt durch sein Verhalten auf
einer Basis B von V charakterisiert werden:

T ∈ L(V,W ) Isomorphismus ⇐⇒ Einschränkung T |B ist injektiv und T (B) ist Basis von W �

5.5 Die Umkehrabbildung einer invertierbaren linearen Abbildung

Für bijektive Abbildungen kann nun die Umkehrabbildung untersucht werden.

5.5.1 Satz Sei T ∈ L(V,W ) bijektiv, d.h. ein Isomorphismus von V nach W . Dann ist auch die
Umkehrabbildung T−1 : W → V linear und wird auch als das Inverse von T bezeichnet.
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass

T−1(v + λw) = T−1(v) + λT−1(w) , v, w ∈ W , λ ∈ K .

Wegen der Bijektivität von T , ist die Gleichung äquivalent zu

T
(
T−1(v + λw)

)
= T

(
T−1(v) + λT−1(w)

)
, v, w ∈ W , λ ∈ K ,

was unter Verwendung der Linearität von T hingegen sofort als wahr erkannt wird. 2

5.5.2 Korollar Isomorphie von Vektorräumen ist eine Äquivalenzrelation.

Beweis. In der Tat, V ∼= V , denn die Identität ist eine bijektive lineare Abbildung. Somit ist ∼= refle-
xiv. Auch die Symmetrie V ∼= W ⇐⇒ W ∼= V ist nach Satz 5.5.1 offensichtlich. Außerdem impliziert
V ∼= W und W ∼= U auch V ∼= U (und somit die Transitivität von ∼=), weil nämlich die Hintereinan-
derausführung der Isomorphismen gemäß Satz 5.4.1(i) wieder linear ist, und selbstverständlich auch
bijektiv. 2

5.5.3 Korollar Sei Gl(V ) = {T ∈ L(V ) : T bijektiv}. Dann ist Gl(V ) versehen mit der Hinter-
einanderausführung eine Gruppe, genannt die allgemeine lineare Gruppe auf V . Insbesondere gilt
TT−1 = 1V und T−1T = 1V sowie (T−1)−1 = T .

Beweis. Nach Satz 5.5.1 ist die bijektive Abbildung T−1 wieder linear, also T−1 ∈ Gl(V ). Dass das
Rechtsinverse gleich dem Linksinversen ist, folgt nun aus Satz 2.1.5(i). 2

Der folgende Satz erklärt, wie die Umkehrabbildung A−1 zu einer bijektiven linearen Abbildung
A ∈ Mat(N × N,K) berechnet werden kann. Diese Umkehrabbildung A−1 ist wieder durch eine
Matrix gegeben, die dann die inverse Matrix heißt.

5.5.4 Satz Sei A ∈ Mat(N × N,K) bijektiv. Mit Hilfe der elementaren Umformungen des Gauß-
Algorithmus wird die Matrix (A|1N) ∈ Mat(N × 2N,K) zunächst in die normierte Zeilenstufenform
(O|B) ∈ Mat(N × 2N,K) umgeformt, wobei O ∈ Mat(N × N,K) eine obere Dreiecksmatrix mit
Einsen auf der Diagonale ist, dann mit weiteren elementaren Umformungen auf die Form (1N |C) ∈
Mat(N × 2N,K). Dies ist immer möglich und die Matrix C ∈ Mat(N × N,K) ist dann gleich der
inversen Matrix C = A−1.

Beweis. Elementare Umformungen sind Linksmultiplikationen mit bestimmen Matrizen folgender
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Gestalt:

Normieren einer Zeile:


1

. . .

λ
. . .

1

 (1N bis auf eine Eins ersetzt durch λ 6= 0)

Vertauschen zweier Zeilen:


1

0 1
1

1 0
1

 (1N bis auf zwei Einsen versetzt)

Addition von Vielfachen einer Zeilen:


1

. . . λ
. . .

. . .

1

 (1N mit einem zusätzlichen Eintrag λ)

Seien nun U(1), . . . , U(k) die Matrizen, die bei den elementaren Umformungen bis zur normierten
Zeilenstufenform verwandt werden, d.h. mit U = U(k) · · ·U(1) (beachte Reihenfolge!) gilt U(A|1N) =
(O|B). Hierbei hat O tatsächlich nur Einsen auf der Diagonale, da der Rang von A gleich N ist. Nun
wird im sogenannten erweiterten Gauß-Algorithmus zunächst die letzte Spalte von O durch Addition
adäquater Vielfacher der letzten Zeile auf die gewünschte Form gebracht mit einer Eins und sonst nur
Nullen, dann die vorletzte Spalte etc. Seien U(k + 1), . . . , U(K) die Matrizen der dazu notwendigen
elementaren Umformungen. Dann gilt mit V = U(K) · · ·U(1), dass

V (A|1N) = U(K) · · ·U(k + 1)(O|B) = (1N |C) ,

Letzteres nach Definition von C. Nun gilt nach den Regeln der Matrizenmultiplikation V (A|1N) =
(V A|V ) und somit

(V A|V ) = (1N |C) .

Die erste Gleichung besagt also V A = 1N , d.h. V = A−1, die zweite, dass V = C, zusammen also
tatsächlich C = A−1. 2

Alternativer Beweis. Gesucht ist eine Matrix X ∈ Mat(N × N,K), so dass AX = 1N . Sei X
aufgeteilt in ihre Spaltenvektoren xn ∈ KN , d.h. X = (x1, . . . , xN). Auswerten auf der Standardbasis
{e1, . . . , eN} ergibt Axn = en. Jede dieser N Gleichungen wird durch den Gauß-Algorithmus von
(A|en) zu (1N |xn) gelöst. Simultanes Lösen ist genau der beschriebene Algorithmus. 2

5.5.5 Korollar Sei A ∈ Mat(N×N,K) bijektiv. Dann ist die Lösung des linearen Gleichungssystems
Ax = b mit b ∈ KN gegeben durch x = A−1b.

Beweis. Hierzu wird lediglich die Gleichung Ax = b von links mit A−1 multipliziert. 2

5.5.6 Beispiel Sei

A =

(
1 2
3 4

)
.
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Die Schritte des Gauß-Algorithmus sind

1 2
3 4

∣∣∣∣ 1 0
0 1

−→ 1 2
0 −2

∣∣∣∣ 1 0
−3 1

−→ 1 2
0 1

∣∣∣∣ 1 0
3
2
−1

2

.

Hieran kann abgelesen werden, dass der Rang gleich 2 ist, so dass tatsächlich invertiert werden kann.
Der letzte Schritt ergibt:

1 0
0 1

∣∣∣∣ −2 1
3
2
−1

2

.

Also ist

A−1 =

(
−2 1
3
2
−1

2

)
.

Es ist sinnvoll die Probe zu machen:

AA−1 =

(
1 2
3 4

)(
−2 1
3
2
−1

2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Es ist auch möglich obige Rechnung abstrakt durchzuführen, d.h. ohne Zahlen einzusetzen. Dies führt
zu (

a b
c d

)−1
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
,

wobei a, b, c, d ∈ K und vorausgesetzt wird, dass ad− bc 6= 0 (sonst ist der Rang echt kleiner als 2). �

5.5.7 Beispiel Sei

A =

1 1 2
1 0 1
2 1 0

 .

Es soll das Inverse berechnet werden, falls es existiert. Mit dem Gauß-Algorithmus ergibt sich:

1 1 2 1 0 0
1 0 1 0 1 0
2 1 0 0 0 1

−→
1 1 2 1 0 0
0 −1 −1 −1 1 0
0 −1 −4 −2 0 1

−→
1 1 2 1 0 0
0 1 1 1 −1 0
0 0 −3 −1 −1 1

Hier erkennen wir, dass rk(A) = 3 ist und die Matrix daher invertierbar ist. Weitere elementare
Zeilenumformungen ergeben schließlich:

1 1 2 1 0 0
0 1 1 1 −1 0
0 0 1 1

3
1
3
−1

3

−→
1 1 0 1

3
−2

3
2
3

0 1 0 2
3
−4

3
1
3

0 0 1 1
3

1
3
−1

3

−→
1 0 0 −1

3
2
3

1
3

0 1 0 2
3
−4

3
1
3

0 0 1 1
3

1
3
−1

3

,

und somit

A−1 =

 −1
3

2
3

1
3

2
3
−4

3
1
3

1
3

1
3
−1

3

 .

Die Probe zeigt:

AA−1 =

 1 1 2
1 0 1
2 1 0

 1

3

 −1 2 1
2 −4 1
1 1 −1

 =
1

3

 3 0 0
0 3 0
0 0 3

 = 13 ,

so dass in der Tat das Inverse berechnet wurde. �
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5.6 Dreiecksmatrizen

5.6.1 Definition Eine Matrix A ∈ Mat(N × N,K) heißt obere Dreiecksmatrix genau dann, wenn
An,m = 0 für n > m und eine echte obere Dreiecksmatrix, falls An,m = 0 für n ≥ m. Analog sind
untere Dreiecksmatrizen und echte untere Dreiecksmatrizen definiert.

5.6.2 Satz Folgende Eigenschaften gelten:

(i) Linearkombinationen von oberen Dreiecksmatrizen sind obere Dreiecksmatrizen.

(ii) Produkte von oberen Dreiecksmatrizen sind obere Dreiecksmatrizen.

(iii) Inverse invertierbarer oberer Dreiecksmatrizen sind obere Dreiecksmatrizen.

(iv) Eine obere Dreiecksmatrix ist invertierbar genau dann, wenn all ihre Diagonaleinträge An,n
ungleich 0 sind.

(v) Inverse und Produkte von oberen Dreiecksmatrizen mit positiver Diagonale sind obere Drei-
ecksmatrizen mit positiver Diagonale An,n > 0.

Analoge Aussagen gelten für untere Dreiecksmatrizen.

Beweis. Der Beweis sei als Übung durchgeführt. 2

Aussage (iii) besagt, dass die invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen eine Untergruppe der allge-
meinen linearen Gruppe bilden. Nach (v) bilden die oberen Dreiecksmatrizen mit positiver Diagonale
hiervon wieder eine Untergruppe.

5.7 Koordinatenabbildungen

Nun beginnen die Vorbereitungen für die Koordinatenabbildungen und darstellenden Matrizen. Der
folgende Sachverhalt hätte auch schon viel früher bewiesen werden können.

5.7.1 Satz Eine lineare Abbildung T ∈ L(V,W ) ist durch ihre Werte auf einer Basis B = {b1, b2, . . .}
von V festgelegt, und zwar durch die Formel

T (v) =
N∑
n=1

vn T (bn) , für v =
N∑
n=1

vnbn .

Beweis. In die Formel gehen offensichtlich nur die Werte von T auf B ein, und sie definiert auch eine
Abbildung auf eindeutige Art und Weise, da jeder Vektor v gemäß Satz 3.4.6 auf eindeutige Art und
Weise als endliche Linearkombination von Vektoren aus B geschrieben werden kann. Wir überprüfen
noch die Linearität. Sei w =

∑N
n=1wnbn und λ ∈ K. Dann gilt

T (v + λw) =
N∑
n=1

(vn + λwn)T (bn) , für v + λw =
N∑
n=1

(vn + λwn)bn ,

und das Umsortieren der Summe ergibt:

T (v + λw) =
N∑
n=1

vnT (bn) + λ

N∑
n=1

wn T (bn) = T (v) + λT (w) ,
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was den Beweis beendet. 2

Der folgende Satz besagt, dass jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum letztendlich nur ein KN

ist, zumindestens bis auf Isomorphie. Für unendlich dimensionale Vektorräume gibt es keinen solchen
Satz, es sei denn man nimmt zusätzliche Strukturen hinzu (so ist jeder separable Hilbert-Raum zu
einem Standardbeispiel isomorph). Es wird folgender Begriff benötigt.

5.7.2 Definition Eine Basis B = {b1, b2, . . .} heißt geordnet, wenn eine Reihenfolge b1, b2, . . . fest-
gelegt ist, d.h. eine Abbildung n ∈ N 7→ bn ∈ B oder n ∈ {1, . . . , N} 7→ bn ∈ B gegeben ist. Für eine
geordnete Basis werden die Bezeichnungen B = (b1, b2, . . .) = (bn)n=1,2,... verwandt.

5.7.3 Satz Sei V ein Vektorraum über K der Dimension N . Dann ist V ∼= KN und zugehörig zu
jeder geordneten Basis B = (b1, . . . , bN) gibt es einen Isomorphismus IB : V → KN definiert durch

IB(v) =

v1
...
vN

 , für v =
N∑
n=1

vnbn .

Dann wird IB(v) auch als der Koordinatenvektor von v bzgl. B bezeichnet, und IB als die Koordina-
tenabbildung. Ihr Inverses (IB)−1 : KN → V ist gegeben durch

(IB)−1

v1
...
vN

 =
N∑
n=1

vnbn .

Beweis. Die Definition und Linearität von IB ist ein Spezialfall von Satz 5.7.1, wobei der Wert des
Basisvektors bn gewählt wird als Standardbasisvektor en:

IB(bn) = en .

In der Tat gilt dann

IB(v) =
N∑
n=1

vn IB(bn) =
N∑
n=1

vn en =

v1
...
vN

 , für v =
N∑
n=1

vnbn .

Es verbleibt noch zu notieren, dass IB tatsächlich ein Isomorphismus ist. Gemäß Bemerkung 5.4.4
ist dies äquivalent dazu, dass eine Basis auf eine Basis abgebildet wird, was hier genau die Definition
von IB ist. 2

5.7.4 Bemerkung Die Gleichung IB(bn) = en kann auch geschrieben werden als bn = (IB)−1(en)
und somit

(IB)−1 = (b1, . . . , bN) ,

wobei auf der rechten Seite bn also der n-te Spaltenvektor mit Werten in V ist. Falls V = KN , so
ist (IB)−1 eine N ×N -Matrix (d.h. dass hier (b1, . . . , bN) eine Matrix und nicht eine geordnete Basis
bezeichnet). �
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5.8 Darstellende Matrizen

Nun können darstellende Matrizen eingeführt werden.

5.8.1 Definition Seien B = (b1, . . . , bM) und C = (c1, . . . , cN) geordnete Basen von zwei endlich-
dimensionalen K-Vektorräumen V und W . Zu T ∈ L(V,W ) wird nun die darstellende Matrix TBC ∈
Mat(N ×M,K) bzgl. B und C definiert durch

TBC = ICT (IB)−1 . (5.2)

5.8.2 Bemerkung Die in (5.2) definierte Abbildung TBC ist als Hintereinanderausführung von 3
linearen Abbildungen auch linear (nach Satz 5.4.1(i)). Außerdem sind Bild- und Urbildraum gegeben
durch TBC : KM → KN . Da gemäß Satz 5.7.1 jede lineare Abbildung durch ihre Werte auf einer Basis
festgelegt ist und diese Basis als die Standardbasis im KM gewählt wird, werden also lediglich die
Vektoren TBC (em), m = 1, . . . ,M , benötigt. Diese Vektoren bilden die Spaltenvektoren einer Matrix,
eben der darstellenden Matrix TBC . Die Einträge (TBC )n,m ∈ K der darstellenden Matrix

TBC =
(
(TBC )n,m

)
n=1,...,N, m=1,...,M

sind also gegeben durch die Formel

TBC (em) =

 (TBC )1,m
...

(TBC )N,m

 .

Da IB(bm) = em, folgt durch Einsetzen von (5.2)

ICT (bm) =

 (TBC )1,m
...

(TBC )N,m

 .

Wenn nun von links (IC)
−1 angewandt wird, erhält man

T (bm) =
N∑
n=1

(TBC )n,m cn , (5.3)

was auch alternativ zur Definition der Einträge von TBC verwandt werden kann. Nun kann die Matrix-

Vektormultiplikation von

 v1
...
vM

 = IB(v) mit T CB berechnet werden:

T CB

 v1
...
vM

 =


∑M

m=1(T
B
C )1,mvm
...∑M

m=1(T
B
C )N,mvm

 =
M∑
m=1

vm

 (TBC )1,m
...

(TBC )N,m


=

M∑
m=1

vm ICT (bm) = ICT

(
M∑
m=1

vmbm

)
= ICT (v) .

Somit ist schon der folgende Satz bewiesen. �
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5.8.3 Satz Seien V und W endlich dimensionale K-Vektorräume mit geordneten Basen B und C.
Dann gilt für T ∈ L(V,W )

IC(Tv) = TBC IB(v) , v ∈ V ,

wobei auf der rechten Seite die Matrix-Vektor-Multiplikation verwandt wird.

5.8.4 Bemerkung Am einfachsten kann sich dieser Satz und die Definition der darstellenden Matrix
mit Hilfe eines sogenannten kommutativen Diagrammes gemerkt werden:

V
T−→ W

IB ↓ ↓ IC

KM TBC−→ KN

wobei in der unteren Zeile die Matrixmultiplikation mit der Matrix TBC gemeint ist. Die Kommutati-
vität bedeutet dabei, dass von oben links nach unten rechts beiden Wegen gefolgt werden kann und
dies zur gleichen Abbildung führt. �

5.8.5 Beispiele (i) Eine Matrix A ∈ Mat(N × M,K) wurde ja mit einer linearen Abbildung
TA : KM → KN identifiziert, die durch die Matrix-Vektor-Multiplikation definiert ist. Selbst-
verständlich ist die darstellende Matrix von TA bzgl. der Standardbasen B = (e1, . . . , eM) und
C = (e1, . . . , eN) gegeben durch die Matrix A selber:

(TA)BC = A .

Dies im Detail zu überprüfen ist eine Übung.

(ii) Sei V = CN [x] der komplexe Vektorraum der komplexen Polynome in x vom Grad kleiner gleich
N ∈ N. Dieser Vektorraum hat die geordnete Basis B = (b0, . . . , bN) mit bn(x) = xn und somit
gibt es einen Isomorphismus IB : CN [x] → CN+1. Betrachtet wird die Ableitung ∂x : V → V ,
deren Linearität schon in Beispiel 5.1.2 nachgewiesen wurde. Nun ist die darstellende Matrix
A = (∂x)

B
B ∈ Mat((N + 1)× (N + 1),C) gesucht. Hierzu wird die Identität

∂xbn = n bn−1 ,

wobei insbesondere ∂xb0 = 0. Somit impliziert (5.3)

A =



0 1 0
0 2 0

0 3 0
. . . . . .

0 N
0


,

oder anders ausgedrückt, die Koeffizienten von A sind An,m = (n+1) δn+1,m für n,m = 0, . . . , N ,
wobei δ das schon früher definierte Kronecker Delta ist. Wenn ∂x als lineare Abbildung auf RN [x]
aufgefasst wird, kann die gleiche Basis verwandt werden und die darstellende Matrix ist auch
die gleiche. �

5.8.6 Satz Seien V und W Vektorräume über K mit endlichen Dimensionen M = dim(V ) und
N = dim(W ), und B und C jeweils geordnete Basen. Dann:
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(i) dim(L(V,W )) = dim(V ) dim(W ).

(ii) Die Abbildung A : L(V,W )→ Mat(N ×M,K) definiert durch A(T ) = TBC ist ein Vektorraum-
Isomorphismus und somit

L(V,W ) ∼= Mat(N ×M,K) .

(iii) Falls V = W und B = C, ist A ein Ring-Homomorphismus. Insbesondere gilt

(ST )BB = SBBT
B
B , S, T ∈ L(V ) = L(V, V ) ,

und für invertierbares T
(T−1)BB = (TBB )−1 .

(iv) Sei U ein weiterer K-Vektorraum mit geordneter Basis D, dann gilt

(ST )BD = SCDT
B
C , T ∈ L(V,W ) , S ∈ L(W,U) ,

d.h. ”C kürzt sich raus”.

Beweis. (i) Sei B = (b1, . . . , bM) und C = (c1, . . . , cN). Für m = 1, . . . ,M und n = 1, . . . , N ,
definieren wir (unter Verwendung von Satz 5.7.1) T (n,m) ∈ L(V,W ) durch

T (n,m)(bj) = δj,m cn , j = 1, . . . ,M .

Diese NM linearen Abbildungen bilden eine Basis von L(V,W ) (Übung), so dass (i) folgt. (ii)
Zunächst ist A linear, da nach (5.2) und unter Verwendung der Linearität von IB und IC

(T + λS)BC = IC(T + λS)(IB)−1 = ICT (IB)−1 + λICS(IB)−1 = TBC + λSBC , T, S ∈ L(V,W ) .

Außerdem ist TBC = 0 genau dann, wenn T = 0, siehe z.B. (5.3). Somit ist der Kern von A trivial
und deswegen ist A injektiv. Nach dem Rangsatz gilt nun dim(Ran(A)) = dim(L(V,W )) = NM ,
Letzteres nach (i). Da aber auch dim(Mat(N ×M,K)) = NM , folgt dass A auch surjektiv ist. Also
ist A ein Isomorphismus. (iii) ist ein Spezialfall von (iv), welches durch mehrfache Anwendung von
Satz 5.8.3 wie folgt nachgewiesen wird. Für v ∈ V gilt

ID(STv) = (ST )BD IB(v) = SCD IC(Tv) = SCD T
B
C IB(v) ,

was die Behauptung zeigt. Ein alternativer Beweis besteht im Aneinanderfügen von zwei kommuta-
tiven Diagrammen. 2

Nun kommen wir zu Basiswechseln.

5.8.7 Satz Seien V und W Vektorräume über K mit endlichen Dimensionen M = dim(V ) und N =
dim(W ) und seien B,B′ geordnete Basen von V und C, C ′ geordnete Basen von W . Für T ∈ L(V,W )
gilt dann

TB
′

C′ = (1W )CC′ T
B
C (1V )B

′

B ,

wobei 1V und 1W die Identitätsabbildungen auf V und W sind. Die M ×M darstellende Matrix
(1V )B

′
B heißt Basiswechsel von B′ nach B. Analog heißt die N ×N Matrix (1W )CC′ Basiswechsel von C

nach C ′. Es gilt jeweils (
(1V )B

′

B
)−1

= (1V )BB′
(
(1W )CC′

)−1
= (1W )C

′

C .
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Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus iterativer Anwendung von Satz 5.8.6(iv), die zweite
Aussage dann aus Satz 5.8.6(iii) 2

5.8.8 Bemerkung Gemäß der Definition darstellender Matrizen gilt

(1V )B
′

B = IB(IB′)
−1 .

Wenn nun V = KN und B = (e1, . . . , eN) die Standardbasis ist, so ist IB = 1N die N×N Einheitsma-
trix. Wenn des Weiteren B′ = (b1, . . . , bN) eine weitere Basis des KN ist, so gilt nach Bemerkung 5.8.8,
dass (IB′)

−1 = (b1, . . . , bN) und somit

(1V )B
′

B = (b1, . . . , bN) .

Diese Matrix ist invertierbar. Umgekehrt können die Spaltenvektoren einer invertierbaren Matrix als
Elemente einer Basis aufgefasst werden. Somit gibt es eine Bijektion zwischen der Menge {B′ geord-
nete Basis von KN} der geordneten Basen von KN und der allgemeinen linearen Gruppe Gl(N,K)
der invertierbaren N ×N Matrizen mit Einträgen in K. �

5.8.9 Beispiel Im V = R3 sei B die geordnete Standardbasis, und eine zweite geordnete Basis B′
gegeben durch

B′ =

  1
0
−1

 ,

1
1
1

 ,

1
0
0

  .

Dann ist

(1V )B
′

B =

 1 1 1
0 1 0
−1 1 0

 .

Des Weiteren sei W = R2 und C = (e1, e2) die Standardbasis und

C ′ =

( (
1
0

)
,

(
1
1

) )
.

Dann ist

(1W )CC′ =
(
(1W )C

′

C
)−1

=

(
1 1
0 1

)−1
=

(
1 −1
0 1

)
.

Nun sei gegeben die lineare Abbildung T : R3 → R2 durch

T

v1v2
v3

 =

(
v1 + v3
2v2 − v3

)
.

Bezüglich der Standardbasen B und C ist also die darstellende Matrix

TBC =

(
1 0 1
0 2 −1

)
.

Die Abbildung in den neuen Basen B′ und C ′ ist dann gegeben durch

TB
′

C′ =

(
1 −1
0 1

)(
1 0 1
0 2 −1

) 1 1 1
0 1 0
−1 1 0

 =

(
1 −1
0 1

)(
0 2 1
1 1 0

)
=

(
−1 1 1
1 1 0

)
.

Selbstverständlich ist auch eine direkte Berechnung der darstellenden Matrix TB
′

C′ ausgehend von der
Definition möglich. �
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5.9 Ähnlichkeit von Matrizen

Ein Spezialfall von Satz 5.8.7 betrifft eine Abbildung T ∈ L(V ) = L(V, V ) auf V und zwei Basen B
und B′ von V :

TB
′

B′ = 1BB′T
B
B (1BB′)

−1 .

Diese Gleichung besagt, dass die beiden darstellenden Matrizen TB
′

B′ und TBB ähnlich sind im Sinne
folgender Definition.

5.9.1 Definition Zwei Matrizen A,B ∈ Mat(N × N,K) heißen ähnlich genau dann, wenn es eine
invertierbare Matrix M ∈ Mat(N ×N,K) gibt mit

A = MBM−1 . (5.4)

5.9.2 Satz Ähnlichkeit ist eine Äquivalenzrelation auf Mat(N ×N,K).

Beweis. Die Ähnlichkeit sei mit ∼ bezeichnet. Offensichtlich ist A ∼ A (Reflexivität von ∼), denn
(5.4) gilt mit M = 1N . Außerdem gilt A = MBM−1 genau dann, wenn M−1AM = B, was gleich-
bedeutend mit der Symmetrie von ∼ ist. Nun sei A ∼ B und B ∼ C. Dann gilt A = MBM−1 und
B = NCN−1 für zwei invertierbare Matrizen N,M . Einsetzen ergibt:

A = MNCN−1M−1 = (MN)C(MN)−1 ,

so dass auch A ∼ C, d.h. ∼ ist transitiv. 2

Ein ganz wesentliches Ziel der linearen Algebra ist es innerhalb einer Äquivalenzklasse einen
besonderen einfachen Repräsentanten zu finden, indem ein adäquater Basiswechsel M bestimmt
wird. Dieser Repräsentant wird genau die Jordan’sche Normalform der Matrix sein.

6 Permutationen und die Determinante

6.1 Definition und elementare Eigenschaften von Permutationen

6.1.1 Definition Sei N ∈ N. Eine bijektive Abbildung σ : {1, . . . , N} → {1, . . . , N} heißt eine
Permutation über N Elementen. Die Menge SN aller Permutationen über N Elementen versehen
mit der Hintereinanderausführung heißt die symmetrische Gruppe. Eine Standardnotation für eine
Permutation ist

σ =

(
1 2 · · · N

σ(1) σ(2) · · · σ(N)

)
,

wobei die untere Zeile die der oberen Zeile zugeordneten Abbildungswerte enthält. Eine Transposition
(von n′,m′) ist eine Permutation, bei der σ(n) 6= n für lediglich zwei Werte n = n′,m′, bei denen
σ(n′) = m′ und σ(m′) = n′ gilt. Bei einer benachbarten Transposition gilt zudem m′ = n′±1 mod N .

6.1.2 Beispiel Die Permutation

σ =

(
1 2 3 4
4 2 3 1

)
ist eine benachbarte Transposition. �

6.1.3 Satz (i) Die Gruppe SN hat N ! = N(N − 1) · · · 1 Elemente.
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(ii) Jede Transposition ist Hintereinanderausführung einer ungeraden Anzahl von benachbarten
Transpositionen.

(iii) Jede Permutation ist Hintereinanderausführung von benachbarten Transpositionen.

Beweis. (i) Bei der Konstruktion einer Bijektion kann man zunächst σ(1) genau N Werte annehmen,
danach kann σ(2) nur noch N−1 Werte annehmen etc. (ii) Seien n′ < m′ die durch die Transposition
vertauschten Elemente. Zunächst werden m′− n′ benachbarte Transpositionen ausgeführt, um n′ an
die Stelle m′ zu bewegen, dann m′− n′− 1 benachbarte Transpositionen, um m′ and die Stelle n′ zu
bewegen. (iii) Nach (ii) reicht es jede Permutation als Hintereinanderausführung von Transpositionen
zu schreiben. Dies wird durch Induktion über N gezeigt. Für N = 1, 2 ist es offensichtlich richtig.
Sei nun σ ∈ SN+1. Entweder σ ist die Identität und nichts ist zu zeigen, oder es gibt ein m mit
σ(m) = n 6= m. Sei τ die Transposition von n und m. Dann gilt στ(n) = n. Also ist στ eingeschränkt
auf {1, . . . , N + 1} \ {n} eine Permutation von N Elementen, die nach Induktionsvoraussetzung also
als Hintereinanderausführung von Transpositionen geschrieben werden kann. Damit ist auch σ = σττ
Hintereinanderausführung von Transpositionen. 2

6.1.4 Satz Zu jedem σ ∈ SN sei seine darstellende Matrix P (σ) ∈ Mat(N ×N,R) definiert durch

P (σ)n,m = δn,σ(m) .

Mit Hilfe der Standardbasisvektoren als Spaltenvektoren, kann diese Matrix auch geschrieben werden
als

P (σ) =
(
eσ(1), . . . , eσ(N)

)
.

Es gilt dann für σ, τ ∈ SN
P (στ) = P (σ)P (τ) ,

wobei auf der rechten Seite die Matrixmultiplikation verwandt wird. Somit ist P (SN) eine Unter-
gruppe der allgemeinen linearen Gruppe Gl(N,R).

Beweis. Es gilt nach Definition des Matrixproduktes

(
P (σ)P (τ)

)
n,m

=
N∑
k=1

P (σ)n,kP (τ)k,m =
N∑
k=1

δn,σ(k)δk,τ(m) = δn,σ(τ(m)) ,

was die erste Behauptung zeigt. Die zweite folgt dann aus Satz 2.2.4(ii). 2

6.1.5 Definition Sei σ ∈ SN . Ein Fehlstand von σ ist dann ein Paar (n,m) mit 1 ≤ n < m ≤ N , so
dass σ(n) > σ(m). Die Anzahl L(σ) der Fehlstände von σ heißt auch die Länge von σ. Das Signum
von σ ist definiert als

sgn(σ) = (−1)L(σ) .

6.1.6 Beispiel Die Permutation

σ =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
hat Fehlstände (1, 3), (2, 3) und (2, 4). Also ist L(σ) = 3 und sgn(σ) = −1. �

6.1.7 Bemerkung Für jede benachbarte Transposition τ ∈ SN gilt sgn(τ) = −1, denn wenn n =
m ± 1 gilt, hat die Transposition von n und m genau einen Fehlstand die Transposition von 1 und
N hat 2N − 3 Fehlstände. �
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6.1.8 Satz (i) Für σ ∈ SN ,

sgn(σ) =
∏

1≤n<m≤N

σ(n)− σ(m)

n−m
,

wobei das Produkt gebildet wird über alle Paare (n,m) mit der angegebenen Eigenschaft 1 ≤
n < m ≤ N .

(ii) Für σ, τ ∈ SN ,
sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ) .

(iii) Die Abbildung σ ∈ SN 7→ sgn(σ) ∈ Z2 ist ein Gruppen-Homomorphismus (der für N > 1
surjektiv ist), wobei hier Z2 die multiplikative Gruppe mit 2 Elementen ist.

(iv) Sei σ = τK · · · τ1 ein Produkt von Transpositionen (was nach Satz 6.1.3(iii) immer der Fall ist),
so ist sgn(σ) = (−1)K .

Beweis. (i) Da σ eine Permutation ist, gibt es für jedes Paar (n,m) mit n < m genau ein (nicht
geordnetes) Paar n′,m′ mit σ(n′) = n und σ(m′) = m. Also sind die Beträge der beiden Ausdrücke∏

1≤n<m≤N

(n−m) ,
∏

1≤n′<m′≤N

(σ(n′)− σ(m′)) ,

gleich. Des Weiteren gilt n′ < m′, falls kein Fehlstand von σ bei (n′,m′) vorliegt, und m′ < n′, falls
einer vorliegt. In ersterem Fall sind n−m und σ(n′)−σ(m′) beide negativ, wohingegen in zweiterem
n−m negativ und σ(n′)− σ(m′) positiv ist. Somit gilt∏

1≤n<m≤N

(n−m) = (−1)L(σ)
∏

1≤n′<m′≤N

(σ(n′)− σ(m′)) .

Die Variablen n′,m′ auf der rechten Seite können durch n,m ersetzt werden, und die beiden Produkte
zusammengefasst werden. Das zeigt dann die Formel. (ii) Unter Verwendung der Formel folgt nun

sgn(στ) =
∏

1≤n<m≤N

σ(τ(n))− σ(τ(m))

n−m

=
∏

1≤n<m≤N

σ(τ(n))− σ(τ(m))

τ(n)− τ(m)

∏
1≤n<m≤N

τ(n)− τ(m)

n−m

= sgn(σ) sgn(τ) .

(iii) ist genau der in (ii) beschriebene Sachverhalt und (iv) folgt auch aus (ii), da jede Transposition
ein negatives Signum hat, da sie ja nach Satz 6.1.3(iii) aus einer ungeraden Anzahl von benachbarten
Transpositionen besteht. 2

6.2 Definition und elementare Eigenschaften von Determinanten

Nach diesen Vorbereitungen kann nun die zentrale Definition dieses Kapitels folgen:

6.2.1 Definition Sei A = (An,m)n,m=1,...,N ∈ Mat(N × N,K). Ihre Determinante ist dann definiert
als

det(A) =
∑
σ∈SN

sgn(σ)
N∏
n=1

An,σ(n) =
∑
σ∈SN

sgn(σ) A1,σ(1)A2,σ(2) · · ·AN,σ(N) .
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6.2.2 Beispiel Sei N = 2. Dann gibt es zwei Permutationen, die Identität und die Transposition
von 1 mit 2. Somit gilt

det(A) = A1,1A2,2 − A1,2A2,1 .

Wenn K = R, a =
(
A1,1

A2,1

)
und b =

(
A1,2

A2,2

)
, so dass A = (a, b), dann ist die Fläche des von a und b

aufgespannten Parallelogramms gegeben durch den Betrag der Determinante. In der Tat, wenn α der
Winkel zwischen a und b ist, so ist die Fläche sin(α)‖a‖‖b‖, wobei ‖a‖ = ((A1,1)

2+(A2,1)
2)

1
2 die Länge

von a ist, und entsprechend ‖b‖ die Länge von b. Dies kann mit aus der Schule bekannter Geometrie
von Dreiecken überprüft werden, und im Rahmen der Vorlesung etwas später unter Verwendung von
Skalarprodukten. Für 3 × 3 Matrizen gilt die sogenannte Regel von Sarrus für die Berechnung von
Determinanten, die in einer Übung diskutiert wird. Außerdem gilt ein entsprechender Sachverhalt
über das Volumen des von den Spalten der Matrix aufgespannten Parallelipeds. �

6.2.3 Beispiel Sei σ ∈ SN und P (σ) die zugehörige darstellende Matrix. Dann gilt

det(P (σ)) = sgn(σ) ,

da lediglich ein Summand in der Definition nicht verschwindet. �

6.2.4 Bemerkung Es ist auch möglich die Formel

det(A) =
∑
σ∈SN

sgn(σ)
N∏
n=1

Aσ(n),n

zu verwenden, denn ausgehend von der obigen Definition und der Bijektivität jeder Permutation gilt:

det(A) =
∑
σ∈SN

sgn(σ)
N∏
n=1

Aσ−1(n),n .

Aber sgn(σ) = sgn(σ−1), so dass nach Umbenennung obige Formel folgt. Die Aussage kann auch
formuliert werden als

det(At) = det(A) ,

wobei At die sogenannte transponierte Matrix im Sinne der folgenden Definition bezeichnet. �

6.2.5 Definition Sei A = (An,m)n,1,...,N,m=1,...,M ∈ Mat(N ×M,K). Ihre transponierte Matrix At ∈
Mat(M ×N,K) ist dann definiert durch

(At)m,n = An,m .

6.3 Multilinearität von Determinanten

Die wesentlichen algebraischen Eigenschaften der Determinanten sind ihre Multilinearität und Alter-
nierendeneigenschaft, welche nun etwas allgemeiner definiert werden. Zusammen mit einer geeigneten
Normierung charakterisieren diese Eigenschaften sogar die Determinante, wie wir später zeigen wer-
den.

6.3.1 Definition Seien V1, . . . , VN und W Vektorräume über K. Eine Abbildung F : V1 × . . . ×
VN → W heißt multilinear genau dann, wenn sie linear in jedem Argument ist, d.h. wenn für jedes
n = 1, . . . , N die Abbildung vn ∈ Vn 7→ F (v1, . . . , vN) ∈ W linear ist für alle festgehaltenen vm ∈ Vm,
m 6= n. Falls N = 2 und V1 = V2, wird auch von einer bilinearen Abbildung gesprochen.
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6.3.2 Beispiel Jede lineare Abbildung ist auch multilinear mit N = 1. Nun zu einem nicht-trivialen
Beispiel. Sei V = KM und A ∈ Mat(M ×M,K). Dann ist F : V × V → K definiert durch

F (v, w) =
M∑

m,n=1

vmAm,nwn ,

eine bilineare Abbildung. Im Fall M = 3 ist das Kreuzprodukt ein konkretes Beispiel dieser Natur,
siehe Übung. �

6.3.3 Definition Seien V und W Vektorräume über K. Eine Abbildung F : V ×N → W heißt
alternierend genau dann, wenn für jede benachbarte Transposition τ ∈ SN (d.h. jedes Vertauschen
von zwei benachbarten Argumenten) gilt

F (vτ(1), . . . , vτ(N)) = −F (v1, . . . , vN) , vn ∈ V .

6.3.4 Beispiel Sei A ∈ Mat(M ×M,K) eine anti-symmetrische Matrix, d.h.

At = −A .

Dann ist F : KM ×KM → K wie oben definiert durch

F (v, w) =
M∑

m,n=1

vmAm,nwn ,

eine alternierende bilineare Abbildung. In der Tat,

F (w, v) =
M∑

m,n=1

wmAm,nvn = −
M∑

m,n=1

wmAn,mvn = −F (v, w) .

Wiederum ist im Fall M = 3 das Kreuzprodukt ein konkretes Beispiel. �

6.3.5 Lemma Seien V und W Vektorräume über K und F : V ×N → W alternierend. Dann gilt für
jede Permutation σ ∈ SN

F (vσ(1), . . . , vσ(N)) = sgn(σ)F (v1, . . . , vN) ,

für alle v1, . . . , vN ∈ V .

Beweis. Da gemäß Satz 6.1.3(ii) jede Permutation Hintereinanderausführung von benachbarten
Transpositionen ist und die Anzahl der Transpositionen genau dem Signum entspricht, vergleiche
mit Satz 6.1.8(iv), folgt die Aussage aus der Definition. 2

6.3.6 Satz Sei F : V ×N → W eine multilineare, alternierende Abbildung.

(i) Falls dann v1, . . . , vN ∈ V linear abhängig sind, so gilt

F (v1, . . . , vN) = 0 .

Insbesondere ist F (v1, . . . , vN) = 0, falls vn = vm für n 6= m.
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(ii) Sei dim(V ) = N und F 6= 0, d.h. es gibt w1, . . . , wN ∈ V mit F (w1, . . . , wN) 6= 0. Falls dann
v1, . . . , vN ∈ V linear unabhängig sind, so gilt

F (v1, . . . , vN) 6= 0 .

Beweis. (i) Zunächst wird die zweite Behauptung gezeigt. Hierzu wird obiges Lemma auf die Trans-
position τ von n und m angewandt, so dass F (. . . , vm, . . . , vn, . . .) = −F (. . . , vn, . . . , vm, . . .) = 0,
falls vn = vm. Nun seien v1, . . . , vN linear abhängig, und z.B. vN =

∑N−1
n=1 λnvn. Dann folgt aus der

Linearität im letzten Argument

F (v1, . . . , vN) =
N−1∑
n=1

λn F (v1, . . . , vN−1, vn) = 0 ,

wobei Letzteres gilt, weil jeder Term in der Summe verschwindet. (ii) Nach den Voraussetzungen
bilden v1, . . . , vN eine Basis von V . Somit können w1, . . . , wN in dieser Basis linear zerlegt werden:

wn =
N∑
m=1

λn,m vm .

Einsetzen liefert nun unter Verwendung der Multilinearität

F (w1, . . . , wN) =
N∑

m1,...,mN=1

(λ1,m1 · · ·λN,mN )F (vm1 , . . . , vmN ) .

Nach (i) verschwinden nun aber alle Summanden, für die mi = mj für ein Paar i 6= j gilt. Die verblei-
benden Summanden erfüllen {m1, . . . ,mN} = {1, . . . , N} und können somit durch die Permutation
σ beschrieben werden, für die σ(n) = mn gilt. Dann

F (w1, . . . , wN) =
∑
σ∈SN

(λ1,σ(1) · · ·λN,σ(N))F (vσ(1), . . . , vσ(N))

=

(∑
σ∈SN

(λ1,σ(1) · · ·λN,σ(N)) sgn(σ)

)
F (v1, . . . , vN) ,

Letzteres nach Lemma 6.3.5. Da F (w1, . . . , wN) 6= 0, muss auch F (v1, . . . , vN) 6= 0 gelten. 2

6.3.7 Satz Die Abbildung A ∈ Mat(N × N,K) ∼= (KN)×N 7→ det(A) ∈ K ist multilinear und
alternierend, wenn aufgefasst als Abbildung auf den N Spaltenvektoren. Außerdem gilt det(1N) = 1.

Beweis. Sei A = (a1, . . . , aN) mit Spaltenvektoren an ∈ KN für n = 1, . . . , N . Für λ ∈ K und b ∈ KN

gilt dann

det(a1, . . . , an + λb, . . . , aN) =
∑
σ∈SN

sgn(σ) A1,σ(1) · · · (An,σ(n) + λbσ(n)) · · ·AN,σ(N)

= det(a1, . . . , aN) + λ det(a1, . . . , an−1, b, an+1, . . . , aN) ,

was schon die Linearität in jedem Argument ist. Des Weiteren sei τ eine benachbarte Transposition.
Dann gilt

det(aτ(1), . . . , aτ(N)) =
∑
σ∈SN

sgn(σ) A1,σ(τ(1)) · · ·AN,σ(τ(N))

= −
∑
στ∈SN

sgn(στ) A1,σ(τ(1)) · · ·AN,σ(τ(N)) ,
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wobei in der zweiten Gleichung die Homomorphismeneigenschaft vom Signum verwandt wurde und
τSN = SN . Umbenennung zeigt nun die Alternierendeneigenschaft. Die letzte Behauptung folgt
direkt durch Einsetzen (und ist ein Spezialfall von Beispiel 6.2.3). 2

6.3.8 Satz Sei A ∈ Mat(N ×N,K). Dann gilt

A invertierbar ⇐⇒ det(A) 6= 0 .

Beweis. Nach Satz 6.3.7 ist die Determinante multilinear, alternierend und nicht identisch gleich
Null, so dass die Aussagen aus Satz 6.3.6 gelten. “=⇒“ Wenn A invertierbar ist, sind ihre Spalten
linear unabhängig (denn der Spaltenrang ist gleich N) und somit ist det(A) 6= 0 nach Satz 6.3.6(ii).
“⇐=“ Da A nicht invertierbar ist, so sind ihre Spalten linear abhängig und deswegen det(A) = 0
nach Satz 6.3.6(i). 2

Nun folgt die Charakterisierung der Determinante, die oft auch zur Definition verwandt wird.

6.3.9 Satz Sei F : Mat(N ×N,K) ∼= (KN)×N → K. Dann gilt:

F multilineare, alternierend mit F (1N) = 1 ⇐⇒ F = det .

Beweis. ”⇐=“ ist genau Satz 6.3.7. ”=⇒“ Zunächst ist F wegen der Multilinearität schon durch ihre
Werte auf der Standardbasis e1, . . . , eN (in jedem Argument) festgelegt. Ein formaler Beweis hiervon
sieht genau wie der von Satz 5.7.1 aus. Nun sind gemäß Satz 6.3.6(i) die Werte F (ei1 , . . . , eiN ) nur
ungleich Null, wenn {i1, . . . , iN} = {1, . . . , N}. Also gilt in = σ(n) für geeignetes σ ∈ SN . Nach
Lemma 6.3.5 gilt dann aber F (ei1 , . . . , eiN ) = sgn(σ)F (e1, . . . , eN). Somit wird lediglich der Wert
F (e1, . . . , eN) benötigt, der aber nach Voraussetzung genau 1 = det(1N) ist. 2

6.4 Mutiplikativität von Determinanten

Es werden nun eine Reihe von Eigenschaften der Determinante gezeigt.

6.4.1 Satz Seien A,B ∈ Mat(N ×N,K). Dann gilt

det(AB) = det(A) det(B) .

Insbesondere gilt für invertierbares A

det(A−1) =
1

det(A)
,

und
det(A−1BA) = det(B) .

Beweis. Sei A = (a1, . . . , aN) mit Spaltenvektoren an ∈ KN . Dann sind die Spaltenvektoren von AB
gegeben durch

AB =

(
N∑

n1=1

Bn1,1an1 , . . . ,

N∑
nN=1

BnN ,NanN

)
.
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Unter Verwendung der Multilinearität von det folgt also

det(AB) = det

(
N∑

n1=1

Bn1,1an1 , . . . ,
N∑

nN=1

BnN ,NanN

)

=
N∑

n1,...,nN=1

Bn1,1 · · ·BnN ,N det(an1 , . . . , anN ) .

Hiervon verbleiben nur die Summanden mit {n1, . . . , nN} = {1, . . . , N}, für die es eine Permutation
σ ∈ SN gibt mit nm = σ(m). Somit

det(AB) =
∑
σ∈SN

Bσ(1),1 · · ·Bσ(N),N det(aσ(1), . . . , aσ(N)) .

Nach Lemma 6.3.5 folgt nun

det(AB) =
∑
σ∈SN

Bσ(1),1 · · ·Bσ(N),N sgn(σ) det(a1, . . . , aN) = det(Bt) det(A) ,

was wegen det(Bt) = det(B) den Beweis der Identität beendet. Die Zusätze folgen direkt daraus. 2

6.4.2 Bemerkung Die Gleichung det(A−1BA) = det(B) besagt, dass die Determinante von den
ähnlichen Matrizen B und A−1BA (vgl. Definition 5.9.1) gleich sind. Dies erlaubt auch die Determi-
nante einer beliebigen linearen Abbildung T ∈ L(V ) auf einem endlich dimensionalen Vektorraum
V zu definieren durch

det(T ) = det(TBB ) ,

wobei B eine Basis von V ist und TBB die zugehörige darstellende Matrix. Obiges impliziert dann in
der Tat, dass diese Definition unabhängig von der Wahl von B ist. �

6.5 Berechnung von Determinanten

Eine erste Art der Berechnung der Determinante sei kurz diskutiert (Details in Übungen). Der Gauss-
Algorithmus wird im Beweis von Satz 5.5.4 (Berechnung der inversen Matrix) beschrieben durch
Linksmultiplikation mit drei Matrizen, die das Normieren, Vertauschen und Addieren anderer Zeilen
implementieren. Die Determinanten dieser Matrizen können einfach abgelesen werden. Das Vertau-
schen führt lediglich zu einem Vorzeichen, wohingegen das Addieren des Vielfachen einer anderen
Zeile Determinante 1 hat. Wenn also nicht normiert wird, so ändert sich die Determinante ledig-
lich um einen Vorzeichenwechsel, was aus der Anzahl der benötigten Vertauschungen auch leicht
bestimmt werden kann. Am Ende der ersten Etappe des Gauss-Algorithmus erhält man eine obere
Dreiecksmatrix, deren Determinante gegeben ist durch das Produkt der Diagonaleinträge. Dies ist
dann bis auf das Vorzeichen gleich der Determinante der ursprünglichen Matrix. Somit liefert das
Gauss-Verfahren eine Methode, um die Determinante zu berechnen.

6.5.1 Beispiel Mit dem Gauss-Algorithmus erhält man:

det

2 1 −1
3 0 1
1 2 1

 = det

2 1 −1
0 −3

2
5
2

0 3
2

3
2

 = det

2 1 −1
0 −3

2
5
2

0 0 4

 = − 12 .

Die Regel von Sarrus ergibt, natürlich, das gleiche Ergebnis. �
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Nun sei eine weitere Methode zur Berechnung der Determinante vorgestellt, der sogenannte La-
place’sche Entwicklungssatz. Dies hängt auch mit der Cramer’schen Regel zusammen.

6.5.2 Definition Sei A = (An,m)n,m=1,...,N ∈ Mat(N × N,K) mit Spaltenvektoren an ∈ KN , d.h.

A = (a1, . . . , aN). Die Adjunkte von A ist die Matrix Â = (Âm,n)m,n=1,...,N ∈ Mat(N×N,K) definiert
durch

Âm,n = det(a1, . . . , am−1, en, am+1, . . . , aN) ,

wobei auf der rechten Seite der m-te Spaltenvektor durch den n-ten Standardbasisvektor en ∈ KN

ersetzt ist.

6.5.3 Lemma Sei qA(n,m) ∈ Mat((N − 1) × (N − 1),K) die Matrix, die aus A durch Streichen der
n-ten Zeile und der m-ten Spalte gewonnen wird. Dann gilt

Âm,n = (−1)n+m det( qA(n,m)) .

Die (N−1)×(N−1) Matrix qA(n,m) heißt auch eine Untermatrix von A, und det( qA(n,m)) die zugehörige
Unterdeterminante.

Beweis. Durch N −m benachbarte Transpositionen erhält man

Âm,n = (−1)N−m det(a1, . . . , am−1, am+1, . . . , aN , en) .

Nun werden N − n benachbarte Transpositionen der Zeilen durchgeführt (Erinnerung: die Determi-
nante ändert sich nicht beim Transponieren der Matrix), so dass

Âm,n = (−1)N−m(−1)N−n det

((
qA(n,m) 0
b 1

))
,

wobei b ein Zeilenvektor der Größe N−1 ist, d.h. bt ∈ KN−1, und die 0 ∈ KN−1. Von dieser Blockform
kann das Gewünschte direkt abgelesen werden, denn bei der Berechnung der Determinante tragen
lediglich Permutationen σ ∈ SN bei, für die σ(N) = N und die somit durch eine Permutation in
SN−1 spezifiziert sind. 2

6.5.4 Satz Sei A ∈ Mat(N ×N,K) mit Adjunkter Â ∈ Mat(N ×N,K). Dann gilt

Â A = det(A) 1N .

Falls det(A) 6= 0, ist die Adjunkte im Wesentlichen die inverse Matrix:

A−1 =
1

det(A)
Â .

Beweis. Es werden die Einträge des Matrixproduktes berechnet:

( Â A )m,n =
N∑
k=1

Âm,k Ak,n (6.1)

=
N∑
k=1

det(a1, . . . , am−1, ek, am+1, . . . , aN)Ak,n

= det(a1, . . . , am−1, an, am+1, . . . , aN) ,
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wobei in der letzten Gleichung die Multilinearität von det verwandt wurde. Nun ist die letzte Deter-
minante nach Satz 6.3.6 immer gleich Null, es sei denn n = m und in diesem Fall ist sie det(A). Mit
Hilfe des Kronecker Delta erhält man also

(Â A)m,n = det(A) δn,m ,

was genau die Behauptung ist. 2

6.5.5 Satz (Laplace’scher Entwicklungssatz) Sei A ∈ Mat(N × N,K) mit Unterdeterminanten

det( qA(n,m)) definiert wie in Lemma 6.5.3. Dann gilt die Entwicklung der Determinante nach der
m-ten Spalte

det(A) =
N∑
k=1

Ak,m (−1)m+k det( qA(k,m)) ,

und der m-ten Zeile

det(A) =
N∑
k=1

Am,k (−1)m+k det( qA(m,k)) .

Beweis. Die Entwicklung nach der n-ten Spalte folgt aus der Gleichung (6.1) für n = m, wenn

Âm,k = (−1)m+k det( qA(k,m)) gemäß Lemma 6.5.3 eingesetzt wird. Mit det(A) = det(At) folgt die
Entwicklung nach der m-ten Zeile aus der Entwicklung von det(At) nach der m-ten Spalte. 2

6.5.6 Bemerkung Der Laplace’sche Entwicklungssatz führt die Berechnung einer N ×N Determi-
nante auf N Berechnungen von (N − 1) × (N − 1) Determinanten zurück. Dies kann auch iterativ
angewandt werden, so lange bis nur noch 2× 2 oder 3× 3 Determinanten zu berechnen sind. �

6.5.7 Beispiel Durch Entwicklung nach der dritten Spalte erhalten wir

det




2 1 0 −1
3 0 0 1
5 −1 2 7
1 2 0 1


 = (−1)3+3 · 2 · det

2 1 −1
3 0 1
1 2 1

 .

Um die verbleibende 3× 3 Determinante zu berechnen, wird nach der zweiten Zeile entwickelt:

det

2 1 −1
3 0 1
1 2 1

 = − 3 · det

((
1 −1
2 1

))
− 1 · det

((
2 1
1 2

))
= −3 · 3 − 3 = − 12 .

Alternativ kann natürlich nach jeder Zeile oder Spalte entwickelt werden. Außerdem kann für die
3× 3 Matrix auch die Regel von Sarrus angewandt werden. �

Nun folgt noch eine Anwendung, die allerdings von wenig praktischer Bedeutung ist, denn das
Lösen von linearen Gleichungssystemen mit Hilfe des Gauss-Algorithmus ist wesentlich effizienter.

6.5.8 Satz (Cramer’sche Regel) Sei A = (a1, . . . , aN) ∈ Mat(N × N,K) mit Spaltenvektoren an ∈
KN invertierbar. Die Lösung x ∈ KN von Ax = b für gegebenes b ∈ KN ist gegeben durch

x =

x1
...
xN

 , xn =
det(a1, . . . , an−1, b, an+1, . . . , aN)

det(A)
.
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Beweis. In der Tat, die n-te Komponente von x ist

xn = (A−1b)n =
N∑
k=1

(A−1)n,k bk =
N∑
k=1

det(a1, . . . , an−1, ek, an+1, . . . , aN)

det(A)
bk ,

wobei im letzten Schritt die Formel für die Inverse aus Satz 6.5.4 verwandt wurde. Die Multilinearität
von det beendet den Beweis. 2

6.5.9 Beispiel Seien

A =

2 1 −1
3 0 1
1 2 1

 , b =

1
2
3

 .

Schon oben wurde det(A) = −12 gezeigt. Nun kann die inverse Matrix durch Berechnung der Unter-
determinanten angegeben werden:

A−1 =
−1

12

−2 −2 6
−3 3 −3
1 −5 −3

t

=
1

12

 2 3 −1
2 −3 5
−6 3 3

 .

Die erste Komponente des Lösungsvektors x von Ax = b ist

x1 =
−1

12
det

1 1 −1
2 0 1
3 2 1

 =
−1

12
(3− 4− 2− 2) =

5

12
.

Dies kann auch durch Matrix-Vektor-Multiplikation aus A−1b berechnet werden. �

7 Eigenwerte und Eigenvektoren

7.1 Elementare Eigenschaften von Eigenwerten und Eigenvektoren

7.1.1 Definition Sei T ∈ L(V ) eine lineare Abbildung auf einem Vektorraum V über K. Ein Skalar
z ∈ K heißt Eigenwert von T genau dann, wenn es einen sogenannten Eigenvektor v ∈ V , v 6= 0, gibt
mit

T v = z v .

Diese Gleichung heißt eine Eigenwertgleichung.

7.1.2 Satz Sei S ∈ L(V,W ) eine invertierbare lineare Abbildung zwischen Vektorräumen V und W
über K. Dann gilt für T ∈ L(V ):

z ∈ K Eigenwert von T ⇐⇒ z ∈ K Eigenwert von STS−1 .

Insbesondere, wenn V endlich dimensional ist mit geordneter Basis B, dann gilt für die darstellende
Matrix TBB :

z ∈ K Eigenwert von T ⇐⇒ z ∈ K Eigenwert von TBB .
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Beweis. ”=⇒” Sei Tv = zv. Dann gilt nach Einfügen von 1V = S−1S auch TS−1Sv = zv und somit
auch

STS−1(Sv) = z Sv .

Also ist Sv ∈ W Eigenvektor von STS−1 ∈ L(W ) zum Eigenwert z. Diese Argumentation kann
umgekehrt werden, so dass auch ”⇐=” folgt. Der Zusatz ist der Spezialfall, in dem S = IB : V → KN

mit N = dim(V ) ist. 2

Somit ist es ausreichend, Techniken zur Berechnung von Eigenwerten von Matrizen zu entwickeln.
Der wichtigste Sachverhalt in dieser Hinsicht wird als Nächstes vorgestellt.

7.2 Charakteristisches Polynom

7.2.1 Satz Sei A ∈ Mat(N ×N,K). Dann gilt

z ∈ K Eigenwert von A ⇐⇒ det(A− z 1N) = 0 .

Die Eigenwerte von A sind also genau die Menge der Nullstellen in K des Polynoms

z ∈ K 7→ pA(z) = det(A− z 1N) .

Es heißt charakteristisches Polynom von A und ist N -ten Grades. Es erfüllt

det(A− z 1N) = (−z)N + Tr(A) (−z)N−1 + q(z) + det(A) ,

wobei q =
∑N−2

n=1 qnz
n ein Polynom vom Grade höchstens N−2 ohne konstanten Term ist, und Tr(A)

die Spur von A ist, welche definiert ist als die Summe der Diagonaleinträge von A:

Tr(A) =
N∑
n=1

An,n .

Beweis. Die Eigenwertgleichung Av = zv für v ∈ KN kann umgeschrieben werden als (A− z 1N)v =
0. Nun ist die Existenz eines Vektors v ∈ KN , v 6= 0, äquivalent dazu, dass die Matrix A − z 1N
nicht invertierbar ist. Letzteres ist nach Satz 6.3.8 äquivalent dazu, dass die Determinante der Matrix
A − z 1N verschwindet. Insbesondere sei beachtet, dass det(A − z 1N) = 0 auch impliziert, dass ein
Eigenvektor v zum Eigenwert z existiert.

Nun soll noch die Determinante in z entwickelt werden. Hierzu schreiben wir die Definition aus:

det(A− z 1N) =
∑
σ∈SN

sgn(σ)
N∏
n=1

(An,σ(n) − z δn,σ(n)) ,

wobei δn,m das Kronecker Delta ist. Hieraus ist sofort ersichtlich, dass der Grad höchstens N ist.
Außerdem sind die Potenzen zN und zN−1 nur in dem Summanden σ = id enthalten, denn für σ 6= id
ist der Faktor ein Polynom in z vom Grad höchstens N − 2. Also

det(A− z 1N) =

(
N∏
n=1

(An,n − z)

)
+ q′(z) = (−z)N + Tr(A) (−z)N−1 + q′′(z) ,

wobei q′ und q′′ Polynome vom Grad höchstens N − 2 sind. Der konstante Term kann berechnet
werden, indem z = 0 gesetzt wird. Dies zeigt, dass er det(A) ist. 2
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7.2.2 Bemerkung Wenn T ∈ L(V ) eine lineare Abbildung auf einem N -dimensionalen Vektorraum
T ist, so ist sein charakteristisches Polynom

pT (z) = det(TBB − z 1N)

unabhängig von der Wahl der Basis B von V . In der Tat, wenn C eine andere Basis ist, so gilt

det(T CC − z 1N) = det
(
(1V )BCT

B
B ((1V )BC )−1 − z (1V )BC ((1V )BC )−1

)
= det

(
(1V )BC (TBB − z 1V ) ((1V )BC )−1

)
= det(TBB − z 1N) ,

wobei im letzten Schritt die Rechenregeln der Determinante verwandt wurden. Die gleiche Rechnung
zeigt auch, dass wenn A und B zwei ähnliche N ×N Matrizen sind (d.h. es gibt ein invertierbares M
mit A = MBM−1), dann gilt pA = pB. Die Umkehrung ist allerdings falsch, denn es gibt Beispiele
von Matrizen mit gleichem charakteristischen Polynom, die nicht ähnlich sind, z.B.

A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
1 1
0 1

)
.

In der Tat, die Einheitsmatrix A ist nur ähnlich zu sich selbst, aber dennoch stimmen die beiden
charakteristischen Polynome überein. �

7.2.3 Beispiel Sei

A =

(
5 −1
−1 5

)
.

Also
pA(z) = (5− z)2 − 1 = z2 − 10z + 24 = (z − 4)(z − 6) .

Also sind die Eigenwerte z1 = 4 und z2 = 6. �

7.2.4 Beispiel Für 2 × 2 Matrizen ist es einfach, eine allgemeine Formel für die Eigenwerte anzu-
geben. Sei

A =

(
a b
c d

)
.

Dann ist das charakteristische Polynom

pA(z) = det

((
a− z b
c d− z

))
= (a− z)(d− z)− bc = z2 − (a+ d)z + (ad− bc) .

Dies kann auch geschrieben werden als

pA(z) = z2 − Tr(A) z + det(A) ,

was auch aus Satz 7.2.1 hervorgeht, weil q = 0 für N = 2. Die Nullstellen sind

z± =
Tr(A)

2
±
√

Tr(A)2

4
− det(A) .

Nun ist es möglich, dass A reell ist und dann als Abbildung auf dem reellen Vektorraum R2 aufgefasst
wird, das charakteristische Polynom aber nur komplexe Nullstellen hat. Z.B.

A =

(
0 −1
1 0

)
=⇒ z± = ± i .
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Dann hat A keinen Eigenwert (weil die Wurzeln nicht reell sind). Das Gleiche gilt, wenn A aufgefasst
wird als lineare Abbildung auf dem reellen Vektorraum C2. Wenn A hingegen als lineare Abbildung
auf dem komplexen Vektorraum C2 aufgefasst wird, so hat A zwei Eigenwerte z±. Diese Eigenwerte
sind komplex konjugiert zueinander. �

7.2.5 Bemerkung (Wichtig!) Es gibt lineare Abbildungen auf reellen Vektorräumen ohne Eigen-
werte. Auf komplexen Vektorräumen hingegen ist die Situation ganz anders, denn der folgende Satz
zeigt, dass die Anzahl der Eigenwerte gleich der Dimension des Vektorraumes ist, vorausgesetzt die
Eigenwerte werden mit ihrer algebraischen Multiplizität gezählt. �

7.2.6 Satz Sei K = R oder K = C, und V ein N -dimensionaler Vektorraum über K und T ∈ L(V ).
Dann besitzt das charakteristische Polynom eine Faktorisierung

pT (z) = (−1)N
K∏
k=1

(z − zk)α(zk) , (7.1)

mit paarweise verschiedenen zk ∈ C und mit α(zk) ∈ N, die folgende Gleichung erfüllen:

K∑
k=1

α(zk) = N . (7.2)

Falls zk ∈ K, so ist zk Eigenwert von T und dann heißt die Zahl α(zk) auch die algebraische Vielfach-
heit oder algebraische Multiplizität des Eigenwertes zk. Insbesondere hat T höchstens N verschiedene
Eigenwerte.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz 2.6.8) existieren N komplexe Nullstellen
z′1, . . . , z

′
N ∈ C, so dass

pA(z) = (−1)N(z − z′1) · · · (z − z′N) .

Zusammenfassen gleicher z′n führt schon auf die Darstellung im Satz. Kombiniert mit Satz 7.2.1
impliziert dies die Aussage über die Eigenwerte. 2

7.2.7 Beispiel Sei

A =

 1 2 0
−1 0 1
1 0 0

 .

Dann ist das charakteristische Polynom berechnet mit Hilfe der Regel von Sarrus

pA(z) = det

1− z 2 0
−1 −z 1
1 0 −z

 = (1− z)z2 + 2− (−z) · 2 · (−1) = (1− z)(z2 + 2) .

Also sind die Nullstellen von pA gegeben durch

z1 = 1 , z2 = i
√

2 , z3 = − i
√

2 .

Wenn nun A als lineare Abbildung auf R3 aufgefasst wird, so ist lediglich z1 = 1 ein Eigenwert,
weil nämlich z2 und z3 nicht in R liegen. Wird hingegen A als lineare Abbildung auf C3 aufgefasst
(welche als Zusatzeigenschaft nur reelle Einträge hat), so sind alle drei Nullstellen auch Eigenwerte.
Wiederum sind die komplexen Eigenwerte zueinander konjugiert. �
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7.2.8 Bemerkung Das charakteristische Polynom in Beispiel 7.2.7 ist pA(z) = (1 − z)(z2 + 2).
Es kann über R, d.h. als Polynom in R[z], nicht in Linearfaktoren faktorisiert werden. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra kann aber nun jedes Polynom in C[z] in Linearfaktoren faktorisiert
werden, eben mit möglicherweise komplexen Nullstellen. �

7.3 Berechnung und Eigenschaften von Eigenvektoren

Wenn ein Eigenwert z von T bestimmt ist (z.B. durch Bestimmen einer Nullstelle des charakteristi-
schen Polynomes), so können Eigenvektoren zu z als Lösung des homogenen linearen Gleichungssy-
stems (T − z 1)v = 0 berechnet werden (es existieren auf jeden Fall solche Lösungen, da ja T − z 1
nicht invertierbar ist). Dies kann mit Hilfe des Gauss-Algorithmus durchgeführt werden.

7.3.1 Beispiel Sei

A =

 1 2 0
−1 0 1
1 0 0

 ,

wie in Beispiel 7.2.7. Nach obiger Rechnung sind die Nullstellen des charakteristischen Polynomes
z1 = 1, z2 = i

√
2 und z3 = − i

√
2. Um Eigenvektoren v1 zu z1 zu berechnen, benötigen wir

A− z1 1 =

 0 2 0
−1 −1 1
1 0 −1

 .

Der Kern wird mit dem Gauss-Algorithmus berechnet (erst Vertauschen erster und zweiter Zeile,
dann algorithmisch):

−1 −1 1 0
0 2 0 0
0 −1 0 0

−→
−1 −1 1 0
0 2 0 0
0 0 0 0

.

Also ist die Menge aller Eigenvektoren zum Eigenwert z1:

Ker(A− z1 1) = span(v1) , v1 =

1
0
1

 .

Der Span kann entweder reell oder komplex gewählt werden, je nachdem, ob A als Abbildung auf dem
R3 oder C3 aufgefasst wird. Analog findet man Ker(A−z2 1) = span(v2) und Ker(A−z3 1) = span(v3)

v2 =

 −2

1− i
√

2

i
√

2

 , v3 =

 −2

1 + i
√

2

−i
√

2

 .

Dies sind jedoch offensichtlich nur im komplexen Fall Eigenvektoren. �

Dieses Beispiel illustriert auch folgenden Sachverhalt.

7.3.2 Satz Sei A ∈ Mat(N ×N,R) eine reelle Matrix, die aufgefasst wird als lineare Abbildung auf
dem komplexen Vektorraum CN . Wenn z ∈ C Eigenwert ist, dann ist auch sein komplex Konjugiertes
z ∈ C Eigenwert von A und die Eigenvektoren sind auch komplex konjugiert zueinander.
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Beweis. Sei Av = zv. Dann ergibt komplexes Konjugieren aller Matrix- und Vektoreinträge sowie
von z, dass Az = z v, weil ja A reell ist. Hieraus folgen alle Aussagen. 2

Nun folgen wichtige strukturelle Aussagen über Eigenvektoren.

7.3.3 Satz Für jede lineare Abbildung T ∈ L(V ) sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwer-
ten linear unabhängig, d.h. wenn v1, . . . , vK Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
z1, . . . , zK von T sind, so sind v1, . . . , vK linear unabhängig.

Beweis. Der Beweis wird durch Induktion über K geführt. Für K = 1 ist die Aussage richtig, da
v1 6= 0. Nun zum Induktionsschritt von K − 1 zu K. Seien λ1, . . . , λK ∈ K, so dass

K∑
k=1

λkvk = 0 .

Multiplikation dieser Gleichung mit zK und Anwenden von T liefert:

K∑
k=1

λkzK vk = 0 ,
K∑
k=1

λkzk vk = 0 .

Somit ergibt Subtraktion der beiden Gleichungen

K−1∑
k=1

λk(zK − zk) vk = 0 .

Da zK − zk 6= 0, ergibt die Induktionshypothese, dass λk = 0 für k = 1, . . . , K − 1. Wird dies in∑K
k=1 λkvk = 0 eingesetzt, so folgt auch λK = 0. 2

7.4 Geometrische Vielfachheit von Eigenwerten

7.4.1 Definition Sei T ∈ L(V ) eine lineare Abbildung auf einem Vektorraum V über K und sei
z ∈ K ein Eigenwert von T . Der Eigenraum ET (z) ist der Kern von T − z 1. Seine Dimension β(z)
heißt die geometrische Vielfachheit oder geometrische Multiplizität von z als Eigenwert von T .

7.4.2 Beispiel Für A wie in Beispiel 7.3.1 wirkend auf C3, ist EA(zj) = span(vj) mit den dort
angegebenen Vektoren vj, j = 1, 2, 3. Außerdem α(zj) = β(zj) = 1. �

7.4.3 Satz Sei T ∈ L(V ) auf einem Vektorraum V über K. Dann gilt 1 ≤ β(zk) ≤ α(zk) für alle
Eigenwerte zk ∈ K.

Beweis. Sei zk Eigenwert von T mit geometrischer Multiplizität β(zk). Dann sei v1, . . . , vβ(zk) ∈ V
eine Basis des Eigenraumes ET (zk). Diese Basis wird vervollständigt zu einer geordneten Basis B =
(v1, . . . , vN) von V . Da das Bild von ET (zk) unter T wieder ET (zk) ist und T hierauf zk mal die
Identität ist, ist die darstellende Matrix von der Form

TBB =

(
zk 1β(zk) B

0 C

)
,

wobei B und C Matrizen geeigneter Größe sind (genau ist C eine (N −β(zk))× (N −β(zk)) Matrix),
und B eine β(zk)×(N−β(zk)) Matrix). Somit ist auch TBB −z 1N von dieser Blockstruktur und somit
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folgt, weil die Determinante einer 2×2 Blockmatrix mit einer verschwindenden Nebendiagonalen das
Produkt der Determinanten der Diagonalblöcke ist,

pT (z) = det(TBB − z 1N) = det

((
(zk − z) 1β(zk) B

0 C − z 1

))
= (zk − z)β(zk) det(C − z 1) .

Also folgt in der Tat α(zk) ≥ β(zk). 2

7.5 Diagonalisierbarkeit

7.5.1 Definition T ∈ L(V ) heißt diagonalisierbar, genau dann, wenn es eine Basis B von V beste-
hend aus Eigenvektoren von T gibt.

7.5.2 Satz Sei T ∈ L(V ) auf einem Vektorraum V über K der Dimension N < ∞. Dann sind
äquivalent:

(i) T diagonalisierbar.

(ii) α(zk) = β(zk) für alle Eigenwerte zk ∈ K und
∑

k α(zk) = N , wobei die Summe über alle Eigen-
werte zk ∈ K läuft, anders als in (7.2), wo sie über alle Nullstellen in C des charakteristischen
Polynomes läuft.

(iii)
∑

k β(zk) = N , wobei die Summe über alle Eigenwerte zk ∈ K läuft.

Falls T diagonalisierbar ist, so ist die darstellende Matrix in der geordneten Basis B = (v1, . . . , vN)
von Eigenvektoren zu den Eigenwerten z′1, . . . , z

′
N , aufgelistet mit ihrer Multiplizität, gegeben durch

eine Diagonalmatrix:

TBB = (z′m δn,m)n,m=1,...,N =


z′1

z′2
. . .

z′N

 . (7.3)

Beweis. (i)=⇒(ii) Wenn es eine Basis von Eigenvektoren gibt, so gilt
∑

k β(zk) = N , wobei die
Summe über alle Eigenwerte zk ∈ K läuft. Da

∑
k α(zk) ≤ N immer gilt (mit der Summe über die

Eigenwerte) und β(zk) ≤ α(zk) nach Satz 7.4.3, folgen alle Behauptungen. (ii)=⇒(iii) ist offensicht-
lich. (iii)=⇒(i) folgt aus Satz 7.3.3.

Nun zum letzten Punkt. Es sei daran erinnert, dass TBB = IBT (IB)−1 mit (IB)−1 = (v1, . . . , vN).
Also

(TBB )n,m = (IBT (IB)−1em)n = (IBTvm)n = (IBz
′
mvm)n = z′m(IB(IB)−1em)n = z′m δn,m ,

wobei em den m-ten Standardbasisvektor bezeichnet. 2

7.5.3 Bemerkung Für eine Matrix A bedeutet die Diagonalisierbarkeit, dass M=(v1, . . . , vN) gebil-
det aus einer Basis von Eigenvektoren erfüllt, dass D = M−1AM diagonal ist, mit den Eigenwerten
aus Diagonaleinträgen. In der Tat, A ist eine lineare Abbildung auf KN . Wenn nun B = (v1, . . . , vN)
die geordnete Basis von Eigenvektoren ist, dann ist gerade ABB = M−1AM . �
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7.5.4 Beispiel Sei A die 3×3 Matrix aus Beispiel 7.3.1, wo auch deren Eigenwerte und Eigenvekoren
berechnet wurden. Dann setze

M =

1 −2 −2

0 1− i
√

2 1 + i
√

2

1 i
√

2 −i
√

2

 .

Es gilt dann nach Satz 7.5.2

M−1AM =

1 0

0 i
√

2 0

0 0 −i
√

2

 .

Dies kann auch explizit verifiziert werden. �

7.6 Funktionalkalkül

Als eine Anwendung der Diagonalisierung einer diagonalisierbaren linearen Abbildung sollen nun
Funktionen f von linearen Abbildungen betrachtet und berechnet werden, was z.B. zum Lösen von
linearen Differentialgleichungssytemen sehr hilfreich ist. Wir schränken uns hierbei auf sogenannte
ganze Potenzreihen ein (siehe Analysis), d.h. f ist von der Gestalt

f(z) =
∞∑
k=0

fk z
k , (7.4)

wobei fn ∈ C die Koeffizienten sind und die Reihe für alle z ∈ C konvergiert (Konvergenzradius
unendlich). Ein Spezialfall sind Polynome und selbst für solche sind folgende Definition und folgender
Satz von Interesse.

7.6.1 Definition Sei T ∈ L(V ) auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V . Für eine ganze
Potenzreihe f der Form (7.4) wird eine neue lineare Abbildung f(T ) ∈ L(V ) definiert durch die
konvergente Reihe

f(T ) =
∞∑
k=0

fk T
k .

7.6.2 Satz Sei T diagonalisierbar und B eine geordnete Basis von Eigenvektoren, so dass (7.3) gilt.
Dann

f(T )BB = (f(z′m) δn,m)n,m=1,...,N =


f(z′1)

f(z′2)
. . .

f(z′N)

 .

Beweis. Sei D = TBB die in (7.3) gegebene Diagonalmatrix. Wir beginnen mit dem Monom f(z) = zk.
Dann ist f(T ) = T k. Somit folgt nach mehrfachen Einfügen von (IB)−1IB = 1V

f(T )BB = IBT
k(IB)−1 = IBT (IB)−1IBT (IB)−1 · · · IBT (IB)−1 = Dk .

Für eine beliebige ganze Potenzreihe gilt also (da IB in die Summe hereingezogen werden darf, wie
durch Restabschätzung verifiziert werden kann)

f(T )BB = IB

∞∑
k=0

fk T
k(IB)−1 =

∞∑
k=0

fk IBT
k(IB)−1 =

∞∑
k=0

fkD
k = f(D) .

Dies ist genau die Aussage, denn f(D) ist die angegebene Matrix. 2
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7.6.3 Bemerkung Für eine diagonalisierbare Matrix A mit Diagonalmatrix D = MAM−1, be-
deutet dies Mf(A)M−1 = f(D). Hierbei ist f(D) eine Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen f(z′n).
Umschreiben zeigt also f(A) = M−1f(D)M . Natürlich könnte, z.B. für ein Polynom f(A) auch durch
Matrixmultiplikationen explizit berechnet werden, aber dies ist wesentlich mühsamer als die Verwen-
dung der Diagonalisierung. Diese Methode des Vorgehens wird auch mit Spektralkalkül bezeichnet,
weil lediglich die Diagonalmatrix verändert wird, die ja genau die Eigenwerte auf der Diagonale
enthält, und diese Eigenwerte machen das Spektrum aus (siehe Definition 7.8.2 weiter unten). �

7.6.4 Beispiel Sei wieder A die 3 × 3 Matrix aus Beispiel 7.3.1, die in Beispiel 7.5.4 mit Hilfe der
Matrix M diagonalisiert wurde zu D = MAM−1. Es soll nun eA berechnet werden, d.h. f(z) = ez

ist die Exponentialfunktion. Es gilt

f(A) = M−1f(D)M = M−1

e 0 0

0 ei
√
2 0

0 0 e−i
√
2

M .

Nun wurde M−1 schon oben berechnet. Hieraus kann M durch Invertieren berechnet werden (mit dem
erweiterten Gauss-Algorithmus, oder über die Berechnung der Adjunkten). Danach muss lediglich
das Produkt von 3 Matrizen berechnet werden. �

7.7 Trigonalisierbarkeit

7.7.1 Bemerkung Nach Satz 7.2.6 ist jedes charakteristische Polynom über den komplexen Zahlen
in Linearfaktoren faktorisierbar (dies folgte direkt aus dem Fundamentalsatz der Algebra). Somit
gilt für die algebraischen Multiplizitäten einer linearen Abbildung auf einem komplexen Vektorraum∑

k α(zk) = N , wobei die Summe über alle Eigenwerte zk ∈ C läuft. Dies impliziert allerdings
nicht, dass diese Abbildung diagonalisierbar ist. Hier ist ein explizites Beispiel einer Matrix A ∈
Mat(N ×N,C), die nicht diagonalisierbar ist:

A = (z1 δn,m + δn+1,m)n,m=1,...,N =


z1 1 0 0
0 z1 1 0

. . . . . . . . .

0 z1 1
0 0 z1

 .

Diese Matrix ist eine sogenannte obere Dreiecksmatrix, denn unter der Diagonalen steht nur der
Eintrag Null. Somit ist ihr charakteristisches Polynom sehr einfach zu berechnen als pA(z) = (z1−z)N .
Insbesondere faktorisiert dieses Polynom und die algebraische Multiplizität des einzigen Eigenwertes
z1 ist α(z1) = N . Dennoch ist der Eigenraum eindimensional, da nämlich

Ker(A− z0 1) = Ker


0 1 0 0

0 1 0
. . . . . . . . .

0 1
0 0

 = span(e1) .

Also ist die geometrische Multiplizität β(z1) = 1. Eine Matrix von der Gestalt von A (konstante
Diagonale und obere Nebendiagonale mit Einträgen 1, sonst 0) heißt ein Jordan Block. Der Satz
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von der Jordan’schen Normalform besagt, dass jede lineare Abbildung in einer geeigneten Basis eine
blockdiagonale Matrix mit Jordan Blöcken auf der Diagonale ist. Dieser Satz wird im kommenden
Semester bewiesen. Das folgende Ergebnis ist eine Vorstufe dazu. �

7.7.2 Definition Eine lineare Abbildung T ∈ L(V ) heißt trigonalisierbar genau dann, wenn es
eine geordnete Basis B von V gibt, so dass TBB eine obere Dreiecksmatrix ist. Insbesondere heißt
eine Matrix B ∈ Mat(N × N,K) trigonalisierbar genau dann, wenn es ein invertierbares M ∈
Mat(N ×N,K) gibt, so dass MBM−1 eine obere Dreiecksmatrix ist.

7.7.3 Bemerkung Die Triangulierung von A ist nicht die obere Dreiecksmatrix, die durch den
Gauss-Algorithmus berechnet wird. In der Tat, dort wird ein M dergestalt bestimmt, dass MA eine
obere Dreiecksmatrix ist, und nicht MAM−1. �

7.7.4 Satz Sei T ∈ L(V ) auf einem Vektorraum V über K mit endlicher Dimension N = dim(V ) <
∞. Dann sind äquivalent:

(i) T ist trigonalisierbar.

(ii) Das charakteristische Polynom faktorisiert in K (d.h.
∑

k α(zk) = N , wobei die Summe über
alle Eigenwerte zk ∈ K läuft).

(iii) Es gibt eine Fahne für T , d.h. eine Folge von Unterräumen

{0} = V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ VN−1 ⊂ VN = V

mit dim(Vn) = n und TVn ⊂ Vn (d.h. Vn ist T -invariant).

Beweis. (i)=⇒(ii) Das charakteristische Polynom pT (z) = det(TBB − z1N) ist die Determinante einer
oberen Dreiecksmatrix und somit gegeben durch das Produkt der Diagonaleinträge von TBB − z1N .
Also faktorisiert es.

(ii)=⇒(iii) Es reicht, die Existenz der Fahne für die darstellende Matrix A = TBB nachzuweisen,
denn die Fahne von T erhält man dann durch Abbilden mit der Koordinatenabbildung (IB)−1. Für
A zeigen wir die Existenz der Fahne durch Induktion über N . Der Induktionsanfang N = 1 ist
offensichtlich. Nun zum InduktionsschrittN−1→ N . Sei z1 ∈ K ein Eigenwert von Amit Eigenvektor
v1 ∈ KN (dieser Eigenwert existiert nach Voraussetzung). Dann wird v1 zu einer Basis von B =
(v1, . . . , vN) von KN vervollständigt. Es gilt dann mit M−1 = (v1, . . . , vN) (ähnlich wie im Beweis
von Satz 7.4.3)

MAM−1 =

(
z1 B
0 C

)
,

wobei C ∈ Mat((N − 1)× (N − 1),K). Für diese Abbildung auf dem KN−1 gibt es nach Induktions-
voraussetzung ein invertierbares K, so dass KCK−1 eine obere Dreiecksmatrix ist. Also ist(

1 0
0 K

)
MAM−1

(
1 0
0 K

)−1
=

(
z1 BK−1

0 KCK−1

)
eine obere Dreiecksmatrix. Wenn Wn = span(e1, . . . , en), so ist die Fahne von A gegeben durch

Vn = M−1
(

1 0
0 K−1

)
Wn.

(iii)=⇒(i) Ausgehend von der Fahne, wähle vn ∈ Vn \ Vn−1 für n = 1, . . . , N . Dann ist B =
(v1, . . . , vN) eine geordnete Basis bzgl. derer TBB eine obere Dreiecksmatrix ist. 2
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7.7.5 Korollar Jede Matrix A ∈ Mat(N ×N,C) ist über C trigonalisierbar, d.h. es gibt eine inver-
tierbare Matrix M , so dass MAM−1 eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Dies folgt aus Satz 7.7.4, weil das charakteristische Polynom über C nach dem Fundamen-
talsatz faktorisiert. 2

Als eine Anwendung der Trigonalisierung wird nun ein klassischer Satz bewiesen.

7.7.6 Satz (Satz von Cayley-Hamilton) Sei T ∈ L(V ) eine lineare Abbildung auf einem endlich
dimensionalen Vektorraum über K. Dann gilt für das charakteristische Polynom pT

pT (T ) = 0 ,

wobei pT (T ) definiert ist wie in Definition 7.6.1.

Beweis. Es reicht, dies für eine darstellende Matrix TBB zu zeigen, da pT (T )BB = pT (TBB ). Sei M ∈
Mat(N ×N,C) ein Basiswechsel dergestalt, dass A = MTBBM

−1 eine obere Dreiecksmatrix ist (siehe
Korollar 7.7.5). Es gilt dann

pT (TBB ) = M−1pT (A)M = M−1pA(A)M ,

Letzteres, weil die charakteristischen Polynome von ähnlichen Matrizen gleich sind. Es reicht also,
den Sachverhalt für obere Dreiecksmatrizen zu zeigen. Dies wird durch Induktion über N getan. Für
N = 1 ist es trivial. Für den Schritt von N − 1 nach N sei A von der Gestalt

A =

(
λ B
0 C

)
,

mit einem Skalar λ und einer oberen Dreiecksmatrix C ∈ Mat((N − 1) × (N − 1),K). Nach In-
duktionsvoraussetzung gilt pC(C) = 0. Des Weiteren ist pA(z) = (λ − z)pC(z). Somit folgt für eine
geeignete Matrix B′:

pA(A) = (λ1N − A)pC(A) = −
(

0 B
0 C − λ

)(
pC(λ) B′

0 pC(C)

)
= −

(
0 B
0 C − λ

)(
pC(λ) B′

0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
,

Letzteres durch Ausmultiplizieren. Die zweite Gleichheit benötigt eine gewisse Argumentation, die
zur Übung eingefügt werden sollte. 2

Nun folgt eine weitere Anwendung der Trigonalisierung:

7.7.7 Satz Sei A ∈ Mat(N ×N,C). Dann gilt

det(eA) = eTr(A) .

Beweis. Sei M ein Basiswechsel, so dass B = M−1AM eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann zerlege
B = D + S in eine diagonale Matrix D und eine strikte obere Dreiecksmatrix S. Es ist nun durch
Ausschreiben (und Induktion) leicht zu überprüfen, dass die Potenz Bn für n ∈ N auch eine Zerlegung
Bn = Dn+Sn in eine Diagonalmatrix Dn und eine strikte obere Dreiecksmatrix Sn hat. Einsetzen in
die Exponentialreihe zeigt dann, dass eB = eD+S ′ mit einer weiteren strikten oberen Dreiecksmatrix
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S ′ (Konvergenz kann mit Normaabschätzungen sichergestellt werden). Unter Verwendung bekannter
Fakten kann nun wie folgt argumentiert werden:

det(eA) = det(eMBM−1

)

= det(MeBM−1)

= det(eB)

= det(eD)

= eTr(D)

= eTr(D+S)

= eTr(M(D+S)M−1)

= eTr(A) .

Dies beweist die Identität. 2

7.8 Spektrum einer Matrix

7.8.1 Definition Das Spektrum Spec(T ) ⊂ K von T ∈ L(V ) ist die Menge aller z ∈ K, für welche
T − z 1V kein Isomorphismus von V ist.

In endlich dimensionalen Vektorräumen stimmen Spektrum und die Menge der Eigenwerte überein,
wie der folgende Satz zeigt. In unendlich dimensionalen Vektorräumen ist es unbedingt notwendig
zu unterscheiden (es gibt kontinuierliches Spektrum, siehe eine Vorlesung über Funktionalanalysis).

7.8.2 Satz Sei T ∈ L(V ) auf einem Vektorraum V über K mit endlicher Dimension N = dim(V ) <
∞. Dann gilt

Spec(T ) = {z ∈ K : z Eigenwert von T } .

Beweis. ”⊃” Wenn z Eigenwert ist, so hat T −z 1V einen nicht-trivialen Kern und somit ist T −z 1V
kein Isomorphismus (weil nicht injektiv). ”⊂” Wenn T−z 1V kein Isomorphismus ist, so ist die lineare
Abbildung T − z 1V entweder nicht injektiv oder nicht surjektiv. Falls sie nicht injektiv ist, gibt es
einen Vektor im Kern, der dann also ein Eigenvektor von T zum Eigenwert z ist. Falls T − z 1V nicht
surjektiv ist, besagt der Rangsatz (Satz 5.3.1), dass die Abbildung auch nicht injektiv ist, so dass
das gleiche Argument zeigt, dass z Eigenwert ist. 2

8 Vektorräume mit Skalarprodukt

8.1 Definition und Beispiele von Skalarprodukten

8.1.1 Definition Sei V ein Vektorraum über K (wieder ist K = R oder C). Dann heißt eine Abbil-
dung 〈·|·〉 : V × V → K Skalarprodukt genau dann, wenn Folgendes für alle v, v′, w ∈ V und λ ∈ K
gilt:

(i) 〈w|v + λv′〉 = 〈w|v〉+ λ〈w|v′〉 (Linearität im zweiten Argument)

(ii) 〈w|v〉 = 〈v|w〉 (Symmetrie)

(iii) 〈v|v〉 ≥ 0 (Positivität)
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(iv) 〈v|v〉 = 0 =⇒ v = 0 (Nicht-Entartung)

Des Weiteren wird dann die Norm (auch Länge) eines Vektors definiert als ‖v‖ =
√
〈v|v〉. Ein

Vektorraum mit Skalarprodukt wird auch Prä-Hilbertraum genannt.

8.1.2 Bemerkung Ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt wird oft auch als euklidischer Vektor-
raum bezeichnet, und ein komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt als unitärer Vektorraum. �

8.1.3 Bemerkung Die Eigenschaften (i) und (ii) zusammen zeigen, das ein Skalarprodukt im Fall
K = R eine bilineare Abbildung ist, im Sinne von Definition 6.3.1. Im Fall K = C hingegen ist die
Abbildung wegen der komplexen Konjugation nicht linear im ersten Argument, sondern antilinear,
d.h. es gilt

〈λv|w〉 = λ 〈v|w〉 .
In der Mathematikliteratur wird diese Antilinearität oft auch ins zweite Argument verlegt, in der
Physik und insbesondere der Quantenmechanik traditionell nicht. Auch die hier gewählte Notation
kommt aus der Physik und ist die sogenannte Dirac’sche BraKet Notation. Ein Bra ist 〈v| und ein
Ket ist |w〉. Zusammen ergibt dies eine bracket = Klammer 〈v|w〉. Außerdem ist ein Ket ein Vektor in
V , wohingegen ein Bra ein Vektor aus dem Dualraum V ∗ = L(V,K) ist. In der Mathematikliteratur
werden auch andere Notationen für Skalarprodukte verwandt, wie 〈v, w〉, (v|w)... �

8.1.4 Beispiel Sei V = KN . Das euklidische Skalarprodukt ist dann definiert als

〈v|w〉 = (v)tw =
N∑
n=1

vnwn , v =

v1
...
vN

 , w =

w1
...
wN

 .

In der Tat gelten alle vier Axiome, z.B. (iii) ist richtig, weil

〈v|v〉 =
N∑
n=1

vn vn =
N∑
n=1

|vn|2

als Summe nicht-negativer Zahlen nicht-negativ ist. Außerdem kann an dieser Gleichung (iv) abgele-
sen werden, denn die Summe ist genau dann positiv, wenn mindestens ein Summand positiv ist und
in diesem Fall ist der Vektor nicht der Nullvektor. �

8.1.5 Beispiel Sei weiter V = KN und B ∈ Mat(N ×N,K). Wir setzen

〈v|w〉B = (v)tBw =
N∑

n,m=1

vnBn,mwm ,

mit v, w ∈ KN wie oben. Im Fall K = R ist dies genau eine bilineare Abbildung wie definiert in
Beispiel 6.3.2. Auch für K = C ist die Linearität im zweiten Argument offensichtlich gegeben. Die
Symmetrie hingegen ist eine Zusatzeigenschaft, die gegeben ist, wenn für B gilt (was später als
Selbstadjungiertheit definiert wird)

(B)t = B .

In der Tat, dann folgt

〈v|w〉B =
N∑

n,m=1

vnBn,mwm =
N∑

n,m=1

vnBm,nwm =
N∑

n,m=1

wnBn,m vm = 〈w|v〉B .
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Die Eigenschaften (iii) und (iv) sind dann gleichbedeutend mit der Positivität der Matrix B, die
besagt, dass B nur positive Eigenwerte hat. Die Positivität von Matrizen wird später im Detail
analysiert. Zusammenfassend ist 〈.|.〉B nur dann ein Skalarprodukt, wenn B selbstadjungiert und
positiv ist. Im Spezialfall B = 1N erhält man wieder das euklidische Skalarprodukt. �

8.1.6 Beispiel Sei V = RN [x] der N + 1 dimensionale Vektorraum der Polynome mit reellen Ko-
effizienten vom Grade höchstens N . Nun wird das Skalarprodukt definiert mit Hilfe des Integrals
als

〈p|q〉 =

∫ 1

0

p(x)q(x) dx , p, q ∈ RN [x] .

In der Tat gelten alle vier Axiome, wie mit den elementaren Rechenregeln des Integrals überprüft wer-
den kann (Übung). Es ist weiter möglich den Integrationsbereich zu ändern und eine positive Dichte
einzuführen (d.h. dx ersetzen durch ρ(x)dx mit ρ ≥ 0) und man erhält weiterhin ein Skalarprodukt,
nur eben ein anderes.

Es ist interessant sich dieses Skalarprodukt unter der Koordinatenabbildung IB : RN [x]→ KN+1

bzgl. der Basis B = (1, x, x2, . . . , xN) der Monome anzusehen. Dann gilt

IB(p) =


p0
p1
...
pN

 , p(x) =
N∑
n=0

pn x
n ,

und analog für q(x) =
∑N

n=0 qn x
n. Nun berechnet man

〈p|q〉 =
N∑

n,m=0

pnqm

∫ 1

0

xn+m dx =
N∑

n,m=0

pnqm
1

n+m+ 1
= IB(p)tB IB(q) ,

wobei B ∈ Mat((N + 1)× (N + 1),R) gegeben ist durch

B =

(
1

n+m+ 1

)
n,m=0,...,N

.

In der Koordinatendarstellung ist dies also wieder nur ein Spezialfall vom vorangehenden Beispiel,
d.h. dieses spezielle B ist tatsächlich selbstadjungiert und positiv. �

8.1.7 Bemerkung Auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V ist es immer möglich, ein Ska-
larprodukt zu definieren. Hierzu sei eine beliebige Basis B = (b1, . . . , bN) gegeben und dann wird ein
solches Skalarprodukt definiert durch

〈bn|bm〉 = δn,m ,

und anschließend antilineare bzw. lineare Fortsetzung auf V × V , d.h.

〈v|w〉 =
N∑
n=1

vn wn , v =
N∑
n=1

vnbn , w =
N∑
n=1

wnbn .

Außerdem ist dann B eine Orthonormalbasis bzgl. 〈 . | . 〉 im Sinne folgender Definition. �
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8.2 Orthogonalität

8.2.1 Definition Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann definieren wir

(i) v, w ∈ V orthogonal (Kurzschreibweise v⊥w) ⇐⇒ 〈v|w〉 = 0.

(ii) v ∈ V normiert ⇐⇒ ‖v‖ =
√
〈v|v〉 = 1.

(iii) (ui)i∈I orthogonale Familie ⇐⇒ ui ⊥ uj ∀ i, j ∈ I, i 6= j.

(iv) (ui)i∈I orthonormierte Familie ⇐⇒ (ui)i∈I orthogonale Familie und ‖ui‖ = 1 ∀ i ∈ I
⇐⇒ 〈ui|uj〉 = δi,j ∀ i, j ∈ I.

(v) Eine Orthonormalbasis ist eine Basis, die eine orthonormierte Familie ist.

8.2.2 Beispiel Wenn der KN mit dem euklidischen Skalarprodukt versehen wird, dann ist die Stan-
dardbasis eine Orthonormalbasis (dies sei zur Übung überprüft). �

8.2.3 Satz Seien (uk)k=1,...,K orthonormiert. Dann gilt für alle v ∈ V :

‖v‖2 =
K∑
k=1

|〈v|uk〉|2 + ‖v −
K∑
k=1

〈uk|v〉uk‖2 (Pythagoras) ,

und

‖v‖2 ≥
K∑
k=1

|〈v|uk〉|2 (Bessels Ungleichung).

Beweis: Setze w =
∑K

k=1〈uk|v〉uk. Dann gilt (v − w) ⊥ w, da

〈v − w|w〉 =
K∑
k=1

〈uk|v〉〈v − w|uk〉

=
K∑
k=1

〈uk|v〉

〈v|uk〉 − K∑
l=1

〈ul|v〉 〈ul|uk〉︸ ︷︷ ︸
δl,k

 = 0.

Geometrisch kann w als die orthogonale Projektion von v auf den von u1, . . . , uK aufgespannten
Unterraum verstanden werden. Somit

‖v‖2 = 〈v|v〉 = 〈v − w + w|v − w + w〉 = 〈v − w|v − w〉+ 〈w|w〉 ,

was den Beweis beendet. 2

8.2.4 Korollar (Cauchy-Schwarz Ungleichung) Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und seien
v, w ∈ V . Dann

|〈v|w〉| ≤ ‖v‖‖w‖ .

Beweis: Der Fall mit w = 0 ist trivial. Sonst wende man die Bessel-Ungleichung auf die einelementige
orthonormale Menge w

‖w‖ an:

‖v‖2 ≥ |〈v| w
‖w‖
〉|2 =

|〈v|w〉|2

‖w‖2
,

was schon die Ungleichung ist. 2
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8.2.5 Bemerkung Die Cauchy-Schwarz Ungleichung erlaubt es zwischen je zwei Vektoren v, w ∈ V
einen Winkel ^(v, w) ∈ [0, π

2
] zu definieren durch

cos(^(v, w)) =
|〈v|w〉|
‖v‖‖w‖

.

In der Tat, die rechte Seite liegt in [0, 1] und cos : [0, π
2
]→ [0, 1] ist bijektiv. �

8.3 Norm

8.3.1 Satz Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann erfüllt die Norm ‖v‖ =
√
〈v|v〉:

(i) ‖λv‖ = |λ| ‖v‖ (Homogenität)

(ii) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ (Dreiecksungleichung)

(iii) ‖v‖ = 0 =⇒ v = 0 (Nicht-Entartung)

Mit diesen Eigenschaften wird (V, ‖.‖) zu einem sogenannten normierten Vektorraum.

Beweis: ‖λv‖ = |λ|‖v‖ ist klar, ebenso wie die Positivität und die Nicht-Entartung. Nun zur Drei-
ecksungleichung:

‖v + w‖2 = 〈v|v〉+ 〈v|w〉+ 〈w|v〉+ 〈w|w〉
= ‖v‖2 + 2 <e 〈v|w〉+ ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2 ‖v‖‖w‖+ ‖w‖2 = (‖v‖+ ‖w‖)2 ,

wobei wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung verwandt haben. 2

8.3.2 Korollar Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und v ∈ V . Dann

‖v‖ = sup
‖w‖=1

|〈w|v〉| .

Beweis: Die Cauchy-Schwarz Ungleichung impliziert |〈w|v〉| ≤ ‖w‖ ‖v‖ = ‖v‖ und somit ist das
Supremum auch kleiner oder gleich ‖v‖. Andererseits führt die Wahl w = v/‖v‖ zur Gleichheit. 2

Nun zu einer weiteren geometrischen Information.

8.3.3 Satz Sei (V, 〈·|·〉) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt

(i) ‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2(‖v‖2 + ‖w‖2) (Parallelogrammregel)

(ii) Das Skalarprodukt kann durch die Norm ‖.‖ berechnet werden mit der Polarisationsidentität:

〈v|w〉 =
1

4

[
(‖v + w‖2 − ‖v − w‖2)− i(‖v + iw‖2 − ‖v − iw‖2)

]
, falls K = C ,

und

〈v|w〉 =
1

4
[‖v + w‖2 − ‖v − w‖2] , falls K = R .
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Beweis: (i) ist eine rein algebraische Rechnung:

‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 〈v + w|v + w〉+ 〈v − w|v − w〉
= 〈v|v〉+ 〈v|w〉+ 〈w|v〉+ 〈w|w〉+ 〈v|v〉 − 〈v|w〉 − 〈w|v〉+ 〈w|w〉
= 2〈v|v〉+ 2〈w|w〉 ,

und (ii) verifiziert man analog. 2

8.3.4 Bemerkung Nach einem etwas tiefer liegenden Satz von John von Neumann wird die Norm
eines normierten Vektorraumes genau dann durch ein Skalarprodukt induziert, wenn die Norm die
Parallelogrammregel erfüllt. Das Skalarprodukt ist dann durch Satz 8.3.3 (ii) gegeben. �

8.4 Orthonormalbasen

Weiter oben wurden orthonormale Familien schon im Beweis verwandt. Der folgende Sachverhalt
zeigt, dass es sehr einfach ist, Vektoren nach einer Orthonormalbasis zu entwickeln.

8.4.1 Satz Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt und B = (u1, . . . , uN)
eine geordnete Orthonormalbasis. Dann gilt für die Koordinatenabbildung IB : V → KN

IB(v) =

 〈u1|v〉...
〈uN |v〉

 .

Außerdem
〈v|w〉 = 〈IB(v)|IB(w)〉 , v, w ∈ V , (8.1)

wobei auf der rechten Seite das euklidische Skalarprodukt im KN verwandt wurde.

Beweis: Es sei an die Definition der Koordinatenabbildung erinnert:

IB(v) =

v1
...
vN

 , wenn v =
N∑
k=1

vk uk .

Wenn nun das Skalarprodukt letzterer Gleichung mit un gebildet wird, folgt

〈un|v〉 =
N∑
k=1

vk 〈un|uk〉 = vn ,

und somit die erste Behauptung. Auch die zweite folgt aus einer Rechnung:

〈v|w〉 = 〈
N∑
k=1

〈uk|v〉uk |
N∑
n=1

〈un|w〉un〉 =
N∑

k,n=1

〈uk|v〉 〈un|w〉 δn,k =
N∑
n=1

〈v|un〉 〈un|w〉 , (8.2)

und Letzteres ist genau 〈IB(v)|IB(w)〉. 2
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8.4.2 Bemerkung Somit müssen bei einer Orthonormalbasis lediglich Skalarprodukte berechnet
werden und kein Gleichungssystem gelöst werden, wenn die Entwicklung eines Vektors nach einer
Basis bestimmt werden soll. Es ist möglich, den Sachverhalt aus Satz 8.4.1 auch mit der Dirac’schen
BraKet Notation zu schreiben. Seien dazu |n〉 = en die Standardbasis Vektoren in KN , die ja auch
eine Orthonormalbasis bzw. des euklidischen Skalarproduktes bilden. Dann gilt

IB =
N∑
n=1

|n〉〈un| . (8.3)

Dies ist so zu verstehen, dass die Wirkung auf eine Ket-Vektor v = |v〉 ∈ V gegeben ist durch

IB v = IB|v〉 =
N∑
n=1

|n〉〈un|v〉 =
N∑
n=1

〈un|v〉 en ,

wobei also die BraKet’s als Koeffizienten auftreten. Beachte, dass wir hier zwischen Dirac Notation
und konventioneller Notation hin und hergesprungen sind. Ähnlich wie (8.3) sind auch folgende
Identitäten zu überprüfen:

1N =
N∑
n=1

|n〉〈n| ∈ Mat(N ×N,K) , 1V =
N∑
n=1

|un〉〈un| ∈ L(V ) .

In der Tat gilt z.B. (
N∑
n=1

|un〉〈un|

)
v =

N∑
n=1

|un〉〈un|v〉 =
N∑
n=1

〈un|v〉 un = v ,

Letzteres weil ja gerade die Entwicklung nach der Basis B vorliegt. Die Identität folgt zudem auch
aus (8.2). �

Nachdem nun einige erste Anwendungen von Orthonormalbasen aufgezeigt wurden, soll das Stan-
dardverfahren zur Erzeugung von solchen Basen vorgestellt werden.

8.4.3 Satz (Gram-Schmidt Verfahren) Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Wenn v1, . . . , vN
eine Menge linear unabhängiger Vektoren in V ist, so gibt es eine orthonormierte Familie u1, . . . , uN
mit

span({v1, . . . , vn}) = span({u1, . . . , un}) , n = 1, . . . , N .

Die orthonormierte Familie kann iterativ konstruiert werden durch

un =
vn −

∑n−1
k=1〈uk|vn〉uk

‖vn −
∑n−1

k=1〈uk|vn〉uk‖
.

Beweis: Setze wn =
∑n−1

k=1〈uk|vn〉uk. Dies ist die Projektion von vn auf den von u1, . . . , un−1 aufge-
spannten Unterraum, d.h. (vn−wn) ⊥ uk für alle k = 1, . . . , n− 1, denn nach der gleichen Rechnung
wie im Beweis von Satz 8.2.3:

〈uk|vn − wn〉 = 〈uk|vn〉 −
n−1∑
l=1

〈ul|vn〉〈uk|ul〉 = 〈uk|vn〉 −
n−1∑
l=1

〈ul|vn〉 δk,l = 0 .

Also bilden u1, . . . , un−1, vn − wn eine orthogonale Familie. Normieren des letzten Vektors ergibt un
und somit eine orthonormierte Familie. 2

Zusammen mit dem Basiserweiterungssatz erhält man:

95



8.4.4 Korollar Jede orthonormierte Familie kann zu einer Orthonormalbasis erweitert werden.

8.4.5 Beispiel Seien V = R3 und

v1 =

1
1
0

 , v2 =

1
0
1

 , v3 =

0
0
1

 .

Diese Vektoren bilden eine Basis des R3, da sie linear unabhängig sind. Das Gram-Schmidt Verfahren
wird durchgeführt, um eine Orthonormalbasis u1, u2, u3 zu erzeugen. Zunächst wird also v1 normiert:

u1 =
v1
‖v1‖

=
1√
2

1
1
0

 .

Nun wird zunächst berechnet

w2 = v2 − 〈v2 | u1〉 u1 =

1
0
1

 − 1√
2
· 1√

2

1
1
0

 =

 1
2

−1
2

1

 ,

und u2 ergibt sich wieder durch Normierung:

u2 =
w2

‖w2‖
=

1√
1
4

+ 1
4

+ 1

 1
2

−1
2

1

 =
2√
6

 1
2

−1
2

1

 .

Genauso wird für u3 verfahren. Zunächst

w3 = v3 − 〈v3 | u1〉u1 − 〈v3 | u2〉 u2

=

0
0
1

− 0− 2√
6
〈

0
0
1

 |
 1

2

−1
2

1

〉 2√
6

 1
2

−1
2

1


=

0
0
1

− 2

6

 1
−1
2

 =

−1
3

1
3
1
3


und wiederum durch Normieren

u3 =
w3

‖w3‖
=

1√
3

−1
1
1

 .

Somit ist die Orthonormalbasis berechnet. �

8.4.6 Bemerkung Mit Hilfe des Gram-Schmidt Verfahrens werden sämtliche Familien orthogonaler
Polynome erzeugt (Legendre, Hermite, Laguerre etc.). �
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8.5 Lineare Funktionale und Dualraum

8.5.1 Satz (Endlich dimensionales Riesz Lemma) Seien V ein endlich dimensionaler Vektorraum
mit Skalarprodukt und T ∈ L(V,K). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor wT ∈ V (der
T spezifiziert), so dass

T (v) = 〈wT |v〉 , v ∈ V .

Beweis: Als lineare Abbildung ist T durch seine Werte auf einer Orthonormalbasis u1, . . . , uN fest-
gelegt (siehe Satz 5.7.1). Wähle

wT =
N∑
n=1

T (un)un .

Einsetzen zeigt dann T (un) = 〈wT |un〉 für n = 1, . . . , N . Nun sind beide Seiten T (v) = 〈wT |v〉
linear in v. Da sie auf einer Basis übereinstimmen, sind sie als lineare Abbildungen gleich. Nun zur
Eindeutigkeit: seien wT und w′T zwei Vektoren mit T (v) = 〈wT |v〉 = 〈w′T |v〉 für alle v ∈ V . Dann ist
〈wT − w′T |v〉 = 0 für alle v ∈ V . Das folgende Lemma zeigt dann, dass wT = w′T . 2

8.5.2 Lemma Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und w ∈ V . Falls 〈w|v〉 = 0 für alle v ∈ V ,
so gilt w = 0.

Beweis: In der Tat gilt insbesondere 〈w|w〉 = 0 und somit w = 0 nach der Nichtentartung des
Skalarproduktes. 2

8.5.3 Definition Sei V ein Vektorraum über K (nicht notwendigerweise versehen mit einem Skalar-
produkt). Eine lineare Abbildung T : V → K heißt auch lineares Funktional und der K-Vektorraum
L(V,K) heißt der Dualraum von V , der meist bezeichnet wird mit V ∗ = L(V,K).

8.5.4 Bemerkung Die Abbildung T ∈ V ∗ 7→ wT ∈ V , deren Existenz im Riesz Lemma bewiesen
wird, ist ein Isomorphismus zwischen V ∗ und V , d.h. eine bijektive lineare Abbildung. Auch wenn ein
endlich dimensionaler Vektorraum V kein Skalarprodukt hat, gibt es einen Isormorphismus zwischen
V und V ∗ (tatsächlich gibt es unendlich viele). In der Tat, sei (b1, . . . , bN) eine Basis von V . Dann
definiere b∗n ∈ V ∗ durch seine Werte auf der Basis von V durch

b∗n(bj) = δn,j .

Nun sei als Übung überprüft, dass b∗1, . . . , b
∗
N eine Basis bilden von V ∗ (insbesondere gilt es also zu

zeigen, dass jedes T ∈ V ∗ Linearkombination von b∗1, . . . , b
∗
N ist). Also haben die Basen von V und

V ∗ gleich viele Elemente und somit sind V und V ∗ als K-Vektorräume gleicher Dimension isomorph,
d.h. identifizierbar. �

8.6 Adjungierte einer linearen Abbildung

8.6.1 Satz Seien V,W,U endlich dimensionale Vektorräume mit Skalarprodukt und T ∈ L(V,W ).
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung T ∗ ∈ L(W,V ), so dass

〈T ∗w|v〉 = 〈w|Tv〉 , v ∈ V , w ∈ W .

Die lineare Abbildung T ∗ heißt die adjungierte Abbildung zu T . Wenn zudem S ∈ L(W,U), dann

(ST )∗ = T ∗S∗ .
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Beweis: Es wird zunächst die Existenz gezeigt. Die Abbildung v ∈ V 7→ 〈w|Tv〉 ist ein lineares
Funktional, also existiert nach dem Lemma von Riesz ein vw ∈ V , so dass

〈w|Tv〉 = 〈vw|v〉 .

Nun setze T ∗w = vw. Zunächst zeigen wir, dass das so definierte T ∗ linear ist. Für die Linearkombi-
nation w + λw′ gilt

〈T ∗(w + λw′)|v〉 = 〈vw+λw′ |v〉 = 〈w + λw′|Tv〉 = 〈w|Tv〉+ λ〈w′|Tv〉
= 〈vw|v〉+ λ 〈vw′|v〉 = 〈T ∗w|v〉+ λ 〈T ∗w′|v〉 .

Also gilt
〈T ∗(w + λw′)− T ∗w + λT ∗w′|v〉 = 0 , ∀ v ∈ V .

Hieraus folgt nach oben stehendem Lemma die Linearität von T ∗. Die Eindeutigkeit von T ∗ sowie
die letzte Behauptung seien als Übung überprüft. 2

8.6.2 Definition Zu A ∈ Mat(N ×M,K) ist die adjungierte Matrix A∗ ∈ Mat(M ×N,K) definiert
als A∗ = (A)t, d.h.

(A∗)n,m = Am,n .

8.6.3 Satz Sei T ∈ L(V,W ) eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorräumen V,W mit Skalar-
produkt. Seien B und C Orthonormalbasen von V und W . Dann gilt

(T ∗)CB = (TBC )∗ ,

wobei links die adjungierte Abbildung und rechts die adjungierte Matrix auftaucht.

Insbesondere, wenn V = KN und W = KM und B und C die Standardbasen sind, dann ist die
adjungierte Abbildung zu einer linearen Abbildung A ∈ Mat(N ×M,K) gegeben durch die Matrix-
multiplikation mit der adjungierten Matrix.

Beweis: Es wird (8.1) verwandt, d.h.

〈v|v′〉 = 〈IB(v)|IB(v′)〉 , v, v′ ∈ V ,

und analog für W . Außerdem sei daran erinnert, dass TBC = ICT (IB)−1. Also, unter Verwendung der
adjungierten Matrix,

〈w|Tv〉 = 〈IC(w)|IC(Tv)〉 = 〈IC(w)|TBC IB(v)〉 =

dim(W )∑
n=1

dim(V )∑
m=1

wn (TBC )n,m vm

=

dim(W )∑
n=1

dim(V )∑
m=1

(
(TBC )∗

)
m,n

wn vm = 〈(TBC )∗IC(w)|IB(v)〉 = 〈
(
I−1B (TBC )∗IC

)
w|v〉 .

Da die adjungierte Abbildung nach Satz 8.6.1 eindeutig ist, folgt I−1B (TBC )∗IC = T ∗, und somit gilt
auch (TBC )∗ = IBT

∗I−1C = (T ∗)CB. 2
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8.7 Unitäre, selbstadjungierte, normale lineare Abbildungen

8.7.1 Definition Seien V und W endlich dimensionale Vektorräume über K mit Skalarprodukt.

(i) Eine lineare Abbildung U ∈ L(V,W ) heißt unitär genau dann, wenn U∗U = 1V und UU∗ = 1W .

(ii) Falls K = R, heißen unitäre Abbildungen auch orthogonal.

(iii) Eine lineare Abbildung T ∈ L(V ) heißt normal genau dann, wenn T ∗T = TT ∗.

(iv) Eine lineare Abbildung T ∈ L(V ) heißt selbstadjungiert oder hermitesch genau dann, wenn
T ∗ = T .

Bei Matrizen verwenden all diese Begriffsbildungen das euklidische Skalarprodukt, so dass die adjun-
gierte Matrix wie in Definition 8.6.2 gegeben ist.

8.7.2 Bemerkungen (i) Jede selbstadjungierte Abbildung ist normal.

(ii) Jede unitäre Abbildung U ∈ L(V ) = L(V, V ) ist normal.

(iii) Für jede unitäre Abbildung U ∈ L(V,W ) gilt U∗ = U−1 und (U∗)−1 = U . Beachte auch, dass die
Existenz einer unitären Abbildung U ∈ L(V,W ) impliziert, dass V und W die gleiche Dimension
haben. Umgekehrt, wenn V und W die gleiche Dimension haben, so folgt aus U∗U = 1V auch
UU∗ = 1W .

(iv) Jede unitäre Abbildung U ∈ L(V,W ) erhält das Skalarprodukt, d.h.

〈Uv|Uw〉 = 〈v|w〉 , ∀ v, w ∈ V .

Umgekehrt, wenn eine Abbildung U ∈ L(V,W ) alle Skalarprodukte erhält, so ist sie unitär.

(v) Wenn B = (u1, . . . , uN) eine Orthonormalbasis von V ist, so ist U = (u1, . . . , uN) ∈ L(KN , V )
ein unitäre Abbildung, weil

U∗U = ( 〈en|U∗Uem〉 )n,m=1,...,N = ( 〈Uen|Uem〉 )n,m=1,...,N = ( 〈un|um〉 )n,m=1,...,N = 1 .

Umgekehrt, wenn U ∈ L(KN , V ), dann bilden Ue1, . . . , UeN eine Orthonormalbasis von V .

(vi) Die unitären Abbildungen auf V bilden eine Gruppe, wenn als Gruppenoperation die Hinterein-
anderausführung gewählt wird, denn wenn U,U ′ unitär sind, so auch UU ′, weil (UU ′)∗(UU ′) =
(U ′)∗U∗UU ′ = (U ′)∗U ′ = 1. Diese Gruppe heißt die unitäre Gruppe von V und wird mit
U(V ) = {U ∈ L(V ) : U unitär} bezeichnet.

(vii) Wenn V = CN versehen mit dem Standardskalarprodukt, dann wird die unitäre Gruppe meist
mit U(N) bezeichnet und heißt die N -dimensionale unitäre Gruppe. Wenn V = RN versehen
mit dem Standardskalarprodukt, dann wird die unitäre Gruppe meist mit O(N) bezeichnet und
heißt dann auch die orthogonale Gruppe der Dimension N . �
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8.8 Spektralsatz

8.8.1 Satz (Unitäre Trigonalisierung nach Schur) Sei A ∈ Mat(N × N,C). Dann existiert eine
unitäre Matrix U ∈ Mat(N ×N,C), so dass U∗AU eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis: Der Beweis ist ganz analog zu dem Beweis der Implikation (ii)=⇒(iii) in Satz 7.7.4, nur
dass noch die Unitarität als Zusatzeigenschaft verwandt wird. Dennoch führen wir den Beweis im
Detail. Wieder wird eine Induktion über N gemacht und der Fall N = 1 ist offensichtlich, so dass
sogleich der Schritt N − 1→ N betrachtet wird. Sei also A ∈ Mat(N ×N,C). Da der Körper C ist,
gibt es mindestens einen Eigenwert z1 mit Eigenvektor u1, den wir als normiert annehmen dürfen.
Seien u2, . . . , uN ∈ CN , so dass u1, . . . , uN eine Orthonormalbasis ist (siehe Korollar 8.4.4). Dann gilt
mit V = (u1, . . . , uN)

V ∗AV = (u1, . . . , uN)∗(Au1, . . . , AuN) = (u1, . . . , uN)∗(z1u1, Au2 . . . , AuN) =

(
z1 B
0 C

)
,

wobei C ∈ Mat((N−1)×(N−1),C). Für diese Abbildung auf dem CN−1 gibt es nach Induktionsvor-
aussetzung ein unitäres W ∈ Mat((N − 1)× (N − 1),C), so dass W ∗CW eine obere Dreiecksmatrix
ist. Also ist (

1 0
0 W ∗

)
V ∗AV

(
1 0
0 W

)
=

(
z1 BW
0 W ∗CW

)
eine obere Dreiecksmatrix. Nun ist aber auch U = V

(
1 0
0 W

)
unitär als Produkt von unitären. 2

8.8.2 Satz (Spektralsatz für normale Matrizen) Sei A ∈ Mat(N ×N,C). Dann gilt

A normal ⇐⇒ A unitär diagonalisierbar ,

wobei Letzteres bedeutet, dass es Eigenwerte z′1, . . . , z
′
N ∈ C gibt (nicht notwendigerweise paarweise

verschieden) und eine unitäre Matrix U , so dass

U∗AU = D , D =

z
′
1

. . .

z′N

 .

Für normales A gelten zudem die Äquivalenzen:

A selbstadjungiert ⇐⇒ z′1, . . . , z
′
N ∈ R ,

A unitär ⇐⇒ 1 = |z′1| = . . . = |z′N | .

Beweis: ”⇐=” Weil Diagonalmatrizen vertauschen gilt dann

A∗A = UD∗U∗UDU∗ = UD∗DU∗ = UDD∗U∗ = UDU∗UD∗U∗ = AA∗ .

”=⇒” Nach Satz 8.8.1 gibt es eine unitäre Matrix U , so dass B = U∗AU eine obere Dreiecksmatrix
ist. Es folgt dann aus der Voraussetzung

B∗B = U∗A∗UU∗AU = U∗A∗AU = U∗AA∗U = U∗AUU∗A∗U = BB∗ ,
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d.h. B ist auch normal. Nun sind aber normale obere Dreiecksmatrizen diagonal. Dies wird wieder
durch Induktion über N gezeigt. Der Anfang N = 1 ist klar. Für den Schritt von N − 1 → N
betrachten wir

|B1,1|2 = (B∗B)1,1 = (BB∗)1,1 = |B1,1|2 +
N∑
n=2

|B1,n|2 ,

so dass B1,n = 0 für n = 2, . . . , N , d.h. in der ersten Zeile von B kann nur der Diagonaleintrag B1,1

ungleich Null sein. Somit

B =

(
B1,1 0

0 C

)
,

wobei C eine normale obere Dreiecksmatrix der Größe N − 1 ist, also nach Induktionsvoraussetzung
diagonal ist. Somit ist der Beweis beendet.

Nun zum Zusatz. Sei also A selbstadjungiert und Av = zv mit ‖v‖ = 1. Dann gilt

z = z 〈v|v〉 = 〈v|zv〉 = 〈v|Av〉 = 〈A∗v|v〉 = 〈Av|v〉 = 〈zv|v〉 = z .

Umgekehrt, wenn z′1, . . . , z
′
N ∈ R, dann gilt A∗ = (UDU∗)∗ = UD∗U∗ = UDU∗ = A. Ähnlich wird

bei unitärem A verfahren. 2

8.8.3 Beispiel Sei

A =

(
a b
b a

)
,

wobei a, b ∈ C. Dann zeigt eine kurze Rechnung, dass AA∗ = A∗A gilt und somit A normal ist.
Also kann A unitär diagonalisiert werden und dies soll nun angegeben werden. Das charakteristische
Polynom ist pA(z) = (a−z)2−b2 und somit sind z1 = a+b und z2 = a−b die Eigenwerte. Zugehörige
normierte Eigenvektoren sind

v1 =
1√
2

(
1
1

)
, v2 =

1√
2

(
1
−1

)
.

Tatsächlich sind diese Vektoren auch orthogonal und somit ist

U =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
,

auch unitär. Dann ist U−1AU = U∗AU = D diagonal. Die Eigenvektoren sind nur bis auf eine Phase
eindeutig. Insbesondere kann anstelle von U auch verwandt werden

U ′ =
1√
2

(
eiθ1 eiθ2

eiθ1 −eiθ2

)
, θ1, θ2 ∈ R .

Es gilt dann immer noch (U ′)∗AU ′ = D. Falls b = 0 (dann ist A = a1), kann U sogar als beliebiges
Element in U(2) gewählt werden. Diese Uneindeutigkeiten bei der Wahl von U (Wahl von Orthonor-
malbasen in evtl. entarteten Eigenräumen) treten immer bei der unitären Diagonalisierung normaler
Matrizen auf. �

8.8.4 Satz (Spektralsatz für reelle symmetrische Matrizen) Sei A = At ∈ Mat(N × N,R) symme-
trisch. Dann gibt es eine reelle unitäre Matrix O, auch genannt eine orthogonale Matrix, so dass

OtAO = D , D =

z
′
1

. . .

z′N

 ,

wobei z′1, . . . , z
′
N ∈ R die Eigenwerte von A sind.
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Beweis: Zunächst wird A als komplexe Matrix aufgefasst. Diese ist selbstadjungiert, denn A∗ =
(A)t = At = A. Also existiert nach Satz 8.8.2 eine unitäre (komplexe) Matrix U , so dass U∗AU =
D. Außerdem sind die Spaltenvektoren un von U = (u1, . . . , uN) Eigenvektoren von A. Zu einem
Eigenwert zk sei EA(zk) der zugehörige Eigenraum, der also von einigen der Vektoren un aufgespannt
wird. Für jeden Vektor v ∈ EA(zk) gilt nun

Av = zkv ⇐⇒ Av = zkv .

Also ist EA(zk) invariant unter der komplexen Konjugation v 7→ v. Nach dem unten stehenden Lemma
existiert eine reelle Orthonormalbasis v1, . . . , vα(zk) von EA(zk). Wenn diese Orthonormalbasen für
alle Eigenwerte vereinigt werden, entsteht eine Orthonormalbasis (v1, . . . , vN) von RN , die also eine
orthogonale Matrix O = (v1, . . . , vN) mit den gewünschten Eigenschaften liefern. 2

8.8.5 Lemma Sei V ⊂ CN ein Unterraum, der invariant unter komplexer Konjugation ist, d.h.
V = V . Dann existiert eine reelle Orthonormalbasis von V .

Beweis: Die Basis wird iterativ konstruiert. Sei V ′ ⊂ V ein Unterraum, der schon eine reelle Ortho-
normalbasis v1, . . . , vn besitzt. Wähle einen Einheitsvektor u ∈ V , der orthogonal auf V ′ steht. Dann
sind <e(u) = 1

2
(u+ u) und =m(u) = 1

2i
(u− u) beide in V und sind beide orthogonal auf V ′, weil

〈vk|u〉 = 〈vk|u〉 = 0 .

Nun ist sicher einer der beiden Vektoren <e(u) oder =m(u) ungleich dem Nullvektor. In ersterem
Fall setze vn+1 = <e(u)/‖<e(u)‖, und analog im anderen. 2

Nun soll Satz 8.8.2 übertragen werden auf beliebige normale Abbildungen.

8.8.6 Satz (Spektralsatz für normale Abbildungen) Sei V ein endlich dimensionaler komplexer Vek-
torraum und T ∈ L(V ) normal. Dann existiert eine Orthonormalbasis B = (u1, . . . , uN), so dass die
darstellende Matrix TBB diagonal ist.

Beweis: Sei C eine beliebige Orthonormalbasis von V . Dann ist T CC ∈ Mat(N ×N,C) normal, weil
nach jeweils zweifacher Anwendung von Satz 8.6.3 und Satz 5.8.6(iv) gilt

(T CC )∗T CC = (T ∗)CCT
C
C = (T ∗T )CC = (TT ∗)CC = T CC (T ∗)CC = T CC (T CC )∗ .

Nach Satz 8.8.2 existiert eine unitäre Martix U ∈ Mat(N ×N,C), so dass U∗T CC U = D diagonal ist.
Somit gilt die Behauptung für B = CU . 2

8.8.7 Korollar Für eine normale Abbildung auf einen endlich dimensionalen komplexen Vektorraum
sind für alle Eigenwerte die geometrischen Vielfachheiten gleich den algebraischen Vielfachheiten.

8.9 Projektionen

Der Spektralsatz kann noch auf andere Art und Weise formuliert werden, nämlich mit Projektionen.
Für deren geometrische Beschreibung benötigen wir folgende Definition.

8.9.1 Definition Sei W ⊂ V ein Unterraum eines Vektorraumes V mit Skalarprodukt. Dann ist
sein orthogonales Komplement definiert durch

W⊥ = {v ∈ V : v ⊥ w ∀ w ∈ W} = {v ∈ V : 〈v|w〉 = 0 ∀ w ∈ W} .

Sei W ′ ⊂ V ein weiterer Unterraum. Dann sind W und W ′ orthogonal (Notation W ⊥ W ′) genau
dann, wenn w ⊥ w′ für alle w ∈ W und w′ ∈ W ′.
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8.9.2 Satz Sei W ein Unterraum eines endlich dimensionalen Vektorraumes mit Skalarprodukt V .
Dann gilt

(i) W⊥ ist ein Unterraum.

(ii) W ⊕W⊥ = V , d.h. W und W⊥ spannen V auf, aber W ∩W⊥ = {0}.

(iii) (W⊥)⊥ = W

Sei v ∈ V wie in (ii) zerlegt in v = w+u mit w ∈ W und u ∈ W⊥. Diese Zerlegung ist eindeutig und
definiert eine (dem Unterraum W zugehörige) Abbildung P : V → V durch Pv = w, für welche gilt:

(iv) P ist linear.

(v) P 2 = P , d.h. P ist eine idempotentente Abbildung.

(vi) P ∗ = P , d.h. P ist selbstadjungiert.

(vii) Wenn u1, . . . , uM eine Orthonormalbasis von W ist, dann gilt

P =
M∑
m=1

|um〉〈um| .

Beweis: (i) Seien v, v′ ∈ W⊥ und λ ∈ K. Dann gilt

〈v + λv′|w〉 = 〈v|w〉 + λ 〈v′|w〉 = 0 + λ · 0 = 0 ,

d.h. v+λv′ ∈ W⊥. (ii) Sei u1, . . . , uM eine Orthonormalbasis von W , die nach dem Basiserweiterungs-
satz (Korollar 8.4.4) zu einer Orthonormalbasis u1, . . . , uN von V vervollständigt werden kann. Dann
sind uM+1, . . . , uN in W⊥ und spannen W⊥ auch auf (Übung). (iii) folgt aus (ii). Für die Linearität
von P in (iv) , seien v, v′ ∈ V und λ ∈ K. Dann gilt v = w + u und v′ = w′ + u′ mit w,w′ ∈ W und
u, u′ ∈ W⊥. Also sind w+λw′ ∈ W und u+λu′ ∈ W⊥ (weil W und W⊥ beides ja Unterräume sind)
und v+λv′ = (w+λw′) + (u+λu′). Also ist P (v+λv′) = w+λw′ = Pv+λPv′. (v) ist offensichtlich
nach der Definition der Abbildung P . Für (vi) gilt es zu zeigen, dass

〈v|Pv′〉 = 〈Pv|v′〉 , ∀ v, v′ ∈ V .

Hierfür werden v und v′ nach der schon oben verwandten Orthonormalbasis entwickelt:

v =
N∑
n=1

vn un , v′ =
N∑
n=1

v′n un .

Dann gilt

Pv =
M∑
n=1

vn un , Pv′ =
M∑
n=1

v′n un ,

und deswegen folgt die gewünschte Identität direkt durch Einsetzen. Der letzte Punkt (vii) wird
genauso überprüft. 2

8.9.3 Definition Eine Projektion P ist eine selbstadjungierte idempotente lineare Abbildung, d.h.
P = P ∗ = P 2.

103



Manche Autoren nennen auch schon eine idempotente lineare Abbildung eine Projektion, und
sprechen dann von orthogonale Projektion, wenn sie zudem selbstadjungiert ist.

8.9.4 Bemerkungen (i) Es gibt schon 2×2-Matrizen, die idempotent, aber nicht selbstadjungiert
sind, z.B.

P =

 1
2
−
√

1
4
− bc b

c 1
2

+
√

1
4
− bc

 , |bc| ≤ 1

4
.

(ii) Gemäß der Definition von P gilt für w ∈ Ran(P ) auch Pw = w. Tatsächlich ist dies richtig für
jede idempotente Abbildung P 2 = P . In der Tat, sei w = Pv. Dann gilt

Pw − w = P 2v − Pv = Pv − Pv = 0 ,

was die Behauptung zeigt. �

8.9.5 Satz Seien W1, . . . ,WK Unterräume eines endlich dimensionalen Vektorraumes V mit Ska-
larprodukt und seien P1, . . . , PK die zugehörigen Projektionen. Dann sind W1, . . . ,WK paarweise
orthogonal genau dann, wenn

PkPn = δk,n Pk .

Beweis: ”=⇒” Wenn k = n, dann lautet die Gleichung (Pk)
2 = Pk, was gemäß Satz 8.9.2(v) für

jede Projektion Pk gilt. Sei nun k 6= n. Sei u1(k), . . . , uM(k)(k) eine Orthonormalbasis von Wk. Unter
Verwendung von Satz 8.9.2(vii) folgt dann

PkPn =

M(k)∑
l=1

|ul(k)〉〈ul(k)|
M(n)∑
l′=1

|ul′(n)〉〈ul′(n)| =

M(k)∑
l=1

M(n)∑
l′=1

|ul(k)〉〈ul(k)|ul′(n)〉〈ul′(n)| = 0 ,

wobei Letzteres aus der Orthogonalität Wk ⊥ Wn folgt, die 〈ul(k)|ul′(n)〉 = 0 impliziert. ”⇐=” Seien
k 6= n und wk ∈ Wk und wn ∈ Wn. Dann gilt Pkwk = wk und Pnwn = wn. Somit

〈wk|wn〉 = 〈Pkwk|Pnwn〉 = 〈wk|(Pk)∗Pnwn〉 = 〈wk|PkPnwn〉 = 0 ,

wobei zunächst (Pk)
∗ = Pk verwandt wurde, und dann die Voraussetzung. Also Wk ⊥ Wn. 2

Das orthogonale Komplement tritt auch in Zusammenhang mit Abbildungseigenschaften auf.
Folgender Satz findet oft Anwendungen.

8.9.6 Satz Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und T ∈ L(V ). Dann gilt

Ker(T ∗) = Ran(T )⊥ .

Beweis. In der Tat:

v ∈ Ker(T ∗) ⇐⇒ 〈w|T ∗v〉 = 0 ∀ w ∈ V
⇐⇒ 〈Tw|v〉 = 0 ∀ w ∈ V
⇐⇒ v ∈ Ran(T )⊥ ,

was den Beweis schon beendet. 2
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8.9.7 Satz (Projektionsoperatorversion des Spektralsatzes für normale Abbildungen) Sei V ein end-
lich dimensionaler komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt und sei T ∈ L(V ). Dann ist T normal
genau dann, wenn Folgendes gilt: Wenn z1, . . . , zK ∈ C die paarweise verschiedenen Eigenwerte von
T sind und P1, . . . , PK die Projektionen auf die zugehörigen Eigenräume, dann gilt

T =
K∑
k=1

zk Pk , 1V =
K∑
k=1

Pk , PkPn = δk,nPk . (8.4)

Beweis: Sei T normal und B = (u1, . . . , uN) die in Satz 8.8.6 gegebene Orthonormalbasis, d.h.

T = (IB)−1DIB , D =

z
′
1

. . .

z′N

 =
N∑
n=1

z′n |en〉〈en| ,

wobei e1, . . . , eN die Standardbasis von CN ist. Somit gilt

T =
N∑
n=1

z′n (IB)−1|en〉〈en|IB =
K∑
k=1

zk
∑

n, z′n=zk

(IB)−1|en〉〈en|IB .

Hier wurde die Summe umgeordnet, so dass lediglich paarweise verschiedene Eigenwerte zk auftreten.
Die Projektion auf den Eigenraum zu zk ist aber gerade

Pk =
∑

n, z′n=zk

(IB)−1|en〉〈en|IB ,

und hieraus folgt die Darstellung von T , sowie die anderen Eigenschaften. Die Umkehrung, d.h. die
Normalität von T gegeben durch (8.4), sei als Übung verifiziert. 2

8.9.8 Bemerkung Mit Hilfe der Darstellung aus Satz 8.9.7 ist es sehr einfach sogenanntes Spektral-
kalkül zu machen, d.h. gegeben eine Funktion f : C → C, kann eine Funktion f(T ) von T definiert
werden durch

f(T ) =
K∑
k=1

f(zk)Pk .

Dies ist wieder ein normaler Operator auf dem gleichen Vektorraum. Für eine analytische Funktion f
(gegeben durch eine konvergente Potenzreihe) stimmt dies mit Definition 7.6.1 überein. Tatsächlich
kann jede Funktion auf den endlich vielen Werten zk durch ein Polynom dargestellt werden, so dass der
Spektralsatz für normale lineare Abbildungen auf endlich dimensionalen Vektorräumen nicht erlaubt,
weitere Funktionen der linearen Abbildung zu definieren. Auf unendlich dimensionalen Räumen hin-
gegen können mit dem Spektralsatz für normale Abbildungen weitere Funktionen verwandt werden
(z.B. Spektralkalkül mit stetigen Funktionen f). �

9 Jordan’sche Normalform

9.1 Jordan Blöcke

Es sei daran erinnert, dass eine lineare Abbildung T auf einem Vektorraum V diagonalisierbar heißt
genau dann, wenn es eine Basis B von V bestehend aus Eigenvektoren von T gibt. Dann ist die
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zugehörige darstellende Matrix TBB diagonal. Gemäß Satz 7.5.2 ist dies gleichbedeutend damit, dass
die Summe

∑
zk
β(zk) aller geometrischen Vielfachheiten über alle Eigenwerte zk gleich der Dimension

von V ist. Der Spektralsatz für normale Abbildungen besagt unter anderem, dass jede normale
Abbildung diagonalisierbar ist, sogar mit einer Orthonormalbasis B.

Nun gibt es lineare Abbildungen, die nicht diagonalisierbar sind. Dies tritt auch in komplexen
Vektorräumen auf, in denen ja das charakteristische Polynom wegen des Fundamentalsatzes in Line-
arfaktoren zerfällt, und liegt dann daran, dass die geometrische Vielfachheit β(z) (mindestens) eines
Eigenwertes z echt kleiner als die algebraische Vielfachheit α(z) ist. Ein explizites Beispiel wurde
schon in Bemerkung 7.7.1 angegeben, an das jetzt erinnert sei.

9.1.1 Definition Ein Jordan Block der Größe N mit Eigenwert z1 ∈ C ist folgende N ×N Matrix:

JN(z1) = (z1 δn,m + δn+1,m)n,m=1,...,N =


z1 1 0 0
0 z1 1 0

. . . . . . . . .

0 z1 1
0 0 z1

 .

Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist pJN (z1)(z) = (z1 − z)N und der Standardbasis-
vektor e1 ist der einzige Eigenvektor (bis auf Vielfache). Also gilt für die Vielfachheiten 1 = β(z1) <
α(z1) = N für N ≥ 2.

9.2 Hauptsatz zur Jordanzerlegung

9.2.1 Satz (Jordan’sche Normalform) Sei T ∈ L(V ) eine lineare Abbildung auf einem endlich di-
mensionalen komplexen Vektorraum V . Dann gibt es eine sogenannte Jordan-Basis B von V und
Jordan Blöcke JN1(z

′
1), . . . , JNK (z′K), so dass

TBB =

JN1(z
′
1)

. . .

JNK (z′K)

 .

9.2.2 Bemerkungen (i) Wenn T durch eine Matrix A ∈ Mat(N × N,C) gegeben ist, so besagt
der Satz, dass es eine invertierbare komplexe Matrix M gibt, für welche

M−1AM =

JN1(z
′
1)

. . .

JNK (z′K)

 ,

und zwar M = (b1, . . . , bN), wenn die im Satz auftretende geordnete Basis B = (b1, . . . , bN) ist.

(ii) In der Jordan’schen Normalform können die Jordan Blöcke die gleichen Eigenwerte haben.

(iii) Wenn die Abbildung T auf einem reellen Vektorraum definiert ist (also R-linear ist), und zudem
das charakteristische Polynom pT über R in Linearfaktoren zerfällt, so gilt der Satz auch und
die zk sind dann reell. Für reelle Matrizen A kann also unter dieser Zusatzannahme an das
charakteristische Polynom eine reelle Matrix M mit obigen Eigenschaften gefunden werden.
Für beliebige reelle Matrizen A (für die das charakteristische Polynom ggfs. nicht faktorisiert)
kann immer die komplexe Jordan’schen Normalform bestimmt werden und aus dieser kann dann
relativ leicht eine reelle Version abgeleitet werden (siehe Literatur). �
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9.3 Verallgemeinerte Eigenräume

Der Beweis des Satzes wird den Großteil dieses Kapitels einnehmen und er wird auch aufzeigen, wie
die Jordan Basis konstruiert werden kann. Zunächst werden folgende Konzepte eingeführt.

9.3.1 Definition Sei V ein Vektorraum und T ∈ L(V ) mit Eigenwert z. Der verallgemeinerte
Eigenraum von T zu z der Stufe j ≥ 1 ist

ET,j(z) = Ker
(
(T − z1)j

)
.

Vektoren aus ET,j(z) heißen auch verallgemeinerte Eigenvektoren von T zum Eigenwert z. Der
Hauptraum von T zu z ist HT (z) = ∪j≥1ET,j(z).

9.3.2 Definition Sei V ein Vektorraum und S ∈ L(V ). Dann heißt S nilpotent genau dann, wenn
es ein n ∈ N gibt mit Sn = 0.

9.3.3 Bemerkungen (i) Als Kern einer linearen Abbildung sind die ET,j(z) alle Unterräume.
Der Eigenraum ET (z) von T zu z ist gleich ET,1(z). Offensichtlich gilt ET,j(z) ⊂ ET,j+1(z).
Andererseits können diese Vektorräume bei einem endlich dimensionalen V auch nicht beliebig
groß werden.

(ii) Für einen Jordan Block T = JN(z) gilt

ET,j(z) = span(e1, . . . , ej) , j = 1, . . . , N .

In der Tat,

(T − z1)j =


0 1 0 0
0 0 1 0

. . . . . . . . .

0 0 1
0 0 0


j

=


. . . 0 1 0 . . .

. . . . . . . . .

0 0 1
0 0

0 0
...

 ,

wobei die ersten j Spalten gleich Nullvektoren sind. Der Hauptraum ist HT (z) = KN . Außerdem
ist

JN(0) = JN(z)− z1N = T − z1N
nilpotent. �

9.3.4 Lemma (Lemma von Fitting) Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum über K. Weiter sei
T ∈ L(V ) mit Eigenwert z ∈ K und verallgemeinerten Eigenräumen Ej = ET,j(z) = Ker((T − z1)j).
Definiere den Fitting Index von T zu z als

f = min{j ∈ N : Ej+1 = Ej} ,

und setze Rj = Ran((T − z1)j). Dann gilt

(i) f = min{j ∈ N : Rj = Rj+1}

(ii) T − z1 : Rf → Rf ist ein Isomorphismus.

(iii) Ef und Rf sind invariant unter T , d.h. T (Ef ) ⊂ Ef und T (Rf ) ⊂ Rf .
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(iv) Ef+i = Ef und Rf+i = Rf für alle i ≥ 0. Insbesondere Ef = HT (z).

(v) (T − z1)f (Ef ) = {0}, d.h. (T − z1)|Ef ist nilpotent auf Ef .

(vi) V = Ef ⊕Rf

(vii) dim(Ef ) ist gleich der algebraischen Multiplizität von z.

Beweis: Es darf z = 0 angenommen werden (ersetze T −z1 durch T ). Schon oben in der Bemerkung
wurde auf Ej ⊂ Ej+1 hingewiesen. Zudem gilt Rj ⊃ Rj+1, da Rj+1 = T j+1V = T jR1. Somit erhält
man folgendes Diagramm:

Ej ⊂ V
T j−→ Rj

∩ ‖ ∪

Ej+1 ⊂ V
T j+1

−→ Rj+1

Nun impliziert der Dimensionssatz 5.3.1 angewandt auf T j : V → V und T j+1 : V → V , dass

dim(V ) = dim(Ej) + dim(Rj) = dim(Ej+1) + dim(Rj+1) .

Somit folgt

Rj+1 = Rj ⇐⇒ dim(Rj+1) = dim(Rj) (rechte Spalte des Diagramms)

⇐⇒ dim(Ej+1) = dim(Ej) (Dimensionssatz)

⇐⇒ Ej+1 = Ej (linke Spalte des Diagramms)

Dies impliziert (i). Außerdem folgt aus Rf = Rf+1, dass T : Rf → Rf+1 = Rf surjektiv und somit
ein Isomorphismus ist, was (ii) ist. In (iii) fehlt lediglich T (Ef ) ⊂ Ef−1 ⊂ Ef . Daraus folgt dann
Rf+i = Rf für alle i ≥ 1, und unter Verwendung der Äquivalenz ist auch (iv) nun bewiesen. (v) ist
offensichtlich. Nun zu (vi). Nach dem Dimensionssatz gilt dim(Ef )+dim(Rf ) = dim(V ). Es verbleibt
also zu zeigen, dass Ef ∩Rf = {0}. Sei v ∈ Ef ∩Rf . Dann gilt T fv = 0 und v = T fw für ein w ∈ V .
Somit ist T 2fw = 0, d.h. w ∈ E2f = Ef . Also v = T fw = 0. Letztendlich kommen wir zu (vii).
Sei d = dim(Ef ). Die Abbildung S = T |Ef erfüllt dann Sf = 0 nach (iv). Also kann sie nur 0 als
Eigenwert haben und das charakteristische Polynom ist pS(z) = (−z)d, da es ja vom Grad d ist und
keinen weiteren Eigenwert haben kann. Sei nun B = (B′,B′′) eine Basis von V bestehend aus einer
Basis B′ von Ef und einer Basis B′′ von Rf . Nach (v) gilt nun für die darstellende Matrix

TBB =

(
(T |Ef )B

′

B′ 0
0 (T |Rf )B

′′

B′′

)
=

(
SB
′

B′ 0
0 (T |Rf )B

′′

B′′

)
.

Also folgt für das charakteristische Polynom

pT (z) = pS(z) pT |Rf (z) = (−z)d pT |Rf (z) .

Nun ist aber T |Rf ein Isomorphismus nach (ii) und somit ist pT |Rf (0) 6= 0. Also ist d gleich der

algebraischen Multiplizität des Eigenwertes 0. 2
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9.4 Hauptraumzerlegung

9.4.1 Satz (Hauptraumzerlegung) Sei T ∈ L(V ) eine lineare Abbildung auf einem endlich dimen-
sionalen Vektorraum V über K. Es gelte folgende Faktorisierung des charakteristischen Polynomes

pT (z) = (z1 − z)α(z1) · · · (zK − z)α(zK) .

Dann gelten für die Haupträume Hk = HT (zk), k = 1, . . . , K, mit dim(Hk) = α(zk) folgende Aussa-
gen:

(i) T (Hk) ⊂ Hk, d.h. die Hk sind T -invariante Unterräume.

(ii) V = H1 ⊕ . . .⊕HK

(iii) Es gibt eine Basis B von V , so dass

TBB =

z1 1α(z1) + S1

. . .

zK 1α(zK) + SK

 ,

wobei Sk : Kα(zk) → Kα(zk) nilpotent ist.

(iv) T = D + S, wobei D diagonalisierbar ist, S nilpotent und DS = SD.

Beweis: Die beiden ersten Aussagen folgen direkt nach iterativer Anwendung des Lemmas von Fit-
ting (Induktion über die Anzahl K von Eigenwerten). Die Basis in (iii) ist gegeben durch B =
(B1, . . . ,BK), wobei Bk eine Basis von Hk ist. Hierbei ist die Zerlegung von T auf Hk durch Lem-
ma 9.3.4(iv) gegeben. Die Zerlegung in (iv) ist nach (iii) klar und DS = SD kann nachgerechnet
werden. 2

9.5 Nilpotente Abbildungen

Um den Beweis von Satz 9.2.1 zu vervollständigen, müssen jetzt noch die in der Hauptraumzerlegung
auftretenden nilpotenten Matrizen durch adäquate Wahl der Basis in eine kanonische Form gebracht
werden, nämlich in eine Summe von Jordan Blöcken. Dass dies möglich ist, zeigt der folgende Satz.

9.5.1 Satz (Jordan’sche Normalform für eine nilpotente Abbildung) Sei S ∈ L(V ) eine nilpotente
lineare Abbildung auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V über K. Dann gibt es eine Basis
B von V und n1, . . . , nK ∈ N mit n1 + . . .+ nK = dim(V ), so dass

SBB =

Jn1(0)
. . .

JnK (0)

 .

Beweis: Sei Ej = Ker(Sj). Dann erhält man folgende aufsteigende Folge von Unterräumen:

{0} = E0 ⊂ E1 ⊂ E2 . . . ⊂ Ef−1 ⊂ Ef = V ,

wobei f der Fitting Index von S ist (zum einzigen Eigenwert 0). Hieraus folgt (gemäß der Definition
des Fitting Indizes), dass alle Inklusionen echt sind. Außerdem gilt wegen der Definition der Ej

S(Ej) ⊂ Ej−1 , j = 1, . . . , f . (9.1)
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Des Weiteren wird Folgendes mehrfach verwandt werden:

Fakt: Sei j ≥ 1. Wenn v1, . . . , vR ∈ Ej+1 linear unabhängig sind und span{v1, . . . , vR} ∩ Ej = {0},
so sind auch Sv1, . . . , SvR ∈ Ej linear unabhängig und span{Sv1, . . . , SvR} ∩ Ej−1 = {0}.
Begründung: Zunächst sind in der Tat Sv1, . . . , SvR ∈ Ej wegen (9.1). Seien nun λ1, . . . , λR ∈ K,
so dass

0 =
R∑
r=1

λr Svr = S
( R∑
r=1

λr vr
)
.

Nun ist entweder w =
∑R

r=1 λr vr gleich dem Nullvektor, oder aber wegen span{v1, . . . , vR}∩Ej = {0}
gilt w 6∈ Ej und wegen E1 ⊂ Ej somit w 6∈ E1 = Ker(S). Die letzte Möglichkeit widerspricht S(w) =
0, also ist w = 0. Nun impliziert die lineare Unabängigkeit der v1, . . . , vR, dass λ1 = . . . = λR = 0.
Also sind Sv1, . . . , SvR linear unabhängig. Es verbleibt noch die letzte Eigenschaft zu zeigen. Sei
u ∈ span{Sv1, . . . , SvR} ∩Ej−1, d.h. u =

∑R
r=1 λrSvr = Sw und Sj−1u = 0 (mit w =

∑R
r=1 λr vr wie

oben). Also Sjw = 0, so dass w ∈ Ej und nach Annahme also w = 0. Daraus folgt somit auch, dass
u = Sw = 0. �

Eine erste Folgerung aus dem Fakt betreffen die natürlichen Zahlen

rj = dim(Ej)− dim(Ej−1) .

Sie erfüllen die Ungleichungen

rf ≤ rf−1 ≤ rf−2 ≤ . . . ≤ r1 .

In der Tat, rj+1 ist genau gleich der maximalen Anzahl linear unabhängiger Vektoren in Ej+1 derart,
dass ihr Spann mit Ej einen trivialen Schnitt hat. Wird der Fakt mit R = rj+1 auf eine spezifische
Wahl dieser Vektoren angewandt, so erhält man R linear unabhängige Vektoren in Ej \ Ej−1. Die
maximale Anzahl rj linear unabhängiger Vektoren in Ej \ Ej−1 ist also größer oder gleich R, d.h.
rj ≥ R = rj+1.

Nun können wir die Konstruktion der Jordan Basis beginnen. Zunächst werden rf linear un-
abhängige Vektoren b1, . . . , brf gewählt, so dass span{b1, . . . , brf} ∩ Ef−1 = {0} (dies ist immer
möglich, denn man wählt den rf dimensionalen Unterraum span{b1, . . . , brf}, so dass er den Unter-
raum Ef−1 der Dimension im dim(V )− rf nur trivial schneidet). Für jedes r = 1, . . . , rf erhält man
hieraus eine sogenannte Jordankette

br, Sbr, . . . , S
f−1br .

Jede dieser Ketten spannt einen f -dimensionalen S-invarianten Unterraum I
(f)
r auf, und auf die-

sem Unterraum ist die darstellende Matrix bzgl. der geordneten Basis Br = (Sf−1br, . . . , Sbr, br)
tatsächlich ein Jordan Block:

(S|
I
(f)
r

)BrBr = Jf (0) ,

denn die Wirkung von S ist nur ein Shift (Weiterschieben) der Basisvektoren:

SBr = (0, Sf−1br, . . . , S
2br, Sbr) .

Außerdem sind diese rf Jordanketten der Länge f alle auf disjunkten Unterräumen definiert, denn
obiger Fakt iterativ angewandt impliziert ja, dass

b1, . . . , brf , Sb1, . . . , Sbrf , . . . , S
f−1b1, . . . , S

f−1brf
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alle linear unabhängig sind und somit einen Unterraum der Dimension frf aufspannen, der genau
rf Jordan Blöcke der Größe f enthält. Wenn

I(f) = I
(f)
1 ⊕ . . .⊕ I(f)rf

,

und als Basis von I(f) verwandt wird

B(f) = (Sf−1b1, . . . , Sb1, b1, S
f−1b2, . . . , Sb2, b2, . . . , S

f−1brf , . . . , Sbrf , brf ) , (9.2)

so gilt

(S|I(f))B
(f)

B(f) =

Jf (0)
. . .

Jf (0)

 ,

mit rf Jordan Blöcken auf der Diagonale.

Falls nun rf = r1 gilt, so ist der Beweis beendet, weil dim(V ) = frf gleich der Anzahl der
Elemente von B(f) ist. Falls rf > r1, so gibt es ein j mit rf = rj+1 < rj. Nun können die oben
konstruierten Vektoren Sf−jb1, . . . , S

f−jbrf ∈ Ej \ Ej−1 noch durch sj = rj − rj+1 weitere Vektoren
brj+1

, . . . , brj ∈ Ej \ Ej−1 ergänzt werden, so dass all diese Vektoren in Ej \ Ej−1 linear unabhängig
sind und der von ihnen aufgespannte Unterraum nur einen trivialen Schnitt mit Ej−1 hat. Nun erhält
man sj zusätzliche Jordanketten der Länge j:

brj+1+s, Sbrj+1+s, . . . , S
j−1brj+1+s , s = 1, . . . , sj .

Wiederum garantiert obiger Fakt, dass all diese Vektoren linear unabhängig voneinander, aber auch
von all den vorher konstruierten sind. Wenn diese Vektoren zur obigen Basis von I(f) hinzugefügt
werden, entstehen sj Jordan Blöck Jj(0). Nun wird diese Prozedur endlich oft wiederholt. Am Ende
bleibt evtl. s1 = r1 − r2 > 0. Die als Letztes hinzugefügten Vektoren bilden dann Jordanketten der
Länge 1, sind also Eigenvektoren, die nicht Bild von verallgemeinerten Eigenvektoren sind. 2

9.6 Konstruktion der Jordan Basis

Es gibt Beweise von Satz 9.5.1, die kürzer erscheinen mögen, die aber nicht immer so konstruktiv
sind. Die Beweisschritte im obigen Beweis können in der expliziten Konstruktion einer Jordan Basis
zu einer nilpotenten Abbildung direkt verwandt werden (Kochrezept):

• Berechne die Potenzen Sj.
• Berechne Ej = ker(Sj) mit Hilfe des Gauss-Algorithmus.
•Wähle sukzessive zusätzliche linear unabhängige Vektoren in Ej \Ej−1, die noch nicht im Spann

längerer Jordan Ketten liegen und deren Spann Ej−1 nur trivial schneidet.
• Bilde die zugehörigen Jordanketten und bilde die Jordan Basis in der Reihenfolge wie in (9.2),

d.h. es wird in untenstehender Graphik umgekehrte Zeile nach umgekehrter Zeile aneinander-
gefügt.

Graphisch kann diese Prozedur wie folgt dargestellt werden. Unten wird dies an einem Beispiel
illustriert.
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Ef \ Ef−1
S−→ Ef−1 \ Ef−2

S−→ Ef−2 \ Ef−3
S−→ . . .

S−→ E2 \ E1
S−→ E1

b1 Sb1 S2b1 Sf−2b1 Sf−1b1
b2 Sb2 S2b2 Sf−2b2 Sf−1b2
...

...
...

...
...

brf Sbrf S2brf Sf−2brf Sf−1brf
brf+1 Sbrf+1 Sf−3brf+1 Sf−2brf+1

...
...

...
...

brf−1
Sbrf−1

Sf−3brf−1
Sf−2brf−1

. . .
. . .

br3+1 Sbr3+1
...

...
br2 Sbr2

br2+1
...
br1

9.6.1 Bemerkungen (i) Außerdem liefert der Beweis genaue Informationen darüber, wie viele
Jordan Blöcke einer vorgegebenen Größe vorliegen. Z.B. ist die Größe der größten Jordan Blöcke
durch den Fitting Index f gegeben und die Anzahl dieser Blöcke durch dim(V )−dim(Ker(Sf−1))
(was oben mit rf bezeichnet ist).

(ii) Der Beweis zeigt auch, dass sehr viele Freiheiten bei der Wahl der Jordan Basis bestehen.
Selbst wenn nur ein einziger Jordan Block vorliegt, darf der Vektor b ∈ Ef \Ef−1 lediglich nicht
in der Hyperebene Ef−1 von Kodimension 1 liegen. Wenn allerdings b gewählt ist, so liegen
Sb, . . . , Sf−1b schon fest. �

9.6.2 Beispiel Sei

S =


0 1 0 1
−1 1 1 0
1 0 −1 1
1 −1 −1 0

 .

Dann ist

S2 =


0 1 0 1
−1 1 1 0
1 0 −1 1
1 −1 −1 0




0 1 0 1
−1 1 1 0
1 0 −1 1
1 −1 −1 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Also ist S nilpotent und sein Fitting Index ist 2. Es muss lediglich der Kern von S berechnet werden,
z.B. mit dem Gauss-Algorithmus:

E1 = Ker(S) = span




1
0
1
0

 ,


1
1
0
−1


 .
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Da dim(E2) = dim(C4) = 4 und dim(E1) = 2 ist, gibt es r− f = 4− 2 = 2 Jordan Blöcke der Größe
f = 2. Da sich deren Dimensionen zu 2 + 2 = 4 aufaddieren, kann es keine weiteren Jordan Blöcke
geben. Eine mögliche Wahl der zwei Vektoren in E2 \ E1 = C4 \ E1 ist

b1 =


1
0
0
0

 , b2 =


0
1
0
0

 .

Dann sind

Sb1 =


0
−1
1
1

 , Sb2 =


1
1
0
−1

 .

Somit ist ein gesuchter Basiswechsel

M =


0 1 1 0
−1 0 1 1
1 0 0 0
1 0 −1 0

 .

Dann folgt ohne weitere Rechnung aus der Konstruktion

M−1SM =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Natürlich kann dies auch noch einmal explizit durch Berechnung des Matrixprodukts überprüft wer-
den. �

9.6.3 Beispiel Sei

S =

0 1 1
0 0 a
0 0 0

 , a ∈ C .

Es soll eine Jordan-Basis bestimmt werden in Abhängigkeit von a. Zunächst ist S nilpotent:

S2 =

0 0 a
0 0 0
0 0 0

 , S3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Es ist eine Fallunterscheidung notwendig. Zunächst sei a 6= 0. Dann ist der Fitting Index von S gleich
3. Also gibt es eine Jordankette der Länge 3 und aus Dimensionsgründen keine weitere. Nun ist

E2 = Ker(S2) = span


1

0
0

 ,

0
1
0

 .

Also kann gewählt werden

b1 =

0
0
1

 ∈ E3 \ E2 .
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Dann sind

Sb1 =

1
a
0

 , S2b1 =

a0
0

 .

Somit führt

M =

a 1 0
0 a 0
0 0 1


also zu

M−1SM =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Nun wird der Fall a = 0 betrachtet. Dann ist der Fitting Index f = 2. Es gibt also eine Jordan Kette
der Länge 2 (und tatsächlich aus Dimensionsgründen nicht mehr als eine), und des Weiteren eine
Kette der Länge 1. Nun ist E2 = C3 und

E1 = span


1

0
0

 ,

 0
1
−1

 .

Also ist es möglich,

b′1 =

0
1
0

 ∈ E2 \ E1

zu wählen. Dann ist

Sb′1 =

1
0
0

 .

Zuletzt wählen wir ein b′2 ∈ E1 linear unabhängig von Sb′1 als

b′2 =

 0
1
−1

 .

Also gilt für a = 0

(M ′)−1SM ′ =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , M ′ =

1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 ,

was wiederum direkt verifiziert werden kann. �

9.7 Beweis der Jordan’schen Normalform

Nun können wir die Sätze zusammenfügen, um den Hauptsatz zu beweisen.

Beweis von Satz 9.2.1: Wenn K = C ist, so impliziert der Fundamentalsatz die Faktorisierung des
charakteristischen Polynoms, die in Satz 9.4.1 zur Hauptraumzerlegung vorausgesetzt wird. Wenn
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nun in jedem Hauptraum Hk auf die nilpotentente Abbildung Sk der Satz 9.5.1 angewandt wird, so
erhält man eine Jordan Basis. 2

Zusammenfassend haben wir also folgende Prozedur zur Konstruktion einer Jordan Basis zu einer
linearen Abbildung T (Kochrezept):

• Berechne das charakteristische Polynom pT und faktorisiere es über C (evtl. numerisch).
• Zu jedem Eigenwert zj bestimme den Hauptraum HT (zj) = Ker

(
(T − zj1)k

)
, wobei k aus-

reichend groß sein muss (mindestens gleich dem Fitting Index zu zj).
• Innerhalb jedes Hauptraumes bestimme eine Jordan Basis zur nilpotenten Abbildung

(T − zj1)|HT (zj) gemäß oben beschriebener Vorgehensweise.

Dies sei wieder an einem Beispiel illustriert.

9.7.1 Beispiel Sei

A =

1 0 0
1 1 −1
0 0 2

 .

Es soll wieder eine Jordan-Basis bestimmt werden. Zunächst ist das charakteristische Polynom
pA(z) = (2 − z)(1 − z)2. Also sind z1 = 2 und z2 = 1 die Eigenwerte. Da z1 = 2 algebraische
Vielfachheit 1 hat, ist der Hauptraum gleich dem Eigenraum und aufgespannt von einem Eigenvek-
tor b1 gegeben durch

EA,1(2) = Ker(A− 2 1) = Ker

−1 0 0
1 −1 −1
0 0 0

 = span


 0
−1
1

 .

Hingegen hat z2 algebraische Vielfachheit 2, und somit kann es einen nicht-diagonalen Jordan Block
geben. Zunächst werden die Eigenvektoren berechnet:

EA,1(1) = Ker(A− 1 1) = Ker

0 0 0
1 0 −1
0 0 1

 = span


0

1
0

 .

Da dies nur 1-dimensional ist (geometrische Vielfachheit gleich 1), muss der Hauptraum HA(1) größer
sein. Hier kann er aus Dimensionsgründen höchstens von Dimension 2 sein. Also ist der Fitting Index
zu z2 = 1 gleich 2. Es gilt

HA(1) = EA,2(1) = Ker
(
(A− 1 1)2

)
= Ker

0 0 0
0 0 −1
0 0 1

 = span


0

1
0

 ,

1
0
0

 .

Tatsächlich kann überprüft werden EA,3(1) = EA,2(1). Nun wählen wir

b2 =

1
0
0

 ∈ EA,2(1) \ EA,1(1) .

Dann

(A− 1)b2 =

0
1
0

 .
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Somit führt

M = (b1, (A− 1)b2, b2) =

 0 0 1
−1 1 0
1 0 0


also zu

M−1AM =

2 0 0
0 1 1
0 0 1

 ,

was wiederum direkt überprüft werden sollte. �

9.8 Spektraler Abbildungssatz

Nun wird noch eine erste Anwendung der Jordan’schen Normalform präsentiert. Zunächst sei an den
Begriff des Spektrums einer Matrix A ∈ Mat(N ×N,C) erinnert (Definition 7.8.1 und Satz 7.8.2):

Spec(A) = {z ∈ C : z Eigenwert von A} = {z ∈ C : z 1− A nicht invertierbar} .

Eine wichtige Eigenschaft des Spektrums ist, dass es nur von der Ähnlichkeitsklasse von A abhängt.
In der Tat, sei B = MAM−1 für ein invertierbares M , dann gilt z 1 − B = M(z 1 − A)M−1 und
somit ist die Invertierbarkeit von z 1− B gleichbedeutend zu der Invertierbarkeit von z 1− A. Also
folgt

Spec(A) = Spec(B) = Spec(MAM−1) .

Wenn angewandt auf diagonalisierbare Matrizen suggeriert dies schon, dass das Spektrum Trans-
formationseigenschaften hat. Die Annahmen in folgendem Satz sind ausreichend allgemein gehalten,
damit sie auch auf interessante Funktionen angewandt werden können, die nicht auf ganz C analytisch
sind (z.B. die Wurzelfunktion).

9.8.1 Satz (Spektraler Abbildungssatz) Sei ∆ ⊂ C offen und f : ∆→ C eine analytische Funktion
gegeben durch eine konvergente Potenzreihe um 0. Ferner sei Spec(A) ⊂ ∆. Dann gilt

f(Spec(A)) = Spec(f(A)) .

Beweis. Wir verwenden die Jordanzerlegung A = M(D+ J)M−1 von A. Gemäß obiger Bemerkung
reicht es also die Behauptung für A = D + J zu zeigen. Sei f(z) =

∑
n≥0 fnz

n mit fn ∈ C. Dann ist
also

f(D + J) =
∑
n≥0

fn(D + J)n = f(D) + S ,

wobei S wieder eine nilpotente obere Dreiecksmatrix mit verschwindender Diagonale ist, denn [D, J ] =
0 und jede Potenz Jn eine obere Dreiecksmatrix mit verschwindender Diagonale ist. Also

f(D + J) =

f(z′1) ∗ ∗
0

. . . ∗
0 0 f(z′N)

 , D =

z
′
1

. . .

z′N

 .

Somit ist das charakteristische Polynom von f(D+J) leicht zu berechnen und die Behauptung folgt
also. 2
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9.9 Differentialgleichungssysteme

Es sei nun eine der Standardanwendungen der Jordan’schen Normalform beschrieben, nämlich das
Lösen linearer Differentialgleichungssysteme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Letztere
sind von der Form

ẋ(t) = Ax(t) , x(0) = x0 ,

wobei A ∈ Mat(N × N,C) und t ∈ R 7→ x(t) ∈ CN differenzierbar ist mit Ableitung ẋ(t) = ∂tx(t)
und x0 ∈ CN eine sogenannte Anfangsbedingung. Eine Lösung ist gegeben durch

x(t) = etA x0 ,

wobei eAt =
∑

k≥0
1
k!
tkAk die Exponentialfunktion der Matrix tA ist. In der Tat, vertauschen von

Summe und Ableitung (erlaubt wegen gleichmäßiger Konvergenz)

ẋ(t) = ∂t
∑
k≥0

tk

k!
Akx0 =

∑
k≥1

∂tt
k

k!
Akx0 =

∑
k≥1

ktk−1

k!
Akx0 = A

∑
k≥0

tk

k!
Akx0 = Ax(t) .

Außerdem ist es möglich zu beweisen, dass die Lösung eindeutig ist, entweder mit dem Satz von
Picard-Lindelöf (Vorlesung über gewöhnliche Differentialgleichungen) oder direkt (bilde die Funktion
y(t) = e−tAx(t) und zeige, dass ẏ(t) = 0, so dass y(t) = konst, und diese Konstante kann bei t = 0
berechnet werden). Somit ist die Berechnung der Lösung der Differentialgleichung auf die Berechnung
der Exponentialfunktion etA reduziert.

Falls A diagonalisierbar ist, so wurde dies schon in Satz 7.6.2 durchgeführt. Wenn A nicht diago-
nalisierbar ist, so gibt es zumindestens die (evtl. komplexe) Jordan’sche Normalform, d.h. es existiert
eine invertierbare Matrix M , so dass

A = M(D + J)M−1 , [D, J ] = DJ − JD = 0 ,

wobei D diagonal ist und J eine nilpotente Matrix in Jordan’scher Normalform ist (genau wie in
Satz 9.5.1 gegeben). Nun gilt

etA =
∑
k≥0

tk

k!
Ak =

∑
k≥0

tk

k!

(
M(D + J)M−1)k = M

∑
k≥0

tk

k!
(D + J)kM−1 = Met(D+J)M−1 .

Tatsächlich gilt nach gleicher Rechnung für jede analytische Funktion f (konvergente Potenzreihe),
so dass f(A) = M−1f(D + J)M . Außerdem kommutieren D und J . Somit kann die Rechnung, die
zu ea+b = eaeb für a, b ∈ C führt, direkt übertragen werden, um zu zeigen, dass

etA = MetDetJM−1 . (9.3)

Hier ist nun nicht nur etD leicht berechenbar, sondern auch die block-diagonale Matrix etJ , weil
nämlich für jeden ihrer Diagonaleinträge gilt:

etJn(0) =


1 t

1!
t2

2!
tn−1

(n−1)!
0 1 t

1!
t2

2!
. . . . . . . . .

0 1 t
1!

0 0 1

 , Jn(0) =


0 1 0 0
0 0 1 0

. . . . . . . . .

0 0 1
0 0 0

 .

Dies wurde schon in den Übungen nachgerechnet. Somit sind nun alle Faktoren in (9.3) im Prinzip
berechenbar. Dies sei nun an einem Beispiel illustriert.
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9.9.1 Beispiel Es soll die Lösung des Anfangswertproblemes

ẋ(t) = Ax(t) , A =

1 0 0
1 1 −1
0 0 2

 , x(0) =

 1
−1
1

 ,

berechnet werden. In Beispiel 9.7.1 wurde schon gezeigt, dass

A =

 0 0 1
−1 1 0
1 0 0

2 0 0
0 1 1
0 0 1

 0 0 1
−1 1 0
1 0 0

−1

=

 0 0 1
−1 1 0
1 0 0

2 0 0
0 1 0
0 0 1

+

0 0 0
0 0 1
0 0 0

0 0 1
0 1 1
1 0 0

 .

Also

etA =

 0 0 1
−1 1 0
1 0 0

e2t 0 0
0 et 0
0 0 et

1 0 0
0 1 t
0 0 1

0 0 1
0 1 1
1 0 0

 =

 et 0 0
tet et et − e2t
0 0 e2t

 ,

und die Lösung ist

x(t) = etA x(0) =

 et

tet − e2t
e2t

 ,

was durch Einsetzen nochmals überprüft werden kann. �

Zuletzt sei noch darauf hingewiesen, dass auch homogene lineare Differentialgleichungssysteme k-
ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten umgeschrieben werden kann als ein System erster Ordnung.
Ein System k-ter Ordnung für eine kmal differenzierbare vektorwertige Funktion t ∈ R 7→ y(t) ∈ CN

ist von der Gestalt
y(k) − Ak−1y

(k−1) − . . .− A1y
′ − A0y = 0 ,

wobei Ak−1, . . . , A0 ∈ Mat(N × N,C) und die Ableitungen iterativ definiert sind durch y(k)(t) =
∂ty

(k−1)(t). Die Anfangsbedingungen sind dann

y(j)(0) = bj ∈ CN , j = 0, . . . , k − 1 .

Nun setzen wir

A =


0 1 0

0
. . . 0
0 1

A0 A1 · · · Ak−1

 , x =


y
y′

...
y(k−2)

y(k−1)

 , x0 =


b0
b1
...

bk−2
bk−1


Dann gilt nach Ausmultiplizieren unter Einbeziehen der Differentialgleichung in der letzten Zeile:

ẋ(t) = Ax(t) , x(0) = x0 .

Somit ist die Äquivalenz des homogenen linearen Differentialgleichungssystems k-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten zu einen System erster Ordnung nachgewiesen.
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9.9.2 Beispiel Die gedämpfte Schwingungsgleichung my′′ + ry′ + ky = 0 mit m, r, k ∈ R lässt sich
umschreiben zu

∂t

(
y
y′

)
=

(
0 1
− k
m
− r
m

)(
y
y′

)
.

�

10 Matrixzerlegungen

In diesem Kapitel werden lediglich Matrizen betrachtet und diese dann auf verschiedene Art und
Weise zerlegt, d.h. als Matrixprodukt einfacherer Matrizen umgeschrieben. Alles überträgt sich dann
auf abstrakte lineare Abbildungen, indem ihre darstellenden Matrizen betrachtet werden. Die Zerle-
gungen sind allesamt von Interesse sowohl in numerischen Anwendungen wie auch in theoretischen.
Bei der Herleitung der Zerlegungen werden zudem noch eine Menge zusätzlicher Eigenschaften von
Matrizen vorgestellt. Alles wird für komplexe Matrizen A ∈ Mat(N ×M,C) formuliert, die ja auch
die reellen Matrizen enthalten. Der Bild- und Urbildraum der zu A zugehörigen linearen Abbildung
sind CN und CM , und diese sind mit dem euklidischen Skalarprodukt versehen,

〈v|w〉 =
N∑
n=1

vnwn , v =

v1
...
vN

 ∈ CN , w =

w1
...
wN

 ∈ CN .

Einige Matrixzerlegungen sind schon bekannt:

• Diagonalisierung A = M−1DM für diagonalisierbares quadratisches A.
• Unitäre Diagonalisierung A = U∗DU für normales A.
• Jordanzerlegung A = M−1(D + J)M für quadratisches A

10.1 LR-Zerlegung

Auch die folgende Zerlegung ist im Wesentlichen schon bekannt, denn es ist nichts anderes als eine
Reformulierung des Gauss-Algorithmus. Es sei daran erinnert (Satz 6.1.4), dass eine Permutations-
matrix eine quadratische Matrix ist, die in jeder Zeile und jeder Spalte genau eine 1 und sonst nur
0 stehen hat.

10.1.1 Satz (LR-Zerlegung oder LU-Zerlegung oder Dreieckszerlegung) Sei A ∈ Mat(N ×M,C).
Dann existiert eine Permutationsmatrix P ∈ Mat(N ×N,C) und eine untere (linke, lower) Dreiecks-
matrix L ∈ Mat(N ×N,C) und eine obere (rechte, upper) Dreiecksmatrix R ∈ Mat(N ×M,C), so
dass

P A = LR .

Die Diagonaleinträge von L können gleich 1 gewählt werden.

Beweis. Es wird der Gauss-Algorithmus auf A wie im Beweis von Satz 5.5.4 angewandt, jedoch
ohne Normierungsschritte. Wenn kein Vertauschen von Zeilen notwendig ist (d.h. alle Pivotelemente
ungleich 0 sind), so werden also lediglich Vielfache vorheriger Zeilen dazuaddiert. Diese sind jeweils
durch Multiplikation mit unteren Dreiecksmatrizen von links gegeben. Da das Produkt dieser unterer
Dreiecksmatrizen wieder eine untere Dreiecksmatrix U mit 1 auf der Diagonale ist, folgt aus dem
Gauss-Algortihmus, dass

U A = R ,
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wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist. Nun ist U invertierbar und sein Inverses L = U−1 eine
untere Dreiecksmatrix. Hieraus folgt die Zerlegung A = LR, die eindeutig ist. Wenn hingegen Zeilen
vertauscht werden müssen, so kann das auch ganz zu Anfang geschehen und dies wird genau durch
die Multiplikation eines geeigneten P von links erreicht. 2

Es sei noch kurz der Algorithmus zur Bestimmung der LR-Zerlegung beschrieben in dem Fall, wo
keine Permutation notwendig ist (Kochrezept):

• Bilde (A|1N).
• Wende den Gauss-Algorithmus auf (A|1N) an ohne zu normieren. Er liefert (R|1N − S) wobei
S eine echte untere Dreiecksmatrix ist (insbesondere nilpotent).

• Dann ist L = (1N − S)−1 = 1N + S + S2 + . . .+ SN−1.

Eine weitere Faktorisierung, die mit Hilfe des Gauss-Algorithmus hergeleitet werden kann, ist
die folgende Normalform. Es gibt von ihr Verallgemeinerungen auch für Matrizen mit Einträgen in
beliebigen Ringen.

10.1.2 Satz (Smith Normalform) Sei A ∈ Mat(N ×M,C). Dann existieren invertierbare Matrizen
S ∈ Mat(N × N,C) und T ∈ Mat(M ×M,C) sowie ein r ≤ min{N,M}, gleich dem Rang von A,
mit

S AT =

(
1r 0
0 0

)
.

Beweisskizze. Dies ist im Wesentlichen der Rangsatz. Sei w1, . . . , wr eine Basis von Ran(A). Dann
sind die Urbilder v1, . . . , vr linear unabhängig in CM und können zu einer Basis ergänzt werden durch
vr+1, . . . , vM ∈ Ker(A). Dann ergänze noch w1, . . . , wr durch wr+1, . . . , wN zu einer Basis von CN .
Dies ergibt S−1 = (w1, . . . , wN) und T = (v1, . . . , vN) die gewünschte Darstellung. 2

10.2 QR-Zerlegung

Auch die nächste Zerlegung ist eine Umformulierung eines bekannten Algorithmus, nämlich des
Gram-Schmidt’schen Orthonormierungsverfahrens angewandt auf die Spalten der Matrix.

10.2.1 Satz (QR Zerlegung) Sei A ∈ Mat(N × N,C) invertierbar. Dann existieren eine unitäre
Matrix Q ∈ Mat(N × N,C) und eine obere Dreiecksmatrix R ∈ Mat(N × N,C) mit positiver
Diagonale, so dass

A = QR .

Diese Zerlegung ist eindeutig.

Beweis. Es wird das Gram-Schmidt Orthonormierungsverfahren aus Satz 8.4.3 auf die Spaltenvek-
toren von A angewandt. Sei also A = (v1, . . . , vN), dann werden u1, . . . , uN iterativ bestimmt durch

un+1 =
vn+1 − Pnvn+1

‖vn+1 − Pnvn+1‖
, Pn =

n∑
l=1

|ul〉〈ul| .

Wenn wir dann Q = (u1, . . . , uN) setzen, so ist Q unitär. Weil der un lediglich Linearkombination
von v1, . . . , vn ist, gilt zudem

Q = AO ,
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wobei O eine obere Dreiecksmatrix mit positiver Diagonale ist. Letzteres, weil der Diagonalkoeffizient
einfach durch den positiven Normierungsfaktor gegeben ist. Nun ist R = O−1 eine obere Dreiecksma-
trix mit positiven Diagonaleinträgen (gegeben durch die Inversen der Diagonaleinträge von O) und
deswegen gilt A = QR. 2

10.3 Variationsprinzipien

Das Ziel ist es als Nächstes die Polarzerlegung und die Singulärwertzerlegung vorzustellen. Hierfür
sind jedoch eine lange Reihe an Vorbereitungen notwendig, die allerdings auch für sich genommen
interessant sind. Sie betreffen Variationsprinzipien, positiv definite Matrizen und partielle Isometrien.

10.3.1 Satz (Poincaré) Sei A = A∗ ∈ Mat(N ×N,C) und seien z′n für n = 1, . . . , N die Eigenwerte
aufgelistet mit ihrer Multiplizität und, so dass z′n+1 ≤ z′n. Sei U ⊂ CN ein beliebiger Unterraum der
Dimension n. Dann gibt es normierte Vektoren v, w ∈ U mit

〈v|Av〉 ≤ z′n , 〈w|Aw〉 ≥ z′N−n+1 .

Beweis. Sei V ⊂ CN der Unterraum, der von Eigenvektoren zu z′n, . . . , z
′
N aufgespannt wird. Dann

gilt
dim(U) + dim(V ) = n+ (N − n+ 1) = N + 1 .

Somit erfüllt der Schnitt dim(U ∩ V ) ≥ 1 nach Dimensionssatz (Satz 3.4.9). Sei v ∈ U ∩ V normiert.
Dann ist v =

∑N
l=n λlul, wobei Aul = z′lul mit 〈uk|ul〉 = δk,l und

∑N
l=n |λl|2 = 1. Somit

〈v|Av〉 =
N∑

l,k=n

λl λk 〈ul|Auk〉 =
N∑

l,k=n

λl λk 〈ul|z′kuk〉 =
N∑
l=n

|λl|2 z′l ≤
N∑
l=n

|λl|2 z′n = z′n .

Dies zeigt die erste Ungleichung. Die zweite folgt, indem die erste auf −A angewandt wird, oder aber
obiges Argument (gespiegelt) wiederholt wird. 2

Hieraus folgen die ersten sogenannten Variationsprinzipien.

10.3.2 Satz (Courant’s Minimax-Prinzip und Fischer Prinzip) Sei A = A∗ ∈ Mat(N × N,C) und
seien z′n für n = 1, . . . , N die Eigenwerte aufgelistet mit ihrer Multiplizität und, so dass z′n+1 ≤ z′n.
Dann gilt

z′n = min
dim(U)=N−n+1

max
v∈U\{0}

〈v|Av〉
‖v‖2

= max
dim(U)=n

min
v∈U\{0}

〈v|Av〉
‖v‖2

,

wobei das Maximum bzw. Minimum berechnet wird, während U über alle Unterräume von CN

mit angegebener Dimension variiert. Der Quotient auf der rechten Seite heißt auch der Rayleigh
Koeffizient. Insbesondere gilt für den kleinsten und größten Eigenwert

z′N = min Spec(A) = min
v 6=0

〈v|Av〉
‖v‖2

, z′1 = max Spec(A) = max
v 6=0

〈v|Av〉
‖v‖2

. (10.1)

Beweis. Der Rayleigh Koeffizient ist skalierungsinvariant in v (d.h. unter der Abbildung v 7→ λv).
Somit reicht es zu zeigen, dass

z′n = max
dim(U)=n

min
v∈U , ‖v‖=1

〈v|Av〉 = min
dim(U)=N−n+1

max
v∈U , ‖v‖=1

〈v|Av〉 .
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Wir betrachten nun die erste Gleichung. Nach Satz 10.3.1 gibt es für jeden Unterraum U der Dimen-
sion n ein normiertes v ∈ U mit 〈v|Av〉 ≤ z′n, also gilt für jedes U , dass minv∈U , ‖v‖=1 〈v|Av〉 ≤ z′n.
Andererseits kann U = span{u1, . . . , un} gewählt werden, wobei u1, . . . , un ein Orthonormalsystem
von Eigenvektoren mit Aul = z′lul ist. Für dieses spezielle U gilt minv∈U , ‖v‖=1 〈v|Av〉 = z′n. Dies zeigt
die erste Gleichung. Für die zweite kann analog vorgegangen werden, oder sie kann durch Vertauschen
von A mit −A aus der ersten abgeleitet werden. 2

10.4 Positivität von Matrizen

10.4.1 Definition Eine Matrix A ∈ Mat(N × N,C) heißt positiv semidefinit genau dann, wenn
A = A∗ und Spec(A) ⊂ [0,∞). Sie heißt positiv definit, falls zudem 0 6∈ Spec(A). Analog definiert
sind negativ definite und semidefinite Matrizen. Kurzschreibweisen hierfür sind A ≥ 0 und A > 0,
bzw. A ≤ 0 und A < 0. Eine selbstadjungierte Matrix A heißt indefinit genau dann, wenn sie weder
positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist.

10.4.2 Bemerkung Es gilt A < 0 genau dann, wenn −A > 0. In der Tat, das charakteristische
Polynom erfüllt p−A(z) = (−1)NpA(−z), so dass die Nullstellen an 0 gespiegelt sind. Dies folgt z.B.
auch aus dem spektralen Abbildungssatz angewandt mit der Funktion f(z) = −z.

10.4.3 Satz Sei A = A∗ ∈ Mat(N ×N,C). Dann

A ≥ 0 ⇐⇒ 〈v|Av〉 ≥ 0 ∀ v ∈ CN .

Analoges gilt für positive Definitheit, und negative Semidefinitheit und Definitheit.

Beweis. ”=⇒” Nach dem Spektralsatz für normale Matrizen gibt es eine unitäre Matrix U , so
dass A = U∗DU und die Diagonalmatrix D hat nach Voraussetzung nur nicht-negative Einträge
d1, . . . , dN . Nun folgt mit w = Uv

〈v|Av〉 = 〈w|Dw〉 =
N∑
n=1

dn |wn|2 ≥ 0 , w =

w1
...
wN

 .

Die Umkehrung ”⇐=” folgt aus (10.1), kann aber auch direkt wie folgt bewiesen werden. Nach
dem Spektralsatz existiert eine Orthonormalbasis u1, . . . , uN von Eigenvektoren zu den Eigenwerten
z′1, . . . , z

′
N . Dann ist nach Voraussetzung

z′n = 〈un|Aun〉 ≥ 0 ,

d.h. alle Eigenwerte von A sind nicht negativ. 2

10.4.4 Korollar Sei A ∈ Mat(N ×N,C). Dann gilt A∗A ≥ 0. Falls A invertierbar ist, gilt A∗A > 0.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 10.4.3, da 〈v|A∗Av〉 = 〈Av|Av〉 ≥ 0, und echt größer als 0, falls
A invertierbar ist. 2

10.4.5 Korollar Sei A = A∗ ∈ Mat(N ×N,C) und M ∈ Mat(N ×N,C) invertierbar. Dann gilt

A ≥ 0 ⇐⇒ M∗AM ≥ 0 .

Falls M nicht invertierbar ist, gilt nur die Implikation ”=⇒”. Analoges gilt für positive Definitheit,
und negative Semidefinitheit und Definitheit.
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Beweis. Dies folgt aus Satz 10.4.3, da 〈v|M∗AMv〉 = 〈Mv|A(Mv)〉 und M bijektiv ist. 2

10.4.6 Korollar Die positiv definiten Matrizen bilden einen Kegel, d.h. wenn A > 0, B > 0 und
λ > 0, dann ist auch A+ λB > 0.

Beweis. In der Tat, für jeden Vektor v gilt

〈v|(A+ λB)v〉 = 〈v|Av〉+ λ 〈v|Bv〉 > 0 ,

so dass die Aussage aus Satz 10.4.3 folgt. 2

Nun sollen Kriterien vorgestellt werden, die es erlauben, positive Definitheit bei einer gegebenen
Matrix zu überprüfen.

10.4.7 Satz Sei A = A∗ ∈ Mat(N ×N,C) mit charakteristischem Polynom

pA(z) = det(A− z 1) =
N∑
n=0

pnz
n .

Dann sind pn ∈ R und es gilt

(−1)npn > 0 für n = 0, . . . , N ⇐⇒ A > 0 .

Beweis. Die Aussage folgt aus Descartes’ Vorzeichenregel für Polynome mit reellen Koeffizienten, die
Positivität sämtlicher Wurzeln des Polynoms in Verbindung bringt mit alternierenden Vorzeichen,
so wie angegeben. Der recht trickreiche Beweis hat nichts mit linearer Algebra zu tun und kann z.B.
im Buch von Fischer nachgelesen werden [Fis]. 2

10.4.8 Satz (Hurwitz’ Hauptminorenkriterium) Sei A = A∗ ∈ Mat(N × N,C). Für n = 1, . . . , N
seien dann die folgenden Untermatrizen definiert:

An = (Ak,l)1≤k,l≤n ∈ Mat(n× n,C) .

Ihre Determinanten heißen Hauptminoren. Dann gilt

A > 0 ⇐⇒ det(An) > 0 ∀ n = 1, . . . , N .

Beweis. ”=⇒” Jeder Vektor v ∈ Cn kann durch Nullen ergänzt werden zu einem Vektor v̂ ∈ CN .
Dann gilt 〈v|Anv〉 = 〈v̂|Av̂〉. Nun ist Letzteres nach Voraussetzung immer positiv. Somit folgt aus
Satz 10.4.3, dass An > 0. Die Determinante einer positiven Matrix ist als Produkt der positiven
Eigenwerte aber positiv.

”⇐=” Die Umkehrung wird durch Induktion über n gezeigt. Offensichtlich ist A1 > 0 (weil die
Determinante ja der Diagonaleintrag ist). Es wird nun der Schritt von n − 1 nach n überprüft. Sei
also An−1 > 0. Dann gibt es nach dem Spektralsatz eine Orthonormalbasis u1, . . . , un−1 von Cn−1

von Eigenvektoren zu An−1. Diese werden durch je eine Null ergänzt zu û1, . . . , ûn−1 ∈ Cn. Diese
Vektoren bilden ein Orthonormalsystem in Cn, das durch den Standardbasisvektor en zu einer Basis
ergänzt wird. Diesen letzten Basisvektor ersetzen wir nun durch

v = en −
n−1∑
k=1

1

zk
〈ûk|Anen〉 ûk .
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Dann setze M = (û1, . . . , ûn−1, v) ∈ Mat(n × n,C), was invertierbar ist, da die Spaltenvektoren
immer noch eine Basis bilden. Außerdem gilt

〈ûl|Anv〉 = 〈ûl|Anen〉 −
n−1∑
k=1

1

zk
〈ûk|Anen〉 〈ûl|Anûk〉

= 〈ûl|Anen〉 −
n−1∑
k=1

〈ûk|Anen〉 〈ûl|ûk〉 = 0 .

Weil M∗AnM selbstadjungiert ist, folgt deswegen

M∗AnM =

(
D 0
0 〈v|Anv〉

)
.

Nun ist nach Induktionsvoraussetzung D > 0. Außerdem besagt die Vorausetzung, dass die Deter-
minante der linke Seite det(M∗AnM) = | det(M)|2 det(An) positiv ist. Somit muss auch der letzte
Diagonaleintrag 〈v|Anv〉 positiv sein. Es folgt, dass M∗AnM > 0 und nach Korollar 10.4.5 somit
An > 0. Die Induktion besagt nun, dass A = AN > 0. 2

10.4.9 Beispiel Sei

A =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

 .

Dann ist
pA(z) = (2− z)3 − (2− z)− (2− z) = −z3 + 6z2 − 10z + 4 .

Also liegen alternierende Vorzeichen vor und somit A > 0. Auch das Hurwitz Kriterium kann ange-
wandt werden, denn

det(A3) = det(A) = 4 , det(A2) = det

(
2 −1
−1 2

)
= 3 , det(A1) = 2 ,

so dass alle Hauptminoren positiv sind. �

10.5 Singulärwertzerlegung

10.5.1 Definition Der Betrag einer Matrix A ∈ Mat(N ×M,C) ist die positiv semidefinite Matrix

|A| = (A∗A)
1
2 ∈ Mat(M×M,C), wobei die Wurzel durch das Spektralkalkül der positiv semidefiniten

Matrix A∗A definiert ist, d.h. wenn

A∗A = U∗

(µ1)
2

. . .

(µM)2

U , (10.2)

mit unitärem U ∈ Mat(M ×M,C), dann

|A| = U∗

µ1

. . .

µM

U .

Die Eigenwerte µm von |A| heißen die Singulärwerte von A und werden geordnet durch

0 ≤ µM ≤ µM−1 ≤ . . . ≤ µ1 .
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10.5.2 Bemerkung Selbst für eine quadratische Matrix A ∈ Mat(N × N,C) gilt nicht immer
|A| = |A∗|, es sei denn N = 1 (für jede komplexe Zahl a gilt ja |a| = |a|). Es gilt |A| = |A∗| genau
dann, wenn A normal ist. Satz 10.5.3 impliziert jedoch, dass zumindestens der Rang von |A| gleich
dem von |A∗| ist. Eine weit stärkere Aussage ist, dass sogar die positiven Singulärwerte von A und
A∗ gleich sind. �

Folgende Tatsachen gelten auch in allgemeinerem Rahmen (siehe Satz 8.9.6).

10.5.3 Satz Sei A ∈ Mat(N ×M,C). Dann gilt

Ker(A) = Ran(A∗)⊥ , (10.3)

wobei das orthogonale Komplement in CM bzgl. des Standardskalarproduktes genommen wird. Zu-
dem

Ker(A) = Ker(A∗A) , Ran(A) = Ran(AA∗) .

Die Ränge von A, A∗, A∗A, AA∗, |A| und |A∗| sind allesamt gleich, d.h.

dim(Ran(A)) = dim(Ran(A∗)) = dim(Ran(A∗A)) = dim(Ran(AA∗)) .

Beweis. Es gilt unter zweimaliger Verwendung von Lemma 8.5.2

v ∈ Ker(A) ⇐⇒ 〈w|Av〉 = 0 ∀ w ∈ CN

⇐⇒ 〈A∗w|v〉 = 0 ∀ w ∈ CN

⇐⇒ v ∈ Ran(A∗)⊥ ,

und die erste Behauptung ist gezeigt. Offensichtlich ist zunächst Ker(A) ⊂ Ker(A∗A), aber für
v ∈ Ker(A∗A) gilt

‖Av‖2 = 〈Av|Av〉 = 〈v|A∗Av〉 = 0 ,

und somit auch Av = 0. Deswegen auch Ker(A∗A) ⊂ Ker(A). Mit (10.3) folgt dann

Ran(A∗A) = Ker(A∗A)⊥ = Ker(A)⊥ = Ran(A∗) ,

also insbesondere auch dim(Ran(A∗A)) = dim(Ran(A∗)), und analog für AA∗. Aus (10.3) folgt

dim(Ran(A∗)) = M − dim(Ran(A∗)⊥) = M − dim(Ker(A))

= M −
(
M − dim(Ran(A))

)
= dim(Ran(A)) ,

wobei im vorletzten Schritt der Rangsatz für A verwandt wird. 2

10.5.4 Satz (Singulärwertzerlegung) Sei A ∈ Mat(N ×M,C). Dann gibt es unitäre Matrizen W ∈
Mat(N ×N,C) und U ∈ Mat(M ×M,C), und eine Diagonalmatrix D ∈ Mat(N ×M,C) mit

A = WDU .

Auf der Diagonalen von D stehen Singulärwerte von A.
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Beweis. Um die Struktur der Konstruktion klar darzustellen, betrachen wir zunächst den Fall eines
invertierbaren A, d.h. insbesondere N = M . Ausgangspunkt ist (10.2). Setze D = U |A|U∗. Dann
ist D > 0 und somit invertierbar. Deswegen ist es möglich, W = AU∗D−1 zu setzen, was ja zu
A = WDU führt. Außerdem ist W in der Tat unitär, da

W ∗W = (AU∗D−1)∗AU∗D−1 = D−1UA∗AU∗D−1 = D−1D2D−1 = 1 .

Nun betrachten wir den Fall M ≥ N , der andere wird analog behandelt. Dann ist der Rang von A
beschränkt durch rk(A) ≤ N und somit gibt es höchstens N nicht verschwindende Singulärwerte,
d.h. µN+1 = 0 (vgl. Satz 8.9.6). Wir setzen

D =

µ1 0 . . . 0
. . .

...
...

µN 0 . . . 0

 ∈ Mat(N ×M,C) .

Sei r so, dass µr > 0 und µr+1 = 0 (d.h. r =rk(A) ist der Rang von A). Wenn en ∈ CM die
Standardbasisvektoren sind, dann gilt zunächst

AU∗ en = 0 , n = r + 1, . . . ,M . (10.4)

Außerdem sind

wn =
1

µn
AU∗ en , n = 1, . . . , r , (10.5)

wohldefiniert und erfüllen

〈wn|wm〉 =
1

µn

1

µm
〈AU∗en|AU∗em〉 =

1

µn

1

µm
〈en|UA∗AU∗em〉 = δn,m .

Also bilden w1, . . . , wr ein Orthonormalsystem in CN , welches durch wr−1, . . . , wN zu einer Ortho-
normalbasis ergänzt wird. Dann ist W = (w1, . . . , wN) eine unitäre Matrix. Zusammen ergeben dann
(10.4) und (10.5)

WD = AU∗ ,

was eine Auswertung auf der Standardbasis zeigt. Dies impliziert die Zerlegung. 2

10.5.5 Bemerkung Der obige Beweis kann durchaus auch als Algorithmus (Kochrezept) zur Be-
stimmung der Singulärwertzerlegung verstanden werden:

• Berechne A∗A und führe eine unitäre Diagonalisierung A∗A = U∗D̂U durch.

• Bilde D (von gleicher Größe wie A) aus
(
D̂
) 1

2 durch Hinzufügen von Nullzeilen oder Nullspalten.
• Berechne die Bildvektoren wn = 1

µn
AU∗en für n = 1, . . . , r = rk(A).

• Vervollständige w1, . . . , wr zu einer Orthonormalbasis (z.B. durch Gram-Schmidt) und bilde W .

Alternativ kann auch erst die Singulärwertzerlegung von A∗ berechnet werden und daraus die von A
abgelesen werden (durch Adjungieren). Dies kann weniger Rechenaufwand bedeuten, wenn M > N
so dass AA∗ kleiner als A∗A ist. �
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10.6 Polarzerlegung

10.6.1 Satz (Polarzerlegung) Sei A ∈ Mat(N × N,C). Dann existiert eine unitäre Matrix V ∈
Mat(N ×N,C) mit

A = V |A| .

Beweis. Aus der Singulärwertzerlegung folgt

A = WDU = WUU∗DU = WU |A| ,

wobei W und U unitär sind. Also ist auch V = WU unitär.

Im Fall Ker(A) = {0} kann auch ein kurzer Beweis ohne Singulärwertzerlegung angegeben werden.
Dann ist nämlich |A| invertierbar und somit kann man V = A|A|−1 setzen. In der Tat folgt dann aus
A∗A = |A|∗|A| auch (|A|∗)−1A∗A|A|−1 = 1, was gleichbedeutend mit V ∗V = 1. 2

Es gibt eine weitere Version der Polarzerlegung, die anstelle der Unitären eine eindeutige soge-
nannte partielle Isometrie verwendet.

10.6.2 Definition Eine Matrix V ∈ Mat(N ×M,C) heißt partielle Isometrie, falls V ∗V eine Pro-
jektion im CM ist.

10.6.3 Satz Eine Matrix V ∈ Mat(N ×M,C) ist genau dann eine partielle Isometrie, wenn es ein
K gibt und Orthonormalsysteme u1, . . . , uK in CM und w1, . . . , wK in CN dergestalt, dass

V =
K∑
k=1

|wk〉〈uk| .

Hierbei spannen u1, . . . , uK den Unterraum Ran(V ∗) ⊂ CM auf, und w1, . . . , wK den Unterraum
Ran(V ) ⊂ CN . Außerdem ist V eine partielle Isometrie genau dann, wenn auch V ∗ eine partielle
Isometrie ist.

Beweis. Da V ∗V eine Projektion auf den Unterraum Ran(V ∗V ) = Ran(V ∗) ist, gilt nach Satz 8.9.2

V ∗V =
K∑
k=1

|uk〉〈uk| .

Nun setze wk = V uk. Diese Vektoren bilden in der Tat ein Orthonormalsystem, denn

〈wk|wl〉 = 〈V uk|V ul〉 = 〈uk|V ∗V ul〉 = δk,l .

Außerdem gilt

V =
K∑
k=1

V |uk〉〈uk| =
K∑
k=1

|wk〉〈uk| ,

denn jede Matrix ist nach Satz 5.7.1 durch die Wirkung auf einer Basis festgelegt (und die ist
hier u1, . . . , uK ergänzt durch eine Basis von Ker(V )). Somit ist gezeigt, dass V die angegebene
Darstellungsformel hat. Umgekehrt, wenn V =

∑K
k=1 |wk〉〈uk|, so kann direkt nachgerechnet werden,

dass V ∗V eine Projektion ist, d.h. V eine partielle Isometrie.

Somit sind die ersten Aussagen verifiziert. Nun zur letzten Äquivalenz. Wenn V wie oben ist,
dann ist

V ∗ =
K∑
k=1

|uk〉〈wk| ∈ Mat(M ×N,C) .

Diese Abbildung ist nach obiger Charakterisierung aber wieder eine partielle Isometrie. 2

127



10.6.4 Bemerkung Es sei daran erinnert (Bemerkung 8.9.4), dass für jede Projektion P und jeden
Vektor v ∈ Ran(P ) auch gilt Pv = v (weil v = Pw = P 2w = PPw = Pv). Somit gilt

‖V v‖2 = 〈V v|V v〉 = 〈v|V ∗V v〉 = 〈v|v〉 = ‖v‖2 , v ∈ Ran(V ∗V ) = Ran(V ∗) = Ker(V )⊥ .

Für Vektoren w ∈ Ker(V ) gilt ‖V w‖ = 0. Aus diesen Gründen wird V eine partielle Isometrie, weil
eben nur für einige Vektoren die Länge erhalten bleibt. Zusammenfassend ist die partielle Isometrie
spezifiziert durch zwei Zerlegungen:

CM = Ker(V )⊕Ker(V )⊥ = Ker(V )⊕ Ran(V ∗) ,

CN = Ker(V ∗)⊕Ker(V ∗)⊥ = Ker(V ∗)⊕ Ran(V ) ,

zusammen mit einer isometrischen Bijektion von Ran(V ∗) auf Ran(V ). Es gibt im Allgemeinen viele
solche Abbildungen, d.h. die partielle Isometrie ist nicht eindeutig festgelegt durch die Vorgabe von
zwei Zerlegungen und CN und CM (mit gleichdimensionalen zweiten Summanden). �

10.6.5 Satz (Eindeutige Polarzerlegung mit partieller Isometrie) Sei A ∈ Mat(N ×M,C). Dann
existiert eine eindeutige partielle Isometrie V ∈ Mat(N ×M,C) mit

A = V |A| , Ker(V ) = Ker(A) .

Es gilt: (i) V ∗V |A| = |A| (ii) V ∗A = |A| (iii) V V ∗A = A

Beweis. Die Konstruktion ist wie in Satz 10.6.1 besonders einfach im Fall Ker(A) = {0}, denn dann
ist |A| invertierbar. Dann setzt man V = A|A|−1. In der Tat folgt dann aus A∗A = |A|∗|A| auch
(|A|∗)−1A∗A|A|−1 = 1, was gleichbedeutend mit V ∗V = 1 ist.

Im allgemeinen Fall beginnen wir mit der Singulärwertzerlegung. Hierin ist D ∈ Mat(N ×M,C)
mit den Singulärwerten als Diagonaleinträgen. Wenn r der Rang von A ist, so kann dies auch zerlegt
weren in

D =

(
1r 0
0 0

)
D̂ ,

wobei

D̂ =

µ1

. . .

µM

 ∈ Mat(M ×M,C) .

Somit wird die Singulärwertzerlegung

A = W

(
1r 0
0 0

)
D̂ U = W

(
1r 0
0 0

)
U U∗ D̂ U = W

(
1r 0
0 0

)
U |A| ,

wo im letzten Schritt Definition 10.5.1 verwandt wurde. Nun setze

V = W

(
1r 0
0 0

)
U .

Es gilt

V ∗V = U∗
(

1r 0
0 0

)
U ,
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was eine Projektion ist, denn V ∗V ist selbstadjungiert und V ∗V V ∗V = V ∗V . Also ist V in der Tat
eine partielle Isometrie mit

Ker(V ) = Ker

((
1r 0
0 0

)
U

)
= Ker(DU) = Ker(U∗D2U) = Ker(A∗A) = Ker(A) .

Dies beendet den Beweis der Existenz der Polarzerlegung, ausgehend von der Singulärwertzerlegung.

Es sei noch kurz ein direktes alternatives Argument für die Existenz skizziert. Zunächst gilt für
alle v ∈ CN

‖|A|v‖2 = 〈|A|v : |A|v〉 = 〈v : |A|2v〉 = 〈v : A∗Av〉 = ‖Av‖2 . (10.6)

Also ist Ker(|A|) = Ker(A), was auch schon aus Satz 10.5.3 folgt. Nun definieren wir V : Ran(|A|)→
Ran(A) als lineare Abbildung durch

V |A|v = Av .

Nach (10.6) ist V wohldefiniert, d.h. |A|v = |A|w impliziert |A|(v−w) = 0 und somit A(v−w) = 0,
d.h. Av = Aw. Zudem ist V nach (10.6) isometrisch. Um V zu einer auf ganz CM definierten linearen
Abbildung zu machen, wird nun V auf Ran(|A|)⊥ = Ker(|A|∗) = Ker(|A|) gleich Null gesetzt, d.h.
Ker(V ) = Ker(|A|) = Ker(A). Nach Bemerkung 10.6.4 ist V dann eine partielle Isometrie.

Zur Eindeutigkeit: Sei V̂ eine weitere partielle Isometrie mit

V̂ |A| = V |A| = A , Ker(V̂ ) = Ker(A) = Ker(V ) = Ker(|A|) .

Aus Ersterem folgt V̂ v = V v für alle v ∈ Ran(|A|) = Ker(|A|)⊥, was zusammen mit Letzterem
V̂ = V impliziert.

Zuletzt zu den Identitäten: (i) V ∗V ist die Projektion auf Ker(V )⊥ = Ker(A)⊥ = Ker(|A|)⊥ =
Ran(|A|)⊥. Also folgt V ∗V |A| = |A|. (ii) Mit (i) folgt V ∗A = V ∗V |A| = |A|. (iii) V V ∗A =
V V ∗V |A| = V |A| = A, wieder nach (i). 2

10.6.6 Beispiel Es soll der Betrag sowie die Singulärwertzerlegung als auch die eindeutige Polar-
zerlegung (mit partieller Isometrie wie in Satz 10.6.5) von

A =

 1 −i
0 1
−i 0


bestimmt werden. Zunächst ist

A∗A =

(
1 0 i
i 1 0

) 1 −i
0 1
−i 0

 =

(
2 −i
i 2

)
.

Das charakteristische Polynom ist pA∗A(z) = z2− 4z+ 3 = (z− 3)(z− 1). Somit sind die Eigenwerte
z1 = 3 und z2 = 1 mit orthonormierten Eigenvektoren

u1 =
1√
2

(
1
i

)
, u2 =

1√
2

(
1
−i

)
.

Also setzen wir

U∗ = (u1, u2) =
1√
2

(
1 1
i −i

)
.
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Dann ist

A∗A = U∗
(

3 0
0 1

)
U ,

und somit

|A| = U∗
(√

3 0
0 1

)
U =

1√
2

(
1 1
i −i

)(√
3 0

0 1

)
1√
2

(
1 −i
1 i

)
=

1

2

(
1 +
√

3 i(1−
√

3)

−i(1−
√

3) 1 +
√

3

)
.

In der Singulärwertzerlegung A = WDU sind nun bekannt U und

D =

√3 0
0 1
0 0

 .

Gemäß (10.5) werden nun berechnet

w1 =
1√
3
AU∗ e1 =

1√
6

 2
i
−i

 , w2 = AU∗ e2 =
1√
2

 0
−i
−i

 .

Diese Vektoren werden ergänzt zu einer Orthonormalbasis, z.B. durch Anwenden des Gram-Schmidt
Verfahrens angewandt auf den dritten Vektor e1. Dies führt zu

w3 =
1√
3

 1
−i
i

 .

Dann ist W = (w1, w2, w3). Zusammenfassend

A =


2√
6

0 1√
3

i√
6

−i√
2

−i√
3

−i√
6

−i√
2

−i√
3


√3 0

0 1
0 0

 1√
2

(
1 −i
1 i

)
.

Für die Polarzerlegung A = V |A| können wir nun V = A|A|−1 verwenden, denn das Inverse |A|−1
existiert und ist

|A|−1 = U∗
( 1√

3
0

0 1

)
U =

1

2

(
1 + 1√

3
i(1− 1√

3
)

−i(1− 1√
3
) 1 + 1√

3

)
.

Also

V = A |A|−1 =

 1 −i
0 1
−i 0

 1

2

(
1 + 1√

3
i(1− 1√

3
)

−i(1− 1√
3
) 1 + 1√

3

)
=


1√
3

− i√
3

− i
2
(1− 1√

3
) 1

2
(1 + 1√

3
)

− i
2
(1 + 1√

3
) 1

2
(1− 1√

3
)

 .

Alternativ kann V = W
(
1r 0
0 0

)
U verwandt werden. Somit sind alle Matrizen berechnet. �
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10.7 Pseudoinverse

Nun soll noch eine Anwendung der Singulärwertzerlegung angegeben werden, und zwar Gauss’ Me-
thode der kleinsten Fehlerquadrate und die damit verbundene Pseudoinverse (oder Moore-Penrose In-
verse, 1920, 1955). Die Ausgangsfragestellung ist die folgende. Ein lineares Gleichungssystem Ax = b
mit A ∈ Mat(N ×M,C) habe keine Lösung. Was ist dann die beste Approximation einer Lösung,
d.h. ein x ∈ CM , für welches

‖Ax− b‖2 =
N∑
n=1

∣∣ M∑
m=1

An,mxm − bn
∣∣2

minimal ist? Dieses Minimum muss nicht unbedingt eindeutig sein, aber es gibt ein eindeutiges
kürzestes x̂ ∈ CM unter diesen Minima, für welches zudem ‖x‖ minimal ist. Geometrisch betrachtet
ist b nicht im Bild Ran(A), aber man kann nach dem Punkt in Ran(A) suchen, der den Abstand zu b
minimiert. Dieser ist durch die orthogonale Projektionen Pb von b auf Ran(A) gegeben. Nun hat Pb
aber evtl. viele Urbildpunkte, und von denen wird der kürzeste ausgewählt. Was wir im Folgenden
zeigen werden ist, dass x̂ durch das Pseudoinverse A+ berechnet werden kann durch x̂ = A+b.
Zunächst wird diese Pseudoinverse eingeführt und dann die Lösungseigenschaft nachgewiesen.

10.7.1 Satz (Pseudoinverse A+ nach Moore-Penrose) Sei A ∈ Mat(N ×M,C). Dann gibt es genau
ein A+ ∈ Mat(M ×N,C) mit

A = AA+A , A+ = A+AA+ , (A+A)∗ = A+A , (AA+)∗ = AA+ . (10.7)

Falls A reell ist, so ist auch A+ reell.

Beweis. Wir beginnen mit einer Singulärwertzerlegung

A = WDU , D =



µ1 0 . . . 0
. . .

...
...

µr
...

...

0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0


∈ Mat(N ×M,C) ,

wobei r =rk(A) der Rang von A ist, d.h. µr > 0 und µr+1 = 0, und setzen

A+ = U∗D+W ∗ , D+ =



(µ1)
−1

. . .

(µr)
−1

0
. . .

0
0 . . . . . . . . . . . . 0
...

...
0 . . . . . . . . . . . . 0


∈ Mat(M ×N,C) .
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Dies ist wieder ein Operator gegeben in einer Singulärwertzerlegung. Beachten Sie, dass auch gilt

D+ = (D∗D|Ran(D∗))
−1D∗ ,

was etwas formal auch also D+ = (D∗D)−1D∗ geschrieben wird, obwohl D∗D nicht invertierbar sein
muss. Nun werden die 4 Identitäten (10.7) nachgerechnet. Zunächst sind

AA+ = WDUU∗D+W ∗ = WDD+W ∗ = W

(
1r 0
0 0

)
W ∗ , A+A = U∗

(
1r 0
0 0

)
U ,

beide selbstadjungiert, und

AA+A = W

(
1r 0
0 0

)
W ∗WDU = WDU = A ,

sowie

A+AA+ = U∗
(

1r 0
0 0

)
UU∗D+W ∗ = U∗D+W ∗ = A+ .

Somit zeigt die Konstruktion die Existenz von A+. Nun soll noch die Eindeutigkeit nachgewiesen
werden. Sei B ∈ Mat(M ×N,C) ein weiteres Pseudoinverses. Dann ist

(A+A−BA)∗(A+A−BA) = (A+A−BA)(A+A−BA)

= A+AA+A− A+ABA−BAA+A+BABA

= A+A− A+A−BA+BA = 0 .

Also A+A− BA = 0 (wenn C∗C = 0, dann C = 0 nach Satz 10.5.3) und somit A+A = BA. Analog
zeigt man

(AA+ − AB)∗(AA+ − AB) = 0 ,

so dass auch AA+ = AB. Also, unter Verwendung der anderen Eigenschaften von Pseudoinversen,

B = BAB = A+AB = A+AA+ = A+ ,

und der Beweis ist beendet. 2

10.7.2 Bemerkung Der obige Beweis liefert auch einen Algorithmus (Kochrezept) zur Berechnung
des Pseudoinversen.

• Berechne die Singulärwertzerlegung A = WDU wie oben angegeben, oder A∗ = U∗D∗W ∗.
• Bilde D+ = (D∗D)−1D∗ und A+ = U∗D+W ∗. �

10.7.3 Beispiel Oben wurde folgende Singulärwertzerlegung berechnet:

A =

 1 −i
0 1
−i 0

 =


2√
6

0 1√
3

i√
6

−i√
2

−i√
3

−i√
6

−i√
2

−i√
3


√3 0

0 1
0 0

 1√
2

(
1 −i
1 i

)
.

Nach der Konstruktion im Satz ist das Pseudoinverse also durch

A+ =
1√
2

(
1 1
i −i

)( 1√
3

0 0

0 1 0

)
2√
6

−i√
6

i√
6

0 i√
2

i√
2

1√
3

i√
3

i√
3

 =
1

3

(
1 i 2i
i 2 1

)
,

gegeben. �
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Als Nächstes sollen Eigenschaften des Pseudoinversen verifiziert werden.

10.7.4 Satz (Eigenschaften der Pseudoinversen) Sei A+ Pseudoinverses zu A ∈ Mat(N ×M,C).
Dann:

(i) (A+)+ = A

(ii) (A∗)+ = (A+)∗

(iii) rk(A) = rk(A+)

(iv) A+ = A−1, falls A invertierbar ist.

(v) Falls rk(A) = M (maximaler Spaltenrang), A+ = (A∗A)−1A∗.

(vi) Für unitäre Ũ und W̃ richtiger Größe gilt (ŨAW̃ )+ = W̃ ∗A+Ũ∗.

Beweis. Es sei daran erinnert, dass A und A+ jeweils durch eine Singulärwertzerlegung gegeben
sind:

A = WDU , A+ = U∗D+W ∗ ,

wobei D und D+ wie oben und insbesondere von gleichem Rang sind. Hieraus, kombiniert mit der
Eindeutigkeit von A+, folgen sofort alle Behauptungen, bis auf (v). Nun also zu Letzterem. Aus r =
rk(A) = M folgt Ran(A∗) = CM und somit ist A∗A invertierbar und gegeben durch A∗A = U∗D∗DU .
Also (A∗A)−1A∗ = U∗(D∗D)−1D∗W ∗ = A+, weil nämlich D+ = (D∗D)−1D∗. 2

10.8 Methode der kleinsten Quadrate

10.8.1 Satz (Gauss’ Methode der kleinsten Quadrate) Sei A ∈ Mat(N ×M,C) und b ∈ CN . Dann
ist x̂ = A+b die eindeutige Lösung des folgenden Optimierungsproblems:

‖Ax̂− b‖ = min
x∈CM

‖Ax− b‖ , ‖x̂‖ = min
{
‖x‖ : x ∈ CM mit ‖Ax− b‖ = ‖Ax̂− b‖

}
.

Beweis. Sei x̂ = A+b und x ∈ CM beliebig. Dann gilt unter Verwendung der Eigenschaften der
Pseudoinversen

〈Ax̂− b|A(x− x̂)〉 = 〈(AA+ − 1)b|A(x− x̂)〉 = 〈b|(AA+ − 1)∗A(x− x̂)〉
= 〈b|(AA+ − 1)A(x− x̂)〉 = 〈b|(A− A)(x− x̂)〉 = 0 .

Also ist Ax̂− b orthogonal zu A(x− x̂). Somit impliziert der Satz von Pythagoras

‖Ax− b‖2 = ‖A(x− x̂) + (Ax̂− b)‖2 = ‖A(x− x̂)‖2 + ‖(Ax̂− b)‖2 ≥ ‖(Ax̂− b)‖2 .

Hierbei ist die letzte Ungleichung eine Gleichheit genau dann, wenn A(x− x̂) = 0 gilt, d.h. x− x̂ ∈
Ker(A). Andererseits gilt x̂ ∈ Ker(A)⊥, weil nämlich für jedes y ∈ Ker(A)

〈x̂|y〉 = 〈A+b|y〉 = 〈A+AA+b|y〉 = 〈A+b|(A+A)∗y〉 = 〈A+b|A+Ay〉 = 0 .

Deswegen gilt für x mit x− x̂ ∈ Ker(A) (d.h. x minimiert ‖Ax− b‖2) auch

‖x‖2 = ‖x− x̂+ x̂‖2 = ‖x− x̂‖2 + ‖x̂‖2 ≥ ‖x̂‖2 ,

wobei wieder der Satz von Pythagoras angwandt wurde. Dies zeigt, dass x̂ der gesuchte Minimierer
ist. 2
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10.8.2 Bemerkung Die Gleichung ‖Ax̂−b‖ = minx∈CM ‖Ax−b‖ besagt geometrisch, dass Ax̂ genau
die orthogonale Projektion von b auf den Unterraum Ran(A) ist, wie bei der Problemeinführung
erläutert (vgl. auch eine der Übungsaufgaben zu Projektionen).

10.8.3 Beispiel Sei

A =

 1 −i
0 1
−i 0

 , b =

 1
1
−1

 .

Oben wurde schon A+ berechnet. Nun ist die im obigen Sinne beste approximative Lösung von
Ax = b gegeben durch

x̂ = A+b =
1

3

(
1 i 2i
i 2 1

) 1
1
−1

 =
1

3

(
1− i
1 + i

)
.

Beachte hierbei, dass b 6∈ Ran(A), weil det(A, b) 6= 0, und somit x̂ keine Lösung von Ax = b ist. �

Als Praxisbeispiel sei die Kurvenanpassung von gegebenen Daten mit Hilfe der Methode der klein-
sten Fehlerquadrate vorgestellt. Hierbei hat man einen Satz von reellen Messdaten (xn, yn)n=1,...,N

und eine Familie (fm)m=1,...,M von Funktionen fm : R→ R, deren Spann zur Beschreibung der Daten

in Frage kommen. Meist ist hierbei M � N . Nun soll die beste Funktion f =
∑N

m=1 vmfm mit
vm ∈ R bestimmt werden, so dass

N∑
n=1

|f(xn)− yn|2 ,

minimiert wird, und gleichzeitig auch
∑M

m=1 |vm|2. Ein typisches Beispiel sind die Funktionen fm(x) =
xm−1, denn dann wird nach dem besten Polynom vom Grade M − 1 gefragt, das die Messdaten
im Sinne kleiner Fehlerquadradte am besten approximiert (siehe Beispiel unten). Nun kann dieses
Problem wie folgt umformuliert werden. Setze

A = (fm(xn))n=1,...,N, m=1,...,M ∈ Mat(N ×M,R) , v =

 v1
...
vM

 ∈ RM .

Dann ist f(xn) = (Av)n und gesucht ist genau der Vektor v̂ ∈ RM , so dass ‖Av − y‖ und ‖v‖ beide
minimiert werden. Die Lösung dieses Problemes ist dann gegeben durch

v̂ = A+ y , y =

y1
...
yN

 .

Bei all dem ist zu beachten, dass A nur von den Fußpunkten xn und Funktionen fm abhängt. Wenn
also für andere y1, . . . , yN eine weitere beste Approximation gesucht wird, so kann das gleiche Pseu-
doinverse verwandt werden.

10.8.4 Beispiel Gegeben seien Messdaten (x1, y1) = (1, 1), (x2, y2) = (2, 4) und (x3, y3) = (0, 0).
Diese Daten sollen durch eine Gerade f(x) = v0 + v1x im Sinne der kleinsten Fehler optimal appro-
ximiert werden. Dann sind also f0(x) = 1 und f1(x) = x sowie M = 2 und N = 3. Deswegen

A =

f0(x1) f1(x1)
f0(x2) f1(x2)
f0(x3) f1(x3)

 =

1 1
1 2
1 0

 .
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Die Pseudoinverse ist (Wolfram mathematica, oder zu Fuß berechnen)

A+ =

(
1
3
−1

6
5
6

0 1
2
−1

2

)
,

und somit

v̂ = A+y =

(
1
3
−1

6
5
6

0 1
2
−1

2

)1
4
0

 =

(
−1

3

2

)
.

Also ist die beste approximierende Gerade f(x) = −1
3

+ 2x, d.h. die Verbindungsgerade von (0, 0)
nach (2, 4) sollte wegen (1, 1) etwas nach unten versetzt werden, genau um 1

3
. �

11 Sesquilinearformen und Quadriken

11.1 Definition und elementare Eigenschaften von Sesquilinearformen

In Definition 6.3.1 wurden schon Bilinearformen auf einem beliebigen Vektorraum eingeführt. Eine
Abbildung B : V × V → K heißt eine Bilinearform, falls B linear in beiden Argumenten ist, d.h.

B(v + λw, v′ + λ′w′) = B(v, v′) + λB(w, v′) + λ′B(v, w′) + λλ′B(w,w′) .

Ein solche Bilinearform ist symmetrisch, wenn B(v, w) = B(w, v) für alle v, w ∈ V , und sie ist
antisymmetrisch, wenn B(v, w) = −B(w, v) für alle v, w ∈ V . Beispiel 6.3.2 stellt Bilinearformen
B : CN × CN → C folgender Gestalt vor:

B(v, w) =
N∑

m,n=1

vmAm,nwn , v =

v1
...
vN

 , w =

w1
...
wN

 , (11.1)

wobei A ∈ Mat(N ×N,K). Diese Form ist symmetrisch genau dann, wenn At = A symmetrisch ist,
und antisymmetrisch genau dann, wenn At = −A antisymmetrisch ist. Tatsächlich ist es möglich zu
zeigen, dass jede Bilinearform auf einem endlich dimensionalen Vektorraum bzgl. einer gegebenen
Basis dargestellt werden kann wie in (11.1) (analog, wie dies unten geschehen wird, Übung).

In diesem Kapitel wird es meist um Sesquilinearformen gehen. Dies sind ähnliche Objekte, die
sich aber in einem wesentlichen Punkt von Bilinearformen unterscheiden.

11.1.1 Definition Sei V ein Vektorraum über K = R oder K = C. Eine Abbildung Q : V ×V → K
heißt eine Sesquilinearform auf V , falls Q antilinear im ersten Argument und linear im zweiten
Argument ist:

Q(v + λw, v′ + λ′w′) = Q(v, v′) + λQ(w, v′) + λ′Q(v, w′) + λλ′Q(w,w′) .

Die Menge aller Sesquilinearformen auf V wird mit SL(V ) bezeichnet. Des Weiteren wird definiert:

(i) Q ist hermitesch genau dann, wenn Q(v, w) = Q(w, v) für v, w ∈ V .

(ii) Q ist anti-hermitesch genau dann, wenn Q(v, w) = −Q(w, v) für v, w ∈ V .
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(iii) Wenn B = (b1, . . . , bN) eine geordnete Basis von V ist, so ist die darstellende Matrix von Q

QB =
(
Q(bn, bm)

)
n,m=1,...,N

.

Für hermitesche Sesquilinearformen werden zudem folgende Begriffe eingeführt:

(iv) Q ist positiv definit genau dann, wenn Q(v, v) > 0 für v ∈ V \ {0}.

(v) Q ist positiv semi-definit genau dann, wenn Q(v, v) ≥ 0 für v ∈ V .

(vi) Analog werden negative Definitheit und Semidefinitheit von Q definiert.

(vii) Q ist nicht ausgeartet genau dann, wenn zu jedem v ∈ V \ {0} ein w ∈ V existiert mit
Q(v, w) 6= 0. Anderenfalls heißt Q ausgeartet.

11.1.2 Bemerkungen (i) Falls K = R, fallen die Begriffe Bilinearform and Sequilinearform zu-
sammen.

(ii) Skalarprodukte sind immer auch hermitesche Sesquilinearformen. Hinzu kommen noch die Po-
sitivität und Nichtentartung (d.h. sie sind nicht ausgeartet). Über Positivität und den Zusam-
menhang zu positiver Definitheit wird weiter unten noch kommentiert.

(iii) Die Bezeichnung geht zurück auf sesqui = semis que = anderthalb.

(iv) Wenn versehen mit
(Q+ λQ′)(v, w) = Q(v, w) + λQ′(v, w) ,

ist SL(V ) ein K-Vektorraum. �

11.1.3 Beispiel Sei V = KN und A ∈ Mat(N ×N,K). Dann ist Q : V × V → K definiert durch

Q(v, w) = 〈v|Aw〉 =
N∑

n,m=1

vnAn,mwm , v =

v1
...
vN

 , w =

w1
...
wN

 ,

eine Sesquilinearform. �

Der folgende Satz besagt, dass jede Sequilinearform auf einem endlichdimensionalen Vektorraum
in Koordinaten durch dieses Beispiel gegeben ist.

11.1.4 Satz Sei B = (b1, . . . , bN) eine geordnete Basis von V und IB : V → KN die zugehörige
Koordinatenabbildung. Dann ist

Q(v, w) = 〈IB(v)|QB IB(w)〉 ,

wobei auf der rechten Seite das Standardskalarprodukt auf KN verwandt wird. Die Abbildung Q ∈
SL(V ) 7→ QB ∈ Mat(N ×N,K) ist ein Vektorraumisomorphismus. Es gilt:

(i) Q ist hermitesch genau dann, wenn QB = (QB)∗ selbstadjungiert (auch hermitesch genannt).

(ii) Q ist anti-hermitesch genau dann, wenn QB = −(QB)∗ antiselbstadjungiert.

(iii) Q ist positiv definit genau dann, wenn QB > 0.
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(iv) Q ist positiv semi-definit genau dann, wenn QB ≥ 0.

(v) Wenn C eine weitere geordnete Basis von V ist und M = IB(IC)
−1 der zugehörige Basiswechsel,

dann ist
QC = M∗QBM .

Beweis. Die Koordinatenabbildung ist gegeben durch

IB(v) =

v1
...
vN

 , für v =
N∑
n=1

vnbn ,

und analog für IB(w). Einsetzen ergibt also

〈IB(v)|QB IB(w)〉B =
N∑

n,m=1

vn(QB)n,mwm =
N∑

n,m=1

vnQ(bn, bm)wm = Q(v, w) .

Die Vektorraumisomorphie ist offensichtlich, denn die Zuordnung ist linear und jede Matrix A ∈
Mat(N ×N,K) definiert eine Sesquilinearform Q(v, w) = 〈IB(v)|AIB(w)〉. Nun können alle weiteren
Eigenschaften abgelesen werden. Zu (i):

Q(v, w) = 〈QB IB(w)|IB(v)〉 = 〈IB(w)|(QB)∗IB(v)〉 .

Dies ist nun für alle v, w gleich Q(w, v) = 〈IB(w)|QBIB(v)〉 genau dann, wenn QB = (QB)∗. Analog
folgt (ii). (iii) und (iv) sind Umformulierungen von Satz 10.4.3. Letztendlich zeigt

〈IB(v)|QB IB(w)〉 = 〈IB(IC)
−1IC(v)|QB IB(IC)

−1IC(w)〉 = 〈IC(v)|M∗QBM IC(w)〉

auch den letzten Punkt (v). 2

11.2 Normalformen und Hauptachsentransformation

11.2.1 Definition Zwei quadratische Matrizen A,B ∈ Mat(N×N,K) heißen hermitesch kongruent
genau dann, wenn eine invertierbare Matrix M ∈ Mat(N ×N,K) existiert, so dass

A = M∗BM .

Außerdem heißen A,B ∈ Mat(N × N,K) kongruent genau dann, wenn A = M tBM für eine inver-
tierbare Matrix M ∈ Mat(N ×N,K).

11.2.2 Bemerkung Kongruenz und hermitesche Kongruenz sind Äquivalenzrelationen. �

11.2.3 Satz (Normalform für hermitesche Sesquilinearformen) Sei Q eine hermitesche Sesquilinear-
form auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V über K der Dimension N . Dann gibt es eine
geordnete Basis B, so dass QB diagonal ist mit Diagonaleinträgen in {1, 0− 1}, d.h.

QB =

1N+ 0 0
0 0N0 0
0 0 −1N−

 ,

wobei N+ +N0 +N− = N .
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Beweis. Zunächst sei K = C. Sei C = (c1, . . . , cN) eine beliebige geordnete Basis von V . Dann ist
nach Satz 11.1.4 die darstellende Matrix QC selbstadjungiert. Nach dem Spektralsatz (Satz 8.8.2)
gibt es eine unitäre Matrix U dergestalt, dass

U∗QCU =

z
′
1

. . .

z′N

 ,

wobei die z′n reell sind. Zudem kann U so gewählt werden, dass die Eigenwerte geordnet sind gemäß
z′n ≥ z′n+1. Nun seien N+ und N− die Anzahl der positiven und negativen Eigenwerte, und N0 =
N −N+ −N−. Also z′N++1 = . . . = z′N++N0

= 0 und es giltz
′
1

. . .

z′N

 = D

1N+ 0 0
0 0N0 0
0 0 −1N−

D ,

wobei die invertierbare, selbstadjungierte Diagonalmatrix D gegeben ist durch

D =



|z′1|
1
2

. . .

|z′N+
| 12

1N0

|z′N++N0+1|
1
2

. . .

|z′N |
1
2


.

Also gilt

(UD−1)∗QC(UD
−1) =

1N+ 0 0
0 0N0 0
0 0 −1N−

 .

Nun verwenden wir M = UD−1 als Basiswechsel wie in Satz 11.1.4(v), d.h. B = CM . Dies beendet
den Beweis im Fall K = C. Falls K = R, so wird die obige Basis C in V gewählt (also reell).
Dann ist QC reell und die unitäre Matrix U kann gemäß Satz 8.8.4 auch reell gewählt werden. Da
auch D reell ist, ist letztendlich auch M reell und somit B eine Basis von V (und also nicht seiner
Komplexifizierung). 2

Der erste Teil des obigen Beweises (beginne lediglich mit einer beliebigen Orthonormalbasis C)
liefert folgende Aussage.

11.2.4 Satz (Hauptachsentransformation für hermitesche Sesquilinearformen) Sei V ein endlich di-
mensionaler Vektorraum V über K versehen mit einem Skalarprodukt 〈 . | . 〉. Für jede hermitesche
Sesquilinearform Q auf V existiert dann eine Orthonormalbasis B, so dass QB diagonal ist, d.h.

QB =

z
′
1

. . .

z′N

 .
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11.3 Trägheitssatz

11.3.1 Satz (Trägheitssatz von Sylvester) Sei Q eine hermitesche Sesquilinearform auf einem endlich
dimensionalen Vektorraum V über K der Dimension N . Die Zahlen N+, N0 und N−, die in Satz 11.2.3
auftauchen, sind auch gegeben durch

N+ = max{dim(U) : U Unterraum mit Q(u, u) > 0 für alle u ∈ U \ {0} } ,
N0 = max{dim(U) : U Unterraum mit Q(v, u) = 0 für alle v ∈ V und u ∈ U } ,
N− = max{dim(U) : U Unterraum mit Q(u, u) < 0 für alle u ∈ U \ {0} } .

Insbesondere sind die Anzahlen der positiven, verschwindenden und negativen Eigenwerte der Matrix
M∗QBM unabhängig von der Wahl der invertierbaren Matrix M .

Beweis. Wir betrachten zunächst N+ und bezeichnen das Maximum mit max. Zuerst wird die Un-
gleichung N+ ≤ max gezeigt. Nach dem Fischer Prinzip (Satz 10.3.2) gilt für den kleinsten positiven
Eigenwert zN+ von QB

z′N+
= max

dim(Û)=N+

min
v∈Û , ‖v‖=1

〈v|QBv〉 .

Also existiert ein Unterraum Û ⊂ CN mit dim(Û) = N+, auf welchem 〈v|QBv〉 > 0. Also gilt für

alle u ∈ U = (IB)−1(Û), dass Q(u, u) = 〈IB(u)|QBIB(u)〉 > 0. Somit N+ ≤ max. Wenn nun aber
N+ < max, so existiert ein Unterraum U mit dim(U) = N+ + 1 mit Q(u, u) > 0 für alle u ∈ U \ {0}.
Somit wäre wieder nach dem Fischer Prinzip

z′N++1 = max
dim(Û)=N++1

min
v∈Û , ‖v‖=1

〈v|QBv〉 ≥ min
v∈IB(U), ‖v‖=1

〈v|QBv〉 ≥ min
u∈U, ‖IB(u)‖=1

Q(u, u) > 0 ,

im Widerspruch zur Annahme. Analog wird bei N− vorgegangen. Nun zu der Gleichheit für N0. Die
Bedingung Q(v, u) = 〈IB(v)|QBIB(u)〉 = 0 für alle v ∈ V ist äquivalent zu QBIB(u) = 0. Somit bleibt
zu zeigen

N0 = max{dim(U) : U Unterraum mit QBIB(u) = 0 für alle u ∈ U} ,
d.h. N0 = dim(Ker(QB)), was nach Satz 11.2.3 richtig ist. 2

11.3.2 Korollar Sei Q eine hermitesche Sesquilinearform.

(i) Q ist positiv definit genau dann, wenn N0 = N− = 0.

(ii) Q ist positiv semi-definit genau dann, wenn N− = 0.

(iii) Q ist nicht ausgeartet genau dann, wenn N0 = 0.

11.3.3 Definition Sei Q eine hermitesche Sesquilinearform.

(i) Die Trägheit von Q ist dann das Tupel (N+, N0, N−).

(ii) Die Signatur von Q ist N+ −N−.

(iii) Der Witt Index von Q ist N0 + min{N+, N−}.

11.3.4 Bemerkung Die Trägheit (auf Englisch inertia) ist eine sogenannte Invariante der Sesquili-
nearform, ebenso Signatur und Witt Index. Oft wird auch die Trägheit schon Signatur genannt (was
etwas verwirrend ist, aber alle Begriffe sind in der Tat nahe verwandt). Wenn N0 = 0, dann wird oft
auch (N+, N−) als Trägheit oder Signatur bezeichnet. �
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11.3.5 Beispiele Sei V = R4 die Minkovski Raum-Zeit, versehen mit dem Minkovski Produkt

Q(v, v′) = xx′ + yy′ + zz′ − tt′ , v =


x
y
z
t

 , v′ =


x′

y′

z′

t′

 .

Dies ist eine Bilinearform und hier im Reellen auch eine Sesquilinearform. Wenn B die Standardbasis
ist, so

QB =


1

1
1
−1

 .

Also ist die Trägheit (3, 0, 1). In diesem Zusammenhang wird Q auch als indefinite Metrik oder
indefinites Skalarprodukt bezeichnet (weil sie weder positiv noch negativ definit ist).

Nun soll ein Beispiel für eine anti-hermitesche Bilinearform angeführt werden. Sei V = R2N .
Vektoren v ∈ V werden mit v =

(
u
w

)
bezeichnet, wobei u,w ∈ RN . Wenn v′ =

(
u′

w′

)
, dann ist

Q(v, v′) = 〈w|u′〉 − 〈u|w′〉 ,

in der Tat eine anti-hermitesche Bilinearform. Bez. der Standardbasis B des R ist dann

QB =

(
0 −1N

1N 0

)
.

Diese Bilinearform heißt auch die symplektische Form. Es ist möglich zu zeigen (Übung), dass anti-
hermitesche Bilinearformen auf dem R2N immer darstellende Matrizen von dieser Form haben. �

11.4 Q-Geometrie und isotrope Unterräume

Wie oben schon angedeutet, werden hermitesche Sesquilinearformen auch als sogenannte indefinite
Skalarprodukte angesehen. Dies legt nahe, auch geometrische Begriffsbildungen wie Orthogonalität
zu übertragen. Dies ist Teil der nächsten Definition.

11.4.1 Definition Sei Q eine hermitesche oder anti-hermitesche Sesquilinearform auf einem Vek-
torraum V über K.

(i) Zwei Vektoren u, v ∈ V heißen Q-orthogonal genau dann, wenn Q(u, v) = 0.

(ii) Zwei Unterräume U und U ′ heißen Q-orthogonal genau dann, wenn Q(u, u′) = 0 für alle u ∈ U
und u′ ∈ U ′. Kurzschreibweise hierfür ist U ⊥Q U ′.

(iii) Das Q-orthogonale Komplement eines Unterraumes U ist

U⊥Q = {v ∈ V : Q(v, u) = 0 für alle u ∈ U} .

(iv) Ein Unterraum U ist Q-isotrop genau dann, wenn Q(u, u) = 0 für alle u ∈ U .

(v) Ein Unterraum U ist Q-Lagrange genau dann, wenn U maximal als Q-isotroper Unterraum ist,
d.h. nicht Teilmenge eines echt größeren Q-isotropen Unterraumes ist.
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(vi) Ein Unterraum U heißt Q-positiv genau dann, wenn Q(u, u) > 0 für alle u ∈ U \ {0}. Analog
sind Q-negative Unterräume definiert.

11.4.2 Bemerkung Das Wort isotrop ist eine Erfindung der Mathematiker des 19. Jahrhunderts,
basierend auf dem Griechischen für gleich Drehung. Der Ursprung und die Bedeutung des Wortes
ist im Buch von Brieskorn [Bri] detailliert diskutiert. Dort wird obige Q-Isotropie allerdings mit
Totalisotropie bezeichnet (was recht unüblich ist). �

11.4.3 Satz Sei Q eine hermitesche Sesquilinearform auf einem Vektorraum V über K, und sei U
ein Unterraum. Dann:

(i) U ⊂ (U⊥Q)⊥Q

(ii) U ist Q-isotrop genau dann, wenn Q(u, v) = 0 für alle u, v ∈ U , also genau dann, wenn
U ⊂ U⊥Q .

(iii) Wenn U Q-Lagrange ist, so ist dim(U) gleich dem Witt-Index N0 + min{N+, N−}.

Wenn Q zudem nicht entartet ist, so gilt:

(iv) dim(U) + dim(U⊥Q) = dim(V )

(v) U = (U⊥Q)⊥Q

Beweis. (i) Wenn u ∈ U , dann gilt nach Definition Q(u, v) = 0 für alle v ∈ U⊥Q . Also, wiederum
nach Definition u ∈ (U⊥Q)⊥Q . (ii) Nach der Definition gilt Q(u, v) = 0 für alle u, v ∈ U genau dann,
wenn U ⊂ U⊥Q . Daraus folgt insbesondere Q(u, u) = 0 für alle u ∈ U und U ist Q-isotrop. Sei
umgekehrt U Q-isotrop und u, v ∈ U . Da Q hermitesch ist, folgt

Q(u, v) +Q(u, v) = Q(u, v) +Q(v, u) +Q(u, u) +Q(v, v) = Q(u+ v, u+ v) = 0 .

Im Fall K = R und damit Q(u, v) = Q(u, v) folgt also Q(u, v) = 0. Im Fall K = C folgt daraus, dass
Q(u, v) rein imaginär ist. Analog zeigt man, dass iQ(u, v) = Q(u, iv) rein imaginär ist und damit
folgt wieder Q(u, v) = 0. (iii) Sei U+ ein Unterraum der Dimension N+, auf dem Q positiv ist (vgl.
Satz 11.3.1). Wenn U isotrop ist, so kann es keinen Vektor aus U+ enthalten. Also ist U nach dem
Dimensionsatz von Dimension kleiner oder gleich N −N+ (denn sonst gäbe es einen nicht-trivialen
Schnitt). Analog, dim(U) ≤ N −N−. Zusammen

dim(U) ≤ min{N −N+, N −N−} = min{N− +N0, N+ +N0} = N0 + min{N+, N−} .

Nun werden wir zeigen, dass es einen isotropen Unterraum gibt, der diese maximale Dimension
annimmt. Dies wird unter Verwendung der Normalform aus Satz 11.2.3 geschehen, also in der Dar-
stellung bzgl. einer Basis. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass N+ ≤ N−. Dann wählen
wir

un =

{
en + en+N++N0 , n = 1, . . . , N+ ,

en , n = N+ + 1, . . . , N+ +N0 .

Tatsächlich spannen diese Vektoren u1, . . . , uN++N0 einen Unterraum U ⊂ CN auf, der isotrop und
von der gewünschten Dimension N+ + N0 ist. Dann hat auch (IB)−1(U) ⊂ V diese Eigenschaften.
Außerdem kann gezeigt werden, dass jeder Lagrange’sche Unterraum (maximal isotroper Unterraum)
von dieser Dimension ist, weil er sonst nämlich vergrößert werden kann.
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(iv) Wiederum braucht dies lediglich für die Normalform nachgewiesen zu werden, denn die Ko-
ordinatenabbildung IB ist ja ein Isomorphismus. Nun gilt aber

U⊥Q = {v ∈ V : 〈u|QBv〉 = 0 ∀ u ∈ U}
= {v ∈ V : 〈QBu|v〉 = 0 ∀ u ∈ U} = (QBU)⊥ = (QB)−1U⊥ ,

wobei im letzten Schritt die Invertierbarkeit und Selbstadjungiertheit von QB verwandt wurde, sowie
die Identität (TU)⊥ = (T ∗)−1U⊥, die auf beliegen Vektorräumen mit Skalarprodukt und invertierba-
rem T gilt (dies sei als Übung verifiziert). Wegen der vorausgesetzten Invertierbarkeit von QB folgt
also

dim(KN) = dim(U) + dim(U⊥) = dim(U) + dim((QB)−1U⊥) = dim(U) + dim(U⊥Q) ,

wobei die erste Gleichheit aus Satz 8.9.2(ii) folgt. Für (v) kann nun wie folgt argumentiert werden:

(U⊥Q)⊥Q = ((QB)−1U⊥)⊥Q = (QB(QB)−1U⊥)⊥ = (U⊥)⊥ = U ,

wobei im letzten Schritt Satz 8.9.2(iii) verwandt wurde. 2

11.4.4 Bemerkung Analoge Aussagen gelten auch für anti-hermitesche Bilinearformen, also insbe-
sondere die symplektische Form. �

11.5 Q-unitäre Abbildungen

11.5.1 Definition Sei Q eine hermitesche oder anti-hermitesche Sesquilinearform auf einem Vek-
torraum V über K. Eine invertierbare lineare Abbildung T ∈ L(V ) heißt Q-unitär genau dann,
wenn

Q(Tv, Tw) = Q(v, w) , v, w ∈ V .

11.5.2 Satz Die Q-unitären linearen Abbildungen bilden eine Gruppe bzgl. der Hintereinander-
ausführung.

Beweis. Seien S, T ∈ L(V ) beide Q-unitär. Dann gilt

Q(STv, STw) = Q(Tv, Tw) = Q(v, w) ,

für alle v, w ∈ V . 2

11.5.3 Beispiel Sei V = CN+M und

Q(v, w) = 〈v|
(

1N 0
0 −1M

)
|w〉 .

Diese hermitesche Sesquilinearform ist schon in ihrer Normalform gegeben und heißt die Lorentzform
der Signatur (N,M). Die zugehörige Gruppe der Q-unitären Matrizen wird mit U(N,M) bezeichnet
und heißt verallgemeinerte Lorentzgruppe der Signatur (N,M). Wenn man

J =

(
1N 0
0 −1M

)
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setzt, dann ist für eine Matrix A der Größe N +M

Q(Av,Aw) = 〈Av|JAw〉 = 〈v|(A∗JA)w〉 , Q(v, w) = 〈v|Jw〉 .

Also gilt
A ∈ U(N,M) ⇐⇒ A∗JA = J . (11.2)

Wenn A reell ist und die Signatur (N,M) = (3, 1), heißt A auch eine Lorentztransformation. �

11.5.4 Beispiel Sei V = R2N und

Q(v, w) = 〈v|
(

0 −1N
1N 0

)
|w〉 .

Diese anti-hermitesche Sesquilinearform heißt die symplektische Form (siehe oben). Die zugehörige
Gruppe der Q-unitären Matrizen wird mit SP(2N,R) bezeichnet und heißt die symplektische Gruppe
der Dimension 2N . Eine Matrix A ∈ Mat(2N × 2N,R) ist symplektisch genau dann, wenn

AtJA = J , J =

(
0 −1N

1N 0

)
.

Dies sieht wie (11.2) aus und kann auch genauso nachgewiesen werden. Der wesentliche Unterschied
ist natürlich die Form der Matrix J . �

11.5.5 Bemerkung Die verallgemeinerte Lorentzgruppe und die symplektische Gruppe sind 2 von
Hermann Weyl’s 10 sogenannten Klassischen Gruppen. Zwei weitere sind die allgemeinen linearen
Gruppen GL(N,C) und GL(N,R). Alle weiteren Klassischen Gruppen sind auch Untergruppen der
allgemeinen linearen Gruppen, die Symmetrien ähnlich wie (11.2) erfüllen. �

11.5.6 Satz Sei A ∈ U(N,M) und J wie in (11.2). Dann gilt:

(i) Das Spektrum hat eine Spiegelsymmetrie am Einheitskreis:

Spec(A) =
(

Spec(A)
)−1

.

(ii) Wenn Av = zv und Aw = ζw mit zζ 6= 1, dann v ⊥J w.

(iii) Die gesamte algebraische Multiplizität aller Eigenwerte auf dem Einheitskreis ist mindestens
|N −M | (hier taucht also die Signatur auf).

Beweis. (i) Aus (11.2) und J−1 = J folgt A−1 = JA∗J . Also gilt für das charakteristische Polynom

pA(z) = det(z 1− A) = det(J) det(z 1− A∗) det(J) = det(z 1− A−1) = pA−1(z) .

Somit
Spec(A) = Spec(A−1) = Spec(A)−1 ,

wobei im letzten Schritt der spektrale Abbildungssatz (Satz 9.8.1) verwandt wurde.

(ii) Die Aussage v ⊥J w ist äquivalent zu 〈v|Jw〉 = 0. Nun gilt

〈v|Jw〉 =
1

zζ
〈Av|JAw〉 =

1

zζ
〈v|A∗JAw〉 =

1

zζ
〈v|Jw〉 ,
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so dass aus der Annahme zζ 6= 1 tatsächlich 〈v|Jw〉 = 0 folgt.

(iii) Wir beweisen dies lediglich unter der vereinfachenden Annahme, dass A diagonalisierbar
ist (ansonsten muss (ii) auch für verallgemeinerte Eigenvektoren nachgewiesen werden). Sei U der
Unterraum, der von allen Eigenvektoren zu Eigenwerten außerhalb des Einheitskreises (Betrag größer
als 1) aufgespannt wird. Nach (ii) und der Zusatzannahme ist dies ein isotroper Unterraum. Seine
Dimension also nach Satz 11.4.3 beschränkt durch den Witt-Index min{N,M}. Genauso ist die
Multiplizität aller Eigenwerte vom Betrag kleiner als 1 beschränkt durch min{N,M}. Also liegen
mindestens N +M−2 min{N,M} = |N−M | Eigenwerte (gezählt mit ihrer jeweiligen Multiplizität)
auf dem Einheitskreis. 2

11.6 Quadriken

Nun sollen die obigen Konzepte verwandt werden, um Quadriken zu studieren.

11.6.1 Definition Ein reelles quadratisches Polynom in N Variablen x1, . . . , xN ist ein Polynom p
von der Gestalt

P (x1, . . . , xN) =
N∑

n,m=1

pn,m xnxm +
N∑
n=1

pn xn + p , (11.3)

wobei pn,m, pn, p ∈ R. Eine reelle Quadrik Q im RN ist die Nullstellenmenge eines reellen quadrati-
schen Polynomes P in N Variablen:

Q = {(x1, . . . , xN) ∈ RN : P (x1, . . . , xN) = 0} .

11.6.2 Satz Zu jedem quadratischen Polynom P in N Variablen x1, . . . , xN gibt es eine selbstad-
jungierte reelle Matrix A = (an,m)n,m=1,...,N , einen Vektor a0 ∈ RN und eine Zahl a0,0 ∈ R, so dass

P (x1, . . . , xN) = 〈x|Ax〉 + 2 〈a0|x〉 + a0,0 , x =

x1
...
xN

 .

Es ist möglich dies umzuschreiben mit Hilfe von A′ = (an,m)n,m=0,...,N :

P (x1, . . . , xN) = 〈x′|A′x′〉 , A′ =

(
a0,0 (a0)

t

a0 A

)
, x′ =

(
1
x

)
.

Beweis. Ausgehend von der Darstellung (11.3) setze an,m = 1
2
(pn,m+pm,n) und a0,n = 1

2
pn und a0,0 =

p. Da xnxm = xmxn, gilt dann die erste Darstellungsformel. Die zweite folgt nach Ausmultiplizieren,
weil 〈a0|x〉 = 〈x|a0〉. 2

Als Erstes wird das Transformationsverhalten von Quadriken unter sogenannten affinen Abbil-
dungen untersucht.

11.6.3 Definition Sei V ein Vektorraum über K. Eine Abbildung F : V → V heißt affin genau
dann, wenn es eine lineare Abbildung T ∈ L(V ) und einen Vektor b gibt, so dass

F (v) = Tv + b .

(i) Falls T = 1V , heißt F eine Translation.
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(ii) Eine Affinität ist eine bijektive affine Abbildung.

(iii) Falls V mit einem Skalarprodukt versehen ist und T orthogonal ist, so heißt F eine euklidische
Bewegung.

Zugehörig zu einer affinen Abbildung wird eine lineare Abbildung F ′ ∈ L(K⊕ V ) definiert via

F ′ =

(
1 0
b T

)
.

Hierbei ist K⊕ V der K-Vektorraum (genannt die direkte Summe), gegeben durch die Menge K× V
versehen mit (

a
v

)
+ λ

(
a′

v′

)
=

(
a+ λa′

v + λv′

)
, λ ∈ K .

11.6.4 Bemerkung Das Inverse einer Affinität F (v) = Tv + b ist gegeben durch F−1(v) = T−1v −
T−1b, also wieder eine Affinität. Also bilden die Affinitäten eine Gruppe. Die Translationen bilden
eine Untergruppe, ebenso wie die invertierbaren linearen Abbildungen auf V . �

Der folgende Satz besagt im Wesentlichen, dass affine Abbildungen als lineare Abbildungen auf
dem vergrößerten Vektorraum K⊕ V aufgefasst werden können.

11.6.5 Satz Seien F und G affine Abbildungen auf V und zu v ∈ V setze v′ =
(
1
v

)
∈ K⊕ V . Dann

gelten die folgenden Identitäten:

(i) F ′v′ = F (v)′, wobei F ′v′ die übliche Matrix-Vektormultiplikation in K⊕ V ist.

(ii) (F ◦G)′ = F ′G′

(iii) (F−1)′ = (F ′)−1, falls F eine Affinität ist.

Beweis. In der Tat,

F ′v′ =

(
1 0
b T

)(
1
v

)
=

(
1

b+ Tv

)
= F (v)′ ,

und ähnlich

F ′G′ =

(
1 0
b T

)(
1 0
c S

)
=

(
1 0

b+ Tc TS

)
= (F ◦G)′ .

Hieraus folgt auch (iii). 2

11.6.6 Bemerkung Die Gruppe der Affinitäten wird über die Zuordnung F 7→ F ′ mit der Unter-
gruppe der invertierbaren linearen Abbildung auf K⊕ V von der oberen Dreiecksform(

1 0
b T

)
identifiziert. Die euklidischen Bewegungen bilden eine Untergruppe der Affinitäten. �

11.6.7 Satz Sei Q eine Quadrik im RN und F eine Affinität auf dem RN . Dann ist auch das Bild
F (Q) eine Quadrik.
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Beweis. Nach Satz 11.6.2 ist die Quadrik von der Gestalt

Q = {x ∈ RN : 〈x′|A′x′〉 = 0} ,

wobei A′ = (A′)t eine quadratische Matrix der Größe N + 1 ist. Somit unter Verwendung von
Satz 11.6.5

F (Q) = {F (x) ∈ RN : 〈x′|A′x′〉 = 0}
= {y ∈ RN : 〈(F−1y)′|A′(F−1y)′〉 = 0}
= {y ∈ RN : 〈(F−1)′y′|A′(F−1)′y′〉 = 0}
= {y ∈ RN : 〈y′|((F ′)−1)tA′(F ′)−1y′〉 = 0} .

Da ((F ′)−1)tA′(F ′)−1 wieder eine symmetrische Matrix ist, liegt also in der Tat wieder eine Quadrik
vor. 2

Das Ziel des folgenden Satzes ist es zu einer gegebenen Quadrik eine Affinität zu bestimmen, die
sie in eine besonders einfache Form bringt.

11.6.8 Satz (Affine Normalformen von reellen Quadriken) Sei Q eine Quadrik im RN von der Form

Q =
{
x ∈ RN : 〈x|Ax〉+ 2〈a0|x〉+ a0,0 = 0

}
=
{
x ∈ RN : 〈x′|A′x′〉 = 0

}
.

Die Signatur von A sei (k,N − k−K,K) und die Ränge r = rk(A) und r′ = rk(A′), d.h. k+K = r.
Dann existiert eine Affinität F auf dem RN , so dass F (Q) in einer der folgenden Normalformen ist:

(I) y21 + . . .+ y2k − y2k+1 − . . .− y2r = 0 falls r = r′ ,

(II) y21 + . . .+ y2k − y2k+1 − . . .− y2r = ± 1 falls r + 1 = r′ ,

(III) y21 + . . .+ y2k − y2k+1 − . . .− y2r + 2 yr+1 = 0 falls r + 2 = r′ .

Beweis. Wir werden F als F ′ durch eine Hintereinanderausführung von mehreren Affinitäten F ′k
explizit konstruieren. Zunächst sei M so wie in Satz 11.2.3 gewählt (bis auf das Vertauschen der
beiden Blöcke 1N− und 0N0). Setze

F ′1 =

(
1 0
0 M

)
.

Dann ist

(F ′1)
tA′F ′1 =


a0,0 ct+ ct− ct0
c+ 1k 0 0
c− 0 −1K 0
c0 0 0 0

 ,

wobei c+ ∈ Rk, c− ∈ RK und c0 ∈ RN−r. Dann sei

F ′2 =


1 0 0 0
−c+ 1k 0 0
c− 0 1K 0
0 0 0 1N−r

 .

Dann gilt nach kurzer Rechnung

(F ′1F
′
2)
tA′(F ′1F

′
2) =


α 0 0 ct0
0 1k 0 0
0 0 −1K 0
c0 0 0 0

 ,
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wobei α = a0,0 − ct+c+ + ct−c−.

Wenn nun α = 0 und c0 = 0, so ist rk(A′) = k +K = rk(A) und wir sind im Fall (I). Der Beweis
ist dann schon beendet, denn mit F ′ = (F ′1F

′
2)
−1 und y = (F ′)(x) gilt schon

〈x′|A′x′〉 = 〈y′|((F ′)−1)tA′(F ′)−1 y′〉 = 〈y′|


0 0 0 0
0 1k 0 0
0 0 −1K 0
0 0 0 0

 y′〉 ,

was die gewünschte Darstellung ist.

Wenn nun α 6= 0 und c0 = 0, so ist rk(A′) = k + K + 1 = rk(A) + 1 und wir sind im Fall (II).
Dann gilt mit

F ′3 =

(
1 0

0
√
|α|1N

)
,

dass

(F ′1F
′
2F
′
3)
tA′(F ′1F

′
2F
′
3) = |α|


sgn(α) 0 0 0

0 1k 0 0
0 0 −1K 0
0 0 0 0

 ,

was bis auf den irrelevanten globalen Faktor |α| (da wir die Nullstellenmenge betrachten) wieder die
angegebene Normalform produziert.

Wenn nun c0 6= 0, so ist rk(A′) = k + K + 2 = rk(A) + 2 und wir sind im Fall (III). Sei
T ∈ Gl(N − r,R), so dass T tc0 = e1 gilt (ansonsten ist T beliebig). Mit

F ′4 =


1 0 0 0
0 1k 0 0
0 0 1K 0
0 0 0 T

 ,

gilt dann

(F ′1F
′
2F
′
4)
tA′(F ′1F

′
2F
′
4) =


α 0 0 et1
0 1k 0 0
0 0 −1K 0
e1 0 0 0

 .

Im letzten Schritt setze dann

F ′5 =


1 0 0 0
0 1k 0 0
0 0 1K 0
−α

2
e1 0 0 1N−r

 .

Es folgt nach einer Rechnung in dem relevanten 2× 2 Block:

(F ′1F
′
2F
′
4F
′
5)
tA′(F ′1F

′
2F
′
4F
′
5) =


0 0 0 et1
0 1k 0 0
0 0 −1K 0
e1 0 0 0

 .

Wiederum ergibt dies die angegebene Normalform. 2

Nun können in Dimension N = 2 alle möglichen Normalformen von Quadriken aufgelistet werden.
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Typ r r′ k Gleichung Quadrik

I 0 0 0 0 = 0 Ebene R2

I 1 1 1 x21 = 0 Gerade
I 2 2 1 x21 − x22 = 0 Geradenpaar mit Schnitt
I 2 2 2 x21 + x22 = 0 Punkt

II 1 2 1 x21 = 1 paralleles Geradenpaar
II 2 3 1 x21 − x22 = 1 Hyperbel
II 2 3 2 x21 + x22 = 1 Kreis

III 1 3 1 x21 + 2x2 = 0 Parabel

Hierbei ist zu beachten, dass eine Ellipse im Satz 11.6.8 affin auf einen Kreis abgebildet wird,
der also die Normalform der Ellipse ist. Die affinen Abbildungen erlauben es, die Hauptachsen zu
normieren. Anders ist die Situation, wenn nur euklidische Bewegungen (Komposition von Translatio-
nen und orthogonalen Abbildungen) verwandt werden. Dann können die Hauptachsen nicht normiert
werden, und es gibt z.B. anstelle des Kreises eine Zweiparameterfamilie von Ellipsen (Thema einer
Übung).

In Dimension N = 3 ist die Liste der Normalformen länger, aber noch überschaubar.

Typ r r′ k K Gleichung Quadrik

I 0 0 0 0 0 = 0 R3

I 1 1 1 0 x21 = 0 Ebene
I 2 2 1 1 x21 − x22 = 0 Ebenenpaar mit Schnitt
I 2 2 2 0 x21 + x22 = 0 Gerade
I 3 3 2 1 x21 + x22 − x23 = 0 Kreiskegel
I 3 3 3 0 x21 + x22 + x23 = 0 Punkt

II 1 2 1 0 x21 = 1 paralleles Ebenenpaar
II 2 3 1 1 x21 − x22 = 1 hyperbolischer Zylinder
II 2 3 2 0 x21 + x22 = 1 Kreiszylinder
II 3 4 1 2 x21 − x22 − x23 = 1 zweischaliges Hyperboloid
II 3 4 2 1 x21 + x22 − x23 = 1 einschaliges Hyperboloid
II 3 4 3 0 x21 + x22 + x23 = 1 Kugel

III 1 3 1 0 x21 + 2x2 = 0 parabolischer Zylinder
III 2 4 1 1 x21 − x22 + 2x3 = 0 hyperbolisches Paraboloid
III 2 4 2 0 x21 + x22 + 2x3 = 0 elliptisches Paraboloid

Zuletzt sei noch einmal darauf verwiesen, dass es auch Euklidische Normalformen von Quadriken
gibt. Hier dürfen lediglich euklidische Bewegungen (Translationen und Rotationen) verwandt werden,
um die Quadriken auf einen Normalform zu bringen. Es verbleiben dann noch die unterschiedlichen
Längen der Hauptachsen. Z.B. ist die euklische Normalform eines zweischaligen Hyperboloids

x21
a21
− x22
a22
− x23
a23

= b2 ,

wobei a1, a2, a3, b ∈ R die Hauptachsenlängen sind. Dies erlaubt dann z.B. auch eine Kugel von einem
Ellipsoid zu unterscheiden, welche die gleiche affine Normalform haben.
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12 Tensorprodukte und Grassmann-Algebra

In diesem Kapitel werden Tensorprodukte endlich dimensionaler Vektorräume eingeführt und un-
tersucht. Der Einfachheit halber werden wir uns auf reelle Vektorräume einschränken. Es ist aller-
dings nicht mehr als eine umfangreiche Übung alle Konzepte auch auf komplexe Vektorräume zu
übertragen.

12.1 Definition von Tensorprodukten

Zunächst sei daran erinnert (siehe Definition 8.5.3), dass der Dualraum V ∗ zu einem reellen Vektor-
raum V gegeben ist durch

V ∗ = {T : V → R : T linear} = L(V,R) .

Auf V ∗ gibt es (wie auf jeder Menge von linearen Abbildungen zwischen zwei Vektorräumen) eine
Vektorraumstruktur gegeben durch

(T + λT ′)(v) = T (v) + λT ′(v) , v ∈ V .

Wenn V endlich dimensional ist (was hier immer angenommen wird), so gilt dim(V ∗) = dim(V ).
Weiter gibt es einen Isomorphismus (V ∗)∗ ∼= V gegeben durch v(T ) = T (v). Wenn nun b1, . . . , bN
eine Basis von V ist, so ist eine natürliche sogenannte duale Basis b1, . . . , bN ∈ V ∗ von V ∗ gegeben
durch

bn(bm) = δn,m .

Wenn V ein Skalarprodukt hat und b1, . . . , bN eine Orthonormalbasis ist, so gibt es auch eine andere
natürliche Konstruktion einer Basis auf V ∗ (siehe weiter unten). Die obige duale Basis wurde schon
in Bemerkung 8.5.4 eingeführt, dort aber mit b∗1, . . . , b

∗
N bezeichnet. Die hier verwandte Notation

b1, . . . , bN bereitet schon auf die Einstein’sche Summenkonvention vor. Diese besagt, dass über dop-
pelt auftretende Indizes, je einmal oben und einmal unten, immer summiert wird, wobei der Index
immer läuft über 1, . . . , dim(V ). Zum Beispiel wird die Entwicklung eines Vektor v ∈ V nach der
Basis b1, . . . , bN geschrieben als

v =
N∑
n=1

vnbn = vnbn ,

wobei v1, . . . , vN ∈ R. Analog wird ein Dualvektor v∗ ∈ V ∗ geschrieben als

v∗ =
N∑
n=1

vnb
n = vnb

n ,

mit Koeffizienten v1, . . . , vN ∈ R. Es ist nun natürlich, auch das obige Kronecker Delta eher mit
δnm = bn(bm) zu bezeichnen. Dann ergibt die Einstein’sche Summenkonvention:

v∗(v) = vnb
nvmbm = vnv

mbn(bm) = vnv
mδnm = vnv

n .

Als letzte Vorbereitung sei an die Definition von multilinearen Abblidungen erinnert (Definition 6.3.1):
Wenn V1, . . . , VK ,W endlich-dimensionale Vektorräume über R sind, so heißt eine Abbildung

F : V1 × . . .× VK → W
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multilinear genau dann, wenn sie linear in jedem Argument ist, d.h. für alle k = 1, . . . , K ist die
Abbildung

vk ∈ Vk 7→ F (v1, . . . , vK) ∈ W

linear, wobei vm ∈ Vm für m 6= k festgehalten sind.

12.1.1 Definition (Tensorprodukt endlich dimensionaler Vektorräume) Das Tensorprodukt
von K endlichen dimensionalen (reellen) Vektorräumen V1, . . . , VK ist

V1 ⊗ . . .⊗ VK = {F : V ∗1 × . . .× V ∗K → R multilinear} .

Z.B., für v ∈ V und w ∈ W ist der Tensor v ⊗ w ∈ V ⊗W definiert durch

(v ⊗ w)(v∗, w∗) = v∗(v)w∗(w) ∈ R , v∗ ∈ V ∗ , w∗ ∈ W ∗ .

Hierbei ist zu beachten, dass die rechte Seite wirklich eine multilineare Abbildung ist. Für v1 ∈
V1, . . . , vK ∈ VK ist v1 ⊗ . . .⊗ vK definiert durch

(v1 ⊗ . . .⊗ vK)(v∗1, . . . , v
∗
K) =

∏
k=1,...,K

v∗k(vk) ∈ R ,

wobei v∗1 ∈ V ∗1 , . . ., v∗K ∈ V ∗K . Analog kann v1 ⊗ . . . ⊗ vK ⊗ v∗1 ⊗ . . . ⊗ v∗L definiert werden. Auch sei
darauf hingewiesen, dass es möglich ist, dass die Dualräume als Faktoren auftreten (denn es sind ja
auch endlich-dimensionale Vektorräume). Somit gibt es, z.B., V ∗⊗W ∗, V ∗⊗W , V ∗1 ⊗ . . .⊗ V ∗K , etc,
sowie die Objekte der folgenden Definition:

12.1.2 Definition Ein Tensor der Stufe (K,L) über V ist ein Element von

V ⊗
K ⊗ (V ∗)⊗

L

= V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
K Faktoren

⊗ V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
L Faktoren

.

Ein solche Tensor heißt dann K-fach kontravariant und L-fach kovariant. Die Menge der Tensoren
der Stufe (K,L) über V wird mit TKL (V ) bezeichnet.

Unter Verwendung der Dualität gilt dann

TKL (V ) = TLK(V ∗) .

12.1.3 Beispiel Gemäß dieser Definition sind Vektoren auch Tensoren der Stufe (1, 0). Des weiteren
sind bilineare Abbildungen T : V × V → R Tensoren der Stufe (0, 2). Mithilfe der Einstein’schen
Summenkonvention können sie geschrieben werden als

T =
N∑
n=1

N∑
m=1

Tn,m b
n ⊗ bm = Tn,m b

n ⊗ bm ,

wobei Tn,m ∈ R. �

12.1.4 Beispiel Ein lineare Abbildung A : V → V ist ein Tensor der Stufe (1, 1) über V :

A(v∗, v) = v∗(Av)
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Bzgl. der Basis b1, . . . , bN und Dualbasis b1, . . . , bN erhält man dann

A =
N∑
n=1

N∑
m=1

Amn bm ⊗ bn = Amn bm ⊗ bn .

Also hat die zu einer linearen Abbildung gehörende Matrix im Rahmen der Einstein’schen Konven-
tionen einen Index oben und einen unten (anders als bisher). Außerdem wählen wir die Reihenfol-
ge der Indizes entsprechend des Auftretens der Vektoren. Beachte, dass die Koeffizienten gegeben
sind durch Amn = bm(Abn) und das der Zusammenhang mit der Dirac-Notation gegeben ist durch
bm ⊗ bn = |bm〉〈bn|. Zudem kann Obiges übertragen werden auf eine lineare Abbildung A : V → W .
Mit einer Basis e1, . . . , eM Basis von W gilt dann

A = Amn em ⊗ bn ∈ W ⊗ V ∗

Wenn A invertierbar ist, gilt A−1 = (A−1)nm bn ⊗ em ∈ V ⊗W ∗. �

Nun sei noch eine weitere Begrifflichkeit eingeführt.

12.1.5 Definition Elementartensoren sind Tensoren von Gestalt v1 ⊗ . . .⊗ vK .

Dies bedeutet, dass Elementartensoren keine Linearkombinationen enthalten. So ist, z.B., v⊗w+
v′ ⊗ w′ nur dann ein Elementartensor, wenn v = λv′ oder w = λw′ für ein λ ∈ R.

12.1.6 Satz (Rechenregeln) Das Tensorprodukt ist linear in jedem Argument, z.B.:

(v + λv′)⊗ w = v ⊗ w + λ v′ ⊗ w
v ⊗ (w + λw′) = v ⊗ w + λ v ⊗ w′

Also insbesondere (λv)⊗ w = v ⊗ (λw).

Beweis. In der Tat:

(v + λv′)⊗ w(v∗, w∗) = v∗(v + λv′)w∗(w)

= (v∗(v) + λv∗(v′))w∗(w)

= v∗(v)w∗(w) + λv∗(v′)w∗(w)

= v ⊗ w(v∗, w∗) + λ v′ ⊗ w(v∗, w∗) ,

und analog für die Linearität im zweiten Argument. 2

12.1.7 Satz dim(V ⊗W ) = dim(V ) dim(W )

Beweis: Eine multilineare Abbildung ist spezifiziert durch ihre Werte auf einer Basis. Seien also
b1, . . . , bN eine Basis von V , und e1, . . . , eM eine Basis von W . Wir zeigen, dass dann {bn⊗ em : n =
1, . . . , N, m = 1, . . . ,M} Basis von V ⊗W . In der Tat, seien

v = vnbn , w = wmem

Dann
v ⊗ w = vnwm bn ⊗ em ,

wobei bn ⊗ em wie in obigen Beispielen. 2
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12.1.8 Korollar dim(V1 ⊗ . . .⊗ VK) = dim(V1) · · · dim(VK)

12.1.9 Korollar dim(TKL (V )) = dim(V )K+L

Im Beweis von Satz 12.1.7 wurde eine Basis des Tensorproduktes V ⊗W angegeben. Analog kann
eine Basis von TKL (V ) angegeben werden durch

bn1 ⊗ . . .⊗ bnK ⊗ bm1 ⊗ . . .⊗ bmL

wobei n1, . . . , nK ,m1, . . . ,mL ∈ {1, . . . , N} und b1, . . . , bN eine Basis von V und b1, . . . , bN die zu-
gehörige Dualbasis von V ∗ ist. Mit der Einstein’schen Summenkonvention kann nun ein Tensor
T ∈ TKL (V ) bez. dieser Basis entwickelt werden:

T = T n1,...,nK
m1,...,mL bn1 ⊗ . . .⊗ bnK ⊗ bm1 ⊗ . . .⊗ bmL

Somit sind die Koeffizienten T n1,...,nK
m1,...,mL = T (bn1 , . . . , bnK , bm1 , . . . , bmL). In der Literatur (ins-

besondere der Physikliteratur) wird ein Tensor oft nur durch seine Koeffizienten bzgl. einer Basis
spezifiziert. Dies läßt Tensoren ein wenig unhandlich aussehen - zumindestens wenn man nicht an all
die Indizes gewöhnt ist.

12.2 Universelle Eigenschaft

12.2.1 Satz Das Tensorprodukt Z = V ⊗W ist der eindeutig bestimmter Vektorraum Z mit folgen-
der Eigenschaft: es existiert eine bilineare Abbildung T : V ×W → Z, deren Bild ganz Z aufspannt,
so dass jede bilineare Abbildung S : V ×W → X faktorisiert gemäß:

S = S̃ ◦ T

für geeignetes lineares S̃ : Z → X. Die Abbildungen können in einem Diagramm zusammengefaßt
werden:

V ×W T - Z

X

S̃

?

S

-

Begründung: Die Existenz des Vektorraumes Z wird gezeigt, indem nachgewiesen wird, dass das
wie oben definierte Tensorprodukt V ⊗W = {T : V ∗×W ∗ → R bilinear} die universelle Eigenschaft
erfüllt. Hierfür sei T : V ×W → V ⊗W gegeben durch T (v, w) = v ⊗ w wobei v ⊗ w die bilineare
Abbildung wie oben ist. Nach Definition von V ⊗W spannt das Bild von T ganz V ⊗W auf. Sei nun
S : V ×W → X gegeben. Dann wird S̃ : V ⊗W → X definiert durch

S̃(v ⊗ w) = S(v, w)

und durch lineare Fortsetzung auf Nicht-Elementartensoren, d.h.

S̃(v ⊗ w + v′ ⊗ w′) = S̃(v ⊗ w) + S̃(v′ ⊗ w′) .
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Dann ist S̃ ist tatsächlich linear da

S̃(v ⊗ w + λ(v′ ⊗ w′)) = S̃(v ⊗ w) + S̃(λv′ ⊗ w′)
= S̃(v ⊗ w) + S̃((λv′)⊗ w′)
= S(v, w) + S(λv′, w′)

= S(v, w) + λS(v′, w′)

= S̃(v ⊗ w) + λS̃(v′ ⊗ w′)f .

(Eigentlich mußte lediglich die Homogenität nachgewiesen werden.) Außerdem gilt nach Konstruktion

S̃ ◦ T = S.

Für die Eindeutigkeit, seien jetzt auch Z ′ und T ′ : V ×W → Z ′ wie oben. Dann wähle X = Z ′

im Diagramm für Z. Dann existiert S̃ : Z → Z ′ mit T ′ = S̃ ◦ T . Zudem wähle X = Z im Diagramm
für Z ′, so dass S̃ ′ : Z ′ → Z mit T = S̃ ′ ◦ T ′ existiert. Also gilt T = S̃ ′ ◦ S̃ ◦ T und, da das Bild von T
ganz Z aufspannt, ist also S̃ ′ ◦ S̃ die Identität auf Z. Somit sind S̃ und S̃ ′ beide bijektiv und somit
Z ∼= Z ′. 2

12.3 Tensoralgebra

Zu T ∈ TKL (V ) und T ′ ∈ TK′L′ (V ) kann T ⊗ T ′ definiert werden durch

T ⊗ T ′(v∗1, . . . , v∗K , v1, . . . , vL, v∗K+1, . . . , v
∗
K+K′ , vL+1, . . . , vL+L′)

= T (v∗1, . . . , v
∗
K , v1, . . . , vL)T ′(v∗K+1, . . . , v

∗
K+K′ , vL+1, . . . , vL+L′) .

Dann ist T ⊗ T ′ ein Tensor der Stufe (K +K ′, L+ L′). Da V ⊗W isomorph zu W ⊗ V ist (was mit
der universellen Eigenschaft überprüft werden kann), kann T ⊗ T ′ aufgefasst werden als Element in
TK+K′

L+L′ (V ). Somit kann ⊗ as Produkt zwischen Tensoren verschiedener Stufe aufgefaßt werden. Also
wird die doppelt unendliche direkte Summe

T (V ) = ⊕L≥0 ⊕K≥0 TKL (V )

zu einer Algebra, die auch die Tensoralgebra über V genannt wird. Sie ist ein unendlich dimensionaler
Vektorraum, in dem die Summe von Tensoren die Stufe erhält, aber das Produkt (d.h. Tensorprodukt)
die Stufe erhöht.

12.3.1 Beispiel Gegeben seien lineare Abbildungen A,B : V → V . Diese können als Tensoren der
Stufe (1, 1) über V aufgefaßt werden. Bez. der Basis b1, . . . , bN und der Dualbasis b1, . . . , bN sind sie
von der Gestalt

A = Amn bm ⊗ bn , B = Bm
n bm ⊗ bn .

Dann ist A⊗B ∈ V ⊗ V ∗ ⊗ V ⊗ V ∗ ∼= T 2
2 (V ) gegeben durch

A⊗B = Am1
n1B

m2
n2 bm1 ⊗ bn1 ⊗ bm2 ⊗ bn2 .

Die Koeffizienten von A⊗B sind also

A⊗Bm1
n1

m2

n2
= Am1

n1B
m2

n2 ,

oder nach Umordnung A⊗Bm1,m2
n1,n2 = Am1

n1B
m2

n2 . �
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Es gibt auf Tensoren und somit auch der Tensoralgebra noch eine weitere wichtige Operation.

12.3.2 Definition (Kontraktion von Tensoren) Für 1 ≤ i ≤ K + 1 und 1 ≤ j ≤ L + 1 ist
die Kontraktion Ci

j : TK+1
L+1 (V ) → TKL (V ) definiert durch ihre Wirkung auf den Koeffizienten eines

Tensors bzgl. einer Basis:

(Ci
jT )n1,...,nK

m1,...,mL
= T n1,...,ni−1,n,ni,...nK

m1,...,mj−1,n,mj ,...,mL

wobei gemäß Einstein-Konvention über n summiert wird.

12.3.3 Beispiel Sei A : V → W aufgefasst als A ∈ W⊗V ∗ und v ∈ V . Dann sind A⊗v ∈ W⊗V ∗⊗V
und Av ∈ W . Es gilt C2

1A⊗ v = Av. �

12.3.4 Beispiel Seien A,B : V → V wie in Beispiel 12.3.1. Dann gilt für die Hintereinander-
ausführung AB = C2

1A⊗B. �

12.4 Transformationsverhalten von Tensoren

In diesem Paragraphen soll das Transformationsverhalten von Tensoren untersucht werden. In der
Literatur (wieder insbesondere der Physikliteratur) wird ein Tensor oft sogar durch dieses Transfor-
mationsverhalten charakterisierend definiert. Wir beginnen mit einem Vektor v ∈ V , der bzgl. einer
Basis b1, . . . , bN von V entwickelt ist, d.h. v = vnbn. Nun sei A : V → W eine lineare Abbildung.
Insbesondere ist auch der Fall mit W = V und Abn = en interessant, der dann einem Basiswechsel
entspricht. Auf W sei dann eine Basis e1, . . . , eM gegeben. Somit kann Av ∈ W nach dieser Basis
e1, . . . , eM entwickelt werden Av = (Av)mem. Die Koeffizienten (Av)m können aus denen von A und
v bestimmt werden. In der Tat,

Av = C2
1A⊗ v = C2

1A
m
nem ⊗ bn ⊗ vkbk = Amnem v

k δnk = Amnv
nem .

Also gilt
(Av)m = Amnv

n .

Dieses Transformationsverhalten wird als kontravariant bezeichnet. Nun sind Vektoren ja Tensoren
der Stufe (1, 0). Wenn nun allgemeiner ein Tensor T ∈ TK0 (V ) der Stufe (K, 0) betrachtet wird mit
Koeffizienten

T = T n1,...,nKbn1⊗ . . .⊗ bnK
so ist der mit A transformierte Tensor mit A · T ∈ TK0 (W ) gegeben durch

A · T = T n1,...,nKAbn1⊗ . . .⊗ AbnK .

Dieser kann wieder nach der Basis e1, . . . , eM entwickelt werden, d.h.

A · T = (A · T )m1,...,mKem1⊗ . . .⊗ emK .

Wie oben erhält man
(A · T )m1,...,mK = Am1

n1 · · ·AmKnKT n1,...,nK

Wiederum wird diese Transformationsverhalten mit kontravariant bezeichnet.

Nun kommen wir zum kovarainten Transformationsverhalten, welches zunächst an einem Kovek-
tor v∗ ∈ T 0

1 (V ) = V ∗ untersucht wird, der zu einem transformierten Kovektor wird, welcher wieder
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mit A ·v∗ ∈ T 0
1 (W ) = W ∗ bezeichnet wird. Hierzu kann nicht die Abbildung A∗ : W ∗ → V ∗ definiert

durch
A∗(w∗)(v) = w∗(Av) , w∗ ∈ W ∗ , v ∈ V ,

verwandt werden. (Beachte, dass hier A∗ nicht die adjungierte Abbildung bzgl. eines Skalarproduk-
tes ist, sondern eine Abbildung zwischen den Dualräumen ist.) Vielmehr muss die Zusatzannahme
gemacht werden, dass A invertierbar ist (so dass V ∼= W isomorph sind und N = M) und dann
die Adjungierte von A−1 : W → V verwandt werden, d.h. (A−1)∗ : V ∗ → W ∗. Der transformierte
Kovektor wird dann

(A · v∗)(w) = v∗(A−1w) = vkb
k
(
(A−1)nmw

m bn
)

= vn (A−1)nmw
m ,

d.h.
(A · v∗)m = (A−1)nm vn .

Allgemeiner transformiert ein Tensor T ∈ T 0
L(V ) der Stufe (0, L) kovariant gemäß

(A · T )m1,...,mL = (A−1)n1
m1
· · · (A−1)nLmLTn1,...,nL .

Zusammenfassend ist also das Transformationsverhalten von T ∈ TKL (V ) der Stufe (K,L) bzgl. einer
invertierbaren linearen Abbildung gegeben durch

(A · T )n1,...,nK
m1,...,mL

= An1
k1 · · ·AnK kK (A−1)l1m1

· · · (A−1)lLmLT
k1,...,kK

l1,...,lL ,

was als K-fach kontravariant und L-fach kovariant bezeichnet wird.

Bis jetzt ist die Struktur des Skalarproduktes nicht verwandt worden. Falls eine solches Skalar-
produkt 〈 . | . 〉 auf einem reellen Vektorraum V gegeben ist, so definiert es einen kovarianten Tensor
g ∈ T 0

2 (V ) durch
g(v, w) = 〈v|w〉 .

Außerdem (und das ist wichtiger für das Folgende) gibt es zu g einen kanonischen Isomorphismus
I : V → V ∗ definiert durch

I(v)(w) = g(v, w) ,

oder kurz I(v) = 〈v|, wenn die Dirac Formalismus verwandt wird. Den Isomorphismus I haben
wir schon als das endlich-dimensionales Riesz’ Lemma kennengelernt, siehe Satz 8.5.1. In etlichen
Anwendungen ist es jedoch nicht notwendig, dass I von einem Skalarprodukt herstammt. Es reicht
z.B. aus, dass eine hermetische Sesquilinearform auf V gegeben ist, wie z.B. die Lorentzmetrik g der
Relativitätstheorie (welche nicht positiv ist). Nun sei g entwickelt nach der Basis b1, . . . , bN :

g = gn,mb
n ⊗ bm .

Wenn nun v = vnbn, so ist
I(v) = C1

1g ⊗ v = gn,mv
nbm .

Allgemeiner ist nun I : TK0 (V )→ T 0
K(V ) auf T = Tm1,...,mKbm1 ⊗ . . .⊗ bmK gegeben durch

I(T ) = gn1,m1 · · · gnK ,mKTm1,...,mKbn1 ⊗ . . .⊗ bnK .

Somit erhält also aus einem kontravarianten Tensor einen kovarianten Tensor durch das Runterziehen
der Indizes mit der Metrik g.
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Analog gibt es auch ein Raufziehen der Indizes unter Verwendung des Inversen I−1 : V ∗ → V zu
I : V → V ∗. In Koordinaten ist diese Abbildung (per Definition von gk,m) gegeben durch

I−1(v∗) = I−1(vnb
n) = vn I

−1(bn) = gk,n vn bk

Da v = I−1I(v) = I−1(gn,mv
nbm) = gk,mgn,mv

nbk und gn,m = gm,n gilt

gk,mgm,n = δkn .

Also ist gk,m das Matrixinverse zu gm,n, und somit gilt auch gk,m = gm,k. Allgemeiner ist das Hoch-
ziehen I−1 : T 0

L(V )→ TL0 (V ) auf T = Tm1,...,mLb
m1 ⊗ . . .⊗ bmL definiert durch

I−1(T ) = gn1,m1 · · · gnL,mLTm1,...,mLbn1 ⊗ . . .⊗ bnL .

12.5 Grassmann-Algebra

Die Grassmann-Algebra ist die Teilmenge der antisymmetrischen Tensoren in der Tensoralgebra,
versehen mit einem Produkt, das eine Modifikation des Tensorproduktes ist. Diese Algebra spielt
eine zentrale Rolle bei der Konstruktion von Differentialformen. Zunächst sollen symmetrische und
antisymmetrische Tensoren eingeführt werden. Um die Symmetrie oder Antisymmetrie von Tensoren
untersuchen zu können, müssen die Argument austauschbar sein. Deswegen schränken wir uns auf
Tensoren der Stufe (K, 0) und (0, L) ein, denn diese sind multilineare Abbildungen auf einem gegebe-
nen Vektorraum (V ∗ und V respektive). In Definition 6.3.3 wurden schon alternierende multilineare
Abbildungen betrachtet (die Determinante ist eine spezielle solche Abbildung). Anstelle des Begriffs
alternierend wird hier eher antisymmetrisch verwandt.

12.5.1 Definition Sei T ∈ TK0 (V ) ein Tensor der Stufe (K, 0). Dann heißt T symmetrisch genau
dann, wenn für alle Permutationen σ ∈ SK

T (v∗1, . . . , v
∗
K) = T (v∗σ(1), . . . , v

∗
σ(K)) , ∀ v∗1, . . . , v∗K ∈ V ∗ ,

und T heißt antisymmetrisch genau dann, wenn für alle Permutationen σ ∈ SK

T (v∗1, . . . , v
∗
K) = sgn(σ) T (v∗σ(1), . . . , v

∗
σ(K)) , ∀ v∗1, . . . , v∗K ∈ V ∗ .

Analog werden symmetrische und antisymmetrische Tensoren der Stufe (0, L) definiert.

12.5.2 Beispiel Ein Skalarprodukt 〈 . | . 〉 auf einem reellen Vektorraum V definiert einen Tensor
g ∈ T 0

2 (V ) durch
g(v, w) = 〈v|w〉

Dies ist ein symmetrischer Tensor der Stufe (0, 2) weil hier K = R. �

12.5.3 Bemerkung Die Symmetrie und Antisymmetrie eines Tensors kann an den Koeffizienten
abgelesen werden. Sei z.B.

T = Tn1,...,nLb
n1 ⊗ . . .⊗ bnL

ein kovarianter Tensor der Stufe (0, L). Dieser ist dann antisymmetrisch genau dann, wenn Tn1,...,nL

antisymmetrisch in den Indizes ist, d.h.

Tnσ(1),...,nσ(L)
= sgn(σ)Tn1,...,nL , ∀ σ ∈ SL .

Für einen symmetrischen Tensor fällt der Faktor sgn(σ) weg.
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Im Folgenden wird die Menge der antisymmetrischen Tensoren der Stufe (0, L) betrachtet. Sie
wird bezeichnet mit

ΛL(V ) =
{
ω ∈ T 0

L(V ) : ω antisymmetrisch
}
.

Hier wird der Buchstabe ω anstelle von T für die antisymmetrischen Tensoren verwandt, weil diese
letztendlich Differentialformen (eingeschränkt auf einen Tangentialraum) sind und letztere meist
mit ω bezeichnet werden. Wichtig ist nun, dass ΛL(V ) ein Vektorraum bildet, weil nämlich eine
Linearkombinantion von antisymmetrischen Tensoren wieder antisymmetrisch ist. Also gibt es eine
idempotente Abbildung Π− : T 0

L(V )→ ΛL(V ), welche einen gegebenen Tensor antisymmetrisiert:

(Π−T )(v1, . . . , vL) =
1

L!

∑
σ∈SL

sgn(σ)T (vσ(1), . . . , vσ(L))

Dann ist Π− linear und in der Tat (Π−)2 = Π−. Falls auf V und dann auch T 0
L(V ) (siehe unten) ein

Skalarprodukt gegeben ist, so ist die Abbildung Π− auch hermitisch und somit eine Projektion. Somit
projeziert Π− auf den Unterraum ΛL(V ). Oft wird Π− auch die fermionische Projektion genannt, weil
antisymmetrische Tensorprodukt in der Quantenmechanik zur Beschreibung von Fermionen verwandt
werden. Analog gibt es auch eine bosonische Projektion Π+ auf den Unterraum der symmetrischen
Tensorprodukte, die Bosonen beschreiben. Sie ist durch die gleiche Formel wie oben gegeben, nur
ohne sgn(σ).

12.5.4 Satz Für L > dim(V ) = N gilt ΛL(V ) = {0}.

Beweis: Dies wird genau wie in Satz 6.3.6 bewiesen. Wenn Argumente einer antisymmetrischen mul-
tilinearen Abbildung linear abhängig sind, so verschwindet das Bild der antisymmetrische Abbildung
auf diesen Vektoren. 2

12.5.5 Definition Die Grassmann-Algebra ist die Menge aller antisymmetrischen Tensoren

Λ(V ) = ⊕NL=0ΛL(V ) ,

versehen mit dem sogenannten äußeren Produkt ∧ : ΛL(V )× ΛK(V )→ ΛL+K(V ) gegeben durch

ω ∧ η =
(L+K)!

L!K!
Π−
(
ω ⊗ η

)
.

Hierbei ist Λ0(V ) ∼= R.

Der folgende Satz bestätigt nun, dass (Λ(V ),+, ·,∧) tatsächlich eine Algebra ist (eben die Grass-
mann Algebra).

12.5.6 Satz Das äußere Produkt ∧ ist assoziativ, bilinear und antikommutativ. Genauer, für ω, ω′ ∈
ΛL(V ), η ∈ ΛK(V ) und τ ∈ ΛM(V ) gilt:

(i) (ω ∧ η) ∧ τ = ω ∧ (η ∧ τ)

(ii) (ω + λω′) ∧ η = ω ∧ η + λω′ ∧ η und analog in 2. Argument

(iii) ω ∧ η = (−1)KLη ∧ ω
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Beweis: (i) Hier wird der Vorfaktor benötigt:

(ω ∧ η) ∧ τ =
(L+K)!

L!K!
Π−
(
ω ⊗ η

)
∧ τ

=
(L+K +M)!

(L+K)!M !

(L+K)!

L!K!
Π−
(
Π−
(
ω ⊗ η

)
⊗ τ
)

=
(L+K +M)!

L!K!M !
Π−
(
ω ⊗ η ⊗ τ

)
= ω ∧ (η ∧ τ)

wobei der letzte Schritt analog folgt. (ii) und (iii) sind eine Übung. 2

Allgemeiner gilt somit für ωi ∈ ΛLi(V ):

ω1 ∧ . . . ∧ ωr =
(L1 + . . .+ Lr)!

L1! · · ·Lr!
Π−
(
ω1 ⊗ . . .⊗ ωr

)
.

12.5.7 Satz Wenn N = dim(V ), dann dim(ΛL(V )) =
(
N
L

)
und dim(Λ(V )) = 2N

Beweis: Wenn b1, . . . , bN eine Basis von V ∗ ist, dann bilden

bn1 ∧ . . . ∧ bnL

mit 1 ≤ n1 < n2 < . . . < nL ≤ N eine Basis von ΛL(V ). In der Tat sind diese Vektoren linear
unabhängig und spannen ΛL(V ) auf. Also ist

(
N
L

)
Dimension von ΛL(V ). Die letzte Behauptung

folgt nun aus der binomischen Formel
∑N

L=0

(
N
L

)
= (1 + 1)N . 2

Der folgende Satz ist nun für die Integrationstheorie wesentlich, denn er zeigt, dass Elemente aus
ΛL(V ) angewandt auf L Vektoren v1, . . . , vL ∈ V bis auf eine Konstante (welche die interessante
Information enthält) das L-dimensionale Volumen des von den Vektoren aufgespannten Parallelipeds
ergibt.

12.5.8 Satz Seien ω1, . . . , ωL ∈ V ∗ und v1, . . . , vL ∈ V . Dann ist ω1 ∧ . . . ∧ ωL ∈ ΛL(V ) gegeben
durch

ω1 ∧ . . . ∧ ωL(v1, . . . , vL) = detL

ω1(v1) · · · ωL(v1)
...

...
ω1(vL) · · · ωL(vL)

 .

Beweis: Die Rechnung

ω1 ∧ . . .∧ωL(v1, . . . , vL) = ( L!
1!···1! Π− ω1 ⊗ . . .⊗ ωL)(v1, . . . , vL)

= L!
1

L!

∑
σ∈SL

sgn(σ) (ω1 ⊗ . . .⊗ ωL)(vσ(1), . . . , vσ(L))

=
∑
σ∈SL

sgn(σ)ω1(vσ(1)) · · ·ωL(vσ(L))

zeigt die Behauptung. 2

Nun wird der Pullback von der Tensoralgebra definiert. Dies ist ganz analog zum oben diskutierten
Transformationsverhalten, nur dass nun die Abbildung A∗ verwandt wird, was ja in die umgekehrte
Richtung geht (deswegen pullback”). Beachte, dass die folgende Definition nicht verlangt, dass A
invertierbar ist.
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12.5.9 Definition (Pullback von Grassmann Algebra) Sei A : V → W linear und definiere
A∗· : ΛL(W )→ ΛL(V ) durch

A∗ · ω(v1, . . . , vL) = ω(Av1, . . . , AvL)

12.5.10 Satz Sei A : V → V und L = N = dim(V ). Dann

A∗ · ω = det(A)ω , ω ∈ ΛN(V )

Beweis: Da ω = b1 ∧ . . . ∧ bN bis auf Konstante

A∗ · ω(v1, . . . , vN) = ω(Av1, . . . , AvN)

= det

 b1(Av1) · · · b1(AvN)
...

...
bN(Av1) · · · bN(AvN)


= det

(
(b1, . . . , bN)∗A (v1, . . . , vN)

)
= det(A) det

(
(b1, . . . , bN)∗(v1, . . . , vN)

)
= det(A)ω(v1, . . . , vN) ,

was den Beweis beendet. 2

Für Integrationstheorie über Untermannigfaltigkeiten benötigt man noch folgende Verallgemei-
nerung:

12.5.11 Satz Sei A : V → W und M = dim(W ) ≥ N = dim(V ) = L. Zudem sei i : Ran(A) → V

ein Isomorphismus und Ã = i ◦ A : V → V . Dann

A∗ · ω = detN(Ã)ω ◦ i−1 , ω ∈ ΛN(W )

Beweis: Sei Basis e1, . . . , eM von W so dass e1, . . . , eN eine Basis von Ran(A) ist. Nun wird ω nur
auf Ran(A) benötigt und ωRan(A)

= e1∧ . . .∧ eN bis auf einen konstanten Faktor. Somit ähnlich wie
oben:

A∗ · ω(v1, . . . , vN) = ω(Av1, . . . , AvN)

= det

 e1(Av1) · · · e1(AvN)
...

...
eN(Av1) · · · eN(AvN)


= det

(
(e1, . . . , eN)∗A (v1, . . . , vN)

)
= det

(
(e1, . . . , eN)∗ i−1 Ã (v1, . . . , vN)

)
= det(Ã) det

(
(e1, . . . , eN)∗(i−1v1, . . . , i

−1vN)
)

= det(Ã)ω ◦ i−1(v1, . . . , vN)

was den Beweis beendet. 2

159



13 Matrixnormen

13.1 Normen auf Vektorräumen

13.1.1 Definition Sei V ein Vektorraum über K. Eine Abbildung ‖ . ‖ : V → [0,∞) heißt Norm,
genau dann, wenn

(i) ‖λv‖ = |λ| ‖v‖ (Homogenität)

(ii) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ (Dreiecksungleichung)

(iii) ‖v‖ = 0 =⇒ v = 0 (Nicht-Entartung)

Dann ist (V, ‖.‖) ein normierter Vektorraum.

13.1.2 Bemerkung Auf einem normierten Vektorraum kann eine Metrik definiert werden durch

d(v, w) = ‖v − w‖ ,

welche V zu einem metrischen Raum macht, vgl. Analysis. Es ist dann möglich den Konvergenzbegriff
bzgl. dieser Metrik einzuführen. Eine Folge (vk)k≥1 von Vektoren vk ∈ V konvergiert in (V, ‖ . ‖)
gegen v ∈ V genau dann, wenn limk→∞ ‖vk − v‖ = 0. Des Weiteren ist der Begriff der Cauchy-
Folge verfügbar. Ein normierter Vektorraum V , in dem jede Cauchy-Folge konvergiert (d.h. V ist
vollständig als metrischer Raum), heißt ein Banachraum. �

13.1.3 Bemerkung Ein Beispiel einer Norm haben wir schon kennengelernt. Wenn auf einem Vek-
torraum V ein Skalarprodukt 〈 . : . 〉 gegeben ist, dann zeigt Satz 8.3.1, dass ‖v‖ =

√
〈v|v〉 eine

Norm ist. Diese Norm heißt die euklidische Norm. Es gibt jedoch auch andere, wie folgende Beispiele
zeigen. �

13.1.4 Beispiel Sei V = KN . Dann sind für p ≥ 1

‖v‖p =

(
N∑
n=1

|vn|p
) 1

p

, ‖v‖∞ = max
n=1,...,N

|vn| , v =

v1
...
vN

 ,

Normen auf dem KN . Hierbei ist der Fall p = 2 die schon bekannte euklidische Norm zum Standard-
skalarprodukt, d.h. ‖v‖2 = 〈v|v〉 12 . Der Nachweis der Homogenität und Nicht-Entartung ist einfach,
aber für den Beweis der Dreiecksungleichung wurde im Fall p = 2 die Cauchy-Schwarz Ungleichung
verwandt. Für p =∞ gilt

‖v+w‖∞ = max
n=1,...,N

|vn+wn| ≤ max
n=1,...,N

(|vn|+|wn|) ≤ max
n=1,...,N

|vn| + max
n=1,...,N

|wn| = ‖v‖∞+‖w‖∞ .

Ähnlich kann im Fall p = 1 vorgegangen werden. Die Dreiecksungleichung im Fall p 6= 2 heißt die
sogenannte Minkovski-Ungleichung, welche in Appendix A.1 bewiesen wird. Des Weiteren sei auf
einen Zusammenhang zwischen den Normen ‖ . ‖∞ und ‖ . ‖2 hingewiesen:

‖v‖∞ ≤ ‖v‖2 ≤
√
N ‖v‖∞ . (13.1)

Dies ist ein Beispiel von zwei Normen, die zueinander äquivalent genannt werden, weil nämlich die
Konvergenzbegriffe zusammenfallen (eine Folge konvergiert bzgl. der einen Norm genau dann, wenn
sie bzgl. der äquivalenten Norm konvergiert). In endlich dimenionalen Vektorräumen sind nun alle
Normen äquivalent, wie folgender Satz zeigt. �
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13.1.5 Satz Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum versehen mit zwei Normen ‖ . ‖ und ‖ . ‖∼.
Dann sind diese Normen äquivalent, d.h. es gibt eine Konstante C mit

1

C
‖v‖ ≤ ‖v‖∼ ≤ C ‖v‖ , v ∈ V .

Als Vorbereitung für den Beweis zeigen wir zunächst ein Lemma.

13.1.6 Lemma Sei (V, ‖ . ‖) ein normierter Vektorraum. Dann gilt∣∣ ‖v‖ − ‖w‖ ∣∣ ≤ ‖v − w‖ .
Beweis. Die Dreiecksungleichung zeigt

‖v‖ = ‖v − w + w‖ ≤ ‖v − w‖+ ‖w‖ , ‖w‖ = ‖w − v + v‖ ≤ ‖v − w‖+ ‖v‖ .

Zusammen zeigt dies die Ungleichung. 2

Beweis von Satz 13.1.5. Sei B = (b1, . . . , bN) eine geordnete Basis von V . Dann definieren wir zwei
Funktionen f, f∼ : KN → R≥0 durch

f(x) = ‖(IB)−1(x)‖ , f∼(x) = ‖(IB)−1(x)‖∼ , x ∈ KN .

Nun sind diese beiden Funktionen stetig, was z.B. für f gezeigt wird. Nach Lemma 13.1.6

|f(x)− f(y)| =
∣∣‖(IB)−1(x)‖ − ‖(IB)−1(y)‖

∣∣ ≤ ‖(IB)−1(x)− (IB)−1(y)‖

= ‖
N∑
n=1

(xn − yn)bn‖ ≤
N∑
n=1

|xn − yn| ‖bn‖ ≤
( N∑
n=1

|xn − yn|2
) 1

2
( N∑
n=1

‖bn‖2
) 1

2 ,

wobei im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz Ungleichung verwandt wurde. Wenn nun ‖ . ‖2 die
euklidische Norm im KN bezeichnet (d.h. die vom Skalarprodukt herstammende), so zeigt Obiges
also

|f(x)− f(y)| ≤ C ‖x− y‖2 , C =
( N∑
n=1

‖bn‖2
) 1

2 .

Also ist f Lipshitz stetig, und f∼ ebenso. Nun verwenden wir folgenden Sachverhalt, der in der Ana-
lysisvorlesung bewiesen wird: Eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge nimmt ihr Maximum
und ihr Minimum an. (Es sei daran erinnert, dass nach dem Satz von Heine-Borel die Kompaktheit
einer Menge im KN dazu äquivalent ist, dass die Menge eine abgeschlossene und beschränkte Teil-
menge ist.) Nun ist die (N − 1)-dimensionale Sphäre SN−1 = {x ∈ KN : ‖x‖2 = 1} eine kompakte
Menge, und somit sind folgende Größen wohldefiniert:

M = max
‖x‖2=1

f∼(x) , m = min
‖x‖2=1

f(x) .

Also folgt

‖v‖∼ = f∼(IBv) = ‖IBv‖2 f∼
( IBv

‖IBv‖2

)
≤ ‖IBv‖2M ≤ ‖IBv‖2

M

m
f
( IBv

‖IBv‖2

)
=

M

m
‖v‖ .

Dies zeigt eine Ungleichung, die andere folgt durch Vertauschen der Normen. 2
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13.1.7 Korollar Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum, B = (b1, . . . , bN) eine beliebige ge-
ordnete Basis von V und ‖ . ‖ eine beliebige Norm. Dann konvergiert eine Folge (vk)k≥1 von Vektoren
vk ∈ V gegen v bzgl. der Norm ‖ . ‖ genau dann, wenn jede Komponente der Koordinatenabbildung
in K konvergiert, d.h.

lim
k→∞

IB(vk)n = IB(v)n , n = 1, . . . , N .

Beweis. Die Konvergenz vk → v bedeutet ja, dass ‖vk − v‖ → 0. Nun gilt aber nach obigem Beweis
und (13.1)

‖vk − v‖ ≤ M ‖IB(vk − v)‖2 ≤ MN
1
2‖IB(vk)− IB(v)‖∞

≤ MN
1
2‖IB(vk)− IB(v)‖2 ≤

MN
1
2

m
‖vk − v‖ .

Also gehen alle Folgen gleichzeitig gegen 0 im Limes k →∞. Aber Konvergenz von ‖IB(vk)−IB(v)‖∞
bedeutet gerade komponentenweise Konvergenz. 2

13.2 Operatornorm

In diesem Kapitel soll es um Normen auf dem Raum der linearen Abbildungen und Matrizen gehen.
Eine abstrakte Klasse solcher Normen sind in folgendem Satz gegeben.

13.2.1 Definition Seien (V, ‖ . ‖V ) und (W, ‖ . ‖W ) normierte Vektorräume über K. Die Operator-
norm einer linearen Abbildung T ∈ L(V,W ) ist dann definiert als

‖T‖V→W = sup
v∈V \{0}

‖Tv‖W
‖v‖V

= sup
v∈V, ‖v‖V =1

‖Tv‖W .

Falls W = V , wird die Operatornorm auch einfach mit ‖T‖V bezeichnet.

13.2.2 Satz Die Operatornorm ‖ . ‖V→W ist eine Norm auf dem Vektorraum L(V,W ). Falls W = V ,
erfüllt sie außerdem

‖TS‖V ≤ ‖T‖V ‖S‖V , T, S ∈ L(V ) .

Beweis. Wieder sind Homogenität und Nicht-Entartung leicht zu überprüfen. Die Dreiecksunglei-
chung folgt aus

‖T + S‖V→W = sup
v∈V \{0}

‖(T + S)v‖W
‖v‖V

≤ sup
v∈V \{0}

‖Tv‖W + ‖Sv‖W
‖v‖V

≤ sup
v∈V \{0}

‖Tv‖W
‖v‖V

+ sup
v∈V \{0}

‖Sv‖W
‖v‖V

= ‖T‖V→W + ‖S‖V→W .

Analog

‖TS‖V = sup
v∈V \{0}

‖TSv‖V
‖Sv‖V

‖Sv‖V
‖v‖V

≤ sup
v∈V \{0}

‖TSv‖V
‖Sv‖V

sup
v∈V \{0}

‖Sv‖V
‖v‖V

= ‖T‖V ‖S‖V ,

was den Beweis beendet. 2
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13.2.3 Definition Eine Norm ‖ . ‖ auf dem Vektorraum Mat(N × N,K) heißt Matrixnorm, wenn
die Submultiplikativität

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖

gilt.

Nach obigem Satz sind die Operatornormen allesamt Matrixnormen. Es gibt aber noch andere
Matrixnormen, wie wir weiter unten sehen werden. Es gibt also sehr viele Normen und viele Gründe
für diese Vielfalt (z.B. kann es einfach sein, Kontraktionseigenschaften bzgl. einer bestimmten Norm
nachzuweisen, aber sehr schwierig oder sogar unmöglich bzgl. einer anderen). Weil es so viele Normen
gibt, muss in einem mathematischen Text immer genau spezifiziert werden, welche Norm gerade
verwandt wird. Unter all den Matrixnormen wird eine spezielle ganz besonders oft verwandt und
ist in gewisser Weise auch besonders natürlich, und zwar die von dem euklidischen Skalarprodukt
induzierte Operatornorm ‖ . ‖2→2. Hier wird sie bezeichnet mit

‖A‖op = ‖A‖2→2 =

(
sup

v∈KN\{0}

〈Av|Av〉
〈v|v〉

) 1
2

= sup
v∈KN , ‖v‖=1

〈Av|Av〉
1
2 . (13.2)

Wenn immer ein Vektorraum mit Skalarprodukt vorliegt (oder ein Hilbert-Raum), dann wird diese
Norm schlichtweg als die Operatornorm bezeichnet. In dem folgenden Satz werden die wichtigsten
Eigenschaften dieser Norm zusammengefasst.

13.2.4 Satz Es gilt für ‖ . ‖op auf Mat(N ×N,K)

‖A‖op = sup
‖v‖=1

sup
‖w‖=1

|〈v|Aw〉| = max
‖v‖=1

max
‖w‖=1

|〈v|Aw〉| ,

wobei ‖v‖ =
√
〈v|v〉. Des Weiteren:

(i) ‖A‖op = ‖A∗‖op

(ii) Die Operatornorm erfüllt die sogenannte C∗-Gleichung ‖A∗A‖op = ‖A‖2op.

(iii) ‖A‖op = max
{
|z| 12 : z ∈ Spec(A∗A)

}
= µ1, wobei µ1 der größte Singulärwert von A ist.

(iv) Die Operatornorm ist unitär invariant, d.h. ‖UAW‖op = ‖A‖op für alle unitären Matrizen U
und W .

(v) Falls A normal, so ist die Operatornorm gleich dem Spektralradius ‖A‖op = max
{
|z| : z ∈

Spec(A)
}

.

Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus Skalierung und Korollar 8.3.2:

‖A‖op = sup
‖w‖=1

‖Aw‖ = sup
‖v‖=1

sup
‖w‖=1

|〈v|Aw〉| .

Die Einheitskugel {v ∈ KN : ‖v‖ = 1} ist kompakt und somit werden die Suprema angenommen,
d.h. die Maxima existieren. Nun zu (i). Nach Obigem

‖A‖op = sup
‖v‖=1

sup
‖w‖=1

|〈A∗w|v〉| = sup
‖w‖=1

sup
‖v‖=1

|〈v|A∗w〉| = ‖A∗‖op .
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Somit folgt auch
‖A∗A‖op ≤ ‖A∗‖op ‖A‖op = ‖A‖2op ,

also die erste Ungleichung in der C∗-Gleichung. Die Umkehrung kann wie folgt gezeigt werden:

‖A∗A‖op = sup
‖v‖=1

‖A∗Av‖ ≥ sup
‖v‖=1

〈v|A∗Av〉 = sup
‖v‖=1

〈Av|Av〉 = ‖A‖2op .

Zu (iii): Nach (13.2) gilt

‖A‖op = sup
v∈KN , ‖v‖=1

〈Av|Av〉
1
2 = sup

v∈KN , ‖v‖=1

〈v|A∗Av〉
1
2 = (µ2

1)
1
2 = µ1 ,

wobei µ1 der größte Singulärwert von A ist und die vorletzte Gleichheit aus dem Minimax-Prinzip
folgt. Dies zeigt die Behauptung. Auch für (iv) beginnen wir bei (13.2)

‖UAW‖2op = sup
v∈KN\{0}

〈UAWv|UAWv〉
〈v|v〉

= sup
v∈KN\{0}

〈A(Wv)|A(Wv)〉
〈Wv|Wv〉

= ‖A‖2op ,

Letzteres, weil W ja auch eine Bijektion auf KN \ {0} ist. Für den Beweis von (v) kann jetzt die
unitäre Invarianz in Verbindung mit dem Spektralsatz für normale Matrizen verwandt werden. Sei
also UAU∗ = D diagonal mit den Eigenwerten z1, . . . , zN von A auf der Diagonalen, dann gilt

‖A‖2op = ‖D‖2op = sup
‖v‖=1

〈Dv|Dv〉 = sup
‖v‖=1

N∑
n=1

|vn|2 |zn|2 = max
n=1,...,N

|zn|2 ,

was genau die Behauptung ist. 2

Nun folgt eine erste Anwendung der Operatornorm:

13.2.5 Satz Es sei f eine konvergente Potenzreihe

f(z) =
∑
k≥0

fk z
k , fk ∈ C ,

mit Konvergenzradius ρ. Für jede Matrix A ∈ Mat(N ×N,K) mit Operatornorm ‖A‖op < ρ konver-
giert die Reihe

f(A) =
∑
k≥0

fk A
k .

Beweis. Da ‖Ak‖op ≤ ‖A‖kop nach der Submultiplikativität, ist die Reihe absolut konvergent, da∑
k≥0

|fk| ‖Ak‖op ≤
∑
k≥0

|fk| ‖A‖kop ≤
∑
k≥0

|fk| (ρ− ε)k < ∞ ,

wobei ε = ρ− ‖A‖op > 0 nach Voraussetzung. 2

13.2.6 Beispiel Da die Exponentialreihe überall auf C konvergiert (Konvergenzradius∞), ist exp(A)
für jede Matrix wohldefinert, ebenso exp(t A) für jedes t. Ein anderes Beispiel ist die Neumann Reihe

(1− A)−1 =
∑
k≥0

Ak ,

die konvergiert vorausgesetzt, dass ‖A‖op < 1. �
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13.3 Spur einer Matrix

Nun soll eine andere wichtige Klasse von Normen betrachtet werden, die mit Hilfe der Spur definiert
werden. Es sei daran erinnert (Satz 7.2.1), dass die Spur die Summe der Diagonaleinträge ist.

Tr(A) =
N∑
n=1

An,n .

Zunächst benötigen wir folgenden Satz, der elementare Eigenschaften der Spur zusammenfasst.

13.3.1 Satz Seien A,B ∈ Mat(N × N,K) und λ ∈ K, sowie U ∈ Mat(N × N,K) unitär bzw.
orthogonal. Dann

(i) Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B)

(ii) Tr(λA) = λ Tr(A)

(iii) (Zyklizität der Spur) Tr(AB) = Tr(BA)

(iv) (Unitäre Invarianz der Spur) Tr(A) = Tr(U∗AU)

(v) Für jede Orthonormalbasis u1, . . . , uN von KN gilt

Tr(A) =
N∑
n=1

〈un|A|un〉 .

(vi) (Cauchy-Schwarz Ungleichung) |Tr(AB)| ≤ Tr(A∗A)
1
2 Tr(B∗B)

1
2

(vii) (Standardabschätzung für die Spur) |Tr(AB)| ≤ ‖B‖opTr(|A|)

Beweis. Die beiden ersten Punkte (i) und (ii) sind offensichtlich, und auch (iii) kann direkt nachge-
rechnet werden:

Tr(AB) =
N∑
n=1

(AB)n,n =
N∑

n,m=1

An,mBm,n =
N∑
m=1

(BA)m,m = Tr(BA) .

Hieraus folgt auch (iv), denn

Tr(U∗AU) = Tr(UU∗A) = Tr(A) .

Zudem ist (v) lediglich ein Umschreiben von (iv). Zuletzt

|Tr(AB)| =

∣∣∣∣∣
N∑

n,m=1

An,mBm,n

∣∣∣∣∣ ≤
N∑

n,m=1

|An,m| |Bm,n| ≤

(
N∑

n,m=1

|An,m|2
) 1

2
(

N∑
n,m=1

|Bn,m|2
) 1

2

,

wobei im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz Ungleichung für Vektoren der Länge N2 verwandt
wurde. Die Identität

N∑
n,m=1

|An,m|2 = Tr(A∗A)
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beendet den Beweis von (vi). Für den Beweis von (vii) wird die Polarzerlegung A = U |A| verwandt,
sowie eine Orthonormalbasis u1, . . . , uN von Eigenvektoren von |A|:

Tr(AB) = Tr(U |A|B) = Tr(|A|BU) =
N∑
n=1

µn(A) 〈un|BUun〉 ,

wobei µn(A) die Singulärwerte von A sind, d.h. die Eigenwerte von |A|. Nun gilt |〈u|Bv〉| ≤ ‖B‖op
für zwei normierte Vektoren u, v. Somit

|Tr(AB)| ≤
N∑
n=1

µn(A) ‖B‖op = Tr(|A|) ‖B‖op ,

und der Beweis ist beendet. 2

13.4 Spurnormen

Es sei daran erinnert, dass der Betrag einer Matrix definiert ist als |A| = (A∗A)
1
2 durch Spektralkalkül

der positiven Matrix A∗A (siehe Definition 10.5.1). Analog kann auch |A|p = (A∗A)
p
2 definiert werden.

13.4.1 Definition Sei p ≥ 1. Die p-te Spurnorm ist definiert durch

‖A‖p = Tr(|A|p)
1
p ∈ [0,∞) .

Oft wird diese Norm auch als die p-te Schatten-Norm bezeichnet.

13.4.2 Bemerkungen (i) Selbstverständlich muss weiter unten erst nachgewiesen werden, dass
die p-te Spurnorm tatsächlich eine Norm ist.

(ii) Die p-te Spurnorm kann berechnet werden durch die p-Norm des Vektors der Singulärwerte. In
der Tat, sei U eine unitäre Matrix, die A∗A diagonalisiert, so dass auch

|A|p = U∗

(µ1)
p

...
(µN)p

U ,

wobei µ1, . . . , µN die Singulärwerte von A sind. Somit gilt nach Satz 13.3.1(iv)

‖A‖p = Tr(|A|p)
1
p =

(
N∑
n=1

(µn)p

) 1
p

. (13.3)

(iii) Im Fall p = 2 ist die Spurnorm explizit gegeben durch

‖A‖2 =

(
N∑
n=1

(A∗A)n,n

) 1
2

=

(
N∑

n,m=1

|An,m|2
) 1

2

.

Dies ist also genau die 2-Norm im Sinne des Beispieles 13.1.4 des N2-komponentigen Vektors
gegeben durch Untereinanderreihung der Spaltenvektoren von A. Die 2-te Spurnorm heisst auch
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die Frobenius-Norm oder die Hilbert-Schmidt Norm. Insbesondere ist für den Fall p = 2 also
auch schon nachgewiesen, dass ‖ . ‖2 eine Norm ist. Diese Norm ist von dem Skalarprodukt
(Nachweis als Übung)

〈A|B〉 = Tr(A∗B) ,

auf Mat(N ×N,K) induziert. Die Ungleichung in Satz 13.3.1(vi) kann als die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung bzgl. dieses Skalarproduktes interpretiert werden, d.h.

|〈A|B〉| ≤ ‖A‖2 ‖B‖2 .

(iv) Es sei darauf hingewiesen, dass für p 6= 2 die Norm ‖A‖p nichts gemein hat mit der p-Norm aus
Beispiel 13.1.4, obwohl die gleiche Notation dies nahezulegen scheint. Es wäre zwar möglich,
die Matrix A als einen Vektor der Länge N2 aufzufassen und davon die p-Norm zu betrachten,
aber dies ist dann nicht die p-te Spurnorm. �

13.4.3 Satz Die p-te Spurnorm ist eine Norm für p ≥ 1. Sie erfüllt des Weiteren:

(i) ‖A∗‖p = ‖A‖p

(ii) ‖AB‖p ≤ ‖A‖p‖B‖op und ‖AB‖p ≤ ‖A‖op‖B‖p

(iii) ‖A‖op ≤ ‖A‖p

(iv) ‖AB‖p ≤ ‖A‖p‖B‖p und somit ist die p-te Spurnorm eine Matrixnorm.

Beweis. Die Homogenität folgt aus

‖λA‖p = Tr(|λA|p)
1
p = Tr(|λ|p |A|p)

1
p = |λ| Tr(|A|p)

1
p = |λ| ‖A‖p .

Die Nicht-Entartung folgt aus der Tatsache, dass lediglich für die Null-Matrix sämtliche Singulärwerte
verschwinden. Schwierig ist hingegen der Nachweis der Dreiecksungleichung. Zunächst beginnen wir
mit dem Fall p = 1, d.h. das Ziel ist es nachzuweisen, dass

‖A+B‖1 ≤ ‖A‖1 + ‖B‖1 .

Hierzu verwenden wir die Polarzerlegungen (Satz 10.6.1)

A+B = U |A+B| , A = V |A| , B = W |B| ,

wobei U, V,W unitär sind. Dann gilt

‖A+B‖1 = Tr(|A+B|) = Tr(U∗(A+B)) = Tr(U∗V |A|) + Tr(U∗W |B|) .

Unter Verwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung (Satz 13.3.1 (vi)) folgt nun

Tr(U∗V |A|) = Tr(U∗V |A|
1
2 |A|

1
2 ) ≤ Tr

(
(U∗V |A|

1
2 )∗(U∗V |A|

1
2 )
) 1

2
Tr(|A|

1
2 ) = Tr(|A|) = ‖A‖1 .

Eine analoge Ungleichung für Tr(U∗W |B|) beendet den Beweis der Dreiecksungleichung für p = 1.
Für den Fall p 6= 1, 2 wird die folgende Ungleichung benötigt. 2
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13.4.4 Satz (Hölder-von Neumann Ungleichung) Seien p, q ≥ 1 so, dass 1
p

+ 1
q

= 1. Dann gilt

Tr(|AB|) ≤ ‖A‖p ‖B‖q .

Beweis. Wir betrachten den Fall p ≤ 2 und q ≥ 2, der andere geht analog. Wieder beginnen wir mit
den Polarzerlegungen

AB = U |AB| , A = V |A| , B = W |B| .

Dann gilt, wenn die Spur in der orthonormalen Eigenbasis u1, . . . , uN von |A| berechnet wird,

Tr(|AB|) = Tr(U∗V |A|W |B|) = Tr(|A|W |B|U∗V ) =
N∑
n=1

µn(A) 〈W ∗un| |B|U∗V un〉 .

Nun bilden auch vn = W ∗un, n = 1, . . . , N eine Orthonormalbasis, sowie wn = U∗V un, n = 1, . . . , N .
Für beliebige normierte Vektoren v und w gilt, wenn x1, . . . , xN eine Orthormalbasis von Eigenvek-
toren von B∗B ist,

〈v| |B|w〉 ≤
(
〈v| |B|2 v〉

) 1
2

=
( N∑
n=1

|〈v|xn〉|2 µn(B)2
) 1

2 ≤
( N∑
n=1

|〈v|xn〉|2 µn(B)q
) 1
q
,

wobei die Jensen Ungleichung für die konvexe Funktion y ∈ R≥0 7→ y
q
2 verwandt wurde. Somit

〈v| |B|w〉 ≤ 〈v| |B|qv〉
1
q .

Wird dies nun oben für jedes n verwandt, so folgt

Tr(|AB|) ≤
N∑
n=1

µn(A) 〈vn| |B|q vn〉
1
q ≤

(
N∑
n=1

µn(A)p

) 1
p
(

N∑
n=1

〈vn| |B|q vn〉

) 1
q

= ‖A‖p ‖B‖q ,

wobei im vorletzten Schritt die Hölder Ungleichung verwandt wurde. 2

Beweis der Minkovski Ungleichung

‖A+B‖p ≤ ‖A‖p + ‖B‖p .

Wiederum werden die Polarzerlegungen verwandt

A+B = U |A+B| , A = V |A| , B = W |B| .

Jetzt

Tr(|A+B|p) = Tr(|A+B| |A+B|p−1) = Tr(U∗(A+B) |A+B|p−1)
= Tr(U∗V |A| |A+B|p−1) + Tr(U∗W |B| |A+B|p−1)
≤ Tr

(∣∣ |A| |A+B|p−1
∣∣)+ Tr

(∣∣ |B| |A+B|p−1
∣∣) ,

Letzteres nach Anwendung von Satz 13.3.1(vii). Nun kann die Hölder Ungleichung aus Satz 13.4.4
zweimal angewandt werden:

‖A+B‖pp = Tr(|A+B|p) ≤ ‖A‖p ‖ |A+B|p−1‖q + ‖B‖p ‖ |A+B|p−1‖q =
(
‖A‖p + ‖B‖p

)
‖A+B‖

p
q
p ,

wobei die Identität (p− 1)q = p verwandt wurde. Da p− p
q

= 1, folgt die Minkovski Ungleichung.

Es verbleibt noch, die Eigenschaften (i)-(iv) in Satz 13.4.3 zu nachzuweisen. (i) und (ii) folgen
aus dem unten stehenden Lemma für die Singulärwerte kombiniert mit (13.3). (iii) folgt ebenso aus
(13.3) und der Identität µ1(A) = ‖A‖op, bewiesen in Satz 13.2.4(iii) und (iv) ist dann eine Folgerung
aus (ii) und (iii). 2
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13.4.5 Lemma Die Sinulärwerte µn(A) von A erfüllen

µn(A∗) = µn(A) , µn(AB) ≤ ‖A‖opµn(B) , µn(AB) ≤ µn(A)‖B‖op .

Beweis. Die erste Gleichheit folgt z.B. aus der Singulärwertzerlegung (Satz 10.5.4). Weiter gilt wegen
A∗A ≤ ‖A‖2op 1 (was per Definition bedeutet ‖A‖2op 1− A∗A ≥ 0) und Korollar 10.4.5

(AB)∗(AB) = B∗A∗AB ≤ ‖A‖2op B∗B .

Somit folgt aus dem Minimax-Prinzip µn(AB) ≤ ‖A‖opµn(B). Die letzte Ungleichung folgt nun aus
µn(AB) = µn(B∗A∗) ≤ ‖B∗‖opµn(A∗) = ‖B‖opµn(A). 2

A Anhänge

A.1 Konvexitätsungleichungen

Dieser Anhang enthält einige Hilfsmittel der Analysis, die im Zusammenhang mit den p-Normen im
Kapitel 13 verwandt werden.

A.1.1 Definition Sei I ⊂ R ein Intervall. Eine Funktion f : I → R heißt konvex genau dann wenn
für alle x, y ∈ I und λ ∈ [0, 1] gilt

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λ f(x) + (1− λ)f(y) .

Eine Funktion f heißt konkav genau dann, wenn −f konvex ist.

A.1.2 Satz (Jensen’s Ungleichung) Sei f : I → R konvex. Weiter seien x1, . . . , xN ∈ I und 0 <
λn < 1 so, dass

∑N
n=1 λn = 1. Dann gilt

f

(
N∑
n=1

λnxn

)
≤

N∑
n=1

λnf(xn) .

Beweis durch Induktion über N . Die Aussage ist für N = 2 genau die Definition der Konvexität.
Somit muss lediglich der Schritt von N nach N + 1 nachgewiesen werden. Setze λ =

∑N
n=1 λn und

x = 1
λ

∑N
n=1 λnxn. Dann 1− λ = λN+1 und somit

f(λx+ (1− λ)xN+1) ≤ λf(x) + (1− λ)f(xN+1)

= λf

(
N∑
n=1

λn
λ
xn

)
+ λN+1f(xN+1)

≤ λ

N∑
n=1

λn
λ
f(xn) + λN+1f(xN+1)

=
N+1∑
n=1

λnf(xn) ,

wobei im vorletzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwandt wurde. 2
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A.1.3 Satz Sei 1 ≤ p <∞ und q ∈ R, so dass 1
p

+ 1
q

= 1. Setze

‖v‖p =

(
N∑
n=1

|vn|p
) 1

p

, v =

v1...
vn

 ∈ KN ,

und ‖v‖∞ = max{|v1|, . . . , |vN |}. Dann gilt:

(i) (Hölder–Ungleichung) |〈v | w〉| ≤ ‖v‖p‖w‖q

(ii) (Minkowski–Ungleichung) ‖v + w‖p ≤ ‖v‖p + ‖w‖p
Beweis. (i) Der Fall p = 1, q =∞ folgt direkt aus

|〈v | w〉| ≤
N∑
n=1

|vn||wn| ≤
(

max
n=1,...,N

|wn|
) N∑

n=1

|vn| = ‖w‖∞‖v‖1 .

Behauptung Für a, b > 0 gilt ab ≤ 1
p
ap + 1

q
bq (Young’sche Ungleichung).

Begründung Die Funktion x ∈ R>0 7→ ln(x) ist konkav, also für x, y > 0

1

p
ln(x) +

1

q
ln(y) ≤ ln

(
1

p
x+

1

q
y

)
.

Da exp monoton ist, folgt nach Exponentieren

x
1
py

1
q ≤ 1

p
x+

1

q
y .

Setze x
1
p = a, y

1
q = b, dann ist die Behauptung gezeigt. �

Nun sei ‖v‖p 6= 0 und ‖w‖q 6= 0 (sonst ist die Aussage trivial). Es folgt:

〈v | w〉
‖v‖p‖w‖q

≤
N∑
n=1

|vn||wn|
‖v‖p‖w‖q

≤
N∑
n=1

(
1

p

|vn|p

‖v‖pp
+

1

q

|wn|q

‖w‖qq

)
=

1

p
+

1

q
= 1 .

Dies zeigt (i). Für p = 1 folgt die Minkowski-Ungleichung direkt aus der Dreiecksungleichung. Seien
also 1 < p und q <∞ mit

1

p
+

1

q
= 1 ⇐⇒ q + p = pq ⇐⇒ p = (p− 1)q ⇐⇒ p− p

q
= 1 .

Dann

‖v + w‖pp =
N∑
n=1

|vn + wn||vn + wn|p−1

≤

(
N∑
n=1

|vn||vn + vn|p−1
)

+

(
N∑
n=1

|wn||vn + wn|p−1
)

Hölder

≤ (‖v‖p + ‖w‖p)

(
N∑
n=1

|vn + wn|(p−1)q
) 1

q

= (‖v‖p + ‖w‖p)‖v + w‖
p
q
p da (p− 1)q = p .

Für ‖v + w‖p 6= 0 (ansonsten ist die Aussage trivial) verwenden wir (‖v + w‖p)p−
p
q = ‖v + w‖p. 2
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